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Einleitung

Die Forschungsaktivitdten in der Immunologie haben in den vergangenen Jahren
stark zugenommen. Aufgrund der Komplexitidt und Weitlaufigkeit dieses Gebiets
treffen hier verschiedene wissenschaftliche Disziplinen aufeinander, insbesondere die
Medizin und die Naturwissenschaften Biologie, Chemie und Physik. Bisher spielt
die Mathematik in der Immunologie eine eher untergeordnete Rolle, obwohl ihre
Verfahren einen wertvollen Beitrag zur immunologischen Forschung leisten kénnten.
Aktuell lassen sich u.a. folgende Anwendungsfelder fiir die Mathematik identifizieren:

Innerhalb der einzelnen Fachbereiche kann die Mathematik als Abstraktionswerk-
zeug dienen. Auf diese Weise ist es moglich, mathematische Verfahren aus anderen
Bereichen wie zum Beispiel dem Finanz- oder Ingenieurswesen in die Immunologie
zu {ibertragen und nutzbringend einzusetzen.

Ein weiteres Problem, das mit Hilfe der Mathematik gelost werden kann, ist die
Datenflut. In der Immunologie werden stdndig neue Analyseverfahren entwickelt und
angewandt, dabei werden so viele bzw. so groffle Datensétze generiert, dass diese mit
den herkémmlichen heuristischen Verfahren nicht mehr ausgewertet werden koénnen.
Mit mathematisch fundierten Analyseverfahren ist es moglich, diese Datenmengen zu
beherrschen und sinnvoll zu interpretieren. Auflerdem werden die Auswahlkriterien
somit transparenter und die Auswertungen objektiviert.

Um steuernd in immunologische Prozesse eingreifen zu koénnen, ist es notwendig,
verléssliche Vorhersagen zu treffen. Bisher griinden sich diese Vorhersagen vornehm-
lich auf Experimente, die aber oft sehr kosten- und zeitintensiv sind. Aulerdem gibt
es viele Sachverhalte, die derart komplex sind, dass sie sich nicht in praktischen Ex-
perimenten abbilden lassen. Mit numerischen Simulationen ist es der Mathematik
moglich, auch komplexe Gegebenheiten abzubilden sowie schnell und kostensparend
belastbare Vorhersagen zu treffen.

In der vorliegenden Arbeit werden diese Anwendungsmoglichkeiten der Mathematik
anhand dreier Fallstudien exemplarisch dargestellt:

In Kapitel 1 wird zunéchst ein Einblick in die jeweilig relevanten biochemischen und
immunologischen Vorgéinge gegeben, welche die Grundlage fiir eine mathematische



2 Einleitung

Modellierung bilden. Nachdem die Fallstudien in mathematische Formulierungen
iibertragen worden sind, werden diese zu Parameteridentifikationen als Optimie-
rungsprobleme unter Restriktionen klassifiziert.

In Kapitel 2 werden anschlieBend die mathematischen Hilfsmittel vorgestellt. Diese
unterteilen sich in statistische und analytische Werkzeuge zur Modellierung und
Analyse sowie in Numerische Verfahren zur Parameteridentifikation.

Der Schwerpunkt der Arbeit liegt auf der separaten Analyse der drei Fallstudien
und der Vorstellung der jeweiligen Losungsverfahren: In Kapitel 3 wird mittels ei-
nes Populationsmodells die ,, Entwicklung von Mutationen in prekanzerdsen Zellen®
als ein Optimierungsproblem unter Differentialgleichungsrestriktionen beschrieben.
Um die Daten reduzieren zu kénnen, wird eine Scoring-Funktion eingefiihrt. Danach
wird ein Losungsverfahren fiir grofie lineare Differentialgleichungssysteme mit kon-
stanter unterer Dreiecksmatrix vorgestellt, welches mit bekannten Lésungsansitzen
verglichen wird. Im Anschluss daran werden die Ergebnisse visualisiert, diskutiert
und interpretiert.

In Kapitel 4 wird gezeigt, dass man aus der , Proteinspaltung durch das Enzym
Proteasom® durch einen Binomialen Ansatz ein Optimierungsproblem unter Unglei-
chungsrestriktionen erhélt. Anhand einer formellen Untersuchung kann dargelegt
werden, dass sich die Modellfunktion vereinfachen und so der Rechnungsaufwand
wesentlich reduzieren liasst. Analysiert man das vereinfachte Modell, wird ein direk-
ter Zusammenhang der Singuldrwerte sowohl mit den Eingabedaten als auch mit
den gesuchten Parametern deutlich, der in einem Lemma bewiesen wird. Abschlie-
Bend werden erste Ergebnisse vorgestellt, dariiber hinaus wird ein Ausblick auf das
weitere Vorgehen und das langfristige Ziel gegeben.

Die Kapitel 5 und 6 bearbeiten daraufhin die Fallstudie “Immunisierungsstrategie
gegen Hepatitis in Krankenh&dusern“. Hierbei wird zunéchst in Kapitel 5 das aus ei-
nem Normalverteilungsansatz gewonnene Optimierungsproblem mit Ungleichungs-
restriktionen gelost. Die Ergebnisse werden anschliefend einer Hauptkomponenten-
analyse unterzogen, deren Resultate darauf hindeuten, dass es moglich ist, das Mo-
dell zu vereinfachen. Ob diese Vermutung zutrifft, miisste durch weiterfiithrende Un-
tersuchungen geklart werden.

In Kapitel 6 erfolgt eine Einfiithrung in die Kontrolltheorie. Die Fallstudie ,, Immu-
nisierungsstrategie“ wird mit Hilfe der stochastischen Programmierung in ein Kon-
trollproblem {iberfiihrt, das im kontinuierlichen Fall auf Konsistenz und Eindeutig-
keit untersucht wird. Unter Beriicksichtigung einschréankender Annahmen wird der
konvergente Fall diskutiert und die Existenz einer optimalen Losung nachgewiesen.
Anschlieflend wird ein numerisches Verfahren vorgestellt, mit dem sich die optimale
Losung bestimmen lésst. Zum Schluss finden die vorgestellten Verfahren beispielhaft
eine Anwendung auf dem konkreten Fall eines Patienten.



Kapitel 1

Einfithrung in die Fallstudien aus
der Immunologie

Die vorliegende Arbeit basiert auf drei Fallstudien. Diese sollen zunéchst vorge-
stellt und die jeweils relevanten biochemischen und immunologischen Vorgénge be-
schrieben werden, auf deren Grundlage die mathematische Modellierung erfolgt.
Die folgenden Erlduterungen verwenden die entsprechenden naturwissenschaftlichen
Fachbegriffe. Zur besseren Lesbarkeit finden sich deren Definitionen nicht im Text
sondern im Glossar.

1.1 Fallstudie 1: Die Entwicklung von Mutationen
in prekanzertsen Zellen

Eine der grofiten Herausforderungen in der Cytogenetik liegt darin, Wechselbezie-
hungen zwischen der Krebsentwicklung und den chromosomalen Verdnderungen in
den anomalen Zellen aufzudecken. Bei der Zellteilung kann es zu drei verschiedenen
Abweichungen kommen: Teile der Chromosomen koénnen verloren gehen, neue Teile
kénnen hinzukommen oder das Chromosom kann sich verdoppeln. Die Analyse der
Chromosomen erfolgt haufig mittels der Fluoreszenzinsituhybridation (FISH). Diese
Technik verfiigt {iber eine Auflésung, die den meisten konkurrierenden experimentel-
len Techniken iiberlegen ist, und bietet auflerdem eine automatisierte Bildanalyse. Es
existieren einige verfeinerte Versionen von FISH. Dazu gehort u. a. die Multi-Color-
FISH (M-FISH) (Abbildung 1.1), die einige Arten von Abweichungen gleichzeitig
abbilden kann. Mit dieser Technik werden Chromosome farbig markiert, so dass
sich Stiicke eines Chromosoms detektieren lassen, die in andere Chromosomen ein-
gesetzt wurden. Auch fehlende Teile eines Chromosoms oder die Chromosomen, die
dreifach vorliegen, kénnen lokalisiert werden [SPE96], [SPE96/2|.

3



4 1 Einfithrung in die Fallstudien aus der Immunologie

Abbildung 1.1: Beispiel einer M-FISH Analyse.

Um die Mechanismen zu untersuchen, die zur Krebskrankheit fithren, wird gutar-
tiges Brustgewebe in vitro durch Krebs erzeugende Substanzen [FAUO04] angeregt.
In der Folge kommt es vermehrt zu Mutationen, die sich in der gesamten Zellpopu-
lation ausbreiten. In festgelegten Zeitabstéinden werden viermal Beispielzellen nach
dem Zufallsprinzip entnommen. Thre Abweichungen werden mittels M-FISH sichtbar
gemacht und anschlieSend klassifiziert. Hieraus erhélt man einen unstrukturierten
und schwierig zu interpretierenden Datensatz, dessen Analyse normalerweise durch
einen Experten erfolgt.

Zum einen ist dieses Verfahren sehr zeitintensiv, zum anderen birgt die heuristische
Analyse die Gefahr, dass man sich auf irrelevante Details des Datensatzes konzen-
triert und wichtige Eigenschaften iibersieht.

Im Folgenden wird ein Modell vorgestellt, mit dem es moglich ist, auf objektive Art
Einblicke in die innere Struktur eines M-FISH-Datensatzes zu gewinnen. Die wich-
tigsten Fragen lauten dabei: Warum treten instabile Zelllinien nur zu bestimmten
Zeiten auf? Welche Mutationen fithren zu einem instabilen Zelltyp?

Das Modell beruht auf dem Standardmodell der Populationsgenetik (sieche [CRO70,
HOF85,BUE00,HER02]). Hier wird angenommen, dass der Genotyp jedes Individu-
ums aus einer begrenzten Menge von Moéglichkeiten stammt, die a priori spezifiziert
sind. Diese Einschrankung der Moglichkeiten lédsst sich a posteriori rechtfertigen,
wenn man reale Daten betrachtet: Wiahrend eines bestimmten Zeitintervalls ist nur
eine begrenzte Anzahl von Typen zu beobachten.

Im Standardmodell wird angenommen, dass jeder Typ seine eigene Reproduktions-
rate hat. Interaktionen, wie die Kompetition um Ressourcen, finden nicht statt. Es
erscheint gerechtfertigt, dieses Modell anzuwenden, da die analysierten Daten in ei-
nem Experiment erzeugt werden, in dem geniigend Nahrstoffe zur Verfiigung stehen,
um insbesondere direkte Konkurrenzeffekte auszuschlieSen. Problematisch ist aller-
dings, dass das Standardmodell entwickelt wurde, um die grundlegenden Effekte der
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Bevolkerungsgenetik zu untersuchen, nicht aber um reale Datensétze zu analysie-
ren. Die Anzahl der iiblicherweise fiir das Standardmodell benétigten Parameter ist
bei weitem zu grofl, um diese zuverléssig aus einem bearbeitbaren Datensatz zu be-
stimmen. Bei der Anpassung des Modells liegt der Schwerpunkt deshalb darauf, die
Kodierung der unterschiedlichen Zelltypen durch Gruppen von Mutationen und das
Verhalten der einzelnen Mutationen so zu formulieren, dass die Zahl der Parameter
moglichst klein bleibt. Wichtige Eigenschaften des Modells, die fiir die Beschreibung
der Daten notwendig sind, miissen aber erhalten bleiben. Erste Simulationsergeb-
nisse zeigen, dass es nicht notwendig ist, die Interaktionen zwischen Mutationen zu
modellieren, um die wesentliche Struktur der Daten zu reproduzieren. Ohne die In-
teraktionen reduziert sich die Anzahl der Parameter wesentlich und entspricht der
Anzahl der Mutationen (Abarrationen).

Man nehme an, dass es hochstens [ unterschiedliche Arten von Mutationen der
Chromosomen in jeder Zelle gibt. Eine Mutation vom Typ ¢ wird als vorhanden in
einer Zelle gezihlt, wenn sie mindestens in einem Chromosom eines diploiden Paares
auftritt. Fehlt ein Chromosom, existiert also nur die Kopie eines der Chromosome,
oder sind wéahrend der Zellteilung mehrfache Kopien entstanden, werden diese nicht
gesondert betrachtet, da immer eine funktionierende Kopie vorhanden ist. Jede Zelle
kann folglich durch einen bindren Vektor # = (ni...,n;) € {0,1}' gekennzeichnet
werden, wobei eine Komponente n; = 1 anzeigt, dass eine Mutation vom Typ ¢
vorliegt.

Nun lésst sich ein dynamisches Populationsmodell fiir die Zellvermehrung entwik-
keln. Hierbei miissen zwei Prozesse betrachtet werden: Das Populationswachstum
und die Dynamik der Mutationen.

Fiir den ersten Prozess sei angenommen, dass die Vermehrung der Zellen ohne Mu-
tationen durch eine positive Reproduktionsrate ry gegeben ist. Betrachtet man ei-
ne Zelle mit nur einer Mutation, d.h. vom Typ 7; = (n;);=1,; mit n; = ¢;,; fir
Jj €{1,..,1}, so wird die Reproduktionsrate r; dieser Zelle im Allgemeinen nicht mit
der von Zellen ohne Mutationen iibereinstimmen, d.h. man sucht ein r;, so dass die
Gesamtreproduktionsrate der Zelle gleich ro+7; ist (i.A. 7; # 0). Um die Anzahl der
Parameter beherrschbar zu halten, werden die Interaktionen von Mutationen nicht
beriicksichtigt. Weiterhin wird angenommen, dass das Vorhandensein verschiedener
Mutationen in der gleichen Zelle die Reproduktionsrate durch lineare Superposition
dndert. Die Gesamtreproduktionsrate r(7) einer Zelle vom Typ 7 ldsst sich dann
berechnen mit

!
r(n) =r,+ Z n;r;.
=1

Der zweite Prozess modelliert die Dynamik des Auftretens der Mutationen. Hierfiir
wird angenommen, dass die Mutationsrate einer Zelle unabhéngig von ihrem Typ 7
sei.
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Mit a; sei die Rate fiir das Auftreten einer neuen Mutation j benannt, also die Rate
fiir den Wechsel einer Zelle vom Typ 7 mit n; = 0 zu einer Zelle vom Typ 7 mit
n; = n; + 0; ;. Da Mutationen nur auftreten, aber nicht verschwinden kénnen, gilt:
a; > 0. Riickmutationen werden somit vernachléssigt.

ro"‘ h

ot \Qw
.

lo @ oo

e

ro+ p)

Abbildung 1.2: Zelltypen mit ihren Ubergéngen fiir zwei Mutationen.

In Abbildung 1.2 sind die Ubergénge der einzelnen Zelltypen am Beispiel einer Po-
pulation mit zwei verschiedenen Mutationen dargestellt.

z7 bezeichne die Anzahl der Zellen vom Typ 7i. Man beachte, dass die Funktion x5
von der Zeit ¢ und den Parametern abhéngt. Weiter sei mit h(7,7) der Hamming-
Abstand zwischen den binédren Vektoren 7 und 77 definiert:

l

h(it, i) ==Y |n; — |

i=1
und es gelte 77 > 0 fiir einen Vektor 77, wenn jede Komponente nicht negativ ist. Man
beachte, dass dadurch eine Halbordnung der Vektoren eingefiihrt wird:

n>neid—n>0.

Diese Definitionen und Annahmen machen es nun méglich, folgendes System von
gewohnlichen Differentialgleichungen (DGL) aufzustellen:

l l l
Tq = (7“0 +) nri =y (1- n@-)ai) Ty + S w ) aul(m—m) |,
i = i=1

A<, h(f,7)=1

Terml1
z7(0) = 2% Vi e {0,1}.

Term [ gibt die Reproduktion und das Fortmutieren wieder und Term /[ entspricht
dem Zuwachs von neuen Zellen durch Mutationen aus anderen Zellen eines anderen
Zelltyps. Hier erfiillen die Anfangswerte die Bedingung 2% > 0 fiir alle Zelltypen 7.
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Allgemein ist man nicht an der Populationsgréfie selbst interessiert, sondern an der
relativen Haufigkeit der verschiedenen Zelltypen:

2 (t)
Zﬁe{o,l}l xT__i(t) ‘

r

ya(t) =

Demnach kann man z;(t) durch Z; = e "'z; ersetzen, was die iiberméfiige Menge
der mutierten Zellen vom Typ 77 mit der Menge der nicht mutierten Zellen vergleicht,
d.h., die fiir alle Zelltypen identische Grundreproduktionsrate entfillt aus der DGL.
Somit gilt:

ZL'ﬁ(t) . i’ﬁ(lf)
fie{0,1}! xﬁ(t) Zﬁe{m}l jﬁ(t)

und man erhélt das neue DGL-System:

l l l
.%ﬁ = (Z n;r; — Z (1 — nl)cm) i’ﬁ + Z i‘ﬁ" ZOQ(nz - ﬁz) )
i=1 =1

i=1 A<, h(7,7)=1

ya(t) =

7(0) = 3% vie {01},
Zwei Anfangsbedingungen mit Z; = (Z% fiir ¢ > 0 und alle 77 € {0, 1} ergeben die-
selbe relative Hiufigkeit. Demnach lassen sich oBdA die 2% folgendermafien wihlen:

:C%ZO, Z x%zl.

7e{0,1}

Zur Vereinfachung wird im Folgenden wieder x5 fiir 27 geschrieben. Dieses Modell
hat 242! —1 Parameter: [ Reproduktions- und [ Mutationsraten und 2'—1 Parameter
fiir die Anfangsbedingungen.

Um die grofle Anzahl von Parametern noch weiter zu reduzieren, wird angenommen,
dass zum Zeitpunkt Null keine Mehrfach-Mutationen in der Population vorliegen.
In diesem Fall reduziert sich die Anzahl der Anfangsbedingungen auf I: Es gilt [ 4+ 1
Parameter fiir die relative Hiufigkeit des Typs 7° := (0, ...,0) (keine Mutationen)
und 7 mit n’ := &;; (genau eine Mutation) i = 1,...,[ zu bestimmen. Da sich aber
die Summe der relativen Haufigkeiten auf Eins belduft, reduziert der Freiheitsgrad
wieder um FEins. Insgesamt sind also nun 3/ Paramter notig.

Das Modell ist eine erste Approximation an die komplexen Mechanismen, die bei
den Mutationen innerhalb einer Zelle ablaufen. Verfeinerungen des Modells kénnten
notig sein, so sind z.B. die Abhéingigkeiten der Mutationen untereinander unter
Beriicksichtigung ihrer Reproduktions- und Mutationsraten zu beachten. Inwieweit
dieses einfache Modell Vorhersagen beziiglich der Haupteffekte erlaubt, miissen die
Anpassungen an den Datensatz zeigen. Hierfiir ist also eine Parameterschétzung
notig.
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Zunéchst gilt es k, die Zeit-durchlaufende Stichproben einer Population, zu betrach-
ten. Dies bedeutet, die Proben s mit s = 1,...,k wurden zum Zeitpunkt ¢, mit
t1 < ... < t; genommen. Die Anzahl der entnommenen Zellen der Probe s ist
ms. Deren Typ sei bezeichnet durch Nj*, ..., N/: . Anhand dieser Proben versucht
man, die Parameter des Modells mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode zu
schitzen. Dazu ersetzt man die Wahrscheinlichkeit einer Stichproben-Zelle des Typs
N/* durch die berechnete Haufigkeit y . (¢). Der gesamte Datensatz sei bezeichnet
mit D. Nimmt man an, dass die Zellen innerhalb und zwischen den Stichproben
unabhéngig sind, weil die Populationsgrofle deutlich grofler als die Stichprobe ist, so
erhélt man folgende Likelihood-Funktion:

k my;

1= 1, ,l) = HHyN;i(ti)'

i=1j=1

0
LD(Tia Ay T

Nun sucht man den Parametersatz unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen,
die diese Funktion maximieren. Gewthnlich wandelt man dieses Problem noch durch
die log-Likelihood-Funktion

0
FD(% Ay T

ko m;
i=1,..,1):= —ZZIog(yN;«m)

i=1 j=1

in ein Minimierungsproblem um. Daraus ergibt sich das nichtlineare Optimierungs-
problem mit nichtlinearen Gleichungs- und linearen Ungleichungsrestriktionen:

Fallstudie 1.1
Gegeben: Datensatz D

minFp(7, a, )

a; > 0Vi=0..1
l

2 > 0Vi=0.0, > a¥ =1,
1=0

l ! !
Ty = <Z n;r; — Z (1-— ni)ai> Ti + T Z a;(n; —ny) |,
i=1 ;

=1

rz(0) = 2% vie {01}
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1.2 Fallstudie 2: Die Proteinspaltung durch das
Enzym Proteasom

Das Enzym Proteasom spaltet Proteine innerhalb einer Zelle in Fragmente, meistens
in eine Lénge von sieben bis neun Aminosduren. Diese Fragmente gelangen durch
einen MHC-class-I an die Zelloberfliche (siehe Abbildung 1.3). Wird ein Fragment
durch cytotoxische T-Lymphozyten als nicht-kérpereigen erkannt, z.B. aufgrund ei-
ner Vireninfektion, wird die entsprechende Zelle getétet und die Verbreitung des
Virus gestoppt (siche [RAM93], [PAM98]). Man hegt die Hoffnung, auf Grundla-
ge dieses Mechanismus spezifische und effektive Impfstoffe zu entwickeln. Folglich
versucht man, den proteasomalen Spaltungprozess zu verstehen.

P
i

Abbildung 1.3: Ablauf des proteasomalen Proteinabbaus in einer Zelle.

Um einen tieferen Einblick in diesen Prozess zu gewinnen, werden Experimente
durchgefiihrt, bei denen das Proteasom ausgewéhlte Modell-Proteine in vitro spaltet
(siche [NUS98]). Das Ziel ist hierbei, eine Methode zu entwickeln, mit der sich vor-
aussagen lasst, welche Fragmente entstehen. Die resultierenden Fragmente werden
identifiziert und statistisch analysiert. Die Fragmentdetektion und -identifikation ist
sehr kompliziert. Daher werden viele Fragmente nicht entdeckt, obwohl die experi-
mentelle Technik sehr hoch entwickelt ist. Auch wird im Allgemeinen unterschétzt,
wie oft eine erkannte Fragmentart tatséchlich auftritt. Folglich ist es sehr schwer, die
Ergebnisse der Experimente zu interpretieren. Diese Fallstudie konzentriert sich auf
zwei Experimente, bei denen das Proteasom 20S das Substrat Hefe-Enolase oder Pri-
on spaltet. Hierbei werden das entsprechende Protein und das Proteasom vermengt
und erwirmt. Anschliefend werden die Spaltungsprodukte entsprechend ihrer Léange
durch das Verfahren , high-pressure-liquid-chromatography* (HPLC) getrennt. Die
Fragmente im Eluat werden nun mittels Massenspektrometrie und Edmansequen-
cing analysiert. Normalerweise ist es moglich, die genaue Sequenz der Fragmente
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festzustellen, welcher dann ihre jeweils gemessene Anzahl zugewiesen werden kann.
Fiir die experimentellen Details wird auf die Literatur [KUT00] und [TOEO1] ver-
wiesen.

Die Daten sind also das Ergebnis der Kombination von zwei Prozessen: Der erste
ist der Abbauprozess des Proteins durch das Proteasom und der zweite ist der ex-
perimentelle Detektierungsprozess. Es ist dabei nicht zu erkennen, welche Struktur
innerhalb der Daten auf welchen Prozess zuriickzufiihren ist. Um diese beiden Teile
zu unterscheiden, verwendet man einen modellbasierten Ansatz. Es werden zuerst
der proteasomale Abbauprozess sowie das Detektierungsverfahren einzeln model-
liert, anschliefend wird das komplette Experiment simuliert.

Das im weiteren Verlauf vorgestellte Modell soll Einblicke in die innere Struktur eines
proteasomalen Datensatzes ermoglichen. Es soll kein Algorithmus zur Vorhersage
der Fragmente entwickelt werden, sondern eine Methode, um die Daten besser zu
verstehen.

IS
a
S

Haufigkeit [pmol]
BN W W A
o o w & a &
g 8 & &8 & =8

T T T T

=
1)
3

a
=)
T

ok I
0 50 100

Il Il Il
150 200 250 300 350 400
Position in Enolase

Abbildung 1.4: Detektierte Haufigkeiten der Aminosiurenposition in Enolase.

Um ein Modell fiir den proteasomalen Abbau und die Fragmentendetektion zu ent-
wickeln, miissen die Daten zunichst statistisch analysiert werden. Im Folgenden
wird sich rein auf den Enolase-Datensatz bezogen. Der verfiighare Datensatz (siehe
Anhang Proteasom) beschreibt 109 verschiedene Fragmente mit ihren Anfingen,
Enden und den gemessenen Héufigkeiten. Man nimmt an, dass die Wahrscheinlich-
keit zur Detektion eines Fragmentes von seiner Lénge und seiner Haufigkeit abhéngt.
Summiert man fiir jede Position auf dem Protein die gemessene Menge der Frag-
mente, die diese Position enthalten, erhilt man Abbildung 1.4. Die Verteilung der
Positionshaufigkeiten zeigt, dass fiir die meisten Positionen nur eine kleine Menge
gefunden wurde.

Von den 435 moglichen Trennungsstellen in der Enolase (436 Aminosduren lang)
beginnen oder enden Fragmente nur an 114 verschiedenen Positionen. Hierbei han-
delt es sich nicht um die Stellen in einem einzelnen Molekiil, sondern um alle jemals
im Datensatz detektierten Stellen. Der Abstand zwischen zweien folgt einer gekiirz-
ten geometrischen Verteilung (y2-Test mit df = 6 ergibt x* = 3.29 mit p = 0.23).
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Abbildung 1.5: Léngen- und Héaufigkeitsabhédngigkeit innerhalb des Enolase Daten-
satzes.

Falls die Trennungsstellen unabhéngig sind, erwartet man eine derartige Verteilung.
Ebenso wiirde man fiir die Fragmentenldngen eine geometrische Verteilung erwar-
ten. Aber wie in Abbildung 1.5 zu erkennen ist, sind insbesondere kurze Fragmente
sehr selten und Fragmente aus sieben bis neun Aminosiuren sehr haufig. Es liegt
auf der Hand, dass die Ergebnisse des Detektierungsprozesses auch von der Haufig-
keit der Fragmente abhéngen. Die Verteilung der Fragmenthéufigkeiten folgt keinem
Schema. Dennoch steigt sie bis 20pmol und féllt dann wieder. Daraus kann man
schlieflen, dass seltene Fragmente schwieriger zu detektieren sind. Da beide Prozesse
nacheinander ablaufen, wird fiir die Herleitung des Modells vorausgesetzt, dass sie
voneinander unabhéngig sind. Die Prozesse werden mit jeweils zwei Wahrscheinlich-
keiten modelliert: Trennung oder keine Trennung und detektiert oder nicht detek-

tiert. Diese Vorgabe erlaubt die Verwendung einer Binomialverteilung, siehe dazu
auch [HIGO02].

Aminoséure
-1 i i+l -1 ] j+1
000050000
P. R /‘ R. R
Trennungsstelle
Detektiertes Fragment 4
Trennungswahrscheinlichke

Abbildung 1.6: Proteinfragment, das aus Aminoséuren besteht, sowie die zugehori-
gen Wahrscheinlichkeiten.

Es sei nun die Trennungswahrscheinlichkeit in einem Protein nach der i-ten Ami-
nosiure p; mit p; € I := {p|0 < p < 1}. [4, 5] beschreibt das Fragment zwischen den
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Positionen ¢ und j des Proteins (Abbildung 1.6). Dann ergibt sich die Entstehungs-
wahrscheinlichkeit eines Fragmentes mit p;; zu:

j—1

Pij i= Pi-1 H(l —pe)pj 1<
k=i

q(l, h) sei die Detektierwahrscheinlichkeit, abhéngig von der Léange | des Fragments
und der Héufigkeit h. Nun bedeutet [i,j] = v, dass das Fragment [i,j] mit der
Héufigkeit v detektiert wurde. Mit n bezeichnet man die Anzahl der vorhandenen
Proteinmolekiile.

Um das Modell méglichst einfach zu halten, wird fiir die Detektierwahrscheinlichkeit
q(l,h) die Unabhéngigkeit der lingenabhéingigen Wahrscheinlichkeit ¢;(1) und der
haufigkeitsabhéngigen Wahrscheinlichkeit g (h) angenommen, so dass sich

q(l,h) = q(l)gn(h)

schreiben ldsst. Die Funktion ¢; (ebenso ¢;) sei stetig, gleich Null unterhalb einer
Lénge I, (einer Haufigkeit hy) und 1 oberhalb von Iy (ha). ¢; sei dabei stiickweise
linear und ¢ sei das Quadrat einer stiickweisen linearen Funktion (siehe Abbildung
1.7). Fiir die genauere Herleitung sei auf [MUE(Q2] verwiesen.

a(h) q(h)

S T

2 6 ' 15 50 f

Abbildung 1.7: Die Funktionen ¢;({) und g, (h).

Nun lésst sich aus der Summe aller Kombinationen, bei denen m Fragmente ent-
standen aber nur v detektiert wurden, die Wahrscheinlichkeit P eines einzelnen
Fragmentes [i, j| mit der detektierten Hiaufigkeit v berechnen. Hierbei ermoglicht
der binomiale Ansatz das Aufspalten in eine Detektions- und eine Entstehungs-
wahrscheinlichkeit.

n

Pl =)= 3 () ottty () -

M=V \{ J/ /

Vv Vv
Detektionswahrscheinlichkeit Entstehungswahrscheinlichkeit

Sei k die Anzahl aller moglichen Fragmente, so ldsst sich mittels Kombinatorik
zeigen:

> 1
k:Zr:( —;T)T.
r=1
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Nun weist man den Fragmenten [i, j| die detektierten Haufigkeiten zu. Falls ein
Fragment nicht detektiert wurde, erhélt es die Haufigleit Null. Daraus resultiert der
Datensatz D. Mit s als Linge des untersuchten Proteins und p'= (py, ..., ps_1)7 als
Parametersatz liasst sich die Likelihood-Funktion eines solchen Datensatzes bestim-
men:

k

Mp(p) = T P(liv. i) = ).

r=1

Nach der Maximum-Likelihood-Methode liegt die Problemstellung darin, den Pa-
rametersatz p zu finden, der die Likelihood-Funktion maximiert. Es soll also fiir p
gelten

Mo () = max Mp(p).
Ublicherweise wird dieses Maximierungsproblem durch das Minimierungsproblem
mit Hilfe der Log-Likelihood-Funktion —log(Mp(p)) untersucht. Beriicksichtigt man

k

—log(Mp(p)) = Z —log(P([ir, jr] = vr))

r=1

mit 0 < P([ir, j,] = vr) < 1, lésst sich das Problem in ein Problem der Summe der
kleinsten Quadrate umwandeln. Hierfiir definiert man die Funktion Fp(p) mit

—log(P([i1, 1] = 11))

“log(PJir, jx] = )

Daraus ergibt sich das nichtlineare Optimierungsproblem mit linearen Ungleichungs-
restriktionen:

Fp(p) :==

Fallstudie 1.2
Gegeben: Datensatz D

min||Fp(p)|]2
0<p; <1
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1.3 Fallstudie 3: Immunisierungsstrategie gegen
Hepatitis in Krankenhiusern

In Krankenh&usern versucht man das Personal vor Krankheiten wie z.B. Hepatitis
zu schiitzen, indem man es einer Grundimmunisierung unterzieht. Ein Individuum
gilt als immun, falls der Antikorpertiter iiber einem bestimmten Wert liegt. Um die-
ses zu iiberpriifen bzw. zu gewahrleisten, stehen zwei Mafinahmen zur Verfiigung:
Man kann die Anzahl der Antikorper mittels Blutprobentests bestimmen oder eine
Impfung durchfiithren. Bei beiden Mafinahmen fallen Kosten an, wobei eine Kontroll-
untersuchung billiger als eine Impfung ausfillt. Ist jedoch der Antikorpergehalt zu
niedrig, muss anschliefend sofort geimpft werden. Das Ziel ist also, eine Strategie zu
entwickeln, welche die Immunitét des Personals bei geringstem Kostenaufwand si-
cher stellt. Im Folgenden wird fiir ein Mitglied des Personals der Ausdruck ,,Patient“
gewdahlt.

Um ein geeignetes Modell zu entwickeln, sind zunéchst die erhobenen Daten zu
sichten (siche Anhang Immunisierungsstrategie). Dabei werden erste Zusam-
menhénge erkannt und zugrunde liegende Mechanismen und Probleme erfasst.

Patient 7, Typ 3, Nr. 7 Patient 347, Typ 3, Nr. 111

=
log(t) log(t)

(a) ohne Sprung (b) mit Sprung

Abbildung 1.8: Log-Log Plot der Anzahl der Antikorper eines Patienten.

In Abbildung 1.8 ist eine Beziehung zwischen der Zeit und der Anzahl der An-
tikorper dargestellt, die sich gut modellieren lésst, weil der Logarithmus der Anzahl
der Antikorper Ab linear im Logarithmus der Zeit ¢ fillt. Es treten jedoch immer
wieder unvorhersehbare sprunghafte Verinderungen auf, was sich fiir die Parame-
teridentifikation als problematisch erweist. Ein weiteres Problem ist, dass Ab nach
einer Impfung nicht bekannt und mit einem Test nicht exakt bestimmt werden kann.
Auch das muss im Modell beriicksichtigt werden. Insgesamt kann die Antikorperzahl
nur diskret bestimmt werden, wobei ihr kontinuierlicher Verlauf unbekannt bleibt.
Dennoch lésst sich mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Mitteln ein erstes verein-
fachtes Modell aufstellen.
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Mit z(t) sei die Anzahl der Antikorper im Blut eines Patienten bezeichnet, gegeben
durch eine zeitabhiingige Zufallsvariable Z,. Uber diese Zufallsvariable weiB man,
dass sie ohne duflere Einfliisse (Steuerung oder Stérung) im Durchschnitt wegen des
natiirlichen Abbaus der Antikérper mit der Zeit fallt. D.h. fiir ihren Erwartungswert
gilt nach einer Zeit 7 E[Z;,,| = E[Z;] —at, wobei a > 0 und konstant ist. Weiterhin
wird in diesem Fall das Wissen um die Anzahl der Antikérper immer ungenauer, was
sich in der Verdnderung der Varianz ausdriickt: Var[Z..] = Var|[Z] + br, wobei
b> 0.

Das einfachste System, das diese Zusammenhénge beschreibt, ist
Zy ~ N(p,0%) = Zyyr ~ N(u — at, 0% + b7)

oder
dZ, = —adt + VbdW,.

Hierbei steht W, fiir das ,,Gaufische Rauschen®.

Die Aufgabenstellung lédsst sich nun in folgendes Ziel {ibersetzen: Das System soll
in dem Zeitraum 0 bis T {iber einem bestimmten Grenzwert bleiben. Da man den
exakten Zustand des Patienten nicht kennt, mochte man P(Z; < 0) < «y garantieren,
wobei t € [0, 7. v sollte klein sein, um den Impfschutz mit hoher Wahrscheinlichkeit
gewahren zu konnen, weil es mit positiver Wahrscheinlichkeit kurze Zeitintervalle
gibt, bei denen z(t) negativ wird.

Fir
Zy ~ N(p,0%) mit (u,0%) € R x R,

existiert eine Konstante k., > 0, so dass P(Z < 0) < v gilt. Dadurch erhélt man in
der (p,0?) -Ebene eine erlaubte Region € (siche Abbildung 1.9).

Sei Q= {(p,0?)|p? > k20 } mit 9Q : =T+ UT".

(71

A

= C%?

Abbildung 1.9: Erlaubte Region € innerhalb der (u,0?) -Ebene.
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In dieser Ebene bewegt sich die Zufallsvariable mit der Zeit, beginnend an einem
Punkt (p7,0%), der der Verteilung nach einer Impfung entspricht. Also besitzt unser
Modell vier Parameter: uy, oy, a,b. Diese miissen aus den Daten gewonnen werden.

Der Datensatz D liefert zwei verschiedene Informationsarten. Man erhilt den Zeit-
punkt der Impfungen und den Zeitpunkt einer Kontrolle mit entsprechend gemesse-
nem Antikorperwert.

Patient 35, Typ 1, Nr. 5

4000

3500

3000

2500

2000

1500 (p1 — alty, 07 + bAty)
1000 %\D (l”ﬁﬁ)
500 (Aby, — alty, bALy)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 AAI)U AAb” 7#
(a) Patient (b) Datenpunkte

Abbildung 1.10: Ab-Wert eines Patienten mit zwei Impfungen und der Verlauf zweier
Datenpunkte in der (i, o%)—Ebene.

Plottet man den Datensatz eines einzelnen Patienten, wobei der Wert fiir Ab zum
Zeitpunkt einer Impfung (zur deutlichen Abgrenzung) gleich Null gesetzt wird, so
erhalt man Abbildung 1.10 (a). Die Daten werden so umstrukturiert, dass sie durch
das Modell leichter zu handhaben sind. Man kann diese Informationen in zwei aus-
wertbare Datentypen d; und d; umwandeln, und zwar zu:

dy: Zeit At; seit letzter Impfung und der gemessene Antikorperwert Abay,

do: Zeit At seit letzter Kontrolle und der gemessene Antikérperwert Abag;.

Fiir diese beiden Datentypen erhilt man folgenden Zusammenhang (siehe auch in
der (p,0?) Ebene Abbildung 1.10 (b)):

AbAti ~ N(/L[ — aAti, O% -+ bAtl)

AbAtj ~ N(AbAtj,1 — aAtj, bAt])

Im ersten Schritt wird jeder Patient einzeln betrachtet und ein einfaches Modell
mit seinem jeweiligen Datensatz D = dy U dy erstellt. Da man eine normalverteilte
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Zufallsvariable erwartet, lautet die Dichtefunktion

1 z—p)2
m(x;p,0) = 271_\/56( =)

An dieser Stelle ldasst sich im Gegensatz zu den beiden anderen Fallstudien die
Likelihood-Funktion noch nicht aufstellen. Da es sich hier um keine diskrete, sondern
um eine kontinuierliche Zufallsvariable handelt, ist anstelle der Wahrscheinlichkeit
die Dichtefunktion zu verwenden. (Zur Erlduterung sei auf das kommende Kapitel
verwiesen.)

Entspricht n; der Anzahl der Datenpunkte des Datentyps d;, ist die Likelihood-
Funktion eines Datensatzes definiert durch:

Lp(ur,or,a,b) = Hﬂ(AbLAti; pr — alt;, o7 + bAL;)
i=1

n2
. H W(Ab2,Atj; Ab2,Atj,1 — aAti, bAtz)

j=1
Den Maximum-Likelihood-Ansatz

max Lp(us,or,a,b)
HI,01,a,b

wandelt man mit Hilfe der Log-Likelihood-Funktion
ny
Fp(pr,or,a,b) = — Z log(m(Aby ar,; ptr — alAt;, o7 + bAL,))
i=1
— Z lOg(ﬂ'(AbZAtj; Ab27Atj71 — aAti, bAtl))
j=1

wie schon gezeigt in ein Minimierungsproblem um. So ergibt sich das nichtlineare
Optimierungsproblem mit linearen Ungleichungsrestriktionen:

Fallstudie 1.3
Gegeben: Datensatz D

minFp(pur, or,a,b)
K € IR7 or Z 0
a>0,b>0.
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1.4 Ausblick

Die weitere Vorgehensweise bei den einzelnen Fallstudien ist, entsprechend ange-
passt, jedes Mal dieselbe und verldauft in vier Schritten.

Im ersten Schritt erfolgt die mathematische Formulierung. Das resultierende Pro-
blem wird anschliefend klassifiziert und analysiert. D.h., es wird nach mé&glichen
Vereinfachungen der mathematischen Struktur gesucht, ohne den immunologischen
Hintergrund zu beriicksichtigen.

Im zweiten Schritt erfolgt die Datenanalyse. Man untersucht hierbei das vorliegende
Datenmaterial mit einem besonderen Augenmerk auf Redundanzen und Fehler, die
entweder experimentell oder menschlich bedingt auftreten. Diese versucht man zu
entfernen.

Im dritten Schritt werden vorhandene Optimierungsverfahren auf die jeweilige Pro-
blemstellung angepasst. D.h., man optimiert diese Verfahren beziiglich der Ge-
schwindigkeit mit Hilfe von formulierungsbedingten Informationen aus dem ersten
Schritt oder mit problembezogenen Informationen aus dem zweiten Schritt.

Im vierten Schritt werden die Ergebnisse untersucht. Zum einen wird gepriift, ob
modellbedingte Redundanzen existieren. Man fréagt sich, inwieweit im Modell unter
den zu identifizierenden Parametern Abhéngigkeiten erzwungen wurden oder sich
generell solche Zusammenhénge aus dem natiirlichen Prozess heraus ergeben. An-
schliefend stellt sich die Frage, ob man mit den so gewonnen Informationen das
Modell weiter anpassen oder die Komplexitiat reduzieren kann.

Zum anderen versucht man dann das eigentlich Ziel zu erreichen: Mit den gewon-
nenen Informationen sollen tiefere Einblicke in die Struktur des naturwissenschaft-
lichen Prozesses ermdoglicht und (bzw. oder) zuverlissige Vorhersagen getroffen wer-
den.



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

Im folgenden Kapitel wird ein genereller Uberblick iiber die einzelnen in dieser Arbeit
verwendeten mathematischen Hilfsmittel gegeben.

2.1 Zur Statistischen Datenanalyse

Die vorgestellten Grundlagen sind im Wesentlichen an [FAH97] angelehnt, verwendet
wurden aber auch Erkenntnisse aus [SAL96] und [CLOO00].

2.1.1 Allgemeine Statistik

Die Haufigkeit eines Ereignisses A in einem Experiment, bestehend aus n Versuchen,
ist n(A)/n, wobei n(A) die Anzahl der Versuche ist, bei denen Ereignis A eintritt.
Ein Grundraum () ist ein nicht leerer Satz von sich gegenseitig ausschlieenden
elementaren Ereignissen e.

Vorausgesetzt, () ist eine diskrete Menge, d.h. Q) ist entweder finit oder abzéhlbar
unendlich, dann ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion p auf 2 gegeben, wenn gilt: p
bildet 2 auf das Einheitsintervall [0,1] ab und }_ ., p(e) = 1. Fiir eine Teilmenge
A C € berechnet sich dann die Wahrscheinlichkeit zu Pr[A] = Y~ __, p(e). Daraus
ergeben sich die folgenden Wahrscheinlichkeiten (Axiome von Kolmogoroff):

1. Pr[0] =0, Pr[Q] = 1.
2. PriQ— Al =1- Pr[A].
3. PR[AU B] = P[A] + P[B] — P[AN B|,YA, B C Q.

19
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Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses e € 2 ist dann Pr[{e}] = p(e).

Im allgemeinem Fall, wobei {2 entweder diskret oder kontinuierlich ist, ist eine Wahr-
scheinlichkeitsfunktion Pr eine Abbildung der o—Algebra aus 2 in das Einheitsin-
tervall [0, 1], welche obige drei Bedingungen erfiillt.

Fiir zwei Teilmengen A, B C Q wird an Stelle von Pr[ANB] oft Pr[A, B] geschrieben.

Definition 2.1
(Bedingte Wahrscheinlichkeit) Pr[A| B] = P gﬁf | Ereignisse A, B sind unabhiingig
genau dann, wenn Pr|[A, B] = Pr[A]Pr[B], also wenn Pr[A] = Pr[A| B].

Vorausgesetzt, By, ..., B, sind messbare, sich gegenseitig ausschliefende und nicht
leere Mengen; d.h. B; N B; = 0,V7, j und weiter gilt

Q=B U..UB,, PrQ\ -Q B = 0.
Dann ergibt sich

Pr[A] = Pr[A| B] Pr[By).

Mit Pr{A|B] = Z552 und Pr{B|A] = S2 ergibt sich

Pr[A|B|Pr|B] = Pr[B|A]Pr[A]
und somit (Satz von Bayes):

Pr[A|B] Pr[B|
Pr[B|Al = ——————.
r[B|A] Do Al
Definition 2.2
Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion X : 2 — R.

Ublicherweise geht man von einer diskreten Zufallsvariable aus; im kontinuierlichen
Fall muss es sich bei der Zufallsvariable um eine messbare oft reellwertige Funk-
tion handeln. Im diskreten Fall schreibt man fiir Pr[{e € Q|X(e) = z}| oder
> ecalx(e)=z P(€) auch Pr(X = z]. Dann gilt 372 Pr[X =z] =1. Im kontinu-
ierlichen Fall gilt fiir ein gegebenes = € R iiblicherweise Pr[X = x] = 0 und somit
wird eine nicht negative Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion px : R — R fiir eine

kontinuierliche Zufallsvariable X definiert, die folgendes erfiillt:

Pr[a < X< b] = PT[B < Q|CL§X(6> < b]
= / px (z)dz.
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Man beachte, dass ffooo px(z)dxr = 1. Die Verteilungsfunktion ist fiir eine kontinu-
ierliche Variable X definiert als

Py (z) = /m px(y)dy,

—infty

so dass

Pria < X <b=®x(b) — Px(a) = Dx(x) :/ px (z)dz.

Definition 2.3
Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariable X, geschrieben mit E[X], ist im
Falle der Konvergenz definiert durch

und im kontinuierlichem Fall durch

BlX] = / T apx(a)de.

T=—00

Anhand Definition 2.3 ist leicht zu erkennen, dass E[X] linear im Sinne von
ElaX + 8Y] = aE[X]| + SE[Y]

fiir die Konstanten a, 3 ist. Mehr sogar fiir unabhéngige Zufallsvariablen X; und X,
gilt:
E[X1X5] = E[X4|E[X,).

Definition 2.4
Das r-te Moment von X ist im Falle der Konvergenz definiert durch

= Z x"PriX =
und im kontinuierlichem Fall durch
E[X"] = / " px(z)dz.

Definition 2.5
Die Varianz V[ X] ist im Falle der Konvergenz definiert als das zweite Moment von
X — p, wobei p = E[X] ist, also

VIX] = E[X —pf?
= E[X?] - 2uE[X] + 1
= E[XQ]—Q,u +
= E[X?]+



22 2 Mathematische Grundlagen

Fiir die Standardabweichung o gilt ¢ = /V[X]. Mit obiger Definition gilt im dis-
kreten Fall V[yX] = 7?V[X] und weiter im Falle, dass X und Y unabhingige
Zufallsvariablen sind, dass die Varianz additiv ist:

VIX+Y]=V[X]+ VY]

Zusétzlich zu den Kenngrofien fiir eine einzelne Zufallsvariable X gibt es auch Kenn-
grofen, die den Zusammenhang zwischen zwei Zufallsvariablen X und Y misst.

Definition 2.6
Die Kovarianz ist definiert als

CovX,Y] = E[X — E[X]] - E[Y — E[Y]].

Hat die Kovarianz den Wert Null, so sagt man: X und Y sind unkorreliert. Dies ist
zum Beispiel bei stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen der Fall. Die Umkeh-
rung ist aber im Allgemeinem falsch. Bei normal verteilten Zufallsvariablen jedoch
folgt aus der Unkorreliertheit auch die stochastische Unabhéngigkeit.

Fiir Konstanten «, 3, v, ¢ gilt
CovjaX + 3,7Y + 6] = ayCov[X,Y].

Definition 2.7
Die Korrelation ist definiert als

Cov[X,Y]

P T

= Corr[X,Y].

Es handelt sich hierbei um eine normierte Grofle, deren Wert immer zwischen —1
und 1 liegt.

2.1.2 Spezielle Verteilungen

Im Folgenden werden kurz diejenigen wichtigen Verteilungen skizziert, die auch in
dieser Arbeit verwendet werden.

Die Gleichverteilung

Die Gleichverteilung erfiillt im diskreten Fall
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Im kontinuierlichen Fall ist X gleich verteilt auf dem reellen Intervall [a, b], wenn

d
d d—
Pr[chgd]:/b_xa:b_g Va<c<d<b,

weswegen die Dichtefunktion gegeben ist durch:

b—a

0 sonst.

L g<z<b
pﬂ@z{ <z

Damit berechnet sich der Erwartungswert im kontinuierlichem Fall zu

/ x > —a?>  a+b
dr = =
b—a 2(b—a) 2

und die Varianz betragt

b

/ x? a+b 2 b —ad a+b 2
dr — = =
b—a 2 3(b—a) 2

a

b2 +ab+a®  a®+2ab+ b?
3 B 4

b? — 2ab + a?
12 '

Die Binomialverteilung

Ein Bernoulli-Experiment ist ein Versuch mit der Wahrscheinlichkeit p fiir einen
Erfolg; d.h. eine Bernoulli-Zufallsvariable ¥ : 2 — R nimmt nur die Werte 0 oder
1 (1 fiir Erfolg und 0 fiir Misserfolg) an. Da die Versuche unabhéngig ablaufen und
mit X die Zufallsvariable, die die Erfolge in n Versuchen zéhlt, definiert ist, gilt

i) = Pr(X = ) = (1 )oh(1 =

Man sagt, die Zufallsvariable X ist binomial verteilt. Man beachte X =Y, +...+Y,,
wobei jedes Y; eine unabhéngige Bernoulli-Zufallsvariable ist. Da E[Y;] = p und
VY]] = E[Y?] — E[Y;]* = p— p* = p(1 — p) gilt, folgt durch die Additivitit des
Erwartungswertes und der Varianz bei Unabhéingigkeit, dass

und
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ist. Eine Multinomialverteilung verallgemeinert die Binomialverteilung im Falle von
m verschiedenen Ereignissen eines Experimentes. Wenn p; die Wahrscheinlichkeit
des i-ten Ereignisses in einem Versuch ist, dann berechnet sich die Wahrscheinlich-
keit P[X = (nq,...,ny,)], dass in n aufeinanderfolgenden Versuchen n;-mal das i-te
Ereigniss eintritt zu

n!
M(n;ny,....,n,) = P[X = (n;nq,...,np,)] = Wp?l ol
eeeng,!

Die Normalverteilung

Abbildung 2.1: Die Dichte der Normalverteilung fiir g = 0 und o2 = 2.

Als Normal- oder Gau$-Verteilung bezeichnet man die Zufallsvariable X, welche auf
der Dichtefunktion

beruht. Beim Graphen der Dichte px handelt es sich also um die Glockenkurve. Das
Integral

welches die Verteilung definiert, kann in geschlossener Form nicht berechnet und
muss daher numerisch approximiert werden. Durch die Symmetrie der Glockenkurve
folgt fiir den Erwartungswert

1 o0 —z2
ElX| = E/ ze 2 de =0
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und durch partielle Integration erhélt man fiir die Varianz

VIX] = E[X? - E[X]? = \/% / 22e ™ 2dy — (2

_xe—xQ/Z 006—22/2d
p— ——————— —_— —— x
Voo | V2T
= 0+1=1.

Allgemeiner gefasst ist eine Zufallsvariable X mit der Dichte

1 _—(—w)?
e 202

(2 p, 0%) = px(z) = —

normal verteilt mit Erwartungswert p und Varianz o? (siehe Abbildung 2.1). In
diesem Fall schreibt man, dass X die Verteilung N (u, o) hat.

Bei der Durchfithrung statistischer Tests ist die Verteilung von Gréfen wie

n = 1 n
S oap, —YEEH e s iy,
- \/ L (- ) =

i=1

fiir normal verteilte x; interessant. Solche Verteilungen werden auch Priifverteilungen
genannt.

Die y%-Verteilung

Sind X7, ..., X,, unabhéngige N(0, 1) verteilte Zufallsvariablen, so heifit die Vertei-
lung von Y " | X7? eine Zentrale y?-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Diese Vertei-
lung besitzt die Dichte

1 n/2—1_-—=x
pX%(x) = ml‘ /2 16 /2,.'E > 0.
2

Die Funktion I' bezeichnet die Gamma-Funktion
[(x) = / e~ dt,
0

fur die I'(z+1) = zI'(z) gilt. Fiir ganzzahlige © = n ergibt sich gerade I'(n) = (n—1)!.
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Der Erwartungswert ergibt
Elx;] =n

und die Varianz berechnet sich zu
Vixal = 2n.

Liegen nach einem Versuch n unabhéngige Beobachtungen x4, ..., z,, des selben Expe-
rimentes vor, so mochte man iiberpriifen, ob diese Beobachtungen aus einer Grund-
gesamtheit stammen, welche beziiglich des betrachteten Merkmales einer vorgege-
benen Verteilung z.B. der Normalverteilung N (pg, 02) folgt.

Bei bekanntem jq lisst sich die Varianz o2 durch

2 2 1 . 2
UO%S;LO:EZ('Ii_HO)'
=1

schéatzen.

Fiir die Verteilung dieser Grofe gilt

2
S#o 2

n— X,
2 n
o

Ist dagegen py unbekannt, so benutzt man die empirische Varianz

1
2 _ Z )2
ST a1 (z: =)

i=1

als Schitzwert fiir o2, Fiir deren Verteilung gilt dann

82

(n—1)L2 x2_,.
o3 Yo

Hypothesentest

Mit den n unabhéngigen Beobachtungen z, ..., z, mochte man sich zwischen zwei
sich gegenseitig ausschlieenden Hypothesen Hy und H; (Null- und Alternativhy-
pothese) entscheiden. Man kann zwei Fehler begehen. Man entscheidet sich fiir Hy,
obwohl Hj vorliegt [Fehler 1. Art (a-Fehler)], oder aber man entscheidet sich fiir Hy,
obwohl H; vorliegt [Fehler 2. Art (-Fehler)]. Hierbei soll die Wahrscheinlichkeit, die
falsche Wahl zu treffen, unter einem vorgegebenen Wert, dem sogenannten Signifi-
kanzniveau «, liegen. Von einem Test zum Niveau a spricht man dann, wenn das
Testverfahren nur mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens o den Fehler 1. Art
macht, ohne die B Wahrscheinlichkeit § des Fehlers 2. Art zu beriicksichtigen.

Mit Hilfe des y2-Anpassungtests auf Normalverteilung lassen sich die zwei Hypothe-
sen zum Signifikanzniveau « testen:
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H1: die Grundgesamtheit ist N (g, 07) verteilt.

H2: die Grundgesamtheit ist nicht N (po,03) verteilt.

Hierbei miissen fiir 1o und o3 spezifische Werte verwendet werden.

Beim Test durchlauft man folgende fiinf Schritte:

1. Unterteile das reelle Intervall (—oo, 00) in k& Klassen.
2. Berechne O; = Anzahl der beobachteten z; in der ¢-ten Klasse.

3. Berechne die Wahrscheinlichkeit p; = Pr(X € [;),i = 1, ..., k, dass die Beob-
achtung unter Hypothese Hj in der i-ten Klasse liegt.

4. Berechne E; = np; fiir die erwartete Anzahl von Beobachtungen in der ¢-ten
Klasse nach n Versuchen.

5. Berechne

T = Z é(oi — E)%.

=1 v

T ist asymptotisch y2-verteilt mit & — 1 Freiheitsgraden. Diese Approximation ist
hinreichend genau, wenn nicht mehr als 20% der E; kleiner als 5 sind und kein Wert
FE; kleiner als 1 ist.

Die Nullhypothese Hy ist mit dem Signifikanzniveau a zu verwerfen, falls gilt:
T > Xip1-a = ®e(q).

Méchte man diesen Test ohne bestimmte, festgelegte Werte 1o und o2 verwenden,
so kann man unter anderem sy = T und o2 = s? setzen. Dabei ist das Vorgehen nur
noch niaherungsweise richtig und wird erst fiir n — oo exakt. Man sollte an dieser
Stelle beachten, dass der x2-Test bei beliebigen Verteilungen funktioniert. Wenn
man speziell auf Normalverteilung testen mochte, so gibt es spezialisiertere Tests.

2.1.3 Multivariate Statistik

Bei multivariaten Verfahren (MVA) betrachtet man nicht eine Variable isoliert (uni-
variat verteilt), sondern das Zusammenwirken mehrerer Variablen zugleich, also ih-
re Abhéngigkeitsstruktur. Haufig verwendete MVA sind z.B. die Regressionsanalyse
oder die Faktoranalyse. Die klassischen Verfahren sind lineare Modelle, die beson-
dere Anforderungen an die verwendeten Daten stellen. So sollten die Daten aus-
reifferfrei und nicht asymmetrisch verteilt sein. Bei einer Abweichung der Daten
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von der geforderten Struktur behilft man sich beispielsweise, indem man vorhan-
dene Ausreifler entfernt oder die Daten einer nichtlinearen Transformation, etwa
Logarithmieren unterzieht. Es existieren vielfach alternative Methoden, die iterativ
gewonnene Losungen ermoglichen (z.B. verallgemeinerte lineare Modelle).

Als Giitekriterien werden oft die Euklidische Distanz in einem mehrdimensionalen
Raum oder aber die Varianz verwendet und diese dann minimiert beziehungsweise
maximiert.

Faktoranalyse

Als Faktoranalyse bezeichnet man Verfahren, mit denen mehrere Variablen zu eini-
gen wenigen Faktoren zusammengefasst werden kénnen.

Voraussetzungen fiir eine Faktoranalyse sind hierbei:

1. Alle Variablen miissen mindestens intervallskaliert sein;
2. Die Représentativitdt der Stichprobe;
3. Eine inhaltlich gute Vorstellung iiber die Bedeutung der Variablen;

4. Die entstehenden Faktoren miissen sich hinsichtlich ihrer Eigenwerte und La-
dungen hinreichend gut abgrenzen lassen.

Die Faktoranalyse durchlauft unabhéingig vom Rechenverfahren die folgenden Schrit-
te:

1. Rohdatenaufbereitung

2. Wahl des Extraktionsverfahrens

3. Extraktion

4. (kriteriengeleitete) Wahl der Faktoren
5. Hypothesenanpassung

6. ggf. Rotation

7. Auswertung.

Zur formalen Vorgehensweise bendtigt es erst einige Definitionen.

Definition 2.8
a) Unter Variablen versteht man die zugrunde liegenden, gesuchten Parameter der
Gewiéhlten Modell/Hypothesen-Funktion.
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b) Unter Faktoren versteht man die Variablen, die durch eine Faktorisierung ent-
standen und somit ohne Hypothese inhaltlich nutzlos sind.

c) Die Rechenmethode, mit der die in den Variablen enthaltene Varianz extrahiert
wird und welche die Faktoren erzeugt, nennt man Extraktion.

d) Mit Faktorladung wird die Korrelation einer Variablen mit einem Faktor be-
zeichnet.

e) Der Wert der Gesamtvarianz aller Variablen, den ein Faktor aufklért, heifit Ei-
genwert dieses Faktors.
Hauptkomponentenanalyse

Eine haufig angewendetes Extraktions-Verfahren ist die Hauptkomponentenanaly-
se. Hierbei wird eine Hauptachsentransformation durchgefiihrt. Man minimiert die
Korrelation mehrdimensionaler Merkmale durch Uberfithrung in einen Vektorraum
mit neuer Basis. Die Hauptachsentransformation lasst sich durch eine orthonorma-
le Matrix angeben, die aus den Eigenvektoren der Kovarianzmatrix gebildet wird.
D.h., fiir jeden Datensatz wird eine eigene Transformationsmatrix berechnet.

Als Schatzer fiir die Korrelation p verwendet man die Stichprobenkorrelation

S (i — 7) (s — )

1

7W:””__¢§m 3 (- 0

=1
Z Ty — NI
=1

J(Eet-om) (Bt -ow)

Dabei sind x4, ..., z,, die Realisationen von X und ¥, ..., y, die Realisationen von Y,
welche paarweise (z;,y;) erhoben worden sind.

SXY

Sind nun Xy, ..., X,, Zufallsvariablen, so fasst man die geschéitzten Korrelationen
zwischen je zwei Merkmalen in der Korrelationsmatrix R zusammen:

1 TXlXQ T TXle
X0 X 1
R — 241
T‘melxnb
TXmX1 77 "X X1 1

Diese Matrix ist symmetrisch (R = RT) und besitzt daher nur reelle, nicht negative
Eigenwerte Ay, ..., A\, und ist diagonalisierbar. Somit existiert eine orthonormale
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Matrix O = [0, ..., U,], bestehend aus den normierten Eigenvektoren, so dass gilt:

N O - 0
r=0| " - o
: 0
0 - 0 M\,

Die Eigenwerte konnen als Varianzen der entsprechenden Hauptkomponenten inter-
pretiert werden.

Die Aufgabe der Hauptkomponentenanalyse besteht nun darin, zu den gegebenen
Zufallsvariablen X1, ..., X,, neue Variablen Y7, ..., Y, zu finden, die unkorreliert sind
und deren Varianz mit wachsendem Index j = 1,...,m fallen. Dabei lésst sich jedes
Y; als Linearkombination der X schreiben:

Y}' = Zn: Uini-
i=1

Aus dem oben Genannten folgt gerade, dass U; = (vqj, ..., ;)7 der Eigenvektor zum
Eigenwert \; ist.

Zum einen lassen sich nun anhand der Hauptvektoren Gruppierungen der Variablen
erkennen und zum anderen gibt die Anzahl der ,groflen“ Eigenwerte die effektive
Dimension der Daten an. Dieses ermdglicht eine Reduzierung der Dimension der
Daten.

2.2 Zur Singuldrwertzerlegung

Jede reelle (m,n)—Matrix kann wie folgt unterteilt werden:
A=U-S5-VT.

Dabei handelt es sich bei U um eine orthogonale (m,m)—Matrix, bei V um eine
orthogonale (n,n)—Matrix und bei S um eine eindeutige (m, n)—Matrix, welche nur
reelle nicht negative Elemente o, i = 1,..,min(m,n) den Singuldrwerten (SV) auf
der Diagonale besitzt. Diese sind in absteigender Reihenfolge angeordnet, so dass
012> 03 2 ... 2 Opin(mm) = 0 gilt. S hat dann die Form

< (X)] ) , wennm > nund [X0] wennm < n,

wobei ¥ eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen o; ist. Somit kann S auch
zur Rangbestimmung verwendet werden.
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Wie allgemein bekannt, bietet die SVD eine numerisch robuste Methode, um ein
lineares Ausgleichsproblem zu l6sen:

r = (ATA)1ATD.
Ersetzt man A =U-S- V7T, folgt
= V[E U
Fiir weitere Details wird auf [BOC98] und [GOL96] verwiesen.

Hat man eine Modellfunktion Fp(Z) : R" — R™ fiir ein Problem und einen Daten-
satz D gegeben, so bestimmt man fiir einen Startvektor 7° die erste Ableitung und
fithrt die SVD durch:

DFp(@®)=|: . ¢ | ©DFp(@)=U-5 -V
k .. %

Um nun mit der SVD die Daten zu analysieren, verwendet man folgende Interpre-
tation von u; ; und v; ;:

u;; = Anteil vomi — ten Datensatz am j — ten SV
v;; = Anteil vom i — ten Parameter am j — ten SV.

Meist gilt nun fiir die Singuldrwerte
012092 ... 20 >>0141 2 -+ 2 Omin(mn) = 0

Die Vermutung liegt nun nahe, dass das System iiberwiegend durch die ersten [
Singuléirwerte charakterisiert ist. Uber den obigen Zusammenhang ldsst sich nun
feststellen, welche Datensétze und auch Parameter gerade zu diesen charakterisie-
renden Singuldrwerten gehoren. Die iibrigen ldsst man zur Reduzierung der Di-
mension entfallen. Dieses Verfahren findet seine Anwendung z.B. im Rahmen der
Bildkompression, siche [ARNOO].

2.3 Zur Maximum-Likelihood-Methode

Sei {D :=dj,...,d,} der beobachtete Datensatz und M das stochastische Modell,
welches D angeblich erzeugt. M wird hierbei durch die Parameter ¢ reprasentiert.
Durch den durch Nebenbedingungen definierten Parameterraum o € I ergibt sich
somit eine Klasse von Modellen Mj.
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Definition 2.9
Fiir eine Fallstudie, welche von den Parametern v € [ abhédngt, erhédlt man die
Modellklasse:

My = {M(¥),7€TI}.

Nun kann man die Wahrscheinlichkeit Lp (M) des Modells in Abhéngigkeit des Da-
tensatzes berechnen.

Definition 2.10
Die Likelihood-Funktion ist fiir einen gegebenen Datensatz D definiert durch:

n

Lp(My) := P(D|My) = | [ p(di| M)

i=1

Die Likelihood-Funktion ist also definiert als die bedingte Wahrscheinlichkeit P, wo-
bei der Datensatz D im Falle von My entstanden ist. Um nun den besten Parameter-
satz innerhalb dieser Modellfamilie zu finden, verwendet man die iibliche statistische
Vorgehensweise des Mazimum-Likelihood. Man sucht den Parametersatz v, der die
Wahrscheinlichkeit maximiert. In einfachen Fallen ist Lp(Mjz) durch einen geschlos-
senen Ausdruck gegeben, fiir den man das Maximum direkt berechnen kann. Meist
erhilt man jedoch Sattelpunkte anstelle eines lokalen Maximums.

Gewohnlich wandelt man diese Maximumsuche in eine Minimumsuche um. Hierfiir
definiert man sich die log-Likelihoodfunktion.

Definition 2.11
Die Log-Likelihood-Funktion ist fiir einen gegebenen Datensatz D definiert durch:

Fp(My3) := —log(Lp(Mz)).

Da fiir eine Wahrscheinlichkeit P immer 0 < P < 1 gilt, ergibt sich fiir —log(P)
oo > —log(P) > 0 und mit der Monotonie des Logarithmus erhélt man somit
die Umwandlung von der Maximumsuche in die Minimumsuche. Da die bedingten
Wahrscheinlichkeiten p(d;|M) oft sehr klein sind, stellt sich das Problem der Hand-
habbarkeit des Produktes derselben. Wegen

n n

—log(H p(di|Mz)) = Z —log(p(di|M3))

i=1 i=1
16st sich dieses Problem aber bei der Log-Likelihood-Funktion.

Noch zu beachten ist, dass es sich bei den beobachten Prozessen oft um kontinuier-
liche und nicht diskrete handelt, siche dazu Fallstudie 1.3. Dabei erhélt man fiir die
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Zusténde der Zufallsvariablen Z eine Dichtefunktion pz(z) (z.B. Abbildung 2.1) an-
stelle einer diskreten Wahrscheinlichkeit. Diskretisiert man diese Dichte z.B dquidi-
stant mit Apy, lasst sich die Wahrscheinlichkeit durch p(z) := pz(2)Apz abschétzen.
Setzt man dies in die Log-Likelihood-Funktion ein, ergibt sich folgendes:

n n

Fp(My) = ) —log(p(ch|My)) =) ~log(pz(ch|Mz)Apy)

i=1 =1
n

= Z —log(pz(di|My)) — nlog(Apz).

=1

Der letzte Summand ist nicht von den Daten abhingig und konstant, muss also bei
der Minimierung nicht beriicksichtigt werden. D.h. bei kontinuierlichen Zufallsva-
riablen lasst sich anstelle der Wahrscheinlichkeit die Dichte verwenden. Da jedoch
die Dichte im Allgemeinen grofler Eins ist, treten hierbei negative Werte durch den
Term —log auf.

2.4 Zur Minimierung

In den folgenden Unterkapiteln wird ein kurzer Einblick in die Verfahrensvorschriften
der in dieser Arbeit zur Anwendung kommenden Verfahren gegeben. Fiir genauere
Erliuterungen und theoretische Uberlegungen (wie Konvergenzsitze) sei auf die
Literatur [ALT02] und [SPE93] verwiesen.

Nichtlineare Optimierungsaufgaben sind in der Regel nicht analytisch sondern nur
numerisch zu lésen. Hierbei berechnet man ausgehend von einem Startwert 7° eine
Folge 7 k = 1,2, ..., die als Grenzwert eine lokale Losung hat. Ist das Minimum
gesucht, liegt es daher nahe, die Z*) so zu bestimmen, dass

FEED) < f@)

gilt. Verfahren mit einer solchen Strategie nennt man Abstiegsverfahren. Ein derar-
tiges Verfahren berechnet Z**1) mit Hilfe einer Abstiegsrichtung d®), welches also
die Eigenschaft

F(@R 1 td®) < f(@0) Wt €]0, s

mit s > 0 besitzt. Zur Konstruktion von Abstiegsverfahren gibt es nun zwei Vor-
gehensweisen:

Schrittweitengesteuerte Verfahren: Man bestimmt aufgrund lokaler Informa-
tionen iiber die Zielfunktion im Iterationspunkt z*) eine Abstiegsrichtung d*
und anschliefend berechnet man eine Schrittweite oy €]0, si[, mit der man
einen groBtmoglichen Abstieg erzielt und setzt z*+1) = z*) 4 g, d*)
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Trust-Region-Verfahren: Man bestimmt basierend auf einem lokalem Modell der
Zielfunktion (z.B. quadratische Approximation) eine Trust-Region (Vertrau-
ensbereich), auf der das Modell die Zielfunktion hinreichend gut approximiert.
Das lokale Modell erlaubt dann die Berechnung einer Abstiegsrichtung d*)
und man setzt 2+t = z(*) 4 g,

2.4.1 Ableitungsfreie Minimierungsverfahren

Da die Zielfunktion eines Minimierungsverfahrens oft nicht iiberall differenzierbar
oder deren Berechnung sehr aufwendig ist, wurden Verfahren entwickelt, die keine
Ableitung verwenden. Im weiteren Verlauf wird hier das Nelder-Mead-Verfahren
zur Losung von unrestingierten Optimierungsaufgaben vorgestellt. Dabei lautet das
zugrunde liegende Optimierungsproblem:

r e R"

Das Nelder-Mead-Verfahren

Obwohl das Verfahren auch ,Simplexverfahren von Nelder-Mead*“ genannt wird,
hat es nichts mit dem Simplexverfahren der linearen Optimierung zu tun. Der Na-
me beruht auf der Tatsache, dass das Verfahren einen Simplex als Grundstruktur
verwendet.

Definition 2.12
Seien #°,...,#" € R" affin unabhingige Vektoren, d.h., die Vektoren ¥ — i°,

t = 1,...,n seien linear unabhéngig. Dann heifit die Menge

1=0 1=0

(die konvexe Hiille der Punkte °,..., ") (n-dimensionales) Simplex mit den Ecken

AL

Zu Beginn des Verfahrens wird ein Simplex Sy vorgegeben. Danach durchlauft das
Verfahren in jedem Iterationsschritt k folgende Punkte:

e Man berechnet zu dem aktuellen Simplex Sj_; mit den Ecken Z°, ..., " den
Punkt 2™ mit dem groBiten Funktionswert, also

f(@™) = max f(2°), ..., f(Z").
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e Man berechnet einen Punkt mit einem kleineren Funktionswert und ersetzt die
Ecke ™ durch diesen neuen Punkt. Damit erhélt man den neuen Simplex S;.

Bemerkung 2.13
Sei S C R™ ein Simplex mit den Ecken i°, ..., #", so berechnet sich der Schwerpunkt
der Ecken bzgl. ¥/ fiir j €0,...,n zu

Das hier angegebene Nelder-Mead-Verfahren [ALT02] benutzt drei Konstruktions-
prinzipien zur Bestimmung des neuen Punktes.

1. Reflektion: Dabei wird die Ecke 77 am Schwerpunkt s/ reflektiert und der
neue Punkt " berechnet sich aus

F=F+~F 1)

mit der Reflektionskonstanten 0 < v <1 (sieche dazu Abbildung 2.2 ).

x* X

><a

0
X

Abbildung 2.2: Reflektion im R? mit j = 1 und v = %

2. Expansion: Dabei berechnet sich der Punkt " als Verschiebung in Richtung
§/ — 2 (=Richtung 8 — 7") und der neue Punkt aus

=8+ 67 - F)
mit der Expansionskonstanten 3 > 1 (vgl. Abbildung 2.3).
3. Kontraktion: Dabei unterscheidet man drei Untertypen:

e Partielle innere Kontraktion von #7 in Richtung &7 — 77.
Der neue Punkt berechnet sich aus

F=F 4@ -F)

mit der Kontraktionskonstanten 0 < o < 1 (vgl. Abbildung 2.4 (links)).
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Abbildung 2.3: Expansion mit g = 2.

e Partielle #ulere Kontraktion von #/ in Richtung 5 — 7".

Der neue Punkt berechnet sich aus
=5+ - F)
mit der Kontraktionskonstanten 0 < o < 1 (vgl. Abbildung 2.4 (mitte)).
e Totale Kontraktion bzgl. 7.

Dabei werden die Punkte 7*,7 = 0, ...,n,i # j, durch die Punkte

Tt =a"+ 5(90] —1') = é(xZ + a7)
ersetzt (vgl. Abbildung 2.4 (rechts)).
Xl XZ Xl X1: 5\(1 *2 XZ

0
X

0
X

Abbildung 2.4: (links) Innere Kontraktion mit j = 1 und o = %, (mitte) AuBere

Kontraktion mit j = 1 und o = 3, (rechts) Totale Kontraktion mit j = 1.

Mit diesen Konstruktionen ldsst sich die Verfahrensvorschrift angeben.

Nelder-Mead-Verfahren
Gegeben sei: 0 < o < 1 (Kontraktionskonstante), § > 1 (Expansionskonstante) und
0 < v <1 (Reflektionskonstante).

1. Wihle einen Startpunkt (% € R™ und bestimme die Ecken des Startsimplex
So durch
70D = 700 L@ =1 . n,

wobei ¢ € R™ die Einheitsvektoren des R™ sind. Setze k := 0.
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2. Bestimme den Punkt 2+ mit

JEE™) = max @), f@EH))

die Ecke von Sj mit dem gréften Funktionswert und den Punkt #*! mit

F@EY) = min{ f(Z"0), .., f(@*"))},

die Ecke von S, mit dem kleinsten Funktionswert und

n

1 )
gkm) _ — #(k.i)
wm=los g

1=0,i#m
den Schwerpunkt der Ecken bzgl. #*m™),

3. Fiihre eine Reflektion von Z*™ am Schwerpunkt 5%™ durch, d.h., berechne

den Punkt
7= §(k,m) + ,y(g(k,m) . f(k,m))

Dabei erwartet man, dass f(z7) < f(#%*™) ist.
4. Nun unterscheidet man drei Fille:

(a) Bsist f(a7) < f(Z* ™), d.h., der Reflektionsschritt hat einen neuen mi-

nimalen Punkt erzeugt. Dann versucht man durch Expansion von Z" in

Richtung #” — s*™) einen noch besseren Punkt zu finden; man berechnet
7= s + p(ar — 5km))
und ersetzt 2™ durch den besseren der beiden Punkte & und #¢, d.h.

man setzt
SHLD) e, falls f(2°) < f(2")
' 7", falls f(27) < f(2°).
Die restlichen Ecken von S}, bleiben unveriandert.
(b) Esist
F@*D) < f(@) < max{f(#*)|) % mj.
Dann ist & nicht schlechter als alle Ecken auBer (¥, in der Regel besser
als 5™ und man ersetzt Z*™ durch #. Die restlichen Ecken von Sy
bleiben unveréndert.
(c) Esist
F@) > max{f(Z"9)|j # m}.

Ist f(a" f(z®™) dann war es moglicherweise falsch, von s*™ in

) >
Richtung #" zu gehen und man versucht die entgegengesetzte Richtung;
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man fiihrt eine partielle innere Kontraktion von #*™ in Richtung 5% —
Z*™) aus, d.h., man berechnet

7o = 5hm) o () _ k)
Ist f(&7) < f(#%™), dann war es moglicherweise richtig, von s*™ in
Richtung " zu gehen; da aber alle Ecken aufler 2™ besser als 2" sind,
sollte man wieder etwas ndher an das Simplex gehen; man fiithrt eine

partielle dufere Kontraktion von Z” in Richtung %™ — 2 aus, d.h.,

man berechnet
i¢ = 5km 4oz — 5.

Ist f(z°) < f(z®™), dann setzt man #**1™) = #° und die restlichen
Ecken von S), bleiben unverandert. Andernfalls haben alle Versuche nichts

gebracht; man fithrt eine totale Kontraktion bzgl. # durch, d.h., fiir
1 # | setzt man

f(k-i-l,i) — %(l—:(k,i) + f(k,l))‘

Dabei bleibt die Ecke mit minimalem Funktionswert gleich.

5. Setzte k :=k + 1 und gehe zu 2.

Als aktuellen Iterationspunkt in Iteration k ldsst sich hierbei der Punkt Z*! be-
trachten. Da explizit keine Suchrichtungen und keine Schrittweiten bestimmt wer-
den, sind allgemeine Konvergenzaussagen, wie im Fall von gradientenbasierten Ver-
fahren, nicht bekannt. Durch dieses Verfahren ist nur sichergestellt, dass

FERELDY < f(FED),

Als Abbruchkriterium verwendet die Matlab-Funktion fminsearch den Durchmes-

ser von Si. D.h. es bricht ab, wenn der Durchmesser von Sj hinreichend klein ist
(Parameter (TolX)).

2.4.2 Gradientenbasierte Minimierungsverfahren

reR"

Wie zu Beginn des Unterkapitels 2.1 schon beschrieben berechnet man zur Losung
des oben stehenden Problems im (k + 1)—ten Iterationsschritt zum Iterationswert

Z#*) eine Abstiegsrichtung d®. Die iiblichen Verfahren, wie z.B. das Gradienten-
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oder auch das Newtonverfahren, werden in dieser Arbeit nicht weiter behandelt und
auch nicht vorgestellt. Jedoch zu den Trust-Region-Verfahren und den Verfahren zur
Losung nichtlinearer Ausgleichsprobleme soll eine kleine Einfithrung erfolgen.

Trust-Region-Verfahren
Bei dem Trust-Region-Verfahren wird ein lokales Modell f; fiir die Zielfunktion f
benutzt, beispielsweise

—

fold) = (@) + V(@) Td

oder

-

L1
F@P) + V(@) + §JT F(@*0d.

-

fi(d)

AuBerdem wird ein Radius py > 0 definiert, der einen Vertrauensbereich B(#*), p;)
(trust region) fiir das Modell definiert. Damit berechnet man die Suchrichtung k)
als globale Losung des Minimierungsproblems

min fi(d).
Jell<en™"

Verwendet man das obere Beispiel, so erhilt man, falls V f(#*)) #£ 0 ist, als Losung

vV f(zF)
ao = _p, f(q(k)) ’
IV f(@Z®)]]

welche lokal mit der Richtung des Gradientenverfahrens iibereinstimmt.

Die zugrunde liegende Idee beim Trust-Region-Verfahren liegt darin, den Radius
pr so zu wihlen, dass die Genauigkeit der Modellfunktion f;, auf B(Z®), p,) aus-
reicht, um ihr zu ,trauen®. Dieses erreicht man, indem man iiberpriift, ob mit d*
der Abstieg des Funktionswertes anndhernd dem Abstieg der Modellfunktion ist.
Andernfalls war die Trust-Region zu grofl und man verkleinert den Radius pg, um
erneut d® zu bestimmen.

Exemplarisch wird dies am zweiten Beispiel

-

fuld) = @)+ VFEO)d 4 ST @) d

vorgestellt und man erhélt somit das Trust-Region-Newton-Verfahren.

Trust-Region-Newton-Verfahren
Gegeben sei: 0 < 0; < 0y < 1,07 €]0,1[, 09 > 1 und ein Radius p > 0.

1. Wihle einen Startpunkt #© € R”, berechne b = V f(Z®), A(0) = f"(©)
und setzte £ := 0.
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2. Berechne eine globale Losung d®) des Problems
. . L1 .
min fi(d) = F(Z®) + 0®)"d + 5d" AP,
[[d]<px 2

falls (Z®) = f,(d®) = Stopp.

3. Berechne
FER) = f@® + d®)

F@HR) — fir(d®)

Ist 7, > 01 (erfolgreicher Iterationsschritt):

T =

e Setze F* D) = F*) 4 qb)
e Berechne bkt = V£ (Z2*+D)) und A®HD = p7(zk+D),

e Aktualisiere py:
Falls rj, € [01, 02[, dann wihle pgiq € [o1pk, pr);
falls 7, > 0y, dann wihle py 1 € [pr, o2p1]-

e Setze k := k + 1 und gehe zu 2.
4. Es war r < 01 (nicht erfolgreicher Iterationsschritt):
e Wihle pry1 €]0, 01pk]).
o Setze kT .= gk) kD) .= k) AGK+D) .= gk,
e Setze k := k + 1 und gehe zu 2.
Die Erhohung des Iterationszéhlers in Schritt 4 erfolgt, um auch die nicht erfolgrei-
chen Iterationsschritte mitzuzéhlen.
Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Sei F': R" — R™ eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung und m > n. Somit
lésst sich das nichtlineare Ausgleichsproblem schreiben als

1 2
N
min £(7) = min = | F(7)|

Mit Hilfe der besonderen Struktur des Ausgleichproblems kénnen sich viele Opti-
mierungsverfahren fiir diese Problemklasse modifizieren. Aus dem obigen Zusam-
menhang heraus gilt fiir die Ableitungen der Zielfunktion f

V(&) = F'(7)" F(7)
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und
m

(@) = F'(@)"F'(?) + R(@) mit R(@) =) F@F ).
i=1
Zur Vereinfachung wird hierbei oft der Term R(Z) unberiicksichtigt gelassen, da in
der Nidhe der Losung Z die Funktion f(Z) klein ist und somit die F;(Z) sehr klein
sind.

Gauf3-Newton-Verfahren
Wendet man das geddmpfte Newton-Verfahren auf
1

. 2 — ZIF —\ (12
min f(z) = min o | F(Z)]]

an, so erhélt man als Problem fiir die Richtungsableitung

min V f(25)Td + dTF’( T Fr (729,

deR™

das so genannte GauB-Newton-Verfahren. Eine einfache Rechnung zeigt, dass das
Problem zur Berechnung der Gau3-Newton-Richtung dquivalent zu
2

min — HF )+ F’(:i“'(k))d“

dGR"

ist.

Levenberg-Marquardt-Verfahren

Wendet man entsprechend der Trust-Region-Modifikation des geddmpften Newton-
Verfahrens eine solche Modifikation des Gauf3-Newton-Verfahrens an, so erhélt man
als Problem fiir die Richtungsableitung

min fi(d) = f(Z®) + [F'(7)TF(#9)]" d+ JTF'( YT/ (&9)d,
deRn
das so genannte Levenberg-Marquardt-Verfahren. Dieses lasst sich durch eine einfa-
che Rechnung wiederum in das dquivalente Problem
2
mln—HF —|—F’(f(k))d‘H
deRn 2

mit der Restriktion ||d|| < py tiberfithren.

Hierbei muss iiber den lokal zu wihlenden Parameter py, noch diskutiert werden. Die-
se Nebenbedingung lésst sich in iiblicher Weise durch einen Lagrange-Multiplikator
p > 0 an das Minimierungsproblem koppeln, d.h.

(il - o) 20
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2
Daraus folgt fiir ‘ JH = pg, dass p > 0 sein kann und fiir d‘H < pr, dass p = 0 gilt.

Gekoppelt erhélt man:
min HF(:Z") + F'(:E)JH +p HJH :
der
Nach iiblicher Vorgehensweise ergibt sich fiir die Minimierung dieser Funktion eine
Gleichung fiir d mit
(F'(#)TF' (&) + pl,) dy = —F'(&) T F ().

Diese lasst sich, da die auf der linken Seite auftretende Matrix symmetrisch, positiv
definit und somit invertierbar ist, auflosen zu:

dy = — (F'(#)7F' (%) + pL,) " F'(&%)TF ().

Um nun zu zeigen, dass es sich hierbei um eine Abstiegsrichtung handelt, d.h.
F(Z) > F(Z41) gilt, betrachtet man den Winkel zwischen dj, und dem Gradienten
des Minimierungsproblems also 2F"(%;,)” F(¥},). Die Beweisfithrung folgt derselben
in [KUHS0].

Satz 2.14
Der Winkel zwischen F'(Z)T F(Zy) := G(Z) und dj, ist immer stumpf und damit
ist dy, ein Abstiegsvektor, solange F'(7,)TF (%) # 0 ist.

Beweis:
(F'(@)"F'(&) di = —G(@)" (F'(@) F' (&) + pl,) " G(i).

Hierbei ist (F'(Zx)" F'(Zx) + pl'n)_1 symmetrisch und positiv definit. Daraus folgt,
dass der Ausdruck kleiner 0 und somit der Winkel zwischen beiden Vektoren stumpf

ist. &

Interessant ist das Verhalten von J;C beziiglich des Parameters p. Hierzu folgender
Satz:

Satz 2.15
Die euklidische Norm ||cf;€||2 des wie oben definierten Abstiegsvektors ist mit wach-
sendem p eine monoton fallende Funktion.

Beweis:

F'(7,)TF'(Z}) ist eine symmetrische, semidefinite Matrix. Daher existiert eine or-
thogonale Matrix U € R™ "™ mit

UTF' (&) F' (&)U = D
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und
UTF' (&))" F'(Z), + p)U = D + pI

mit D = diag(dy, ...,0,),0; > 0. Aus
di = — (F'(@)"F'(&@) + pl,) " F(@)"F(@).
und dem eben erkanntem ergibt sich fiir die Norm
dil3 = didi = F(&)"F(@)U(D +pl) UTU(D + pI) " U F' (@) F (&)
n h?
- ; (6; + p)?
mit h = UTF'(7,)TF(Z) = (hy, ..., ha) L.
Hieraus folgt die oben genannte Behauptung. &

Eine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Levenberg-Marquardt liefert
der folgende Satz (mit Beweis nach [KUHS80)).

Satz 2.16
Sei B C R" offen und konvex, ¥ € B ein stationéirer Punkt, F'(Z) € C*(B) und
fiir eine Umgebung U (z*) gelte fiir die Jacobimatrix F'(Z) die Lipschitz-Bedingung

|F(Z) — F'(@)| <o |(—7)| Vi@ € U(@)undeine, € RT.

Dann konvergiert das Levenberg-Marquardt Verfahren von jedem Punkt ¥ € U(Z*)
gegen einen stationdren Punkt aus U(Z*) mit || — @*|| < r < oo. Die Konvergenz
erfolgt zumindest linear.

Beweis:
Mit D und U aus dem vorherigen Satz sei ((61)r + px) der kleinste Eigenwert der
Matrix F'(Z)T F'(Z}) + prl,. Hieraus ergibt sich nun

|1 F'(Z) " F'(Zx) + pilall = U (D + pod) T Ul < ((80)1 + 1) ™
Aufgrund der Taylorentwicklung von F(Z) um &* ergibt sich fiir ein = € [z, 2]
F(Zy) = F(Z") + F'(Z) (&) — 7).
Hieraus lisst sich mit Hilfe der Voraussetzung 2F"(#*)T F(#*) = 0 und der Dreiecks-
ungleichung herleiten:
[Zrr = 2N = ||T% + di — 7]
— — — -1 — — vl
= |[@x — (F'(Z)" F'(Z)) +pl)  F'(@)" F(Zy) — ]
. . -1
< = (F(@)"F'(@) +pl) |l
| (F/(@)" F'(Zk) + pl) (@ — ) + F/(20)" F (@)
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Setzt man die Taylorentwicklung fiir F'(Z) ein, so ergibt sich:

= ((0)s +pe) ™ [|(F" (@) F' (@) + pulo — F'(&)" F'()) (3 — 7)
+(F/(@) — F'(&)) F(@) |

und mit der Dreiecksungleichung

< ((00)k + o)~ (o + 1F @) [F'(Zh) = F'(@)]] + el [F@)]]) |12, — 27|
< ((00)k +pr) " (P + coaal| T — 7| + 1| [F (@) D12 — 2]

mit c3 = sup || F'(Z)]], welches wegen F(¥) € CY(B) existiert.
zelU(2*)

Fiir by := sup ((61)x + pr) " (px + cocar + 1| |F(F)]|) ergibt sich
k>ko

g _ >k
i e =70
hoo ||T — 2¥]

Wiahlt man » > 0 so klein, dass ((01)r + pr) > pr + cecir + 1| |F(2¥)]], also

(01)k > cocrr + ||F(2%)]] fiir & > ko erfillt ist, so gilt by < 1 und somit folgt
aus ||Txy1 — || < by||Z¥ — @*||zumindest eine lineare Konvergenz. &

Ein Problem des Levenberg-Marquardt Verfahrens besteht darin, dass es sich im
Gegensatz zum Gauf}-Newton Verfahren nicht als affin-invariant erweist. D.h. die
Losung des Problems F'(z) = 0 ist nicht dquivalent zu G(x) := AF(z) = 0, wobei A
eine invertierbare Matrix sei. Dagegen steht jedoch die Robustheit dieses Verfahrens,
da es auch bei rangdefekten Jacobimatrizen Ergebnisse aufweist. Bei entsprechender
Implementierung geht auch der Parameter p in der Néhe von lokalen Minima gegen
Null und das Verfahren wechselt iiber zum Gaufl-Newton Verfahren.

Das Fehlen der Affininvarianz lasst sich durch eine Modifikation, welche schon Le-
venberg anregte, abschwéichen. Anstelle der Einheitsmatrix I verwendet man eine
positiv definite Matrix DT D, welche zu folgendem Iterationsschritt fiihrt:

di = — (F'(#&)TF' (&) + pDTD) ™" F'(#)TF ().

Damit erhélt man eine Invarianz des Levenberg-Marquardt Verfahrens beziiglich der
Skalierung des Parameterraumes (nach [KUHS80]). Das Verfahren liefert die gleichen
Ergebnisse, wenn man mit 7° startet und die Funktion F'(Z) minimiert, bzw. wenn
man bei T := D#* beginnt und die Funktion F'*(Z) := F(D~'#) minimiert. Fiir
den negativen Gradienten des Verfahrens —2F"(%;,)" F(Z}) ergibt sich nimlich

(7) = HED _ E i prgpl = fround FY = F(EY) = F(DT'EY) =

(@) =F :> —2F"(Z) T FT(Zy) = =D (2F ()T F(Zy)),

F
F
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also der mit D~! abgebildete Gradient des nicht transformierten Raumes. Den Ite-
rationsschritt erhalten wir wie folgt:

-

dk — —(F,TF/+pDTD)_1F/TF

— _D71<F/+TF/+ + pI)lele/TF

— _D—l(F/+TF/+ + pI)—lFH-TF—i-

= D 'd/.
Das bedeutet, dass im transformierten Raum fiir D wieder die Einheitsmatrix und
entsprechend die Umkehrabbildung verwendet wird.






Kapitel 3

Entwicklung von Mutationen in
prekanzerosen Zellen

In diesem Kapitel wird mittels eines Populationsmodells die ,, Entwicklung von Mu-
tationen in prekanzerosen Zellen® als ein Optimierungsproblem unter Differential-
gleichungsrestriktionen beschrieben. Um die Daten reduzieren zu kénnen, wird ei-
ne Scoring-Funktion eingefithrt. Danach wird ein Losungsverfahren fiir grofie linea-
re Differentialgleichungssysteme mit konstanter unterer Dreiecksmatrix vorgestellt,
welches mit bekannten Losungsansétzen verglichen wird. Im Folgenden sollen die
Ergebnisse visualisiert, diskutiert und interpretiert werden.

Definition 3.1
a) | sei die Anzahl der beriicksichtigten Mutationen.

b) Jeder Zelltyp ist eindeutig durch einen binéren Vektor it = (ny,...,n;) € {0,1}!
gekennzeichnet, wobei eine Komponente n; = 1 anzeigt, dass eine Mutation
vom Typ i vorliegt.

Mit dieser Definition ist die Fallstudie gegeben durch:

Gegeben: Datensatz D

minFp (7, a, 2°)
a; > 0Vi=0.1 2% >0Vi=0.1 > a% =1,

l

l l
i=1 A<i,h(ii)=1 1

=1

r7(0) = 2% Vi {01}

47
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Bemerkung 3.2
Indem man den Vektor ii als bindren Vektor () betrachtet, wird auf die Zelltypen
die Ordnung der natiirlichen Zahlen induziert.

Anhand dieser Ordnung lésst sich das lineare Differentialgleichungssystem in Vektor-
Matrix Schreibweise iiberfiihren.

T = A7
#(0) = 2°

Hierbei gilt fiir A := (agm)

l l
Ak = E ngry — E [218%;
i=1 i=1

agm = 0, kE<m
agm = 0, k>m, @A>a oder h(i,a)=1
!
A = Zai(ni —n;), k>m, A<d und A7) =1.

Dies ist eine regulére, untere Dreiecksmatrix und somit ist die Existenz und Eindeu-
tigkeit einer Losung gegeben.

3.1 Datenanalyse

Im vorhandenen Datensatz, siche Anhang Mutationen, treten 48 verschiedene Mu-
tationen auf. Fiir das vorgestellte Modell bedeutet dies, dass 2*® = 281474976710656
verschiedene Zelltypen und damit Gleichungen mit 144 Parametern zu beriicksichti-
gen sind. Eine solche Problemdimension ist mit den derzeitigen Computern nicht in
verniinftiger Laufzeit zu bewiltigen. Daher benotigt man eine Methode, um wichti-
gere von unwichtigeren Mutationen zu unterscheiden.

Hierfiir eignen sich Scoring-Funktionen, die jeder Mutation anhand der Daten einen
Wert zuweisen, der die Bedeutung der Mutation fiir die Dynamik widerspiegelt. Um
Subjektivitiat zu reduzieren und die Auswahlkriterien transparenter zu machen, wird
eine Scoring-Funktion aufgestellt, die folgenden Anforderungen Rechnung trégt:

1. Die relative Haufigkeit einer Mutation innerhalb eines Zeitschrittes sollte beriick-
sichtigt werden.

2. Alle Zeitschritte sollten gleichgewichtet behandelt werden.
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3. Mutationen, die an mehreren Zeitpunkten vorhanden sind, sollten hoher ge-
wichtet werden.

Da man mittels der Scoring-Funktion die Anzahl der beriicksichtigten Mutationen
vor der Parameterbestimmung festlegt, kann man die Verdnderung der Reproduk-
tionsrate nicht zur Bestimmung der ., Uberlebefihigkeit* verwenden. Jedoch kann
man davon ausgehen, dass eine Mutation, die iiber mehrere Zeitschritte im Daten-
satz erscheint, einen Vorteil zum Uberleben und somit zum Reproduzieren besitzt.

Beginnend mit den nachstehenden Definitionen versucht man nun eine parameter-
abhéngige Funktion aufzustellen, die diese Anforderungen erfiillt.

Definition 3.3
e f(j,s) sei die relative Haufigkeit der Mutation j zum Zeitpunkt s:

Do (NV*);
My ’

f(G,s) =

e ((j) sei die Gesamtzahl des Auftretens der Mutation j iiber alle Zeitpunkte:

ms

C() =YD (NF);.

s=1 =1

Definition 3.4
Der Wert der Scoring-Funktion S, 5(j) fiir eine Mutation j berechnet sich aus:

S() = e max f(j, 5) + BC().

Bemerkung 3.5
Die Parameter o und 3 erméglichen eine Gewichtung der einzelnen Terme.

Abbildung 3.1 zeigt die Werte der Scoring-Funktion im oberen Teil fir aa =1, 6 =1
und im unteren Teil fiir « = 1, # = 0.25. Dabei wird SC(j) positv und « max f(4,9)

negativ auf der Y-Achse aufgetragen, so dass die Lidnge des Balkens gerade der
Scoring-Funktion entspricht, jedoch die beiden Terme einzeln zu erkennen sind. Zur
Vereinfachung werden die einzelnen Mutationen nach ihrer gleichgewichteten Ord-
nung (oben) von 1 bis 48 durchnummeriert (siche auch Anhang Mutationen).

Betrachtet man sich den oberen Teil der Abbildung genauer, erkennt man, dass die
Mutationen im Wesentlichen nach der Gesamtzahl ihres Auftretens C(j) sortiert
sind. Deutlich sind dariiber hinaus zwei Abstufungen bei Mutation 4 und Mutation
36 zu erkennen. Diese zeigen an, dass die entsprechenden Mutationen nur in einem
Zeitschritt gehéduft auftreten. Der Parameter 3 ermoglicht diese Mutationen stérker
in der Scoring-Funkion zu beriicksichtigen. Eine solche Umordnung, die durch eine
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Abbildung 3.1: Die Ergebnisse der Scoring Funktion.

Verénderung der Gewichtung entsteht, erkennt man im unteren Teil der Abbildung.
Bei der Einschrankung auf zum Beispiel 12 Mutationen - entspricht 36 Parametern
und 4096 Differentialgleichungen - durch die Markierung hervorgehoben, erkennt
man, dass lediglich eine Mutation (Nr. 12 durch Nr. 36) ersetzt werden muss. D.h.,
die Reihenfolge ist beziiglich der Gewichtung sehr robust.

Die Anwendung der Scoring-Methode liefert ein Ranking der 48 verschiedenen Mu-
tationen. Durch die exponentiell wachsende Komplexitét und der kleinen Grofie des
Datensatzes wurde das Modell fiir die 12 am hochsten gewerteten Mutationen auf-
gestellt. Diese sind in Tabelle 3.2 aufgefiithrt. Verwendet wurde hierbei nach Riick-
sprache mit den beteiligten Experimentalwissenschaftlern die obere Ordnung mit
a=1und g =1.

3.2 Implementierung und Ergebnisse

3.2.1 Lo6sung der Differentialgleichung

Wendet man ein Optimierungsverfahren an, so muss man zur Auswertung der Likeli-
hood-Funktion die Lésung der Differentialgleichung

! ! !
Tip = (Z n;r; — Z (1-— ni)m) Ti + T Zai(ni —n) |,
i=1 5

i=1 <it,h(7,7)=1 i=1

r7(0) = 2% vi e {0,1}
kennen.

Eine Moglichkeit liegt in der Bestimmung der analytischen Losung. Da es sich um
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ein lineares Differentialgleichungssystem handelt, bedeutet dies als Aufgabe die Be-
stimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren. Die Eigenwerte liegen sogar schon vor.
Gegeben durch die untere Dreiecksgestalt der Matrix A finden sich die Eigenwer-
te auf der Diagonalen, aulerdem ist dadurch auch die Existenz eines Eigenvektors
zu jedem Eigenwert gegeben. Zur iterativen Bestimmung der Eigenvektoren wurde
hierzu das Programm MAPLE verwendet.

Exemplarisch sind hier die Ergebnisse fiir zwei Mutationen angegeben:

—Q1 — (9 0 0 0
a7 1T — (9 0 0
A=
(65} 0 ro — Q2 0
0 (65) (65} 2 + 71

mit den Eigenwerten {r; — ag, 79 — o, —y — g, 1 + 12} und den dazu gehorigen
Eigenvektoren (spaltenweise)

B 0 0 (r1+a1)(rata2) 0 7]
[eDYe 51
_ rotog 0 _ rotag 0
a2 Q2
0 _ritog _ritog 0
[e%1 @
1 1 1 1

In nachfolgender Tabelle 3.1 erkennt man das Problem dieses Ansatzes. Die Be-
stimmung der Eigenvektoren benétigt einen enormen Speicherbedarf und auch die
Rechenzeit wichst exponentiell, was dazu fiihrt, dass man mit einem Centrino 1,6
GHZ mit 1GB Hauptspeicher nur fiir kleine [, also fiir wenige Mutationen, iiberhaupt
zu einem Ergebnis kommt. bei [ = 5 meldet Maple sogar folgenden Fehler: ,,Maple
was unable to allocate enough memory to complete this computation®. Maple scheint
die besondere Struktur der Matrix nicht auszunutzen.

Anzahl der Mutationen || Rechenzeit | Speicherbedarf

Sekunden Bytes
1 0.04 536990
2 0.05 1548102
3 0.27 5889174
4 3145.70 5483433114

Tabelle 3.1: Rechenzeit und Speicherbedarf in Abhéngigkeit der Anzahl der beriick-
sichtigten Mutationen
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Eine weitere Moglichkeit der analytischen Losung liegt in der Ausnutzung der spe-
ziellen Struktur der Matrix A. Die untere Dreiecksstruktur erméglicht ndmlich ein
iteratives analytisches Losen der Differentialgleichungen, indem man die schon be-
stimmten Losungen yq,...,7;_1 als inhomogenen Anteil der i—ten Differentialglei-
chung
Yi = aiyi + aili

mit @; = (@, ..., a5-1) und Y = (y1,...,yi-1)T betrachtet. Mit Hilfe des folgen-
den Lemmas lésst sich die Losung eines linearen Differentialgleichungssystems mit
konstanter unterer Dreiecksmatrix A als Matrix-Vektor-Produkt einer konstanten
unteren Dreiecksmatrix B schreiben.

Lemma 3.6
Ein lineares Differentialgleichungssystem mit konstanter unterer Dreiecksmatrix A
y' = Ay
hat die Losung
y(r) = Be

mit €= (e*'%,...,e**)T und fiir B = b;; gilt

1 011 = 1o

i—1

2 bij = a”ia“- (Z ailbl]) fiir 1 S] <1
=1

3 by = yio — 22;11 bij
Bewezis:

Die i-te Zeile ist eine inhomogene, lineare Differentialgleichung 1.Ordnung, deren
Losung sich gerade zu

xT

Y = /e‘““%ﬁ;i(r)dr—i—yio et
0

i1
= /e“"” Z a;;y; (7)dT + yio | €
j=1

0

berechnen lidsst. Bekannt ist weiter, dass sich die Losungen y; als Linearkombinatio-
nen der e®* schreiben lassen:

J
Y; (T) = Z bjlea”T.
=1
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Setzt man dieses ein und fiihrt einige Umformungen durch, so erhélt man:

a2 i—1 J
Y = /eai”—ig Q5 E bjlea”T d7+yi0 eii®
0 j=1 =1
i—1 j z
= | Day | D ba / T mITdT | g | €
j=1 =1

0
i—1 j 1
= E @i E bji——— (el " — 1) | +yo | ™
— — ) — Qi
j=1 =1
i—1 i 1
= E @ E bjl— (eamﬁ _ edn‘l‘) + yweanz
— — Q) — Qi
j=1 =1
i—1 J 1 i—1 i 1
Qg3 ajx
= Yio — E Qjj E bjl— e 4 E Qjj E bﬂ—e u .
— — ay — Qg — — apg — Ay
7=1 =1 7=1 =1
N ~ 7 N ~~
Terml Term?2

Betrachtet man sich T'erm2, so erhélt man eine Bedingung fiir die b;; mit j < 1,
welche nur von den a;; und b; abhéngt, wobei j,1 <

i—1 J i—1 J
1 a;ibi
E Qi E bjj———e™" | = E Lt
ay — Qg - ap — Qg

j=1 =1 =1

— i—1
-3 (> ibji e
ay — Qg

j=1

1 i—1
anx
- — E aijbjl e,
—, Qu — Qi

J=1

J/

-~

by

Analog erhélt man durch Term]1 eine Bedingung fiir b;;:

S A : b1 (& agbin o = aigbi
;aw Z]lazz—au‘ - Z Za”_aii _Z ;a”_aii

=1 j=1 =1 =1 J
i—1 i—1
1
= E — E aijbjl .
7 G Qi \ ST

N J/
g

byt

Zusammengefasst ergibt sich:
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Al by = w0

1—1
A2 bij = - (Zl aijbjl> fiir 1 <1<
]:

A3 by = yio — 23;11 bij
&

Dieses lasst sich auf anderem Weg durch Einsetzen in die Differentialgleichung iiber-

priifen.
Mit A = {a;;}, B ={b;;} und &= (e® ... e*")T 1 =(1,..,1)" gilt

7 = Ay, §=DBé und §,=BI1

und es ldsst sich folgern:

aq1€%1% aqq €M%
B : = AB
~—~
Uppe”™* O\ Appetm?
a1 O bn O
C = : :
Ap1 - Ann bnl o bnn
0
0 k
= Crl = (akl,...,akk,o,...,()) bll = E akpbpl.
. p:l
bnl

Hiermit ergibt sich fiir die k—te Zeile

k k

AppT AppT
E Appbppe™* = E Crpe 7.
p=1 p=1

Durch Koeffizientenvergleich und mit ¢, = B1 erhilt man folgende Bedingungen:

B1 Cbm,bkp = ZI;ZZ a’kpbpl

B2 Yio = Z;CZZ bi,j7
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die dquvalent zu den Bedingungen A1-A3 sind.

Bemerkung 3.7
Somit erhélt man eine iteratives Verfahren zur Bestimmung der Eigenvektoren der
Matrix A, welche spaltenweise in der Matrix B wiederzufinden sind.

Bei der Implementierung ist auf eine speicheroptimierte Programmierung der Vek-
toren und Matrizen zu achten. Der Vergleich verschiedener Losungswege findet sich
am Ende dieses Abschnittes.

Um allen diesen Voriiberlegungen aus dem Weg zu gehen, besteht auch die Moglich-
keit, das Differentialgleichungssystem direkt numerisch zu 16sen. Hierbei muss man
nur beachten, dass sich die Eigenwerte des Systems sowohl im Vorzeichen als auch
in der Grofle unterscheiden und es sich daher um ein leicht steifes System handelt.
Hierfiir wurde die Matlab-Funktion ode23 verwendet. 0de23 ist eine explizite Runge-
Kutta (2,3)-Implemetierung, die sich gerade fiir leicht steife Probleme eignet. Der
Vorteil liegt nun darin, dass keinerlei Vorarbeit benotigt wird und auch unabhéngig
von der Dimension, also der Anzahl der beriicksichtigten Mutationen, dasselbe Ver-
fahren verwendet werden kann. Darin liegt aber gerade auch der Nachteil. Es wird
kein Vorabwissen verwendet, noch wird die Struktur der Matrix beriicksichtigt. Z.B.
konnte auch die Berechnung der fiir ode23 notigen L R—Zerlegung entfallen.

Es ist wiinschenswert, das Differentialgleichungssystem numerisch zu losen, dabei
aber die Struktur der Matrix A zu beriicksichtigen. Wie schon bei den analytischen
Losungswegen ermoglicht ein System mit unterer Dreiecksmatrix A

aiq 0 O 0
;| azn ax 0 0
4= az; asy asz 0 Y
41 G42 A43 Q44

das sukzessive Losen der einzelnen Gleichungen, beginnend mit

/
Y = anvy.-

Diese Losung verwendet man dann als inhomogenen Teil fiir die weiteren Gleichun-
gen, also
/ - = .
Yi = QiilYi + a;y s 1>1
~—
inhomogener Anteil

mit a@; = [a;1, ..., a;;—1] und den schon berechneten Losungen 4.

In jeder Zeile ist also eine lineare inhomogene DGL 1. Ordnung zu 16sen. Hierfiir
eignet sich z.B. ein explizites Euler-Verfahren, fiir welches die Schrittweite h noch
bestimmt werden muss. Verwendet man fiir jede Zeile die gleiche Schrittweite, um
sich spétere Interpolationen zu ersparen, so lédsst sich die Schrittweite anhand der
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Eigenwerte der Matrix A bestimmen. Hierfiir wendet man an, dass zur Stabilitét
fiir alle A < 0 gerade |1+ hA| < 1 gelten muss. Somit erhilt man also den folgenden
Algorithmus:

1. Sei d := diag(A), sortiere d

—

sort(d) = (A, ooy Ay 0, Ay ooy A1)
mit A\ < ... < A\ <0< Apao < oo < Ap_qe
2. Setzte h = —1/\;.
3. Bestimme y; j11 = (1 + hai)y
4. Firi=2:2
a) Setze d; = [a;1, ..., Q1]

b) Setze @71']‘ = [ylj; ey yiflj]
b) Bestimme y; ;11 = (1 + hay)yij + hdyi;.

Bemerkung 3.8
Dieses Vorgehen lésst sich fiir beliebige Integrationsverfahren anpassen, hierbei muss
jedoch die Schrittweite aus den jeweiligen Stabilitatsfunktionen bestimmt werden.

Ein Vergleich der drei Verfahren jeweils fiir eine Funktionsauswertung sieht man in
Abbildung 3.2. Man erkennt, dass die iterativen Verfahren fiir wenige Mutationen
durchaus konkurrenzfihig sind. Doch fiir grolere Anzahlen wirkt sich die optimierte
Speichernutzung und die Schrittweitensteuerung der ode23 Implementierung aus. Es
ist zu vermuten, dass mit Hilfe einer Hardwarendheren Programmierung und einer
optimierteren Speicherausnutzung beide iterativen Verfahren sinnvoll sein konnten.
Da der Schwerpunkt dieser Arbeit im Modellieren und Simulieren unter Verwendung
schon bestehender Implementierungen liegt, erfolgt kein Versuch einer verbesserten
Programmierung und im Folgenden wird auf die Ergebnisse der ode23 Implemetie-
rung Bezug genommen.

3.2.2 Optimierung

Damit die Ungleichungsrestriktionen eingehalten werden, transformiert man die Pa-
rameter: 0o
0 (Z5:)

a=a’ and Lo =

7t

micop (T

Die Minimierung erfolgt fiir die unrestringierten Parameter a und Z5:.
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—o— ode23
—&— Expl. Euler
—&— Iterativ Analytisch

log(Rechenzeit)

6 7

Anzahl Mutationen

Abbildung 3.2: Die Rechenzeit in Abhéngigkeit der Anzahl der beriicksichtigten
Mutationen.

Zur Losung des Optimierungsproblems wurde die Matlab-Funktionen fminsearch,
welches eine Implementierung des Nelder-Mead-Verfahrens ist, zu Hilfe gezogen. Die

Ergebnisse sind in Tabelle 3.2 angegeben.

Nr. || Mutation T o; MutWS/Zteil. | Anfangswert
0. keine 0 - - 4.1133e-001
1. der.2.t.2.3. 4.63e+000 | 2.13e-004 4.27e-006 1.29e-003
2. del2p -1.48e4000 | 6.61e-002 1.32e-003 5.87e-001
3. del.3q. -9.30e-001 | 8.01e-002 1.60e-003 1.16e-008
4. der.17.t.X.17.t.X.8. | 2.50e+000 | 2.43e-004 4.87¢-006 5.20e-010
5. del.13q. 8.12e-001 | 2.06e-002 4.13e-004 2.66e-009
6. del.8q. 6.46e+000 | 1.78e-015 0 1.87e-007
7. der.2.t.2.17. 1.97e+000 | 1.23e-003 2.47e-005 4.77e-010
8. der.8.t.X.8.t.X.7. 5.29e4000 | 2.82e-018 0 8.73e-006
9. der.X.t.X.15. 4.55e+000 | 8.46e-008 1.69e-009 1.13e-005
10. || der.10.t.X.10. 1.36e+000 | 6.51e-003 1.30e-004 3.11e-009
11. || der.6.t.3.6. 9.35e-001 | 6.62¢-003 1.32e-004 1.03e-008
12. || der.X.t.X.13. 5.58e+000 | 2.02e-010 4.04e-012 1.95e-006

Tabelle 3.2: Reihenfolge der Mutationen und ihre identifizierten Parameter:

3.2.3 Visualisierung

Die Tabelle 3.2 gibt die bestimmten Parameter wieder. Um diese nun leichter zu
interpretieren, soll das Verhalten der einzelnen Zelltypen oder auch nur einzelner
Mutationen visualisiert werden. Noch gibt es keine standardisierten Ausgaben. Da-
her sollen hier zwei Moglichkeiten vorgestellt werden. Die erste besteht darin, die
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marginalen Haufigkeiten (mH ) zu betrachten. D.h., zu einem Zeitpunkt ¢, betrachtet
man die Haufigkeit einer einzelne Mutation j ohne auf weitere Mutationen innerhalb
dieser Zelle zu achten. Es werden also die relativen Héufigkeiten y;(ts) der Zellen 7
summiert, welche die Mutation 7, besitzen.

mH(j.s) = Y yalts)

n;j=1

Diese Ausgabe ldsst sich gut zur Uberpriifung der Ergebnisse nutzen, da die mar-
ginalen Héaufigkeiten einer Mutation j zum Zeitpunkt t; des Modells gerade der
relativen Haufigkeit beziiglich des Datensatzes entsprechen, welche schon fiir die
Scoring Funktion durch f(j,s) berechnet wurden.

Die zweite Ausgabe ermoglicht eine genauere Analyse der einzelnen Zelltypen und
ihrer Entwicklung. Hierbei soll zu einem Zeitpunkt ¢, die Dichte eines Zelltyps 1,
reprisentiert durch seine relative Haufigkeit 4;(t,) und der Ubergang der Zelltypen
untereinander, von einem Zeitpunkt zum néchsten abzulesen sein. Ersteres ist leicht
zu erfiillen. Représentieren Kreise die Dichte eines Zelltyps zum Zeitpunkt t,, so
muss man nur den Radius proportional zur Dichte wéhlen. Den zweiten Punkt kann
man mit Hilfe von Pfeilen darstellen, bei denen die Dicke proportional zur Menge
der im Zeitraum von einem Zeitpunkt ¢, bis t,, entstehenden Biomasse steht. Also
entsprechen die Pfeile der Zunahme der Zellenhéufigkeit durch Mutation aus einem
anderen Zelltyp bzw. durch Reproduktion des selbigen Zelltyps. Um die Zunahme
der Zellenhéufigkeit (zH) zu bestimmen, ist der Anteil des Zelltyps x; an der Zelle
x; beim Wechsel von Zeitpunkt ¢, nach t,, gesucht.

Die Differentialgleichung #(t) = AZ(t) hat die Losung Z(t) = ez, (1)
Daher ldsst sich Z(ts,) aus Z(ts,) berechnen zu

T(ty,) = o Absy Ty = eA(At—i—tsl)fO — eAAtf(t81)'

Das Ergebnis ist dann:

zH(i, j) = (e*®).  x(ty,);.

.3

3.3 Medizinische Interpretation der Ergebnisse

In Abbildung 3.3 sind die marginalen H&ufigkeiten fiir das Modell und die Testdaten
zu sehen. Die kontinuierlichen Kurven, errechnet vom Modell, passen sich den Da-
tenpunkten an. Daraus lasst sich schlielen, dass das Modell die Struktur der Daten
gut wiedergibt. Aufgrund der Komplexitdt der zugrunde liegenden Prozesse kann
dieses nicht im Vorneherein erwartet werden.

Im Datensatz ist zu erkennen, dass zum ersten Zeitpunkt der Messung Zellen ohne
jegliche Mutation und Zellen mit der Mutation Nummer 2 (del2p) am haufigsten
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none
der.2.t.2.3

del2p

del.3q.
der.17.tX.17.t.X.8

del.13q.
del.8q.
der.2.t.2.17.

der.8.tX.8.t.X.7

der.X.tX.%
der.10.t.X.10.
der.6.t.3.6
der.X.t.X.13.

rel. Haufigkeit

Mutation

Abbildung 3.3: Vergleich der relativen Héaufigkeit der Daten/Modell.

auftreten. Der Populationsverlauf dieser Zellen nimmt aber schnell ab und kom-
plexere Mutationen treten auf. Dieser Effekt lasst sich detailliert in Abbildung 3.4
erkennen.

Bei der Abbildung 3.4 entsprechen die bindren Codes entlang der Y-axis den un-
terschiedlichen Zellarten. Hierbei zeigt eine ,,1¢ oder eine ,0“ an, ob eine Mutation
in dem Zelltyp vorhanden oder nicht vorhanden ist. Um die Abbildung nicht zu
iiberhdufen, wurde sich auf die sechs hochstgescorten Mutationen beschrankt. Ver-
gleichbar zu Abbildung 3.3 wurden die H&aufigkeiten iiber die weniger wichtigen
Mutationen aufsummiert. Es ist zu beachten, dass ein Zelltyp ohne Kreis in der
Population vorhanden sein kann, aber eben mit einem sehr geringen Auftreten. Hier
ist anzumerken, dass in diesem Modell keine Mutation wieder verloren gehen kann.
Wegen der Kodierung der Zellen kann somit kein Pfeil abwérts gerichtet sein, was
eben den Verlust einer Mutation bedeuten wiirde.

Man beachte, dass zum Vergleichen der vorherrschenden Mutationen in Abbildung
3.3 zur Abbildung 3.4 die Ergebnisse der verschiedenen Zelltypen einschlielich einer
bestimmten Mutation aufzusummieren sind.

Die horizontalen Pfeile in der Abbildung sind deutlich stéirker als die aufsteigen-
den. Wie durch das biologische System zu erwarten ist, tragt das Mutieren nicht
entscheidend zur Zunahme der Biomasse eines Zelltyps bei. Die Reproduktionsrate
einer solchen Zellenart entscheidet, ob sich die Zelle ausbreitet. Die Daten sowie das
Modell lassen darauf schlieBen, dass das System zu Beginn relativ ausgeglichen ist,
bis schliellich eine Zellart mit aufferordentlicher Reproduktionsrate auftritt. Dieser
Zelltyp iiberwiegt dann in einem sehr kurzen Zeitintervall.

Ein Blick auf Tabelle 3.2 lasst erkennen, dass sich die Mutationsraten in zwei Klassen
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Zelltyp

Zeitpunkt

Abbildung 3.4: Mutationsentwicklung.

unterteilen lassen. Es gibt Mutationen mit hohen Raten (iiber 10™%) und andere mit
sehr geringen Raten (unter 107%). Aus der Abbildung 3.3 heraus ist ersichtlich, dass
die Mutationen mit kleiner Mutationsrate erst spéter in der Population erscheinen,
wéhrend jene mit hoher Rate die frithe Phase des Systems dominieren.

Mutation 2 (del2p) sticht dabei hervor; sie hat die zweithtchste Mutationsrate und
somit durchgéngig eine hohe Ausbreitung. Andererseits reduziert diese Mutation
die Reproduktion einer Zelle drastisch (-1.48) und ist damit todlich fiir eine Zell-
linie. Dieses wird auch in Abbildung 3.4 deutlich. Zellen mit ausschlielich dieser
einen Mutation (Kodierung 010000) treten zu den Zeitpunkten 0 und 1 auf. Eine
Moglichkeit, mit dieser Mutation als Zelle zu iiberleben, ist folgende: Das Zusam-
mentreffen der Mutationen mit positiver Reproduktionsrate gibt der Zelle einen
Uberlebensvorteil. Besonders das Zusammentreffen der Mutationen 6, 12, 8 und 1
(del.8q, der.X.t.X.13., der.8.t.X.8.t.X.7., der.2.t.2.3.) ergeben die hochste Reproduk-
tionsrate. Tritt ein solcher Fall gleichzeitig mit einer zerstorerischen Mutation auf,
so kann der Zelltyp dennoch weiter existieren. In dieser Simulation kann Mutation
2 zu spateren Zeitpunkten nur noch zusammen mit Mutation 1 gefunden werden

(der.2.t.2.3.) (siehe Abbildung 3.4).

Insgesamt hat Mutation 6 die hochste Reproduktionsrate (6.46). Da die Mutations-
rate von 6 sehr niedrig ist, erscheint sie zwar spét, dennoch herrscht sie zu spéteren
Zeitpunkten vor. Ein dhnliches Zeitverhalten ist auch bei der relativen Héufigkeit
von Mutation 9 zu beobachten. Bei Mutation 12 scheint jedoch eine Art Sattigung
einzutreten, was bedeutet, dass sich Zellen mit dieser Verdnderung geméfl der durch-
schnittlichen Reproduktionsrate der Gesamtbevolkerung vermehren.

Zusammenfassend sei gesagt: Abbildung 3.3 zeigt die relative Haufigkeit der Mu-
tationen iiber alle Zellen und unterscheidet hierbei nicht zwischen den Zelltypen.
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Ein direkter Vergleich zwischen den unterschiedlichen Wachstumskurven ist folglich
nicht ausreichend. So werden nur die qualitativen Resultaten hervorgehoben.

Langfristig setzten sich die Zelltypen durch, deren Mutationen die Reproduktionsra-
te erhohen. Wenn aber einige Verénderungen sehr klein sind, geschehen diese erst zu
sehr spaten Zeitpunkten. Bis dahin konnen andere Effekte, wie eine voriibergehende
Duldung, wichtiger sein. Als Konsequenz davon kann eine Mutation mit hoher Re-
produktionsrate, allerdings mit sehr niedriger Mutationsrate, méglicherweise iiber-
haupt nicht auftreten. Solche Effekte konnen selbstverstédndlich nicht durch dieses
Modell vorausgesagt werden.

3.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein Modell fiir die Entwicklung von Krebszellen vorgestellt,
die durch M-FISH erkannt wurden. Das Modell ist in der Lage, die groe Anzahl von
Daten so zu strukturieren, dass diese Daten interpretierbar werden. Die Anwendung
auf den gegebenen Datensatz zeigt, dass das Modell zum einen dazu in der Lage ist
und dass, obwohl starke Vereinfachungen angenommen werden, die Hauptprozesse
richtig reproduziert werden. Bei diesen Prozessen handelt es sich um Mutationen
und Reproduktionen. Im Gegensatz zu den Daten gibt das Modell die Rolle dieser
Prozesse explizit wieder: Durch Mutationen entstehen neue Zelllinien, die sich ent-
weder reproduzieren oder aber aussterben, was deutlich zu erkennen ist. Der Vorteil
des Modells liegt nun darin, explizite Raten fiir Mutation und Reproduktion zu lie-
fern. So ist nachzuvollziehen, warum eine Zelle erst spét erscheint und dominiert
oder aber weshalb eine frithere Zellenart ausstirbt. Das Modell kann als Werkzeug
benutzt werden, um M-FISH Daten zu strukturieren und die Ergebnisse zu inter-
pretieren. Jedoch liefert es nicht mehr Informationen als jene, die der Datensatz zur
Verfiigung stellt. Besondere Aufmerksamkeit benotigen kleine Datensétze, da deren
Resultate sehr sorgfiltig bearbeitet werden miissen.






Kapitel 4

Proteinspaltung durch das Enzym
Proteasom

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass man aus der ,,Proteinspaltung durch das Enzym
Proteasom® durch einen Binomialen Ansatz ein Optimierungsproblem unter Unglei-
chungsrestriktionen erhélt. Anhand einer formellen Untersuchung kann dargelegt
werden, dass sich die Modellfunktion vereinfachen und so der Rechnungsaufwand
wesentlich reduzieren lasst. Analysiert man das vereinfachte Modell, wird ein direk-
ter Zusammenhang der Singuldrwerte sowohl mit den Eingabedaten als auch mit
den gesuchten Parametern deutlich, der in einem Lemma bewiesen wird. Abschlie-
Bend sollen erste Ergebnisse vorgestellt werden, dariiber hinaus erfolgt ein Ausblick
auf das weitere Vorgehen und das langfristige Ziel.

4.1 Modellanalyse

Zur Modellanalyse ist erst ein genauerer Blick auf die Herleitung des Modells zu
werfen. Die beiden zugrunde liegenden Hauptprozesse, namlich der eigentliche Pro-
teinabbauprozess - bei dem das Protein in Fragmente gespalten wird - und der
experimentelle Detektierungsprozess, nimmt man, da sie nacheinander ablaufen, als
unabhéngig an. Beiden weist man zwei Wahrscheinlichkeiten zu. Hierbei handelt es
sich zum einen um die Wahrscheinlichkeiten ,,Spaltung® oder ,,Keine Spaltung® und
zum anderen um ,,detektiert” oder ,nicht detektiert®. Diese Annahmen erméglichen
die Modellierung durch Binomialverteilungen.

Definition 4.1
a) Sei die Trennungswahrscheinlichkeit in einem Protein nach der i-ten Ami-
nosdure p; mit p; € I := {p|0 < p < 1}. [i,j] stehe fiir das Proteinfragment,
beginnend mit der i-ten Aminosdure des Proteins und endend mit der j-ten

63
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Aminosaure
i-1 i i+l -1 j j+1
e
Ry R / H-l FJ)
Trennungsstelle

Detektiertes Fragment A
Trennungswahrscheinlichke

Abbildung 4.1: Proteinfragment das aus Aminosiauren besteht, sowie die zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten.

Aminosédure (Abbildung 4.1). Die Entstehungswahrscheinlichkeit eines Frag-
mentes [i, j] sei dann bezeichnet durch p;;.

b) [i,j] = v bedeute, dass das Fragment [i,j| mit der Héufigkeit v detektiert
wurde.

c) Mit q(l, h) sei die Detektierwahrscheinlichkeit eines Fragmentes der Lénge [
und der Héufigkeit h gegeben.

d) s sei die Lange des untersuchten Proteins und n sei die Anzahl der vorhandenen
Proteine.

Dann ergibt sich die Entstehungswahrscheinlichkeit eines Fragmentes p;;:

j—1
Pij = Pi-1 H(l —pe)p; <]

k=i
Die Detektionswahrscheinlichkeit wird benannt mit ¢(I, h) und ist abhéngig von
der Lange [ des Fragments und der Héaufigkeit h. Um das Modell moglichst ein-
fach zu halten, wird fiir die Detektionswahrscheinlichkeit ¢(I, h) die Unabhéngigkeit
der lingenabhéngigen Wahrscheinlichkeit ¢;(1) und der haufigkeitsabhingigen Wahr-
scheinlichkeit ¢, (h) angenommen, so dass sich ¢(I,h) = q;(I)qn(h) schreiben lésst.
Die Funktion ¢; (ebenso gp,) sei stetig, sie sei gleich Null unterhalb einer Léange [y
(einer Haufigkeit hy) und Eins oberhalb von Iy (hy). ¢; sei dabei stiickweise linear
und ¢, sei dabei das Quadrat einer stiickweisen linearen Funktion (siehe Abbildung
4.2). Fiir die genauere Herleitung sei auf [MUEQ2] verwiesen.

Mit diesen Voriiberlegungen lasst sich die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Frag-
mentes berechnen.

Folgerung 4.2
Ein erwartungstreuer Schétzer fiir die Wahrscheinlichkeit P eines einzelnen Frag-
mentes [i, j] mit der detektierten Héufigkeit v berechnet sich aus der Summe aller
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ad) q(h)

S 1

2 6 15 50 f

Abbildung 4.2: Die Funktionen ¢ (1) und g, (h).

Kombinationen, bei denen m Fragmente entstanden, aber nur v detektiert wurden.

n

Pl =) = 3 () et -y () -

M=V \_ /A J/

Detektionswahrscheinlichkeit Entstehungswahrscheinlichkeit

Der Ansatz durch Binomialverteilungen und der vorausgesetzten Unabhéingigkeit
erlaubt eine produktweise Aufteilung der beiden Wahrscheinlichkeiten.

Hierbei ergibt sich eine erste Moglichkeit, das Modell zu vereinfachen. Um die Wahr-
scheinlichkeit eines Fragmentes zu bestimmen, ist jedes Mal diese Summe zu bilden.
Hierbei ist gewohnlich die Gréflenordnung von n im Bereich von 4000 und v von
wenigen Hundert anzusetzen. Es sind also etwa 3000 Terme zu berechnen und das
wiederum fiir jedes einzelne mogliche Fragment. Die Anzahl der moglichen Frag-
mente k berechnet sich zum Beispiel fiir das Protein Enolase mit 436 Aminosduren

zu:
436

436
k= = (1+436)—- =95266.

r=1
Fiir das Protein Prion, bestehend aus 260 Aminoséauren, erhélt man 32896. Mit der
abkiirzenden Schreibweise

bin(\, n, p) = (’;) Ay

lasst sich die Wahrscheinlichkeit eines Fragmentes schreiben mit

n

P([i,jl=v)= > bin(r,m,q(l,h)) - bin(m,n, p; ;).

Dieser Ausdruck kann mit Hilfe von Lemma 1 reduziert werden.

Lemma 4.3
Der erwartungstreue Schétzer fiir die Wahrscheinlichkeit eines Fragmentes [i, j| mit
detektierter Haufigkeit v berechnet sich zu

P([i, j] = v) = bin(v,n,p;;) - q(l, h)” - ( 1—pi
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Beweis:

P(li,jl=v) = Z bin(v, m, q(l, h)) bin(m, n, p;;)

- gfg(f)anowlauh»m/”(g)pg<1p@wm

00 S G | SR [CEINA e
(1- pij)(nm”)om

= (O)umar (")) 0= ot

m=0

(1 . pij)(nfu)fm

- (Z)p%q(l, h)Y (1 = q(l. h)py)" ™"

_ bin(Vm,Pz‘j)(J(l’h)V( 1—py
ij

O

Daher miissen fiir jedes Fragment nicht mehr tausende Terme sondern nur noch ein
einziger Term berechnet werden.

Bei der Modellfunktion miissen alle Fragmente gleichzeitig beriicksichtigt werden.
Dieses erreicht man mit einer Likelihood-Formulierung.

Definition 4.4
a) Sei D = (dy, ...dy,) ein gegebener Datensatz mit d, = ([i,j] = v,). Die Likeli-
hood-Funktion eines solchen Datensatzes lisst sich mit p'= (p1,...ps_1)7 defi-

nieren zu

b) Optimierungsproblem
Fiir eine gegebene Funktion q(l, h) finde p, welches Mp(p) maximiert.

Mp(p) = max Mp(p). ()

Oft betrachtet man anstelle von (*) das Minimierungsproblem iiber (siche Kap. 2):
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k

_ZOQ(MD(p)) = Z _log(P([irvjr] = Vr))'

r=1

Definiert man sich —log(P([i1, j1] = 1))
Fp(p) =1 .. ,
—log(P([ix, jx] = v&))

so lasst sich das Maximum-Likelihood-Problem ohne weiteres in ein dquivalentes
kleinste-Quadrate-Problem umschreiben:

min||Fp (p)]2-

Und somit erhalt man fiir einen Datensatz D:

Gegeben: Datensatz D

min||Fp(p)|]2
0<p <1

4.2 Datenanalyse

Das urspriingliche Minimierungsproblem mit {iber 90000 Fragmenten zu betrachten
ist nicht sinnvoll, da in den Experimenten nur 100 — 200 nachweisbare Fragmente
aufgetreten sind. Bei Enolase sind es 135 und beim Prion 133. Auflerdem finden
sich in den Enolase-Daten (Prion) nur 114 (74) verschiedene mdogliche Start- oder
Endpunkte eines Fragments. Ein moglicher Weg, die Parameteranzahl zu verringern,
liegt in der Nutzung der Singuldrwertzerlegung der Jacobimatrix. Hierfiir werden die
relevanten Fragmente und Spaltwahrscheinlichkeiten iiber die Singuldrwertzerlegung
der Jacobimatrix von Fp(p) identifiziert.

DFpy(®=|: . : |eDFR@=U-5-VT (4.2)

Um die Singuldrwertzerlegung zu berechnen, wird die Funktion SVD in MATLAB
verwendet, welche mit dem LAPACK Routine DGESVD gleichwertig ist. Um Eigen-
schaften der Singuldrwertzerlegung zu erkennen, wurde diese mit drei unterschied-
lichen, typischen Sétzen von Anfangswerten fiir p’ berechnet. Diese Anfangswerte
seien bezeichnet durch Initiall bis Initial3.
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e Initiall:
o Initial2:
e Initial3: e
;= 0 iistene Spaltstelle
Pi=1 01 iistkeine P
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Abbildung 4.3: Singulérwerte fiir verschiedene p’ Werte (logarithmisch aufge-
tragen) fiir das Testbeispiel Enolas (links) und Prion (rechts).

In Abbildung 4.3 links und Tabelle 4.1 sind die Singulérwerte (SV) fiir den Enolase-
Datensatz angegeben. Bei den Anfangswerten Initial2 und Initial3: 331 SV von
435 moglichen sind identisch 0, entsprechend der Anzahl der Nicht-Spaltungsstelle.
Es ist ein Hinweis darauf, dass viele Spaltungswahrscheinlichkeiten iiberfliissig sind
und viele Fragmente keine Information beitragen. Die SV von Initial3 enthalten aber
noch mehr Informationen. Die Anzahl der Singularwerte grofier als 1.0e — 6 (genaue
Anzahl 135, erste deutliche Stufe) entspricht genau der Anzahl der detektierten Frag-
mente. Die mittleren SV (zweite Spalte der Tabelle) sind durch die Spaltungsstellen
und die detektierten Fragmente beeinflusst. Dieses ist auch in Abbildung 4.3 links
zu erkennen, gekennzeichnet durch die zwei Markierungen. Auch im rechten Teil
der Abbildung kann man deutlich die erste Stufe, die der Anzahl der aufgetretenen
Spaltungsstellen beim Prion entspricht, erkennen. Jedoch ist die zweite Stufe, welche
der Anzahl der detektierten Fragmente entspricht, nicht zu erkennen.

Innere Extremwerte der Funktion Fp(p) erkennt man an den Nullstellen der ersten
Ableitung von DFp(p). Die SVD von DFp ermoglicht somit eine Reduktion der
Parameter. SV gleich Null oder nahe bei Null entsprechen den Termen ohne (oder
mit) wenig Einfluss auf die Losung. Lésst man dieses wegfallen, so reduziert sich die
Komplexitat des Modells erheblich.
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| p Value | SV >0.5]0.5> 5V >1.0e—6]1.0e —6> SV |

Initial 1 0 0 435
Initial 2 114 106 215
Initial 3 114 21 300

Tabelle 4.1: Die Verteilung der Singulérwerte fiir den Enolase Datensatz.

Lemma 4.5

Parameter Reduktion

Fiir das r-te Fragment, gegeben durch [i,, j.], und die Spaltungswahrscheinlichkeit
pr mit 1 < k < j folgt

OF, B { > (0, wenn k eine Spaltungsstelle ist (4.3)

(‘9_pk < 0, wenn k keine Spaltungsstelle ist.
Beweis:
Zur Vereinfachung sei fir F, = —log(P([ir, jr] = v)) [ir, jr] = [i, 7] und v, = v.
Fiir die erste Ableitung von F,. mit

oF, 1 0P([i,j]=v)

81%']' B P([i,j] apij

erhalt man
OPULII=) — (™) (1, h) Pyt (1 — q(l, R)piy)™ " [ — ng(l, h)py)
Opij )4\ ij Nl T

Dieser Term besitzt die Nullstellen

. v ) 1
erste: p;; = 0, zweite: p;; = m, dritte: p;; = m
Der zweite Kandidat p;; ist eine Nullstelle, wenn 2 < ¢(/, h) und der dritte Kandidat
pij ist eine Nullstelle, wenn ¢(l,h) = 1 = p;; = 1. Die zweite Ableitung ergibt sich
zZu
2P([i,5]=v n v, V- n—v—
%pg) = (V)C](lah) b 2(1 - Q(l>h)pij) 2
(v* — v+ 2vq(1, h)pi; — 2vnq(l, h)pi; — ng(l, h)?p}; + n?q(l, h)*py)).
Setzt man die zweite mogliche Nullstelle p;; = m der ersten Ableitung ein, so
erhélt man
02 P([i,j]=v n v\V—2 v\n—v— V2
L = (k) (2) (0= B v+ ).

32Pij
In diesem Term ist jeder Ausdruck auler dem letzten positiv. Daher
2

v
—v+—<0 =
n

<v = <1

3| S
SIS
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Das bedeutet, dass P([i, j] = v) seinen maximalen Wert p;; = (7 Annimmt, wenn
2 < q(l,h). Andernfalls fiir v = 0, ¢(I,h) = 0, oder fiir £ > ¢(I,h) q(I,h) = 1. So

erklért sich die Konvergenz der Nichtspaltpositionen gegen Null wegen

oF 1 ap([iaj] = V) apij
Opx, P([i,j] =v) Opij Opx,

mit (angenommen v = 0)

OPULI=Y) — (1 — (1, h)ps;)" " (—n)q(l, )

Opij
und
( . . opi i it
D) k=i—-1 o — L (L=pps
8]02 .. . Opij _jil
Wﬂjz it) k=] %:pi—l ll:[ (1—m)
.o op; " - =
\ i) k#1,5 Wfk’ = —Pi1 lH (1—]71)[ 1;[ (1 —pi)p;-
—i —k+1

Zusammengenommen ergibt sich

@ | >0, wenn k eine Spaltungsstelle ist
Op. | <0, wenn k keine Spaltungsstelleist.

und rechtfertigt folgende zwei Fille:

* *
e ¢ oder 7 kommen in dem Daten- % e x
satz nie als Anfangs- oder Endpo- 0
sition eines Fragmentes mit v > 0 DF =
= pi—1 = 0,p; = 0 vor, daher gilt Kook
pi; = 0. Daraus ergeben sich die Do :
folgenden Null-Eintréage in der er-
sten Ableitung:
* *

.. . * *x 0 % *
e Position £ kommt in dem Daten-

satz nie als Spaltungsstelle vor.
= pr = 0. Daraus ergeben sich
die folgenden Null-Eintrége in der
ersten Ableitung:

DF =

* x 0 x %
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Bemerkung 4.6
Als Konsequenz dieser Ergebnisse ergibt sich die Struktur der ersten Ableitung wie
unten stehend und somit der zugehdrige Singuldrwert gleich Null.

* ... % 0 % ... %
DFp = 0 ... 0

* * * *

* * 0 % *

Das bedeutet, dass fiir Fragmente [i, j|, wobei ¢ und j nie als Spaltungsstelle im
Datensatz auftreten, man zu zeigen hat: P([i,j] = 0) = 1. Aus beiden Féllen von
oben folgt fiir p;—; = 0 und p; = 0, womit

= P([i,j] =0) = fj (M) (L, h)° (1 = q(l, h))™ (Z) gmiN-—m

m=0
| S —
=0 fiir m7#0

= (D a(lh)°(1 =g, h)°(3)0°1Y = 1

gilt. Das gleiche Argument trifft fiir Fragmente zu, bei denen nur eine der beiden
Seiten nie eine Spaltungsstelle ist, wobei also nur p;_; oder p; gleich Null ist.

Diese Uberlegungen reduzieren das Modell drastisch. Fiir die Optimierung miissen
nur noch diejenigen Fragmente beriicksichtigt werden, bei denen beide Seiten mogli-
che Spaltungsstellen sind. In dem Datensatz Enolase findet man 114 Spaltungsstellen
und somit ergibt sich als Anzahl moglicher Fragmente k

114 114
k=>r = (1+114) - —~ = 6555

r=1

und als Anzahl der nichttrivialen Parameter
dim(p) = 114.

Mit den vorangegangenen Definitionen erhélt man die zwei Probleme:
1) Das nicht reduzierte Minimierungsproblem

min | £ ()],

mit
Fe 7435 und Fp) - 7435 _, RI5266
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2) Das reduzierte Minimierungsproblem gekennzeichnet durch ~
min |75
5 2

mit
56 U4 nd BT, RO555

Die gesamte Arbeit zum Berechnen der ersten Ableitung DFp wird reduziert von

435 - 95266 = 41440710

zu
114 - 6555 = 747270

Funktionsauswertungen.

4.3 Implementierung und Ergebnisse

Zum Losen des Minimierungsproblems wurde die Funktion 1sgqnonlin der Optimie-
rungstoolbox von MATLAB verwendet, welche eine Implemetierung des Levenberg-
Marquardt-Verfahrens ist. Hierfiir wurde p’wie folgt transformiert, um ein unrestrin-
giertes Problem zu erhalten:

1

N
- AN -
bi = 27 D; € R = D€ I.

1+ p;
1
0.9

3 o8

g

=

2 07F

]

go‘sf o

g

205’

5

204

2 E

2 031 rd

8

So2r
01}
of

0

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ergebnisse p fur reduziertes Modell

Abbildung 4.4: Vergleich der Parameter, berechnet mit Hilfe des urspriingli-
chen und des reduzierten Modells.

Die Ergebnisse des urspriinglichen und des reduzierten Modells sind in Abbildung 4.4
mit (Due, Prew) geplottet, wobei sich nur sieben Parameter signifikant unterscheiden.



4.3 Implementierung und Ergebnisse

Eine genauere Datenanalyse zeigt, dass fiir diese Parameter sehr wenige Informatio-
nen zu Verfiigung stehen, d.h. fiir eine solche Spaltungsstelle ist nur ein einzelnes
Fragment mit geringer Haufigkeit gefunden worden. Betrachtet man dahingegen die
Einsparung an Rechenzeit, so benétigte ein 1,6 GHz Centrino mehrere Tage fiir das

urspriingliche Problem, wobei das reduzierte in wenigen Stunden konvergiert.

Das vorgestellte Vorgehen lésst sich nun zu einer bestimmten Methode zusammen-
fassen, wobei der letzte Schritt dem urspriinglichen Vorgehen entspricht und die

Beschleunigung durch die Dimensionsreduzierung erreicht wird.
Es sei gegeben:

Datensatz: Satz von N verschiedenen Dateneintragen mit identischer Struktur

data_set = {d,,r =1,...,N}.

Verschiedene Anfangswerte: pj,; ;.

Modellfunktion: Funktion, abhidngig von m Parametern und einem Datensatzein-

trag d,,
F.(p):=Fy.(p): I™ =R

F(5) = (Fy(p), s Fn ()"

Minimierungsproblem:
min |F (7)1

Singuldrwerte-basierte Methode

1. Modellreduzierung (Lemma 4.3): Vereinfache F}.(p) (z.B. durch Nutzung
der Eigenschaften der Binomialverteilung) = F,.(p).

2. Parameterreduzierung (Lemma 4.5):

(a) Berechne die Singuldren Werte fiir verschiedene Anfangswerte
Pinit,; von DF (ﬁzmtg)

DF(ﬁz‘nit,j) = Uinit,j * Sinit,j - v

init,j

(b) Analysiere die Singuldrwerte.
(c) Identifiziere mit Hilfe von Ujpn;; and Vi, ; unnétige Datensatzein-
triage und Parameter = p'and F(p) (Abbildung 4.5).

3. Parameter Identifikation: Lose das Minimierungsproblem

E(p)

min

D 2
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Als ein letztes Ergebnis sieht man in Abbildung 4.5 die Einschnitte an den Positionen
114, 135 und 435, vorgegeben durch die SVD Eintrége.

u;; = Anteil vomi — ten Fragment am j — ten SV
v;; = Anteil vomi — ten Parameter am j — ten SV

1200

.E\

1000

T T
[N

800

/ullf ’

Fragmente

4000 i .

200

L L L o
600 800 1000 1200 50 100 150 200 250 300 350 400
Singularwert Singularwert

Abbildung 4.5: U (Auszug), V fiir den Beispieldatensatz Enolase und den
Anfangswertsatz Initial3, geplottet, wenn abs(U (%, j)), abs(V (i,7)) > 0.0001,
Markierungen an den Positionen 114, 135 und 435.

Diese Abbildung ermdoglicht offensichtlich die Identifikation der essentiellen Parame-
ter und Fragmente - also den Datensatzeintréigen.

4.4 Ausblick

Das langfristige Ziel ist nicht die Bestimmung der Schnittwahrscheinlichkeiten auf-
grund eines vorhandenen Datensatzes, sondern die Vorhersage der Schnittwahr-
scheinlichkeiten fiir ein vorgegebenes Protein. Die bisher durchgefiihrte Untersu-
chung ist somit nur ein erster Schritt. In einem zweitem Schritt muss nun der Wert
der Schnittwahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit ihrer Position innerhalb des Proteins
erklart werden. Hierfiir sind einige Voriiberlegungen nétig.

Die natiirlich vorkommenden 20 Aminosduren haben Namen wie Alanin, Cyste-
ine... , welche durch einen Dreibuchstaben-Code bezeichnet werden: Ala, Cys...
(Dieser Code darf nicht mit den Dreiergruppen des Genetischen Codes verwech-
selt werden). Der Dreibuchstaben-Code ist fiir die computergestiitzte Berechnung
ungiinstig und wird daher durch einen Einbuchstaben-Code ersetzt. Folglich lassen
sich die Aminosauren schreiben als A, C, D, E, F, G, H, [, K, L, M, N, P, Q, R, S, T,
V, W, Y. Der Anfang des Proteins wird nun benannt durch den N-N-Terminus und
das Endstiickende durch den C-C-Terminus. Weiter lassen sich sie Positionen entlang
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des Proteins beginnend vom N-N-Terminus durchnummerieren. Somit ergibt sich,
dass die Proteine ,,AC*“ und ,,CA* als verschieden angesehen werden. Das Auftreten
der verschiedenen Aminoséuren in der Natur ist bei weitem nicht gleichverteilt. Die
lineare Struktur des Proteins Enolase mit 436 Aminoséuren sieht wie folgt aus:

AVSKVYARSVYDSRGNPTVEVELTTEKGVFRSIVPSGASTGVHEALEMRD
GDKSKWMGKGVLHAVKNVNDVIAPAFVKANIDVKDQKAVDDFLISLDGT
ANKSKLGANAILGVSLAASRAAAAEKNVPLYKHLADLSKSKTSPYVLPVP
FLNVLNGGSHAGGALALQEFMIAPTGAKTFAEALRIGSEVYHNLKSLTKK
RYGASAGNVGDEGGVAPNIQTAEEALDLIVDAIKAAGHDGKVKIGLDCAS
SEFFKDGKYDLDFKNPNSDKSKWLTGPQLADLYHSLMKRYPIVSIEDPFA
EDDWEAWSHFFKTAGIQIVADDLTVTNPKRIATAIEKKAADALLLKVNQI
GTLSESIKAAQDSFAAGWGVMVSHRSGETEDTFIADLVVGLRTGQIKTGA
PARSERLAKLNQLLRIEEELGDNAVFAGENFHHGDKL

Der Spaltungsprozess eines Proteinsubstrats lasst sich also mit der Trennung von
Wortern vergleichen. Bei beiden féllt auf, dass die Trennung stark von den Ami-
noséduren bzw. Buchstaben, die sich in der N&dhe der erwarteten Stelle befinden,
abhéngt. Der Trennungsprozess ist aber weder streng vorherbestimmt noch rein
zuféllig. Dennoch héngt die Schnittwahrscheinlichkeit in hohem Mafle an den be-
nachbarten Aminoséuren. Folglich ist es wichtig, eine Notation fiir die Position ei-
ner Aminoséuren in der Nachbarschaft (ein Fenster) relativ zur Schnittposition zu
haben. Diese Positionen werden durch die Symbole B; fiir Positionen nach links (in
Richtung zum N-N-Terminus) und von Bj fiir Positionen nach rechts derart bezeich-
net, dass der Index i von der Schnittposition weg lauft (siche dazu auch [HADO4]).
So ergeben sich die Positionen im Verhéltnis zu einer Schnittposition zu

By, ..., Bo, B|B}, B, ..., B.,.

Hierbei geben k und m die Breite des beriicksichtigten Fensters B an.

Gesucht sind nun Affinitétsparameter AP, die angeben, wie stark die Wahrschein-
lichkeit durch eine Aminosdure © an einer festen Position B verstéarkt oder ge-
schwicht wird. Mit diesen liefle sich z.B. die Wahrscheinlichkeit eines Schnittes an
Position 4, also nach der i-ten Aminosaure, berechnen zu

k m

pi = ZAP(@m—jaBj) +ZAP(@”J”B;)'

j=1 j=1

Zu bestimmen sind also (k 4+ m)20 Parameter. In den bisherigen Ansétzen, wie z.B.
bei Paproc (siche [KUTO00]), werden Neuronale Netze verwendet, um einen mogli-
chen Schnitt vorherzusagen, ohne jedoch die Wahrscheinlichkeit anzugeben. Die hier
vorgestellte Vorgehensweise wiirde eine begriindete Berechnung dieser ermdglichen.
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Leider werden hierfiir deutlich mehr Datensétze bendtigt, als zur Zeit zur Verfiigung
stehen. Dieses miisste sich aber in den nédchsten Jahren im Rahmen immer schnel-
lerer und kostengiinstigerer Analyseverfahren éndern. In diesem Kapitel wurde aber
schon die Anwendbarkeit gezeigt.

Abbildung 4.6 zeigt fiir k£ = 6 und m = 6 zum einen die Summierung des Auftretens
in pmol und zum anderen die einfache Summierung der Wahrscheinlichkeiten einer
Aminoséaure © an Postion B.

(a) Summierung der pmol (b) Summierung der WS

Abbildung 4.6: Vergleich der berechneten cut-Wahrscheinlichkeiten mit den de-
tektierten Fragmentmengen in Abhéngigkeit der Stelle der Aminoséduren bzgl. der
Schnittstelle.

Der zu erkennende Zusammenhang bekréftigt noch einmal die Vermutung, mit Hilfe
der identifizierten Wahrscheinlichkeiten eine Bestimmung der Affinitatsparameter
zu ermoglichen.



Kapitel 5

Immunisierungsstrategie gegen
Hepatitis in Krankenhiusern

In diesem Kapitel soll das aus einem Normalverteilungsansatz gewonnene Optimie-
rungsproblem mit Ungleichungsrestriktionen gelést werden. Die Ergebnisse werden
anschliefend einer Hauptkomponentenanalyse unterzogen, deren Resultate darauf
hindeuten, dass es moglich ist, das Modell zu vereinfachen. Ob diese Vermutung
zutrifft, miisste durch weiterfithrende Untersuchungen geklért werden.

5.1 Modellanalyse

In Kapitel 1 wurde behauptet, dass sich der Antikorpergehalt nach einer Zufallsva-
riable Z; verhélt, die folgenden Zusammenhang erfiillt:

Zy ~ N(p,0%) = Zyr ~ N(u— ar, 0 + b7).

Ziel ist es nun, diese Zufallswahrscheinlichkeit mit einer vorgegebenen Wahrschein-
lichkeit v iiber z.B. Null zu halten.
Lemma 5.1
Fiir
Zy ~ N(u,0%) mit (u,0%) € R x R,
existiert eine Konstante k, > 0, so dass P(Z < 0) < v gilt.

Beweis:

<—ﬁ) <ye-B<_p o>
g g

7 _

P(Zt<0)§7<:>P< F<
o

Durch dieses Lemma werden folgende Definitionen sinnvoll.

7
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Definition 5.2
Zu einer gegebenen Wahrscheinlichkeit v sei die ,Erlaubte Region® ) definiert als

Q= {(n,0?)|p? > k2o?}  mit P(Z<0)<~.
Der Rand OX) :=T'T UT'~ sei definiert als
I = {(n,0) = Ko?)

und

I~ = {(n,0%)|c>=0}.

Die erlaubte Region mit ihren Réndern ist in Abbildung 5.1 (a) schematisch zu
erkennen.

g o
A A
“z _ (1;)”2
0
Iy
(pr — nAm.Uf + DAt

Q v\o (111,0%)

(Aby, — alty, bALy)
r It Aby, Aby, u

(a) Region (b) Datenpunkte

Abbildung 5.1: Erlaubte Region und der Verlauf zweier Datenpunkte in der
(i, %) —Ebene.

In einem ersten Schritt miissen nun fiir jeden Patienten vier Parameter bestimmt
werden, einerseits die Steigungen a und b und andererseits der ausgezeichnete Punkt
(pr,0?), der der Verteilung nach einer Impfung entspricht (siche Abbildung 5.1 (b)).
Hierfiir liegen zwei verschiedene Datentypen vor, die sich wie folgt definieren:

Definition 5.3
dy sei die Menge aller Messpunkte, die direkt nach einer Impfung ermittelt wur-
den, d.h. sie bestehen aus der Zeit At; seit der letzten Impfung und dem
gemessenen Antikérperwert Abpy, .

dy sei die Menge aller Messpunkte, die aus einer wiederholten Kontrolle stammen,
d.h. sie bestehen aus dem Antikorperwert AbAtjfl der letzten Kontrolle, der
Zeit At seit der letzten Kontrolle und dem gemessenen Antikérperwert Abag,
aus der aktuellen Kontrolle.
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Fiir die zwei Arten von Messpunkten gelten die Zusammenhénge zum einen fiir d;
AbAti ~ N(,U[ — CLAti, O'% + bAtl)
und zum anderen fiir ds

AbAtj ~ N(AbAtj71 — CLAtj, bAtj)

Mit diesen lasst sich die Likelihood-Funktion wie folgt aufstellen:

Definition 5.4
Die Likelihood-Funktion eines Patientendatensatzes wird definiert durch:

ni
Lp(pr,01,a,b) = HW(Abl,Ati; pr — alt;, o7 + bAL;)
=1

n2
H 7T(Ab27Atj; Ab27Atj—1 — aAti, bAtZ)

J=1

Nach iiblicher Vorgehensweise ergibt sich damit die Log-Likelihood-Funktion zu:

Definition 5.5
Die Log-Likelihood-Funktion eines Patientendatensatzes wird definiert durch:

Fp(ur,or,a,b) == — Z log(m(Aby ar,; por — alAt, o? + bAL,))
i=1

— " log(m(Abs,ay; Abs,ae,_, — alMty, BAL)).
j=1

Somit ergibt sich fiir jeden einzelnen Patienten folgende Optimierungsaufgabe:

Gegeben: Datensatz D
minFp(pr, o, a,b)
ur € Ryop >0
a>0,b>0

5.2 Datenanalyse

Bei jedem Patienten gibt es fiir jeden Datentyp mindestens einen Datenpunkt. Bei
der genaueren Betrachtung des Datenmaterials lassen sich anhand der Anzahl der
Datenpunkt n; des Datentyps d; vier Patiententypen unterscheiden. In Abbildung
5.2 sind diese durch vier typische Beispiele gezeigt:
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Patient 15, Typ 1, Nr. 1 Patient 203, Typ 2, Nr. 5
350 450

300

250

200 250

150 200

100

50

05 1 15 2 25 3 0.2 0.4 0.6 08 1 12 14

(a) Typl (b) Typ2

Patient 14, Typ 3, Nr. 12 Patient 12, Typ 4, Nr. 1
300

250 3000

2500
200
2000
150
1500

100
1000
50 500

2 4 6 8 10 02 04 06 08 1 12 14 16 18

(c) Typ3 (d) Typ4

Abbildung 5.2: Typklassifizierung der Datensétze.

Typl: ny > 1 und ny > 1
Typ2: ny > 1 und ny, =1
Typ3: ny =1und ny > 1
Typ4: ny=1und ny =1
Anhand dieser sollen die vier Parameter uy, o7, a, b bestimmt werden. Daher ist es,

um kein unterbestimmtes System zu erhalten, sinnvoll, ny + ny > 4 zu verlangen.
Beriicksichtigt man den Zusammenhang

AbAti ~ N([L] — (IAti, U% -+ bAtl)

AbAtj ~ N(AbAtj,l — aAtj, bAt]),

so erkennt man, dass zur Bestimmung der p;, o; nur Datenpunkte des Datentyps 1
verwendet werden konnen. Somit benotigt man weiter ny > 1. Fiir die Parameter a
und b kénnen beide Datentyen verwendet werden, jedoch konnen mit n, > 1 diese
Parameter unabhéngig von p;, o7 bestimmt werden. Daher wird sich im Folgenden
nur auf Patienten des Typs 1 bezogen.
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5.3 Implementierung und Ergebnisse

Ein Optimierungsproblem ist beziiglich der Wahl der Startwerte meist sensibel. Da-
her ist es sinnvoll, diese Startwerte vorher zu optimieren. Hierfiir lassen sich die
empirischen Schitzer fiir den Erwartungswert (Mittelwert)

1 n
M“E;%

und fiir die Varianz

1
2 Y
awn_lg(xl z)

i=1
verwenden. Im Falle eines Patienten von Typl gilt ny,ny > 1.

Zuerst beriicksichtigt man die Datenpunkte dy mit

At

Abar, ~ N(Abpy, , — alt;, bAL;) = ~ N(a,bAt;).

Somit lasst sich ag als Erwartungswert schétzen zu

1 & Abay, , — Abay,
apg = — AL .
T =1 j

Mit diesem als richtig angenommen ay verwendet man fiir b den Zusammenhang:

AbAtj — (AbAt].71 — aoAtj)
At

J

~ N(0,b).

by kann man als Varianz schétzen zu

1 2 (AbAt]- - (AbAtj_l — CLOAtj))Q

bozl—ngz At;

j=1 J

Zur Bestimmung der iy und oo beriicksichtigt man die Datenpunkte d; mit:

AbAti ~ N(/L[ — CLAti,O'% + bAtz)

Mit den zuerst geschétzten ag und by erhélt man den Zusammenhang:

= AbAti + CL(]Ati ~ N(/J[, O'? + boAtZ)
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Der Erwartungswertschétzer liefert dann
1 &
Mo = — Z AbAti + aoAtZ‘.
n1 =1

Mit den bisherigen Startwerten folgt
Abay, — (10 — apAt;)
\/ O'% + boAtz
Der schon verwendete Varianzschatzer liefert

_ 1 i (Abay, — (pr0 — agAt;))?
1—mny o2, + boAt; '

~ N(0,1).

1

=1

_ ni
Zur Vereinfachung werden nun die At; mit gemitteltem At; = nil > At; ersetzt.
i=1

Damit lasst sich oj¢ schétzen zu:

R bo ~—
o0 = 1 Z(AbAtz — (,LL[O — aoAti))Q — n—(i Z Atz
i=1

—-n
L

Damit die Ungleichungsrestriktionen erfiillt sind, werden noch folgende Transforma-
tionen eingefiihrt:

a=a* b=V o;=0d7.
Zur Losung des jetzt unrestringierten Minimierungsproblems mit obigen Startwerten

und den Parametern (a, b, piy, ;) wurde die Matlab-Funktion fminsearch verwen-
det.

5.4 Statistische Modellanalyse und Ausblick

Nach der Bestimmung der Parameterwerte wird zunéchst versucht, mehr iiber die
Eigenschaften des Modells zu erfahren. Hierfiir werden in Abbildung 5.3 die einzel-
nen Parameter paarweise geplottet. Sind zwei Parameter voneinander unabhéngig,
wiirde sich das durch eine gleichméflige Punktwolke wiederspiegeln. Dieses ldsst sich
anndherend an den Grafen von (a, o) oder (b, o) erkennen. Betrachtet man dagegen
die Grafen von (u, o) oder auch (a,b), so lasst sich fast ein linearer Zusammenhang
vermuten.

Zur Hauptkomponentenanalyse betrachtet man hierzu die Korrelationsmatrix:

1.0000 0.5989 0.6542 0.5316
0.5989 1.0000 0.1962 0.1650
0.6542 0.1962 1.0000 0.7600
0.5316 0.1650 0.7600 1.0000

R:
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Abbildung 5.3: Korrelationsanalyse der identifizierten Parameter fiir PTypl.

Mit Werten, die deutlich iiber 0.5 liegen, erkennt man hier die Korrelation von a
und b, wobei diese relativ unkorreliert (< 0.2) zu o sind. Auffillig ist hierbei der
Zusammenhang dieser drei Parameter mit .

Betrachtet man weiter die Eigenwerte
{0.1826, 0.2970, 1.0162, 2.5042}

mit den zugehorigen Eigenvektoren

0.5604 —0.5533 —0.2585 0.5595
v — —0.3139  0.4032 —0.7848 0.3506
| —0.6877 —0.3105  0.3604 0.5483 |’

0.3383  0.6594  0.4328 0.5132

so fallt die deutliche Unterteilung in > 1 und < 1 auf. Dieses legt den Verdacht nahe,
dass sich das gesamte Modell auf zwei Parameter reduzieren liele. Hierfiir miissten
jedoch weitere Untersuchungen durchgefiihrt werden, die den Rahmen dieser Arbeit
bei weitem iibersteigen wiirden. Daher wird im Folgenden auf das Modell mit vier
Parametern aufgebaut.






Kapitel 6

Die Immunisierungsstrategie als
Kontrollproblem

In diesem Kapitel erfolgt eine Einfiihrung in die Kontrolltheorie. Die Fallstudie Im-
munisierungsstrategie wird mit Hilfe der stochastischen Programmierung in ein Kon-
trollproblem iiberfiihrt, das im kontinuierlichen Fall auf Konsistenz und Eindeutig-
keit untersucht wird. Unter Beriicksichtigung einschriankender Annahmen wird der
konvergente Fall diskutiert und die Existenz einer optimalen Lésung nachgewiesen.
Anschlieend wird ein numerisches Verfahren vorgestellt, mit dem sich die optimale
Losung bestimmen lédsst. Zum Schluss finden die vorgestellten Verfahren beispielhaft
eine Anwendung auf dem konkreten Fall eines Patienten.

6.1 Einfiihrung in die Stochastische Programmie-
rung

Die Einfiihrung folgt den Erlduterungen von [WHI96, CHA04, KAL95].

Ein Problem bei der Modellierung besteht oft in der Unvollsténdigkeit der vor-
handenen Informationen. Meist liegen nicht sdmtliche Informationen vor, um eine
optimale Entscheidung zu treffen, oder aber das System ist zu komplex, um al-
le Aspekte zu beriicksichtigen. Viele Systeme werden auch von unvorhersagbaren
duBeren Eingédngen beinflusst. Ist die Zukunft eines solchen Systems nicht mehr
perfekt vorhersagbar, lassen sich die bisherigen Methoden nicht anwenden.

Es gibt nun zwei verschiedene Herangehensweisen, um auf eine natiirliche mathema-
tische Formulierung zu kommen. Eine liegt in der Anwendung einer stochastischen
Formulierung. Hierbei benutzt man ein Wahrscheinlichkeitsmodell fiir den Prozess,
in dem alle Variablen gemeinsam als Zufallsvariablen definiert sind. Die zu mes-

85
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senden Variablen konnen dann genutzt werden, um auf die anderen zu schlieflen.
Damit wird die Steuerung dann so gewéhlt, dass sie die erwarteten Kosten nach
einem Optimierungskriteriums minimiert.

Die zweite Herangehensweise liegt im Minimax-Ansatz. Hierbei nimmt man unter
Beriicksichtigung der gemessenen Variablen fiir die nicht zu messenden Variablen
den schlimmsten Fall beziiglich des Optimierungskriteriums an. Die Betrachtung
der bedingten Erwartung wird hierbei durch das bedingte Maximum (der Kosten)
ersetzt.

Im Folgenden wird genauer auf den stochastischen Ansatz eingegangen.

Eine spezielle Eigenschaft der Steuerungsoptimierung liegt in ihrer Mehrstufigkeit:
Man erzeugt eine Sequenz von Entscheidungen in der Zeit, wobei im Allgemeinen
fiir die spéteren Entscheidungen mehr Informationen vorliegen als fiir die fritheren.
Daher ist es sinnvoll, zuerst den einstufigen Fall zu betrachten, bei dem nur eine
Entscheidung zu treffen ist. Man hat einen Beobachtung y und muss eine Kontroll-
mafinahme u wéhlen. Dann wird eine Kostenfunktion C eingefiihrt. Thr Wert hingt
von der Entscheidung u und dem unbekannten ,,echten“ Zustand des Systems ab.
Hierfiir schreibt man C(u). C(u) ist eine Zufallsvariable, deren Verteilung von u
abhéngt. Nun nimmt man ein stochastisches Modell an, in welchem der Wert der
Kosten C(u) fiir verschiedene u und den messbaren y gemeinsam als Zufallsvariabel
definiert ist. Eine Strategie beschreibt u als Funktion u(y) der gemessenen y; die
Werte der Steuerung sind so zu wéhlen, dass sie E[C(u(y))] minimiert.

Definition 6.1
Eine Entscheidungsfunktion u(y) heit optimal, wenn

E[C(a(y))] = min E[C(u(y))]
gilt.

Satz 6.2
Die optimale Entscheidungsfunktion 4(y) ist bestimmt durch die Wahl von u als
minimierender Wert von E[C(u)|y].

Bewezs:
Wenn eine Entscheidungsfunktion u(y) gewéhlt ist, dann gilt fir die erwarteten
Kosten

E[C(u(y))] = E[E[C(u(y))]y]] = Elinf E[C(u))]y]]
und die untere Grenze wird gerade durch die im Satz vorgegebene Regel erreicht. {»

Bemerkung 6.3
Hervorzuheben ist, dass dadurch das urspriinglich eingeschrédnkte Problem, den Er-
wartungswert der Kosten E[C(u(y))] unter Beriicksichtigung der Funktion u(y) zu
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minimieren (,wobei also das minimierende u zwingend eine Funktion in Abhédngig-
keit von y ist), reduziert worden ist auf das freie Problem, ndmlich E[C(u)|y| unter
Beriicksichtigung des Parameters u zu minimieren.

u wie auch y sind Variablen, deren Vorgabe die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Kosten C'(u) beinflusst. Die Variable y ist eine Zufallsvariable, deren Beschreibung
die Verteilung von C' bedingt. Die Variable w ist anféanglich nicht zuféllig, ihre Werte
kénnen aber durch den Optimierer frei gewéhlt werden und parametrisieren somit
die Verteilung von C'.

Nimmt man an, dass das Problem eine Zustandsvariable x, welche den ,exakten®
Zustand wiedergibt, zuldsst, so sind die Kosten einer deterministischen Funktion
C(z,u) abhéngig von v und z. Wenn also = bekannt ist, wiirde man u so wihlen,
dass es C(z,u) minimiert. Man kennt aber nur ein y, welches man als eine nicht
vollstdndige Messung von z betrachten kann. Die gemeinsame Verteilung von z und
y ist unabhéangig von u, weil die Werte dieser Zufallsvariablen, gemessen oder nicht,
schon vorliegen, bevor die Entscheidung u getroffen wird.

Satz 6.4

Angenommen, das Problem lisst eine Zustandsvariable x zu, C'(z,u) sei die Ko-
stenfunktion und f(x,y) die gemeinsame Dichte von x und y in Abhéangigkeit des
Produktes der Mafe py(dx)ps(dy). Dann ist der optimale Wert von u derjenige,
welcher

/ O, u) (2, y)mde

minimiert.

Beweis:

Nimmt man zur Vereinfachung an, dass x und y diskrete Zufallsvariablen mit einer
gemeinsamen Verteilung P(x,y) sind; das formale Verallgemeinern ist dann klar. In
diesem Fall gilt:

E[C(u)ly] =Y Clx,u)P(zly) o< Y Clx,u)P(z,y) = Y Cla,u)P(x)P(y|z),

wobei das Proportionalzeichen einem Faktor P(y)~! unabhiingig von u entspricht.
Der dritte Ausdruck ist nun das Analogon zum Integralausdruck in Satz 6.3. &

Erweitert man die Analyse des einstufigen Falles auf den mehrstufigen Fall, dann
erhélt man ein Kontrolloptimierungsproblem in diskreter Zeit. Hierfiir sind zuerst
einige Notationen zu definieren.

Man nehme an, dass der Prozess iiber eine Zeitspanne t = 0, ..., h optimiert werden
soll. W} bezeichne alle verfiighbaren Informationen zum Zeitpunkt Null. z; beschreibe
die Werte der Prozessvariablen zum Zeitpunkt ¢t und X, den bisherigen Prozessver-
lauf {z1, ..., z;}. Entsprechend seien y; die Werte der zu messenden Variablen und
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u; die Steueraktion zum Zeitpunkt ¢. Ebenso sei analog dazu der Verlauf Y; und U;
beschrieben. Beschreibt W, die verfiigharen Informationen zum Zeitpunkt ¢, dann
kann man vorraussetzen, dass W, = {W,, Y, U;_1} ist.

Eine realisierbare Steuerung A ist eine, die u; als Funktion von W, fiir t=1,..,h-
1 angibt. Es sei nun C als eine Kostenfunktion angenommen. Man konnte sie als
Funktion in Abhéangigkeit von X} und Uj,_; einfithren. Einfacher ist es aber, sie als
Zufallsvariable zu betrachten, deren Verteilung gemeinsam mit der Verdnderung des
Prozesses und den gemessenen Groflen durch die Wahl der Kontrollsequenz Uj,_q
parametrisiert ist. Das Ziel ist es dann, A so zu wéhlen, dass £4[C] minimal wird.

Definition 6.5
Die Gesamtwert-Funktion G(W;) sei definiert als die minimal zu erwartenden Kosten
in Abhéngigkeit der Informationen zum Zeitpunkt t. Es gilt also:

G(W;) = inf BA[C|W].

Hierbei ist F4 der Erwartungswertoperator, eingefithrt durch die Steuerung A.

Satz 6.6

(Das Dynamische-Programmierungsprinzip)

Die Gesamtwert-Funktion G(W,) folgt einer Riickwértsrekursion (der dynamischen
Programmierungsgleichung oder Optimalitédtsgleichung)

G(W;) = inf B[G(Wea|Wyw)] (6 =1,.0h 1) (+)

mit der abschlieBenden Bedingung
G(Wy) = E[C|Wh]. (%)

Der minimierende Wert fiir u; von (x) ist der optimale Wert der Steuerung zum
Zeitpunkt t.

Fiir den Beweis sei auf [WHI96] verwiesen.

In diesem Satz liegt die Andeutung, dass die Ausdriicke (%) und (¥%) steuerungsu-
nabhéngig sind. Die Begriindung hierfiir liegt bei (%) darin, dass alle Entscheidun-
gen in der Vergangenheit gemacht wurden. Die Gleichung (x) liefert offensichtlich
einen kompakten und allgemeinen Ausdruck fiir das Dynamische-Programmierungs-
prinzip, formuliert als Ausdruck der derzeit maximal verfiigbaren Informationen W;.

Mit den folgenden drei Vorraussetzungen, welche die Struktur des Prozesses be-
schreiben, ldsst sich der Satz noch spezifizieren.
1. Markov Dynamik:

Die Prozessvariable x habe die Eigenschaft

P<$t+1|Xt,Ut) = P(xt+1|xtuut>‘
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D.h., die Wahrscheinlichkeit fiir den Wechsel zum néchsten Zustand hiangt nur
vom Zustand des Prozesses und der Steuerung zum Zeitpunkt ¢ ab und nicht
von ihrer Vergangenheit.

2. Trennbare Kostenfunktion:
Die Kostenfunktion lésst sich in die Summe der unmittelbaren und der ab-
schliefenden Kosten aufspalten. D.h., es muss gelten:

>
—_

h—1
C = c(xy,ug, t) + Cp(zp) = Z ¢ + Ch,.

t t=0

Il
o

3. Genaue Zustandsmessung:
Es ist notig, den genauen Zustand messen zu koénnen. D.h., x; sollte zum
Zeitpunkt ¢ bekannt sein, wenn u,; gesetzt werden soll; also gilt:

Wt = (Xta Ut—l)'

Bevor der Satz formuliert werden kann, sind noch folgende Definitionen sinnvoll.

Definition 6.7
Es sei C; die Summe der zukiinftigen Kosten zum Zeitpunkt t definiert als

h—1

Ci=Y ¢ +Ch

T=t
Weiter sei die Funktion F(W;) definiert als
FW,) = iI}lf EL[CHW].

Somit lasst sich folgern:
t—1

GWy) =D e+ F(Wy).

7=0

Satz 6.8
Unter obigen Voraussetzungen 1.-3. gilt:

(i) F(W;) ist eine Funktion alleine von x; und t. Schreibt man F(xy,t), so gilt fiir
die dynamischen Programmierungsgleichung

F(zy,t) = inf{c(zy, ug, t) + E[F (21, t + D]z, w]} (E<h) (+)
mit der abschlieBenden Bedingung
F(an, h) = Cu(xn).  (++)
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(ii) Der minimierende Wert von u; in (+) ist der optimale Wert fiir die Steuerung
zum Zeitpunkt t, welche somit auch eine Funktion von x; und t ist.

Beweis:

Der Wert von F(W},) ist Ch(zy), somit ist die behauptete Reduzierung von F' zum
Zeitpunkt h giiltig. Angenommen, die Aussage sei giiltig zum Zeitpunkt ¢+ 1. Dann
vereinfacht sich die allgemeine dynamische Programmierungsgleichung zu

F(.’L't,t) = iilf{C(l't,Ut,t) -+ E[F(l'tJrl,t -+ 1)‘Xt, Ut]}

und der minimierende Wert von w; ist optimal. Durch Voraussetzung Nr. 1. ver-
einfacht sich hierbei aber die rechte Seite zur rechten Seite von (+). Alle weiteren
Aussagen folgen daraus durch Induktion. &

Mit diesem Satz hat man die Vereinfachung, dass nicht sdmtliche Informationen
aus der Vergangenheit gespeichert werden miissen. Es reichen also die aktuellen
Informationen fiir die Optimierung aus. Die optimale Steuerungsregel, welche sich
aus (+) ableiten ldsst, ist wieder in einer geschlossenen Schleife gegeben, da die
Steuerung vor dem Zeitpunkt ¢ nicht bekannt sein muss.

Nachdem nun eine Einfithrung in das Vorgehen der stochastischen dynamischen
Programmierung gegeben wurde, sei fiir den zeitkontinuierlichen Fall auf die Lite-
ratur [WHI96, CHA04, KAL95] verwiesen.

AbschlieBend sind fiir die Uberpriifung der Kostenfunktion auf Konsistenz und Ein-
deutigkeit noch folgende Definitionen notig:

Definition 6.9
Unter L¥(E), 1 < p < oo versteht man den Raum aller messbaren Funktionen
y : ' — R mit der Eigenschaft

[P < .

Dabei werden Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Maf3 Null unterscheiden,
als gleich angesehen. Sie gehoren einer gemeinsamen Aquivalenzklasse an. LP(E)
wird versehen mit der Norm

1/p

Wiy = | [ I
E

Definition 6.10
Mit L*° wird der Raum aller fast iiberall gleichméfig beschriankten und messbaren
Funktionen y : E — R bezeichnet, versehen mit der Norm

1Yl oy = esssupy(a)] := inf ( sup !y(af)!> :

zek |=0 z€E\F
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6.2 Kontrollproblem

Sind die Parameter fiir einen Patienten bestimmt, so liegt das eigentliche Ziel in der
Bestimmung einer angepassten Kontroll- oder auch Steuerungsstrategie. D.h., zu
welchen Zeitpunkten soll der Patient geimpft oder getestet und in welchen Zeitraum-
en soll abgewartet werden? Wir suchen also eine Steuerstrategie A(u,o,t), die uns
zu jedem Zeitpunkt ¢ fiir eine Zustand (u, o) angibt, was zu tun ist. Hierfiir muss
zunéchst, wie in der Einfiihrung dargelegt, eine Kostenfunktion definiert werden.

Definition 6.11
Zu einer gegeben Steuerung A(u,o,t) (geniigend glatt, d.h. 7y in (e) existiert) mit

(p,0) € Q seien die erwarteten Gesamtkosten im Zustand (u,o) zum Zeitpunkt t
definiert durch

(a) Zeitpunktt =T C(p, o, T|A(p,0,t) =N) = 0
C(u, 0, T|A(p,0,t) =V) = «
0. T|A (.o, 1) = 0) = .
(b) Zeitpunktt > T A(p,0,t) = N
C(u, 0% t|A(n,0,t) = N) = 0.

(c) ,Impfung®, Zeitpunktt < T
C(p, o t|A(p, 0%, t) = V) = a+ Cur, 07, t).
(d) ,Testen“, Zeitpunkt t < T
Sei 7w(p/; p, 0%) die Verteilung von N(u,o?). Das bedeutet

T2
P(ry < Z < xq) = / (W', 0®)dp.

Sei weiter ®(x) = [*__w(u'; 1, 0%) did'.

Clu,0® t|A(p, 0%, t) = 0) = B+ (—p/o)(a+ Clur,07,1))

+/OOO C(u',0,t)m(p's p, o) dpi'
(e) ,Nichts tun®, Zeitpunkt t < T
Sei A(p,0%t) = N und
70 = min{7|A(p — ar,0® + br,t +7) # N}.

Dann ist

C(u, 0% t|A(p, 0%,t) = N) = e X C(u — ato, 0 + bro, t + 70)

mit A > 0 als ,discount® Faktor.
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Bei dieser Definition wird also davon ausgegangen, dass die Steuerung A schon vor-
liegt. Der zugrunde liegende Gedanke fiir C' ist folgender: Die Kosten eines Patienten
zu einem Zeitpunkt ¢ berechnen sich aus den gerade aufkommenden Kosten und den
zukiinftig zu erwartenden Kosten. Weiter wird davon ausgegangen, dass ein Patient
zu einem Zeitpunkt 7' die Klinik wieder verldsst. Ab diesem Zeitpunkt entstehen
keine Folgekosten mehr. Dieses driicken die Punkte (a) und (b) aus. Wird in einem
Zustand geimpft (Punkt (¢)), so muss man die Kosten der Impfung a und die daraus
resultierenden Kosten, also die Kosten zum Zustand (u7,0%), tragen. Nach einem
Test (Punkt (d)) ist der Zustand genau bekannt. Zuerst sind also die Kosten des Te-
stes (8 zu beriicksichtigen. Anschlieend gilt es noch, die Folgekosten zu berechnen,
die sich aus dem Produkt der Wahrscheinlichkeit des Folgezustandes und dessen
Kosten ergeben. Fiir die Aktion ,Nichts tun“ (Punkt (e)) erhdlt man abgeschwicht
die Kosten aus der ndchsten Aktion.

Damit Cy(p, 0,t|A = O) wohl definiert ist, muss Ca(u,0,t|A) € L* aufgrund des
Integrales in (e) gelten. Bei der weiteren Untersuchung von Ca(u,o,t) fillt auf,
dass Cy(u,o,t) nicht auf ganz Q definiert ist. Daher fiihrt man eine erweiterte
Kostenfunktion ein.

Definition 6.12
Die erweiterten Kostenfunktionen der einzelnen Aktionen seien definiert als

Cy (0% /A, 0,1)) = Cy (0% t|A(,0,1)
CO(M70-27t|A(:u70-7 t)) = OO(M70-27t|A<:u70-7 t)
( T (M7g2) er+
T2 A(/L,O’2,t) =N
- A(p,0%,t) # N
2 ) ) )
On(u, 0%, t|A(p, 0,t)) = TP’{ 7 =min{7|A(p — ar,0? + b7,t +7) # N}
T+ (w—ar,0c*+0br) €T,
L A(p — a0 + b7t +7) # N,V7 € [0,7].

mit
I = C(MUZ:HA(M@ t))
T2 = CN(M? 0'27t|A(,LL,O', t))
T3 = e Cn(u—ar,0® +br,t +7|A(,0,t + 7))
Ty = eMC(p—ar, o +br,t +7|A(,0,t +7)).

Zur Uberpriifung der Wohldefiniertheit von C4(u, o) bestimmt man die benotigten
Konsistenzbedingungen. Hierfiir untersucht man zuerst die Existenz von

CI,A(t) = C(/”» 0?7 t’A(:uv g, t))
Dabei hat man die folgenden Fille zu beriicksichtigen:

Aus der Abbildung 6.1 lassen sich folgende vier Fille erkennen:
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(K, —at, o; +B7) (K; 0T, 0 +BT)
V%(ul,q) o ) Ow(ullq) O t-ai)
Fall 1 " Fall 2 " Fall 3 " Fall 4

Abbildung 6.1: Fallunterscheidung (Projektion in (i, 0%)— Ebene).

Fall 1: Nach dem Impfen nichts tun und dann wieder impfen:
Alp—ar, o +br,t+7)=N,7€[0,7) und A(u — ar,0? + br,t) = V.

Fall 2: Nach dem Impfen sofort wieder impfen:
A(/,L[,O'%,t) =V.

Fall 3: Nach dem Impfen nichts tun und dann wieder testen:
Alp—at,0® + b7t +7) =N, 7 €(0,7) und A(u — ar,0? + br,t) = O.

Fall 4: Nach dem Impfen sofort testen:
A(,U[, 0%7 t) = 0.

Man beachte hierbei fiir 7 die Abhéngigkeit von ¢.

Fiir Cy 4(t) lassen sich unter Berticksichtigung der Fille die entsprechenden Konsi-
stenzbedingungen bestimmen:

zu Fall 1: Cra(t) = e (a+ Cra(t +7)).
zu Fall 2: C} divergent.
zu Fall 3: (fi,62) := (u— ar,0% +br), O := O(—L), 7()) == m(y, 1, 6%)

Cralt) = (3 + Bla+ Cralt+ )+ [ OO0+ A0, 4+ 7))
0
zu Fall 4: Spezialfall von Fall 3 mit 7 =0

1 z o ! / ~ / !/
= Cr= (B dat [ C(0HAG, 007
0

Dieser Fall 4 wird in Zukunft nicht beriicksichtigt, weil nach einer Impfung erst
eine Zeit verstreicht, bis sich diese auf den Titer auszuwirken beginnt. Da das In-
tegral in C(u,o% t|A(u, 0% t) = O) zu Widerspriichen fiihren kann, geniigt zur
Uberpriifung der Konsistenz nur C(u, 0,t|A(u,0,t)) zu betrachten. Alle weiteren
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C(p, 02, t|A(u, 0%, t)) sind dadurch und mit C;4(t) definiert. Hierbei soll fiir die
Steuerung gelten:

pt>0,0%=bx7>0 mit (u*—ar,o?)elt

1. A(p,0%t) =N V(u,0%) €Q, 0% <o*?Vt
2. A(p,0%t) =V V(u,0%) €T, 0? < o*2Vi.

Dieses sind keine gravierenden Einschrénkungen. 1. ist sinnvoll, da, sobald der Zu-
stand eines Patienten exakt bekannt ist, erst einmal nichts unternommen werden
muss. Dieser Fall liegt bei (1, 0) € v~ vor. 2. bedeutet, dass, sobald der Erwartungs-
wert u unter einem Wert echt gréfler Null liegt, nicht mehr getestet sondern sofort
geimpft wird, da mit hoher Wahrscheinlichgkeit sowieso geimpft werden muss und
man sich daher die Kosten des Testens sparen kann.

V @ -at, BY) O (1 -ar, py)
T~ (1 ,0) (1 ,0)
Fall | Fall 11

Abbildung 6.2: Fallunterscheidung (Projektion in (i, 0?)— Ebene).

Fiir C(u,0,t|A(p,0,t)) konnen mit obigen Einschrankungen an A nur die 2 folge-
nenden Fille eintreten (siche Abbildung 6.2):

A(p —at, 0> +bF,t +1) =N, t,7€0,71).
Fall I: Nach (u,0) nichts tun, dann nach 7 impfen

A(p —at, b t+7) = N T€[0,7)
A(p — aro,bro, t + 1) = V.

Fall II: Nach (g, 0) nichts tun, dann nach 7 impfen

Alp—af,bit+7) = N Fe[0,m)
Al — aro,bra, t + 1) = O.

Beachte, 7, ist abhénging von g und beide 7; sind grofler Null und von ¢ abhéngig.
Es sei I(u) := (1 — amy, bry). Daraus ergeben sich die Konsistenzbedingungen
zu Fall I:

C(u, t|A(p,0,1)) = e (a + Cra(t + 7).
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Zu Fall II
C(p, t|A(p, 0, = AT 8+ ®(— 2 a+C t+ T
( ) | ( ) )) € ( ( /—b N )( I,A( 2))

o0

+ / CL, 0, + o AL, 0, + 7)) (o' T(12)) it
0

Ai(7) = A(ps — at, 07 + b7, t +7) und As(7) := A(p — a7, b7, t + 7).

AuBlerdem sei
C(Nv t) = (CA(N7 t)a CI,A(t>>'

Man beachte, dass C4(p,t) und Cr 4(t) in den Konsistenzbedingungen immer von
zukiinftigen Werten bestimmt werden und mit der Definition von Ca(u,o,t) al-
le Zeitpunkte ¢t > T definiert sind. Damit sind Cy(p,t) und C;4(t) in der Zeit
riickwartig definiert.

Somit erhélt man zusammengefasst die Konsistenzbedingung
Clp,t) = Fi(p; At)) + T(C(p, t); A(t))

mit dem Integraloperator

(O, ): A1) = Fy(p: A(1)) / OO (s (1)) d

Insgesamt ergeben sich ausgeschrieben fiir Cr 4(t) und Ca(u,t) die Konsistenzbe-
dingungen:

e (a4 Cra(t+m))

wenn A(ur — ary, 0% +br,t+7) =V, t+7n <T
e (B4 Pla+ Cralt+m))
Cralt) =  +J57C,0,t+m|A(,0,t+m))7(u)dp)

wenn A(uy —ar, 0% +br,t+7)=0,t+7 <T
0
| wemn A(u; —am,of +br,t+71)=Nt+71 >T
(e (a4 Cra(t))
wenn A(pu — ato, b, t + 1) =Vi+ 1 <T

e (B 4+ B(— 12 (a + Cpa(t))

Clu, t|A(p, 0,1)) = +fC’(,u’,O,t+7'2|A(,u’,0,t+Tg))w(u’;](,u))d,u)
0
wenn A(p — ato, b, t + 7)) = Ot + 1 < T
0

wenn A(pu — ato, bro, t +19) = Nt + 19 > T.
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Nachdem die Konsistenzbedingungen bestimmt worden sind, geht man nun von
allen Kostenfunktionen aus, die diese erfiillen und definiert sich nun alle zulédssigen
Steuerungen.

Es seien nun folgende Parameter, wie z.B. in Kapitel 5 bestimmt, gegeben:

1. (pr,01) € Q
2. a,b>0
3.0 < pu* < py
4. 71 >0

5. A>0.

Definition 6.13
Eine Steuerung A ist definiert als eine Abbildung

Alp, 0% t)  (n,0%t) € QxR — {N, V, O},

die folgende Bedingungen ertiillt:

1. A(p,0%t) #N V(u,0%) €Tt

N

u,02t) =N Y(u,o%) €, 0% <o*

(
(
(0% t) =V V(u,0?) et o? <o*
(

~ W
2

Alps — a0 +b#,) =N, Yt #¢€(0,7]

5. A(p,02,t) = N auf jeder Trajektorie (u — at,o? + bt) auf endlich vielen halb-
offenen Intervallen (ty,ts]

6. Ca(p,t) € L®(u,t) und Cr s € L®(t).

Hierbei bedeutet 1., dass wie vorgegeben auf dem oberen Rand I'" des erlaubten Ge-
bietes €2 eingegriffen werden muss. 2. und 3. waren die einschrankenden Bedingungen,
die bei der Bestimmung der Konsistenzbedingungen aufgetreten sind. 4. entspricht
dem Abwarten nach einer Impfung, so dass die Impfung erst einmal wirken kann. 5.
und 6. sind Glattheitsbedingungen, sowohl an A als auch dem resultierendem C'.

Die Menge der erlaubten Steuerungen ist nicht leer, denn sie beinhaltet z.B. die

Steuerun
° 5 V o (u,0?) el t<T
Alp, 0% ) = N sonst
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Jetzt ist zu zeigen, dass durch diese Definition fiir jede Steuerung A auch genau eine
Kostenfunktion Cy(p,t) := Ca(p,0,t) € L®(pu,t) = Ca(u,0,t) und eine Funktion
C7 4 definiert ist. D.h. es ist zu zeigen, dass der Integraloperator 7" eine Kontraktion
auf L>(p,t) ist.

Lemma 6.14
Fiir jede wie oben definierte Steuerung A existiert ein eindeutige Kostenfunktion

C(n).
Beweis (Kontraktionsbeweis):

Fiir
C(/Jﬁ t) = (CA(:U’a t)? CI,A<t))

sei die Norm definiert

1€ ) ey = 05 LIt ) ey 1Cr a0 e }-

Behauptung: Zu gegebenen A gibt es zwei verschiedene Kostenfunktionen, die obige
Konsistenzbedingungen erfiillen (3C (i, t) # Ca(p, t)).

D(,U,,t) = Cl(:uat) - C2(M7 t)

1D ()| oo 1.y < max || Konsistenzbedingungen|| e,

Im Folgenden miisste die Norm immer auf denjenigen Raum beschriankt werden,
in welchem die einzelnen Fille eintreten. Eine Vergroflerung des Raumes ist jedoch
durch die vollstéandige Definition von C auf diesen als Abschétzung nach oben er-
laubt.

Wenn A(ur —ary, 02 +br,t+7)=V und t + 7, < T gilt,
Dpa(t) = e ™ (a+ Dra(t+m)).
Also gilt fiir die Norm
IDra®ll ooy = e (Dralt + 7)) gy
e (Dra()ll oo
< e ND( ) oy

IN

Wenn A(ur —ary,0% +bry,t+7) =0 und t + 7 < T ist, dann ergibt sich

Dya(t) = e‘”l(6+<i>(a+DLA(t+n))+/ D, 0,t+7 AW, 0,t+71))7 (1 )du').
0
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Damit gilt fiir die Norm
1Pra ey = He_“ (B+ ®(a+ Dya(t+7))
i / D(',0,t+ il A(W', 0, ¢ + 7)) (') dy)
" L1

e (D [(DpA) | ey + (1= D) [1(Dalpts )] oo )
< e D )| oo ) -

IA

Wenn A(ur —ary,0% +bry,t +7) = N also t + 7 > T ist, dann ergibt sich
D],A(t) — O
und somit gilt fiir die Norm

”DI,A(t)HLoo(t) = 0.

Damit ergibt sich unter der Beriicksichtigung, dass auch 7, > 0 fiir die ersten beiden
Bedingungen ist, fiir die ersten drei Bedingungen der Zusammenhang;:

IDra®ll oy < 1D Ol oo gy -

Wenn A(p — arg, bro,t + 1) =V und t + 7 < T ist (Beachte 75 > 0 aber beliebig
klein), dann ergibt sich

Da(p, t) = e (D a(t + 712)).
Also gilt fiir die Norm

||DA(/~L7t)||L°°(M,t) = He_ATQ(DI,A(t))HLoo(t)
< D Ol ooy -

Wenn A(pu — ate, bro,t + 1) = O und t + 75 < T ist (Beachte 7, > 7*), dann ergibt
sich

Dl tA(1,0.0)) = ¢ (@(—“ngmmfm

+/D(u’70,t + 72 AW, 0, + 7)) (15 I (1)) dp
0
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Also gilt fiir die Norm

(@(—“ T Dy a4 7))

||DA(:uvt)||L°°(u7t) - N
2

T / D, 0,1 + 7ol AGL, 0, + 7)) (4 I()) !
0 Loo(u,t)
M —am

< o (a1
T (1 — @(—M\;%f)) ”DA(/IJat)HL‘”(u,t))

< e D )| ooy -

) [[Dr.a(t + TQ)”LOO(t)

Wenn A(u — aty, bre,t + 1) = N also t + 75 > T ist, dann ergibt sich
D(p, t[A(p, 0,1)) = 0.
Also gilt fiir die Norm
||D(Nat|A(M’07t))||Loo(u,t) = 0.
Damit ergibt sich fiir die zweiten drei Bedingungen die selbe Ungleichung
[Da(pts )l poo iy < D Ol ooy -

Und somit miisste gelten:

100 )l ey = 25 {1 DA ey 1D Ol ey} < 1D ) e

= | D1 Ol ooy = 0
und deshalb miissen C; und Cy identisch sein.

Um nun eine bestmdogliche Steuerung zu finden, soll fiir einen Startzustand mit
Zy, ~ N(ug,o?) eine Kontrollstrategie A’(“M0 o2 t0) gefunden werden, so dass
"0

C(M07037t0|A>{ ) < C(:u070-(2]7t0’14) VA.

10,02,t0)

Aus dem Bellmann-Prinzip kann direkt geschlossen werden, dass diese Steuerung
’("MO 02,10y Wenn sie existiert, so gewdhlt werden kann, dass sie unabhéngig vom
"0

Anfangswert (1,05, to) ist, d.h.
C(M07087t0|‘4* )) = C(ana(%’tO’A* ))'

(10,03, to (p1,0%,t1

Dieses ermoglicht die folgende Definition.
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Definition 6.15
Eine Steuerung A* heifit optimal, wenn V(u,o?) € Q gilt:

O(M07037t0|f4*) < O(M07037t0|A) VA.

Fiir diese optimale Steuerung ergibt sich folgendes:

Monotonie von C

Lemma 6.16
Die Kostenfunktion A* wéchst monoton, d.h.

C(,uo,O'g,tllA*> < C(Mo,O'g,t2|A*) t1 > to.

Beweis:
Es gilt
A(p, 0%, t) = A*(u, 0%t + (1, — t3))

und somit l&sst sich folgern:

C(M07037t2|f4*) 2 O(M07J§7tl|A) Z C(M07037t1|A*>‘

Asymptotisches Verhalten von C

Lemma 6.17
Die Kostenfunktion A* konvergiert punktweise

lim C(po, 06, T = 7) = Cpo, 0p)-

Beweis:
Wir suchen eine Steuerstrategie fiir eine obere Grenze der Kosten

A (0% 1) :{ v (et € (R X RNQUT,

Dann gilt C(., ., t|A*) < C(., ., t|A) < C(ur, 02, t) und
C(ur,02,t) < lim Clug, 02T —7) = ———a,

wobei t} die Zeit ist, welche eine Trajektorie vom Zustand (uz, 0%) nach T’y braucht.
Da nun C(.,.,T — 7) in 7 wichst und beschrankt ist, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 6.18
Beachte, dieses gilt nur fiir A > 0.
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Da moglichst die optimale Steuerung gefunden werden soll, reicht es im Folgen-
den, nur konvergente Steuerungen zu betrachten. Aus diesem Grund muss man die
Abhéngigkeit von t nicht mehr beriicksichtigen. Ein Problem, das hierbei auftritt,
liegt im Verlust der eindeutigen Zuordnung von A und C'. Zur Loésung wird A als
Aquivalenzklasse zu einem festen C' betrachtet.

Zunéchst fiihrt man einige Definitionen ein.

Definition 6.19
Eine Steuerung A heift stationér, wenn fiir alle (u,0?) € Q gilt:

C(p,0*) = min{Cy, Cy,Co}
und fiir alle (u,0%) € T'" gilt:
C(p, 0% = min{Cy, Cp}.

Definition 6.20
Unter Randsteuerung versteht man eine Steuerung A, bei der fiir alle (u,0?) € I'"
gilt

C(u,0%) = min{Cy, Co}

und sonst (i, %) € Q
C(,u, 0'2) = CN-

Bemerkung 6.21
Die Randsteuerung ist ,optimal®, insoweit, dass gilt:

1Ca(p) = Car(p)| 1o > 0.

Bemerkung 6.22
Die optimale Steuerung muss eine stationédre Steuerung sein.

Satz 6.23
Es gibt ein Ao, sodass fiir jedes A > Ay gilt, dass jede optimale Steuerung eine
Randsteuerung ist. Die Randsteuerung ist eine beschridnkte Steuerung.

Fiir den Beweis dieses Satzes sind erst einige Lemmata zu zeigen.

Lemma 6.24
Im Falle von A* gilt ¥(u,c?) € Q

C(u,0?) < e™Cy

mit (u —ar,0% +b1) € T'T.
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Es sei 7 mit (4 — a7,0? +b7) € ' und auf dem Rand gilt:
C(u— ar,0® +b1) = min{Cy, Co} < Cy;

daraus folgt:

C(u,0%) <e™C(u—ar,0? +b1) < e Cy.

Fiir die Randsteuerung, wie auch fiir die optimale Steuerung ergeben sich:

1. C(u) = C(p,0) ist beschrénkt.

2. lim C(p) =0.

p—00

Auf dem Rand T't gilt:
C(u,0?) = min{Cy, Co}
und somit Cy = min{C, Co}. O

Betrachte C' entlang der Trajektorie (u + at,0® — bt) mit (u,0?) € 't und
(u+ar,0?—br)el.

Nun hat man noch die zwei Moglichkeiten, auf dem Rand zu untersuchen.
Fall 1: Cy(u, 0%) < Co(p, 0?)

Lemma 6.25 R R

Vt € (0,7] : On(t) := Cn(p+ at,0® — bt) < Cy(pu + at, o — bt) =: Cy(t)

Beweis: ) )
In t =0 gilt Cn(0) = Cy/(0) wegen Definition 6.12.

. dCn(p + at, o — bt -
Ch(p) = TNER ATy 0)

A dCy (p + at, o — bt)
Ci(t) = y7 =0

e MCy(p,0%) < 0= Cn(p,0) < Cy(p,0).

Fall 2: Co(p,0?) < Cy(u,0?)

Lemma 6.26
Es existiert ein Ay, so dass YA > \g gilt Vt € (0,7] :

A

Cn(t) == Cn(p + at, 0> — bt) < Co(p + at, 0 — bt) =: Co(t)
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Beweis: X K
In t =0 gilt Cn(0) = Cp(0) wegen Definition 6.12.

A dCN( —|—at,02 —bt)

Cilt) = - = ANy, 0?)
dCo(p + at, o2 — bt)
Co(r) = =
Somit ist nur folgender Term zu betrachten:
d
E/C(u’)w(u’;u+at,02 —bt)dy'| < \/ —7r (15 + at, o —bt) di|
R

< |Cl / b s+ at. o — b) !

- ||c||oo|/|—7r i — i at, o® — bt) |du|

T / Lo at, 0 — bt |y

1C|so (Const 4 Const /o?)
|C||ccConst.

IA A

Der letzte Schritt ist moglich, da o nach unten durch ¢* von Null weg beschrankt
ist.

Daher existiert ein Ag mit

vt e (0,7] : Cn(t) == Cn(p+at, 0> — bt) < Co(p+ at, 0 — bt) =: Co(t).
Satz 6.22 folgt direkt aus den Lemmata 6.23-6.25.

6.3 Berechnung einer Steuerstrategie

Zur Berechnung der Randsteuerung bietet sich eine Lineare Dynamische Program-
mierung an. Hierfiir muss zuerst die Unendlichkeit eingeschrankt werden, was man
durch die Wahl eines endlichen Gebietes erreicht, beschrinkt von I'_, {(0,0?)} und
{(po — at, o + bt)|t > 0}.

Im né#chsten Schritt diskretisiert man diese Region und die Zeit wie folgt (siehe
Abbildung 6.3):

o Wihle Zeitdiskretisierung h und betrachte das System zu den Zeitpunkten
t, =1 — nh.
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Abbildung 6.3: Diskretisierung des Gebietes .

e Diskretisiere die Region entlang den Linien {(ug — at,o? + bt)} und betrachte
das System an den Punkten u; = aih, O'JQ» = bjh.

Nun initialisiert man das System mit folgenden Schritten:

Identifiziere (u7, 0?) mit dem néichsten Gitterpunkt (i, jz).

Identifiziere Gitterpunkte I; in Q UI'~.

Identifiziere Gitterpunkte I auerhalb von Q U '~ (linker Rand).

Initialisiere die diskrete Kostenfunktion a fiir n = 0,

ijln=0=0.
Abschlielend iteriert man die folgenden Schritte:

e Bereche mit Hilfe von czj_l die Kostenfunktion fiir den Zeitschritt n:

e « Nmn _  _M\h n—1
fir ,N “ ¢ " =e ey ;..

i w Vin —Ah n—1
fir ,V* ¢ =a+e .

" o, ' AR -1
— fir ,0 “ ¢} = B+ ad(=) + e M
K3

mit m; = fl.(hiﬂ)hw(u’,iah,j bh)dy'.

no__ N,n .. ..
— oy = ¢ fir (i,7) € L.
7

= min{c", el 2™ fiir (i,7) € L.

- cC ij 2 Cig o Ciyg

Das Ergebniss eines solchen Vorgehens wird im folgenden Unterkapitel vorgestellt.
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6.4 Beispiel Patient 35

Exemplarisch werden an Patient 35 in diesem Unterkapitel sdmtliche Schritte durch-
gefiihrt.

Der folgende Datensatz ist gegeben, wobei t in Jahren angegeben ist (siche auch

Abbildung 6.4):

Abay, , Abay, At
2800 120 2.89

AbAti Atz
dy = 2800 0.10  dy— 4112000 62700 ;2?
4100 0.13 '

670 430  0.67
430 390 1.40

555555555

Abbildung 6.4: Patient 35, PTypl, Nr.5.

Mit diesen angegebenen Werten berechnen sich die geschétzten Startwerte zu

1110 3511.88
oo | 890.74
=g |7 538.10
b 632056.51

fir 3496.93
S| o | _| ooLs7
a 535.91
b 489.93

Fiithrt man mit diesen Werten und den noch zu setzenden Parametern o = 10, § = 3,
A=1,7=0.5e—200 und At = 0.05 die Bestimmung der optimalen Steuerstrategie
durch, so erhilt man als optimale Steuerung Abbildung 6.5.
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Abbildung 6.5: optimale Steuerstrategie fiir Patient 35, PTypl, Nr.5., rot = Impfen,
blau = Testen, griin = Nichts tun, schwarz = (uz, 07).



Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, das Potenzial der Mathematik in der immunologischen For-
schung aufzuzeigen und anhand dreier Fallbeispiele zu verdeutlichen. In allen Fallstu-
dien diente die Mathematik als Abstraktionswerkzeug. Infolgedessen war es moglich,
auf bereits bekannte mathematische Verfahren aus anderen Bereichen zuriickzu-
greifen und diese entsprechend der neuen Anforderungen zu modifizieren und zu
erganzen.

Bei der ersten Fallstudie wurde das Grundmodell der Populationsgenetik auf die
,Entwicklung von Mutationen in prekanzerdsen Zellen® iibertragen. Die zahlreichen
Erkenntnisse {iber das Populationsmodell konnten so auch fiir die Untersuchungen zu
diesem immunologischen Prozess genutzt werden. Weiterhin war es mit der Scoring-
Funktion méglich, die Vielzahl der beobachteten Mutationen fiir die weiteren Un-
tersuchungen automatisiert und objektiv zu reduzieren und somit auf das derzeitige
Leistungsvermogen der Rechner anzupassen. Mit dem Nelder-Mead-Verfahren, das
iiblicherweise in der Biologie angewendet wird, konnten anschliefend die Werte der
Modellparameter identifiziert werden.

Bei der zweiten Fallstudie wurde der immunologische Prozess der ,, Proteinspaltung
durch das Enzym Proteasom® mittels eines Binomialen Ansatzes, der vor allem im
Finanz- und Ingenieurwesen zur Anwendung kommt, in ein mathematisches Pro-
blem iibertragen. Nach Verwendung der Singuldrwertzerlegung, die hauptséchlich
in der Bildverarbeitung eingesetzt wird, zeigte sich ein direkter Zusammenhang der
Singulédrwerte sowohl mit den Eingabedaten als auch mit den gesuchten Parame-
tern, der in einem Lemma bewiesen wurde. In der Folge war es moglich, die Daten
und Parameter zu reduzieren. Abschliefend wurden die Werte der Modellparameter
mittels des Levenberg-Marquardt-Verfahrens bestimmt.

Bei der dritten Fallstudie ,, Immunisierungsstrategie bei Hepatitis in Krankenh&dusern®
wurde ein in der Statistik gebrduchliches Verfahren zur Problemformulierung ge-
nutzt. Es folgte eine Datenreduzierung, die bisher heuristisch vorgenommen wurde,
nun aber mathematisch begriindet werden konnte. Hier wurden die Werte der Mo-
dellparameter mittels eines Trust-Region-Newton-Verfahrens bestimmt. Die Haupt-
komponentenanalyse der identifizierten Parameter deutete darauf hin, dass das Mo-
dell weiter vereinfacht werden kann. Die Fallstudie wurde anschliefend in ein Kon-

107



108 Zusammenfassung

trollproblem {iiberfiihrt. Dieses wurde mittels stochastischer Programmierung, wel-
che urspriinglich aus dem Finanzwesen stammt, analysiert und gelost. Zum Schluss
folgte eine Simulation am konkreten Fall eines Patienten.

Um weiterfithrende Erkenntnisse zu gewinnen, benttigt man bei den beiden ersten
Fallstudien zusétzliche Datensétze, die wiahrend der Erstellung dieser Arbeit noch
nicht zur Verfiigung standen. Bei der dritten Fallstudie steht noch die Verifizierung
des Modells aus. Die Bearbeitung aller drei Fallstudien kann als Grundlage fiir die
numerische Simulation herangezogen werden. Die gewonnenen Erkenntnisse wurden
von den beteiligten Wissenschaftlern mit Interesse aufgenommen.



Anhang

Anhang: Mutation

Auftretende Mutationen

1. t.X.8.
5. del.1q.
9. del2p

13.
17.
. der.4.t.4.18.
25.
29.
33.
37.
. del.13q.
der.17.4.X.17.t.X.8.

21

41

45.

der.3.
der.4.mar.

der.5.t.5.19.
der.6.t.3.6.

der.8.t.X.8.t.X.8.

der.10.t.X.10.

Datensatz (Auszug)

2. t.X.8.15.

6. der.1.t.1.19.
10. der.2.t.2.3.
14. i.3p.

18. del.4q.

22. del.bq.

26. der.5.t.5.20.
30. der.6.t.6.17.
34. der.8.t.6.8.
38. dup.1l1q.
42. der.16.

46. der.18.t.5.18.

3. der.X.t.X.13.

7. der.1.t.X.1.t.X.9.

11. der.2.t.2.17.
15. del.3q.

19. der.4.t.3.4.
23. der.5.t.4.5.
27. del.6p.

31. del.8&q.

35. der.8.t.8.22.
39. del.11q.

43. del.16q.

47. del.19p.

4. der.X.t.X.15.
8. der.2.

12. der.2.t.2.19.
16. der.3.t.3.6.
20. der.4.t.4.17.
24. der.5.t.5.17.
28. del.6q.

32. der.8.t.X.8.t.X.7.

36. del.9q.
40. der.12.t.3.12.

44. der.16.t.16.19.

48. der.22.t.8.22.

time

cell t.

®

t.X.8.15.

der.X.t.X.13.

der.X.t.X.15.

del.1q.

der.1.t.1.19.

der.1.t.X.1.t.X.9.

der.2.
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Co1
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Co3
Co4
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co7
Cco8
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C10
C11
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C22
C23
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C25
C26
Cc27
C28
C29
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CO0000000O0000OHOOOOOOOOOOOOOOO

0
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Anhang

Anhang: Proteasom

Datensatz Enolase (Auszug)

Fragment Ende Fragment Anfang Aminosidurenpsoitionen Fragment Héiufigkeit [pmol]
5 0 1-5 AVSKV 70
7 0 1-7 AVSKVYA 100
8 0 1-8 AVSKVYAR 80
9 0 1-9 AVSKVYARS 10
10 0 1-10 AVSKVYARSV 20
10 5 6-10 YARSV 50
23 8 9-23 SVYDSRGNPTVEVEL 15
19 10 11-19 YDSRGNPTV 40
20 10 11-20 YDSRGNPTVE 15
23 10 11-23 YDSRGNPTVEVEL 50
31 23 24-31 TTEKGVFR 50
38 31 32-38 SIVPSGA 30
44 31 32-44 SIVPSGASTGVHE 50
46 37 38-46 ASTGVHEAL 25
48 37 38-48 ASTGVHEALEM 25
48 38 39-48 STGVHEALEM 10
56 48 49-56 RDGDKSKW 50
62 56 57-62 MGKGVL 20
63 56 57-63 MGKGVLH 40
79 64 65-79 VKNVNDVIAPAFVKA 5
75 66 67-75 NVNDVIAPA 25
78 66 67-78 NVNDVIAPAFVK 25
79 66 67-79 NVNDVIAPAFVKA 20

Datensatz Prion (Auszug)

Fragment Anfang

Fragment Ende

Héufigkeit [pmol]

24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
31
31
31
33
34
35
35
35
35
35
37
38
42
42

0
28
32
36
37
41
48
52
60
68

0
55
59
41
56

0
41
44
46
52
52

0

0
52

775
1
15
115

100
20
20

100
40
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Anhang: Immunisierungsstrategie

Datensatz (Auszug)

Patientnummer Datuml Impfung Datum2 Titer
1 11.02.1993 1 11.02.1993 .
1 11.02.1993 0 17.03.1993 | 1900
1 11.02.1993 0 19.10.1994 300
1 11.02.1993 0 14.11.1996 60
2 02.02.1989 1 02.02.1989 .
2 02.02.1989 0 06.03.1989 | 4100
2 02.02.1989 0 15.03.1993 130
2 02.02.1989 0 06.03.1995 90
3 22.04.1993 1 22.04.1993 .
3 22.04.1993 0 25.05.1993 330
3 22.04.1993 0 11.04.1994 54
3 22.04.1993 0 07.11.1994 13
4 30.09.1993 1 30.09.1993 .
4 30.09.1993 0 03.11.1993 370
4 30.09.1993 0 25.04.1994 35
4 30.09.1993 0 12.11.1997 65
5 28.06.1994 1 28.06.1994 .
5 28.06.1994 0 27.07.1994 500
5 28.06.1994 0 03.08.1995 98
5 28.06.1994 0 14.03.1996 96
5 28.06.1994 0 07.11.1996 50
6 25.11.1993 1 25.11.1993 .
6 25.11.1993 0 04.01.1994 | 1600
6 25.11.1993 0 19.09.1994 70
6 25.11.1993 0 04.10.1995 53
7 06.05.1991 1 06.05.1991 .
7 06.05.1991 0 06.06.1991 1300
7 06.05.1991 0 27.03.1992 140
7 06.05.1991 0 06.12.1993 30
7 06.05.1991 0 21.11.1995 25
7 06.05.1991 0 08.04.1997 15
8 02.12.1993 1 02.12.1993 .
8 02.12.1993 0 11.01.1994 600
8 02.12.1993 0 02.01.1996 66
8 02.12.1993 0 07.10.1996 54
8 02.12.1993 0 04.08.1997 66
9 08.02.1994 1 08.02.1994 .
9 08.02.1994 0 31.08.1994 200
9 08.02.1994 0 04.12.1995 113
9 08.02.1994 0 19.03.1997 78
10 17.02.1992 1 17.02.1992 .
10 17.02.1992 0 17.03.1992 430
10 17.02.1992 0 24.06.1992 | 2000
10 17.02.1992 0 19.10.1995 55
10 17.02.1992 0 03.06.1996 110
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Weiterer Ansatz zur Bestimmung einer Kontrollstrategie

Das Bestimmen der optimalen Steuerung lésst sich auch als Partielle Differentialgleichung schreiben, wodurch sich
weitere Analysemoglichkeiten bieten. In dieser Arbeit wird jedoch nur der Ansatz vorgestellt und kein Versuch
hinsichtlich weiterfithrender Untersuchungen unternommen (siehe hierfiir [TROO05]).

PDE fiir die optimale beschrinkte Steuerung:

Satz 6.27
Die Kostenfunktion fiir die optimale beschrinkte Steuerung erfiillt in 2

(aa# - b80'2 + a"’)c(“a 027 T - T) = _)‘C(/"‘7 0'27 T - T)
mit der Startbedingung C(u,aQ,T) = 0 und den Randbedingungen

a+Cur, o2, T — 1),
Ol o>, T —7) = min | B+ ®(—pfo)a+ Clur, 0T — 7))
+/5° CW,0,T — )m(p's p, 02)dpt!
fiir (p, 02) € Ty

Satz 6.28
Es gibt ein Ao, so dass fiir A > \g diese Gleichung eine eindeutige Lésung hat.

Satz 6.29
Es gibt ein Ao, so dass fiir A > Ao eine optimale beschrinkte Steuerung existiert.

Bemerkung 6.30
Diese Sétze wurden durch die Sétze in Kapitel 6 bewiesen.

Fiir die Analyse der PDE stehen einem nun die folgenden zwei Arten zur Verfiigung:

1.Art:
(ady —bdy2 + 0:)C(p, 02, T —1) = —AC(p, 0%, T —7)
0 0 0
(@5, + (g + Wz )CWo*T—7) = (NC(wo*T-7)
aC ou & 90> & Ot O ) )
E:(Ea o 992 EE)C(MU,T—T) = (=NC(, 0% T —7).

Die Charakteristiken hierzu sind:

L=a = pu=a-t

6=—b = o=-b-t

T=1 = 7=t
C=-AC = C=Coe .

Bemerkung 6.31
Die Zeit geht hier in die Vergangenheit.

2.Art:
(—ady +bdy2 —8:)C(p, 0%, T —7) = MC(u,0%,T —71)
9] 7] 7]
(—a) 3=+ ()55 + (1) -)C(w, 0%, T —7) = (NC(u,0*T —7)
on Oc? or
dC ou 0 do? 0 or 0 2 9
Sl e 2 e T-7) = ( T — 7).
@~ vont ez taa ST NC(, 0%, T =)

Die Charakteristiken hierzu sind:

L=—a = pu=—-a-t
o=1> = o=0b-t
T=-1 = T=-1
C=Xx = C=Coe.

Bemerkung 6.32
Die Zeit geht hier in die Zukunft.



Glossar

Folgende Erlduterungen und Definitionen wurden [WIKO06] entnommen.

A

Aminosiuren

Aminoséduren bzw. Aminocarbonséduren sind eine Klasse kleiner organischer Mo-
lekiile mit mindestens einer Carboxylgruppe (—C'OOH ) und mindestens einer Ami-
nogruppe (—NH2). Der Begriff Aminosdure (veraltet Amidosdure) wird synonym
fiir die proteinogenen Aminoséduren verwendet, die die Bausteine der Proteine sind.
Von den proteinogenen Aminoséduren sind bisher 23 bekannt. Das Spektrum der
Klasse der Aminoséuren geht aber weit iiber diese hinaus. So sind bisher 250 nicht-
proteinogene Aminosiuren bekannt, die biologische Funktionen haben (Stand: Fe-
bruar 2006). Die Anzahl der synthetisch erzeugten und die der theoretisch méglichen
Aminoséuren ist noch erheblich grofier.

C

Chromosom

Ein Chromosom (v. griech.: Chroma= Farbe und Soma=Korper, also Farbkorper-
chen oder anfirbbares Korperchen) ist die Verpackungseinheit fiir ein Molekiil der
DNA und somit die stoffliche Grundlage fiir die Gene. Das Material, aus dem die
Chromosomen bestehen, wird auch als Chromatin bezeichnet.

Cytogenetik
Cytogenetik ist die Forschungsrichtung, welche sich mit den (menschlichen) Chro-
mosomen beschéftigt.

Cytotoxische T-Zellen

Cytotoxische T-Zellen (CTL), auch T-Killerzellen oder nur kurz C' D8"-Zellen, tra-
gen typischerweise C'D8af3-Heterodimere an ihrer Oberflache und erkennen Antige-
ne, die ihnen von allen kernhaltigen Zellen auf MHC-I-Molekiilen dargeboten werden.
Daher spielen sie vor allem in der Erkennung und Beseitigung von viral infizierten
Zellen ein Rolle.
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E

Enolase

Die neuronensperzifische Enolase (NSE), engl.: neuronspecific enolase, ist ein Enzym
(Biokatalysator) des Glukose-Stoffwechsels. Sie kommt in verschiedenen Isoformen in
den Nervenzellen (Neuronen) des Gehirns und des peripheren Nervengewebes sowie
in neuroendokrinen Geweben, v.a. in den sog. APUD-Zellen, vor.

F

FISH (Fluoreszenzinsituhybridation)

Eine Variante der In situ-Hybridisierung, bei der die Sonde mit Hilfe eines fluores-
zierenden Farbstoffes nachgewiesen wird.

G

Genotyp

Der Genotyp oder das Erbbild eines Organismus repréasentiert seine exakte gene-
tische Ausstattung, also den individuellen Satz von Genen, den er im Zellkern in
sich tragt. Der Begriftf Genotyp wurde 1909 von dem dénischen Genetiker Wilhelm
Johannsen gepragt.

H

Hepatitis

Als Hepatitis (Plural: Hepatitiden; von griech. Leber) wird eine Entziindung der
Leber bezeichnet, fiir die zahlreiche Ursachen angefiihrt werden kénnen. Gibt es
eine andere zugrundeliegende Erkrankung zu dieser Leberentziindung, wird von einer
sogenannten Begleithepatitis gesprochen.

HPLC

HPLC steht fiir High Performance Liquid Chromatography (in den Anfangszeiten
dieser Technik auch fiir High Pressure Liquid Chromatography), eine analytische
Methode in der Chemie. Die HPLC ist eine Methode, mit der man nicht nur Sub-
stanzen trennt sondern diese auch iiber Standards identifizieren und quantifizieren
(die genaue Konzentration bestimmen) kann. Das deutsche Wort Hochleistungs-
Fliissigchromatographie wird nur sehr selten verwendet.

I

In situ-Hybridisierung

Die In situ-Hybridisierung (ISH) ist ein Verfahren, um unter anderem die mRNA in
einem Gewebe sichtbar zu machen. Es werden bei einer solchen Farbung nur dieje-
nigen Zellen angefarbt (hybridisiert), in denen das zu untersuchende Gen aktiv ist
und in denen daher die mRNA im Cytoplasma vorliegt. Dieses Farbeverfahren findet
besonders in der Entwicklungsbiologie Anwendung. Hier ist es von besonderem In-
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teresse, die Aktivitat eines Gens beispielsweise wihrend der Embryogenese in situ zu
verfolgen. Das embryonale oder auch adulte Gewebe muss fiir die Farbung zunéchst
fixiert werden; die Aktivitdt kann daher nicht in Echtzeit verfolgt werden sondern
ist nur eine Momentaufnahme des Zustands, in dem sich das Gewebe befand, als es
fixiert wurde.

M
M-FISH
Eine verfeinerte Variante von FISH.

MHC-I-Molekiilen

Der Haupthistokompatibilitatskomplex (Abk. MHC von engl.: Major Histocompati-
bility Complex) umfasst eine Gruppe von Genen bei Wirbeltieren, die fiir Proteine
codiert sind, welche fiir die Immunerkennung, die Gewebevertriglichkeit (Histokom-
patibilitét) bei Transplantationen und die immunologische Individualitit wichtig
sind. MHC-Regionen finden sich in allen Wirbeltieren ab den Knorpelfischen (Haie,
Rochen). Beim Menschen sind diese Gene auf dem kurzen Arm von Chromosom
6 zu finden. Die Genprodukte, die MHC-Molekiile, sind korpereigene Antigene auf
der Oberfliche jeder Korperzelle, die immunologische Vorgidnge regulieren. Diese
Molekiile kennzeichnen die Zellen als zum Korper gehorig und sind auf weiflen
Blutkérperchen (Leukozyten) leicht nachweisbar. Daher kommt auch die Bezeich-
nung HLA-System (Human Leucocyte Antigen) fiir das Regulationssystem der Im-
munabwehr, dessen wichtigster Bestandteil der MHC ist.

Unter anderem werden im MHC-Komplex die MHC-Klasse-I- und MHC-Klasse-11-
Molekiile kodiert, die fiir die einwandfreie Funktion des Immunsystems eine zentrale
Rolle spielen.

P

Prion

Bei Prionen (von engl. proteinaceous infectious particle) handelt es sich um bestimm-
te Proteine, welche im menschlichen wie auch im tierischen Organismus natiirli-
cherweise vorkommen. Einige Formen, welche nicht durch den Organismus selbst
korrigiert werden koénnen, sind jedoch schédlich fiir diesen. Sie sind zum Beispiel
fiir die Creutzfeldt-Jakob-Krankheit beim Menschen, BSE (Rinderwahnsinn) beim
Rind oder Scrapie bei Schafen verantwortlich. Das pathogene Prion gelangt entwe-
der durch kontaminierte Nahrung (dieser Infektionsweg ist am wahrscheinlichsten;
andere Infektionswege wie etwa die Schmierinfektion konnten aber noch nicht aus-
geschlossen werden) in den Korper (z.B. bei BSE, Kuru) oder es entsteht durch
die spontane Umfaltung korpereigener Prione (z.B. Creutzfeldt-Jakob-Krankheit,
familidre Schlaflosigkeit). Grundsétzlich sind pathogene Prione von anderen Krank-
heitserregern wie Viren, Bakterien oder Pilzen zu unterscheiden, da sie kein eigenes
Erbmaterial enthalten. Sie sind nicht nur von groflem wissenschaftlichen Interesse
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sondern hatten durch die BSE-Krise und die neue Variante der Creutzfeldt-Jakob-
Krankheit auch starke Auswirkungen auf Gebiete wie Landwirtschaft, Verbraucher-
schutz, Medizin und Politik.

Proteasom
Das Proteasom ist ein 700 kDa schwerer Proteinkomplex, der im Cytoplasma und
im Zellkern Proteine zu Fragmenten abbaut.

T

Titer (Medizin)

Der Titer ist in der Biologie und Medizin eine Konzentrationsangabe z.B. eines
Antikorpers, Antigens oder eines Virus, die durch eine fortlaufende Verdiinnung
einer Ausgangslosung bestimmt wird. Auf die Verdiinnungsreihen wird dann ein
bestimmter Test (z.B. Immunoassay) angewendet und jene Verdiinnung, bei der noch
eine Reaktion nachweisbar ist, als Titer angegeben. Die Ermittlung des Titers war
frither eine iibliche Methode um, z.B. eine Immunitét nach einer Impfung oder den
Anstieg von Antikérpern wihrend einer akuten Infektionskrankheit zu beurteilen.

T-Lymphozyten

T-Lymphozyten oder kurz T-Zellen sind eine fiir die Immunabwehr wichtige Grup-
pe von Blutzellen. Es handelt sich bei ihnen um eine Subpopulation der weiflen
Blutkorperchen (Leukozyten). T-Lymphozyten sind neben B-Lymphozyten an der
adaptiven Immunantwort beteiligt.
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