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Einleitung

Abbildung 1: Cyberhand
(Bildquelle: [72]).

Die Entwicklung künstlicher Hände, die auf
den ersten Blick nicht als künstlich zu erkennen
sind: Viele Forscher widmen sich dieser Auf-
gabe. Künstliche Hände, die es ermöglichen,
zu fühlen; ästhetische Hände, die der Anato-
mie des Menschen entsprechen. Hände, die sich
an die Unterarme anfügen, ohne störend oder
klobig zu wirken. Künstliche Hände, die einen
vollwertigen Ersatz für natürliche Hände dar-
stellen. Solche Hände anzufertigen ist in der
Science Fiction schon lange möglich, in der
Realität ist man noch weit davon entfernt.

Das Cyberhand Projekt [72] beschäftigt sich
mit der Entwicklung einer Handprothese. Ab-
bildung 1 zeigt den Mehrfinger-Greifer der im
Rahmen dieses Projekts entwickelt wurde.

Mögliche Antriebe für mechatronische Syste-
me sind Piezomotoren oder Formgedächtnis-
materialien. Die kleinsten Piezomotoren ha-
ben Abmessungen von nur wenigen Millime-

tern und können ein maximales Drehmoment von einigen hundert µNm erzeugen.
Formgedächnismaterialien haben ein hervorragendes Gewichts-Leistungs Verhältnis.

Die Entwicklungen auf dem Gebiet miniaturisierter Greifer geben Anlass zu hoffen:
Künstliche High-Tech Hände – heute noch Vision, aber morgen vielleicht schon Wirk-
lichkeit.

Die vorliegende Arbeit liefert einen Diskussionsbeitrag, wie Technologien weiter ent-
wickelt werden können, wenn Optimalsteuerungstechniken eingesetzt werden. Deswei-
teren ermöglicht sie einen Einblick, welche Materialbelastungen infolge der Bewegung
eines miniaturisierten Greifers auftreten.

Als Modell dient in der vorliegenden Arbeit ein Mehrfinger-Greifer mit sechs Frei-
heitsgraden. Geeignete Antriebsmotoren für die Mikrogelenke sind entweder langsam
oder erzeugen nur kleine Antriebsmomente. Einen erfolgversprechenden Lösungsansatz
bietet der Einsatz von zwei Antrieben, die parallel an einem Gelenk angreifen und un-
abhängig voneinander gesteuert werden können. Dieses Antriebskonzept führt auf den
neuen Typ eines Optimalsteuerungsproblems mit konkurrierenden Steuerungen. Die-
ser Ansatz ist aber nur sinnvoll, wenn ein qualitativer Unterschied der in Konkurrenz
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Einleitung

stehenden Steuerungen mathematisch formuliert werden kann. In dieser Arbeit werden
zwei Ansätze untersucht:

1. Die Kombination eines starken Motors mit höherem Energiebedarf und eines
schwachen, effizienteren Motors. Das Energiekriterium wird benutzt, um einen
qualitativen Unterschied zwischen den beiden Steuerungen festzulegen.

2. Differenzierung in der Zeit, d.h. die zeitliche Änderung der Steuerungen ist be-
schränkt und unterschiedlich bei den jeweiligen Motoren. In der Theorie der
optimalen Steuerung ist in der Problemformulierung die Ableitung einer Steu-
ergröße nicht zulässig. Diese Schwierigkeiten werden effizient gelöst, indem das
Optimalsteuerungsproblem in ein Randwertproblem mit nicht-konstanter Dimen-
sion transformiert wird und neue Bedingungen an Auf- und Absprungpunkten
hergeleitet werden.

Zusätzlich ist bei der Entwicklung miniaturisierter Greifer auf Leichtbauweise zu ach-
ten, so dass Elastizitäten zu berücksichtigen sind. Die durch die Bewegung des Greifers
auftretenden zeitabhängigen Spannungen im Inneren der Stuktur werden mittels der
Finite-Elemente-Methode berechnet. Die Simulation wird mit dem im Rahmen dieser
Arbeit erstellten Programm SOLASTICA durchgeführt.

In Arbeit unterteilt sich in sieben Kapitel:

Kapitel 1 stellt das mathematische Modell vor, das dieser Arbeit zugrunde gelegt
wird und geht kurz auf die wesentlichen Problemstellungen ein, die in dieser Arbeit
untersucht werden.

Ein miniaturisierter Greifer stellt ein Mehrkörpersystem dar. In Kapitel 2 werden die
Grundlagen starrer Mehrkörpersysteme bereitgestellt, sowie auf rechnergestütze For-
malismen eingegangen, die es ermöglichen, das Aufstellen der Bewegungsgleichungen
starrer Mehrkörpersysteme zu automatisieren.

Die Dynamik elastischer Körper wird in Kapitel 3 beschrieben. Durch eine Bewegung
wird ein elastischer Körper deformiert. Die Deformation erzeugt Verzerrungen und
Spannungen im Körper. Der Zusammenhang von Verzerrung und Spannung ist durch
ein Materialgesetz gegeben. Die sich ergebenden partiellen Differentialgleichungen, die
die Bewegung des Körpers beschreiben und Rand- und Anfangswerten genügen müssen,
werden bereitgestellt.

Kapitel 4 geht auf die Finite-Elemente-Methode ein. Um die Bewegungsgleichungen
aus Kapitel 3 zu lösen, werden der elastische Körper im Ort durch finite Elemente
diskretisiert. Wird ein elastischer Körper beschleunigt bewegt, so müssen zusätzliche
Trägheitskräfte berücksichtigt werden. Die sich für die Finite-Elemente-Methode erge-
benden zusätzlichen Terme werden bereitgestellt. Es ergeben sich gewöhnliche Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung. Zuletzt wird auf die Zeitintegration eingegangen.

Die Grundlagen der optimalen Steuerung werden in Kapitel 5 bereitgestellt. Es wer-
den die notwendigen Bedingungen für ein allgemeines Optimalsteuerungsproblem an-
gegeben und numerische Lösungsverfahren einander gegenübergestellt. Anschließend
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wird die Optimalsteuerung auf Probleme aus der Robotik spezialisiert. Ein komple-
xes Beispiel des Mehrfinger-Greifers mit mehreren aktiven Steuer- und Zustandsbe-
schränkungen und Steuerungen, bei denen einige linear, andere nichtlinear in die Ha-
miltonfunktion eingehen, beschließt dieses Kapitel.

Nachdem die benötigten Grundlagen bereitgestellt sind, wird in Kapitel 6 auf den
neuen Typ von Optimalsteuerungsproblemen mit konkurrierenden Steuerungen einge-
gangen. Zunächst wird der Ansatz über das Energiekriterium vorgestellt. Der Energie-
bedarf kann über das zu minimierende Zielfunktional beschrieben werden. Am Beispiel
des Mehrfinger-Greifers wird die Wirkungsweise des Ansatzes demonstriert. Anschlie-
ßend wird der Ansatz mit Beschränkung der zeitlichen Änderung der Steuerung ver-
folgt. In der optimalen Steuerung ist die Ableitung einer Steuerung nicht zulässig.
Die Probleme, die sich bei einer Transformation der Steuervariablen in Zustandsva-
riablen ergeben, werden herausgearbeitet. Um diese Probleme zu überwinden, wird
ein neuer Ansatz vorgeschlagen und mit dem Kalkül der Variationsrechnung analy-
siert. So können neue innere Punkt Bedingungen hergeleitet werden. Das Ergebnis ist
ein Randwertproblem nicht-konstanter Dimension. So wird eine effiziente und nume-
risch stabile Behandlung des Ansatzes mit Beschränkung der zeitlichen Änderung der
Steuerung möglich. Als numerisches Beispiel dient erneut der miniaturisierte Greifer
mit konkurrierenden Steuerungen.

In Kapitel 7 werden die Elastizitäten des Mehrfinger-Greifers berücksichtigt. Es
wird dabei angenommen, dass die elastischen Körper neben großen Translationen
und Rotationen nur kleine Deformationen erfahren. Als Starrkörperbewegung, die die
zusätzlichen Trägheitskräfte verursacht, wird die optimale Bewegung des Mehrfinger-
greifers mit konkurrierenden Steuerungen und Beschränkung der zeitlichen Änderung
der Steuerungen, zugrunde gelegt. Die sich daraus ergebenden Verschiebungen – und
die daraus resultierenden Verzerrungen und Spannungen – werden mit dem im Rahmen
dieser Arbeit erstellten Finite-Elemente-Programm SOLASTICA berechnet.
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Kapitel 1

Modell eines Mehrfinger-Greifers

Ein mathematisches Modell muss bestimmten Anforderungen genügen. Es muss in der
Lage sein, die Wirklichkeit in dem Maße widerzuspiegeln, dass daraus Erkenntnisse
für die Praxis abgeleitet werden können. Ein mathematisches Modell wird nicht in
der Lage sein, die physikalische Wirklichkeit komplett nachzubilden, aber es soll einen
Einblick in das betrachtete physikalische Problem ermöglichen. Dabei ist es wichtig,
sich auf die wesentlichen physikalischen Effekte, die untersucht werden sollen, zu be-
schränken. Je genauer die physikalische Wirklichkeit widergegeben werden soll, desto
komplexer wird das mathematische Modell. Durch den Einsatz leistungsstarker Rech-
ner, ist es möglich, immer komplexere Aufgabe zu lösen. Werden dabei aber Effekte
berücksichtigt, die von untergeordneter Relevanz sind, wird die Rechenzeit unntötig
hoch. Ein gutes mathematisches Modell ist so komplex wie nötig und so effizient wie
möglich.

1.1 Mathematisches Modell

Dieser Arbeit wird ein Modell zu Grunde gelegt, in welchem die Reibung in den
Gelenken vernachlässigt und kein Motormodell berücksichtigt wird. Dabei wurde da-
rauf geachtet, dass alle wichtigen kinematischen und dynamischen Eigenschaften eines
Mehrfinger-Greifers mit insgesamt sechs Freiheitsgraden widergespiegelt werden. Die
Formulierung basiert auf der Starrkörpermechanik, mehr dazu in Kapitel 2.

Eine Skizze der Geometrie des Zwei-Finger-Greifers ist in Abbildung 1.1 dargestellt.
Gelenkwinkel werden mit θi, die korrespondierenden Antriebsmomente mit Ti (i =
1, . . . , 6) bezeichnet. Der Index i kennzeichnet zudem die Nummerierung der einzelnen
Glieder.

Der Manipulator besteht aus zwei Teilen mit jeweils drei Gliedern, die mit Rotations-
gelenken verbunden sind und eine kinematische Kette bilden. Die beiden Teile sind auf
einer gemeinsamen Basis montiert (Glied 0). Um die Beziehung der Teilkörper zuein-
ander beschreiben zu können, wird jedem Glied ein körperfestes Koordinatensystem
zugeordnet. Der Übergang von einem Koordinatensystem zum nächsten kann mit Hilfe
der Denavit-Hartenberg-Konvention [71, 74, 234] beschrieben werden. Damit ist die
Geometrie des miniaturisierten Greifers festgelegt.

Die Gelenkwinkel Θ := (θ1, . . . , θn)T ∈ IRn (hier: n = 6) bilden einen Satz von Mini-
malkoordinaten. Die Steuerung des Mehrkörpersystems erfolgt mit Hilfe der Antriebs-
momente T := (T1, . . . , Tp)

T ∈ IRp (hier: p = 6). Da nur begrenzte Antriebsmomente
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Kapitel 1 Modell eines Mehrfinger-Greifers
replacemen

T1

T2

T3
T4

T5

T6 θ1

−θ2

−θ3

θ4 − π
−θ5

−θ6

Abbildung 1.1: Zwei-Finger-Greifer: Vorderansicht (links) und Draufsicht (rechts).

zur Verfügung stehen, dient als grundlegende Steuerbeschränkung

Ti ∈ [Tmin,i, Tmax,i] , i = 1, . . . , p . (1.1)

Als maximale Antriebsmomente werden in dieser Arbeit

Tmax = (0.25, 0.50, 0.40, 0.20, 0.47, 0.35)T [Nm] (1.2)

gewählt, wobei Tmax := (Tmax,1, . . . , Tmax,p)
T ∈ IRp und Tmin = −Tmax gilt.

Die einzelnen Glieder können nicht beliebige Winkelstellungen einnehmen, das heißt,
die einzelnen Winkel θi (i = 1, . . . , 6) sind zu beschränken. Als Beschränkungen für die
Winkel Θ gelten:

−90◦ ≤ θ1 ≤ 90◦ ,
−90◦ ≤ θ2 ≤ 10◦ ,
−170◦ ≤ θ3 ≤ 0◦ ,
−270◦ ≤ θ4 ≤ −90◦ ,
−90◦ ≤ θ5 ≤ 10◦ ,
−170◦ ≤ θ6 ≤ 0◦ .

(1.3)

Da nicht beliebig hohe Winkelgeschwindigkeiten Θ̇ möglich sind, sind diese ebenfalls
beschränkt und zwar durch

| θ̇i | ≤ 65 [rad/s] , i = 1, . . . , 6 . (1.4)

Falls erforderlich können weitere Beschränkungen hinzugenommen werden. Das Modell
wird komplettiert durch Randbedingungen, wie z.B. Winkel und Winkelgeschwindig-
keiten zur Anfangszeit t0 und zur Endzeit tF :

Θ(t0) = Θ0 , Θ̇(t0) = Θ̇0 , Θ(tF ) = ΘF , Θ̇(tF ) = Θ̇F . (1.5)

Für alle Beispiele in dieser Arbeit gilt:

Θ(t0) = (0◦,−20◦,−30◦,−180◦,−35◦,−25◦)T , Θ̇(t0) = 0 [rad/s] ,

Θ(tF ) = (80◦,−65◦,−60◦,−100◦,−65◦,−60◦)T , Θ̇(tF ) = 0 [rad/s] .
(1.6)
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1.2 Wesentliche Problemstellung

Die Abmessungen der Glieder sind gemäß Abbildung 1.2 definiert und in Tabelle 1.1
aufgelistet. Die dynamischen Größen sind in Tabelle 1.2 zusammengefasst, wobei mi

die Masse, sCi,x, sCi,y, sCi,z die x-, y-, z-Koordinaten des Schwerpunktes und Ixx,i, Iyy,i,
Izz,i die Komponenten des Hauptträgheitstensors in x-, y-, z-Richtung des i-ten Gliedes
bezeichnet.

l11

l 1
2

l 4
2

l41

l
5 l 2

l 6
l
3

Abbildung 1.2: Explosionszeichnung mit Abmessungen der Zwei-Finger-Hand.

l11 [m] l12 [m] l2 [m] l3 [m] l41 [m] l42 [m] l5 [m] l6 [m]

0.02 0.02 0.06 0.07 0.02 0.02 0.06 0.07

Tabelle 1.1: Abmessungen der Glieder des miniaturisierten Greifers.

Als Werkstoff für den Mehrfinger-Greifer wird Aluminium gewählt. Die Materialpara-
meter dafür sind in Tabelle 1.3 zusammengefasst, wobei E das Elastizitätsmodul, ν die
Poissonzahl und ρ die Dichte bezeichnet.

Dieses Modell dient als Grundlage für die in dieser Arbeit untersuchten Problemstel-
lungen.

1.2 Wesentliche Problemstellung

Aus den zahlreichen interessanten Fragesgtellungen wird hier auf zwei wichtige Aspekte
von miniaturisierten Greifern eingegangen. Zum Einen sind herkömmliche Antriebe
für Mikro-Gelenke nur bedingt brauchbar und zum Anderen müssen auf Grund der
Leichtbauweise Elastizitäten berücksichtigt werden.
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Kapitel 1 Modell eines Mehrfinger-Greifers

i mi [kg] sCi,x [m] sCi,y = sCi,z [m] Ixx,i [kg m2] Iyy,i = Izz,i [kg m2]

1 0.08 0.01 0.0 1.0 · 10−6 3.16 · 10−6

2 0.16 0.03 0.0 2.0 · 10−6 4.9 · 10−5

3 0.20 0.035 0.0 2.5 · 10−6 8.2916 · 10−5

4 0.08 0.01 0.0 1.0 · 10−6 3.16 · 10−6

5 0.16 0.03 0.0 2.0 · 10−6 4.9 · 10−5

6 0.20 0.035 0.0 2.5 · 10−6 8.2916 · 10−5

Tabelle 1.2: Dynamische Größen des miniaturisierten Greifers.

E
[

N
m2

]
ν [−] ρ [ g

cm3 ]

7.22 · 1010 0.34 2.70

Tabelle 1.3: Materialparameter für Aluminium [119, 169].

1.2.1 Konkurrierende Steuerungen

Bei miniaturisierten Greifern für die minimalinvasive Chirurgie oder für künstliche
Hände sind herkömmliche Antriebe wie Elektromotoren nicht brauchbar. Man benötigt
wartungsfreie Antriebe, die darüber hinaus reinraumgeeignet und mit dem menschli-
chen Gewebe verträglich sind. Besonders dafür geeignet sind Piezomotoren oder Form-
gedächtnismaterialien. Die Entwicklung solcher Antriebe ist eine große technische Her-
ausforderung. Entweder Aktoren sind schnell, haben aber nur ein geringes spezifi-
sches Antriebsmoment, oder hohe Antriebsmomente können nur mit einer geringen
Änderungsrate erzeugt werden.

Eine mögliche Abhilfe ist die Kombination von zwei Antrieben. Ein schneller, aber
schwacher Aktor wird mit einem starken, aber langsamen kombiniert. Das heißt, pro
Gelenk stehen zwei Antriebe zur Verfügung, die miteinander in Konkurrenz stehen.
Dies führt auf den Begriff der konkurrierenden Steuerungen.

Konkurrierende Steuerungen werden eingeführt, indem eine ursprüngliche Steuerung
in zwei unanbhängige und additive Steuerungen aufgesplittet wird. Das bedeutet, dass
anstelle des einen Motors am Gelenk i mit Antriebsmoment Ti, nun zwei Motoren, die
parallel wirken, eingesetzt werden. Dabei wird ein schneller, aber schwacher Aktor mit
Antriebsmoment T f

i und ein starker, aber langsamer Motor mit Antriebsmoment T s
i

kombiniert.

Somit gilt
T = T f + T s . (1.7)
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1.2 Wesentliche Problemstellung

Die resultierenden Antriebsmomente T f und T s können unabhängig voneinander ge-
steuert werden. Der Ansatz (1.7) ist nur dann sinnvoll, wenn ein qualitativer Unter-
schied zwischen T f und T s mathematisch formuliert werden kann. Darauf wird näher
in Kapitel 6 eingegangen.

1.2.2 Elastizität

Beim Einsatz von miniaturisierten Greifern ist zudem auf Leichtbauweise zu achten.
Bei der Entwicklung und Konstruktion von künstlichen Händen muss auf Gewichts-
reduktion geachtet werden. Dies kann zum Beispiel durch spezielle Formgebung, oder
durch Verwendung von speziellen Materialien erreicht werden. Die daraus resultierende
Fragestellung ist, welchen Belastungen das Material bei einer Bewegung ausgesetzt ist.
Es ist zu klären, welche Spannungen im Inneren der Struktur auftreten. Bei der Ent-
wicklung von miniaturisierten Greifern können diese Informationen benutzt werden,
um - mit einem Sicherheitsfaktor versehen - das Material entsprechend auszulegen.

Bei der numerischen Behandlung ist darauf zu achten, dass das mathematische Modell
den oben angeführten Anforderungen gerecht wird, insbesondere sollen bei der Geome-
trie keine vereinfachenden Annahmen getroffen werden, um auch komplizierte Formen,
die die Anatomie des Menschen berücksichtigen, berechnen zu können.

In dieser Arbeit wird untersucht, welche Spannungen und Dehnungen im Mehrfinger-
Greifer bei der berechneten optimalen Bewegung mit den Daten aus Abschnitt 1.1
auftreten. Auf die Einbeziehung in die Optimierung wird verzichtet, da miniaturisier-
te Greifer im praktischen Einsatz verschiendenste Bewegungen ausführen müssen. Für
jede dieser Bewegungen ergeben sich andere Belastungen. In Kapitel 7 werden die auf-
tretenden Belastungen der optimalen Bewegung mit konkurrierenden Steuerungen im
dreidimensionalen Raum aus Kapitel 6 mit Hilfe einer 3D Finite-Elemente Berechnung
simuliert. Solche Simulationen können dazu beitragen, die Kosten für die Entwicklung
miniaturisierter Greifer erheblich zu senken.
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Kapitel 1 Modell eines Mehrfinger-Greifers

10



Kapitel 2

Starre Mehrkörpersysteme

In diesem Kapitel werden die Grundlagen für dynamische Mehrkörpersysteme bereit-
gestellt. Unter dynamischen Systemen versteht man Systeme, die unter dem Einfluss
von Kräften und/oder Momenten Bewegungen ausführen. Ein System mehrerer starrer
oder elastischer Körper, die miteinander durch Koppelelemente verbunden und damit
in ihrer Bewegungsfreiheit eingeschränkt sind, nennt man Mehrkörpersysteme. Ein we-
sentlicher Punkt bei der Behandlung dynamischer Systeme bzw. Mehrkörpersysteme ist
die Herleitung der beschreibenden Differentialgleichungen, der Bewegungsgleichungen.

Starre Mehrkörpersysteme bestehen aus N starren Körpern, zwischen denen inne-
re Kräfte und Momente wirken. Zusätzlich können noch beliebige äußere Kräfte
und Momente am System angreifen. Die massebehafteten Körper erfahren dadurch
Trägheitsmomente, welche berücksichtigt werden müssen. Die einzelnen Körper stehen
durch Verbindungselemente, wie Stellglieder, Dämpfer, Federn und Gelenke (Abbil-
dung 2.1) in Wechselwirkung. Die Bindungs- und Koppelelemente werden dabei als
masselos angenommen [40, 215, 222].

2.1 Bindungen

Im Allgemeinen hängen die Bindungen von den Lage- und Geschwindigkeitskoordinten,
sowie von der Zeit ab. Man unterscheidet holonome, nichtholonome, skeleronome und
rheonome Bindungen. Holonome Bindungen hängen nur von den Lagekoordinaten ab,
nichtholonome zusätzlich noch von Geschwindigkeitskoordinaten, die nicht durch ele-
mentare Integration auf reine Lagebeschränkungen zurückgeführt werden können. Von
skleronomen Bindungen spricht man, wenn die Zeit nicht explizit vorkommt, anson-
sten von rheonomen [40, 192]. Holonome Bindungen werden in der Technik durch un-
nachgiebige Führungen, Gelenke, Hebel, Lagerungen, Stäbe und sonstige Verbindungen
realisiert und schränken gleichzeitig die Bewegungsfreiheit von Lage- und Geschwindig-
keitsgrößen ein. Nichtholonome Bindungen schränken nur die Geschwindigkeitsgrößen
ein und findet man in der Technik vergleichsweise selten. Lineare nichtholonome Bin-
dungen können rein mechanisch verwirklicht werden, zum Beispiel durch rollende star-
re Räder [215]. Bindungen bzw. Verbindungselemente schränken die Bewegungsfreiheit
des Mehrkörpersystems ein.

Ein starrer Körper hat im Allgemeinen sechs Freiheitsgrade, drei translatorische und
drei rotatorische. Ein Mehrkörpersystem aus N starren Körpern hat somit maximal 6N
Freiheitsgrade. Durch die Bindungen zwischen den einzelnen Körpern, auch Zwangsbe-
dingungen genannt, können sich die Teilkörper nicht unabhängig voneinander bewegen
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Kapitel 2 Starre Mehrkörpersysteme

Starrer Körper Stellglied Dämpfer Feder Gelenk

Abbildung 2.1: Elemente eines Mehrkörpersystems.

– die Bewegungsfreiheit wird eingeschränkt. So bewegt sich zum Beispiel ein schie-
nengebundenes Fahrzeug nur längs der Schiene, oder ein Glied eines Roboters, der
durch ein rotatorisches Gelenk mit einem anderen Glied verbunden ist, nur auf einer
Kreisbahn um das Gelenk. Ein Mehrkörpersystem, dessen Bewegungsfreiheit durch nλ

holonome Bindungen eingeschränkt wird, hat dann nur noch

nf = 6N − nλ

Freiheitsgrade. Die nf Freiheitsgrade eines holonomen Systems können durch weitere nµ

nichtholonome Bindungen auf n̄f Freiheitsgrade der Geschwindigkeit reduziert werden,
also

n̄f = nf − nµ = 6N − nλ − nµ .

Die nichtholonomen Bindungen gehören zu den kinematischen Bindungen und können
sowohl skleronom, als auch rheonom sein [215]. Alle diese Bindungen müssen durch
die Bewegungsgleichungen berücksichtigt werden. In dieser Arbeit werden im Weite-
ren skleronom holonome Bindungen betrachtet. Zur Behandlung von rheonomen und
nichtholonomen Bindungen sei auf [41, 114, 200] verwiesen.

2.2 Prinzipien der Mechanik

Um die Bewegungsgleichungen von starren Mehrkörpersystemen herzuleiten, stehen
verschiedene Prinzipien aus der Mechanik zur Verfügung, die wesentlichen sollen hier
vorgestellt werden.

Die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen erster Art, auch als Deskriptorform der
Systemdarstellung bezeichnet, sind besonders dann von Vorteil, wenn die durch die
Zwangsbedingungen hervorgerufenen Zwangskräfte in Abhängigkeit von dem Bewe-
gungszustand des Systems bestimmt werden sollen [132]. Die Anwendung der La-

grange’schen Bewegungsgleichungen erster Art erfordert die Ermittlung der kineti-
schen und potentiellen Energien der Teilkörper. Die Bewegung des Systems wird mit
6N Koordinaten – den maximalen Freiheitsgraden eines Mehrkörpersystems – beschrie-
ben. Dabei liegt eine Redundanz in den Koordinaten vor, da die Bewegung durch nλ

Bindungen eingeschränkt ist. Die Zwangsbedingungen werden durch zusätzliche nλ al-
gebraische Nebenbedingungen berücksichtigt. Mit Hilfe von Lagrangemultiplikatoren
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2.2 Prinzipien der Mechanik

wird die Zwangsmatrix der Nebenbedingungen an die Bewegungsgleichungen angekop-
pelt. Als Ergebnis erhält man ein differential-algebraisches System.

Es ist auch möglich, die Zwangsbedingungen völlig zu eliminieren, so dass nur nf =
6N − nλ Bewegungsgleichungen gelöst werden müssen. Dazu führt man verallgemei-
nerte Koordinaten bzw. Minimalkoordinaten ein, deren Anzahl der Zahl der Freiheits-
grade des Systems entspricht. Um die Dynamik eines starren Mehrkörpersystems in
Minimalkoordinaten zu beschreiben, dienen die Lagrang’schen Bewegungsgleichun-
gen zweiter Art, das Hamilton Prinzip, die Prinipien von d’Alembert, Jourdain,
sowie das Prinzip von Newton-Euler. Diese Bewegungsgleichungen werden auch als
Zustandsform bezeichnet.

Um die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen zweiter Art zu erhalten, werden die
kinetischen und die potentiellen Energien der Teilkörper herangezogen. Der Grund-
gedanke beim Prinzip von Hamilton besteht darin, ein dynamisches System durch
die Lage- und die Impulskoordinaten zu beschreiben. Die hierbei verwendete Hamil-
tonfunktion beschreibt bei konservativen, d.h. verlustfreien Systemen, die Gesamtener-
gie als Summe von kinetischer und potentieller Energie. Das Hamilton’sche Prinzip
spielt besonders in der nichtlinearen Dynamik eine wichtige Rolle. Bei diesen beiden
Energieverfahren kommt man mit der Kenntnis der Energien über eine Differentia-
tion zu den Bewegungsgleichungen. Dieser Vorgang stellt ein Hauptargument gegen
die Verwendung bei großen Systemen dar [192]. Steht bei den dynamischen Betrach-
tungen ein funktioneller Zusammenhang zwischen Minimalkoordinaten und generali-
sierten Kräften im Vordergrund, sind diese Energieverfahren am geeignetsten. Eine
ausführlichere Beschreibung beider Verfahren findet man zum Beispiel in [40, 192].

Nach d’Alembert können die an einem System angreifenden Kräfte in solche, die eine
Bewegung verursachen und solche, die für die Bewegung verloren sind, eingeteilt wer-
den. Dann gilt, dass die Gesamtheit der verlorenen Kräfte sich das Gleichgewicht hält
(d’Alembert’sche Prinzip). Zu den verlorenen Kräften gehören die Zwangskräfte, die
bei starren Bindungen keine Arbeit leisten. Das Prinzip von Jourdain folgt qualita-
tiv aus der gleichen Argumentation wie das d’Alembert’sche Prinzip. Bindungsglei-
chungen schreiben eine bestimmte Bewegung vor. Die sich daraus ergebenden Zwangs-
kräfte stehen senkrecht auf den durch die kinematischen Koppelbedingungen definier-
ten Flächen und können damit in ihrer Wirkungsrichtung nicht verschoben oder als
Moment nicht verdreht werden. Das bedeutet nicht nur, dass die Kräfte keine Ar-
beit leisten (d’Alembert), sondern dass sie auch keine Leistung erbringen. Daraus
folgt das Jourdain’sche Prinzip: Zwangskräfte erbringen keine Leistung. Der direkte
Einsatz des d’Alembert’schen oder Jourdain’schen Prinzips alleine empfiehlt sich
weniger.

Dem Newton-Euler’schen Prinzip liegt der Impuls- und Drallsatz zugrunde. New-

ton-Euler ohne zusätzliche Prinzipien lässt sich nach Anwendung des Schnittprin-
zips einsetzen. Das Freischneiden der betrachteten Körper und Eintragen aller Schnitt-
reaktionen führt zu einem Satz Teilkörpergleichungen, in dem alle Schnittreaktionen
als Kräfte und Momente enthalten sind. Das Prinzip des Freischneidens bietet sich
besonders bei der Fragestellung an, welche Bewegung eine Änderung der generalisier-
ten Kräfte bewirkt, bzw. welche generalisierten Kräfte aufgebracht werden müssen, um
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eine gewünschte Bewegung zu erhalten.

Ein für große Systeme effektives und transparentes Verfahren ergibt sich, wenn man
Newton-Euler für die Teilkörper mit dem Jourdain’schen Prinzip kombiniert. Die
in den Teilkörpern ursprünglich enthaltenen Zwangskräfte (passive Kräfte) lassen sich
mit Hilfe des Jourdain’schen Prinzips eliminieren, so dass nur noch die eingeprägten
Kräfte und Momente (aktive Kräfte) berücksichtigt werden müssen. Dies wird erreicht,
indem der Impulssatz mit der Transponierten der Jacobi-Matrix der Translation und
der Drallsatz mit der Transponierten der Jacobi-Matrix der Rotation der einzelnen
Körper multipliziert wird, was eine Projektion in die durch die Zwangsbedingungen
freigelassenen Bewegungsrichtungen bewirkt.

Neben den erwähnten Prinzipien gibt es auch noch weitere, die entsprechend ihrer
historischen Entwicklung verschiedene Namen tragen, inhaltlich aber identisch sind
[40]. Um eine Übersicht und Bewertung der verschiedenen Prinzipien zu gewinnen, sei
auf [40, 171, 192] verwiesen.

Die Bewegungsgleichungen können in Deskriptorform angegeben werden (Langran-

gesche Bewegungsgleichungen 1. Art), oder in Minimalkoordinaten (Zustandsform).
Für komplexere Systeme mit kinematisch geschlossenen Schleifen oder einer Substruk-
turtechnik, die einen hierarchischen Modellaufbau mit einzelnen Modulen erlaubt, ist
die Wahl von Minimalkoordinaten nur lokal möglich. Hier liegt die besondere Stärke der
Deskriptorform. Bei Systemen mit geschlossenen Schleifen verwendet man auch Misch-
formen, bei denen die Bewegungsgleichungen nur partiell reduziert werden [200]. Für
Systeme mit Baumstruktur findet man dagegen immer einen Satz von Minimalkoordi-
naten, so dass die Bewegungsgleichungen in Zustandsform angegeben werden können.
Abbildung 2.2 zeigt die Topologie von Mehrkörpersystemen.

2.3 Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen in Deskriptorform bilden ein differential-algebraisches Sy-
stem der Form

Md(p)p̈ = fd(p, ṗ, t) −G
T
d (p)λd ,

0 = gd(p)

mit

• den Lagekoordinaten p(t) ∈ IRnp , Geschwindigkeiten ṗ ∈ IRnp und Beschleuni-
gungen p̈ ∈ IRnp

• den Lagrangemultiplikatoren λd(t) ∈ IRnλ , nλ < np

• der Massenmatrix Md(p) ∈ IRnp×np

• den eingeprägten und äußeren Kräften fd(p, ṗ, t) ∈ IRnp

• den holonomen Zwangsbedingungen gd(p) ∈ IRnλ
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2.4 Rechnergestützte Formalismen

Schleife Baum Kette

Abbildung 2.2: Topologie von Mehrkörpersystemen.

• der Zwangsmatrix Gd(p) =
∂gd(p)

∂p
∈ IRnλ×np .

Auf die Deskriptorform wird im Weiteren nicht näher eingegangen. Zur Existenz der
Lösungen und numerischen Verfahren zur Lösung der Bewegungsgleichung in Deskrip-
torform sei auf [86, 226], sowie den darin aufgeführten Literaturangaben verwiesen.

Die Bewegungsgleichungen in den nf Minimalkoordinaten q bilden ein System
gewöhnlicher, nichtlinearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form

Mz(q, t)q̈ + gz(q, q̇, t) = Qz(q, q̇, t) (2.1)

mit

• den Minimalkoordinaten q(t) ∈ IRnf , den Geschwindigkeiten q̇ ∈ IRnf und Be-
schleunigungen q̈ ∈ IRnf

• der symmetrischen, positiv-definiten Massenmatrix Mz(q, t) ∈ IRnf×nf

• den gyroskopischen, dissipativen und Fesselungskräften gz(q, q̇, t) ∈ IRnf

• den verallgemeinerten eingeprägten Kräften und Momenten Qz(q, q̇, t) ∈ IRnf

In vielen praktisch relevanten Fällen hängen die Größen Mz, gz und Qz nicht explizit
von der Zeit ab.

2.4 Rechnergestützte Formalismen

Für Mehrkörpersysteme mit vielen Freiheitsgraden ist es ohne Einsatz von Rechnern
kaum möglich, die Bewegungsgleichungen aufzustellen. Deshalb sind seit den sechziger
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Jahren rechnergestützte Formalismen entwickelt worden, die zunächst rein numerische
Gleichungen lieferten, heute aber auch in der Lage sind, symbolische Gleichungen zu
liefern. Weiterhin unterscheidet man zwischen nichtrekursiven und rekursiven Formalis-
men. Pionierarbeit auf dem Gebiet der symbolischen Programmierung wurde mit dem
nichtrekursiven Formalismus NEWEUL [140, 141] geleistet. Am weitesten verbreitet
ist das numerische Programmpaket ADAMS [1, 203] (ebenfalls nichtrekursiv), das in
Industrie und Forschung eingesetzt wird.

Die rekursiven Formalismen nutzen spezielle Topologieeigenschaften von Mehrkörper-
systemen aus, um die numerische Effizienz zu erhöhen. Eine wichtige Vorausset-
zung für rekursive Formalismen ist die Ketten- oder Baumtopologie des betrachteten
Mehrkörpersystems (vgl. Abbildung 2.2).

Eine Schleifenstruktur ist nicht zugelassen. Treten dennoch Schleifen auf, so werden sie
durch Aufschneiden in Baumtopologie zurückgeführt, wobei algebraische Schließbedin-
gungen eingehalten werden müssen [215]. Als Beispiele für rekursive Formalismen sei
SIMPACK [202, 230] und RecurDyn [198] erwähnt.

Zum Lösen der Bewegungsgleichungen (2.1) ist ein lineares Gleichungssystem zu lösen.
Der Aufwand dafür beträgt O(N3). Mit rekursiven Algorithmen ist es möglich, das
anschließende Lösen des linearen Gleichungssystems zu vermeiden und die Beschleu-
nigungen mit einem Aufwand von O(N2) zu berechnen [37, 88, 90, 154, 167, 254].
Allerdings lohnt sich der numerische Mehraufwand erst bei mehr als 8 bis 10 Körpern
[88, 215].

Eine Übersicht der gängigen Mehrkörpersimulationsprogramme findet man in [214].
Darin ist auch angegeben, welche dynamischen Prinzipien zur Generierung der Bewe-
gungsgleichungen in den einzelnen Programmpaketen zugrunde gelegt werden.

Im Folgenden soll auf die Bewegungsgleichungen bei Robotern eingegangen werden.
Roboter bestehen aus N einzelnen Teilglieder, die entweder durch Drehgelenke oder
Schubgelenke miteinander verbunden sind. Es handelt sich somit um ein starres
Mehrkörpersystem mit nf Freiheitsgraden. Bedingt durch ihre Bauweise weisen sie
eine Baumstruktur auf, wobei die einzelnen Glieder in einer Kette aneinander gereiht
sind. Im Allgemeinen weisen die Gelenke eines Roboters einen Freiheitsgrad auf. Ein
Gelenk mit m > 1 Freiheitsgraden kann durch m Gelenke mit nur einem Freiheitsgrad,
die durch m − 1 Gelenke der Länge 0 miteinander verbunden sind, modelliert werden.
Auf diese Weise können sogar mobile Roboter behandelt werden. Für die Anzahl der
Freiheitsgrade gilt somit

nf = N .

Aufgrund der Baumstruktur besitzen Roboter die angenehme Eingenschaft, dass immer
ein Satz von globalen Minimalkoordinaten q = (q1, . . . , qN)T angegeben werden kann.

2.5 Denavit-Hartenberg-Vereinbarung

Um die Lage und Orientierung jedes Teilkörpers angeben zu können, werden ausge-
hend von der Basis die einzelnen Glieder, sowie die Gelenke fortlaufend nummeriert
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Si−1
xi−1

zi−1

Si xi

ziαi

θi

ai

di

〈i−1〉si

Gelenk i − 1 Glied i − 1 Gelenk i

Abbildung 2.3: Koordinatensysteme und Denavit-Hartenberg-Parameter zweier auf-
einander folgender Glieder.

und jedem Glied i ein körperfestes Koordinatensystem Si, i = 1, . . . , N zugeordnet. Der
Basis wird das Inertialkoordinatensystem S0 und – sofern vorhanden – dem Endeffektor,
wie zum Beispiel bei Industrierobotern, das Koordinatensystem SN+1 zugeordnet. In
der Roboterkinematik wird häufig die Denavit-Hartenberg-Vereinbarung [71, 74, 234]
herangezogen, um die Übergänge zwischen den Koordinatensystemen zu beschreiben.
Dabei werden mit Hilfe von homogenen Koordinaten die Rotation und Translation
zusammen erfasst und die Lage und Orientierung eines Gliedes relativ zum benach-
barten Glied über vier Parameter, den sogenannten Denavit-Hartenberg-Parametern,
beschrieben. Dieses Verfahren stellt eine Standardisierung dar und liefert einen Satz
von Minimalkoordinaten. Bei der Denavit-Hartenberg-Vereinbarung wird das Koordi-
natensystem Si−1 von Glied i − 1 so gewählt, dass die z-Achse zi−1 von Si−1 mit der
Gelenkachse zusammenfällt – im Falle eines rotatorischen Gelenks mit der Drehach-
se, im Falle eines translatorischen Gelenks mit der Schubachse. Die beiden Geraden
entlang der Achsen zi−1 und zi zweier aufeinanderfolgender Koordinatensysteme sind
im Allgemeinen windschief. Die Verbindungslinie senkrecht zu den beiden windschie-
fen Geraden legt die x-Achse xi−1 von Si−1 fest, die y-Achse yi−1 wird so gewählt,
dass Si−1 ein Rechtssystem bildet. Nachdem die Koordinatensysteme festgelegt sind,
kann die Lage zweier aufeinanderfolgender Koordinatensysteme Si−1 und Si durch vier
Parameter für jedes Glied i (i = 1, . . . , N) beschrieben werden.

ai: Abstand von zi−1 und zi, gemessen entlang xi−1,
αi: Winkel zwischen zi−1 und zi, gemessen um xi−1 im mathematisch

positiven Sinn,
di: Abstand von xi−1 und xi, gemessen entlang zi,
θi: Winkel zwischen xi−1 und xi, gemessen um zi im mathematisch

positiven Sinn.

Die Parameter αi, di und θi sind vorzeichenbehaftete Größen, ai wird nicht negativ
gewählt (ai ≥ 0). Abbildung 2.3 zeigt die Koordinatensysteme und Parameter zweier
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aufeinander folgender Glieder.

Wenn ein Parameter beliebig gewählt werden kann, wird der Wert zu 0 gewählt, um
spätere Rechnungen zu vereinfachen. Zum Beispiel ist die Verbindungsstrecke zwischen
zwei parallelen Geraden im Gegensatz zu zwei windschiefen Geraden nicht eindeutig
festgelegt. Sind nun zwei Drehachsen parallel, so kann der Wert di (offset) beliebig
gewählt werden. In diesem Fall wird di = 0 gewählt. Ist Gelenk i ein Drehgelenk,
so ist θi variabel und di konstant, ist es ein Schubgelenk, so ist θi konstant und di

variabel. Die variablen Größen stellen die Minimalkoordinaten qi dar. Im Falle von N
rein rotatorischen Gelenken gilt

q(t) = Θ(t) = (θ1, . . . , θN)T

Die Transformation vom Koordinatensystem Si in das Koordinatensystem Si−1 kann
in homogenen Koordinaten mit der Transformationsmatrix 〈i−1〉T〈i〉 dargestellt werden.
Es gilt:

〈i−1〉T〈i〉 := Rot(xi, αi) · Trans(xi, ai) · Rot(zi, θi) · Trans(zi, di)

=







cos θi − sin θi 0 ai

cos αi sin θi cos αi cos θi − sin αi −di sin αi

sin αi sin θi sin αi cos θi cos αi di cos αi

0 0 0 1







(2.2)

=:





〈i−1〉R〈i〉
〈i−1〉si

0T 1





Rot(x, α) bezeichnet eine Drehung um die x-Achse mit Winkel α, Trans(x, a) eine
Verschiebung um a entlang der x-Achse. Die Transformation kann unterteilt werden
in eine Rotation und eine Translation. Die Verdrehung des Koordinatensystems Si

relativ zum Koordinatensystem Si−1 wird durch eine Rotationsmatrix 〈i−1〉R〈i〉 ∈ IR3×3

(i = 1, . . . , N) beschrieben. Die Verschiebung von Si relativ zu Si−1 wird durch den
Translationsvektor 〈i−1〉si ∈ IR3 (i = 1, . . . , N) vom Ursprung von Si−1 zum Ursprung
von Si angegeben. Damit gilt:

〈i−1〉x = 〈i−1〉R〈i〉
〈i〉x+ 〈i−1〉si ,

〈i〉R〈i−1〉 = 〈i−1〉R−1
〈i〉 = 〈i−1〉RT

〈i〉.

Der obere Index 〈i〉 gibt an, in welchem Koordinatensystem der Vektor dargestellt ist,
das heißt, 〈i−1〉x ∈ IR3 und 〈i〉x ∈ IR3 beschreiben denselben Punkt im Raum, nur
einmal im Koordinatensystem Si−1 und einmal im Koordinatensystem Si dargestellt.

2.6 Rekursiver Newton-Euler-Algorithmus

Um nun die Dynamik des Mehrkörpersystems zu analysieren werden die Newton-

Euler Gleichungen herangezogen. Wie bereits erwähnt bieten sich diese an, wenn kein
funktionaler Zusammenhang zwischen Minimalkoordinaten und generalisierten Kräften
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2.6 Rekursiver Newton-Euler-Algorithmus

1. Vorwärtsrekursion:

Startwerte: 〈0〉ω0,
〈0〉ω̇0,

〈0〉v̇0

Rekursion: i : 1 → N

〈i〉ωi = 〈i〉R〈i−1〉
〈i−1〉ωi−1 + θ̇iez

〈i〉ω̇i = 〈i〉R〈i−1〉
〈i−1〉ω̇i−1 + 〈i〉R〈i−1〉

〈i−1〉ωi−1 × θ̇iez + θ̈iez

〈i〉v̇i = 〈i〉R〈i−1〉
(〈i−1〉ω̇i−1 ×

〈i−1〉si+
〈i−1〉ωi−1 ×

(〈i−1〉ωi−1 ×
〈i−1〉si

)
+ 〈i−1〉v̇i−1

)

〈i〉v̇Ci
= 〈i〉ω̇i ×

〈i〉sCi
+ 〈i〉ωi ×

(〈i〉ωi ×
〈i〉sCi

)
+ 〈i〉v̇i

〈i〉FCi
= mi

〈i〉v̇Ci

〈i〉NCi
= Ii

〈i〉ω̇i + 〈i〉ωi × Ii
〈i〉ωi

2. Rückwärtsrekursion:

Startwerte: 〈N+1〉FN+1,
〈N+1〉NN+1

Rekursion: i : N → 1

〈i〉Fi = 〈i〉R〈i+1〉
〈i+1〉Fi+1 + 〈i〉FCi

〈i〉Ni = 〈i〉NCi
+ 〈i〉R〈i+1〉

〈i+1〉Ni+1 + 〈i〉sCi
× 〈i〉FCi

+
〈i〉si ×

〈i〉R〈i+1〉
〈i+1〉Fi+1

Ti = eT
z
〈i〉Ni

Abbildung 2.4: Rekursiver Newton-Euler-Algorithmus für rotatorische Gelenke.

von Interesse ist, sondern die Fragestellung im Vordergrund steht, welche generalisierten
Kräfte aufgebracht werden müssen, um eine bestimmte Evolution der Minimalkoordi-
naten zu erreichen. Beim Newton-Euler Formalismus werden für jedes Glied des Robo-
ters die beschreibenden Gleichungen für die Bewegung aufgestellt. Da die Teilkörper
durch Gelenke verbunden sind, treten in den Gleichungen für jeden Teilkörper auch
die Kopplungskräfte und -momente benachbarter Glieder auf (Schnittprinzip). Durch
eine sogenannte Vorwärts-Rückwärts-Rekursion ist es möglich, alle Kopplungsterme zu
berücksichtigen. Für einen Roboter mit rein rotatorischen Gelenken ist in Abbildung 2.4
der rekursive Newton-Euler-Algorithmus [71, 234] angegeben. Darin bezeichnen:
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〈i〉ωi ∈ IR3 : Winkelgeschwindigkeit von Glied i,
〈i〉ω̇i ∈ IR3 : Winkelbeschleunigung von Glied i,
〈i〉v̇i ∈ IR3 : lineare Beschleunigung des Gelenks i,

〈i〉v̇Ci
∈ IR3 : lineare Beschleunigung des Schwerpunkts von Glied i,

〈i〉FCi
∈ IR3 : Kräfte im Schwerpunkt von Glied i,

〈i〉NCi
∈ IR3 : Momente im Schwerpunkt von Glied i,

〈i〉Fi ∈ IR3 : Kräfte im Gelenk i,
〈i〉Ni ∈ IR3 : Momente im Gelenk i,
〈i〉sCi

∈ IR3 : Schwerpunkt von Glied i,
mi ∈ IR : Masse von Glied i,
Ii ∈ IR3×3: Hauptträgheitstensor von Glied i: bezogen auf ein Koordi-

natensystem mit Ursprung im Schwerpunkt von Glied i und
gleicher Orientierung wie Si,

Ti ∈ IR : Antriebsmoment im Gelenk i,
ez ∈ IR3 : ez := (0, 0, 1)T .

Bemerkung 2.1
Der Einfluss der Schwerkraft kann bei diesem Algorithmus sehr einfach berücksichtigt

werden, indem zur Beschleunigung der Basis 〈0〉v̇0 der Vektor (0, 0, g)T addiert wird,
wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Durch die Beschleunigung um g nach oben
erfährt der Roboter die gleichen Kräfte, wie sie die Schwerkraft erzeugen würde.

Bemerkung 2.2
Die Startwerte der Rückwärtsrekursion berücksichtigen externe Kräfte und Momente
am Endeffektor des Roboters, hervorgerufen zum Beispiel durch eine Nutzlast, die der
Roboter bewegt oder durch Kontakt zu anderen Objekten im Arbeitsraum.

Betrachtet man die Bewegungsgleichungen (2.1), so erkennt man, dass man die
Massenmatrix mit Hilfe des Newton-Euler-Algorithmus aufstellen kann, indem man
gz(q, q̇, t) = 0 setzt und für q̈ der Reihe nach den i-ten Einheitsvektor wählt. Als
Ergebnis erhält man aus dem rekursiven Newton-Euler-Algorithmus den i-ten Spalten-
vektor der Massenmatrix. Analog erhält man gz(q, q̇, t) indem q̈ = 0 gesetzt wird.

2.7 Composite Rigid Body Method

In diesem Abschnitt soll die Berechnung der Massenmatrix näher betrachtet werden.
Der Aufwand zur Berechnung der Massenmatrix mit dem Newton-Euler-Algorithmus
ist in [254] mit 74N2 − 22N Multiplikationen und 54N2 − 17N Additionen angegeben.
Der Aufwand kann erheblich reduziert werden, benutzt man die Composit Rigid Body
Method [88, 154, 155, 254].

Die Idee ist, dass man die Gelenke i, . . . , N als Verbund starrer Körper betrachtet,
welcher am Gelenk i beschleunigt wird. Man benutzt die Trägheit des zusammengeset-
zen Körpers, um die beteiligten Kräfte und Momente zu berechnen. Wie im vorherigen
Abschnitt beschrieben, stelltMq̈ den Vektor der Gelenkkräfte dar, die eine Beschleuni-
gung q̈ eines stationären Roboters, welcher frei von Gravitaions- und externen Kräften
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2.7 Composite Rigid Body Method
PSfrag

Si
xi

zi

Si+1 xi+1

zi+1

〈i〉si+1

〈i〉sc
Ci

〈i〉sc
Ci+1

〈i+1〉sc
Ci+1

CMi CMi+1

Gelenk i Glied i Gelenk i + 1

Abbildung 2.5: Darstellung des Schwerpunktes CMi bzw. CMi+1 des Verbundes der
starren Körper i bis N , bzw. i + 1 bis N .

ist, bewirkten. Die i-te Spalte der Massenmatrix M ist also der Vektor der Gelenk-
kräfte, die benötigt werden, um eine Beschleunigung des Betrags eins am Gelenk i
und Beschleunigung des Betrags null an allen anderen Gelenken zu erreichen. Da kei-
ne Bewegung durch die Gelenke i + 1, . . . , N auftritt, können alle durch eine starre
Verbindung ersetzt werden, welche keinen Einfluss auf die Dynamik der vorherigen
Glieder der kinematischen Kette haben. Dadurch vereinfacht sich der bewegte Anteil
auf einen einzigen zusammengestzten starren Körper. Die Masse, der Schwerpunkt, so-
wie die Trägheiten des Verbundes der starren Körper von Glied i bis N werden auf das
Koordinatensystem Si bezogen und dann das Kräfte- und Momentengleichgewicht her-
angezogen. Abbildung 2.5 veranschaulicht die Umrechnung in das Koordinatensystem
Si. Beim Berechnen der Massenmatrix wird zudem die Symmetrie ausgenutzt.

Bei der Composit Rigid Body Method ist es geschickter, die Trägheitstensoren der
einzelnen Glieder Ii nicht auf den Schwerpunkt zu beziehen, sondern auf das Koor-
dinatensystem Si. Dadurch können zusätzliche Terme, die beim Umrechnen in das
Schwerpunktsystem auftreten, vermieden werden. Da die Hauptträgheitstensoren Ii in
einem Koordinatensystem mit gleicher Orientierung wie Si dargestellt sind, können sie
mit der allgemeinen Form des Satzes von Steiner [146, 213]

Īi = Ii + mi

((〈i〉sCi

)T 〈i〉sCi
E3 − 〈i〉sCi

(〈i〉sCi

)T
)

(2.3)

auf Si bezogen werden, wobei En := diag(1, . . . , 1) ∈ IRn×n bezeichnet, ansonsten die
Bezeichnungen aus Abschnitt 2.6 gelten.

Der Algorithmus der Composit Rigid Body Method ist in Abbildung 2.6 angegeben.
Darin gelten die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.5 und 2.6, sowie zusätzlich:

〈i〉sc
Ci

∈ IR3 : Schwerpunkt des zusammengesetzten Körpers,
mc

i ∈ IR : Masse des zusammengesetzten Körpers,
〈i〉Ic

i ∈ IR3×3: Trägheitstensor des zusammengesetzen Körpers, bezogen auf Si.
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Startwerte: mc
N = mN , 〈N〉sc

CN
= 〈N〉sCN

, 〈N〉Ic
N = Īi

〈N〉FN = −mc
Ns

c
CN

× ez , 〈N〉NN = 〈N〉Ic
N ez

Schritt 1: i : N − 1 → 1

mc
i = mc

i+1 + mi

〈i〉sc
Ci+1

= 〈i〉R〈i+1〉
〈i+1〉sc

Ci+1
+ 〈i〉si+1

mc
i
〈i〉sc

Ci
= mc

i+1
〈i〉sc

Ci+1
+ mi

〈i〉sCi

〈i〉Ic
i = 〈i〉R〈i+1〉

[

〈i+1〉Ic
i+1 − mc

i+1

((
〈i+1〉sc

Ci+1

)T 〈i+1〉sc
Ci+1

E3 −

〈i+1〉sc
Ci+1

(
〈i+1〉sc

Ci+1

)T
)]

〈i+1〉R〈i〉 +

mc
i+1

((
〈i〉sc

Ci+1

)T 〈i〉sc
Ci+1

E3 − 〈i〉sc
Ci+1

(
〈i〉sc

Ci+1

)T
)

+ 〈i〉Īi

〈i〉Fi = −mc
i
〈i〉sc

Ci
× ez

〈i〉Ni = 〈i〉Ic
i ez

Schritt 2: i : 2 → N
j : i − 1 → 1

〈j〉Fi = 〈j〉R〈j+1〉
〈j+1〉Fi

〈j〉Ni = 〈j〉R〈j+1〉
〈j+1〉Ni + 〈j〉sj+1 ×

〈j〉Fi

Schritt 3: i : 1 → N
j : 1 → i

Mji = eT
z
〈j〉Ni

Abbildung 2.6: Composit Rigid Body Method für rotatorische Gelenke.
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2.8 Bewegungsgleichungen des Mehrfinger-Greifers

Zum Aufstellen der Massenmatrix mit der in [254] angegebenen Composit Rigid Body
Method für rotatorische und translatorische Gelenke benötigt man 12N2 + 56N − 27
Multiplikationen und 7N2 +67N − 53 Additionen. Durch geschicktes Umschreiben der
Gleichungen kann der Aufwand noch weiter reduziert werden, siehe Tabelle 2.1.

Methode # Multiplikationen # Additionen

[254] 12N2 + 56N − 27 7N2 + 67N − 53
[154, 155], Methode III 12.5N2 + 24.5N − 37 8N2 + 40N − 48
[154, 155], Methode IV 10N2 + 41N − 51 6N2 + 52N − 58

[10] 11N2 + 11N − 42 5.5N2 + 32.5N − 54
[167] 10N2 + 9N − 25 6N2 + 30 − 46

Tabelle 2.1: Anzahl der Operationen zum Aufstellen der Massenmatrix.

In [88, 90, 154, 155] ist die Composite Rigid Body Method in spatial Notation ange-
geben, das heißt, es werden die rotatorischen und translatorischen Geschwindigkeiten,
sowie die Momente und Kräfte in einen 6×1 Vektor zusammengefasst. Die Matrizen für
Trägheitsmomente und Koordinatensysteme sind 6× 6 Matrizen. Für eine Einführung
in spatial Notation sei auf [88] verwiesen. Desweiteren wird in [154, 155] der Algo-
rithmus für beliebige Gelenke mit bis zu 6 Freiheitsgraden formuliert. Damit können
zum Beispiel auch Schraubgelenke behandelt werden. Im Gegensatz zu [88, 154, 155]
wird in [254] der Trägheitstensor 〈i〉Ic

i des zusammengesetzten Körpers nicht im Koor-
dinatensystem Si angegeben, sondern im Schwerpunkt. In [90, 154] werden außerdem
geschlossene kinematische Ketten (Schleifen) behandelt, in [88, 89] verzweigte kinema-
tische Ketten (Bäume). Für einen Überblick über die Entwicklungen zur Berechnung
der Massenmatrix in den letzten zwanzig Jahre sei auf [90] verwiesen.

2.8 Bewegungsgleichungen des Mehrfinger-Greifers

Es bietet sich an, die Massenmatrix mit der Composit Rigid Body Method (Abbil-
dung 2.6) zu berechnen und die Coriolis-, Zentrifugal- und Gravitationskräfte mit dem
rekursiven Newton-Euler Algorithmus (Abbildung 2.4). Dazu müssen zunächst für den
Zwei-Finger-Greifer aus Abbildung 1.1 die Denavit-Hartenberg-Parameter festgelegt
werden. Damit stehen mit (2.2) die für die Algorithmen benötigten Rotationsmatri-
zen 〈i−1〉R〈i〉 und Translationvektoren 〈i−1〉si zur Verfügung. Die gewählten Parameter
ai, αi, di und θi sind in Tabelle 2.2 zusammengefasst, wobei die Längen der Glieder
Tabelle 1.1 zu entnehmen sind.

Die Werte für Trägheitstensor, Schwerpunkt und Masse der einzelnen Glieder sind
gemäß Tabelle 1.2 zu wählen. Für die Composit Rigid Body Method müssen die Haupt-
trägheitstensoren aus Tabelle 1.2 mit dem Satz von Steiner (2.3) auf die Gelenke bezo-
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i ai [m] αi [rad] di [m] θi [rad]

1 0.0 0.0 l11 θ1

2 l12 −π
2

0.0 θ2

3 l2 0.0 0.0 θ3

4 0.0 0.0 l41 θ4

5 l42 −π
2

0.0 θ5

6 l5 0.0 0.0 θ6

Tabelle 2.2: Denavit-Hartenberg-Parameter für den Zwei-Finger-Greifer.

gen werden. Die Koordinatensysteme, auf die sich die Größen aus Tabelle 1.2 beziehen,
stimmen mit denen, die sich aus den Denavit-Hartenberg-Parametern ergeben, überein.
Als Startwerte für den rekursiven Newton-Euler Algorithmus dienen bei der

Vorwärtsrekursion : 〈0〉ω0 = 〈0〉ω̇0 = 0, 〈0〉v̇0 = (0, 0, g)T ,
Rückwärtsrekursion: 〈n+1〉Fn+1 = 〈n+1〉Nn+1 = 0.

Damit ergeben sich die Bewegungsgleichungen in Zustandsform des Zwei-Finger-
Greifers zu

M (Θ)Θ̈ + h(Θ, Θ̇) = T

mit der symmetrisch positiv definiten Massenmatrix M (Θ) ∈ IR6×6, den Coriolis-,
Zentrifugal- und Gravitationskräften h(Θ, Θ̇) ∈ IR6, sowie den Antriebsmomenten
T ∈ IR6.
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Kapitel 3

Dynamik elastischer Körper

In der Elastizitätstheorie wird ein elastischer Körper als Kontinuum betrachtet. Die
Elastizitätstheorie befasst sich mit der Beschreibung und Ermittlung der Beanspru-
chungen und Deformationen elastischer Körper, wenn diese inneren oder äußeren Bela-
stungen ausgesetzt sind. Dabei wird die Beanspruchung lokal durch den Spannungszu-
stand erfasst und die lokale Deformation durch den Verzerrungszustand. Spannungen
und Verzerrungen sind nicht unabhängig. Der Zusammenhang wird über ein Material-
gesetz beschrieben – im Fall von linearer Elastizität durch das Hookesche Gesetz. Die
Bewegung eines elastischen Körpers lässt sich durch partiellen Differentialgleichungen
beschreiben, deren Lösung geometrischen und kinetischen Randbedingungen genügen
muss.

3.1 Kinematik der Deformation

In der Kontinuumsmechanik wird ein Körper K als eine zusammenhängende und abge-
schlossene Menge betrachtet. Kann der Ort aller Punkte P (t) des Körpers K bezüglich
eines raumfesten, kartesischen Koordinatensystem zu allen Zeiten t angegeben werden,
ist die Bewegung von K bekannt (Abbildung 3.1).

Zur Festlegung der zum Körper K gehörenden Punkte betrachtet man eine Referenz-
konfiguration, die zum Zeitpunkt t = t0 eingenommen wird – meist ein undeformierter
Ausgangszustand. In der Referenzkonfiguration werden den Punkten P (t0) des Körpers
die Ortsvektoren R zugeordnet. Der aktuelle Ort aller materiellen Punkte P (t) des
Kontinuums ist gegeben durch die Funktion

r = r(R, t) , (3.1)

wo R die Koordinaten von P in der Referenzkonfiguration sind.

Kontinua genügen den Kontinuitätsaxiomen [12], welche gewährleisten, dass die Zu-
ordnung der Punkte P (t0) und P (t), wie mit (3.1) beschrieben und in Abbildung 3.1
dargestellt, injektiv und stetig ist. Darüber hinaus wird hier noch gefordert, dass die
Zuordnung (3.1) hinreichend oft differenzierbar sei.

Da (3.1) injektiv ist, lässt sie sich nach R auflösen und man erhält

R = R(r, t) . (3.2)
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P (t)

P (t0)

Bahn von P

Kontinuum K

Kontinuum K

Bezugssystem

aktuelle Konfiguration

Referenzkonfiguration

U

r

R

Abbildung 3.1: Beschreibung der Bewegung der Punkte P eines deformierbaren
Körpers K

Bemerkung 3.1
Man nennt R materielle, substantielle oder Lagrangesche Koordinaten und r lokale,
räumliche oder Eulersche Koordinaten. Die Beschreibung mit Lagrangeschen Koordi-
naten wird bei festen Körpern bevorzugt, die mit Eulerschen Koordinaten insbesondere
in der Fluidmechanik [13, 222].

Anstelle der Ortsvektoren r kann man auch die Verschiebungsvektoren U aus Abbil-
dung 3.1 zur Angabe des Orts P (t) heranziehen, also

U (R, t) = r(R, t) −R . (3.3)

Die Systembewegung ist erfasst, wenn die Bewegung eines jeden Punkts des Systems,
also r(R, t) oder U (R, t) angegeben werden kann.

3.2 Verzerrungszustand

Das Kontinuum K wird infolge der Relativbewegungen der Punkte P (t) deformiert
oder verzerrt. Der Ort des Punkts P (t) aus Abbildung 3.1 ist durch die injektive, stetig
differenzierbare Abbildung (3.1) gegeben und man kann in P ein lokales, schiefwinkliges
Koordinatensystem errichten. Eine Transformation zwischen der orthogonalen Basis
des Bezugsystems und der schiefwinkligen Basis wird durch die Funktionalmatrix

FD = FD(R, t) :=

(
∂r

∂R

)

(3.4)

vermittelt. FD ist ein Tensor und wird Deformationsgradient genannt.
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3.2 Verzerrungszustand

Wegen der Injektivität von r hat die Funktionalmatrix FD stets vollen Rang. Man kann
zeigen, dass detFD > 0 gilt, das heißt, positive Volumen bleiben unter der Deformation
positiv [222].

Anstelle der Abbildung (3.1) kann auch die Gleichung (3.3) betrachtet werden. Eine
Transformation zwischen orthogonaler und schiefwinkliger Basis wird dann durch die
Funktionalmatrix

FV = FV (R, t) :=

(
∂U

∂R

)

(3.5)

beschrieben. Sie enthält die Elemente des Verschiebungsgradienten oder Verschiebungs-
tensors.

Deformationsgradient und Verschiebungsgradient hängen offensichtlich wie folgt zu-
sammen:

FV = FD −E3 , (3.6)

mit der Einheitsmatrix En ∈ IRn×n.

Zur Formulierung von Materialgesetzen sind Verzerrungstensoren bequemer, die bei
Verzerrungsfreiheit verschwinden. Ein solcher Tensor ist mit dem Greenschen Verzer-
rungstensor, auch Green-Lagrangescher Verzerrungstensor genannt,

GN :=
1

2

(
F T

DFD −E3
)

=
1

2

(
FV + F T

V + F T
V FV

)
(3.7)

gegeben und es gilt GN = GT
N .

Bemerkung 3.2
Zerlegt man die durch den Deformationsgradienten FD gegebene Abbildung in die Hin-
tereinanderschaltung einer reinen Streckung und einer reinen Drehung oder in die Hin-
tereinanderschaltung einer reinen Drehung und einer reinen Streckung, so lassen sich
mit Hilfe der Teilabbildungen eine Reihe verschiedener Verzerrungsmaße definieren,
wie sie zum Beispiel in [13] angegeben sind.

Ordnet man die sechs verschiedenen Elemente von GN in der 6 × 1-Matrix

εN := (GN,11, GN,22, GN,33, 2GN,12, 2GN,23, 2GN,31)
T (3.8)

an, so kann man die sogenannte Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehung (3.7) in der
Matrixdarstellung

εN = L(U )U mit L(U ) = LL +
1

2
LN(U )
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angeben. Die Matrizen LL und LN(U ) sind auf U angewendete Differenzialoperatoren:

LL :=











∂1 0 0
0 ∂2 0
0 0 ∂3

∂2 ∂1 0
0 ∂3 ∂2

∂3 0 ∂1











, (3.9)

LN(U ) :=











∂1U1∂1 ∂1U2∂1 ∂1U3∂1

∂2U1∂2 ∂2U2∂2 ∂2U3∂2

∂3U1∂3 ∂3U2∂3 ∂3U3∂3

∂1U1∂2 + ∂2U1∂1 ∂1U2∂2 + ∂2U2∂1 ∂1U3∂2 + ∂2U3∂1

∂2U1∂3 + ∂3U1∂2 ∂2U2∂3 + ∂3U2∂2 ∂2U3∂3 + ∂3U3∂2

∂3U1∂1 + ∂1U1∂3 ∂3U2∂1 + ∂1U2∂3 ∂3U3∂1 + ∂1U3∂3











.(3.10)

Die Matrix LL enthält nur partielle Ableitungen ∂i = ∂/∂Ri. In LN(U ) sind Produkte
von ∂iUj = ∂Uj/∂Ri und ∂i (i, j = 1, 2, 3) zusammengefasst.

Der Greensche Verzerrungstensor GN wird häufig zur Beschreibung von großen (
”
fini-

ten“) elastischen Deformationen verwendet. In vielen Fällen kann der Verschiebungs-
gradient (3.5) aber als klein vorausgesetzt werden, das heißt, es gilt

∣
∣
∣
∣

∂Ui

∂Rj

∣
∣
∣
∣
≪ 1 , i, j = 1, 2, 3 . (3.11)

Unter dieser Annahme können Produkte der Verschiebungsableitungen vernachlässigt
werden. Bei technisch relevanten Bauteilen aus metallischen Werkstoffen werden Wer-
te in der Größenordnung von 10−2 kaum überschritten [13]. Bei der Verwendung der
Annahme (3.11) zur Herleitung linearer Näherungen für die bisher angegebenen Glei-
chungen spricht man von kinematischer oder geometrischer Linearisierung.

Der Greensche Verzerrungstensor (3.7) vereinfacht sich damit zu

G :=
1

2

(
FV + F T

V

)
, (3.12)

bzw. in der Matrizendarstellung der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehung zu

ε = LLU , (3.13)

wobei in ε die sechs verschiedenen Elemente des (linearisierten) Greenschen Verzer-
rungstensors G zusammengefasst werden, also

ε := (G11, G22, G33, 2G12, 2G23, 2G31)
T . (3.14)

3.3 Spannungszustand

Wird ein Körper belastet, so kommt es zu Deformationen. Die wirkende Belastung
kann aus Volumenkräften und Flächenkräften resultieren. Ein wichtiges Beispiel für ei-
ne Volumenkraft ist die Schwerkraft. Die aerodynamischen Kräfte an einem Flugkörper
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3.3 Spannungszustand

P (t)

P (t)

Volumenelement dV in aktueller Konfiguration

a) b)

Abbildung 3.2: a) infinitesimales Volumenelement dV am Punkt P (t), dessen Kan-
ten parallel zu den Koordinatenachsen des Bezugssystems sind (zur Beschreibung des
Cauchyschen Spannungstensors). b) schiefwinkliges, infinitesimales Volumenelement
dV am Punkt P (t) (zur Beschreibung der Piolaschen Spannungstensoren).

stellen zum Beispiel Flächenkräfte dar. Neben den Volumen- und Flächenkräften gibt es
außerdem als idealisierte Grenzfälle noch Einzelkräfte, die an einem einzelnen Punkt an-
greifen und Linienkräfte, die linienmäßig verteilt wirken. Aus den angreifenden äußeren
Kräften resultieren im Körper innere Kräfte. Bei den inneren Kräften handelt es sich
um Flächenkräfte oder Spannungen.

Die gebräuchlichsten Möglichkeiten zur Beschreibung des Spannungszustands ist die
Darstellung der inneren Kräfte durch den Cauchyschen Spannungstensor und durch
die Piolaschen Spannungstensoren. Die Elemente des Cauchyschen Spannungstensors
sind Komponenten von Spannungsvektoren an den Oberflächen eines kartesischen Volu-
menelements in der aktuellen Konfiguration. Die Elemente der Piolaschen Spannungs-
tensoren repräsentieren Spannungen an einem schiefwinkligen Volumenelement in der
aktuellen Konfiguration, die auf Flächen des in der Referenzkonfiguration zugeordne-
ten, kartesischen Volumenelements bezogen sind. Abbildung 3.2 verdeutlicht den Un-
terschied beider Spannungstensoren. Die Piolaschen Spannungstensoren vereinfachen
die Formulierung der Materialgleichungen, wenn man den Verzerrungszustand durch
den Greenschen Verzerrungstensor erfasst.

Die inneren Kräfte erhält man als Schnittkräfte, die beim Aufschneiden eines Kontinu-
ums an den orientierten Schnittflächen ∆A mit Normalenvektor n freigelegt werden.
Es wird angenommen, dass von den Schnittflächen nur Kräfte und keine Momente
übertragen werden. Die Berücksichtigung von Momenten kann durch Momentenspan-
nungen innerhalb der Cosserat-Theorie erfolgen, worauf hier nicht eingegangen werden
soll. Dazu siehe zum Beispiel [12]. Das Oberflächenelement ∆A gehöre zu einem Volu-
menelement ∆V , das durch Herausschneiden aus einem Kontinuum gewonnen wurde.
An den beiden Schnittufern aller Oberflächenelemente von ∆V müssen die jeweils von
dem einen auf den anderen Teil ausgeübten inneren Kräfte bzw. die inneren Span-
nungen angebracht werden. Da sich die inneren Kräfte auf ∆A beim Einfügen von
∆V in das Kontinuum wieder aufheben müssen, müssen die an beiden Schnittufern
auftretenden Kräfte – und da die Flächen übereinstimmen auch die Spannungen –
entgegengesetzt gleich sein. Die Gesamtheit der an einem Punkt P wirksamen inne-
ren Kräfte (Spannungen) kann angegeben werden, wenn man drei Spannungsvektoren
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Kapitel 3 Dynamik elastischer Körper

kennt, die drei Flächenelementen in P zugeordnet sind. Die neun Koordinaten dieser
Spannungsvektoren bilden die Elemente eines Tensors, des Spannungstensors.

3.3.1 Cauchyscher Spannungstensor

Schneidet man aus der aktuellen Konfiguration eines Kontinuums ein infinitesimales,
kartesisches Volumenelement dV heraus, so sind die Kantenvektoren von dV am Punkt
P (t) parallel zu den Basisvektoren des kartesischen Bezugssystems. In der Referenz-
konfiguration sind ihnen Kantenvektoren eines schiefwinkligen Volumenelements dV0

am Punkt P (t0) zugeordnet. Den Cauchyschen Spannungstensor zur Beschreibung des
Spannungszustands am Ort r erhält man bei der Angabe der Gleichgewichtsbedingun-
gen für die an einem solchen Volumenelement dV angreifenden Kräfte.

Die Oberflächenkräfte auf die drei Seitenflächen können mit Hilfe von Spannungsvek-
toren

τi = τi(r) ∈ IR3 , i = 1, 2, 3 (3.15)

angegeben werden. Die inneren Kräfte werden durch die neun Größen, die Spannungen
τij (i, j = 1, 2, 3) erfasst. Sie bilden die Elemente des Cauchyschen Spannungstensors

τC = τC(r) =





τ T
1

τ T
2

τ T
3



 (3.16)

und es gilt τ T
C = τC .

Bemerkung 3.3
Die Projektionen der Spannungsvektoren τi (i = 1, 2, 3) auf die Normalenvektoren der
zugeordneten Flächen heißen Normalspannungen und sind die Hauptdiagonalelemente
von τC, die in der zugeordneten Fläche liegenden Spannungen heißen Schubspannun-
gen.

3.3.2 Piolasche Spannungstensoren

Der Cauchysche Spannungstensor wurde aus den Gleichgewichtsbedingungen an einem
kartesischen Volumenelement dV in der aktuellen Konfiguration gewonnen. Man kann
aber auch von einem schiefwinkligen Volumenelement dV ausgehen. Damit erhält man
die Piolaschen Spannungstensoren. Ihre Elemente sind Spannungen, die nicht auf die
Begrenzungsflächen von dV sondern auf die Oberflächen des zugeordneten Volumen-
elements dV0 in der Referenzkonfiguration bezogen sind.

Im Gegensatz zum Cauchyschen Spannungstensor werden die Spannungsvektoren in
der Basis des Bezugsystems dargestellt, also

Σi = Σi(R) ∈ IR3 , i = 1, 2, 3 . (3.17)
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3.3 Spannungszustand

Die neun Spannungen Σij bilden wie die τij (i, j = 1, . . . , 3) die Elemente eines Tensors,
des ersten Piolaschen Spannungstensors oder Lagrangeschen Spannungstensors

Σ = Σ(R) =





ΣT
1

ΣT
2

ΣT
3



 . (3.18)

Im Unterschied zu den τij sind die Spannungen Σij nicht symmetrisch. Stellt man die
Spannungsvektoren Σi in dem lokalen, schiefwinkligen Koordinatensystem am Punkt
P (t) dar (vgl. Abschnitt 3.2), so erhält man auch hier symmetrische Spannungskom-
ponenten, die Elemente des zweiten Piolaschen Spannungstensors oder Kirchhoffschen
Spannungstensors

S = S(R) . (3.19)

Die Transformation zwischen den beiden Tensoren Σ und S ist durch den Deformati-
onsgradienten (3.4) gegeben, der die Tranformation zwischen der orthogonalen Basis
des Bezugsystems und der schiefwinkligen Basis beschreibt. Damit ergibt sich

Σ = SF T
D (3.20)

und es gilt S(R, t) = ST (R, t). Der Nachweis der Symmetrie erfolgt über die Drehim-
pulsbilanz bzw. das Momentengleichgewicht [12, 222].

Bemerkung 3.4
Die Maßzahlen Sij der Spannungsvektoren Σi in der schiefwinkligen Basis sind sym-
metrisch. Dies bedeutet aber nicht, dass auch die Maßzahlen Σij in der Basis des Be-
zugsystems symmetrisch sind. Die neun Maßzahlen Σij genügen aber drei Bedingungs-
gleichungen, die sich aus der Symmetrie von S und (3.20) ergeben (siehe [222]).

In Analogie zu (3.14) fasst man die sechs verschiedenen Komponenten Sij in der 6× 1-
Matrix

σ := (S11, S22, S33, S12, S23, S31)
T (3.21)

zusammen.

3.3.3 Transformationsgleichungen

Der Spannungszustand mit den Piolaschen Spannungstensoren wird in Abhängigkeit
der materiellen Koordinaten R angegeben, also Σ = Σ(R) bzw. S = S(R), während
der gleiche Spannungszustand mit dem Cauchyschen Spannungstensor τ = τ (r) in
Abhängigkeit der lokalen Koordinaten r beschrieben wird. Der Übergang von einer
Darstellung zur anderen wird durch Transformationsgleichungen beschrieben [222]:

Erster Piolascher Spannungstensor: Σ = SF T
D = ∆ · F−1

D τ ,

Zweiter Piolascher Spannungstensor: S = ST = Σ
(
F−1

D

)T
= ∆ · F−1

D τ
(
F−1

D

)T
,

Cauchyscher Spannungstensor: τ = τ T =
1

∆
FDΣ =

1

∆
FDSF

T
D ,
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mit ∆ := det(FD). Für weitere alternative Darstellungen des Spannungszustands in
einem Kontinuum sei auf [12] verwiesen.

Bemerkung 3.5
Vernachlässigt man in (3.6) die in der linearen Elastizitätstheorie als klein vorausge-
setzten Verschiebungsableitungen (3.11), so gilt FD ≈ E und damit ∆ := det(FD) = 1.
Für die Spannungstensoren ergibt sich dann

τ = Σ = S . (3.22)

3.4 Materialgesetz

Spannungs- und Verzerrungszustand sind nicht unabhängig, sondern durch das Mate-
rialgesetz miteinander verknüpft. Solche Gesetze hängen vom Werkstoff ab, aus dem
der Körper besteht und müssen experimentell ermittelt werden (zum Beispiel durch
geeignete Zugversuche). Hier soll rein elastisches Verhalten vorausgesetzt werden. Das
bedeutet, dass der Spannungszustand σ zeitinvariant ist und eindeutig durch den De-
formationsgradienten FD festgelegt ist, das heißt, es gilt

σ = σ(FD). (3.23)

Insbesondere gibt es nach einer vollständigen Entlastung keine bleibenden Verzerrun-
gen. Hängt der Spannungszustand von der Deformationsgeschichte ab, so spricht man
von plastischer Verformung. Für plastische Verformungen sei zum Beispiel auf [229]
verwiesen. Ein Material, das sich an allen materiellen Punkten eines Körpers gleich
verhält, wird als homogen bezeichnet, andernfalls als inhomogen. Sind die elastischen
Eigenschaften überdies richtungsunabhängig, so spricht man von isotropen Materia-
lien, bei einer Richtungsabhängigkeit der Eigenschaften von anisotropen Materialien.
Anisotrope Eigenschaften liegen zum Beispiel bei faserverstärkten Materialien vor. Für
anisotropes Materialverhalten sei auf [13] verwiesen.

Wenn die Verzerrungen hinreichend klein sind, kann das Materialgesetz linearisiert
werden. Der Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Verzerrungen wird
dann durch ein lineares Materialgesetz, das Hookesche Gesetz, beschrieben.

Das Hookesche Gesetz lässt sich hauptsächlich bei Metallen anwenden, solange die Ver-
zerrungen klein sind. Kleinheit von Verzerrungen bedeutet aber nicht, dass auch die

Verschiebungsableitungen
∂Ui

∂Rj

(i, j = 1, 2, 3) klein sein müssen, das ist zum Beispiel

bei schnell rotierenden schlanken Körpern der Fall, bei denen geometrische Steifigkeiten
berücksichtigt werden müssen [222]. Oft kann von einem linearisierten Materialgesetz
ausgegangen werden, aber es müssen auch nichtlineare Terme des Verschiebungsten-
sors berücksichtigt werden, um die elastischen Deformationen hinreichend genau zu
modellieren.

Im Folgenden wird auf das Hookesche Gesetz bei elastischen, homogenen und isotropen
Materialen eingegangen.
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3.4 Materialgesetz

Für homogene, elastische und isotrope Stoffe liefert das Materialgesetz (3.23) sechs, im
Allgemeinen nichtlineare Gleichungen. Unter der Annahme kleiner Verzerrungen Gij

kann das Materialgesetz durch das Hookesche Gesetz

S = 2G

(

G+
ν

1 − 2ν
(spur G)E3

)

(3.24)

approximiert werden. Man kann anstelle von (3.24) auch

σ = Hε (3.25)

schreiben, mit σ aus (3.21), ε aus (3.14) und der symmetrischen Material - oder Ela-
stizitätsmatrix H ∈ IR6×6:

H =
E

(1 + ν)(1 − 2ν)












1 − ν ν ν
ν 1 − ν ν O

ν ν 1 − ν

1
2
(1 − 2ν) 0 0

O 0 1
2
(1 − 2ν) 0

0 0 1
2
(1 − 2ν)












.

In (3.24) und der Materialmatrix H aus (3.25) kommen insgesamt drei Materialpa-
rameter vor, das Schubmodul G, das Elastizitätsmodul E und die Querdehnungs- oder
Poissonzahl ν. Aber nur zwei von ihnen sind unabhängig; sie genügen der Beziehung

E = 2G(1 + ν) bzw. G =
E

2(1 + ν)
.

Bemerkung 3.6
In der Literatur ist das Hookesche Gesetz auch mit den Laméschen Konstanten Λ und
µ zu finden. Es gelten die Beziehungen [13, 36]

E =
µ(3Λ + 1µ)

Λ + µ
, ν =

Λ

2(Λ + µ)
,

Λ =
νE

(1 + ν)(1 − 2ν)
, µ = G =

E

2(1 + ν)
.

Für die bei Ingenieren gebräuchlichen Konstanten E und ν gelten die Einschränkungen

E > 0 , −1 < ν <
1

2
.

Für diese Werte ist H eine symmetrisch positiv definite Matrix [13]. Materialien mit
ν < 0 sind nicht bekannt [12].

Bemerkung 3.7
Treten geometrische Steifigkeiten auf, das heißt, gilt die Annahme kleiner Verschie-
bungsableitungen nicht mehr, so wird der Verzerrungstensor G durch GN aus (3.7)
ersetzt. Im Hookeschen Gesetz (3.25) tritt dann εN aus (3.8) an die Stelle von ε.
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Bemerkung 3.8
In belasteten Strukturern wirken Vorspannungen σ0, die den Lasten das Gleichge-
wicht halten. Eine weitere Modifikation ergibt sich, wenn thermische Verzerrungen εT

berücksichtigt werden müssen. Bei der Erwärmung des Materials von einer Referenz-
temperatur T̂0 auf eine Temperatur T̂ gilt mit der Wärmeausdehnungsmatrix αT

εT = αT

(

T̂ − T̂0

)

Damit lauten die an der Stelle σ0 6= 0 und T̂ 6= T̂0 linearisierten Materialgleichungen
[222, 267]

σ = σ0 +H
(

ε− εT

)

.

3.5 Bewegungsgleichungen

Wird den Punkten des Kontinuums K eine Masse zugeordnet, lassen sich die Bilanzglei-
chungen für Impuls und Drehimpuls formulieren. Letztere liefern, wie die Bedingungen
für das Momentengleichgewicht, die Symmetrie des Spannungstensors S, während die
Bilanzgleichungen für den Impuls auf drei partielle Differentialgleichungen für die Be-
wegungen der Punkte P des Kontinuums führen.

Der Impuls eines materiellen Punkts P bezüglich des Ursprungs des Bezugssystems in
materieller Darstellung ist gegeben durch

∂r(R, t)

∂t
ρ0(R)dV0 , (3.26)

mit der materiellen Massendichte ρ0 des Körpers K in der Referenzkonfiguration aus
Abbildung 3.1 und dem infinitesimalen Volumenelement in der Referenzkonfiguration
dV0. Der Index 0 soll dabei den Bezug zur Referenzkonfiguration kennzeichnen. Ein
Grundgesetz der klassischen Mechanik besagt, dass es ein Inertialsystem gibt, in dem
die zeitliche Ableitung des Impulses eines materiellen Punkts P mit der Resultierenden
der am infinitesimalen Volumenelement dV wirksamen Volumen- und Flächenkräften
übereinstimmt.

Ein infinitesimales Flächenelement in der Referenzkonfiguration sei

dAn0 = n0 dA0 ,

mit dem Flächeninhalt dA0 und dem normierten Normalenvektor n0. Bezieht man die
Spannungen auf das dem Flächenelement dAn am Ort r in der Referenzkonfiguration
zugeordnete Flächenelement dAn0 am Punkt R, so gilt mit dem ersten Piolaschen
Spannungstensor Σ

p0 = ΣTn0 .

Betrachtet man zunächst die i-te Komponente p0i der Oberflächenkraft p0 (Spannung),
so gilt mit den Komponenten Σki des Spannungstensors und n0k des Normalenvektors
(i, k = 1, . . . , 3), sowie dem Gaußschen Integralsatz

∫

∂V0

p0i dA0 =

∫

∂V0

3∑

k=1

Σkin0k dA0 =

∫

V0

∂Σ1i

∂R1

+
∂Σ2i

∂R2

+
∂Σ3i

∂R3

dV0 .
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3.6 Rand- und Anfangsbedingungen

Definiert man

Div Σ :=











∂Σ11

∂R1

+
∂Σ21

∂R2

+
∂Σ31

∂R3

∂Σ12

∂R1

+
∂Σ22

∂R2

+
∂Σ32

∂R3

∂Σ13

∂R1

+
∂Σ23

∂R2

+
∂Σ33

∂R3











und bezeichne k0 die materielle Volumenkraftdichte, also die äußere Volumenkraft auf
das Volumen dV am Punkt P (t), bezogen auf das zugeordnete Volumen dV0 in der
Referenzkonfiguration, so folgt mit dem Impulssatz

∫

V0

ρ0r̈ − (k0 + Div Σ) dV0 = 0

bzw.
ρ0(R) r̈(R, t) = k0(R, t) + Div Σ . (3.27)

Die Großschreibung von
”
Div“ soll erkenntlich machen, dass die Divergenz bezüglich

der materiellen Koordinaten R und nicht in den räumlichen Koordinaten r zu bilden
ist.

Die drei Gleichungen in (3.27) sind die Cauchyschen Bewegungsgleichungen in mate-
rieller oder Lagrangescher Darstellung und beschreiben die Bewegung der Punkte im
Inneren des Kontinuums K.

Oft verwendet man zur Beschreibung der Bewegungen des Kontinuums anstelle der
Vektoren r(R, t) die in (3.3) definierten Verschiebungsvektoren U (R, t). Identifiziert
man das Bezugssystem in Abbildung 3.1 als Inertialsystem, so folgt für die Beschleu-
nigungen

r̈(R, t) = Ü (R, t) .

Die Spannungen sind über ein Materialgesetz mit den Verzerrungen verknüpft – im
linearen Fall über das Hookesche Gesetz (3.24). Da das Hooksche Gesetz mit dem
zweiten Piolaschen Spannungstensor S formuliert ist, ist es sinnvoll, die Bewegungs-
gleichungen durch den Zusammenhang (3.20) ebenfalls mit S auszudrücken. Damit
gehen die Cauchyschen Bewegungsgleichungen (3.27) über in

ρ0(R) Ü (R, t) = k0(R, t) + Div
(
SF T

D

)
. (3.28)

Wie oben erwähnt, besagen die Bilanzgleichungen für den Drehimpuls, dass der Span-
nungstensor S auch bei bewegten Körpern symmetrisch ist, es ergeben sich also keine
neuen Bewegungsgleichungen.

3.6 Rand- und Anfangsbedingungen

Auf der Oberfläche von K, dem Rand des Kontinuums, sind entweder Kräfte oder Ver-
schiebungen vorgegeben. Zur Formulierung der Randbedingungen wird die Oberfläche
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Kontinuum K

Oberfläche Au (Dirichlet Rand):
Verschiebungen vorgegeben

Oberfläche Ap (Neumann Rand):
Kraftdichte (= 0 und 6= 0) vorgegeben

Abbildung 3.3: Klassifikation der Randbedingungen auf der Oberfläche eines Konti-
nuums

A von K in der aktuellen Konfiguration, wie in Abbildung 3.3 dargestellt, in die bei-
den Bereiche Au und Ap unterteilt. Auf Au, dem Dirichlet Rand, sind Verschiebungen
vorgegeben und auf dem Neumann Rand Ap die Kräfte, also Spannungen. Die Au und
Ap in der Referenzkonfiguration entsprechenden Oberflächen seien Au0 und Ap0.

Die auf Au vorgegebenen Bedingungen bezeichnet man als kinematische oder geome-
trische Randbedingungen, auch Dirichlet Randbedingungen genannt. Bei Vorgabe der
Verschiebungen lauten sie

U (R, t) = U (R, t) für R auf Au0, (3.29)

wo U (R, t) bekannte Funktionen sind. In vielen Fällen gilt U (R, t) ≡ 0 (homogene
Dirichlet Randbedingungen), wie zum Beispiel bei unnachgiebigen Lagern.

Auf Ap vorgegebene Bedingungen heißen kinetische, dynamische oder mechanische
Randbedingungen, auch Neumann Randbedingungen. Die auf ein Element dAn von
Ap wirkende, vorgegebene Kraft sei dP n. Sie wird dargestellt durch die Kraftdich-
te p0(R, t), die bezogen ist auf das dAn in der Referenzkonfiguration zugeordnete
Flächenelement dAn0, also

dP n(R, t) = p0(R, t) dA0

Damit kann man die auf Ap vorgegebenen Bedingungen schreiben in der Form

dPn(R, t) = dP n(R, t) für R auf Ap0. (3.30)

Die Neumann Randbedingungen (3.30) lassen sich durch die Gleichgewichtsbedingun-
gen zwischen den Spannungen Sij (i, j = 1, 2, 3) und den auf der Oberfläche Ap durch
die Kraftdichte p0 vorgegebenen Kräften ausdrücken:

FD(R, t)S(R, t)n0(R, t) = p0 für R auf Ap0. (3.31)

In (3.31) sind die kinetischen Randbedingungen durch den Piolaschen Spannungstensor
S ausgedrückt, wobei die Elemente Sij (i, j = 1, 2, 3) nach (3.24) mit den Verzerrungen

36



3.7 Zusammenfassung

Gij (i, j = 1, 2, 3) aus G verknüpft sind. Beispielsweise führen nachgiebige Lager zu
kinetischen Randbedingungen.

Außerdem gelten für die drei Komponenten der Verschiebungen U noch sechs zu einer
Anfangszeit t = t0 vorgegebene Anfangsbedingungen

U (R, t0) = U 0(R) , U̇ (R, t0) = U̇ 0(R) . (3.32)

3.7 Zusammenfassung

Der aktuelle Ort aller materiellen Punkte P des Kontinuums K ist durch die Ortsvek-
toren r(R, t) gegeben, wo R die Koordinaten von P in der Referenzkonfiguration zum
Zeitpunkt t0 sind. Im Allgemeinen verwendet man zur Beschreibung der Bewegungen
des Kontinuums die Verschiebungskoordinaten (3.3)

U (R, t) = r(R, t) −R .

Gibt man Vektoren und Tensoren in einem Inertialsystem an, gilt für die Beschleuni-
gungen der Punkte P r̈(R, t) = Ü (R, t).

Unter der Annahme kleiner Verschiebungsgradienten, also

∣
∣
∣
∣

∂Ui

∂Rj

∣
∣
∣
∣
≪ 1 , i, j = 1, 2, 3

erhält man mit dem Verschiebungsgradienten FV aus (3.5) den (linearisierten) Green-
schen Verzerrungstensor (3.12)

G =
1

2

(
FV + F T

V

)
,

mit G = GT . Fasst man die sechs verschiedenen Komponenten von G zu einem Vektor

ε = (G11, G22, G33, 2G12, 2G23, 2G31)
T

zusammen, so lässt sich die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehung wie in Gleichung
(3.14) als

ε = LLU

schreiben, wobei LL der auf U angewandte Differentialoperator aus (3.9) ist.

Die Spannungen werden mit dem zweiten Piolaschen Spannungstensor S = ST erfasst,
wobei die sechs verschiedenen Spannungskoordinaten zu dem Vektor

σ = (S11, S22, S33, S12, S23, S31)
T

zusammengefasst werden.

37



Kapitel 3 Dynamik elastischer Körper

Der Greensche Verzerrungstensor G = GT ist mit dem zweiten Piolaschen Spannungs-
tensor S = ST in Materialgesetzen verknüpft. Bei kleinen Verzerrungen wird ein linea-
res Materialgesetz (Hookesches Gesetz) zugrunde gelegt, beschrieben durch die Glei-
chung (3.25)

σ = Hε ,

mit der Material- oder Elastizitätsmatrix H aus Abschnitt 3.4. Die Verschiebungen U
genügen den Cauchyschen Bewegungsgleichungen (3.28)

ρ0(R) Ü (R, t) = k0(R, t) + Div
(
SF T

D

)
.

Die Größen ρ0(R) und k0(R, t) sind die Massen- und Volumenkraftdichten, die Span-
nungen S genügen dem Hookeschen Gesetz und FD ist der Deformationsgradient aus
(3.4).

Mit den Bewegungsgleichungen, zusammen mit den Beziehungen zwischen den Ele-
menten des Verzerrungstensors G und den Verschiebungsableitungen ∂U/∂R, so-
wie mit den Materialgleichungen, also den Beziehungen zwischen den Elementen des
Spannungs- und des Verzerrungstensors (Hooksche Gesetz), liefert die lineare Elasti-
zitätstheorie insgesamt 15 Gleichungen für 15 unbekannte Koordinaten:

• die Verschiebungskoordinaten U ,

• die Verzerrungskoordinaten aus G = GT , zusammengefasst in ε,

• die Spannungskoordinaten aus S = ST , zusammengefasst in σ.

Die Lösungen dieser partiellen Differentialgleichungen müssen Randbedingungen ge-
nügen, welche in kinematische (Dirichlet Randbedingungen) und kinetische (Neumann
Randbedingungen) eingeteilt werden. Auf dem Dirichlet Rand des Kontinuums K sind
die Verschiebungen vorgegeben, beschrieben durch (3.29)

U (R, t) = U (R, t) für R auf Au0.

Die Neumann Randbedingungen lassen sich durch die Gleichgewichtsbedingungen zwi-
schen den Spannungen S und den auf dem Neumann Rand Ap durch die Kraftdichte
p0 vorgegebenen Kräften mit (3.31)

FD(R, t)S(R, t)n0(R, t) = p0 für R auf Ap0

ausdrücken. Dabei ist n0 die Normale eines infinitesimalen Flächenelements dAn0 auf
Ap in der Referenzkonfiguration, also auf Ap0 und FD der Deformationsgradient (3.4).

Außerdem gelten für die Verschiebungen noch die sechs zu einer Anfangszeit t = t0
vorgegebenen Anfangsbedingungen (3.32)

U (R, t0) = U 0(R) , U̇ (R, t0) = U̇ 0(R) .

Mit (3.29), (3.31) und (3.32) wird eine Lösung der Gleichungen (3.28), (3.14) und (3.25)
eindeutig festgelegt.
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Kapitel 4

Finite-Elemente-Methode

Finite-Elemente-Modelle werden zur Analyse der Verformungen und Spannungen von
Bauteilen verwendet, wenn deren geometrische Form, Materialgesetz und Lagerung
mit den einfachen Modellvorstellungen der Kontinua mit inneren Bindungen nicht in
der wünschenswerten Genauigkeit darstellbar sind. Ein sehr wichtiger Anwendungs-
bereich für Finite-Elemente-Berechnungen ist die lineare Behandlung von Festkörpern
und Strukturen. Der Standardansatz bei Finite-Elemente-Lösungen für Festkörper ist
die Verschiebungsansatz.

Die Finite-Elemente-Methode ist eine rechnerorientierte Form des Ritzschen Verfah-
rens zur Angabe einer Näherungslösung der Bewegungsgleichungen kontinuierlicher
Systeme. Die allgemeine Formulierung der verschiebungsbezogenen Finite-Elemente-
Methode beruht auf der Verwendung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen, das
dem Galerkin-Verfahren und ebenso dem Ritzschen Verfahren zur Minimierung des
Gesamtpotentials des Systems äquivalent ist. Durch Anwenden des Ritzschen Verfah-
rens werden die partiellen Bewegungsgleichungen eines Kontinuums (3.28) nach Wahl
geeigneter Ansatzfunktionen durch gewöhnliche Differentialgleichungen approximiert.

Die Finite-Elemente-Methode basiert auf einer physikalischen Diskretisierung. Das
Kontinuum wird in geeignete Teilkörper, den finiten Elementen, zerlegt. Sie werden
so gewählt, dass ihre Verformungen und die zugehörigen inneren Kräfte mit Hilfe loka-
ler Ritz-Ansätze gut erfasst werden können. Ein mit finiten Elementen diskretisierter
Körper wird als Finite-Elemente-Struktur bezeichnet. Das einzelne finite Element ist
ein nach den Modellvorstellungen der Kontinuumsmechanik deformierbarer Körper.
Eine Vielzahl von Elementen erlauben die Analyse komplexer, flexibler Strukturen mit
Gelenken oder Reib- und Stellelementen. Einen Überblick findet man beispielsweise in
[11].

Der Aufbau der Systemgleichungen der gesamten Struktur aus den Elementgleichun-
gen ergibt sich durch einfache Matrizenoperationen. Zur einfachen Formulierung der
Bedingungen für den Zusammenhalt der Struktur wählt man für die unbekannten Va-
riablen in den lokalen Ansätzen sogenannte Knotenvariablen, das heißt Verschiebungen
und Verschiebungsableitungen der auf dem Rand oder im Inneren der Elemente liegen-
den Knoten. Mit Stetigkeitsforderungen an den Rändern der Elemente erhält man
Näherungen für die Verformung und inneren Kräfte des gesamten Kontinuums.

Das Finite-Elemente-Verfahren garantiert die Konvergenz der Näherung gegen die wah-
re Lösung bei Verfeinerung des Netzes der Elemente [11, 36]. Standardwerke zur Finite-
Elemente-Methode sind unter anderem [11, 36, 39, 136, 221, 267].
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4.1 Variationsformulierung

In Kapitel 3 wurden die Bewegungsgleichungen eines elastischen Körpers K hergelei-
tet. Das Kontinuum K lässt sich als Abschluss einer beschränkten, offenen Menge K0

auffassen und es gilt K := K0 = K0 ∪ ∂K. Der Rand ∂K := K − K0 = Au0 ∪ Ap0 mit
Au0 ∩ Ap0 = ∅ wird als genügend glatt vorausgesetzt. Die Bewegungsgleichungen in
starker Form lauten

ρ0(R) Ü(R, t) = k0(R, t) + Div
(
SF T

D

)
, R ∈ K0 , (4.1)

U (R, t) = U (R, t) , R ∈ Au0 , (4.2)

FD(R, t)S(R, t)n0(R, t) = p0 , R ∈ Ap0 . (4.3)

Finite-Elemente-Methoden, die einen Ansatz für diese Gleichungen liefern, bezeichnet
man als Deformationsmethoden oder Verschiebungsmethoden. Man kann die Aussa-
gen der Elastizitätstheorie aber auch in Gleichungen zusammenfassen, in denen nur
Spannungen vorkommen. Diese werden als Kraftmethoden bezeichnet.

Um die schwache Form der Bewegungsgleichungen herzuleiten, werden zunächst die
zugrundeliegenden Funktionenräume eingeführt. Es sei

V :=
{

V ∈ H1(K0)3 : V
∣
∣
Au0

= 0
}

,

H1(K0)3 =
{

V : Vi ∈ H1(K0) , i = 1, 2, 3
}

.

Der Sobolevraum H1 ist eine Teilmenge des Funktionenraums L2(K
0) – der Raum

über K0 quadriert Lebesgues-integrierbaren Funktionen. Eine Funktion V ∈ L2(K
0)

ist Element in H1(K0), falls die partiellen Ableitungen
∂V

∂Ri

(i = 1, 2, 3) im schwachen

Sinn existieren und ebenfalls in L2(K
0) sind. Das Skalarprodukt

(U ,V )H1(K0)3 :=
3∑

i=1

(Ui, Vi)H1(K0) ,

(Ui, Vi)H1(K0) := (Ui, Vi)L2(K0) +
3∑

j=1

(
∂Ui

∂Rj

,
∂Vi

∂Rj

)

L2(K0)

,

(Ui, Vi)L2(K0) :=

∫

K0

Ui(R)Vi(R) dV

macht H1(K0)3 zu einem Hilbertraum mit der Norm ‖V ‖H1(K0)3 =
√

(V ,V )H1(K0)3 .

Für die schwache Form betrachtet man genügend glatte Testfunktionen V ∈ V. Wendet
man die Testfunktionen V auf (4.1) an und integriert über K, so folgt die schwache
Form der Bewegungsgleichung

∫

K
V T ρ0 Ü dV0 =

∫

K
V TDiv

(
SF T

D

)
dV0 +

∫

K
V Tk0 dV0 .
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Die Transformation zwischen dem ersten und zweiten Piolaschen Spannungstensor ist
gegeben durch (vgl. (3.20) und (3.18))

SF T
D = Σ =





ΣT
1

ΣT
2

ΣT
3



 .

Definiert man das Vektorfeld Ṽi := ViΣi (i = 1, 2, 3) so erhält man für die Divergenz

divṼi =
∂Vi

∂R1

Σi1 + Vi

∂Σi1

∂R1

+
∂Vi

∂R2

Σi2 + Vi

∂Σi2

∂R2

+
∂Vi

∂R3

Σi3 + Vi

∂Σi3

∂R3

= (∇Vi)
T Σi + Vi

(
∂Σi1

∂R1

+
∂Σi2

∂R2

+
∂Σi3

∂R3

)

.

Mit dem Gaußschen Integralsatz folgt damit

∫

K
divṼi dV0 =

∫

K
(∇Vi)

T Σi + Vi

(
∂Σi1

∂R1

+
∂Σi2

∂R2

+
∂Σi3

∂R3

)

dV0 =

∫

∂K
ViΣ

T
i n0 dAp0 .

Damit gilt

∫

K
V TDiv

(
SF T

D

)
dV0 =

∫

K

3∑

i=1

Vi

(
∂Σi1

∂R1

+
∂Σi2

∂R2

+
∂Σi3

∂R3

)

dV0

= −

∫

K

3∑

i=1

(∇Vi)
T Σi +

∫

∂K

3∑

i=1

ViΣ
T
i n0 dAp0

= −

∫

K
spur

(
ΣT∇V

)
dV0 +

∫

∂K
V TΣTn0 dAp0 .

Setzt man noch die Randbedingung (4.3) ein, so erhält man schließlich die Bewegungs-
gleichung in schwacher Form in der Darstellung

∫

K
V T ρ0 Ü dV0 = −

∫

K
spur

(
ΣT∇V

)
dV0 +

∫

K
V Tk0 dV0 +

∫

Ap0

V Tp0 dAp0 . (4.4)

Interpretiert man die Testfunktionen V als mit den geometrischen Randbedingun-
gen verträgliche virtuelle Verschiebungen δU , so stellt (4.4) das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen (oder Arbeiten) aus der Variationsformulierung dar, bei der das Ge-
samtpotential des Systems betrachtet wird [11, 159].

In der linearen Elastizitätstheorie werden die als klein vorausgesetzten Verschiebungs-
ableitungen (3.11) vernachlässigt. Mit Bemerkung 3.5 sind die verschiedenen Span-
nungstensoren äquivalent und es gilt detFD = 1. Der Deformationsgradient FD be-
schreibt die Transformation zwischen aktueller Konfiguration und Referenzkonfigura-
tion, die Funktionaldeterminante detFD vermittelt demnach die Transformation zwi-
schen den Volumenelementen dV und dV0. Mit detFD = 1 folgt damit für Volumenele-
mente, sowie für die Massen- und Volumenkraftdichte dV = dV0, ρ = ρ0 und k = k0.
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Kapitel 4 Finite-Elemente-Methode

Im Folgenden wird die lineare Elastizitätstheorie zugrunde gelegt und der Index 0, der
die Referenzkonfiguration kennzeichnet, weggelassen.

Nutzt man die Symmetrie des zweiten Piolaschen Spannungstensors S, ergibt sich mit
dem Hookschen Gesetz (3.25) und den Bezeichnungen aus (3.12), (3.14) und (3.21)

spur (S∇V ) = ε(V )Tσ = ε(V )THε(U ) .

Damit ergibt sich in der linearen Elastizitätstheorie die Bewegungsgleichung in schwa-
cher Form zu

∫

K
V T ρ Ü dV = −

∫

K
ε(V )THε(U ) dV +

∫

K
V Tk dV +

∫

Ap

V Tp dAp , (4.5)

wobei U den geometrischen Randbedingungen (4.2) und den Anfangsbedingungen
U (R, t0) = U 0(R), U̇ (R, t0) = U̇ 0(R) aus (3.32) genügen muss.

Bemerkung 4.1
Es genügt U ∈ V, also homogene Dirichlet Randbedingungen U (R, t) ≡ 0, zu be-

trachten. Bei inhomogenen Randbedingungen U (R, t) 6= 0 setzt man U = W + Wr

mit W ∈ V und einer gegebenen Funktion Wr ∈ H1(K0)3, die den Randbedingungen
Wr(R, t) = U (R, t) für R ∈ Au0 genügt. In (4.5) wird U durch W ersetzt und die
rechte Seite ist um folgenden Ausdruck zu erweitern:

−

∫

K
ε(V )THε(Wr) dV −

∫

K
V T ρ Ẅr dV .

4.2 Semidiskretisierung

Für die numerische Lösung wird der Testfunktionenraum V auf einen endlich dimen-
sionalen Teilraum eingeschränkt:

Vh :=
{

Vh ∈ H1(K0)3 : Vh

∣
∣
Au0

= 0
}

. (4.6)

Der Index h weist darauf hin, dass eine Finite-Elemente-Diskretisierung betrachtet
wird. Die Finite-Elemente-Formulierung des Problems lautet dann:

Finde Uh ∈ Vh, so dass

∫

K
V T

h ρ Üh dV = −

∫

K
ε(Vh)

THε(Uh) dV +

∫

K
V T

h k dV +

∫

Ap

V T
h p dAp ∀Vh ∈ Vh .

Diese Formulierung ist nichts anderes als das Prinzip der virtuellen Verschiebungen, an-
gewendet mit den in Vh enthaltenen Funktionen. Das enspricht auch der Minimierung
der gesamten Energie (kinetische und potentielle Energie) im Raum der Ansatzfunk-
tionen [11, 227].
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Die Näherungslösung Uh kann als Linearkombination der Basisfunktionen von Vh ge-
schrieben werden, also

Uh(R, t) =

nq∑

i=1

ϕi(R)qi(t) = Φ(R)q(t) , nq = dimVh , (4.7)

mit unbekannten Koeffizienten qi(t) und linear unabhängigen Ansatzfunktionen ϕi.
Dieser Ansatz entspricht dem Ritzschen Verfahren [199]. Setzt man für die Testfunk-
tionen eine Linearkombination dieser Ansatzfunktionen an, so wird sich später zeigen,
dass sich bei der linearen Elastizitätstheorie ein lineares Differentialgleichungssystem
der Form

MF z̈F (t) +KF zF (t) = hL(t)

ergibt. Die sogenannte Massenmatrix MF und die Steifigkeitsmatrix KF sind symme-
trisch positiv definite Matrizen. Der Vektor hL stellt den Lastvektor dar, der von im
System wirkenden Kräften und inhomogenen Lösungsanteilen abhängt.

Bei der Finiten-Elemente-Methode werden die globalen Ansatzfunktionen Φ(R) durch
lokal begrenzte Ansätze für Teile des Kontinuums ersetzt. Sie werden mit geeigne-
ten Übergangsbedingungen zu einer Darstellung des gesamten Verschiebungsfeldes U
zusammengesetzt [11, 222].

Das Kontinuum K wird in eine endliche Zahl von Teilkörpern, den finiten Elementen
unterteilt, auf denen lokale Ansatzfunktionen gewählt werden. Damit sich ein sinn-
volles Finite-Elemente-Verfahren ergibt, soll die Näherungslösung Uh bei feiner wer-
dendem Finite-Elemente-Netz gegen die exakte Lösung konvergieren. Dazu müssen
die Elemente vollständig sein und die Elemente und das Netz müssen kompatibel sein
[11]. Vollständigkeit eines Elements bedeutet, dass die Verschiebungsfunktionen des
Elements in der Lage sein müssen, Starrkörperverschiebungen und konstante Verzer-
rungszustände wiederzugeben. Die Forderung nach Kompatibilität bedeutet, dass die
Verschiebungen innerhalb der Elemente und über die Elementränder hinweg stetig sein
müssen. Physikalisch gesehen stellt die Kompatibilität sicher, dass sich die Elemente
an den Nahtstellen weder überlappen noch auseinanderklaffen, wenn die Gruppierung
belastet wird [11, 136].

Da sich die lokalen Ansatzfunktionen nur über ein finites Element erstrecken, bleibt
noch die Frage zu klären, welche Bedingungen die Approximation durch Finite-
Elemente hinsichtilich der Stetigkeitsforderungen zwischen aneinandergrenzenden Ele-
menten erfüllen müssen. Dazu werden die zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix KF

erforderlichen Integrationen betrachtet. Damit sich ein sinnvolles Finite-Elemente-
Verfahren ergibt, ist es notwendig, dass die Ansatzfunktionen und ihre Ableitungen
bis zur (m− 1)ten Ordnung zwischen den Elementen stetig sind, wenn m die Ordnung
der höchsten Ableitung bezeichnet. Zur Berechnung der Verzerrungsmaße in der Stei-
figkeitsmatrix KF treten nur erste Ableitungen des Verschiebungsfeldes U auf. Das
heißt, die Ansatzfunktionen müssen einen stetigen Übergang zwischen den Elemen-
ten gewährleisten. Bei linearen finiten Elementen ist das der Fall und es gilt, dass die
Näherungslösung bei immer feiner werdender Zerlegung des Gebietes in finite Elemente
gegen die exakte Lösung konvergiert [11, 36, 227, 240, 268].
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Finites Element e

P (t)

P (t0)

Kontinuum K

Knoten

Knoten

Bezugssystem {O, e}

Element-System {Oe, ee}

Inertialsystem {OI , eI}

U

r

rP

rB

R
Re

x

Abbildung 4.1: Modellvorstellung
”
Finite-Elemente-Struktur“

Wie bereits erwähnt, erhält man Finite-Elemente-Systeme durch Aufteilung des Kon-
tinuums K in finite Elemente. Das Element e der Finite-Elemente-Struktur K aus
Abbildung 4.1 wird als dreidimensionales Kontinuum modelliert. Die Bewegung des
Elementes wird zunächst bezüglich eines Element-Koordinatensystems {Oe, ee} ange-
geben. In der Referenzkonfiguration von K (zum Zeitpunkt t0) sind die Punkte P des
Elements e durch den Vektor x im Element-Koordinatensystem gekennzeichnet. Die Be-
wegungen der Punkte des Elements e bezüglich {Oe, ee} werden durch den Vektor eU

in der Basis ee erfasst. Das Verschiebungsfeld eU (x, t) erfasst Starrkörperbewegungen
und Verzerrungen infinitesimaler Volumenelemente an den Punkten des Elements. Der
obere Index e zeigt an, dass sich die Größen auf das Element e beziehen.

Ort und Orientierung des Element-Koordinatensystems {Oe, ee} relativ zu einem Be-
zugssystem {O, e} zur Beschreibung der Bewegung der gesamten Struktur sind gegeben
durch den Vektor Re und die Drehmatrix Γe gemäß ee = Γee.

Der Ort aller Punkte P eines Elements e bezüglich des Bezugssystems {O, e} wird in
der Referenzkonfiguration und in der aktuellen Konfiguration durch die Vektoren R, r
und U beschrieben, mit

U (R, t) = ΓeT eU (x, t) wo x = Γe(R−Re) für R im Element e (4.8)

und für die Bewegung der Punkte P des Elements e bezüglich {O, e} gilt

r(R, t) = R+U (R, t) = Re + ΓeT (x + eU (x, t)) . (4.9)

Das Verschiebungsfeld eU (x, t) der Punkte des Elements e wird durch einen lokalen
Ritz-Ansatz

eU (x, t) =

ne
q∑

i=1

Φe
i (x)qe

i (t) = Φe(x)qe(t)

approximiert. Da nur ne
q Größen qe

i (t) (qe
i (t) sind Freiheitsgrade, Koeffizienten der An-

satzfunktionen) frei wählbar sind, gibt es auch nur an einer von ne
q abhängigen Zahl
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von Randpunkten – den Knoten – frei wählbare Verschiebungen und ggf. Verdrehungen
ze

i (t). Man sammelt sie in der Matrix der Element-Knotenkoordinaten ze(t) ∈ IRne
q .

Durch eine Transformationsmatrix P e ∈ IRne
q×ne

q kann ze(t) durch qe(t) ausgedrückt
werden:

ze(t) = P eqe(t) .

Mit qe(t) = P e−1
ze(t) und der Interpolations- oder Formmatrix

N e(x) = Φe(x)P e−1

, N e ∈ IR3×ne
q (4.10)

kann der Ritz-Ansatz für das Verschiebungsfeld eU (x, t) aller Punkte P eines Elements
e umgeschrieben werden in

eU (x, t) = Φe(x)qe(t) = N e(x)P eqe(t) = N e(x)P eP e−1

ze(t) = N e(x)ze(t) . (4.11)

Das Verschiebungsfeld des Elements e wird damit durch die Element-Knotenkoordi-
naten ze – also durch Verschiebungen und Verdrehungen auf dem Rand von e – und
durch die Interpolationsmatrix N e dargestellt, deren Elemente nur von den lokalen
Koordinaten x abhängen. Interpolationsmatrizen für die wichtigsten finiten Elemente
findet man in [11, 136, 267, 268].

Die Finite-Elemente-Struktur setzt sich aus einem Netz von nE Elementen zusammen,
die an nK Knoten miteinander verbunden sind. Die Bewegungen der Struktur werden
durch die Gesamtheit der Element-Knotenkoordinaten ze beschrieben. Mit den Bedin-
gungen für den Zusammenhalt der Struktur findet man nF voneinander unabhängige
Element-Knotenkoordinaten zur Beschreibung der Bewegung der ungelagerten Struk-
tur. Für eine Finite-Elemente-Struktur aus nE Elementen und nK Knoten definiert
man einen Vektor von Finite-Elemente-System-Koordinaten zF ∈ IRnF , wo die Kom-
ponenten zFi in der Basis e des Bezugssystems definierte Knotenkoordinaten sind. Bei
einer dreidimensionalen Struktur mit Balken und Plattenelementen setzt sich zum Bei-
spiel zF zusammen aus den Verschiebungen U k ∈ IR3 und den Winkeln ϑk ∈ IR3 der
k = 1, . . . , nK Knoten der Struktur, also sechs Koordinaten je Knoten k. Die Winkel ge-
ben die Orientierung eines am Knoten k festen Dreibeins ek bezüglich der Elementbasis
ee an. Mit den eingeführten Größen besitzt zF den Aufbau

zF =








...
(
U k

ϑk

)

...








.

Bei Verwendung anderer Elemente ist zF aus einer Untermenge von Knotenverschie-
bungen und -verdrehungen zusammengesetzt – bei der verschiebungsbezogenen Finite-
Elemente-Methode zum Beispiel nur aus den Verschiebungen U k.

Die Beziehung zwischen den Element-Knotenkoordinaten ze eines Elements e und den
Systemkoordinaten zF enthält die Bedingungen für den Zusammenhalt der Struktur
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und sie berücksichtigt die unterschiedliche Orientierung der Elemente bezüglich des
Bezugssystems {O, e}. Man schreibt

ze(t) = T ezF (t) , e = 1, . . . , nE (4.12)

mit den orthogonalen (und konstanten) Sammelmatrizen T e ∈ IRne
q×nF . Die Sammel-

matrix enthält neben Nullen und Einsen die von x und t unabhängigen Drehmatrizen
Γe zur Angabe der Orientierung des Element-Koordinatensystems relativ zum globalen
Bezugssystem {O, e} gemäß ee = Γee.

Mit den Gleichungen (4.11) und (4.12) ergibt sich für das Verschiebungsfeld eU (x, t)
der Punkte eines Elements e, dargestellt in der Elementbasis ee,

eU (x, t) = N e(x)ze(t) = N e(x)T ezF (t) . (4.13)

Mittels Γe transformiert man diese Gleichung in die Basis e des Bezugssystems und es
ergibt sich für das Verschiebungsfeld die für alle Punkte der Struktur gültige Gleichung

Uh(R, t) =

nE∑

e=1

ΓeTN e(x)T e zF (t) , wo x = Γe(R−Re) , (4.14)

wobei N e(x) ≡ 0 für Punkte, die nicht im Element e liegen, definiert wurde. Damit
erhält man in (4.14) nur für zum gleichen Element e gehörende Summanden Werte
ungleich Null.

Gleichung (4.14) ist ein globaler Ritz-Ansatz der Form

Uh(R, t) = Φ(R)zF (t)

mit den globalen Ansatzfunktionen

Φ(R) =

nE∑

e=1

ΓeTN e(x)T e , wo x = Γe(R−Re) .

Sie ergeben sich durch Aneinanderstückeln der lokalen Ansatzfunktionen (4.13). Die
beim Ritzschen Verfahren beliebig wählbaren Koordinaten q(t) in Gleichung (4.7) wer-
den als Knotenverschiebungen und -verdrehungen zF (t) festgelegt. Die Bedingung

r(R, t) = R+Uh(R, t) = R+

nE∑

e=1

ΓeTN e(x)T ezF (t) , wo x = Γe(R−Re) (4.15)

werden als explizite Zwangsgleichungen einer ungelagerten Finite-Elemente-Struktur
bezeichnet. Eine Struktur ist aber im Allgemeinen mehrfach gelagert. Im Finite-
Elemente-Modell werden die auf dem kontinuierlichen Rand Au zu erfüllenden Rand-
bedingungen, durch Zwangsgleichungen für die Bewegungen einiger diskreter Punk-
te der Struktur, der gelagerten Knotenpunkte auf dem Rand, ersetzt. Die zu-
gehörigen Zwangsgleichungen erfassen im Rahmen des Finite-Elemente-Modells aus
Abbildung 4.1 die geometrischen Randbedingungen (4.2), das heißt die Bewegungen
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einiger Knoten der Struktur sind vorgegeben. Die Koordinaten der restlichen Knoten
sind unbekannt und entsprechen den Lagezustandsgrößen der Struktur. Die Lagerungs-
bedingungen werden durch Gleichungen der Form

zF (t) = TzF (t) + TzF (t) , (4.16)

mit bekannten Funktionen zF (t) erfasst. Für homogene Randbedingungen gilt zum
Beispiel zF (t) ≡ 0. Die Größen zF (t) sind die Lagezustandsgrößen (Minimalkoordina-
ten) einer Finiten-Elemente-Struktur. Die Aufteilung von zF in (4.16) entspricht einem
analogen Vorgehen wie in Bemerkung 4.1.

Mit (4.16) erhält man aus (4.15) die expliziten Zwangsgleichungen einer gelagerten
Finite-Elemente-Struktur:

r(R, t) = R+

nE∑

e=1

ΓeTN e(x)T e
(

TzF (t) + TzF (t)
)

, wo x = Γe(R−Re) .

Mit der Finite-Elemente-Methode wird das Verschiebungsfeld U (R, t) durch den
Ansatz (4.14) mit dem diskreten Uh approximiert: Anstelle der von Ort und Zeit
abhängigen Koordinaten U (R, t) werden die nur von der Zeit abhängigen System-
koordinaten zF = zF (t) zur Beschreibung der Bewegung eingeführt.

Für die Testfunktionen V in der schwachen Formulierung wählt man analog zu (4.14)
den Ansatz

Vh(R) =

nE∑

e=1

ΓeTN e(x)T e ẑF , wo x = Γe(R−Re) für R in e . (4.17)

4.3 Finite-Elemente Strukturen mit bewegtem Bezugssystem

Wenn das Bezugssystem {O, e} zur Beschreibung der Verformung einer Finite-Elemen-
te-Struktur beschleunigt bewegt wird, sind an der Struktur zusätzliche Trägheitskräfte
wirksam. Davon sei im folgenden ausgegangen. Der Ort und die Orientierung bezüglich
des Inertialsystems {OI , eI} – vgl. Abbildung 4.1 – werden erfasst durch

e = 〈B〉R〈I〉e
I ,

wobei 〈B〉R〈I〉 die in Kapitel 2 eingeführte Drehmatrix zur Beschreibung der relativen
Verdrehung zweier Koordinatensysteme zueinander bezeichnet und 〈I〉 für Inertial-,
sowie 〈B〉 für Bezugssystem steht. Die absoluten Geschwindigkeiten von {O, e} sind

ω̃ = 〈B〉R〈I〉
〈B〉ṘT

〈I〉 ,

v = ṙB + ω̃rB .

Der Tilde-Operator ordnet den drei Koordinaten des Vektors ω die schiefsymmetrische
Matrix ω̃ zu

ω̃ =





0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0




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und entpricht dem Vektorprodukt ω × rB =: ω̃rB. Die Eigenschaften des Tilde-
Operators, sowie Rechenregeln werden zum Beispiel in [114, 215, 222] beschrieben.

Der Abstand rB(t) und die Verdrehung 〈B〉R〈I〉(t) zwischen Inertial- und Bezugssy-
stem, sowie die Geschwindigkeit v(t) und Winkelgeschwindigkeit ω(t) seien bekannte
Funktionen der Zeit. Sie beschreiben eine Referenzbewegung des als Finite-Elemente-
Struktur modellierten Kontinuums K. Stellt man zum Element e gehörende Vektoren
im Element-System {Oe, ee} dar, so ergibt sich mit Abbildung 4.1, sowie der Beschrei-
gung von r gemäß (4.8) und (4.9):

rP (R, t) = rB(t) + r(R, t) ,

mit r(R, t) = R+U (R, t) = Re + ΓeT (x + eU (x, t)) , (4.18)

wo x = Γe(R−Re) .

Die Ableitung von (4.18) nach der Zeit liefert unter Beachtung von (4.13) und der
Bewegung des Bezugssystems die Geschwindigkeit vP (R, t) und die Beschleunigung
aP (R, t) eines beliebigen Punktes P ∈ K:

vP (R, t) = v(t) + ṙ(R, t) + ω̃(t)r(R, t) (4.19)

mit ṙ(R, t) = U̇ (x, t) = ΓeT eU̇(x, t) = ΓeT eN e(x)T eżF (t) ,

aP (R, t) = r̈(R, t) + a(t) + ˙̃ω(t)r(R, t) + 2ω̃(t)ṙ(R, t) + ω̃(t)ω̃(t)r(R, t) (4.20)

mit r̈(R, t) = Ü (x, t) = ΓeT eÜ(x, t) ,

wo x = Γe(R−Re) = ΓeT eN e(x)T ez̈F (t) .

Die fünf Anteile r̈ = Ü , a, ˙̃ωr, 2ω̃ṙ und ω̃ω̃r der Beschleunigung von P sind
die Relativ- oder Verformungsbeschleunigung, die Translationsbeschleunigung des Ur-
sprungs O des Bezugssystems, die Rotationsbeschleunigung seiner Basis e, die Corio-
lisbeschleunigung und die Zentripetalbeschleunigung [110].

Durch diese Beschleunigungen treten zusätzliche Trägheitskräfte auf, die in der schwa-
chen Form (4.5) berücksichtigt werden müssen. Man erhält

0 =

∫

K
V T ρ Ü dV +

∫

K
V T ρ a dV +

∫

K
V T ρ ˙̃ωr dV +

∫

K
V T ρ 2ω̃ṙ dV +

∫

K
V T ρ ω̃ω̃r dV +

∫

K
ε(V )THε(U ) dV −

∫

K
V Tk dV −

∫

Ap

V Tp dAp . (4.21)

Um die Bewegung einer Finiten-Elemente-Struktur mit bewegtem Bezugssystem zu
beschreiben, ist Gleichung (4.21) zu lösen.

Wie bereits in Abschnitt 4.1 erwähnt, entspricht die schwache Form dem Prinzip der
virtuellen Arbeit. Das d’Alembertsche Prinzip (vgl. Abschnitt 2.2) macht Aussagen
über die von den Kräften am System geleistete virtuelle Arbeit. Die virtuelle Arbeit
der durch Spannungen repräsentierten Kräfte entspricht der negativen Variation des
elastischen Potentials, also der virtuellen Arbeit der inneren Kräfte des Kontinuums
[222]. Die gesamte virtuelle Arbeit setzt sich zusammen aus der virtuellen Arbeit der
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Trägheitskräfte, der inneren Kräfte und der äußeren Kräfte. Die virtuelle Arbeit der
Trägheitskräfte ist bei Bewegung des Kontinuums gleich der Summe der virtuellen
Arbeiten aller am Kontinuum wirksamen Kräfte. Beim d’Alembertschen Prinzip ge-
hen nur eingeprägte Kräfte ein – Zwangskräfte, die sich zum Beispiel aufgrund von
Lagerungen ergeben, sind für das System verlorene Kräfte. Die ersten fünf Integrale
in (4.21) repräsentieren die virtuelle Arbeit der Trägheitskräfte, das Integral über die
Spannungen stellt die virtuelle Arbeit der inneren Kräfte dar und die letzten beiden
Integrale fassen die virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte zusammen. Nachfolgend soll
auf die verschiedenen Anteile der virtuellen Arbeit näher eingegangen werden.

4.3.1 Die virtuelle Arbeit der inneren Kräfte

Zur Berechnung der Verzerrungen im Element e in der linearen Elastizitätstheorie setzt
man den Ansatz eU (x, t) = N e(x)ze(t) aus (4.11) in die Verzerrungs-Verschiebungs-
Beziehung (3.13) ε = LLU ein. Die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehung mit dem
Operator LL ≡ Le liefert die Verzerrung εe(x, t) im Element-Koordinatensystem:

εe(x, t) = Le
LN

e(x)ze(t) .

Der Index e an der Operatormatrix LL erinnert daran, dass die partiellen Ableitun-
gen bezüglich der materiellen Koordinaten x des Elements gebildet werden und dass
bei unterschiedlichen Elementen auch verschiedene Operatoren Le

L in die Gleichung
eingehen [11].

Der Operator Le
L wirkt auf eU (x, t) = N e(x)ze(t), das heißt auf die Interpolations-

matrix N e(x). Die in der Elementbasis ee dargestellten Verzerrungen εe im Element
e lassen sich mit (4.12) durch die Systemkoordinaten zF ausdrücken. Mit der Verzer-
rungsmatrix Be

L(x) = Le
LN

e(x) eines Elements e erhält man schließlich

εe(x,zF ) = Be
L(x)T ezF . (4.22)

Neben den Verzerrungen werden noch die im Element e wirksamen Spannungen
benötigt. Ihre in der Elementbasis ee angegebenen Komponenten seien σe. Zu ihrer
Berechnung verwendet man das Hooksche Gesetz (3.25) in der elementweisen Form

σe(x,zF ) = Heεe(x,zF ) . (4.23)

Für die inneren Kräfte ergibt sich mit dem Volumen V e
0 des Elements e in der schwachen

Form bei Summation über alle Elemente e mit den Testfunktionen (4.17)

∫

K
ε(V )THε(U ) dV = ẑT

F

nE∑

e=1

(

T eT

∫

V e
0

Be
L

T (x)HeBe
L(x) dV T e

)

zF ,

wobei ausgenutzt wurde, dass zF , ẑF und T e nicht von x abhängen und dass für
Punkte R bzw. x, die nicht zum Element e gehören, N e(x) ≡ 0 gilt. Definiert man die

Element-Steifigkeitsmatrix Ke :=

∫

V e
0

Be
L

T (x)HeBe
L(x) dV , Ke ∈ IRne

q×ne
q , so ergibt
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sich die Steifigkeitsmatrix der gesamten Struktur durch KF :=

nE∑

e=1

T eTKeT e, mit

KF ∈ IRnF×nF . Damit ergibt sich

∫

K
ε(V )THε(U ) dV = ẑT

F

nE∑

e=1

T eTKeT e zF = ẑT
F KF zF . (4.24)

Sollen geometrische Steifigkeiten berücksichtigt werden, so wird in der Verzerungs-
Verschiebungs-Beziehung zusätzlich der Differenzialoperator LN aus (3.10) hinzuge-
nommen. Die sich daraus ergebenden Gleichungen findet man zum Beispiel in [222],
dort werden auch Vorspannungen σ0 und thermische Verzerrungen εT (vgl. Bemer-
kung 3.8) berücksichtigt.

4.3.2 Die virtuelle Arbeit der Trägheitskräfte

Verformungsbeschleunigung. Für die Beschleunigung Ü erhält man aus (4.14)

Ü (R) =

nE∑

e=1

ΓeTN e(x)T e z̈F wo x = Γe(R−Re) für R in e . (4.25)

Damit und mit (4.17) kann das erste Integral aus (4.21)
∫

K V
T ρ Ü dV durch zF und

ẑF mit der Dichte ρe(x) des Elements e dargestellt werden:

∫

K
V T ρ Ü dV = ẑT

F

nE∑

e=1

(

T eT

∫

V e
0

N eT (x)ρe(x)N e(x) dV T e

)

z̈F .

Definiert man die ne
q×ne

q Element-Massenmatrizen M e :=

∫

V e
0

N eT (x)ρe(x)N e(x) dV ,

so erhält man die Massenmatrix der gesamten Sturktur durch MF =

nE∑

e=1

T eTM eT e,

MF ∈ IRnF×nF und als Ergebnis

∫

K
V T ρ Ü dV = ẑT

F

nE∑

e=1

T eTM eT e z̈F = ẑT
F MF z̈F . (4.26)

Translationsbeschleunigung. Bevor auch das zweite Integral aus (4.21)
∫

K V
T ρa dV

umgeschrieben wird, werden die Matrizen C1e ∈ IR3×ne
q und CFt ∈ IRnF×3 eingeführt:

C1e :=

∫

V e
0

N eT (x)ρe(x) dV , CFt :=

nE∑

e=1

T eTC1eTΓe . (4.27)
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Damit ergibt sich:

∫

K
V T ρ a dV = ẑT

F

nE∑

e=1

T eT

∫

V e
0

N eT (x)ρe(x) dV Γe a

= ẑT
F

nE∑

e=1

T eTC1eT Γe a = ẑT
F CFt a =: −ẑT

F hFa(t) . (4.28)

Der Vektor hFa(t) = −CFta(t) enthält die aus der Translationsbeschleunigung a(t)
des Ursprungs O des Bezugssystems resultierenden, verallgemeinerten Trägheitskräfte.
Die zur Angabe von hFa erforderliche Elementmatrix C1e ist eine der in [255] zur
Standardisierung von flexiblen Mehrkörpersystemen eingeführten Elementmatrizen.

Rotationsbeschleunigung. Für die Beschleunigung ˙̃ωr im dritten Integral aus (4.21)
ergibt sich mit r aus (4.18) und Berücksichtigung der Rechenregeln für den Tilde-
Operator

˙̃ωr = r̃T ω̇ =
(
Re + ΓeTx + ΓeT eU

)∼T
ω̇ =

(

R̃eT
+ ΓeT x̃TΓe + ΓeT eŨTΓe

)

ω̇ .

Damit folgt zusammen mit (4.13) und (4.17)

∫

K
V T ρ ˙̃ωr dV =

nE∑

e=1

∫

V e
0

ẑT
FT

eTN eT (x)Γe
(

R̃eT
+ ΓeT x̃TΓe + ΓeT eŨTΓe

)

ω̇ ρe dV

= ẑT
F

nE∑

e=1

T eT

(
∫

V e
0

N eT ρe dV ΓeR̃eT
+

∫

V e
0

N eT x̃T ρe dV Γe

)

ω̇ +

ẑT
F

nE∑

e=1

T eT

∫

V e
0

N eT (N eT ezF )∼T ρe dV Γeω̇

=: − ẑT
F hFω̇(zF , t) . (4.29)

Die aus ω̇ resultierende verallgemeinerte Kraft hFω̇ enthält demnach einen konstanten
Anteil und einen in den Systemkoordinaten zF linearen Anteil. Die beiden Beiträge
werden durch die Indizes null und eins gekennzeichnet, also

hFω̇(zF , t) = −CFr(zF )ω̇(t) , CFr(zF ) = CFr0 +CFr1(zF ) , (4.30)

mit der konstanten Matrix CFr0 ∈ IRnF×3 und der von zF abhängigen Matrix CFr1 ∈
IRnF×3. Zur Angabe von CFr1 ist es zweckmäßig, die ne

q × ne
q-Element-Massenmatrizen

C3e
αβ =

∫

V e
0

N e
α∗

T (x)N e
β∗(x)ρe(x) dV mit C3e

βα = C3e
αβ

T , α, β = 1, 2, 3 (4.31)
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einzuführen, woN e
α∗ die Zeilen der InterpolationsmatrixN e aus (4.10) sind. Mit diesen

Matrizen lässt sich das Produkt CFr1ω̇ in folgender Form darstellen [222, 223]:

CFr1(zF )ω̇ =
3∑

α=1

nF∑

i=1

nE∑

e=1

3∑

λ=1

T eT
(
−C3e

µν +C3e
νµ

)
T e
∗i Γe

λα zFi ω̇α

=
3∑

α=1

ω̇α

(
nE∑

e=1

T eT

3∑

λ=1

(
−C3e

µν +C3e
νµ

)
T e Γe

λα

)

zF (4.32)

=
3∑

α=1

ω̇α KFrα zF

Hierin sind

KFrα =

nE∑

e=1

T eT

3∑

λ=1

(
−C3e

µν +C3e
νµ

)
T e Γe

λα , KFrα ∈ IRnF×nF , α = 1, 2, 3 , (4.33)

drei schiefsymmetrische Matrizen. Die Indizes λ, µ und ν durchlaufen die zyklischen
Permutationen von 1, 2 und 3.

Zusammen mit C1e aus (4.27) sind die sechs verschiedenen ne
q × ne

q-Matrizen C3e
αβ

aus (4.31) die in [223] eingeführten sieben elementaren Element-Massenmatrizen eines
finiten Elements. Alle anderen Massenmatrizen lassen sich durch sie darstellen. Für die
Element-Massenmatrix M e gilt zum Beispiel M e = C3e

11 +C3e
22 +C3e

33.

Mit den Interpolationsfunktionen N e(x) können Verschiebungsfelder dargestellt wer-
den, die aus Starrkörperbewegungen der Elemente e resultieren. Unter Verwendung
dieser Eigenschaft der N e(x) kann man zeigen, dass sich CFr0 mit den Matrizen C3e

αβ

angeben lässt. Der Ort des Elements e in der Struktur ist nach Abbildung 4.1 durch
den Vektor Re gegeben. Er beschreibt eine Translationsbewegung des Elements von
Re = 0 zu seinem Ort Re 6= 0. Das zu dieser Translationsbewegung gehörende Ver-
schiebungsfeld der Punkte x eines Elements ist bei Darstellung von Re in der Ele-
mentbasis ee durch ΓeRe + x gegeben. Die Interpolationsfunktionen N e(x) können
dieses Verschiebungsfeld mit Hilfe der Werte ZF0 ∈ IRnF der Knotenkoordinaten zF in
der Form ΓeRe + x = N e(x)T eZF0 darstellen. Nach Multiplikation mit ΓeT , also bei
Darstellung der Verschiebungen in der Basis e, erhält man

R = Re + ΓeTx = ΓeTN e(x)T eZF0

Die nF Elemente von ZF0 geben also den Ort der Knoten der Struktur in der Refe-
renzkonfiguration bezüglich {O, e} an. Somit kann man anstelle von (4.18)

r(R, t) = ΓeTN e(x)T e (ZF0 + zF (t)) , x = Γe(R−Re) , (4.34)

schreiben. Man kann zeigen, dass gilt [222, 223]:

CFr0ω̇ = CFr1(ZF0)ω̇ =
3∑

α=1

ω̇αKFrα ZF0 . (4.35)
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Damit kann CFr0 durch die Matrizen C3e
αβ ausgedrückt werden. Mit (4.35) und (4.32)

erhält man anstelle von (4.30)

hFω̇(zF , t) = −CFr0 ω̇(t) −CFr1(zF ) ω̇(t) = −
3∑

α=1

ω̇α(t)KFrα(ZF0 + zF ) ,

also eine Darstellung von hFω̇ durch die in KFrα aus (4.33) enthaltenen Elementma-
trizen C3e

αβ, die Knotenkoordinaten ZF0 und zF und die Winkelbeschleunigung ω̇.

Coriolisbeschleunigung. Das vierte Integral in (4.21) kann in der gleichen Weise wie
das vorige umgeformt werden. Mit ṙ = U̇ = ΓeTN e(x)T eżF (t) gilt

ω̃ṙ = ω̃U̇ = ˙̃
UTω =

(
ΓeTN e(x)T eżF

)∼T
ω = ΓeT

(

N e(x)T eżF

)∼T

Γeω

und es ergibt sich mit (4.17) und (4.13)

2

∫

K
V T ρ ω̃ṙ dV = 2

∫

V0

V T ˙̃
UTωρ dV = ẑT

F 2

nE∑

e=1

T eT

∫

V e
0

N eT (x)Γe ˙̃
UTωρe(x) dV

= ẑT
F 2

nE∑

e=1

T eT

∫

V e
0

N eT (x)
(

N e(x)T eżF

)∼T

ρe(x) dV Γeω(t)

=: −ẑT
F hFω(żF , t) . (4.36)

Für die aus der Coriolisbeschleunigung resultierenden, verallgemeinerten Trägheits-
kräfte hFω ergibt sich mit der Definition (4.32) von CFr1

hFω(żF , t) = −2CFr1(żF )ω = −2
3∑

α=1

ωα(t)KFrαżF , (4.37)

mit den schiefsymmetrischen Matrizen KFrα aus (4.33). Im Gegensatz zu den
ω̇αKFrαzF aus (4.32) sind die Kräfte ωαKFrαżF aus (4.37) Dämpfungskräfte. Sie wer-
den oft als gyroskopische Kräfte bezeichnet [222].

Zentrifugalbeschleunigung. Zur Berechnung des fünften Terms aus (4.21) wird das

Integral

∫

K
V T ρ ω̃ω̃r dV so umgeformt, dass die Winkelgeschwindigkeit ω nicht mehr

im Integranden vorkommt:

∫

K
V T ρ ω̃ω̃r dV =

∫

K

(

V T ω̃
)(

ω̃r
)

ρ dV = ωT

∫

K
Ṽ r̃ ρ dV ω

=: − ẑT
F hFωω(zF , t) . (4.38)

Die nF Elemente von hFωω(zF , t) sind die zu den nF Systemkoordinaten zF gehörenden
verallgemeinerten Trägheitskräfte infolge der Zentrifugalbeschleunigung −ω̃ω̃r. Zur
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Ermittlung von hFωω werden Vh aus (4.17) und r aus (4.34) verwendet. Mit den Ele-
menten T e

nk und T e
ml der Sammelmatrix T e, den Elementen Γe

λα und Γe
µβ der Drehmatrix

Γe, den Einträgen N e
λm, N e

µn, N e
γm und N e

γn der Interpolationsmatrix N e und mit dem
Kronecker-Symbol δλµ (α, β, γ, δ = 1, 2, 3 ; n,m = 1, . . . , ne

q) gilt:

ne
q∑

n=1

ne
q∑

m=1

T e
nkΓ

e
∗α

T

∫

V e
0

Ñ e
∗nÑ

e
∗mρe dV Γe

∗βT e
ml

=

ne
q∑

n,m=1

3∑

λ,µ=1

T e
nk Γe

λα

∫

V e
0

(

N e
λm N e

µn −
3∑

γ=1

N e
γm N e

γn δλµ

)

ρe dV

︸ ︷︷ ︸

=:Ξe
λµnm

Γe
µβ T e

ml

=

ne
q∑

n,m=1

3∑

λ,µ=1

T e
nk Γe

λαΞe
λµnm Γe

µβ T e
ml

= T e
∗k

T

3∑

λ=1

3∑

µ=1

Γe
λα Ξe

λµ Γe
µβ T

e
∗l .

Ein Vergleich mit (4.31) zeigt

Ξe
λλ = −

(

C3e
µµ +C3e

νν

)

wo λ, µ, ν = zyklische Permutationen von 1, 2, 3

Ξe
λµ = Ξe

µλ
T = C3e

λµ
T = C3e

µλ für λ 6= µ

Bei einer Summation über alle Elemente e lassen sich für α, β = 1, 2, 3 die symmetri-
schen Matrizen

KFωαβ =

nE∑

e=1

T eT

3∑

λ=1

3∑

µ=1

Γe
λα Ξe

λµ Γe
µβ T

e = KT
Fωβα , KFωαβ ∈ IRnF×nF , (4.39)

bilden. Mit ihnen gilt

− ẑT
F hFωω =

nE∑

e=1

nF∑

k,l=1

3∑

α,β=1

ẑFk T
eT
∗k

3∑

λ=1

3∑

µ=1

Γe
λα Ξe

λµ Γe
µβ T

e
∗l ωα ωβ (ZF0l + zFl)

= ẑT
F

3∑

α,β=1

ωα ωβ KFωαβ(ZF0 + zF ) .

Die beiden Summen über α und β lassen sich durch nur eine Summe ausdrücken, wenn
man den Vektor

ωq :=
(

ω2
1 ω2

2 ω2
3 ω1ω2 ω2ω3 ω3ω1

)T

, ωq ∈ IR6 (4.40)

einführt und die sechs unabhängigen nF × nF -Matrizen

KFωi := KFωαβ wo α = β = i für i = 1, 2, 3 ,

KFωi := KFωαβ +KT
Fωαβ wo







α = 1, β = 2 für i = 4
α = 2, β = 3 für i = 5
α = 3, β = 1 für i = 6

.
(4.41)
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4.3 Finite-Elemente Strukturen mit bewegtem Bezugssystem

Damit erhält man

hFωω = −
6∑

i=1

ωqi KFωi (ZF0 + zF ) . (4.42)

Die symmetrischen Steifigkeitsmatrizen KFωi (i = 1, . . . , 6) erfassen den Einfluss der
Zentrifugalkräfte auf rotierende Strukturen. Sie destabilisieren deren Bewegungen [222].

4.3.3 Die virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte

Volumenkräfte. Der siebte Term in (4.21)
∫

K V
Tk dV enthält die in der Basis e des

Bezugssystems angegebene Volumenkraftdichte k = k(R) zur Darstellung der am Kon-
tinuum wirksamen Volumenkräfte. Die an den Punkten x des Elements e wirksamen
Volumenkräfte sind wegenR = Re+ΓeTx durch die Kraftdichte k(Re+ΓeTx) =: ke(x)
gegeben. Die in der Elementbasis ee dargestellte Kraftdichte ist eke(x) und wegen
ee = Γee gilt ke(x) = ΓeT eke(x). Mit (4.17) findet man

∫

K
V Tk dV = ẑT

F

nE∑

e=1

T eT

∫

V e
0

N eT (x) eke(x) dV . (4.43)

Das wichtigste Beispiel einer Volumenkraft ist die Schwerkraft. Für sie gilt ke = ρeg mit
den Koordinaten g des Vektors der Erdbeschleunigung in der Basis e des Bezugssystems
und mit der Dichte ρe im Element e. Somit gilt anstelle von (4.43) für Gewichtskräfte

∫

K
V Tk dV = ẑT

F

nE∑

e=1

T eT

∫

V e
0

N eT (x) ρe(x) dV Γe g = ẑT
F

nE∑

e=1

T eT C1eTΓeg

= ẑT
F CFt g =: ẑT

F hFg ,

wobei wieder ausgenutzt wurde, dass weder Γe noch g von den Ortskoordinaten x
abhängen. Desweiteren erscheinen die aus (4.27) bekannten Matrizen C1e und CFt.

Oberflächenkräfte. Der Term mit den Oberflächenkräften
∫

Ap
V Tp dAp wird wie der

mit den Volumenkräften umgeformt. Mit der Oberfläche Ae
p0 des Elements e, mit der

Oberflächenkraftdichte p(Re + Γex) = pe(x) und mit der in ee angegebenen Ober-
flächenkraftdichte epe(x), für die pe(x) = ΓeT epe(x) gilt, ergibt sich

∫

Ap

V Tp dAp = ẑT
F

nE∑

e=1

T eT

∫

Ae
p0

N eT (x) epe(x) dA

︸ ︷︷ ︸

=:he
p

= ẑT
F

nE∑

e=1

T eThe
p =: ẑT

F hFp .

Die Gleichungen für die an einem Element e wirksamen Kräfte zeigen, dass die über
das Element verteilten Kräfte epe(x) dA und ρe(x) dV Γe g durch Einzelkräfte ersetzt
werden. Diese Einzelkräfte greifen an den Knoten der Elemente an und sind die zu
den ne

q Element-Knotenkoordinaten ze gehörenden generalisierten Kräfte. Die an den
Knoten der Elemente wirksamen Kräfte werden in hFp und hFg zu den an der gesamten
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Struktur wirksamen Kräften zusammengefasst. Die jeweils nF Elemente von hFp und
hFg sind die generalisierten Kräfte zu den nF Systemkoordinaten zF .

Die äußeren Kräfte werden in hF := hFp + hFg ∈ IRnF zusammengefasst. Insgesamt
erhält man somit für die virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte:

∫

K
V Tk dV +

∫

Ap

V Tp dAp = ẑT
F

(

hFg + hFp

)

= ẑT
F hF . (4.44)

4.3.4 Zusammenfassung

Wenn das Bezugssystem zur Beschreibung der Verformung einer Finiten-Elemente-
Struktur beschleunigt bewegt wird, sind an der Struktur zusätzliche Trägheitskräfte
wirksam. Dabei wird angenommen, dass die Bewegungen des Bezugssystems bekannte
Funktionen der Zeit sind.

Mit den Gleichungen (4.24), (4.26), (4.28), (4.29), (4.36), (4.38) und (4.44) ergibt sich
für die diskreten Bewegungsgleichungen (4.21):

ẑT
F

(

MF z̈F +KFzF

)

= ẑT
F

(

hF (t) + hFa(t) + hFω̇(zF , t) + hFω(żF , t) + hFωω(zF , t)
)

.

Bei ungelagerten Finiten-Elemente-Strukturen sind die nF Elemente von ẑF voneinan-
der unabhängige, beliebig wählbare Größen ungleich Null. Demnach kann diese Glei-
chung nur erfüllt werden, wenn die Koeffizienten von ẑF auf der linken und rechten
Seite übereinstimmen. Dies liefert die diskreten Bewegungsgleichungen der ungelager-
ten Finite-Elemente-Struktur:

MF z̈F +KFzF = hF (t) + hFa(t) + hFω̇(zF , t) + hFω(żF , t) + hFωω(zF , t) . (4.45)

Infolge von Lagerungsbedingungen verringert sich die Zahl unabhängiger Koordinaten.
Die Lagerungen resultieren in Einschränkungen der Bewegungsmöglichkeiten der Kno-
ten auf dem Rand. Die Lagerungsbedingungen werden durch Gleichungen der Form

zF (t) = TzF (t) + TzF (t)

mit bekannten Funktionen zF (t) erfasst. Die Größen zF (t) sind die (unbekannten)
Lagezustandsgrößen (Minimalkoordinaten) einer Finiten-Elemente-Struktur.

Wegen der Lagerung erscheinen in den Bewegungsgleichungen zusätzliche Zwangskräfte
hF , das heißt hF ist durch hF + hF zu ersetzen.

Bei vielen Anwendungen muss die bisher nicht berücksichtigte Dämpfung der Struk-
turschwingungen modelliert werden. Das einfachste Modell ist DF żF – eine geschwin-
digkeitsproportionale Dämpfung, wobei DF die Matrix der Strukturkämpfung be-
zeichnet. Bei Kenntnis der Element-Dämpfungsmatrizen De, berechnet sich DF aus

DF =

nE∑

e=1

T eTDeT e. Häufig kennt man die Element-Dämpfungsmatrizen De nicht,

man wählt stattdessen eine Rayleigh-Dämpfung mit Parametern αR, βR ∈ IR [11]:

DF = αRMF + βRKF . (4.46)
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4.4 Zeitintegration

Nimmt man die Gleichungen (4.28), (4.32), (4.35), (4.37) und (4.42) zusammen, so
ergeben sich schließlich die diskreten Bewegungsgleichungen einer gelagerten Finiten-
Elemente-Struktur mit bewegtem Bezugssystem und berücksichtigter Dämpfung zu:

MF z̈F +DFΣ(t)żF +KFΣ(t)zF = hFΣ(t) + hF , (4.47)

DFΣ := DF + 2
3∑

α=1

ωα(t)KFrα ,

KFΣ := KF +
3∑

α=1

ω̇α(t)KFrα +
6∑

i=1

ωqi(t)KFωi ,

hFΣ := hFp + hFg −CFt a(t) −
3∑

α=1

ω̇α(t)KFrα ZF0 −
6∑

i=1

ωqi(t)KFωi ZF0 ,

zF = TzF + TzF .

Dabei wurden CFt aus (4.27), KFrα aus (4.33), ωq aus (4.40) und KFωi aus (4.41)
verwendet. Es ergibt sich also ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter
Ordnung mit den Anfangswerten

zF (t0) = z0
F , żF (t0) = ż0

F , (4.48)

wobei die Anfangswerte (3.32) mit der Darstellung (4.14) zu erfüllen sind.

4.4 Zeitintegration

Die Gleichung (4.45) bzw. (4.47) stellt zusammen mit (4.48) ein Differentialgleichungs-
system zweiter Ordnung dar, für das bekannte Integrationsmethoden zur Verfügung
stehen. In der Strukturdynamik liegt allerdings ein steifes mechanisches System vor.
Hinzu kommt, dass bei strukturdynamischen Problemen hochfrequente Anteile in der
Lösung nicht aufgelöst werden müssen. Aus den eben genannten Gründen ist eine im-
plizite Zeitintegration am effektivsten [11].

Insbesondere ist die Art, wie die Dirichlet Randbedingungen berücksichtigt werden,
für die Wahl des Integrationsschemas entscheidend. Werden die Zwangsgleichungen
der gelagerten Knotenpunkte auf dem Rand mittels Lagrange-Mutiplikatoren an die
Differentialgleichungen angekoppelt, so führt das auf ein differential-algebraisches Sy-
stem; ein dynamisches Sattelpunktproblem. An dieser Stelle soll nicht weiter darauf
eingegangen werden, näheres dazu ist zum Beispiel [227] zu entnehmen. Dort finden
sich auch geeignete Integrationsmethoden, ebenso in [111].

Die Zwangsgleichungen lassen sich auch direkt in den Gleichungen (4.47) berücksichti-
gen. Man kann – gegebenenfalls nach Permutation der Gleichungen und Komponenten
von zF – ein partitioniertes System der Form
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(
Maa Mab

Mba Mbb

)(

z̈F

z̈F

)

+

(
Daa Dab

Dba Dbb

)(

żF

żF

)

+

(
Kaa Kab

Kba Kbb

)(
zF

zF

)

=

(

hL

hL

)

erreichen. Dabei werden im Lastvektor hL =

(

hL

hL

)

alle Anteile auf der rechten

Seite von (4.47) zusammengefasst und zF , zF sind nach (4.16) die entsprechenden
Komponenten der vorgegebenen bzw. unbekannten Anteile von zF . Daraus erhält man
für zF die Differentialgleichung

Maaz̈F +DaażF +KaazF = hL −KabzF −DabżF −Mabz̈F . (4.49)

Es ergibt sich ein System von Differentialgleichungen ohne algebraische Nebenbedin-
gungen. Für homogene Randbedingungen gilt zF = z̈F ≡ 0. Da bei Finite-Elemente-
Methoden die Dimension des Differentialgleichungssystems groß werden kann, ist man
in der Praxis an leistungsfähigen Methoden interessiert. In [11, 103, 268] wird die
Newmark-Methode empfohlen.

Die Newmark-Methode ist ein Integrationsschema für Differentialgleichungen zweiter
Ordnung und soll kurz anhand des Differentialgleichungssystem

Mÿ(t) +Dẏ(t) +Ky(t) = f(t) . (4.50)

erläutert werden. Es geht von den folgenden Annahmen aus [183]:

ẏ(t + ∆t) = ẏ(t) + [(1 − δNM)ÿ(t) + δNM ÿ(t + ∆t)] ∆t , (4.51)

y(t + ∆t) = y(t) + ẏ(t)∆t +

[(
1

2
− αNM

)

ÿ(t) + αNM ÿ(t + ∆t)

]

∆t2 . (4.52)

Dabei bezeichnet ∆t die Schrittweite. Die beiden Parameter δNM und αNM können
variiert werden, um optimale Stabilität und Genauigkeit zu erhalten. Für δNM ≥ 0.5
und αNM ≥ 0.25(δNM + 0.5)2 ist das Integrationsschema unbedingt stabil, das heißt
für jede gewählte Schrittweite ∆t stabil. Die besten Genauigkeitseigenschaften werden
für δNM = 0.5 und αNM = 0.25 erreicht [11].

Zur Berechnung von y, ẏ und ÿ zur Zeit t+∆t wird zusätzlich zu (4.51) und (4.52) das
Differenzialgleichungssystem (4.50) zur Zeit t + ∆t betrachtet. Löst man (4.52) nach
ÿ(t + ∆t) auf und setzt diesen Ausdruck in (4.51) ein, so erhält man Gleichungen, die
als Unbekannte nur die Variable y(t + ∆t) enthalten. Die so gewonnenen Ausdrücke
werden in die Differentialgleichung (4.50) eingesetzt und diese nach y(t+∆t) aufgelöst.
Anschließend lassen sich mit Hilfe von (4.51) und (4.52) auch ẏ(t + ∆t) und ÿ(t + ∆t)
berechnen. Eine ausführlichere Beschreibung der Newmark-Methode findet sich zum
Beispiel in [11].

Das Differentialgleichungssystem (4.49) hat die Form (4.50), und die Newmark-
Methode kann angewendet werden. Eine weitere Möglichkeit, (4.49) effizient zu lösen,
stellt die Modenüberlagerung dar. Sie entspricht einem Basiswechsel von der Basis der
Finite-Elemente-Koordinaten zur Basis der Eigenvektoren des verallgemeinerten Eigen-
wertproblemsKFϕ = ω2MFϕ. Dadurch können die Bewegungsgleichungen entkoppelt
werden. Für eine detailiertere Beschreibung sei zum Beispiel auf [11] verwiesen.
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Kapitel 5

Grundlagen der Optimalen Steuerung

Erst durch die Entwicklung leistungsfähiger numerischer Verfahren ist es möglich
geworden, realistische Optimalsteuerungsaufgaben zu lösen. Typische Aufgabenstel-
lungen der optimalen Steuerung ergeben sich unter anderem im Bereich der Luft-
und Raumfahrt [16, 50, 51, 52, 55, 138, 142, 143, 144], chemischen Prozessen
[30, 31, 38, 81, 118, 151, 208], oder Robotik [47, 48, 57, 209, 211, 212, 236, 237, 253, 266],
um nur einige Beispiele zu nennen.

In diesem Kapitel werden die notwendigen Bedingungen für ein allgemeines Optimal-
steuerungsproblem bereitgestellt und numerische Verfahren vorgestellt. Dabei nimmt
die Mehrzielmethode eine zentrale Rolle ein. Ein Abschnitt ist der optimalen Steuerung
in der Robotik gewidmet, dabei wird an einem Beispiel die numerische Realisierung de-
monstriert.

5.1 Allgemeines Optimalsteuerungsproblem

Im Folgenden sei ein allgemeines Optimalsteuerungsproblem auf dem festen Zeitin-
tervall [t0, tF ] mit fester Endzeit tF > t0 betrachtet. Der Zustand des Systems zum
Zeitpunkt t ∈ [t0, tF ] wird durch den Vektor der Zustandsvariablen x(t) ∈ IRn erfasst.
Das System wird durch den Vektor der Steuervariablen u(t) ∈ IRm gesteuert. Die Steu-
erfunktion u : [t0, tF ] → IRm sei eine bis auf eine Menge mit Maß Null beschränkte
Funktion, das heißt, ein Element aus dem Banachraum L∞([t0, tF ] ; IRm) mit der Norm
‖u‖ := ess sup {‖u‖2 | t ∈ [t0, tF ]}, wobei ‖·‖2 für die Euklidische Norm steht. Die Zu-
standsfunktion x : [t0, tF ] → IRm sei aus dem Banachraum der gleichmäßig Lipschitz-
stetigen Funktionen W1,∞([t0, tF ] ; IRn) mit der Norm ‖x‖1,∞ := ‖x(t0)‖2 + ‖ẋ‖∞.

Das Optimalsteuerungsproblem lässt sich damit wie folgt formulieren: Berechne ein
optimales Paar (x⋆, u⋆) ∈ W1,∞([t0, tF ] ; IRn) × L∞([t0, tF ] ; IRm), welches das Ziel-
funkional

I(x,u) := Ψ(tF ,x(t0),x(tF )) +

∫ tF

t0

L(x(t),u(t)) dt (5.1)

unter den Nebenbedingungen

ẋ(t) = f(x(t),u(t)) f.ü. t ∈ [t0, tF ] , (5.2)

ψ(x(t0),x(tF )) = 0 , (5.3)

C(x(t),u(t)) ≤ 0 f.ü. t ∈ [t0, tF ] , (5.4)

c(x(t)) ≤ 0 f.ü. t ∈ [t0, tF ] (5.5)
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minimiert.

Die Funktionen Ψ : IR × IRn × IRn → IR, L : IRn × IRm → IR, ψ : IRn × IRn → IRr,
1 ≤ r ≤ 2n, C := (C1, . . . , Ck) : IRn × IRm → IRk werden als stetig differenzierbar, die
Funktionen f : IRn × IRn → IRn und c : IR → IR als (p + 1)-mal stetig differenzierbar
vorausgesetzt.

Definition 5.1 (Zulässiges Paar, optimales Paar)
Ein Funktionenpaar (x(t),u(t)) ∈ W1,∞([t0, tF ] ; IRn)×L∞([t0, tF ] ; IRm) heißt zulässi-
ges Paar, falls die Funktionen x(t) und u(t) den Restriktionen (5.2) - (5.5) genügen.
Ein zulässiges Paar (x⋆(t),u⋆(t)) heißt optimales Paar, wenn es (5.1) (lokal) mini-
miert.

Bemerkung 5.2
Die Formulierung (5.1) wird als Bolza-Problem bezeichnet. Falls Ψ(tF ,x(t0),x(tF )) =
0 gilt, so handelt es sich um ein Lagrange-Problem. Wenn L(x,u) = 0 gilt, wird es
Mayer-Problem genannt. Durch geeignete Transformationen kann gezeigt werden, dass
die Formulierungen äquivalent sind, siehe zum Beispiel [59].

Bemerkung 5.3
Bei dem allgemeinen Optimalsteuerungsproblem (5.1) - (5.5) handelt es sich um den
autonomen Fall, bei dem L, f , C und c nicht explizit von der Zeit abhängen. Der
autonome Fall kann durch Einführung einer zusätzlichen Zustandsvariablen xn+1 := t,
für welche die Differentialgleichung

ẋn+1 = 1

mit den Randwerten
xn+1(τ0) = t0 xn+1(τF ) = tF

gilt, und Einführung einer neuen unabhängigen Variablen τ erreicht werden. Dabei
bedeutet ˙( ) nun d

dτ
.

Mit Gleichung (5.3) werden Randwerte der Zustandsvariablen vorgegeben. Häufig ha-
ben die Randwerte die Form

ψ(x(t0),x(tF )) =

(
x(t0) − x0

x(tF ) − xF

)

, (5.6)

mit gegebenen x0, xF ∈ IRn. Die Ungleichungsnebenbedingungen (5.4) werden ge-
mischte Steuer- und Zustandsbeschränkungen genannt, die Ungleichungsbedingung
(5.5) wird reine Zustandsbeschränkung genannt. Für mehrere reine Zustandsbe-
schränkungen c ∈ IRc sei auf [113] verwiesen.

Definition 5.4 (Ordnung einer Zustandsbeschränkung – nichtautonomer Fall)
Sei c = c(x, t) ∈ IR und ci, i = 0, . . . , p rekursiv definiert durch:

c0 := c = c(x, t)
c1 := ċ = cx(x, t) · f(x,u) + ct(x, t)
c2 := ċ1 = c1

x(x, t) · f(x,u) + c1
t (x, t)

...

cp := ċp−1 = cp−1
x (x, t) · f(x,u) + cp−1

t (x, t)
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5.1 Allgemeines Optimalsteuerungsproblem

Dabei bezeichnet cx :=
∂c

∂x
, ct :=

∂c

∂t
die partiellen Ableitungen.

Gilt

ci
u = 0 für 0 ≤ i ≤ p − 1 ,

cp
u 6= 0 ,

so heißt p die Ordnung der Zustandsbeschränkung c.

Für die Beschränkungen (5.4) gelte die Regularitätsbedingung

rang







∂C

∂u
diag(C) 0

(
∂cp

∂u

)T

0 c







= k + 1 . (5.7)

Definition 5.5
• Eine Steuerbeschränkung Ci ≤ 0 heißt aktiv, wenn Ci = 0 gilt.

• Ein Intervall [tentry, texit] ⊂ [t0, tF ], tentry < texit, auf dem die Steuerbeschränkung
Ci aktiv ist, nennt man Randstück der Steuerbeschränkung Ci.

• Ein Intervall, auf dem keine Steuerbeschränkung aktiv ist, nennt man freies
Teilstück.

Durch die Regularitätsbedingung (5.7) wird also gewährleistet, dass sowohl die Zu-
standsbeschränkung, als auch jede Komponente der Funktion C explizit von der Steue-
rung abhängt. Zusätzlich wird angenommen, dass die optimale Lösung u⋆ nur endlich
viele Randstücke besitzt.

Analog zu Definition 5.5 definiert man für Zustandsbeschränkungen:

Definition 5.6
• Eine Zustandsbeschränkung c ≤ 0 heißt aktiv, wenn c = 0 gilt.

• Ein Intervall [tentry, texit] ⊂ ]0, tf [, tentry < texit, auf dem die Zustandsbe-
schränkung aktiv ist, heißt Randstück der Zustandsbeschränkung. Der Punkt
tentry bzw. texit heißt Aufsprungpunkt bzw. Absprungpunkt des Randstückes
[tentry, texit].

• Ein Punkt ttouch ∈ ]0, tf [ heißt Kontaktpunkt der Zustandsbeschränkung, wenn c
nur an einem isolierten Punkt aktiv ist. Gilt bei ttouch zusätzlich zu c = 0 auch
c1 = 0, so heißt der Kontaktpunkt Berührpunkt.

• Ein Intervall, auf dem die Zustandsbeschränkung nicht aktiv ist, heißt inneres
Teilstück.
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Bemerkung 5.7
Durch die Bedingung [tentry, texit] ⊂ ]0, tf [ wird eine Degeneration des Problems vermie-
den, ein Phänomen, von dem in [7, 197] berichtet wird. Der Fall [tentry, texit] ⊆ [0, tf ]
lässt sich durch Hinzunahme einer erweiterten Regularitätsbedingung behandeln [8].

Definition 5.8
Die Punkte tentry, texit und ttouch, bei denen gemischete Zustands- und Steuerbe-
schränkungen und reine Zustandsbeschränkungen aktiv bzw. inaktiv werden, werden
auch Verbindungspunkte genannt.

Im Weiteren wird angenommen, dass es nur eine endliche Anzahl von disjunkten Ver-
bindungspunkten ti gibt. Im Falle gemischter Zustands- und Steuerbeschränkungen
(5.4) gelte t0 ≤ t1 < . . . < tmax ≤ tF , für die reine Zustandsbeschränkung (5.5) gelte
t0 < t1 < . . . < tmax < tF . Die Disjunktheit der Verbindungspunkte gewährleistet, dass
jeder Punkt ti ein Verbindungspunkt für genau eine der Beschränkungen in (5.4) oder
(5.5) ist.

5.2 Notwendige Bedingungen

In diesem Abschnitt werden die notwendigen Bedingungen für ein allgemeines Opti-
malsteuerungsproblem (5.1) - (5.5) bereitgestellt. Eine optimale Lösung muss diesen
Bedingungen genügen. Durch die Überprüfung dieser Bedingungen insbesondere der
Vorzeichenbedingungen, lassen sich nichtoptimale Lösungen ausschließen. Auf hinrei-
chende Bedingungen, denen eine optimale Lösung genügen muss, soll an dieser Stelle
nicht eingegangen werden. Für hinreichende Bedingungen sei auf [165, 166, 158] und den
dort angegebenen Literaturstellen verwiesen. Dort werden hinreichende Bedingungen
für Steuerungsprobleme, bei denen die Steuerung nur linear in der Hamiltonfunktion
auftritt [165, 166] – sowohl für zeitoptimale Funktionale [166], als auch für allgemei-
ne Zielfunktionale [165] – hergeleitet. Desweiteren werden Steuerungsprobleme mit ge-
mischten Steuer- und Zustandsbeschränkungen und reine Zustandsbeschränkungen der
Ordnung 1 betrachtet [158].

Das allgemeine Optimalsteuerungsproblem (5.1) - (5.5) wird auf bekannte Weise in ein
Mehrpunkt-Randwertproblem transformiert [45, 116]. Bevor die notwendigen Bedin-
gungen, denen ein optimles Paar (x⋆(t),u⋆(t)) genügen muss, angegeben werden, wird
die Hamiltonfunktion H0 und die erweiterte Hamiltonfunktion H definiert:

H0(x(t),u(t),λ(t)) := L(x(t),u(t)) + λT (t)f(x(t),u(t)) ,

H(x(t),u(t),λ(t),µ(t), ν̄(t)) := H0 + µ(t)TC(x(t),u(t)) + ν̄(t)cp(x(t)) . (5.8)

Darin bezeichnen λ ∈ IRn die adjungierten Variablen und µ ∈ IRk, ν̄ ∈ IR Multiplika-
torfunktionen. Mit

(λ,µ, ν̄,η) ∈ W1,∞([t0, tF ] ; IRn) × L∞([t0, tF ] ; IRk) × L∞([t0, tF ] ; IR) × IRp ,

wobei η := (η1, . . . , ηp) einen Vektor mit konstanten Sprungparametern darstellt, lau-
ten die notwendigen Bedingungen für eine optimale Lösung:
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• Adjungierte Differentialgleichungen:

λ̇ = −Hx := −
∂H

∂x
, (5.9)

• Optimalitätsbedingung:

Hu :=
∂H

∂u
= 0 , (5.10)

• Legendre-Clebsch-Bedingung: (bei inaktiven Steuerbeschränkungen)

Huu :=
∂2H

∂u2
positiv semidefinit , (5.11)

• Vorzeichenbedingungen:

µ(t) ≥ 0 , µT (t)C = 0 , (5.12)

(−1)kν̄(k)(t) ≥ 0, k = 0, . . . , p , ν̄(t) c = 0 , (5.13)

Die Funktion ν̄(t) sei (p − 1)-mal differenzierbar, (ν̄)p−1 sei von beschränkter
Variation und die Funktionen (−1)kν̄(k)(t) ≥ 0, k = 0, . . . , p − 1 sind nicht
zunehmend (auch an Unstetigkeiten von λ).

• An einem Kontaktpunkt ttouch:

λ(t−touch) = λ(t+touch) + η1(ttouch)cx(ttouch) , (5.14)

H(t−touch) = H(t+touch) − η1(ttouch)ct(ttouch) , (5.15)

η1(ttouch) ≥ 0 , η1(ttouch)c(ttouch) = 0 , (5.16)

• Am Aufsprungpunkt tentry eines Randstückes:

λ(t−entry) = λ(t+entry) +

p
∑

k=1

ηk(tentry)
(
c(k−1)

)

x
(tentry) , (5.17)

H(t−entry) = H(t+entry) −

p
∑

k=1

ηk(tentry)
(
c(k−1)

)

t
(tentry) , (5.18)

ηk(tentry) ≥ 0 , ηk(tentry) c(tentry) = 0 , k = 1, . . . , p , (5.19)

bei einer Zustandsbeschränkung der Ordnung p = 1:

η1(tentry) ≥ ν̄(t+entry) , (5.20)

bei einer Zustandsbeschränkung der Ordnung p ≥ 2:

ηk(tentry)

{
≥
=

}

(−1)p−k(ν̄)(p−k)(t+entry) für

{
k = 1
k = 2, . . . , p

, (5.21)
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• Am Absprungpunkt texit eines Randstückes:

λ(t−exit) = λ(t+exit) , (5.22)

H(t−exit) = H(t+exit) , (5.23)

bei einer Zustandsbeschränkung der Ordnung p ≥ 2:

(ν̄)(k)(t−exit) = 0 für k = 0, . . . , p − 2 , (5.24)

• Transversalitätsbedingungen:
Für die Indizes i, für die die Komponenten xi der Zustandsvariablen x mit (5.3)

– zum Zeitpunkt t0 nicht festgelegt sind:

(
∂Ψ

∂xi(t0)
+ λi

)∣
∣
∣
∣
t=t0

= 0 , (5.25)

– zum Zeitpunkt tF nicht festgelegt sind:

(
∂Ψ

∂xi(tF )
− λi

)∣
∣
∣
∣
t=tF

= 0 , (5.26)

• Hamiltonfunktionstest:
H = const. (5.27)

Durch das Argument t− bzw. t+ wird der links- bzw. rechtsseitige Grenzwert bezeichnet.

Die hier angegebenen notwendigen Bedingungen für ein allgemeines Optimalsteue-
rungsproblem mit Steuer- und Zustandsbeschränkungen sind noch nicht vollständig
bewiesen [113]. In [17] werden die notwendigen Bedingungen ohne Zustandsbeschrän-
kungen mittels der allgemeinen Variationsrechnung hergeleitet. In [44] wurde der Satz
für eine skalare Steuerung u(t), eine gemischte Zustands- und Steuerbeschränkung,
sowie eine reine Zustandsbeschränkung der Ordnung p formuliert. Den Satz findet
man ebenso in [45]. In [18] werden für vektorwertige, gemischte Zustandsbeschränkun-
gen und vektorwertige reine Zustandsbeschränkungen der Ordnung 1 Bedingungen mit
Hilfe der allgemeinen Variationsrechnung hergeleitet. Bei [18] treten Stünge nicht am
Aufsprungpunkt der Zustandsbeschränkung, sondern sowohl am Aufsprung- als auch
am Absprungpunkt auf. In [44] konnte aber gezeigt werden, dass der Sprung am Ab-
sprungpunkt nicht beliebig ist und durch eine Normalisierung des Sprungs beide Artikel
zum gleichen Ergebnis führen. Es ist auch möglich, auftretende Unstetigkeiten am Ab-
sprungpunkt zu wählen, so dass die Stetigkeit am Aufsprungpunkt gegeben ist, wie zum
Beispiel in [152]. Dies führt zu modifizierten Bedingungen. Die sich ergebenden Ände-
rungen findet der interessierte Leser zum Beispiel in [113]. Sowohl in [18], als auch in [44]
und [45] fehlen allerdings die Bedingungen (5.19), sowie die Bedingungen (5.20), (5.21)
und (5.24). Diese wurden durch [139] hinzugefügt. Die Vorzeichenbedingung (5.13) ist
eine der wichtigsten Bedingungen, um Nicht-Extremale zu eliminieren [113, 242]. In
den meisten praktischen Beispielen treten Sprünge von λ und (im nichtautonomen
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Fall) von H nur an Verbindungspunkten auf. Es kann aber auch vorkommen, dass eine
Unstetigkeit im Inneren eines Randstückes auftritt, zum Beispiel wenn eine gemischte
Beschränkung Ci ≤ 0 in (5.4) aktiv wird [113]. In den Beweisen werden in der Regel die
Multiplikatorfunktionen als existent vorausgesetzt, auch die von ν̄(t). In [164] wird die
Existenz der Multiplikatoren für den Fall, dass die Steuerbeschränkungen unabhängig
von x sind, bewiesen. In [54] wird gezeigt, dass die Existenz der Multiplikatoren nur
unter starken Voraussetzungen gesichert ist. Ein Beispiel zeigt, dass eine Lösung exi-
stieren kann, obwohl keine zugehörigen Multiplikatoren existieren [54].

In Gleichung (5.8) wurde cp an die Hamiltonfunktion H angekoppelt. Diese Methode
wird als indirektes Ankoppeln bezeichnet. Es ist auch möglich, c direkt anzukoppeln.
Beim direkten Ankoppeln ergeben sich äquivalente notwendige Bedingungen [122, 113].
Die adjungierten Variablen, die Multiplikatorfunktionen und die Sprungparameter las-
sen sich ineinander umrechnen [122, 139]. In [122] werden für dieses Vorgehen die not-
wendigen Bedingungen bei einer skalaren Zustandsbeschränkung der Ordnung p, einer
skalaren Steuerung u ∈ IR und einem von x unabhängigen Steuerbereich Ω = Ω(t)
bewiesen. In [163] werden Probleme betrachtet, bei denen die skalare Steuervariable
u ∈ IR linear in der Hamiltonfunktion H auftritt, wobei gilt: | u | ≤ K = const
und eine skalare Zustandsbeschränkung der Ordnung p auftritt. Die gleiche Pro-
blemklasse (Linearität in der Steuervariable u ∈ IR) mit Zustandsbeschränkungen
der Ordnung 1, mit nur einer Zustandsvariable x ∈ IR, einer Zustandsbeschränkung
der Form α1 ≤ x ≤ α2; α1, α2 = const und einer Steuerbeschränkung der Form
β1 ≤ u ≤ β2; β1, β2 = const wird in [194] behandelt.

Ein weiterer Ansatz, um Zustandsbeschränkungen zu behandeln, wird in [68, 69] be-
trachtet. Bei einer aktiven Zustandsbeschränkung wird nach einer Zustandsvariablen
aufgelöst. Diese Zustandsvariable wird in den Differentialgleichungsnebenbedingungen
– und eventuell in den Steuerbeschränkungen – durch den so gewonnen Ausdruck er-
setzt. Insgesamt erhält man ein nicht zustandsbeschränktes Optimalsteuerungsproblem
mit abschnittsweise definierten Differentialgleichungsnebenbedingungen und Steuerbe-
schränkungen mit nichtkonstanter Dimension des Zustandsvektors. Da ein Optimal-
steuerungsproblem mit aktiver Zustandsbeschränkung ein differential-algebraisches Sy-
stem darstellt, werden so die Schwierigkeiten, die sich bei differential-algebraischen
Systemen ergeben, vermieden.

Bemerkung 5.9
Die Bedingungen (5.10) und (5.11) sind notwendige Bedingungen für ein lokales Mini-
mum der Hamiltonfunktion. Dies entspricht dem Pontryagin’schen Minimumprinzip.
Dieses besagt, dass die optimale Steuerung u⋆ die Hamiltonfunktion minimiert:

u⋆(t) = argmin
u∈Ω(x⋆(t))

H0(x⋆(t),u(t),λ(t)) ,

wobei

Ω(x(t)) := {u(t) ∈ IRm | C(x(t),u(t)) ≤ 0 ; cp(x(t),u(t)) ≤ 0, falls c(x(t)) = 0}

den zulässigen Steuerbereich bezeichnet.
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Bemerkung 5.10
Die Endzeit wird hier als fest vorausgesetzt. Bei Problemen mit freier Endzeit ist die
Bedingung (5.27) durch

(
∂Ψ

∂tF
+ H

)∣
∣
∣
∣
t=tF

= 0 (5.28)

zu ersetzen. Durch Einführung einer zusätzlichen Zustandsvariablen xn+1 := tF kann
immer ein Problem mit fester Endzeit erreicht werden. Das Integrationsintervall kann
somit immer auf das Intervall [0, 1] transformiert werden. Für die zusätzliche Zustands-
variable gilt die triviale Differentialgleichung

ẋn+1 = 0 . (5.29)

Zusätzlich muss eine neue unabhängige Variable τ ∈ [0, 1] eingeführt werden mit

τ :=
t − t0
tF − t0

τ ∈ [0, 1] ,

⇒ dt = (tF − t0) dτ .

Beim Übergang von der alten unabhängigen Variablen t zur neuen unabhängigen Va-
riablen τ müssen somit die Differentialgleichungen mit dem Faktor tF − t0 multipliziert
werden und ˙( ) bedeutet dann d

dτ
. Die Bedingung (5.28) stellt eine Randbedingung für

die Differentialgleichung (5.29) dar.

Bemerkung 5.11
Der Hamiltonfunktionstest (5.27) bzw. (5.28) ist einer der wichtigsten Tests bei der
numerischen Durchführung.

5.3 Bang-Bang und singuläre Steuerungen

Tritt in der Hamiltonfunktion H die Steuerung nur linear auf, so kann die Steuerung
nicht mit Gleichung (5.10) bestimmt werden, da Hu nicht von u abhängt. Die optimale
Steuerung muss also auf eine andere Weise bestimmt werden. Man erhält eine Bang-
Bang-Steuerung und es können singuläre Steuerungen auftreten. Für eine ausführliche
Darstellung der Vorgehensweise singulärer Steuerungsprobleme sei auf [14, 45] verwie-
sen.

Um die Vorgehensweise zu erläutern, sei die Hamiltonfunktion linear in der Steuerung
u und habe die Form

H̃(x(t),u(t),λ(t)) := f̃1(x(t),λ(t)) + u(t)T · f̃2(x(t),λ(t)) .

Die gemischten Zustands- und Steuerbeschränkungen (5.4) seien für j = 1, . . . , m von
der speziellen Form

σj(x(t), t) ≤ uj ≤ σj(x(t), t) mit −∞ < σj(x(t), t) < σj(x(t), t) < ∞ ,

wobei die Funktionen σ(x(t), t) := (σ1, . . . , σm) und σ(x(t), t) := (σ1, . . . , σm) stück-
weise C2-Funktionen sind. Dann kann die beschränkte Steuerung u auf eine offene
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Menge transformiert werden. Dazu werden neue (unbeschränkte) Steuervariablen ein-
geführt:

uj = σj(x(t), t) +
(
σj(x(t), t) − σj(x(t), t)

)
· sin2 ζj , j = 1 . . . ,m . (5.30)

Für die neuen Steuervariablen ζj gilt:

−∞ < ζj < ∞ , j = 1, . . . ,m .

Somit entfallen die gemischten Zustands- und Steuerbeschränkungen (5.4), ebenso wie
die Multiplikatorfunktion µ.

Die gesuchte Steuerung u erhält man aus:

Hζ = 0 ,

⇒ Hζj
=

∂H

∂uj

·
∂uj

∂ζj

= Huj
·
(
σj(x(t), t) − σj(x(t), t)

)
· sin 2ζj

!
= 0 . (5.31)

Man definiert die sogenannte Schaltfunktion Sj := Huj
. Die Bedingung (5.31) ist erfüllt,

wenn für j = 1, . . . , m gilt:

ζj = kπ k ∈ ZZ
(5.30)
⇒ uj = σj oder (5.32)

ζj =
π

2
+ kπ k ∈ ZZ

(5.30)
⇒ uj = σj oder (5.33)

Sj = 0 . (5.34)

Sei zunächst der nichtsinguläre Fall Huj
= Sj 6= 0 betrachtet. Die Legendre-Clebsch-

Bedingung (5.11) lautet

Hζζ positiv (semi-)definit

⇒ Hζjζj
= 2Huj

(
σj(x(t), t) − σj(x(t), t)

)
cos 2ζj

!

≥ 0 j = 1, . . . ,m . (5.35)

Bemerkung 5.12
Hζζ lautet vollständig ausgeschrieben:

Hζjζj
= 2Huj

(σj − σj) cos 2ζj + Hujuj

[
(σj − σj) sin 2ζj

]2
,

Hζjζi
= Hujui

(σj − σj) sin 2ζj · (σi − σi) sin 2ζi .

Im nichtsingulärem Fall gilt mit (5.32) und (5.33) sin 2ζj = 0, j = 1, . . . ,m und somit
Hζjζi

= 0 für i 6= j. Hζζ ist also eine Diagonalmatrix mit den Einträgen wie in (5.35).

Wegen σj(x(t), t) < σj(x(t), t) ist (5.35) genau dann erfüllt, wenn

Huj
cos 2ζj ≥ 0 .
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Im nichtsingulären Fall Huj
= Sj 6= 0 ergibt sich somit für die Steuerung ζj und damit

auch für die gesuchte optimale Steuerung u⋆
j (j = 1, . . . ,m):

ζj =

{
kπ falls Huj

> 0
π
2

+ kπ falls Huj
< 0

,

u⋆
j =

{
σj(x(t), t) falls Sj > 0
σj(x(t), t) falls Sj < 0

. (5.36)

Die Steuerung in (5.36) wird als Bang-Bang-Steuerung bezeichnet. Hat Sj eine isolierte
Nullstelle bei ti ∈ [0, tf ], so ist ti ein Umschaltpunkt der Bang-Bang-Steuerung. Gilt
Sj ≡ 0 für t ∈ [t1, t2] ⊂ ]0, tf [ , t1 < t2, so führt dies zu einer singulären Steuerung.

Zuerst wird die Ordnung einer singulären Steuerung eingeführt. Im folgenden soll dabei,
wegen der einfacheren und übersichtlicheren Notation, eine skalare Steuerung u ∈ IR
angenommen werden.

Definition 5.13 (Ordnung einer singulären Steuerung)
Sei Hu =: S ≡ 0 für t ∈ [t1, t2], t1 < t2. Sei d2q

dt2q S die erste totale Ableitung nach der
Zeit, in der u explizit auftritt. Dann heißt q die Ordnung der singulären Steuerung.
Tritt in keiner Ableitung u explizit auf, so handelt es sich um eine singuläre Steuerung
mit Ordnung ∞.

Bemerkung 5.14
Wie man in Definition 5.13 erkennt und in [134] gezeigt wurde, bedarf es immer einer
geraden Anzahl von zeitlichen Ableitungen der Schaltfunktion.

Bemerkung 5.15
In der Literatur findet man verschiedene Definitionen, was zu einiger Verwirrung
führen kann. Manche Autoren bezeichnen zum Beispiel 2q als Ordnung. In [153] sind
die verschiedenen Definitionen gegenübergestellt und auf ihre Unzulänglichkeit hin über-
prüft. Die oben gewählte Definition wird in [153] als intrinsische Ordnung bezeichnet.
In [134, 162, 196] wurde obige Definition gewählt.

Da S im Intervall [t1, t2] unendlich glatt ist, sind auch sämtliche Ableitungen identisch
Null und es kann mittels der Gleichung

d2q

dt2q
S =: Ŝ(x(t), u(t),λ(t), t) = 0 t ∈ [t1, t2] (5.37)

die singuläre Steuerung berechnet werden, indem Ŝ = 0 nach u (lokal) für jeden Zeit-
punkt t ∈ [t1, t2] aufgelöst wird. Dabei muss die verallgemeinerte Legendre-Clebsch-
Bedingung

(−1)q

[
∂

∂u

(

Ŝ(x(t), u(t),λ(t), t)
)]

≥ 0 ∀t ∈ [t1, t2]

erfüllt sein [134].

Bemerkung 5.16
Die Vorgehensweise in [68, 69], eine aktive Zustandsbeschränkung in die Differential-
gleichungen und eventuell in die Steuerbechränkungen einzusetzen, ist auch auf sin-
guläre Steuerungen übertragbar und wurde bereits in [55] erfolgreich angewendet.
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5.4 Numerische Lösungsverfahren

Die Lösung von Optimalsteuerungsaufgaben ist in der Praxis nur mit numerischen
Verfahren möglich, da die Dynamik durch Gleichungssysteme hoher Dimension und
Nichtlinearität beschrieben wird und die Lösung einer Vielzahl von Beschränkungen
genügen muss.

Zum Lösen eines Optimalsteuerungsproblems gibt es verschiedene Ansätze, von denen
die wichtigsten vorgestellt werden. Für einen Überblick sei auf [53, 251, 191, 190, 26,
205], sowie auf die darin angegebenen Original-Literaturstellen verwiesen.

5.4.1 Überblick über numerische Lösungsverfahren

Direkte Verfahren. Bei direkten Verfahren wird durch Diskretisierung entweder nur
der Steuervariablen oder der Steuer- und auch der Zustandsvariablen das unendlich-
dimensionale Optimalsteuerungsproblem auf ein endlich-dimensionales nichtlineares
Optimierungsproblem transformiert und es werden Methoden der nichtlinearen Op-
timierung angewendet. Diese Verfahrensklasse ist unter anderem dadurch gekenn-
zeichnet, dass vom Benutzer keine Informationen über adjungierte Variablen oder
das Minimumprinzip bereitzustellen sind. Einige direkte Verfahren sind in der La-
ge, zusätzlich Schätzungen der adjungierten Variablen zu liefern [46, 250, 251]. Das
nichtlineare Optimierungsproblem wird mit Standardalgorithmen wie SQP-Verfahren
[107, 108, 216, 217] oder Innere-Punkt-Methoden [246, 257, 258] gelöst. Ein Vergleich
von Innere-Punkt-Methoden und SPQ Methoden bei optimalen Steuerungsproblemen
ist in [28] zu finden.

In der Klasse der direkten Verfahren unterscheidet man:

• direkte Schießverfahren, die die Steuerungen diskretisieren und die Bewegungs-
differentialgleichungen durch numerische Integration erfüllen. Algorithmen, die
auf dem direkten Schießverfahren basieren, sind zum Beispiel MUSCOD [32],
PROMIS [125], TOMP [137], PAREST [115] oder NUDOCCCS [46].

• direkte Kollokationsverfahren, die auch die Zustandsvariablen diskretisieren und
zur Erfüllung der Zustandsdifferentialgleichungen Kollokation verwenden. Direkte
Kollokationsverfahren sind zum Beispiel DIRCOL [251], SOCS [29] oder OTIS
[112].

Eine Übersicht über direkte Verfahren bieten unter anderem [25, 27, 107].

Indirekte Verfahren. Als indirekt werden alle Verfahren bezeichnet, die in irgend-
einer Form explizit auf die notwendigen Bedingungen der Optimalsteuerungstheorie,
denen die optimale Lösung genügen muss – wie in Abschnitt 5.2 beschrieben – zurück-
greifen. Diese Verfahren verwenden die adjungierten Variablen, die Hamiltonfunktion,
sowie das Minimumprinzip. Das heißt, für die indirekten Methoden sind vom Benutzer
entsprechende Informationen für jedes Optimalsteuerungsproblem bereitzustellen.
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Bei den Gradientenverfahren wird die Hamiltonfunktion unter den Nebenbedingungen
eines Randwertproblems durch iterative Verbesserung der Steuerung minimiert. Die
Bewegungsgleichungen werden dabei durch Vorwärtsintegration, anschließend die ad-
jungierten Differentialgleichungen durch Rückwärtsintegration gelöst [45, 170, 63, 259].

Andere indirekte Verfahren lösen ein Mehrpunkt-Randwertproblem für die Zustands-
und adjungierten Differentialgleichungen. Dabei werden die Steuervariablen und Mul-
tiplikatorfunktionen aus den Optimalitätsbedingungen und den aktiven Steuer- und
Zustandsbeschränkungen bestimmt. Im Falle linearer Steuerungsprobleme sind die
Steuerungen gemäß Abschnitt 5.3 zu bestimmen. Nicht optimale Lösungen werden
a postiori durch Verifizierung der Vorzeichenbedingungen eliminiert. Zum Lösen des
Mehrpunkt-Randwertproblems wird die Mehrzielmethode [49] verwendet. Es gibt eine
Vielzahl erfolgreich eingesetzter Algorithmen, die auf der Mehrzielmethode basieren,
wie BOUNDSOL, OPTSOL [49], DLOPTR [78, 79], BOUNDSCO [184], VBDSCO
[135], sowie MUMUS [117] und dessen Weiterentwicklung JANUS [53].

Vergleich. Der größte Vorteil der direkten Verfahren liegt darin, dass sie keine Infor-
mationen über adjungierte Variablen oder das Maximumprinzip benötigen. Dadurch
erfordern sie weniger Vorkenntnisse und weniger Vorarbeiten, als indirekte Verfahren.
Durch die Diskretisierung der Steuer- bzw. der Steuer- und Zustandsvariablen erzielt
man jedoch eine geringere Genauigkeit. Bei indirekten Verfahren lassen sich dagegen
duch die Verifikation der notwendigen Bedingungen Lösungen mit sehr hoher Genau-
igkeit erzielen. Allerdings ist bei indirekten Verfahren Vorwissen über die Optimal-
steuerungsthoerie notwendig. Zur Formulierung des Mehrpunkt-Randwertproblems ist
zudem die Kenntnis der Schaltstruktur erforderlich. Zusätzlich werden gute Startwerte
für die adjungierten Variablen benötigt, um eine Konvergenz des Verfahrens zu erzielen.
Diese Probleme können aber durch Homotopietechniken [49, 53, 80, 239] überwunden
werden. In [251] und [252] wird vorgeschlagen, mittels des direkten Verfahrens DIR-
COL die Schaltstruktur und Startwerte für die adjungierten Variablen zu ermitteln.
Diese Werte stellen gute Startlösungen für indirekte Verfahren dar. Damit wird der
größte Vorteil der direkten Methoden – keine Information über adjungierte Variablen
und Schaltstruktur nötig – mit dem der indirekten Methoden – hohe Genauigkeit –
kombiniert. Der erfolgreiche Einsatz dieser hybriden Methode wird in [67], [251] und
[252] demonstriert.

5.4.2 Mehrzielmethode

Sowohl direkte (direkte Schießverfahren) als auch indirekte Verfahren basieren auf der
Mehrzielmethode, welche ein Verfahren zur Lösung von Randwertproblemen ist. Falls
(5.10) eindeutig lösbar ist, so kann man u⋆ in das Differentialgleichungssystem einsetzen
und man erhält:

ẏ = f̃(x,u⋆(x,λ, t), t) (5.38)

r(y(0),y(tF ), tF ) = 0 (5.39)
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mit yT := (xT ,λT ) und f̃T := (fT ,−HT
x ) aus Abschnitt 5.2. Die Randwerte und

eventuelle Transversalitätsbedingungen werden durch r beschrieben. An Schaltpunkten
ti müssen Schalt- und Sprungbedingungen (vgl. Abschnitt 5.2) berücksichtigt werden:

si(y(t+i ),y(t−i , ti) = 0 , i = 1, . . . , ns .

Zusätzlich wird bei der Mehrzielmethode [49, 91, 239] das Intervall [t0, tF ] durch geeig-
nete Stützpunkte t̄k (k = 1, . . . , υ − 1) in υ Teilintervalle

[t0, t̄1[ , [t̄1, t̄2[ , . . . , [t̄υ−1, tF ] mit

t0 < t̄1 < t̄2 < . . . < t̄υ−1 < tF

zerlegt. An diesen Stützpunkten wird als Übergangsbedingung die Stetigkeit von y
gefordert. Rand-, Schalt- und Stützpunkte werden zu einer Menge verallgemeinerter
Schaltpunkte zusammengefasst:

{τ1, . . . , τN̄} := {t0, tF} ∪ {t1, . . . , tns
} ∪ {t̄1, . . . , t̄υ} ,

t0 = τ1 < τ2 < . . . < τN̄ = tF .

Damit erhält man das erweiterte Mehrpunkt-Randwertproblem

ẏ(t) = f̃(y(t), t) = f̃i(y(t), t) für τi

<

(=) t
<

(=) τi+1 , i = 1, . . . , N̄ − 1 , (5.40)

s̄i(y(τ+
i ),y(τ−

i ), τi) = 0 i = 2, . . . , N̄ − 1 , (5.41)

r(y(τ+
1 ),y(τN̄), τN̄) = 0 . (5.42)

Der Anfangspunkt τ1 wird als fest angenommen. Die restlichen Schaltpunkte τi

(i = 2, . . . , N̄), sowie die Werte y+
i := y(τ+

i ) (i = 1, . . . , N̄ − 1) des Randwert-
problems (5.40) – (5.42) werden an den Stellen τi gleichzeitig iterativ berechnet. Sei
dazu y(t; τi,y

+
i ) für t ∈ [τi, τi+1] die Lösung des Anfangswertproblems

ẏ = f̃(y, t) , y(τi) = y+
i

In Abblidung 5.1 sind die stückweise definierten Funktionen y(t; ti, y
+
i ) für den ein-

dimensionalen Fall dargestellt. Insgesamt stellen (5.41) und (5.42) ein nichtlineares
Gleichungssystem der Form

F (z) :=










r(y+
1 ,y(τN̄ ; τN̄−1,y

+
N̄−1

), τN̄)

s̄2(y
+
2 ,y(τ2; τ1,y

+
1 ), τ2)

s̄3(y
+
3 ,y(τ3; τ2,y

+
2 ), τ3)

...
s̄N̄−1(yN̄−1,y(τN̄−1; τN−2,y

+
N−2), τN̄−1)










!
= 0 , z :=














y+
1

τN̄

y+
2

τ2
...

y+
N̄−1

τN̄−1














(5.43)

dar. Das Gleichungssystem (5.43) kann mit Hilfe des Newton-Verfahrens [80, 238] ite-
rativ gelöst werden, wobei noch ein Startwert z(0) benötigt wird. Um den Konvergenz-
bereich zu vergrößern, wird das modifizierte Newton-Verfahren [79] mit der Iterations-
vorschrift

z(k+1) = z(k) − λ̄ D̃F (z(k))−1F (z(k)) , k = 0, 1, . . .
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Abbildung 5.1: Mehrzielmethode im eindimensionalen Fall.

verwendet. λ̄ ist ein Relaxationsfaktor mit 0 < λ̄ ≤ 1,DF stellt eine numerische Appro-
ximation der Jacobimatrix dar, das heißt D̃F (z(k)) ≈ DF (z(k)) := ∂F (z)/∂z|z=z(k) .
In [239] wird empfohlen, die Matrix D̃F durch ein Broyden-Rang-1-Verfahren anzupas-
sen. Eine modifizierte Version der Broydenmethode, welche die Struktur von D̃F nicht
zerstört, wird in [219] angegeben. In JANUS [53] wird ein Iterationsschritt akzeptiert,
wenn mindestens einer der folgenden Tests erfüllt ist:

∥
∥F (z(k+1))

∥
∥ ≤

∥
∥F (z(k))

∥
∥ ,

∥
∥

(

D̃F (z(k))
)−1

F (z(k+1))
∥
∥ ≤

∥
∥

(

D̃F (z(k))
)−1

F (z(k))
∥
∥ .

Zusätzlich wird gefordert:

∥
∥F (z(k+1))

∥
∥ <

∥
∥F (z(k−2))

∥
∥ ∧ (5.44)

∥
∥

(

D̃F (z(k))
)−1

F (z(k−2)
∥
∥ <

∥
∥

(

D̃F (z(k))
)−1

F (z(k−2))
∥
∥ . (5.45)

Die Bedingungen (5.44) und (5.45) stabilisieren und beschleunigen die Iteration er-
heblich [53]. Eine detailliertere Beschreibung der Mehrzielmethode findet man in
[49, 53, 239].

5.5 Optimale Steuerung in der Robotik

5.5.1 Überblick bei Punkt-zu-Punkt Bewegungen mit indirekten Verfahren

Auf dem Gebiet der optimalen Steuerung in der Robotik gibt es eine Vielzahl von
Veröffentlichungen. Im Folgenden soll ein Überblick der Literatur mit indirekten Ver-
fahren und bei Punkt-zu-Punkt Bewegungen gegeben werden. Dabei wird kein An-
spruch auf Vollständigkeit erhoben. Auf Fragestellungen wie optimale Steuerung ent-
lang einer vorgegebenen Bahn oder Optimierung redundanter Roboter soll an dieser
Stelle verzichtet werden – der interessierte Leser sei auf [42] und die darin angegebenen
Literaturstellen verwiesen. Einen Überblick über optimale Steuerung in der Robotik
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mit direkten Verfahren bieten zum Beispiel [61, 235]. Ein ausführlicher Überblick über
optimale Steuerung in der Robotik findet sich in [56].

Die Existenz einer Punkt-zu-Punkt Bewegung für zeitoptimale Steuerungsprobleme
eines zweigelenkigen, planaren Roboters ohne Zustandsbeschränkungen wird in [4] ge-
zeigt. Diese Art von Robotern werden auch in [5, 62, 101, 168, 185, 193, 259, 260]
betrachtet. In [5] wird ein auf dem Pontryaginschen Maximumprinzip basierender semi-
analytischer Ansatz gewählt. Für ein vereinfachtes, entkoppeltes System wird in [62]
eine Lösung mit Bang-Bang Struktur druch Kombination von analytischen und numeri-
schen Methoden erzielt. Die so gewonnene Steuerung ist allerdings für das ursprüngliche
System suboptimal. Zeitoptimale Lösungen mit Steuerbeschränkungen für eine Bewe-
gung mit vorgegebenen Anfangs- und Endstellungen sind in [259] zu finden. Die Lösung
wird mit einer Erweiterung des in [45] angegebenen Gradientenverfahrens berechnet.
Eine reine Bang-Bang Steuerung ist bei diesem Ansatz nicht möglich. Eine Weiterent-
wicklung des in [259] angegebenen Verfahrens findet sich in [168]. Dort wird eine Metho-
de des steilsten Abstiegs zusammen mit einem Schaltpunkt-Optimierungsprogramms
verwendet, um die exakte Bang-Bang Lösung zu berechnen. Singuläre Steuerungen
werden durch hochfrequente Bang-Bang Steuerungen angenähert. Ein ähnliches Pro-
blem, bei dem auch singuläre Steuerungen auftreten, wird in [185] mit der Mehrziel-
methode gelöst. Die Bewegungsgleichungen, die adjungierten Differentialgleichungen
und die Gleichungen für singuläre Steuerungen werden analytisch bereitgestellt. In
[101] wird die Struktur der optimalen Steuerung bei einer zeitoptimalen Bewegung mit
Steuerbeschränkung, aber ohne Zustandsbeschränkung analysiert. Zum Lösen des op-
timalen Steuerungsproblems wurden sowohl eine Parameteroptimierungs-Methode und
ein Schießverfahren verwendet. Die Parameteroptimierung wurde benutzt, um Start-
werte für das Schießverfahren zu erhalten. Als Lösung der Steuerungen treten sowohl
Bang-Bang, als auch singuläre Steuerungen auf. Mit Hilfe eines Strafterms wird die Ein-
haltung der Endposition gewährleistet. In [260] wird ein Zweipunkt Randwertproblem
gelöst. Dazu wird die sogenannte minimizing-boundary-condition Methode [66] benutzt,
ein modifiziertes Schießverfahren, um den Konvergenzbereich zu vergrößern. Für die
Schaltpunkte der Bang-Bang Steuerung werden die Nullstellen der Schaltfunktionen
berechnet. Für einen zweigelenkigen Roboter ohne Beschränkungen wird in [193] die
optimale Bewegung für verschiedene Zielfunktionale berechnet. Es wird ein gemischtes
zeit-energieminimales Funktional mit verschiedenen Gewichtsfaktoren optimiert. Das
resultierende Zweipunkt Randwertproblem wird mittels der Mehrzielmethode gelöst. In
[218] wird ebenfalls ein zweigelenkiger planarer Roboter ohne Zustandsbeschränkungen
betrachtet. Es wird eine zeitoptimale Lösung berechnet, wobei die Schaltfunktionen,
Abschnitte mit singulären Steuerungen und die adjungierten Differentialgleichungen
symbolisch berechnet werden und die Bewegungsgleichungen in expliziter Form gege-
ben sind.

Für einen dreigelenkigen Roboter wird in [126] mit vorgegebener Bang-Bang Struktur
die zeitoptimale Lösung berechnet. Da nur die Schaltpunkte optimiert werden, redu-
ziert sich das Problem zu einem Minimierungsproblem mit Beschränkungen endlicher
Dimension.

In [20, 21, 22, 23] wird die optimale Lösung mit einem Schießverfahren berechnet, wobei
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mit einem Gradientenverfahren [45] zunächst Schätzungen für die Zustandsvariablen
berechnet werden. Als zu minimierendes Funktional dient ein zeit-energieoptimales,
wobei die Fälle

”
reine Zeitoptimalität“ und

”
reine Energieoptimalität“ ausgeschlos-

sen werden, erstere um Bang-Bang Steuerungen zu vermeiden. Als Beispiele werden
optimale Lösungen für Roboter mit zwei und drei Freiheitsgraden berechnet. In [20]
sind nur Steuerbeschränkungen zugelassen, in [22] werden zusätzlich noch gemischte
Zustands- und Steuerbeschränkungen berücksichtigt.

Für einen dreigelenkigen Roboter werden in [253] zeitoptimale und energieoptimale
Lösungen unter Berücksichtigung von Zustandsbeschränkungen erster Ordnung be-
rechnet. Das optimale Steuerungsproblem wird in ein Randwertproblem transformiert
und mit mit der Mehrzielmethode gelöst. Startwerte werden mit dem direkten Kol-
lokationsverfahren DIRCOL [250, 251] erzeugt. Die Bewegungsgleichungen sind aus
[187] entnommen und explizit gegeben. Die für die adjungierten Differentialgleichun-
gen benötigten Ableitungen werden symbolisch mit MAPLE berechnet, wofür ca. 3350
Programmzeilen benötigt werden.

Kooperierende Roboter und Greifvorgänge werden in [75, 76, 77, 269, 270, 271] unter-
sucht. In [75, 76, 269] werden auch Ungleichungsnebenbedingungen betrachtet. Diese
werden durch Einführung von Schlupfvariablen in Gleichungsnebenbedingungen um-
geformt [121, 249]. [77, 269, 272] beschäftigen sich mit kooperierenden Robotern, die
ein Objekt halten, [75, 76] auch mit mobilen Robotern. In [75, 77, 272, 269] geht in
das zu minimierende Funktional die Ableitung der Antriebsmomente ein. Laut [247]
minimiert eine menschliche Punkt-zu-Punkt Bewegung das Integral über die Norm
der zeitlichen Änderung der Antriebsmomente. Die Ableitungen der Antriebsmomen-
te werden als neue Steuergrößen definiert. In [272] wird neben dem Integral über die
Norm der zeitlichen Änderung auch das Integral über die Norm der Antriebsmomente
und das Integral über die Gelenkwinkel betrachtet. Letztere führt auf eine analytische
Lösung. Das optimale Steuerungsproblem wird mit einer finite Differenzenmethode
gelöst. In [75, 77, 269, 270] wird das Optimalsteuerungsproblem durch Ankoppeln der
Nebenbedingungen an die Hamiltonfunktion in ein freies Optimalsteuerungsproblem
transformiert. Die neuen Zustandsvariablen des nun unbeschränkten Problems und
deren Ableitungen enthalten die ursprünglichen Zustandsvariablen, die Steuerungen
und die adjungierten Variablen, im Falle von Ungleichungsnebenbedingungen auch die
Schlupfvariablen [75, 269]. Das Zeitintervall wird äquidistant unterteilt und die Euler-
Lagrange-Gleichungen des neuen Zielfunktionals werden an diesen Punkten ausgewer-
tet. Die unbekannten Zustandsvariablen werden durch stückweise lineare Funktionen
mit beschränktem Träger, die Ableitungen werden durch finite Differenzen approxi-
miert [109]. Das resultierende nichtlineare Gleichungssystem wird mit dem Newton-
Raphson Verfahren gelöst. Glatte Lösungen, welche unabhängig von der Koordinaten-
wahl im Raum sind, werden in [271] erzeugt. Dabei werden Werkzeuge der Differen-
tialgeometrie und der Theorie der Lie-Gruppen verwendet. Notwendige Bedingungen
werden hergeleitet und das resultierende Zwei-Punkt-Randwertproblem wird entweder
analytisch oder numerisch mit einer finiten Differenzenmethode berechnet.

In [2] findet sich ein Beispiel für einen viergelenkigen Roboter. Die Steuerungen ge-
hen quadratisch in das zu minimierende Funktional ein, Steuer- oder Zustandsbe-
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schränkungen werden nicht berücksichtigt. Die numerische Lösung wird mittels ei-
ner Mehrzielmethode berechnet. In [3] wird sowohl ein zweigelenkiger, als auch ein
viergelenkiger Roboter betrachtet, wobei Design-Parameter des Roboters mitoptimiert
werden. Die dortige Methode setzt voraus, dass alle Steuerungen ins Zielfunktional
eingehen. Die Bewegungsdifferentialgleichungen werden in das Zielfunktional eingesezt
und man erhält ein Optimierungsproblem ohne Nebenbedingngen. Dadurch werden kei-
ne Lagrange Funktionen benötigt. Die Zustandsvariablen werden durch einen modalen
Ansatz approximiert und das resultierende Randwertproblem wird numerisch mit einer
gewichteten Residuen-Methode und Kollokation gelöst.

Optimale Punkt-zu-Punkt Bewegungen mit Hindernissen im Arbeitsraum werden in
[92] für energieoptimale und in [93] für zeitoptimale Bewegungen betrachtet. Die Idee
des Gradientenverfahrens in [45, 259] wird auf Probleme mit Zustandsbeschränkungen
erweitert. In jedem Iterationsschritt wird ein lineares Optimierungsproblem gelöst. Eine
stückweise lineare Steuerfunktion, welche die Zustandsbeschränkung verletzen darf,
dient als Ausgangslösung, welche dann durch Hinzunahme einer stückweise konstanten
Steuerfunktion verbessert wird. Die Methode wird an Hand eines planaren Roboters
mit drei Freiheitsgraden demonstriert und es kann gezeigt werden, dass damit bessere
Ergebnisse erzielt werden können als mit Penalty Methoden.

Greifvorgänge von bewegten Objekten finden sich in [131]. Ein Objekt auf einem Fließ-
band wird von einem planaren dreigelenkigen Roboter aus der Bewegung gegriffen.
Die Gesamtbewegung wird in zwei Teilprobleme aufgeteilt. Die Annäherungsphase
entspricht einer Bewegung mit bekannter Ausgangskonfiguration und unbekannter
Greifkonfiguration. Zum Zeitpunkt des Greifvorgangs wird die Greifkonfiguration zur
Ausgangskonfiguration des Abnehmphase, bei der das Objekt durch den Roboter
zu einer bekannten Endkonfiguration befördert wird. Der Zeitpunkt des Greifvor-
gangs und die Greifbedingungen sind nur teilweise definiert: die Winkelgeschwindig-
keit und die linear Geschwindigkeit von Objekt und Greifer müssen übereinstimmen.
Die Annäherungsphase führt auf eine Punkt-zu-Punkt Bewegung mit beschränktem
Endzustand und freier Endzeit. Es wird ein gemischtes zeit-energieoptimales Zielfunk-
tional betrachtet, wo alle Steuerungen quadratisch eingehen. Zustandsbeschränkungen
werden mittels einer Penalty Methode [130] behandelt. Notwendige Bedingungen für
die Endkonfiguration der Annäherungsphase werden hergeleitet und das Randwert-
problem wird durch einer Kombination eines Schießverfahrens [45] und einer finiten
Differenzenmethode gelöst, wobei Homotopietechniken [49, 239] zum Einsatz kommen.

Zweibeinige Laufmaschinen werden in [19, 24, 64, 201] untersucht. In [64] wird ei-
ne fünfgelenkige, in [19, 24, 201] eine siebengelenkige Laufmaschine betrachtet. In
[19, 64, 201] wird ein energieoptimales Funktional, in das die Steuerungen quadratisch
eingehen, in [24] ein gemischtes zeit-energieoptimales Funktional, wobei der zeitop-
timale Fall ausgeschlossen wird, minimiert. Zustandsbeschränkungen werden mit ei-
ner Panalty Methode an das Funktional angekoppelt [19, 24, 64, 201]. Numerische
Lösungen werden durch Schießverfahren [45] und finite Differenzenmethode erzielt.
Geschlossene kinematische Ketten [64] werden freigeschnitten und Schließbedingungen
berücksichtigt, die mit einem Strafterm an das Funktional angekoppelt werden. Da-
durch werden auch Schwierigkeiten, die sich bei den sich sonst ergebenden differential-
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algebraischen Geleichungen auftreten, vermieden. Beschränkungen an die Ableitung
der Steuerung [24] werden, wie in [195] vorgeschlagen, berücksichtigt, indem die Ab-
leitung als neue Steuerung definiert wird. Weitere numerische Beispiele in [24] sind ein
zweigelenkiger planarer Roboter und ein Roboter mit fünf Freiheitsgraden.

5.5.2 Optimalsteuerungsproblem in der Robotik

Bei Optimalsteuerungsproblemen in der Robotik nehmen die Differentialgleichungsne-
benbedingungen eine zentrale Rolle ein. Aufgrund der Geometrie von Robotern kann
immer ein Satz von Minimalkoordinaten angegeben werden. Das heißt, die Bewegungs-
gleichungen können in der Form (2.1) angegeben werden. Im Falle rein rotatorischer
Gelenke stellen die Gelenkwinkel aus der Denavit-Hartenberg-Vereinbarung einen Satz
von Minimalkoordinaten dar: q = Θ = (θ1, . . . , θN)T . Bei Optimalsteuerungsproble-
men in der Robotik kann die spezielle Struktur der Bewegungsgleichungen ausgenutzt
werden, um eine effiziente Berechnung der Lösung zu ermöglichen.

Das Vorgehen soll im Folgenden an einem Roboter mit rein rotatorischen Gelenken
erläutert werden, es lässt sich problemlos auch auf Schubgelenke anwenden [57]. Die
Bewegungsgleichungen für einen Roboter mit N rotatorischen Gelenken lauten:

M (Θ(t)) · Θ̈(t) = T (t) − h(Θ(t), Θ̇(t)) (5.46)

mit der symmetrisch positiv definiten Massenmatrix M (Θ) ∈ IRN×N den Coriolis-,
Zentrifugal- und Gravitationskräften h(Θ, Θ̇) ∈ IRN , sowie den Antriebsmomenten
T ∈ IRN , wie sie in Kapitel 2 angegeben wurden.

Fasst man die Gelenkwinkel Θ und Winkelgeschwindigkeiten Θ̇ zum Vektor der Zu-
standsgrößen und die Antriebsmomente T zum Vektor der Steuerungen zusammen,
also

x(t) :=

(
Θ(t)

Θ̇(t)

)

∈ IR2N , u(t) := T ∈ IRN ,

so lautet ein Optimalsteuerungsproblem bei einer Punkt-zu-Punkt Bewegung in der
Robotik:

I(x,u) =

∫ tF

t0

L(x(t),u(t)) dt → min! , (5.47)

(
EN O

O M

)

ẋ(t) =

(
Θ̇

u(t) − h(x(t))

)

, (5.48)

λ̇(t) = −Hx = −
∂

∂x
L −

(
∂

∂x
ẋ

)T

λ(t) , (5.49)

ψ(x(t0),x(tF )) :=

(
x(t0) − x0

x(tF ) − xF

)

= 0 , (5.50)

(
u− umax

umin − u

)

≤ 0 , (5.51)

mit EN = diag(1, . . . , 1) ∈ IRN×N , den adjungierten Variablen λ ∈ IR2N , den An-
fangswerten xT

0 = (Θ(t0)
T , Θ̇(t0)

T ), den Endwerten xT
F = (Θ(tF )T , Θ̇(tF )T ), den
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minimalen Antriebsmomenten umin := (umin,1, . . . , umin,N)T , den maximalen Antrie-
besmomenten umax := (umax,1, . . . , umax,N)T , sowie der Hamiltonfunktion

H := L(x(t),u(t)) + λT ẋ .

Das Zielfunktional ist je nach Aufgabenstellung zu wählen. Man wählt häufig:

L(x(t),u(t)) := 1 (zeitoptimal) , (5.52)

oder L(x(t),u(t)) :=
uTu

‖umax‖2
(energieoptimal) . (5.53)

Bei Bedarf können weitere gemischte Steuer- und Zustandsbeschränkungen, sowie reine
Zustandsbeschränkungen hinzugefügt werden.

Treten nur einfache Steuerbeschränkungen wie in (5.51) auf, müssen die zugehörigen
Lagrangemultiplikatoren bei Zielfunktionalen mit L gemäß (5.52) oder (5.53) (oder
einer Kombination aus beiden) nicht explizit berechnet werden, denn es gilt

Lemma 5.17
Für die Lagrangemultiplikatoren µi von Steuerbeschränkungen der Form (5.51) und
L(x,u) gemäß (5.52) bzw. (5.53) gilt stets

µi ≥ 0 , i = 1, . . . , N .

Beweis. Betrachtet man die erweiterte Hamiltonfunktion H̃, so gilt:

H̃ := L + λT ẋ+ µ1(u− umax) + µ2(umin − u) ,

H̃ui
=

∂L

∂ui

+ λT

(
∂

∂ui

ẋ

)

+ µ1,i − µ2,i .

Da die Steuerungen in den Bewegungsdifferentialgleichungen (5.48) nur linear auftre-

ten, hängt
∂

∂ui

ẋ nicht explizit von ui ab. Aufgrund der speziellen Form des betrachteten

Zielfunktionals sind zwei Fälle zu unterscheiden: Entweder hängt
∂L

∂ui

nicht explizit von

ui ab (ui ist nur linear im Zielfunktional), oder es hängt nur von ui ab, und keiner wei-
teren Steuerung uj 6= ui. Für die Steuerungen, die nur linear in der Hamiltonfunktion
auftreten, ist wie in Abschnitt 5.3 beschrieben, vorzugehen.

Im Folgenden wird angenommen, dass
∂L

∂ui

für mindestens ein i explizit von ui abhängt.

Die Steuerung ui wird dann aus Hui
= 0 ermittelt. Da

∂L

∂ui

explizit von ui abhängt,

gilt
∂2L

∂u2
i

6= 0 und mit der Legendre-Clebsch-Bedingung sogar
∂2L

∂u2
i

> 0. Der Satz über

implizite Funktionen gewährleistet die Auflösbarkeit nach ui.

Sei zunächst angenommen, die Steuerung ui befinde sich im Inneren des zulässigen
Steuerbereichs. Dann gilt µ1,i = µ2,i = 0 und ui berechnet sich als Nullstelle von

Ŝi(u) :=
∂L

∂ui

+ λT

(
∂

∂ui

ẋ

)

= 0 .
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Kapitel 5 Grundlagen der Optimalen Steuerung

Da
∂Ŝi

∂ui

=
∂2L

∂u2
i

> 0, gilt: Ŝi(û) ≤ Ŝi(ū) für û ≤ ū .

Wird nun die Beschränkung ui − umax,i ≤ 0 verletzt, so liefert Ŝi(u) = 0 ein ū mit
ū ≥ umax,i. In diesem Fall gilt ui = umax,i und µ1,i berechnet sich aus

Ŝi(umax,i) + µ1,i = 0 .

Wegen ū ≥ umax,i gilt Ŝi(umax,i) ≤ Ŝi(ū) = 0 und somit µ1,i ≥ 0.

Wird dagegen die Bechränkung umin,i − ui ≤ 0 verletzt, so liefert Ŝi(u) = 0 ein ū mit
ū ≤ umin,i und µ2,i berechnet sich aus

Ŝi(umin,i) − µ2,i = 0 .

Wegen ū ≤ umin,i, gilt Ŝi(umin,i) ≥ Ŝi(ū) = 0 und somit gilt auch µ2,i ≥ 0. ⋄

Die Steuerungen berechnen sich aus der Optimalitätsbedingung

0 = Hu = Lu +

(
∂

∂u
ẋ

)T

λ

und der Legendre-Clebsch-Bedingung (Huu positiv semidefinit). Für L(x,u) wie in
(5.53) gilt

Lu =
2

‖umax‖2
u , Luu =

2

‖umax‖2
EN

und Huu ist sogar positiv definit. Im zeitoptimalen Fall kommt die Steuerung u nur
linear in der Hamiltonfunktion vor. Mit den Schaltfunktionen

Si :=

(
∂

∂ui

ẋ

)T

λ , i = 1, . . . , N

ergeben sich die Steuerungen mit

ui =







−umax,i falls Si > 0
ui,sing falls Si = 0

+umax,i falls Si < 0
, i = 1, . . . , N .

Gilt Si = 0 für t ∈ [t1, t2] ⊂ [t0, tF ], so ist die zugehörige singuläre Steuerung ui,sing,
wie in Abschnitt 5.3 beschrieben, zu berechnen.

Die Ableitungen

(
∂

∂x
ẋ

)

in Gleichung (5.49) können ebenfalls rekursiv berechnet

werden. Betrachtet man dazu zunächst die Bewegungsgleichungen (5.46), so gilt für
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i = 1, . . . , N :

∂

∂θi

(

M · Θ̈
)

=

(
∂

∂θi

M

)

· Θ̈ +M ·

(
∂

∂θi

Θ̈

)

= −
∂

∂θi

h

⇔ M ·

(

∂Θ̈

∂θi

)

= −
∂h

∂θi

−

(
∂M

∂θi

)

· Θ̈

∂

∂θ̇i

(

M · Θ̈
)

= M ·

(

∂Θ̈

∂θ̇i

)

= −
∂h

∂θ̇i

Die zum Lösen der linearen Gleichungssysteme benötigten Ausdrücke

∂M (Θ)

∂θi

,
∂h(Θ, Θ̇)

∂θi

,
∂h(Θ, Θ̇)

∂θ̇i

erhält man, indem der rekursive Newton-Euler-Algorithums (Abbildung 2.4) nach Θ
bzw. Θ̇ differenziert wird [9, 124, 176, 177, 231, 57]. Die erweiterte Rekursion für die
Ableitungen ermöglicht die Berechnung der Ableitungen mit hoher Genauigkeit bei
geringerem numerischen Aufwand, als bei numerischer Differentiation, welche geringe-
re Genauigkeit liefert. Dies ist möglich, da vorab berechnete Größen wiederverwertet
werden und die spezielle Struktur der Ableitungen ausgenutzt wird [57]. Höhere Ablei-
tungen können analog berechnet werden [57].

Bemerkung 5.18
Die Ableitungen

(
∂

∂u
ẋ
)

können ebenfalls durch Lösen von linearen Gleichungssystemen
berechnet werden.

5.5.3 Beispiel

Als Beispiel für ein Optimalsteuerungsproblem in der Robotik dient der Mehrfinger-
Greifer aus Kapitel 1. Winkel Θ und Winkelgeschwindigkeiten Θ̇ werden zum Vek-
tor der Zustandsvariablen x zusammengefasst und die Antriebsmomente T dienen als
Steuerungen u.

Als Steuerbeschränkungen entsprechend (5.51) werden mit umax := Tmax die Wer-
te gemäß (1.2) gewählt. Die zu berücksichtigenden Beschränkungen der Winkel (1.3)
bzw. Winkelgeschwindigkeiten (1.4) stellen Zustandsbeschränkungen zweiter bzw. er-
ster Ordnung dar. Es soll ein zeit-energieoptimales Zielfunktional betrachtet werden,
wobei sich ein Finger zeitoptimal, der andere Energieoptimal bewegen soll.

Ausgangspunkt dafür sind die zeitoptimalen Bewegungen der einzelnen Finger. Bewegt
sich zunächst der Finger mit den Gliedern 1, 2 und 3, ergibt sich eine minimale Endzeit
von tF,1 = 0.11997 [s]. Anschließend bewegt sich der Finger mit den Gliedern 4, 5 und
6 mit einer minimalen Endzeit von tF,2 = 0.12116 [s]. Die Ergebnisse sind in Anhang A
zusammengefasst. Das Maximum der beiden Endzeiten tF,1 und tF,2 legt fest, welcher
Finger sich zeitoptimal bewegen soll, also der Finger mit den Gliedern 4, 5 und 6.
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Das vollständige als Beispiel dienende Optimalsteuerungsproblem einer Punkt-zu-
Punkt Bewegung für den Mehrfinger-Greifer lautet:

I(x,u) =

∫ tF

t0

1 + αE

u2
1 + u2

2 + u2
3

‖umax‖2
dt → min! ,

(
E6 O

O M

)

ẋ(t) =

(
Θ̇

u(t) − h(x(t))

)

,

λ̇(t) = −

(
∂

∂x
ẋ

)T

λ(t) −
12∑

j=7

(
ν̄1,j + ν̄1,j−6 − ν̄2,j − ν̄2,j−6

)
(

∂ẋj

∂x

)

,

x(t0) = x0 ,

x(tF ) = xF ,

|u(t)| ≤ umax ,

x(t) − xmax ≤ 0 ,

xmin − x(t) ≤ 0 ,

mit xT
0 = (Θ(t0)

T , Θ̇(t0)
T ) und xT

F = (Θ(tF )T , Θ̇(tF )T ) gemäß (1.6), sowie

xmax :=

(
π

2
,

π

18
, 0, −

π

2
,

π

18
, 0, 65, 65, 65, 65, 65, 65

)T

,

xmin :=

(

−
π

2
, −

π

2
, −

17π

18
, −

3π

2
, −

π

2
,
17π

18
, −65, −65, −65, −65, −65, −65

)T

gemäß den Beschränkungen der Winkel (1.3) und der Winkelgeschwindigkeiten (1.4)
und der Hamiltonfunktion

H := 1 + αE

u2
1 + u2

2 + u2
3

‖umax‖2
+ λT ẋ+

6∑

i=1

ν̄1,iẍi +
12∑

i=7

ν̄1,iẋi −
6∑

j=1

ν̄2,jẍj −
12∑

j=7

ν̄2,jẋj .

Die Lagrangemultiplikatoren der Steuerbeschränkungen können nach Lemma 5.17 auch
ohne Ankoppeln an die Hamiltonfunktion H behandelt werden.

Die Steuerungen u4, u5 und u6 treten nur linear in der Hamiltonfunktion auf und man
definiert für i = 4, 5, 6 die Schaltfunktionen

Si :=

(
∂

∂ui

ẋ

)T

λ+
6∑

j=1

(ν̄1,j − ν̄2,j)

(
∂

∂ui

ẍj

)

+
12∑

j=7

(ν̄1,j − ν̄2,j)

(
∂

∂ui

ẋj

)

.

Die Steuerungen u4, u5 und u6 ergeben sich dann zu

ui =







−umax,i falls Si > 0
ui,sing falls Si = 0

+umax,i falls Si < 0
, i = 4, 5, 6 .

Die Steuerungen u1, u2 und u3 berechnen sich aus

0 = Hui
:=

2 αE ui

‖umax‖2
+ λT

(
∂

∂ui

ẋ

)

+

6∑

j=1

(ν̄1,j − ν̄2,j)

(
∂

∂ui

ẍj

)

+
12∑

j=7

(ν̄1,j − ν̄2,j)

(
∂

∂ui

ẋj

)

, i = 1, 2, 3 ,
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Abbildung 5.2: Steuerungen u1 − u6 und Schaltfunktionen S4 − S6 als Funktionen
von τ := t/tF .

und der Legendre-Clebsch-Bedingung, die hier stets erfüllt ist.

Dieses Beispiel wurde mit JANUS [53] gelöst, wozu die Zeit mit τ :=
t

tF − t0
=

t

tF
auf das Einheitsintervall [0, 1] transformiert und als Wert für den Parameter αE im
Zielfunktional αE = 0.1 gewählt wurde. Aufgrund aktiver Zustandsbeschränkungen
wächst die minimale Endzeit auf

tF = 0.1213262947 [s] . (5.54)

Die optimalen Steuerungen, sowie die Schaltfunktionen der Steuerungen u4 − u6 sind
in Abbildung 5.2 dargestellt. Die Schaltpunkte τ1 − τ20 sind in Tabelle 5.1 aufgelistet.

Am Schaltpunkt τ10 wird die Zustandsbeschränkung x12−65 ≤ 0 aktiv, am Schaltpunkt
τ11 wieder inaktiv. Die Zustandsbeschränkung −65 − x12 ≤ 0 wird am Schaltpunkt
τ16 aktiv und am Schaltpunkt τ17 wieder inaktiv. Aufgrund der aktiven Zustandsbe-
schränkungen ist für τ ∈ [τ10, τ11] und τ ∈ [τ16, τ17] die Steuerung u6 im Inneren des
Steuerbereichs.

An den Aufsprungpunkten τ10 und τ16 sind die Vorzeichenbedingungen (5.13) der La-
grangemultiplikatoren ν̄1,12 und ν̄2,12 zu erfüllen, sowie die Sprungbedingungen (5.17)
der adjungierten Variablen λ12.
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Kapitel 5 Grundlagen der Optimalen Steuerung

τ1 = 0.223998 τ6 = 0.513995 τ11 = 0.712760 τ16 = 0.856044
τ2 = 0.248088 τ7 = 0.546276 τ12 = 0.725307 τ17 = 0.866558
τ3 = 0.313626 τ8 = 0.596288 τ13 = 0.784341 τ18 = 0.874786
τ4 = 0.444915 τ9 = 0.634618 τ14 = 0.794610 τ19 = 0.961093
τ5 = 0.500000 τ10 = 0.657232 τ15 = 0.818325 τ20 = 0.977639

Tabelle 5.1: Schaltpunkte, transformiert auf das Einheitsintervall [0, 1].

τ [−]
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Abbildung 5.3: Lagrange-Multiplikatoren ν̄1,12 und ν̄2,12 der aktiven Zustandsbe-
schränkungen als Funktionen von τ := t/tF .

In Abbildung 5.3 sind die Lagrangemultiplikatoren ν̄1,12 und ν̄2,12 dargestellt – man
erkennt, dass ν̄i,12 > 0 und ν̄i,12 (i = 1, 2) eine monoton fallende Funktion ist und somit
(5.13) erfüllt ist.

Die adjungierten Variablen sind in Anhang A in Abbildung A.11 dargestellt. In Abbil-
dung A.12 ist die adjungierte Variable λ12 an den Aufsprungpunkten der Zustandsbe-
schränkungen τ10 und τ12 vergrößert dargestellt, so dass die Sprünge erkennbar sind.
Die Sprunghöhe entspricht dabei genau den Werten des jeweiligen Sprungparameters
η12 bzw. η24.

Da es sich jeweils um eine Zustandsbeschränkung erster Ordnung handelt, ist zudem die
Ungleichungsbedingung (5.20) zu berücksichtigen, welche erfüllt ist, da für die Sprung-
parameter η12 und η24 gilt:

η12(τ10) = 8.57103898 · 10−5 = ν̄1,12(τ
+
10) , η24(τ16) = 9.63801790 · 10−6 = ν̄2,12(τ

+
16) .

Für dieses Beispiel muss für die Hamiltonfunktion H ≡ 0 gelten; das ist mit einer
relativen Genauigkeit von 10−10 erfüllt (vgl. Abbildung A.9). Desweiteren ist in An-
hang A der zeitliche Verlauf der Winkel θ1 − θ6, sowie der Winkelgeschwindigkeiten
θ̇1 − θ̇6 in Abbildung A.10 dargestellt. Man erkennt dort auch die Bereiche der aktiven
Zustandsbeschränkungen.
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Kapitel 6

Optimale Steuerung mit konkurrierenden Steuerungen

In diesem Kapitel wird das Beispiel aus Abschnitt 5.5.2 unter den neuen Aspekten
der konkurrierenden Steuerungen betrachtet. Anhand einer Punkt-zu-Punkt Bewe-
gung werden zwei verschiedene Ansätze für konkurrierende Steuerungen untersucht.
Anfangs- und Endpunkt des Mehrfinger-Greifers werden als fest angenommen:

x(t0) =

(
Θ(t0)

Θ̇(t0)

)

=: x0 , x(tF ) =

(
Θ(tF )

Θ̇(tF )

)

=: xF (6.1)

In den Beispielen in diesem Kapitel wird sich zeigen, dass die Zustandsbeschränkungen
zweiter Ordnung (1.3) und erster Ordnung (1.4) nicht aktiv werden. Um die Nota-
tion übersichtlich zu gestalten, wird deshalb bei den Problemspezifizierungen auf die
Berücksichtigung der Zustandsbeschränkungen verzichtet.

In Abschnitt 1.2.1 wurden konkurrierende Steuerungen eingeführt, indem anstelle eines
Motors, zwei parallel und unabhängig voneinander wirkende Motoren an einem Gelenk
angreifen – ein schneller, aber schwacher und ein starker, aber langsamer. Die Antriebs-
momente T der Motoren dienen als Steuerungen u. Die Steuerungen u werden in zwei
neue, unabhängige und additive Steuerungen aufgespaltet:

u = uf + us , uf , us ∈ IRp ,

mit den schnellen, aber schwachen Steuerungen uf und den starken, aber schnellen
Steuerungen us. Mit uf

max = (uf
max,p, . . . , u

f
max,p)

T und us
max = (us

max,1, . . . , u
s
max,p)

T

können die starken bzw. schwachen Antriebsmomente durch die Beschränkungen

|uf | ≤ uf
max ∧ |us | ≤ us

max mit uf
max ≪ us

max (6.2)

berücksichtigt werden. Bis jetzt sind beide Steuerungen gleichwertig. Um einen qualita-
tiven Unterschied mathematisch zu beschreiben, sind weitere Überlegungen notwendig.

6.1 Ansatz mit Zielfunktional

Berücksichtigt man, dass ein starker Motor einen höheren Energiebedarf hat, als ein
schwacher, so kann der Energiebedarf der konkurrierenden Steuerungen benutzt wer-
den, um einen qualitativen Unterschied der beiden Steuerungen zu formulieren.
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6.1.1 Problemspezifizierung

Der Energiebedarf der Steuerungen uf und us kann über das Zielfunktional berück-
sichtigt werden. Dabei hat uf einen geringeren Energiebedarf als us. Durch Gewichts-
faktoren αi > 1 kann ein erhöhter Energiebedarf beschrieben werden, indem im zu
minimierenden Funktional die Steuerungen us mit α = (α1, . . . , αp) multipliziert wer-
den:

I(uf (t),us(t)) =

∫ τF

τ0

L(x,uf , β(α,us)) dt −→ min (6.3)

Je größer ein Gewichtsfaktor αi gewählt wird, desto mehr gerät die Steuerung us
i in

Nachteil. Die Kosten für diese Steuerung sind höher und für ein Minimum wird sie sich
nur gemächlich ändern.

Als Optimalsteuerungsproblem ergibt sich: Minimiere (6.3) auf dem festen Intervall
[τ0, τF ], mit den Nebenbedingungen

ẋ = f(x,uf ,us) , (6.4)
∣
∣uf
∣
∣ ≤ uf

max , (6.5)
∣
∣us
∣
∣ ≤ us

max , (6.6)

mit den Steuerbeschränkungen aus (6.2). Die Hamiltonfunktion ergibt sich zu

H := L(x,uf , β(α,us)) + λT ẋ (6.7)

mit den adjungierten Variablen λ = (λ1, . . . , λn)T ∈ IRn. Zu den Differentialgleichungen
(6.4) kommen die adjungierten Differentialgleichungen

λ̇ = −Hx = −Lx(x,uf , β(α,us)) − fT
xλ (6.8)

hinzu. Die optimale Steuerungen ergeben sich aus der Optimalitätsbedingung

0 = Huf = Luf
+

(
∂

∂uf
ẋ

)T

λ , (6.9)

0 = Hus = Lβ · βus +

(
∂

∂us
ẋ

)T

λ (6.10)

und der Legendre-Clebsch-Bedingung (Huu positiv semidefinit).

6.1.2 Beispiel

Als numerisches Beispiel dient der miniaturisierte Greifer aus Kapitel 1, mit Anfangs-
zeitpunkt t0 = 0 und fester Endzeit tF = 0.137 [s]. Dabei wurde tF um etwa 13%
größer gewählt, als die minimale Endzeit (5.54), die sich in Abschnitt 5.5.3 ergab. Das
energieoptimale Steuerungsproblem dafür wird wie folgt beschrieben [212]:

I(uf (t),us(t)) =

∫ τF

τ0

∑

i

(

(uf
i )

2 + αi(u
s
i )

2
)

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2

dt −→ min , (6.11)
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6.1 Ansatz mit Zielfunktional

mit fester Endzeit tF und Gewichtsfaktoren αi. Durch αi > 1 wird ein erhöhter Ener-
giebedarf modelliert. Für die Steuerbeschränkungen (6.2) werden die maximalen An-
triebsmomente aus (1.2) wie folgt aufgeteilt:

uf
max = (0.25, 0.05, 0.40, 0.20, 0.07, 0.35)T [Nm] ,

us
max = (0.00, 0.45, 0.00, 0.00, 0.40, 0.00)T [Nm] .

Die Hamiltonfunktion ergibt sich für dieses Beispiel zu

H =

∑

i

(

(uf
i )

2 + αi(u
s
i )

2
)

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2

+ λT ẋ .

Das optimale Steuerungsproblem wird in das Randwertproblem

(
E6 O

O M

)

ẋ(t) =

(
Θ̇

uf (t) + us(t) − h(x(t))

)

, (6.12)

λ̇ = −Hx = −

(
∂

∂x
ẋ

)T

λ , (6.13)

transformiert, wobei λ die adjungierten Variablen, En := diag(1, . . . , 1) ∈ IRn×n und
M die Massenmatrix, sowie h die Coriolis-, Zentrifugal- und Gravitationskräfte aus
Abschnitt 2.8 bezeichnet. Wie bereits in Abschnitt 5.5.3 werden die Randwerte (6.1)
gemäß den Werten aus (1.6) gewählt. Die Steuerungen uf und us berechnen sich aus
der Optimalitätsbedingung Hu = 0, also aus

0 = H
u

f
i

:=
2 uf

i

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2

+ λT

(

∂

∂uf
i

ẋ

)

, i = 1, . . . , 6 , (6.14)

0 = Hus
i

:=
2 αi u

s
i

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2

+ λT

(
∂

∂us
i

ẋ

)

, i = 1, . . . , 6 , (6.15)

und der Legendre-Clebsch-Bedingung (Huu positiv semidefinit).

Die Ableitungen
∂

∂x
ẋ,

∂

∂uf
i

ẋ,
∂

∂us
i

ẋ

werden effizient durch eine erweiterte Newton-Euler Rekursion [57], wie in Abschnitt
5.5.2 diskutiert, berechnet. Die Gewichtsfaktoren αi im Funktional (6.11) sind in Ta-
belle 6.1 aufgelistet.

Abbildung 6.1 zeigt das Verhalten der optimalen Steuerungen, die Zeit wurde mit

τ :=
t

tF − t0
=

t

tF
auf das Einheitsintervall [0, 1] transformiert. Die Schaltpunkte sind

in Tabelle 6.2 aufgelistet.

Die Steuerungen spiegeln das gewünschte Verhalten wider. Die Steuerbeschränkungen
der ineffizienten Steuerungen us

2 und us
5 werden nicht aktiv und weisen eine moderate
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α1 α2 α3 α4 α5 α6

1 5 1 1 10 1

Tabelle 6.1: Wahl der Gewichtsfaktoren.

τ1 = 0.149132 τ5 = 0.387392 τ9 = 0.603302 τ13 = 0.694107
τ2 = 0.196010 τ6 = 0.474550 τ10 = 0.609095 τ14 = 0.776847
τ3 = 0.275452 τ7 = 0.523620 τ11 = 0.650935 τ15 = 0.836709
τ4 = 0.279400 τ8 = 0.578656 τ12 = 0.653568 τ16 = 0.879501

Tabelle 6.2: Schaltpunkte, transformiert auf das Einheitsintervall [0, 1].

Änderung auf. Bei der hier getroffenen Wahl der Parameter αi nutzt die Steuerung us
2

circa 67.2% und us
5 etwa 75.5% des jeweiligen maximalen Antriebmoments.

Aufgrund der Sensibilität der Hamiltonfunktion H ist sie ein hervorragender Test für
die Richtigkeit der Lösung. In diesem Beispiel muss die Hamiltonfunktion H konstant
sein, was mit einer relativen Genauigkeit von 10−10 erfüllt ist.

Der zeitliche Verlauf der Winkel θ1−θ6, der Winkelgeschwindigkeiten θ̇1− θ̇6, sowie der
adjungierten Variablen λ1 − λ12 ist in Anhang B, Abbildung B.1 bzw. Abbildung B.2
dargestellt.

6.2 Ansatz mit Beschränkung der zeitlichen Änderung der

Steuerungen

Ein alternative Möglichkeit, um bei konkurrierenden Steueurungen einen qualitativen
Unterschied in den Steuerungen zu modellieren, stellt die Beschränkung der zeitlichen
Änderung der Steuerungen dar. Bei den schnellen Steuerungen ist eine höhere zeitliche
Änderung zugelassen, als bei den langsamen.

6.2.1 Problemspezifizierung

Für die Steuerungen uf und us gelten wieder die Steuerbeschränkungen (6.2). Um
den Unterschied zwischen schneller und langsamer Steuerung zu beschreiben, werden
zusätzliche Beschränkungen eingeführt [211, 210]:

∣
∣
∣
∣

d

dt
uf

∣
∣
∣
∣
≤ wf

max ∧

∣
∣
∣
∣

d

dt
us

∣
∣
∣
∣
≤ ws

max mit wf
max ≫ ws

max , (6.16)
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Abbildung 6.1: Steuerungen u1 − u6 als Funktion von τ :=
t

τF

wobei wf
max := (wf

max,1, . . . , w
f
max,6)

T , ws
max := (ws

max,1, . . . , w
s
max,6)

T gilt.

Aus Sicht der optimalen Steuerung stellt die Beschränkung der ersten Ableitung einer
Steuerung ein Problem dar: Per Definition ist eine Steuerung eine Variable, für die im
gesamten optimalen Steuerungsproblem keine Ableitung auftritt – diese Forderung ist
hier nicht mehr erfüllt.

6.2.2 Transformation auf ein Zweipunkt-Randwertproblem

Einen möglichen Ausweg liefert eine Transformation, in dem neue Steuerungen wf und
ws, zusammen mit den stückweise definierten gewöhnlichen Differentialgleichungen

u̇f := wf , u̇s := ws (6.17)

definiert werden. Dadurch werden uf und us in Zustandsvariablen und die Steuerbe-
schränkungen (6.2) in Zustandsbeschränkungen der Ordnung eins transformiert. Die
kritischen Beschränkungen der Ableitungen (6.16) werden durch die neuen Steuerbe-
schränkungen

∣
∣wf

∣
∣ ≤ wf

max ∧ |ws | ≤ ws
max mit wf

max ≫ ws
max (6.18)
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ersetzt. Man erhält ein analytisch äquivalentes Problem höherer Dimension, wobei die
Änderungsrate von uf und us durch wf und ws weiterhin beschränkt ist. Aus nume-
rischer Sicht ist das transformierte System aber nur schwer lösbar. Eine effiziente und
stabile numerische Lösung des transformierten Systems ist bei komplexen Problem-
stellungen, wie sie aus industriellen Anwendungen hervorgehen (zum Beispiel [50, 51]),
nur schwer zu erzielen. Anhand des folgenden autonomen Optimalsteuerungsproblem
werden die kritischen Operationen aufgezeigt:

Betrachtet werde das optimale Steuerungsproblem:

Berechne (x⋆, u⋆) ∈ W1,∞([t0, tF ]; IRn) ×W1,∞([t0, tF ]; IR) welches das Funktional

I(u) = Ψ(x(t0), x(tF )) (6.19)

auf dem festen Intervall [τ0, τF ] minimiert, mit Nebenbedingungen der Form

ẋ = f(x, u) , (6.20)

u̇ = w , (6.21)

x(t0) − x0 = 0 , (6.22)

u(t) ∈ [umin, umax] , (6.23)

w(t) ∈ [wmin, wmax] , (6.24)

mit gegebenen Konstanten umin, umax, wmin, wmax ∈ IR und vorgegebenen Anfangswer-
ten x0 ∈ IRm. Desweiteren sei Ψ ∈ C2(IRm × IRm; IR) und f ∈ C3(IRm × IR; IRm). Im
Vergleich zum allgemeinen Optimalsteuerungsproblem in Abschnitt 5.1 wird hier für
die Steuervariable u ∈ W1,∞([t0, tF ]; IR) und nicht mehr u ∈ L∞([t0, tF ]; IR) gefordert.
Das ist nötig, da die Ableitung nur beschränkt werden kann, wenn sie existiert. Wie in
der Optimalsteuerung üblich, wird die Existenz einer optimalen Lösung (x⋆, u⋆) voraus-
gesetzt. Das Optimalsteuerungsproblem wird hier als Mayer-Problem vormuliert, was
aber keine Einschränkung bedeutet, da die verschiedenen Formulierungen äquivalent
sind (vgl. Bemerkung 5.2).

Betrachtet werde folgende Situation, welche den schwierigsten Fall abdeckt:

Es existiere ein a priori unbekanntes t1 ∈ ]t0, tF [ derart, dass

w = wmax für t ∈ [t0, t1] ∧ w ∈ ]wmin, wmax[ für t ∈ ]t1, tF ] . (6.25)

Aus (6.25) folgt, dass u ∈ ]umin, umax[ für t ∈ [t0, t1]. Um das Minimumprinzip direkt
anwenden zu können, wird das Problem auf ein Zweipunkt-Randwertproblem transfor-
miert:

xi(τi) := x(t) ,

zi(τi) := u(t) , wi(τi) := w(t) , i = 1, 2 ,

τi :=
t − ti−1

ti − ti−1

∈ [0, 1] , t2 := tF ,

d

dt
:=

1

ti − ti−1

d

dτi

, τi → τ .
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Ohne Einschränkung gelte t0 = 0. Man erhält das äquivalente Optimalsteuerungspro-
blem mit dem Zielfunktional

I = Ψ(x1(0),x2(1)) (6.26)

und dem System gewöhnlicher Differentialgleichungen, transformiert auf das feste In-
tervall τ ∈ [0, 1]:

ẋ1 = t1 · f(x1, z1) ,
ż1 = t1 · w1 ,
ẋ2 = (tF − t1) · f(x2, z2) ,
ż2 = (tF − t1) · w2 ,
ṫ1 = 0 .

(6.27)

In diesem System treten keine innere Punkt Bedingungen auf. Die Randbedingungen

x1(0) = x0 ,
x1(1) = x2(0) ,
z1(1) = z2(0) ,

(6.28)

vervollständigen das Zweipunkt-Randwertproblem. Die erweiterte Hamiltonfunktion H̃
lautet

H̃ = t1λ
T
1 f(x1, z1) + t1λ2w1 + (tF − t1)λ

T
3 f(x2, z2) + (tF − t1)λ4w2 +

µ1(w1 − wmax) + µ2(wmin − w1) + µ3(w2 − wmax) + µ4(wmin − w2) , (6.29)

mit den zu den Zustandsvariablen x1, z1, x2 und z2 korrespondierenden adjungierten
Variablen λ1, λ2, λ3 und λ4. Für eine optimale Lösung müssen die Multiplikatorfunk-
tionen µ1(τ), µ2(τ), µ3(τ) und µ4(τ) folgende Vorzeichenbedingungen erfüllen:

µ1 ≥ 0 für w1 = wmax , µ3 ≥ 0 für w2 = wmax ,

µ1 = 0 für w1 < wmax , µ3 = 0 für w2 < wmax ,

µ2 ≥ 0 für w1 = wmin , µ4 ≥ 0 für w2 = wmin ,

µ2 = 0 für w1 > wmin , µ4 = 0 für w2 > wmin .

Das erweiterte Zielfunktional Ĩ erhält man, indem das Differentialgleichungssystem
(6.27), die Beschränkungen (6.24), sowie die Randbedingungen (6.28) mit Hilfe der
Multiplikatorfunktionen λi (i = 1, 3), λj (j = 2, 4, 5), µi (i = 1, . . . , 4) bzw. der La-
grange Mulitiplikatoren ν1, ν2, ν3 an das Zielfunktional (6.26) angekoppelt werden:

Ĩ := Ψ̃ +

1∫

0

(

H̃ − λT
1 ẋ1 − λ2ż1 − λ

T
3 ẋ2 − λ4ż2 − λ5ṫ1

)

dτ ,

Ψ̃ := Ψ(x1(0),x2(0)) + ν1(x1(0) − x0) + ν2(x1(1) − x2(0)) + ν3(z1(1) − z2(0)) .
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Die Differentialgleichungen der adjungierten Variablen lauten:

λ̇1 = −t1f
T
x1

(x1, z1)λ1 ,

λ̇2 = −t1f
T
z1

(x1, z1)λ1 ,

λ̇3 = −(tF − t1)f
T
x2

(x2, z2)λ3 ,

λ̇4 = −(tF − t1)f
T
z2

(x2, z2)λ3 ,

λ̇5 = −fT (x1, z1)λ1 − w1λ2 + fT (x2, z2)λ3 + w2λ4 .

(6.30)

Mit (6.25) gilt, dass µ2 ≡ 0 und µ2 = µ4 ≡ 0 ∀ τ ∈ [0, 1]. Desweiteren müssen die
Optimalitätsbedingungen erfüllt sein:

w1 = wmax ⇒ 0 = H̃w1 = λ2 t1 + µ1 ⇒ µ1 = −λ2 t1 ∧ µ1 ≥ 0

⇒ λ2 ≤ 0 ∀ τ ∈ [0, 1] , (6.31)

w2 frei ⇒ 0 = H̃w2 = λ4 (tF − t1) + µ3 ∧ µ3 = 0

⇒ λ4 = 0 ∀ τ ∈ [0, 1] . (6.32)

Die fehlenden sieben Randbedingungen erhält man aus der ersten Variation von Ĩ:

0 =
∂Ψ̃

∂z1(0)
+ λ2(0) ⇒ λ2(0) = 0 (6.33)

0 =
∂Ψ̃

∂x2(0)
+ λ3(0) = −ν2 + λ3(0)

0 =
∂Ψ̃

∂z2(0)
+ λ4(0) = −ν3 + λ4(0)

0 =
∂Ψ̃

∂t1(0)
+ λ5(0) ⇒ λ5(0) = 0 (6.34)

0 =
∂Ψ̃

∂x1(1)
− λ1(1) = ν2 − λ1(1) ⇒ λ1(1) = λ3(0) (6.35)

0 =
∂Ψ̃

∂z1(1)
− λ2(1) = ν3 − λ2(1) ⇒ λ2(1) = λ4(0) (6.36)

0 =
∂Ψ̃

∂x2(1)
− λ3(1) ⇒

∂Ψ

∂x2(1)
− λ3(1) = 0 (6.37)

0 =
∂Ψ̃

∂z2(1)
− λ4(1) ⇒ λ4(1) = 0 (6.38)

0 =
∂Ψ̃

∂t1(1)
− λ5(1) ⇒ λ5(1) = 0 . (6.39)

Die Bedingungen (6.33) bis (6.39) komplettieren die Transformation des Optimalsteue-
rungsproblems (6.19) bis (6.25) in ein Zweipunkt-Randwertproblem.

Die Berechnung der freien Steuerung w2 aus der Bedingung (6.32) bereitet numerische
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Schwierigkeiten. Die Steuerung berechnet sich aus:

λ4 = 0

⇒ λ̇4 = −(tF − t1)f
T
z2

(x2, z2)λ3 = 0 (6.40)

⇒ λ̈4 = −(tF − t1) λ̇
T
3 fz2(x2, z2) −

(tF − t1)λ
T
3 (fz2x2(x2, z2) ẋ2 + (tF − t1)fz2z2(x2, z2) w2) = 0 . (6.41)

Die Differentialgleichungen (6.27) und (6.30) bilden zusammen mit der algebrai-
schen Gleichung (6.32) ein differential-algebraisches System (DAE System). Im Fal-
le von fz2z2(x2, z2) 6= 0 hat es den differentiellen Index 3, wobei der Index gemäß
[58, 100, 145, 228] definiert ist. Bei Optimalsteuerungsproblemen in der Robotik tritt
die ursprüngliche Steuerung z2 nur linear in den Bewegungsgleichungen auf. Somit gilt
fz2z2(x2, z2) = 0 und der differentielle Index ist sogar höher (System vom Index 4).

Gleichung (6.32) ist Teil der Lösungsprozedur, wie man beim Lösen von DAE Syste-
men mit höherem Index vorgeht. Der Index wird reduziert, indem die algebraische
Gleichung differenziert wird, bis man ein DAE System vom Index 1 erhält, welches
direkt mit Standard-Integrationsmethoden gelöst werden kann. Durch kleine, aber un-
vermeidbare Störungen bei der numerischen Lösung des reduzierten Index Problems
kommt es zu einem Driftoff von der ursprünglichen algebraischen Bedingung (6.32).
Diese Störungen werden zum Beispiel verursacht durch Rundungsfehler und Diskre-
tisierungsfehler bei der numerischen Integration [69, 145]. Obwohl die Steuerung w2

explizit berechnet wird, werden keine Zustandsvariablen eliminiert und es wird ein An-
satz in Deskirptorform benutzt [228]. Das Problem des Driftoffs kann zumindest für
Index 2 und Index 3 Probleme überwunden werden, indem Invarianten ausgenutzt und
Projektionstechniken benutzt werden [85, 99, 220, 226]. Die Projektionen führen aller-
dings zu einem analytischen und numerischen Mehraufwand. Darüber hinaus werden
spezielle implizite Integratoren für DAEs benötigt, die auch im Falle von nichtsteifen
Problemen angewendet werden müssen.

Hinzu kommt ein weiterer Aspekt, der betrachtet werden sollte. Die Stabilisierungs-
techniken für DAEs funktionieren gut, solange die Störungen klein sind. Das bedeutet,
in Gleichung (6.41) muss mindestens die zweite partielle Ableitung von f mit hoher
Genauigkeit berechnet werden. Diese Schwierigkeiten können vermieden werden, wenn
man die Informationen der Lösungsstruktur aus (6.25) ausnutzt.

6.2.3 Umsetzung in ein Randwertproblem nicht-konstanter Dimension

Mit w1 = wmax kann die korrespondierende Differentialgleichung für z2 in (6.27) direkt
integriert werden. Man erhält

z1(τ) = z1(0) +

τ∫

0

t1w1(ξ) dξ = z1(0) + t1wmax τ ,
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mit der noch unbekannten Konstante z1(0). Einsetzen in die Differentialgleichung für
x1 in (6.27) liefert eine Transformation mit einer retardierten rechten Seite:

f(x1, z1) −→ f

(

x1(τ), z1(0) +

∫ τ

0

t1w1 dξ

)

, τ ∈ [0, 1] .

Für die unbeschränkte Steuerung w2 ist die Transformation z2 → w2, welche die Sen-
sitivität erhöht, nicht notwendig. Aus (6.32) ist bekannt, dass λ4 = 0 ∀ τ ∈ [0, 1] und
somit auch λ̇4 = 0 ∀ τ ∈ [0, 1]. Mit dieser Differentialgleichung und der Randbedingung
(6.38) gilt für die Bedingung (6.36)

λ2(1) = 0 . (6.42)

Es wird sich zeigen, dass (6.42) die Schaltbedingung für den Übergang vom Randstück
zum inneren Teilstück ist. Die Variable z2 muss nicht länger wie eine Zustandsvariable
behandelt werden, sondern wird zu einer Steuerung, die mit Hilfe des Satzes über
implizite Funktionen aus (6.40) bestimmt wird:

λ̇4 = −(tF − t1)f
T
z2

(x2, z2)λ3 = 0 ⇒ z2 = φ(λ3,x2) . (6.43)

Das ist genau die Optimalitätsbedingung für die Steuerung z2. Durch die Randbe-
dingung (6.35), sowie der Bedingung x1(1) = x2(0) aus (6.28), kann die Bedingung
z1(1) = z2(0) aus (6.28) in folgende äquivalente Form umgeschrieben werden:

z1(1) = φ(λ1(1),x1(1)) . (6.44)

Das Randwertproblem auf dem Intervall [0, 1] reduziert sich damit zu:

ẋ1 = t1 · f(x1, z1) x1(0) = x0

ż1 = t1 · wmax z1(1) = φ(λ1(1),x1(1))
ẋ2 = (tF − t1) · f(x2, z2) x2(0) = x1(1)
ṫ1 = 0 λ2(1) = 0

λ̇1 = −t1 f
T
x1

(x1, z1)λ1 λ1(1) = λ3(0)

λ̇3 = −(tF − t1)f
T
x2

(x2, z2)λ3 λ3(1) =
∂Ψ

∂x2(1)
λ2(0) = 0

λ̇2 = −t1 f
T
z1

(x1, z1)λ1 λ5(0) = 0

λ̇5 = −fT (x1, z1)λ1 − λ2wmax + fT (x2, z2)λ3 λ5(1) = 0

(6.45)

Mit z2 aus (6.43) sind in (6.45) z2 und λ4 komplett eliminiert. Allerdings taucht ein
neues Problem auf: Für acht Differentialgleichungen stehen neun Randbedingungen zur
Verfügung, das heißt, das Randwertproblem (6.45) scheint überbestimmt zu sein. Man
kann aber zeigen, dass auf eine der Bedingungen (6.34) oder (6.39) verzichtet werden
kann:

Satz 6.1 ([210])
Betrachtet werde das Optimalsteuerungsproblem (6.19) bis (6.25), was auf das Rand-
wertproblem (6.45) führt. Dann gilt ohne Beschränkung der Allgemeinheit: Die Bedin-
gung λ5(1) = 0 ist redundant.
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Beweis. Bildet man die totale Ableitung nach der Zeit für die Differentialgleichung von
λ5 in (6.45), so ergibt sich unter Berücksichtigung der Differentialgleichungen (6.27)
und (6.30), sowie der Bedingung für λ4 aus (6.31) bzw. (6.40):

λ̇5 = −fT (x1, z1)λ1 − λ2wmax + fT (x2, z2)λ3 ,

λ̈5 = −fT (x1, z1)λ̇1 − λ
T
1 (fx1(x1, z1)ẋ1 + fz1(x1, z1)ż1) − λ̇2wmax +

fT (x2, z2)λ̇3 + λT
3 (fx2(x2, z2)ẋ2 + fz2(x2, z2)ż2)

= t1f
T (x1, z1)f

T
x1

(x1, z1)λ1 − t1λ
T
1 (fx1(x1, z1)f(x1, z1) + fz1(x1, z1)w1) +

t1f
T
z1

(x1, z1)λ1wmax − (tF − t1)f
T (x2, z2)f

T
x2

(x2, z2)λ3 +

(tF − t1)λ
T
3 (fx2(x2, z2)f(x2, z2) + fz2(x2, z2)w2)

= (tf − t1)λ
T
3 fz2(x2, z2)w2 = −λ̇4w2 = 0 ,

und somit gilt: λ̇5 = const =: C4 ∀ τ ∈ [0, 1].

Für die Auswertung von λ̇5 an den Stellen τ = 0 und τ = 1, werden folgende Abkür-
zungen eingeführt:

C1 := fT (x1(0), z1(0))λ1(0) , C2 := fT (x2(0), z2(0))λ3(0) ,

C2 := fT (x1(1), z1(1))λ1(1) , C3 := fT (x2(1), z2(1))λ3(1) .

Mit den Randwerten aus (6.45) gilt: C2 = C2 und man erhält

−C1 + C2 − C4 = 0 ,
−C2 + C3 − C4 = 0 .

(6.46)

Die erste Variation von Ĩ bezüglich der unabhängigen Variable τ führt auf die Bedin-

gung H̃
∣
∣
∣
τ=0,1

= 0, mit H̃ gemäß (6.29). Unter Verwendung der Abkürzungen C1, C2

und C3 erhält man
t1C1 + (tF − t1)C2 = 0 ,
t1C2 + (tF − t1)C3 = 0 .

(6.47)

Die Gleichungen (6.46) und (6.47) stellen ein homogenes Gleichungssystem dar:







t1 (tF − t1) 0 0
0 t1 (tF − t1) 0

−1 1 0 −1
0 −1 1 −1













C1

C2

C3

C4







=







0
0
0
0







.

Für τ ∈ ]0, 1[ hat die Matrix vollen Rang und es gilt C4 = 0. Schließlich erhält man
damit λ5 = const ∀ τ ∈ [0, 1]. ⋄

Die Rücktransformation des Randwertproblems (6.45) auf das ursprüngliche Zeitinter-
vall t ∈ [t0, tF ] führt auf das folgende stückweise definierte Randwertproblem nicht-
konstanter Dimension und einer nicht-konstanten Anzahl von Steuervariablen [210]:
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t ∈ [t0, t1] : t ∈ [t1, tF ] :

ẋ = f(x, z) ẋ = f(x, z)

ż = wmax

λ̇1 = −fT
x (x, z)λ1 λ̇1 = −fT

x (x, φ(λ1,x))λ1

(6.48)

mit den Randwerten

x(t0) = x0 , x(t−1 ) = x(t+1 ) , λ1(tF ) =
∂Ψ

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
t=tF

,

z(t−1 ) = φ(λ1(t
−
1 ),x(t−1 )) , (6.49)

λ1(t
−
1 ) = λ1(t

+
1 ) .

Die Schaltfunktion λ2(t) ist bestimmt durch

λ̇2 = −fT
z1

(x1, z1)λ1 , λ2(t0) = 0 . (6.50)

Der Schaltpunkt t1 ∈ ]t0, tF [ ist festgelegt durch die Schaltbedingung

λ2(t
−
1 ) = 0 . (6.51)

Die Gleichungen (6.48) bis (6.51) korrespondieren zu dem Optimalsteuerungsproblem

I(u) := Ψ(x(t0),x(tF ))

ẋ(t) =







f

(

x(t), z1(0) +

∫ t

0

wmax dξ

)

, t ∈ [t0, t1] ,

f(x(t), u(t)) , t ∈ [t1, tF ] ,

0 = x(t0) − x0 ,

0 = x(t−1 ) − x(t+1 ) , 0 = u(t−1 ) − u(t+1 ) (Stetigkeitsbedingung).

Bis auf eine additive Konstante ist die Steuerung u auf dem Intervall [t0, t1] bestimmt
– diese Konstante wird durch die Stetigkeitsbedingung festgelegt. Auf dem Intervall
[t1, tF ] wird die ursprüngliche Steuerung beibehalten. Damit ist das Problem der Be-
schränkung der Ableitung der Steuerung vollständig gelöst [211, 210].

Für die innere Punkt Bedingungen stellt der hier dargestellte Fall den schwierigsten
dar. Ein Umschalten zwischen wmax und wmin, oder ein Übergang von einem Randstück
zu einem inneren Teilstück der ursprünglichen Steuervariablen u, kann analog trans-
formiert werden und mit Standardmethoden für lineare Steuerungen behandelt werden
[45, 185].

Die Lösungsstruktur der optimalen Lösung – das heißt, die Folge der Intervalle, auf
denen verschiedene Beschränkungen aktiv sind – kann durch Homotopietechniken er-
mittelt werden (vgl. Abschnitt 5.4.1).
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6.2 Ansatz mit Beschränkung der zeitlichen Änderung der Steuerungen

6.2.4 Beispiel

Das Optimalsteuerungsproblem mit konkurrierenden Steuerungen wird hier wieder auf-
gegriffen und obige Lösungsstratgie erweitert, um auf den miniaturisierten Greifer an-
gewendet werden zu können. Ähnliche Beispiele finden sich in [211, 210].

Die konkurrierenden Steuerungen uf und us mit u = uf +us werden gemäß (6.2) und
(6.16) wie folgt gewählt:

uf
max = (0.25, 0.05, 0.40, 0.20, 0.07, 0.35)T [Nm] ,

wf
max = (100.00, 100.00, 100.00, 100.00, 100.00, 100.00)T [Nm/s] ,

(6.52)

us
max = (0.00, 0.45, 0.00, 0.00, 0.40, 0.00)T [Nm] ,

ws
max = (10.00, 8.00, 10.00, 10.00, 8.50, 10.00)T [Nm/s] .

(6.53)

Die Komponenten von u̇f , für die Beschränkungen |u̇f | ≤ wf
max aktiv sind, werden

in der Index-Menge Ia, die Komponenten, für die keine dieser Beschränkungen aktiv
ist, werden in der Index-Menge Ip gesammelt. Analog werden die Index-Mengen Ja für
Komponenten von us mit aktiver Beschränkung und Jp für Komponenten mit inaktiven
Beschränkungen eingeführt. Desweiteren werden

zf
i := uf

i , i ∈ Ia ,

zs
j := us

j , j ∈ Ja ,

sowie sf ∈ IR6 und ss ∈ IR6 mit

sf
k :=

{

uf
k für k ∈ Ip

zf
k für k ∈ Ia

k = 1, . . . , 6 , (6.54)

ss
k :=

{

us
k für k ∈ Jp

zs
k für k ∈ Ja

k = 1, . . . , 6 , (6.55)

und s := sf + ss . (6.56)

definiert. Als zu minimierendes Zielfunktional für das energieoptimale Steuerungspro-
blem wird

I(s(t)) =

∫ τF

τ0

∑

k

(

(sf
k)

2 + (ss
k)

2
)

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2
dt (6.57)

mit Anfangszeitpunkt t0 = 0 [s] und fester Endzeit tF = 0.137 [s] betrachtet und es
ergibt sich als Hamiltonfunktion

H =

∑

k

(

(sf
k)

2 + (ss
k)

2
)

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2

+ λT
1 ẋ+

∑

i∈Ia

λ2,i ż
f
i +

∑

j∈Ja

λ3,j żs
j . (6.58)

Unter Berücksichtigung von (6.54) und (6.55) gilt

6∑

k=1

(

(sf
k)

2 + (ss
k)

2
)

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2

=

∑

k∈Ip

(uf
k)

2 +
∑

i∈Ia

(zf
i )2 +

∑

k∈Jp

(us
k)

2 +
∑

j∈Ja

(zs
j )

2

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2

.
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Kapitel 6 Optimale Steuerung mit konkurrierenden Steuerungen

Das optimale Steuerungsproblem wird in das Randwertproblem nicht-konstanter Di-
mension
(
E6 O

O M

)

ẋ(t) =

(
Θ̇

s(t) − h(x(t))

)

, (6.59)

żf
i (t) = wf

i , i ∈ Ia , wf
i ∈ {−wf

max,i, w
f
max,i} , (6.60)

żs
j (t) = ws

j , j ∈ Ja , ws
j ∈ {−ws

max,j, w
s
max,j} , (6.61)

λ̇1 = −Hx = −

(
∂

∂x
ẋ

)T

λ1 , (6.62)

λ̇2,i = −H
z

f
i

= −
2 zf

i

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2
−

(

∂

∂zf
i

ẋ

)T

λ1 , i ∈ Ia ,(6.63)

λ̇3,j = −Hzs
j

= −
2 zs

j

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2
−

(
∂

∂zs
j

ẋ

)T

λ1 , j ∈ Ja ,(6.64)

mit Randwerten gemäß (6.1), transformiert. Die adjungierten Variablen werden mit
λ1, λ2,i für i ∈ Ia und λ3,j für j ∈ Ja bezeichnet, ansonsten gelten die Bezeichnungen
wie im Beispiel in Abschnitt 6.1.2.

Die Steuerungen uf
i mit i ∈ Ip und us

j mit j ∈ Jp, für welche in diesem Fall keine
Beschränkung der Ableitung aktiv ist, erhält man – zusammen mit der Legendre-
Clebsch-Bedingung – aus

0 = H
u

f
i

=
2 uf

i

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2

+

(

∂

∂uf
i

ẋ

)T

λ1 , i ∈ Ip , (6.65)

0 = Hus
j

=
2 us

j

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2

+

(
∂

∂us
j

ẋ

)T

λ1 , j ∈ Jp . (6.66)

Bemerkung 6.2
Die Ableitungen

∂

∂zf
i

ẋ ,
∂

∂zs
j

ẋ ,
∂

∂uf
i

ẋ ,
∂

∂us
j

ẋ

werden wieder effizient durch eine erweiterte Newton-Euler-Rekursion [57] berechnet.

Die Steuerungen wf
i für i ∈ Ia und ws

j für j ∈ Ja kommen linear in der Hamiltonfunktion
(6.58) vor und man erhält die Schaltfunktionen

Sf
i := H

w
f
i

= λ2,i , i ∈ Ia , Ss
j := Hws

j
= λ3,j , j ∈ Ja . (6.67)

Das heißt in diesem Fall sind die Schaltfunktionen die zusätzlichen adjungierten Varia-
blen λ2,i für i ∈ Ia und λ3,j für j ∈ Ja und legen die Vorzeichen von wf

i (t) und ws
j(t)

fest:

wf
i (t) =

{
−wf

max,i falls λ2,i > 0

+wf
max,i falls λ2,i < 0

, i ∈ Ia , (6.68)

ws
j(t) =

{
−ws

max,j falls λ3,j > 0
+ws

max,j falls λ3,j < 0
, j ∈ Ja . (6.69)
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6.2 Ansatz mit Beschränkung der zeitlichen Änderung der Steuerungen

An Schaltpunkten ts an denen mindestens eine der Beschränkungen der Ableitung aktiv
oder inaktiv wird, ändern sich die Indexmengen von Ia bei t−s in Ĩa bei t+s und von Ja

bei t−s in J̃a bei t+s . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wird Ia ⊆ Ĩa und J̃a ⊆
Ja angenommen. Damit können die Bedingungen sowohl an einem Aufsprungpunkt,
als auch an einem Absprungpunkt formuliert werden und es müssen folgende innere
Punktbedingungen erfüllt sein:

x(t−s ) = x(t+s ) ,

uf
i (t

−
s ) = zf

i (t+s ) , i ∈ Ĩa \ Ia , zs
j (t

−
s ) = us

j(t
+
s ) , j ∈ Ja \ J̃a ,

zf
i (t−s ) = zf

i (t+s ) , i ∈ Ia , zs
j (t

−
s ) = zs

j (t
+
s ) , j ∈ J̃a ,

λ1(t
−
s ) = λ1(t

+
s ) ,

λ2,i(t
−
s ) = λ2,i(t

+
s ) , i ∈ Ia , λ3,j(t

−
s ) = λ3,j(t

+
s ) , j ∈ J̃a ,

λ2,i(t
+
s ) = 0 , i ∈ Ĩa \ Ia , λ3,j(t

−
s ) = 0 , j ∈ Ja \ J̃a .

Für dieses Beispiel zeigt Abbildung 6.2 das Verhalten der optimalen Steuerungen; durch

τ :=
t

tF − t0
=

t

tF
auf das Einheitsintervall [0, 1] transformiert. Die Schaltpunkte sind

in Tabelle 6.3 aufgelistet. An den Schaltpunkten τ6, τ7, τ10 und τ13 ändert sich die
Indexmenge Ja:

Ja(τ
−
6 ) = ∅ −→ Ja(τ

+
6 ) = {2}

Ja(τ
−
7 ) = {2} −→ Ja(τ

+
7 ) = {2, 5}

Ja(τ
−
10) = {2, 5} −→ Ja(τ

+
10) = {2}

Ja(τ
−
13) = {2} −→ Ja(τ

+
13) = ∅

Das heißt, am Schaltpunkt τ6 wird die Beschränkung ws
2 ≤ ws

max,2 aktiv, am Schalt-

τ1 = 0.083592 τ7 = 0.286395 τ13 = 0.679408
τ2 = 0.091875 τ8 = 0.518840 τ14 = 0.693571
τ3 = 0.096625 τ9 = 0.559569 τ15 = 0.711393
τ4 = 0.155421 τ10 = 0.576198 τ16 = 0.766194
τ5 = 0.214970 τ11 = 0.651682 τ17 = 0.866703
τ6 = 0.231661 τ12 = 0.678124 τ18 = 0.977383

Tabelle 6.3: Schaltpunkte, transformiert auf das Einheitsintervall [0, 1].

punkt τ13 wird sie wieder inaktiv. Die Beschränkung ws
5 ≤ ws

max,5 wird bei τ7 aktiv
und bei τ10 wieder inaktiv. Diese Bereiche sind in den Abbildungen 6.2 und 6.3 farblich
hinterlegt.

Die zugehörigen Schaltfunktionen sind in Abbildung 6.3 dargestellt. Für Ss
2 := λ3,2 < 0

gilt ws
2 = ws

max,2 und für Ss
5 := λ3,5 < 0 gilt entsprechend ws

5 = ws
max,5. Die restlichen

Schaltpunkte in Tabelle 6.3 bezeichnen den Beginn oder das Ende einer Steuerbe-
schränkung, welche sehr effizient durch Standardmethoden der optimalen Steuerung
behandelt werden [45, 185].
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Abbildung 6.2: Steuerungen u1 − u6 als Funktion von τ := t/τF .

In diesem Beispiel muss die Hamiltonfunktion wieder konstant sein, was wieder mit
einer relativen Genauigkeit von 10−9 erfüllt ist.

In Anhang B, Abbildung B.3 bzw. Abbilung B.4 finden sich der zeitliche Verlauf der
Winkel θ1 − θ6, der Winkelgeschwindigkeiten θ̇1 − θ̇6, sowie der adjungierten Variablen
λ1 − λ12.

Wie in Abschnitt 6.2.2 angesprochen, führt beim herkömmlichen Ansatz der Übergang
der ursprünglichen Steuervariablen zu deren Ableitungen als neue Steuervariablen auf
ein erheblich komplizierteres Steuerungsproblem.

Klassischer Ansatz. Der klassische Ansatz, um die Beschränkung der Ableitung der
Steuerung zu berücksichtigen, wird nur für Vergleichszwecke angegeben. In diesem Fall
sind die Ableitungen der ursprünglichen Steuerungen die einzigen Steuerungen. Mit
der Hamiltonfunktion

H =

n∑

k=1

(

(zf
k )2 + (zs

k)
2
)

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2

+ λT
1 ẋ+ λT

2 ż
f + λT

3 ż
s , (6.70)
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Abbildung 6.3: Adjungierte Variablen λ3,2 und λ3,5 als Funktion von τ := t/τF .

und den Definitionen zf := uf ∈ IRn, zs := us ∈ IRn, z := zf + zs ergibt sich das
System nichtlinearer Differentialgleichungen

(
E6 O

O M

)

ẋ(t) =

(
Θ̇

z(t) − h(x(t))

)

,

żf (t) = wf ,

żs(t) = ws
j ,

λ̇1 = −Hx = −

(
∂

∂x
ẋ

)T

λ1 ,

λ̇2 = −Hzf = −
2

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2
· zf −

(
∂

∂zf
ẋ

)T

λ1 ,

λ̇3 = −Hzs = −
2

‖uf
max‖2 + ‖us

max‖
2
· zs −

(
∂

∂zs
ẋ

)T

λ1 .

Die Bewegungsgleichungen sind identisch mit (6.59), λ2 ∈ IRn und λ3 ∈ IRn sind die zu
zf und zs korrespondierenden adjungierten Variablen und wf ∈ IRn, sowie ws ∈ IRn

sind die neuen Steuerungen. Man beachte, dass hier alle Differentialgleichungen für
t ∈ [t0, tF ] definiert sind.

Da wf und ws linear in der Hamiltonfunktion (6.70) vorkommen, ergeben sich die
Steuerungen aus

wf
i (t) =







−wf
max,i falls λ2,i > 0

wf
i,sing(t) falls λ2,i = 0

+wf
max,i falls λ2,i < 0

, i = 1, . . . , n ,

ws
j(t) =







−ws
max,j falls λ3,j > 0

ws
j,sing(t) falls λ3,j = 0

+ws
max,j falls λ3,j < 0

, j = 1, . . . , n .
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Kapitel 6 Optimale Steuerung mit konkurrierenden Steuerungen

Im Falle singulärer Steuerungen wf
i,sing(t) oder ws

j,sing(t) ist die Ordnung der singulären
Steuerung eins, d. h. die zweite totale Ableitung der zugehörigen adjungierten Variable
muss berechnet werden, um die nötigen Informationen zur Berechnung der Steuerung zu
erhalten (vgl. Abschnitt 5.3). Da die ursprünglichen Steuerungen in das Zielfunktional
eingehen, erhält man ein DAE System vom Index 3. Durch die Transformation wird
jede der vormaligen Steuerbeschränkungen (6.2) zu einer Zustandsbeschränkung erster
Ordnung.

In Tabelle 6.4 sind die Anzahl der aktiven Zustandsbeschränkungen und singulären
Steuerungen auf den einzelnen Teilintervallen zusammengefasst. An den einzelnen

Zustands-
beschränkung

Singuläre

(1. Ordnung)
Steuerungen

]0 , τ1 [ 7 1
]τ1, τ2 [ 6 2
]τ2, τ3 [ 5 3
]τ3, τ4 [ 4 4
]τ4, τ5 [ 3 5
]τ5, τ6 [ 2 6
]τ6, τ7 [ 2 5
]τ7, τ8 [ 2 4
]τ8, τ9 [ 1 5
]τ9, τ10[ 0 6

Zustands-
beschränkung

Singuläre

(1. Ordnung)
Steuerungen

]τ10, τ11[ 0 7
]τ11, τ12[ 1 6
]τ12, τ13[ 2 5
]τ13, τ14[ 2 6
]τ14, τ15[ 3 5
]τ15, τ16[ 4 4
]τ16, τ17[ 3 5
]τ17, τ18[ 2 6
]τ18, 1 [ 3 5

Tabelle 6.4: Klassischer Ansatz: Anzahl der aktiven Zustandsbeschränkungen und sin-
gulären Steuerungen auf den Teilintervallen.

Schaltpunkten müssen beim klassischen Ansatz die entsprechenden inneren Punkt-
bedingungen erfüllt sein. Da einzelne aktive Zustandsbeschränkungen mit singulären
Steuerungen zusammenfallen können, müssen in jedem einzelnen Fall die inneren
Punktbedingungen mühsam hergeleitet werden. Die meisten Sätze in der Literatur
sind beschränkt auf den Fall von nur wenigen aktiven Zustandsbeschränkungen, oder
nur wenigen singulären Steuerungen, allerdings auf inneren Teilintervallen, d. h. Rand-
punkte sind ausgeschlossen. Diese Sätze müssten noch erweitert werden, um sie in
diesem Fall anwenden zu können.

Der klassische Ansatz ist darüber hinaus ein Beispiel für ein Phänomen, dass theore-
tisch bekannt ist, aber selten in echten Steuerungsproblemen auftritt: Wenn Steuerun-
gen linear in der Hamiltonfunktion vorkommen, können singuläre Steuerungen auch
auftreten, obwohl keine andere Beschränkung aktiv ist.
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Kapitel 7

Berücksichtigung der Roboterelastizitäten

Für den Mehrfinger-Greifer aus Kapitel 1 sollen zusätzlich Elastizitäten berücksich-
tigt werden. Der Mehrfinger-Greifer stellt damit ein elastisches Mehrkörpersystem
dar. Die Bewegung wird als Überlagerung einer Starrkörperbewegung mit klei-
nen Deformationen betrachtet und die lineare Elastizitätstheorie angewendet. Als
Starrkörperbewegung wird dabei die optimale Lösung mit konkurrierenden Steuerun-
gen und Beschränkung der Ableitung der Steuerungen aus Abschnitt 6.2 zugrunde
gelegt.

7.1 Überblick über Finite-Elemente-Methoden bei flexiblen

Robotern

Auf dem Gebiet flexibler Mehrkörpersysteme existiert eine umfangreiche Literatur. Im
Folgenden soll ein Literaturüberblick bei flexiblen Robotern mit Finite-Elemente Me-
thoden gegeben werden. Dabei wird kein Anspruch auf Vollständigkeit erhoben. Für
einen Überblick mit anderen Lösungsansätzen, wie zum Beispiel modalen Ansätzen, sei
auf [84, 224] verwiesen. Verschiedene mathematische Darstellungsmöglichkeiten von
elastischen Armen und Gelenken werden in [33] zusammengefasst. In [243] wird der
modale Ansatz mit dem Finite-Elemente-Ansatz für einen Roboter mit zwei rotatori-
schen Gelenken und einem prismatischen Gelenk verglichen. Die Lagrange’schen Bewe-
gungsgleichungen werden in geschlossener Form angegeben. Die Deformationen werden
mittels der Euler-Bernoulli Balkentheorie ermittelt.

In [181, 182] werden die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen für elastische Mecha-
nismen hergeleitet. Die elastischen Glieder werden mit finiten Elmenten modelliert.
Sowohl die Freiheitsgrade der Starrkörper, als auch der elastischen Körper werden als
generalisierte Koordinaten betrachtet. Die Bewegungsgleichungen werden in geschlos-
sener Form angegeben. Ein numerisches Beispiel wird nicht angegeben. In [43] wird
die Finite-Elemente-Methode benutzt, um einen elastischen Roboter zu untersuchen.
Es werden die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen herangezogen. Der Algorithmus
wird an einem planaren Roboter demonstriert, wobei als finite Elemente 2D Balkenele-
mente dienen. Eine finite Elemente Diskretisierung wurde auch in [174, 175] gewählt,
um die Bewegung eines flexiblen Roboters entlang einer vorgegebenen Bahn mit je-
der gewünschten Genauigkeit zu beschreiben. Als Modell dient ein eingelenkiger fle-
xibler Arm. Die Bewegungsgleichungen werden in linearisierter Form betrachtet und
mittels Laplace-Transformation gelöst. Zentrifugal- und Corioliskräfte werden nicht
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berücksichtigt und für die finiten Elemente wird die Euler-Bernoulli Balkentheorie zu-
grunde gelegt. Ebenfalls ein eingelenkiger Manipulator wird in [60] untersucht. Der
flexible Arm wird als Euler-Bernoulli Balken modelliert, Scher- und Rotationseffekte
werden vernachlässigt. Als Ansatzfunktionen für die Finite-Elemente-Methode dienen
modale Ansatzfunktionen, wobei die ersten beiden Moden benutzt werden. Die Euler-
Bernoulli Balkentheorie wird auch in [160, 161, 244, 245] angewendet. Ein dynami-
sches Modell für einen eingelenkigen flexiblen Manipulator werden hergeleitet und mit
der Finite-Elemente-Methode [160, 161, 245] beziehungsweise der Finiten-Differenzen-
Methode [244] gelöst. Die Simulationsergebnisse werden mit gemessenen Daten vergli-
chen. In [98] werden die Bewegungsgleichungen mittels der Lagrange’schen Formulie-
rung hergeleitet, der eingelenkige Manipulator als Euler-Bernoulli Balken modelliert
und die Gleichungen mit der Finiten-Elemente-Methode gelöst. Mit Hilfe des Finite-
Elemente-Programms NASTRAN wird in [6] der Einfluss viskoelastischer Dämpfung
untersucht, was zur passiven Regelung von Schwingungen benutzt werden kann. Der
Ausleger des flexiblen Manipulators wird mit Balken- und Schalenelementen model-
liert und die quasi-statischen Gleichungen gelöst. Ein eingelenkiger flexibler Roboter-
arm wird mit der Finite-Elemente-Methode in [172] betrachtet, um einen Regler zu
entwickeln, der auftretende Schwingungen dämpft. Dabei wird die Euler-Bernoulli Bal-
kentheorie zugrunde gelegt und die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen hergeleitet.
Ein Euler-Bernoulli Balken wird auch in [70] benutzt, um einen eingelenkigen flexiblen
Roboterarm zu beschreiben. Als finite Elemente dienen Balkenelemente mit zwei Kno-
ten pro Element. Ein eingelenkiger flexibler Roboterarm, der sich in drei Raumdi-
mensionen bewegen kann, wird in [150] betrachtet. Die Bewegungsgleichungen werden
explizit angegeben und als finite Elemente dienen Balkenelemente. Grundlagen der
optimalen Steuerungen werden herangezogen, um einen linearen Regler zu entwerfen.
Auf Grundlage der optimalen Steuerung werden in [148, 186, 188] ebenfalls Regler für
eingelenkige flexible Roboter entworfen. In der Arbeit von [156] wird ein dreigelenkiger
Roboter, wobei ein flexibles prismatisches Glied berücksichtigt wird, untersucht. Das
prismatische Glied wird mit Verbundwerkstoffen modelliert. Darüber hinaus werden
geometrische Steifigkeiten berücksichtigt.

Beschränkte und unbeschränkte Bewegungen eines zweigelenkigen planaren flexiblen
Roboters werden in [65] analysiert. Anhand eines zweigelenkigen planaren Roboters
werden in [133, 225] die Deformationen mit der Finiten-Elemente-Methode berechnet.
Als Ansatzfunktionen werden Hermite-Polynome erster Ordnung verwendet. Flexible
Roboterglieder werden auch in [147] betrachtet. Dort werden Balkenelemente als finite
Elemente gewählt und die Bewegungsgleichungen werden mit Hilfe des Jourdan’schen
Prinzips explizit aufgestellt. Auch in [149] werden die Bewegungsgleichungen für einen
zweigelenkigen planaren flexiblen Roboter hergeleitet. Als finite Elemente werden Bal-
kenelemente gewählt. Die Bewegungsgleichungen für einen planaren flexiblen Roboter
mit zwei Drehgelenken werden in [94, 95] mit dem Newton-Euler Formalismus und Bal-
kenelementen als finite Elemente hergeleitet. In [256] werden numerische Beispiele für
einen eingelenkigen und einen zweigelenkigen planaren Manipulator demonstriert. Als
finite Elemente dienen Balkenelemente. Die Modellierung wird speziell für Kontakt-
probleme angegeben. Ein zweigelenkiger planarer Roboter, bei dem das erste Glied als
starr, das zweite als flexibel angenommen wird, findet sich in [157]. Dabei wird die
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Lagrange’sche Methode und die Theorie von Euler-Bernoulli Balken zugrunde gelegt.
In [82] wird ebenfalls ein planarer Roboter mit einem starren und einem flexiblen Glied
betrachtet. Auch dort wird das zweite Glied als Euler-Bernoulli Balken modelliert. Die
dynamischen Gleichungen werden mit dem Hamilton’schen Prinzip hergeleitet. In [233]
wird unter anderem ein Beispiel eines zweigelenkigen planaren Roboters mit elastischen
Gliedern berechnet. Die Glieder werden als Euler-Bernoulli Balken modelliert und es
werden geometrische Steifigkeiten berücksichtigt.

Die Bewegungsgleichungen für einen mehrgelenkigen flexiblen Roboter werden in
[34, 35] mit Hilfe des Newton-Euler Formalismus hergeleitet. Die Deformation ei-
nes Gliedes wird als Überlagerung einer Starrkörperbewegung mit kleinen Deforma-
tionen betrachtet. In [241] werden mit dem Finite-Elemente Programm NASTRAN
die zeitinvarianten Systemmatrizen bestimmt, anschließend die Dimension mit der so-
genannten Component Mode Synthesis [120] reduziert, mit Matrixtransformationen
die zusätzlichen dynamischen Gleichungen berücksichtigt und schließlich die Zeitin-
tegration mit Standardintegrationsverfahren durchgeführt. Das verwendete Integrati-
onsschema wird nicht angegeben. Ein mehrgelenkiger flexibler Roboter wird in [73]
betrachtet. Die Deformationen werden mit einer Finite-Elemente-Methode realisiert,
wobei Linienelemente gewählt werden. Als numerisches Beispiel wird ein flexibler Ro-
boter mit drei rotatorischen Gelenken präsentiert. Räumliche Balkenelemente werden
in [96, 97] benutzt, um quasi-statische Berechnungen [96, 97] und dynamische Be-
rechnungen [97] für einen dreigelenkigen planaren flexiblen Roboter durchzuführen.
Nichtlineare Balkenelemente werden in [127, 128, 129] benutzt, um mehrgelenkige
flexible Roboter zu berechnen. Die generalisierten Koordinaten lassen sich aufteilen
in den Anteil der Starrkörperbewegung und den Anteil der überlagerten Deformati-
on. In [83] wird ein mobiler Manipulator betrachtet. Der Manipulator hat drei, das
Fahrzeug sechs Freiheitsgrade. Die Deformationen werden mit finiten Elementen be-
rechnet. Die Durchbiegung planarer flexibler Roboter wird in [248, 262] untersucht.
Dabei wird die Lagrange’sche Formulierung zugrunde gelegt. Die Deformationen wer-
den mit Finite-Elemente-Ansätzen berechnet, mit Balkenelementen als finiten Elemen-
ten. In [262] wird der Einfluss der Rayleigh-Dämpfung berücksichtig, im Modell von
[248] werden die nichtlinearen Gleichungen mit generalisierter Massenmatrix betrach-
tet. In [102, 104] werden Finite-Elemente-Methoden benutzt, um flexible Roboter zu
modellieren. Als finite Elemente dienen Balkenelemente. Als Integrationsschema wird
in [104] die Newmark-Methode angegeben. In [178, 179, 180] wird ein Finite-Elemente-
Modell vorgestellt, das die nichtlinearen Kopplungseffekte zwischen der beschleunigten
Starrkörperbewegung und den elastischen Deformationen berücksichtigt. Die Elemente
werden aus den Newton-Euler Gleichungen und der Timoshenko Balkentheorie hergelei-
tet. In [179, 180] wird ein planarer zweigelenkiger Roboter mit rotatorischen Gelenken
betrachtet, in [178, 179] ein dreigelenkiger Roboter. In [179] wird darüber hinaus ein fle-
xibler Roboter berechnet, der aus einem rotatorischen und einem prismatischen Gelenk
besteht. Die sich ergebenden gewöhnlichen Differentialgleichungen werden mit einem
iterativen Verfahren gelöst. In [15] wird ein Lagrange’scher Finite-Elemente-Ansatz
gewählt. Die Ansatzfunktionen der Balkenelemente sind Polynome dritten Grades. Die
Methode wird an einem zweigelenkigen flexiblen Manipulator demonstriert. Mit Hilfe
der Finiten-Elemente-Methode wird in [206, 207] die Elastizität eines zweigelenkigen
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Manipulators bei der Bahnplanung berücksichtigt. Die Lagrange’schen Bewegungsglei-
chungen werden auf der Basis einer Finiten-Elemente-Diskretisierung hergeleitet. Eine
ebenfalls auf der Lagrange’schen Formulierung basierende Finite-Elemente-Methode für
Manipulatoren mit flexiblen Gliedern und Gelenken wird in [87] betrachtet. In [189]
werden lineare 3D Elemente für zylindrische Balken mit zwölf Freiheitsgraden gewählt,
um mit der Bernoulli-Euler Balkentheorie die Verschiebungen eines elastischen Bal-
kens zu beschreiben. Eine auf der Finiten-Elemente-Methode basierende Methode wird
in [261] angegeben. Es werden die verallgemeinerten Bewegungsgleichungen flexibler
Roboter angegeben. Ein numerisches Beispiel, um das Modell zu verifizieren, fehlt.
Ein SCARA-Roboter, modelliert mit faserverstärkten Verbundwerkstoffen, wird mit-
tels Finite-Elemente-Methode in [204] untersucht. Ein finites Element für röhrenförmige
Glieder wird entwickelt. Redundante Roboter mit flexiblen Gliedern und Gelenken
werden in [263, 264, 265] betrachtet. Die flexiblen Glieder und Gelenke werden mit
Rotor Beam Elementen realisiert – eine Kombination aus Balkenelementen der Finite-
Elemente-Methode, um die Glieder zu modellieren, und Torsionsfedern, um die Gelenke
zu modellieren. Es wird ein planarer Roboter mit drei Rotationsgelenken untersucht.

7.2 Anwendung der Finiten-Elemente-Methode auf den

Mehrfinger-Greifer

Bei der numerischen Behandlung von elastischen Robotern ist die Balkentheorie – vor
allem die Euler-Bernoulli Balkentheorie – nicht immer ausreichend, insbesondere bei
hohen Querkräften [96, 97]. Bei miniaturisierten Greifern, die als künstliche Hände
eingesetzt werden sollen, sind komplizierte Formen nötig, um der Anatomie des Men-
schen gerecht zu werden. Um diese Anforderungen zu berücksichtigen, wird hier ein
allgemeiner Verschiebungsansatz mit 3D finiten Elementen gewählt. Dadurch ist es
möglich, jede denkbare Geometrie durch finite Volumenelemente zu diskretisieren und
die Belastungen im Inneren der Struktur zu berechnen.

Um die zusätzlichen Trägheitskräfte bei beschleunigten Bezugssystemen zu berück-
sichtigen (vgl. Abschnitt 4.3), wird ein ähnliches Vorgehen wie in [123] gewählt. In [123]
werden die Bewegungsgleichungen des starren Mehrkörpersystems in expliziter Form
mittels des Programms NEWEUL [141] bereitgestellt. Die zusätzlichen Trägheitskräfte
werden als zusätzliche äußere Kräfte angenommen und gehen lediglich in die rech-
te Seite der Bewegungsgleichungen (4.45) des flexiblen Körpers ein. Die benötigten
Verschiebungen und Geschwindigkeiten werden von dem vorherigen Integrationsschritt
benutzt. Mit Hilfe des Finite-Eelmente Programms SOLVIA [232] werden verschiedene
2D Beispiele simuliert.

Im Gegensatz zu [123] werden in dieser Arbeit die Bewegungsgleichungen (4.47) mit
der modifizierten Steifigkeitsmatrix KFΣ und Dämpfungsmatrix DFΣ gelöst, die Be-
wegungsgleichungen des starren Mehrkörpersystems werden nicht in expliziter Form
benötigt und es wird eine dreidimensionale Bewegung simuliert.

Die einzelnen elastischen Glieder des Mehrfinger-Greifers werden hier durch lineare He-
xaederelemente diskretisiert. Zur Berechnung der Systemmatrizen aus Abschnitt 4.3,
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a

b

c

d

e

f

g

h 12

3 4

56

7 8

Abbildung 7.1: Transformation auf das Referenzelement.

wird jedes Element auf ein Referenzelement transformiert. Das Element e mit den
globalen Knoten a bis h wird transformiert auf das Referenzelement mit den lokalen
Knoten 1 bis 8 (vgl. Abbildung 7.1), wobei das Referenzelement ein Würfel mit Kan-
tenlänge 2 ist. Die Punkte des Referenzelements werden durch die Koordinaten ξ, η
und ζ beschrieben. Man hat also eine Koordinatentransformation der Form





ξ
η
ζ



 7−→ x =





x
y
z



 =





x(ξ, η, ζ)
y(ξ, η, ζ)
z(ξ, η, ζ)



 (7.1)

Auf diesem Referenzelement werden nun Ansatzfunktionen Ni (i = 1, . . . , 8) gewählt,
die jeweils an einem Knoten des Referenzelements den Wert 1, an allen anderen Knoten
den Wert 0 annehmen. Man erhält somit als Ansatzfunktionen:

N1(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1 − ζ) , N2(ξ, η, ζ) =

1

8
(1 − ξ)(1 + η)(1 − ζ) ,

N3(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 − ξ)(1 − η)(1 − ζ) , N4(ξ, η, ζ) =

1

8
(1 + ξ)(1 − η)(1 − ζ) ,

N5(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ) , N6(ξ, η, ζ) =

1

8
(1 − ξ)(1 + η)(1 + ζ) ,

N7(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 − ξ)(1 − η)(1 + ζ) , N8(ξ, η, ζ) =

1

8
(1 + ξ)(1 − η)(1 + ζ) .

Mit Hilfe der Ansatzfunktionen wird das Verschiebungsfeld U e des Elements e, wie in
Gleichung (4.11) angegeben, approximiert. Dazu sammelt man die Ansatzfunktionen
in der Interpolationsmatrix N e:

N e =





N1 0 0 N2 0 0 N8 0 0
0 N1 0 0 N2 0 . . . 0 N8 0
0 0 N1 0 0 N2 0 0 N8



 ∈ IR3×24 .

Zum Aufstellen der Systemmatrizen, müssen Volumenintegrale berechnet werden. Die-
se Integrationen werden ebenfalls auf dem Referenzelement durchgeführt. Bei der Be-
rechnung der Steifigkeitsmatrix (4.24) in Abschnitt 4.3.1 müssen die Ableitungen der
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Ansatzfunktionen nach den materiellen Koordinaten x berechnet werden. Für die par-
tiellen Ableitungen der Ansatzfunktionen gilt:

Ni,ξ = Ni,x · xξ + Ni,y · yξ + Ni,z · zξ ,

Ni,η = Ni,x · xη + Ni,y · yη + Ni,z · zη ,

Ni,ζ = Ni,x · xζ + Ni,y · yζ + Ni,z · zζ .

Mit der Jacobi-Matrix J der Koordinatentransformation (7.1)

J =





xξ xη xζ

yξ yη yζ

zξ zη zζ



 =

( (
∂

∂ξ
N e

)

ze

(
∂

∂η
N e

)

ze

(
∂

∂ζ
N e

)

ze

)

erhält man schließlich




Ni,x

Ni,y

Ni,z



 = J−T (ξ, η, ζ)





Ni,ξ

Ni,η

Ni,ζ



 ·

Damit können die in Abschnitt 4.3 angegebenen acht Elementmatrizen Ke, C1e und
C3e

αβ = C3e
βα

T , (α, β = 1, 2, 3) durch die Transformation auf das Referenzelement
berechnet werden:

∫

V e
0

Υ(x) dV =

1∫

−1

1∫

−1

1∫

−1

Υ(x(ξ, η, ζ)) · | detJ(ξ, η, ζ)| dξdηdζ ,

wobei Υ jeweils durch den entsprechenden Ausdruck aus Abschnitt 4.3 zu ersetzen ist.

Die Volumenintegrale werden bei der numerischen Realisierung durch eine 2 × 2 × 2-
Gauß-Quadraturformel ersetzt:

1∫

−1

1∫

−1

1∫

−1

Υ(x(ξ, η, ζ)) · | detJ(ξ, η, ζ)| dξdηdζ ≈

8∑

l=1

Υ(x(ξl, ηl, ζl)) · | detJ(ξl, ηl, ζl)| · Wl ,

mit den in Tabelle 7.1 zusammengestellten Quadraturpunkten und Gewichten.

Von den acht Volumenintegralen müssen lediglich sieben ausgewertet werden, denn es
gilt

Lemma 7.1
Die Elementmatrix C1e aus (4.27) lässt sich bei der hier gewählten Interpolations-

matrix N e ebenfalls durch die Element-Massenmatrizen C3αβ = C3βα
T aus (4.31)

ausdrücken.
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l ξl ηl ζl Wl

1 − 1√
3

− 1√
3

1√
3

1

2 1√
3

− 1√
3

1√
3

1

3 1√
3

1√
3

1√
3

1

4 − 1√
3

1√
3

1√
3

1

l ξl ηl ζl Wl

5 − 1√
3

− 1√
3

− 1√
3

1

6 1√
3

− 1√
3

− 1√
3

1

7 1√
3

1√
3

− 1√
3

1

8 − 1√
3

1√
3

− 1√
3

1

Tabelle 7.1: Gauß-Quadraturpunkte und Gewichte im Referenzelement.

Beweis. Sei ENe =
(
E3 E3 E3 E3 E3 E3 E3 E3

)T
∈ IR24×3, dann gilt

N e ·ENe = E3, da für die hier gewählten Ansatzfunktionen
8∑

i=1

Ni = 1 gilt. Ferner ist

aus Abschnitt 4.3.2 der Zusammenhang

C3e
11 +C3e

22 +C3e
33 = M e =

∫

V e
0

N eT (x)ρe(x)N e(x) dV

bekannt und es ergibt sich

(C3e
11 +C3e

22 +C3e
33)ENe =

∫

V e
0

N eT (x)ρe(x)N e(x)ENe dV

=

∫

V e
0

N eT (x)ρe(x) dV = C1e .

⋄

Zur Berechnung der Bewegungsgleichungen einer Finiten-Elemente-Struktur mit be-
wegtem Bezugssystem (4.47) werden die Translationsbeschleunigung a, die Winkelge-
schwindigkeit ω und die Winkelbeschleunigung ω̇ der Starrkörperbewegung benötigt.
Desweiteren sind die externen Kräfte zu berücksichtigen, die auf ein Glied des flexiblen
Mehrfinger-Greifers wirken – zum Beispiel durch die Bewegung des nachfolgenden Glie-
des in der kinematischen Kette. Diese Größen sind im Bezugssystem des jeweiligen
Körpers darzustellen. Betrachtet man den rekursiven Newton-Euler-Algorithmus in
Abbildung 2.4, so erkennt man, dass dort diese benötigten Größen in der Rekursion
berechnet werden. Wählt man die Bezugssysteme der einzelnen flexiblen Körper gemäß
den Denavit-Hartenberg-Vereinbarungen (vgl. Abschnitt 2.5), dann stimmen diese mit
den Koordinatensystemen der Starrkörperbewegung überein. Damit sind die Bewe-
gungsgleichungen der Starrkörperbewegung nicht in expliziter Form nötig, vielmehr
stellt der rekursive Newton-Euler-Algorithmus die benötigten Größen für jedes Glied
des Mehrkörpersystems bereit.
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x xy y

z z

〈2〉662
〈3〉662

Abbildung 7.2: Diskretisierung von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts) jeweils mit
686 Knoten und 468 Hexaederelementen.

7.3 Beispiel

Die Berechnung der Finite-Elemente Simulation wird mit dem im Rahmen dieser
Arbeit entstandenen Finite-Elemente-Programm SOLASTICA durchgeführt. Es löst
speziell Probleme aus der Festkörpermechanik auf Grundlage der linearen Elasti-
zitätstheorie mit 3D Finiten-Elementen (Hexaederelemente) unter Berücksichtigung
der zusätzlichen Trägheitskräfte, die sich aus einem beschleunigten Bezugssystem er-
geben. Die zu lösenden Differentialgleichungen zweiter Ordnung werden mittels der
Newmark-Methode (vgl. Abschnitt 4.4) mit konstanter Schrittweite gelöst.

Von dem Mehrfinger-Greifer aus Kapitel 1 werden die vorderen beiden Glieder (Glied
2 und 3 bzw. 5 und 6) als elastisch, die auf der gemeinsamen Basis montierten Glie-
der (Glied 1 bzw. 4) als starr angenommen. In der Tat treten bei einem typischen
Industrieroboter mit sechs Freiheitsgraden nur bei zweien der Glieder signifikante
Trägheitskräfte auf. Diese beiden Glieder sollten als elastische Arme betrachtet werden
[173]. Dieser Tatsache wird hier Rechnung getragen. Da sich bei der Simulation für
den zweiten Finger (Glied 5 und 6) qualitativ gleiche Lösungen ergeben, wird an dieser
Stelle auf die Darstellung der Ergebnisse verzichtet.

Um die beiden Glieder unterscheiden zu können, wird im Folgenden mit einem oberen
Index 〈i〉 (i = 2, 3) gekennzeichnet, auf welches Glied sich die jeweilige Größe bezieht.
Die Gelenke werden als idealisierte Verbindungen betrachtet. Die einzelnen Glieder
werden auf einer Seite als fest eingespannt mit homogenen Dirichlet Randbedingungen
angenommen. Abbildung 7.2 zeigt die Diskretisierung der beiden Glieder mit Hexaeder-
elementen. Jedes Glied wird mit 686 Knoten in 468 Elemente unterteilt.

Die Systemmatrizen einer Finite-Elemente-Diskretisierung sind dünn besetzt. Abbil-
dung 7.3 zeigt die Besetzungsstruktur der Steifigkeitsmatrix 〈2〉KF . Bei zu großer Band-
breite der dünnbesetzten Matrizen ist es sinnvoll, eine Permutation durchzuführen, so
dass eine möglichst geringe Bandbreite entsteht. Dies entspricht einer Umnummerie-
rung der Knotenpunkte. Ein Überblick über mögliche Permutationsalgorithmen findet
sich in [106]. Dort wird der Reverse-Cuthill-McKee-Algorithmus als effizientester be-
zeichnet. Eine Beschreibung des Reverse-Cuthill-McKee-Algorithmus findet man zum
Beispiel in [105].
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Abbildung 7.3: Besetzungsstruktur der Steifigkeitsmatrix 〈2〉KF mit 120213 von Null
verschiedenen Einträgen.

Als Dämpfung wird eine Rayleigh-Dämpfung (4.46), mit αR = 1.0 und βR = 8 · 10−5

angenommen und die Parameter der Newmark-Methode zu δNM = 1
2

und αNM = 1
4

gewählt. Als Startwert für die Verschiebungen wird die stationäre LösungKFzF = hFg,
die sich unter Einfluss der Gravitation ergibt, festgesetzt. Desweiteren wird żF = 0
angenommen. In Abbildung 7.4 ist der zeitliche Verlauf der mittleren Verschiebung
√

U2
i,1 + U2

i,2 + U2
i,3 der Knoten 〈2〉662 und 〈3〉662 dargestellt. Die größere Verschiebung

am Knoten 〈2〉662 resultiert aus den zusätzlichen externen Kräften, die Glied 3 auf
Glied 2 ausübt.
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Abbildung 7.4: Mittlere Verschiebung der Knoten 〈2〉662 und 〈3〉662 als Funktionen
der Zeit t.

Die Mittleren Verschiebungen der gesamten Stuktur zu verschiedenen Zeitpunkten sind
in Abbildung 7.5 dargestellt. Kennt man das Verschiebungsfeld U , so lassen sich die
sechs verschiedenen Komponenten des Verzerrungstensors – zusammengefasst im Vek-
tor ε – über die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehung (3.14) berechnen und schließlich
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t = 0.000 [s]

t = 0.045 [s]

t = 0.090 [s]

t = 0.137 [s]

00

0.7 · 10−7

1.4 · 10−7

2.1 · 10−7

2.8 · 10−7

3.5 · 10−7

1.4 · 10−6

2.8 · 10−6

4.2 · 10−6

5.6 · 10−6

7.0 · 10−6

Abbildung 7.5: Animation der mittleren Verschiebungen von Glied 2 (links) und
Glied 3 (rechts).

die Spannungen mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes (3.25). Die sich aus den Verschie-
bungen ergebenden Verzerrungen finden sich in Anhang C in den Abbildungen C.1 –
C.6 und die Spannungen in den Abbildungen C.7 – C.12.
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Zusammenfassung

Auf Grundlage des Modells eines Mehrfinger-Greifers mit sechs Freiheitsgraden wur-
den in dieser Arbeit zwei wesentliche Aspekte behandelt: Es wurden konkurrierende
Steuerungen betrachtet und Elastizitäten berücksichtigt.

Werden die Gelenke des miniaturisierten Greifers mit zwei Antrieben ausgestattet, die
parallel wirken und unabhängig voneinander gesteuert werden können, so führt das auf
den neuen Typ von Optimalsteuerungsproblemen mit konkurrierenden Steuerungen.
Um einen qualitativen Unterschied der in Konkurrenz stehenden Steuerungen mathe-
matisch zu formulieren, wurden zwei Ansätze verfolgt.

Der erste Ansatz benutzte ein Energiekriterium, um einen qualitativen Unterschied
der beiden Steuerungen festzulegen. Über das Zielfunktional wurde der Energiebedarf
beschrieben. Am Beispiel des Mehrfinger-Greifers konnte die Wirksamkeit des Ansatzes
demonstriert werden.

Ein alternativer Zugang ergab sich, indem die zeitliche Änderung der Steuerungen be-
schränkt wurde. Beschränkungen an die zeitliche Ableitung einer Steuerung sind in der
klassischen Theorie der optimalen Steuerung nicht zulässig. Eine Transformation, bei
der die Ableitungen der Steuerungen als neue Steuervariablen definiert und die bishe-
rigen Steuervariablen in Zustandsvariablen transformiert werden, führt auf ein diffe-
rentialalgebraisches System mit einem differentiellen Index bis zu vier. In dieser Arbeit
wurde ein neuer Ansatz entwickelt. Mit Hilfe der Variationsrechnung wurden neue in-
nere Punkt Bedingungen an Auf- und Absprungpunkten hergeleitet und es ergab sich
ein Randwertproblem nicht-konstanter Dimension. Dieser neue Ansatz zeichnet sich
durch höchste Flexibilität aus und kann lokal an die Anforderung des Optimalsteue-
rungsprobems angepasst werden. Eine effiziente und numerisch stabile Berechnung der
optimalen Steuerungen wurde ermöglicht und am Modell des Mehrfinger-Greifers er-
folgreich angewendet.

Mittels der Finite-Elemente-Methode wurden die Verschiebungen berechnet, die sich
durch die dreidimensionale Bewegung des Mehrfinger-Greifers ergeben. Als zugrun-
de gelegte Starrkörperbewegung wurde die optimale Bewegung mit Beschränkung der
zeitlichen Ableitung der Steuerungen gewählt. Die in der Finite-Elemente-Simulation
benötigten linearen Geschwindigkeiten, Winkelgeschwindigkeiten, Winkelbeschleuni-
gungen, sowie die externen Kräfte, die die Glieder in der kinematischen Kette aufein-
ander ausüben, wurden über die Newton-Euler-Rekursion bereitgestellt. Die einzelnen
Glieder wurden mit 3D finiten Elementen diskretisiert (Hexaederelemente), die Be-
rechnung der Verschiebungen erfolgte mit dem im Rahmen dieser Arbeit entstandenen
Progamm SOLASTICA.
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Anhang A

Ergebnisse der Beispiele aus Kapitel 5

Alle Beispiele wurden mit dem indirekten Verfahren JANUS [53] berechnet. Zur Lösung
des Differentialgleichungssystems wird in JANUS ein Extrapolationsverfahren, basie-
rend auf DIFS1M, benutzt. Die Ergebnisse wurden mit DP853B, einem expliziten
Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 8(5, 3) von Dormand und Prince verifiziert.

Die zeitoptimalen Bewegungen dienen als Referenzlösung. Als Beschränkungen wer-
den lediglich die Steuerbeschränkungen mit Werten gemäß (1.2) berücksichtigt - die
Beschränkungen der Winkel (1.3) und Winkelgeschwindigkeiten (1.4) werden nicht
berücksichtigt. Die beiden Finger sollen einzeln bewegt werden. Dazu werden die Rand-
bedingungen (1.6) ensprechend abgeändert. Zunächst werden die Rangbedingungen

Θ(t0) = ( 0◦,−20◦,−30◦,−180◦,−35◦,−25◦)T , Θ̇(t0) = 0 [rad/s] ,

Θ(tF ) = (80◦,−65◦,−60◦,−180◦,−35◦,−25◦)T , Θ̇(tF ) = 0 [rad/s]

betrachtet. Als Zielfunktional dient

I1(u) =

∫ tF,1

0

1 dt → min! .

Die Zeit wird mit τ :=
t

tF,1 − t0
=

t

tF,1

auf das Einheitsintervall [0, 1] transformiert

und es ergibt sich als minimale Endzeit tF,1 = 0.11997468651 [s]. Die sich ergebende
Schaltstruktur ist in Abbildung A.1 dargestellt, die Schaltpunkte τi in Tabelle A.1
zusammengefasst.

τ1 = 0.263066 τ3 = 0.604977 τ5 = 0.892862
τ2 = 0.500000 τ4 = 0.710252 τ6 = 0.893764

Tabelle A.1: Schaltpunkte des ersten zeitoptimalen Problems, transformiert auf das
Einheitsintervall [0, 1].

Bei der zeitoptimalen Bewegung muss H ≡ 0 gelten – wie in Abbildung A.2 ersichtlich,
ist das mit einer relativen Genauigkeit von 10−9 erfüllt.

Die Zustandsvariablen und adjungierten Variablen sind in Abbildung A.3 bzw. Abbil-
dung A.4 dargestellt.
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Abbildung A.1: Steuerungen u1−u3 (u4 = u5 = u6 ≡ 0) und Schaltfunktionen S1−S3

des ersten zeitoptimalen Problems als Funktionen von τ := t/tF .

τ [−]

H
[−

]

0 0.5 1
−15

−10

−5

0

5 ×10−10

Abbildung A.2: Hamiltonfunktion des ersten zeitoptimalen Problems als Funktion
von τ := t/tF .

Anschließend wird der zweite Finger bewegt und die Randbedingungen

Θ(t0) = (0◦,−20◦,−30◦,−180◦,−35◦,−25◦)T , Θ̇(t0) = 0 [rad/s] ,

Θ(tF ) = (0◦,−20◦,−30◦,−100◦,−65◦,−60◦)T , Θ̇(tF ) = 0 [rad/s]

gefordert. Mit dem entsprechenden Zielfunktional

I2(u) =

∫ tF,2

0

1 dt → min!

ergibt sich bei Transformation der Zeit mit τ :=
t

tF,2 − t0
=

t

tF,2

auf das Einheitsin-

tervall [0, 1] eine minimale Endzeit von tF,2 = 0.12115805331 [s]. In Abbildung A.5
ist wieder die Schaltstuktur dargestellt und die Schaltpunkte τi sind in Tabelle A.2
zusammengefasst.
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Abbildung A.3: Winkel θ1−θ6 und Winkelgeschwindigkeiten θ̇1−θ̇3 (θ̇4 = θ̇5 = θ̇6 ≡ 0)
des ersten zeitoptimalen Problems als Funktionen von τ := t/tF .
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Abbildung A.4: Adjungierte Variablen λ1 − λ3 und λ7 − λ9 (λ4 = λ5 = λ6 = λ10 =
λ11 = λ12 ≡ 0) des ersten zeitoptimalen Problems als Funktionen von τ := t/tF .

Die Hamiltonfunktion muss wieder identisch Null sein - auch hier ist das mit einer
relativen Genauigkeit von 10−9 erreicht (vgl. Abbildung A.6).

Die Zustandsvariabeln und adjungierten Variablen sind in Abbildung A.7 bzw. Abbil-
dung A.8 dargestellt.
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Abbildung A.5: Steuerungen u4−u6 (u1 = u2 = u3 ≡ 0) und Schaltfunktionen S4−S6

des zweiten zeitoptimalen Problems als Funktionen von τ := t/tF .

τ1 = 0.246744 τ3 = 0.604096 τ5 = 0.852576
τ2 = 0.500000 τ4 = 0.675352 τ6 = 0.878599

Tabelle A.2: Schaltpunkte des zweiten zeitoptimalen Problems, transformiert auf das
Einheitsintervall [0, 1].
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Abbildung A.6: Hamiltonfunktion des zweiten zeitoptimalen Problems als Funktion
von τ := t/tF .

116



τ [−]

θ 1
−

θ 6
[r

a
d
] θ1

θ2

θ3

θ4

θ5

θ6

0 0.5 1

a

b

c

d

τ [−]

θ̇ 4
−

θ̇ 6
[r

a
d
/s

]

θ̇4

θ̇5

θ̇6

0 0.5 1

−50

0

50

Abbildung A.7: Winkel θ1−θ6 und Winkelgeschwindigkeiten θ̇4−θ̇6 (θ̇1 = θ̇2 = θ̇3 ≡ 0)
des zweiten zeitoptimalen Problems als Funktionen von τ := t/tF .
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Abbildung A.8: Adjungierte Variablen λ4 − λ6 und λ10 − λ12 (λ1 = λ2 = λ3 = λ7 =
λ8 = λ9 ≡ 0) des zweiten zeitoptimalen Problems als Funktionen von τ := t/tF .
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Abbildung A.9: Hamiltonfunktion des zeit-energieoptimalen Problems als Funktion
von τ := t/tF .
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Abbildung A.10: Winkel θ1 − θ6 und Winkelgeschwindigkeiten θ̇1 − θ̇6 des zeit-
energieoptimalen Problems als Funktionen von τ := t/tF .
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Abbildung A.11: Adjungierte Variablen λ1−λ6 und λ7−λ12 des zeit-energieoptimalen
Problems als Funktionen von τ := t/tF .
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Abbildung A.12: Detail der adjungierten Variable λ12 an den Schaltpunkten τ10 und
τ16 des zeit-energieoptimalen Problems als Funktionen von τ := t/tF .
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Anhang B

Ergebnisse der Beispiele aus Kapitel 6

Auch die Beispiele in Kapitel 6 wurden mit dem indirekten Verfahren JANUS [53]
berechnet und mit dem Runge-Kutta Verfahren DP853B verifiziert.

B.1 Ansatz mit Zielfunktional
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Abbildung B.1: Winkel θ1 − θ6 und Winkelgeschwindigkeiten θ̇1 − θ̇6 als Funktionen
von τ := t/tF .
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Abbildung B.2: Adjungierte Variablen λ1 − λ6 und λ7 − λ12 als Funktionen von
τ := t/tF .
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B.2 Ansatz mit Beschränkung der zeitlichen Änderung der

Steuerungen
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Abbildung B.3: Winkel θ1 − θ6 und Winkelgeschwindigkeiten θ̇1 − θ̇6 als Funktionen
von τ := t/tF .
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Abbildung B.4: Adjungierte Variablen λ1,1 −λ1,6 und λ1,7 −λ1,12 als Funktionen von
τ := t/tF .
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Anhang C

Ergebnisse des Beispiels aus Kapitel 7

Die numerische Simulation des als elastisch betrachteten Mehrfinger-Greifer in Kapi-
tel 7 wurde mit dem im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Programm SOLASTI-
CA durchgeführt. Es ist speziell zur Analyse von 3D Festkörperproblemen entwickelt
worden. Auf Grundlage der linearen Elastizitätstheorie wird mit Hilfe von 3D Fini-
ten Elementen (Hexaederelemente) das Verschiebungsfeld unter Berücksichtigung der
zusätzlichen Trägheitskräfte aufgrund eines bewegten Bezugssystems ermittelt. Nach-
folgend werden die sich ergebenden Verzerrungen und Spannungen graphisch darge-
stellt.

t = 0.000 [s]

t = 0.045 [s]

t = 0.090 [s]

t = 0.137 [s]

−4 · 10−6

−2 · 10−6

0

2 · 10−6

4 · 10−6

−5 · 10−7

0

5 · 10−7

Abbildung C.1: Verzerrung G11 von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.2: Verzerrung G22 von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.3: Verzerrung G33 von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.4: Verzerrung 2G12 von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.5: Verzerrung 2G23 von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.6: Verzerrung 2G31 von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.7: Spannung S11 (Einheit: Pa) von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.8: Spannung S22 (Einheit: Pa) von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.9: Spannung S33 (Einheit: Pa) von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.10: Spannung S12 (Einheit: Pa) von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.11: Spannung S23 (Einheit: Pa) von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Abbildung C.12: Spannung S31 (Einheit: Pa) von Glied 2 (links) und Glied 3 (rechts).
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Wien, Österreich, 1986, S. 95–100.

[38] U. Brandt-Pollmann, D. Lebiedz, M. Diehl, S. Sager und J. P.
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[47] C. Büskens und H. Maurer, Realtime control of robots with initial value per-
turbations via nonlinear programming methods, Optimization, 47 (2000), S. 383–
405.
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[257] A. Wächter, An Interior Point Algorithm for Lafge-Scale Nonlinear Optimi-
zation with Applications in Process Engineering, Dissertation, Carnegie Mellon
University, 2002.
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