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Zusammenfassung

Zellen in hoheren visuellen Hirnregionen von Primaten (visuelle Kortizes V1-V4) weisen
einige nichtlineare Merkmale, wie beispielsweise Phaseninvarianz, Endinhibition und Se-
lektivitét fiir komplexe Formen (Ecken, Kriitmmungen, etc.) auf. Um zu einem Verstéind-
nis fiir diese Verarbeitungseigenschaften zu gelangen, bedarf es der Analyse der In-
formationsverarbeitung im visuellen System, der Modellierung nichtlinearer kortikaler
Phénomene sowie der Synthese biologisch motivierter technischer Systeme zur Kodie-
rung natiirlicher Bilder.

Hierzu werden unterschiedliche Ansétze evaluiert. Unter Verwendung von polynomialen
Ansétzen wird die Statistik natiirlicher Bilder mittels Spektren hoherer Ordnung analy-
siert, nichtlineare neuronale Systeme mit Hilfe der Volterra- Wiener Systemtheorie mo-
delliert und die Anpassung dieser Systeme an die statistischen Eigenschaften der Umwelt
untersucht. Zentrale Frage ist, wie nichtlineare neuronale Systeme zu einer effizienten
Reprisentation natiirlicher Bilder beitragen und wie diese unter biologisch realistischen
Bedingungen identifiziert werden konnen.

Ein komplementérer Ansatz ist das Lernen in neuronalen Netzen unter Verwendung von
Optimalitétskriterien. Es wird eine mehrstufige neuronale Architektur implementiert,
deren Gewichte aus einer Optimierung der Statistik natiirlicher Bilder hervorgehen. Die
Verarbeitungseigenschaften dieses Systems werden ausfiihrlich untersucht und in Rela-
tion mit der biologischen Informationsverarbeitung gesetzt. Durch die Implementierung
eines Codecs zur Kodierung natiirlicher Bilder wird die technische Relevanz dieses An-
satzes demonstriert. Die Einfithrung einer vereinheitlichenden Darstellung in Zustands-
raumkoordinaten erlaubt einen qualitativen Vergleich dieser unterschiedlichen Ansitze
und eine weitere Interpretation der nichtlinearen neuronalen Informationsverarbeitung.
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1 Einleitung

Der Beginn ist der wichtigste Teil der Arbeit
Platon

1.1 Motivation

Das visuelle System des Menschen stellt ein Sinnesorgan dar, das innerhalb kiirzester Zeit
immense Datenmengen korrekt und effizient verarbeiten kann. Wesentliche ethologisch
relevante Prozesse werden schnell und ohne ersichtliche Miihe, sozusagen im Hinter-
grund, bearbeitet, und optimale Losungen fiir den Organismus bereitgestellt. Ob dies
nun die urzeitliche Flucht vor iiberlegenen Gegnern, das Auffinden von Nahrung oder
das Erkennen von Mitmenschen ist, es werden stédndig Aufgaben bewaltigt, mit welchen
heutige technische Bildverarbeitungs- und Objekterkennungssysteme im Allgemeinen
iiberfordert sind. Es ist daher nicht verwunderlich, dafl das visuelle System schon zur
Zeit der Antike im Zentrum des Interesses stand. Hier glaubte man, daf§ Licht vom Auge
ausgesendet wird und sich mit den von den Objekten ausgesandten Représentationen
vermischt. Die Epikurder meinten beispielsweise, dafl Objekte Abbilder aussenden, die
in das Auge gelangen und dort zur Wahrnehmung des Objektes fithren (Boring, 1942).
Die traditionelle Ansicht zur Physiologie des Auges stammt vom Araber ALHAZEN (ca.
1039), wonach die Linse das perzeptive Organ darstellt (Lindberg, 1976). KEPLER und
LEONARDO DA VINCI betonten die Ahnlichkeit des Auges mit einer camera obscura;
KEPLER folgerte, dafl die Retina das perzeptive Organ sei, da durch die Linse auf der
Retina ein (spiegelverkehrtes) Abbild zu sehen ist (Kepler, 1604; Fishman, 1973). 1681
beschrieb Mariotte den blinden Fleck an der Stelle, an der der optische Nerv aus der
Retina heraustritt (Mariotte, 1681). Daraus folgte logisch, daf die Retina das perzeptive
Organ sein mufl. Im weiteren Verlauf trugen SR ISAAC NEWTON, THOMAS YOUNG,
JOHANN WOLFGANG GOETHE, JOHANNES EVANGELISTA PURKINJE und HERMANN
VON HELMHOLTZ zur weiteren Kldrung der Funktionsweise des visuellen Systems bei
(Sabra, 1981; Young, 1801; Goethe, 1953; Purkinje, 1825; Helmholtz, 1850).

Wesentliche Arbeiten zum visuellen System entstammen den Gebieten der Neurophy-
siologie, Psychophysik und der Nachrichtentechnik. Vom technischen Standpunkt aus
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offeriert das Sehsystem beim Menschen zwei grundlegende Leistungen. Zum Einen er-
moglicht es die Identifikation spezifischer Objekte, zum Anderen ist es invariant ge-
geniiber nicht-relevanten Transformationen, wie zum Beispiel Rotation, Verédnderung
der Beleuchtung, Skalierung oder partielle Verdeckung und erméglicht so eine Gene-
ralisierung oder auch Klassifikation. Es ist allgemein akzeptiert, dafl sich wesentliche
Aspekte der Leistung dieses Systems auf einer evolutionéren Zeitskala durch Anpassung
an die strukturellen Eigenschaften unserer Umwelt entwickelt haben. Diese strukturellen
Eigenschaften basieren auf der Tatsache, dafl unsere Umgebung aus kompakten Objek-
ten besteht, die homogen sind und sich gegenseitig verdecken kénnen. MACH postulierte
die Okonomie des Denkens, Objekte werden mit geringster Anstrengung erkannt, ent-
sprechend ihrer sparsamsten und wahrscheinlichsten Interpretation (Mach, 1922). Er
erklart, dafl sensorische Mechanismen als Ergebnis einer Darwinschen Anpassung an
die Umgebung verstanden werden konnen. ATTNEAVE beschreibt die Hauptfunktion der
perzeptuellen Systeme als eine Redundanzreduktion, um eine effizientere oder dkono-
mischere Darstellung der Information zu erreichen: ,encode incoming information in a
form more economical than that which impinges on the receptors (Attneave, 1954).

Ein optimales System muf} in der Lage sein, diese der Umwelt inhé&renten strukturel-
len Eigenschaften zu nutzen, respektive sie zu transformieren, um effizient arbeiten zu
konnen. Diese Art der Problemstellung ist eng verwandt mit der Ubertragung von Infor-
mation iiber bandbegrenzte Kaniile, ein Problem, dem sich SHANNON gewidmet, und so
die Informationstheorie eingefiihrt hat (Shannon, 1948). Ungliicklicherweise ermoglicht
die Informationstheorie zwar die Berechnung wesentlicher Gréflen der Information, wie
beispielsweise Informationsgehalt, Transinformation oder Kanalkapazitit, sagt jedoch
nichts dariiber aus wie eine optimale Représentation erreicht werden kann. Im Falle von
speziellen, vereinfachenden Annahmen existieren wohlbekannte Losungen, vgl. Abschnitt
2.6; im allgemeinen, komplexeren Fall miissen allerdings explizite Losungen fiir dieses
Problem gefunden werden.

1.2 Ziel der Arbeit

Die im letzten Abschnitt erwéhnten vereinfachenden Annahmen bei der Analyse der In-
formationsverarbeitung im visuellen System sind auf Seite der Signalverarbeitung die li-
nearen, zeit- bzw. ortsinvarianten Systeme und auf Seite der Analyse die Betrachtung von
Statistiken zweiter Ordnung (Autokorrelation bzw. Leistungsdichtespektrum). Durch die
Analyse der statistischen Eigenschaften natiirlicher Bilder konnte gezeigt werden, dafl
die Beschrinkung auf Statistiken zweiter Ordnung bei der Informationsverarbeitung im
visuellen System unzulénglich ist (Zetzsche und Barth, 1990a; Wegmann und Zetzsche,
1990a; Zetzsche und Krieger, 2001b).

Wie ich im Detail in Abschnitt 2.7 herausarbeiten werde, sind wesentliche Merkmale
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des visuellen Systems durch diesen Standardansatz nicht erkléarbar. Diese in experimen-
tellen Untersuchungen gefundenen Aspekte sind jedoch nach heutigem Kenntnisstand
essentiell fiir die Funktionsweise des Systems und eine Nédherung durch lineare Systeme
oder Statistiken zweiter Ordnung somit unzuléssig. Es miissen daher generische Ansitze
verwendet werden, um den neuronalen Kode zu entschliisseln und um ein Versténdnis
dafiir zu entwickeln, wie sensorische Prozesse eine effiziente Repréasentation der Auflen-
welt erreichen. Dabei kénnen drei komplementéire Ansétze identifiziert werden, um die
unterschiedlichen Aspekte der neuronalen Informationsverarbeitung zu beschreiben:

1. Direkte Beschreibung von Wahrscheinlichkeitsdichten und deren Transformationen
in repréasentationalen Zustandsraumkoordinaten,

2. indirekte Methoden im Sinne von neuronalen Netzen und uniiberwachtem Ler-
nen sind méchtig hinsichtlich den Ergebnissen einer globalen Optimierung, liefern
jedoch keine direkte Erkenntnis iiber statistische Eigenschaften oder einfache funk-
tionale Modellstrukturen,

3. funktionale Approximation mit Polynomsystemen und Potenzreihenentwicklung.
Auf Seite der Analyse der Statistik natiirlicher Bilder resultiert dies in Kumu-
lantenfunktionen und Spektren hoherer Ordnung (Polyspektren), auf Seite der
Synthese von Modellen in der Volterra-Wiener Systemtheorie.

Mit Hilfe der obigen Ansitze sollen in dieser Arbeit die multivariate Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion natiirlicher Bilder, die nichtlinearen Eigenschaften visueller Neurone
sowie deren Zusammenhang analysiert werden. Ziel hierbei ist einerseits die Herleitung
nichtlinearer Transformationen, basierend auf grundlegenden Optimierungsannahmen,
andererseits die Modellierung kortikaler Phdnomene (wie beispielsweise Complez-Zellen,
Verstiarkungsregelung, Endinhibition, extra-klassische rezeptive Felder, nichtlineare Se-
lektivitdt) und die Analyse der statistischen Abhéngigkeiten in natiirlichen Bildern.

1.3 Uberblick

Im Detail wird hierzu in den Kapiteln 1 und 2 ein Uberblick iiber das visuelle System
des Menschen gegeben, kurz die anatomischen und physiologischen Grundlagen darge-
stellt, und schliefSlich wesentliche Aspekte der Informationsverarbeitung in biologischen
Sehsystemen eruiert. In Kapitel 3 wird die Zustandsraumdarstellung eingefiithrt und
mit deren Hilfe die oben aufgefithrten Ansétze in einem einheitlichen Rahmen darge-
stellt. Somit konnen die Vor- und Nachteile der verschiedenen Ansétze verglichen und
die jeweiligen Applikationsdoménen definiert werden. Ferner zeige ich, dafl verschiedene
Aspekte der nichtlinearen neuronalen Informationsverarbeitung in dieser Darstellung als
direktes Resultat der nichtlinearen Antwortflichen im Zustandsraum verstanden werden
konnen. Dabei sind zwei grundlegende Effekte klassifizierbar: (i) Generalisierung, dar-
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stellbar als eine ODER-Verkniipfung der Zustandsgrofen und (7i) Selektivitét, darstell-
bar als eine ebensolche UND-Verkniipfung. Es folgt dann in Kapitel 4 die Applikation
des indirekten Ansatzes der neuronalen Netze zur Optimierung der Statistik natiirli-
cher Bilder unter Verwendung eines biologisch plausiblen, mehrschichtigen nichtlinearen
Filtersystems. Hier fiihre ich aus, inwiefern dieses Mehrschicht-System den klassischen
Ansétzen iiberlegen ist, indem ich die nichtlinearen Verarbeitungseigenschaften des Sy-
stems herausarbeite, und die technische Bedeutung dieses Ansatzes verdeutliche, welche
in der effizienten Kodierung natiirlicher Bilder liegt. Hierfiir wird ein Vergleich mit einem
linearen Pendant durchgefiihrt und die Bedeutung der Rekonstruktionsfehler im Sinne
unterschiedlicher Fehlerklassen analysiert. Kapitel 5 beschéftigt sich mit polynomialen
Ansitzen und stellt eine Erweiterung der bisherigen Ergebnisse zur Anwendung von
Volterra-Wiener Systemen und Polyspektren auf die kortikale Informationsverarbeitung
dar. Wesentliche Merkmale dieses Ansatzes sind die polyspektrale Analyse natiirlicher
Bilder, die Synthese nichtlinearer Effekte in kortikalen Neuronen sowie die Identifika-
tion nichtlinearer Systeme zweiter Ordnung. Geschlossen wird in Kapitel 6 mit einer
Diskussion zu dieser Arbeit.

1.4 Anatomische und neurophysiologische Grundlagen
des visuellen Systems

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, einen kleinen Einblick in die biologischen Grundlagen
des peripheren visuellen Systems zu gewéhren. Dafiir werden die folgenden Instanzen
der Verarbeitung im visuellen System vorgestellt:

Optische Abbildung durch die Linse

Retinale Verarbeitung, laterale Inhibition

Corpus Geniculatum Laterale (CGL)
e Primiérer visueller Kortex (V1)

Das Auge. Die erste Verarbeitungsinstanz ist durch die optischen Abbildungseigen-
schaften von Hornhaut, Linse und Augeninnenfliissigkeit gegeben (schematische Zeich-
nung in Abb. 1.1). Das einfallende Licht wird durch die in der Retina befindlichen Re-
zeptoren in zelluldre elektrische Potentiale umgesetzt. Es existieren zwei Arten dieser
Photorezeptoren: Die Zapfen, welche fiir das farbempfindliche, photopische Tagsehen
zustdndig sind, und die Stdbchen, die eine hohere Lichtempfindlichkeit besitzen und
das Sehen im Dammerlicht, das sogenannte skotopische Sehen, ermoglichen. Diese zwei
Arten von Rezeptoren sind nicht gleichméflig auf der Retina angeordnet, sondern die
Zapfendichte nimmt auflerhalb des Bereichs des scharfen Sehens, der Fovea, stark ab,
wohingegen die Stdbchendichte in der Peripherie bis zu einem gewissen Winkel zunimmt.
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Abbildung 1.1: Schematischer Schnitt durch das menschliche Auge.
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Abbildung 1.2: Schematisierter Schnitt durch die Vertebratenretina.

Die absolute Anzahl der in der Retina befindlichen Rezeptoren betrigt ca. 5 - 10° Zap-
fen und ca. 10® Stibchen. Die Zapfen gliedern sich weiter in drei Subkategorien, den
L-, M- und S-Typus. Diese unterscheiden sich in ihrer spektralen Empfindlichkeit und
ermoglichen somit das Farbempfinden.

Die Ausgédnge der Photorezeptoren sind {iber ein Netzwerk mit weiteren Zellen, den
Bipolar-, Amakrin-, Horizontal- und Ganglienzellen, verbunden. Funktionale Eigenschaf-
ten dieser Verschaltung werden in Kap. 2 néher erldutert. Eine schematisierte Darstel-
lung findet sich in Abb. 1.2. Zu beachten ist hier, dafl bereits auf dieser frithen Stufe
des Sehens eine starke Konvergenz von 1:100 auftritt, da die ca. 108 Ausginge der Pho-
torezeptoren auf ca. 10° Ganglienzellen abgebildet werden. Zu Beachten sind auch die
verschiedenartigen Imperfektionen des Abbildungsapparats Auge. Die Ursachen dieser
Storungen sind einerseits struktureller Natur, d.h. eine falsche Abstimmung der Lin-
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Abbildung 1.3: Darstellung des visuellen Pfades des friihen Sehens.

senbrennweite mit der Geometrie des Glaskorpers (Nah- bzw. Kurzsichtigkeit) oder eine
anisotrope Kriimmung der Kornea (Hornhaut). Der im letzten Fall auftretende Astigma-
tismus fithrt zu einer elliptischen Verzerrung des retinalen Bildes. Andere Ursachen fiir
die Imperfektionen des Abbildungsapparates sind physikalischer Natur, gegeben durch
Lichtbeugung und -streuung sowie nicht zuletzt durch Quantenfluktuationen. Deswei-
teren ist die Retina invertiert, wie auch anhand der Abb. 1.2 zu sehen ist, d.h. die
photoempfindlichen Rezeptoren befinden sich auf der Riickseite der Retina, was zur Fol-
ge hat, daBl das einfallende Licht sowohl die verschiedenen Schichten der neuronalen
Elemente als auch die Zellkérper der Rezeptoren durchqueren muf3; bevor es die Pho-
topigmente an den dufleren Segmente der Rezeptoren erreicht. Der blinde Fleck an der
Stelle, an der die optischen Nervenfasern die Retina verlassen ist eine Konsequenz dieser
Architektur. Erwdhnenswert ist an dieser Stelle, dafl die Bezeichnung ,,optischer Nerv*
nicht ganz zutreffend ist, da es sich bei der Retina um einen Teil des Thalamus handelt
und diese sozusagen eine Ausstiilpung des Gehirns darstellt. Fiir weitere Informatio-
nen beziiglich der Struktur und Anatomie der Retina sei auf das Werk von DOWLING
verweisen (Dowling, 1987).

Der Corpus Geniculatum Laterale. Die retinalen Ganglienzellen projizieren in den
Corpus Geniculatum Laterale (seitlicher Kniehocker), welcher ca. 1,3 - 10° Neurone
enthélt. Fir den Verlauf des Pfades der visuellen Signale bis hin zum Kortex siehe
Abb. 1.3. Der CGL besteht aus sechs Schichten, vier parvo- und zwei magnozellularen
Schichten. Diese Bezeichnungen resultieren aus der unterschiedlichen Gréfie der Neuro-
ne im CGL und stellen separate Verarbeitungspfade dar, da sich diese unterschiedlichen
Populationen sowohl bei den afferenten Ganglienzellen als auch bei weiteren verarbei-
tenden Instanzen im visuellen Kortex finden. Die parvozellulare Verarbeitung besitzt im
Gegensatz zur magnozellularen eine wesentlich hohere 6rtliche Auflésung, wohingegen
die zeitliche Auflésung im magnozellularen Pfad hoher ist. Man findet, dafi die P-Zellen
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als zusténdig fiir die Verarbeitung von Farbe und Form und die M-Zellen fiir temporale
Information interpretiert werden kénnen (Livingstone und Hubel, 1988).

Der primire visuelle Kortex. Eine detaillierte Betrachtung der Anatomie des visuel-
len Kortex (Sehrinde) findet sich in (DeValois und DeValois, 1990); an dieser Stelle sollen
nur einige wenige interessante Aspekte aufgezeigt und anschlieBend auf die Physiologie
von retinalen und kortikalen rezeptiven Feldern eingegangen werden.

Als primérer visueller Kortex wird derjenige Teil der Sehrinde bezeichnet, der direkt
vom CGL gespeist wird. Bei Primaten ist dies nur V1, wéahrend es bei Katzen V1, V2
und V3 sind. Eine wesentliche Eigenschaft des visuellen Kortex ist die topographische
Bindung der Zellen, die sich bis hierher fortsetzt: Nervenfasern, welche an benachbarten
retinalen Ganglienzellen beginnen, kontaktieren benachbarte CGL-Zellen und enden in
benachbarten Punkten des V1 (Hubel und Wiesel, 1977). Ein Merkmal der kortikalen
Informationsverarbeitung ist die hochgradige Spezialisierung der Neurone hinsichtlich
Orientierung, Bewegungsrichtung und weiteren Eigenschaften des Eingangssignals. Die-
se hochgradig spezialisierte Darstellung setzt eine wesentlich hohere Anzahl Neurone
voraus, was durch anatomische Untersuchungen auch bestitigt wurde (O’Kusky und
Colonnier, 1982); 260 Millionen Neurone verarbeiten den Eingang von ca. 2 Millionen
CGL-Fasern. Aufgrund einer Klassifizierung anhand von Zellgréfie und -dichte sowie der
Dichte der afferenten Nervenleitungen 148t sich der Kortex in sechs Schichten aufteilen.
Diese konnen grob folgendermafien beschrieben werden: (i) Schicht 4 wird gespeist vom
CGL und stellt die Eingangsschicht des Kortex dar. (i) Die Schichten 2 und 3 erhal-
ten Signale von Neuronen aus Schicht 4 und projizieren auf andere kortikale Bereiche.
(111) Die tiefliegenden Schichten 5 und 6 erhalten Signale von Schicht 4 und projizieren
zuriick auf den CGL und in andere Teile des Gehirns. Im Zuge der retinotopen Organi-
sation des Kortex wird von einem kortikalen Vergroferungsfaktor gesprochen, mit dem
benachbarte Bereiche der Retina auf grofiere, ebenfalls zusammenhéngende Bereiche im
visuellen Kortex abgebildet werden. Dieser Faktor héngt stark von der Exzentrizitiat auf
der Retina ab, wobei der foveale Bereich stark iiberreprasentiert ist.

Rezeptive Felder der Ganglien- und Geniculatumzellen. Wenn retinale Gangli-
enzellen durch einen visuellen Stimulus erregt werden, feuern sie eine Abfolge elektrischer
PotentialstoBe ab (Spike-Train). Diese kénnen durch Anbringen einer Elektrode in der
Néhe des Zellkorpers oder des Axons gemessen werden. Erste Untersuchungen wurden
an Katzen durchgefithrt, wobei KUFFLER entdeckte, da} die retinalen Ganglienzellen
lediglich sensitiv auf Stimuli innerhalb eines kleinen, kreissymmetrischen Bereichs rea-
gieren (Kuffler, 1953). Dieser Bereich wird als rezeptives Feld (RF) bezeichnet. Weiterhin
héngt die Antwort auf einen Lichtpunkt von der Lage des Punktes innerhalb des rezep-
tiven Feldes ab. Einige Neurone werden exzitiert, wenn sich der Lichtpunkt im Zentrum
befindet und inhibiert, wenn der umgebende Bereich beleuchtet wird. Diese Ganglien-
zellen werden als ON-center Zellen bezeichnet. Vice versa existieren dementsprechende
OFF-center Ganglienzellen. Die typische exzitatorische und inhibitorische Reaktion einer
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Abbildung 1.4: Antwortverhalten einer ON-center Ganglienzelle bei verschiedenen Sti-
muluskonfigurationen; die Form des rezeptiven Feldes wird aus offensichtlichen Griinden
auch als Mexican-Hat-Profil bezeichnet.

©

ON-center Ganglienzelle ist in Abb. 1.4 gezeigt. Die Funktion dieser lateralen Inhibition
wird in Abschnitt 2.6 genauer analysiert.

Die Profile der rezeptiven Felder der CGL-Neurone unterscheiden sich nur wenig von
denen der Ganglienzellen, daher werden diese hier nicht nédher besprochen. Fiir Details
siehe beispielsweise (Kaplan und Shapley, 1982).

Rezeptive Felder im visuellen Kortex. Ahnlich den rezeptiven Feldern von retinalen
Ganglienzellen antworten Neurone im visuellen Kortex nur auf Stimuli innerhalb eines
gewissen Bereichs, dem sogenannten klassischen rezeptiven Feld. Ein wesentlicher Unter-
schied zu den isotropen rezeptiven Feldern der Ganglienzellen ist jedoch die von HUBEL
und WIESEL entdeckte Orientierungsselektivitéit (Hubel und Wiesel, 1968). Dies fithrt zu
einer erhohten Selektivitdt im Allgemeinen, da nur auf elongierte Stimuli mit bestimm-
ter Orientierung eine Reaktion erfolgt. Klassische Versuche zur Bestimmung der Radial-
und Orientierungsbandbreite verwenden Lichtbalken oder Sinusgitter. Gemessene Band-
breiten betragen fiir die Orientierung ca. 15° bis 30° und fiir die Radialbandbreite ca.
1-2 Oktaven. Ein typisches Ergebnis fiir die gemessene Parametrierung von 20 kortikalen
Zellen im Mackacken zeigt Abb. 2.18 (siehe auch Abschnitt 2.6.3). Aus dieser Polardar-
stellung kann auch die Eigenschaft der Richtungsselektivitéit erkannt werden, die Zellen
antworten auf bewegte Stimuli teilweise nur fiir eine bestimmte Richtung.



1.4 Anatomische und neurophysiologische Grundlagen des visuellen Systems

Abhéngig von den Antworteigenschaften definierten HUBEL und WIESEL drei unter-
schiedliche Zelltypen im visuellen Kortex:

e Simple-Zellen,
e Complex-Zellen,
e Hypercomplex-Zellen.

Simple-Zellen zeichnen sich nach der klassischen Definition durch Gerade Ungerade
vier Charakteristika aus: (i) ortlich separate ON- und OFF-

Regionen, (ii) lineare Summation in jeder Region, (7ii) Antago-

nismus zwischen den ON- und OFF-Subregionen und (iv) die

Antworteigenschaften konnen durch Analyse der rezeptiven Fel-

der vorhergesagt werden!. Eine andere Klassifizierungsmoglich-

keit ist gegeben durch die Modulation der Antwort bei si-

nusférmigen Stimuli (Messung des f/ fo-Verhéltnisses, d.h. der

Energie der ersten Harmonischen zur Energie des Gleichanteils). Abbildung 1.5: Stili-
Die Zellpopulation in V1 weist eine bimodale Verteilung auf, sierte rezeptive Felder
entsprechend der Klassifikation in Simple- und Complex-Zellen; von Simple-Zellen im
fiir einen Uberblick siehe (DeValois und DeValois, 1990; Skottun visuellen Kortex.

et al., 1991). Die empirisch bestimmten rezeptiven Felder weisen haufig eine gerade- und
ungeradesymmetrische Struktur auf (Abb. 1.5)%. Eine wesentliche Eigenschaft die sich
hieraus ergibt ist die Phasenselektivitét, bzw. Sensitivitit gegeniiber Lage und Orientie-
rung des Stimulus innerhalb des RF. Héufig finden sich auch funktionale Bezeichnungen
der Art Balken- und Kantendetektor, die sich aus den gezeigten symmetrischen rezepti-
ven Feldern ergeben. Complex-Zellen hingegen zeichnen sich durch eine Phaseninvarianz
aus, d.h. sie antworten unabhéngig von der Stimulusposition im rezeptiven Feld. Von
einer funktionalen Betrachtungsweise aus ist diese Invarianzleistung fiir eine komple-
xe Objekterkennung notwendig, jedoch geht hierbei auch relevante Positionsinformati-
on verloren. Nach einem hierarchischen Modell, erstmals propagiert von HUBEL und
WIESEL erhalten Complex-Zellen Eingang von ortlich verschobenen Simple-Zellen und
summieren iiber die Position. Alternative Modelle schlagen nichtlineare Verkniipfungen
vor (Riesenhuber und Poggio, 1999). Eine weitere Klasse sind die Hyperkomplex-Zellen.
Diese weisen ebenfalls eine Orientierungsabstimmung auf wie die Simple- oder Complex-
Zellen, zeigen jedoch eine weitere nichtlineare Figenschaft: sie reagieren nicht auf aus-
gedehnte Linien oder Gitter, sondern nur auf kurze Balken oder Ecken (diese stellen
i2D-Signale dar, sieche Abschnitt 2.2). Das Antwortverhalten einer derartigen Zelle ist
in Abb. 1.6 dargestellt.

!Complex-Zellen werden einfach dadurch definiert, dafl sie die geforderten Bedingungen fiir Simple-
Zellen nicht erfiillen.

’Die Ergebnisse hier sind nicht ganz eindeutig, (Jones und Palmer, 1987b) finden in den meisten
Simple-Zellen keine Symmetrie, jedoch wurde in (Pollen und Ronner, 1981) gezeigt, dafl benachbarte
Simple-Zellen eine Phasenverschiebung von ca. 90° besitzen.
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(nach Hubel & Wiesel, 1965)

Abbildung 1.6: Antwortverhalten einer Hypercomplex-Zelle im visuellen Kortex einer Kat-
ze.

Wichtig ist zu erwidhnen, dafl sowohl die Annahmen der diskreten Klassifizierung unter-
schiedlicher Zelltypen als auch die konstruktiven hierarchischen Modelle nach wie vor
diskutiert werden und eine ungeheure Anzahl an widerspriichlicher Literatur existiert.

Die hier vorgestellten Methoden sind eher klassischer Natur und die Basis fiir die meisten
Arbeiten auf diesem Gebiet.
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2 Informationsverarbeitung im
visuellen System

2.1 Einfiihrung

Zum Einstieg in dieses Kapitel seien die zwei Bildpaare in Abb. 2.1 gezeigt. Leicht zu
erkennen ist, daf es sich beim linken Paar um zwei Realisierungen natiirlicher Bilder han-
delt, beim rechten um ein Rauschen. Die Frage jedoch, die an dieser Stelle von Interesse
ist, lautet: sind die Bilder pro Paar identisch? Selbstverstindlich handelt es sich beim
Paar der Klasse der natiirlichen Bilder um zwei v6llig unterschiedliche Objekte, doch wie
sieht unsere Diskriminationsfdhigkeit fiir die Klasse der Rauschbilder aus? Ohne genaues
Betrachten 148t sich keine Entscheidung treffen. Die Relevanz dieses ,, Experiments® liegt
darin, daB die rechts dargestellten Rauschbilder (i) objektiv (d.h. nach mathematischen
AbstandsmaBen, vgl. Abschnitt 2.4) weitaus unterschiedlicher sind und (i) die Klasse
der Rauschbilder wesentlich grofler ist als die Klasse der natiirlichen Bilder. Dies wurde
beispielsweise in (Zetzsche, 2002) gezeigt und wird in Abschnitt 2.4 noch ausfiihrlicher
erlautert. Derartige Experimente fiihren zu dem Schlufl; daf sich das visuelle System,
wie auch andere sensorische Systeme, im Laufe der Evolution hochgradig auf die Verar-
beitung natiirlicher Stimuli spezialisiert hat.

Bereits HELMHOLTZ postulierte, dafi die Apperzeption, also das bewuflite, willensge-
steuerte Erfassen und Verarbeiten von Sinneseindriicken, aus der Interaktion der Per-
zeption (Vorgang des Auffassens und Erkennens ohne gedankliche Verarbeitung und

Abbildung 2.1: Jeweils zwei Realisierungen der Klasse der natiirlichen Bilder (links) und
der Rauschbilder (rechts).

11



2 Informationsverarbeitung im visuellen System

Beurteilung) mit erinnerten Ideen, entstanden aus vergangener Erfahrung, resultiert
(Helmholtz, 1910). Auch MacH (Mach, 1922) und PEARSON (Pearson, 1892) beton-
ten die Relevanz der von der Umwelt a priori gegebenen Strukturen fiir die Verarbei-
tung visueller Information. Sie argumentierten, dafl physikalische Konzepte und Ge-
setzméfigkeiten unsere komplexe Erfahrung der Welt vereinfachen und dafl sie eine
Okonomie des Denkens in unsere mentalen Prozesse bringen. Diese Hypothesen sind
aufgrund ihres intuitiven Ansatzes attraktiv, jedoch konnen sie ohne quantifizieren-
de Methoden nicht verifiziert werden. Primér gilt zu klaren, was die GesetzméBig-
keiten in unserer Umwelt sind, und wie sie beschrieben werden konnen. Desweiteren
muf} notwendigerweise nach den Kriterien gefragt werden, nach welchen eine (evoluti-
ondre) Anpassung an diese GesetzméBigkeiten stattgefunden hat. Pionierarbeiten wur-
den hier von ATTNEAVE (Attneave, 1954) durchgefiihrt, der Konzepte aus der von
SHANNON begriindeten Informationstheorie (Shannon, 1948) in die Psychologie ein-
brachte. Diese befafit sich grundsitzlich mit der Quantisierung und Ubertragung von
Information iiber bandbegrenzte Kanile; eine kurze Einfithrung findet sich in Abschnitt
2.3. Die wesentlichen Konzepte, die von ATTNEAVE verwendet wurden, sind die De-
finitionen von Information, Kanalkapazitit und Redundanz. Uber einen Kommunika-
tionskanal kann Information mit Raten bis zu einer bestimmten Grenze, der Kanal-
kapazitéit, iibertragen werden. Nachrichten beinhalten jedoch héufig weniger als die-
se maximal erreichbare Information; die Differenz wird dann als Redundanz bezeich-
net. Wichtig ist hierbei, dafl jede Form der Regularitdt in Nachrichten eine Quelle
von Redundanz darstellt, und dafl diese Regularitdt durch statistische Abhéngigkeiten
zwischen den Symbolen der Nachricht beschrieben werden kann. Im Falle von natiirli-
chen Bildern entspriche dies Abhéngigkeiten zwischen benachbarten Bildregionen, die
aufgrund von morphologischen Eigenschaften der Objekte in der Umwelt existieren.
ATTNEAVE postulierte, dafl natiirliche Bilder ein
hohes Mafl an Redundanz beinhalten und dafl das
subjektive Hervortreten von Kanten bzw. Objekt-
\ grenzen ein Beispiel fiir einen Mechanismus dar-
~_ stellt, der diese Eigenschaft ausnutzt. Es konne
ein Objekt effizienter reprasentiert werden, indem
nur die Uberginge zwischen Objekten iibertragen
wiirden, da diese die unerwarteten, quasi informa-
tionstrachtigen, Signalanteile darstellten. Deswei-
teren seien gerade Kanten weniger informativ als
Anderungen in der Orientierung der Objektgren-
zen. Er illustrierte dies mit dem beriihmten Beispiel eines Bildes einer schlafenden Kat-
ze, indem einfach die Punkte der Objektgrenze mit sich &ndernder Orientierung gerade
verbunden wurden (Abb. 2.2).

Abbildung 2.2: Attneavesche Katze.

Auch BARLOW beschéftigte sich mit der Anwendung der Informationstheorie auf die Ver-
arbeitung natiirlicher sensorischer Signale. In einer seiner ersten Arbeiten (Barlow, 1961)
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2.2 Das Konzept der intrinsischen Dimensionalitét

fithrte er das Prinzip der spédrlichen Kodierung ein, d.h. die Okonomie der Verarbeitung
liegt in der Reduktion der Aktivitdt der Neurone begriindet und nicht in der Anzahl
der an der Verarbeitung beteiligten (siehe hierzu auch Abschnitt 2.5.3). Er beschéftigte
sich auch mit dem experimentellen Nachweis, dafl Neurone in den sensorischen Pfaden
ein hochgradig selektives Antwortverhalten aufweisen (Barlow, 1972) und somit perzep-
tuelle Unterschiede auf die Aktivitdtsinderung weniger Neurone anstatt auf die globale
Verénderung einer grofien Neuronenpopulation zuriickzufithren sind. BARLOW betont
jedoch, dafl der direkte Vergleich mit ingenieursspezifischen Nachrichteniibertragungs-
prinzipien hinkt, da die Kosten in biologischen und technischen Systemen nicht notwen-
digerweise identisch sind (Barlow, 2001a) und die Kosten fiir effizientes Lernen durchaus
eine tibervollstdndige Reprasentation empfehlen (Gardner-Medwin und Barlow, 2001).
Dies zeigt sich auch an der Tatsache, daf8 allein im priméren visuellen Kortex (V1) des
Menschen ungefiihr drei Gréfienordnungen mehr Neurone (~ 10%) vorhanden sind, als
Ganglienzellen in beiden Retinae (~ 2 x 10%). Eine blofie Eliminierung von Redundanz
hin zu einem kompakten Kode wiirde eine Reduktion der Anzahl der mit der visuel-
len Wahrnehmung beschéftigten Neurone verlangen. Redundanz kann, wenn sie in einer
dem Organismus ,bekannten“ Art vorliegt, vorteilhaft genutzt werden, beispielsweise
zur Steigerung des Signal-zu-Rauschleistungsverhéltnisses, fiir assoziatives Lernen oder
Prédiktion (siche (Barlow, 2001b) und Abschnitt 2.5). Die Bedeutung von spérlicher Ko-
dierung und iibervollstindigen Représentationen fiir die Kodierung natiirlicher Bilder im
visuellen Kortex wurde auch von ZETZSCHE und Mitarbeitern (Zetzsche, 1990; Zetzsche
und Krieger, 2001b; Zetzsche und Rohrbein, 2001; Zetzsche und Nuding, 2005b) und
FIELD (Field, 1987; Field, 1999) untersucht. Ansétze unter Verwendung von neuronalen
Netzen liefern weitere Evidenz fiir die Anpassung der visuellen Neurone an die Statistik
natiirlicher Bilder (Olshausen und Field, 1996; van Hateren und van der Schaaf, 1998).
Eine detaillierte Beschreibung erfolgt in Abschnitt 2.5; eine eigene technische Anwen-
dung zur Kodierung natiirlicher Bilder wird in Kapitel 4 behandelt.

2.2 Das Konzept der intrinsischen Dimensionalitat

Das Konzept der intrinsischen Dimensionalitét in der Bildverarbeitung wurde in (Zetz-
sche und Barth, 1990a; Zetzsche und Barth, 1990b) eingefiihrt. Es setzt die Anzahl der
Freiheitsgrade, die ein Signalraum zur Verfiigung stellt, mit der mindestens benotigten
Anzahl zur Beschreibung des Signals in Relation. Dies ist vergleichbar mit dem Rang
einer Matrix und steht in einem engen Zusammenhang mit dem Begriff der Redundanz,
der in Kap. 2 ndher erldutert wird.

Nach diesem Konzept ist ein ¢0D-Signal definiert durch einen lokal konstanten Lumi-
nanzverlauf:

wiop (T, y) = const. (2.1)
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2 Informationsverarbeitung im visuellen System

Entsprechend ist ein ¢1D-Signal definiert als ein Signal mit einem effektiven Freiheits-
grad, d.h. das Luminanzprofil ist vollstdndig durch die Abhéngigkeit in einer Variablen
charakterisiert:

uip(z,y) = uiyp(x + Az, y + Ay), Ay=k-Ax, k€ R VAzx € R. (2.2)

Anschaulich entsprechen also i1D-Signale geraden Linien und Kanten, aber auch kon-
tinuierlich modulierte Verldufe entlang einer Achse, wie beispielsweise Sinusgitter, die
héufig in psychophysischen und neurophysiologischen Untersuchungen verwendet wer-
den, gehoren zu dieser Klasse.

Samtliche iibrigen Signale, also die Klasse der Signale, die zu ihrer Beschreibung die
volle Anzahl Freiheitsgrade beno6tigen, werden dann dementsprechend als i2D-Signale
bezeichnet. Diese sind dann typischerweise Ecken, Linienenden, Kriimmungen (Kurven)
und ,, Plaid-Muster®, also iiberlagerte Sinus-Gitter. Eine Modifikation dieses Konzepts
der intrinsischen Dimensionalitét findet sich in (Kriiger und Felsberg, 2003); hier wird
eine Generalisierung hin zu einer kontinuierlichen Klassifikation untersucht.

2.3 Die Shannon’sche Informationstheorie

Die Informationstheorie entstand in den 40er und 50er Jahren des 20. Jahrhunderts als
Antwort auf den Bedarf der Elektro- und Nachrichtentechniker praktikable Kommunika-
tionsgeréte zu entwickeln. Diese mathematisch fundierte Theorie wurde von CLAUDE E.
SHANNON  (Abb. 2.3) begriindet und befafit sich, vereinfacht gesagt,
mit der Quantifizierung und Ubertragung von Informati-
on iiber bandbegrenzte Kanéle (Shannon, 1948; Shannon
und Weaver, 1976). Sie liefert quantitative Aussagen iiber
die Effizienz einer Informationsreprisentation und die Gren-
zen fiir die Informationsraten, um eine verlifliche Ubertra-
gung iiber eine rauschbehaftete Kommunikationsstrecke zu
gewdhrleisten. In der Informationstheorie wird jedes Gerit,
_ System oder jeder Prozef3, welcher Nachrichten oder Signale
Abbildung 2.3: Claude El- generiert, als Informationsquelle bezeichnet. Jede Informa-
wood Shannon. tionsquelle hat als Ausgang Kombinationen von Symbolen,
die entsprechend den a priori Wahrscheinlichkeiten der Quelle generiert werden. Eine
Nachricht X der Lénge N kann also generell als eine Aneinanderreihung von N Zufalls-
grofen beschrieben werden:

X = {x1,X2,..., XN} (2.3)

Der klassische Aufbau eines allgemeinen Kommunikationssystems nach SHANNON be-
steht aus Quelle, Sender, Empfanger und Informationssenke. In realita mufl noch ein
Ubertragungsrauschen mit in Betracht gezogen werden, sieche Abb. 2.4.
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Nachricht Signal empfangenes Nachricht
Signal
Informations- Informations-
= Sender - = Empfinger -
quelle senke
Rausch-
quelle

Abbildung 2.4: Schema eines generellen Kommunikationssystems nach (Shannon, 1948).

In dieser Arbeit ist vor allem der Begriff der Redundanz und die Transformation bzw.
Eliminierung der Redundanz einer Quelle von Bedeutung. Wichtig ist die Differenzierung
zweier Urspriinge von Redundanz: Man unterscheidet zwischen der Redundanz aufgrund
der Auftrittswahrscheinlichkeiten der einzelnen Symbole und der Redundanz aufgrund
von statistischen Abhéngigkeiten zwischen aufeinanderfolgenden Symbolen. Diese so-
genannten Intersymbolabhdingigkeiten stellen die hauptséachliche Quelle von Redundanz
in natiirlichen Signalen dar. Zum Beispiel wurde fiir geschriebenes Englisch erstmals
von SHANNON die Entropie pro Zeichen geschitzt (Shannon, 1951). Bei dem von ihm
verwendeten Paradigma wurden die statistischen Abhéngigkeiten zwischen den Zeichen
mitberiicksichtigt. Er stellte fest, dafl die Redundanz aufgrund der Ungleichverteilung
der Symbole (Zeichen des Alphabets) ungefdhr 15% ausmacht, wohingegen die Inter-
symbolabhangigkeiten mit ca. 55% deutlich mehr zur Redundanz beitragen. Insgesamt
betrigt die Redundanz des geschriebenen Englisch also ca. 70%, das entspricht einer
Entropie von 1,4 bit/Zeichen!. Fiir den in dieser Arbeit hauptsichlich betrachteten
Fall natiirlicher Bilder, dargestellt als beispielsweise 8-bit kodierte Grauwertbilder (die
Méchtigkeit der Menge aller moglichen Symbole betrigt L = 2% = 256), existieren eben-
falls massive statistische Abhdngigkeiten zwischen den Symbolen (siche auch die Ab-
schnitte 2.4 und 5.1.3). Eine dem Shannon’schen Verfahren zur Schitzung der Entropie
von geschriebenem Englisch analoge Untersuchung fiir die Entropie natiirlicher Bilder
wurde von KERSTEN durchgefiihrt (Kersten, 1987).

Diese Unterscheidung macht auch die unterschiedlichen Formen der Kodierung, die in
spiteren Abschnitten verwendet werden, explizit. Ein Kode, welcher die gesamte Red-
undanz minimiert, wird als Minimum-Redundanz Kode bezeichnet, wihrend ein Kode,
der lediglich die Intersymbolabhéngigkeiten minimiert, als Minimum-Entropie oder auch
als faktorieller Kode bezeichnet wird (siehe beispielsweise Abschnitt 2.5.2). Ein derarti-
ger Kode generiert statistisch unabhéngige Zufallsgrofien (ZG), so da8 sich die gesamte
Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion (VWDF) als dyadisches Produkt der Einzel-
wahrscheinlichkeitsfunktionen ergibt:

p(xlv Lo, .. 7xN) = Px; (SCl)px2<£C2) te 'pXN<xN> (2'4>

'Fiir Schiitzungen der Redundanz weiterer westlicher Sprachen siehe (Barnard, 1955).
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2 Informationsverarbeitung im visuellen System

Wichtig ist zu erwédhnen, dal eine Umkodierung welche die Intersymbolabhéingigkeiten
eliminiert, per se nicht Redundanz reduzierend ist, sondern daf} diese konstant gehalten
wird, indem die Redundanz aufgrund von Intersymbolabhéngigkeiten in eine Redundanz
aufgrund von Ungleichverteilung transformiert wird. Die Bedeutung solcher faktorieller
Kodes liegt darin, dafl in einem simplen zweiten Schritt die ZGen separat mit einem op-
timalen Redundanz reduzierenden Kode, wie beispielsweise dem Huffman-Kode, kodiert
werden konnen. Wollte man denselben Effekt direkt erreichen, so bedarf es der Kennt-
nis der vollen, nicht separierbaren Verbundwahrscheinlichkeitsfunktion, deren Redun-
danz unter Verwendung von beispielsweise einem Vektor-Quantisierer ausgenutzt werden
kann. Die Kenntnis dieser vollen VWF ist jedoch nur in Spezialfdllen méglich und eine
optimale Kodierung somit erschwert.

2.4 Statistik natiirlicher Bilder

Im letzten Abschnitt wurden der Begriff der Redundanz eingefithrt und erldutert, wie
natiirliche Quellen prinzipiell in eine effizientere Représentation iiberfiihrt werden kénnen.
Essentiell fiir die Konstruktion eines derartig effizienten Kodes ist die (partielle) Kenntnis
der Statistik der Quelle. In diesem Abschnitt wird die Quellenstatistik fiir den in dieser
Arbeit wesentlichen Fall der natiirlichen Bilder behandelt. Einige relevante Ansétze und
Paradigmen werden im Detail eruiert.

2.4.1 Signalraumdarstellung kontinuierlicher Signale

Im Kontext der digitalen Bildverarbeitung werden natiirliche Bilder als diskrete Quel-
len behandelt. Die statistischen Verteilungsfunktionen und Auftrittswahrscheinlichkeiten
entsprechen also denen diskreter ZufallsgroBen (Papoulis, 1991). Ein wesentlicher Aspekt
hierbei ist die Darstellung im Signalraum, in welchem eine Realisierung eines natiirlichen
Bildes genau einem eindeutigen Punkt entspricht. Den Ubergang von einem kontinuier-
lichen Signal in einen diskreten Signalraum bezeichnet man als Signalraumdarstellung.
Der Fall eines einfachen eindimensionalen Zeitsignals, bestehend aus drei diskreten Ab-
tastwerten ist in Abb. 2.5 illustriert. Ein kontinuierliches Signal kann entsprechend dem
Abtasttheorem in eine diskrete Darstellung unter Erhaltung der vollstéindigen Informa-
tion iiberfiihrt werden, d.h. es kann ohne Fehler rekonstruiert werden (Haykin, 1978;
Kammeyer, 1996). Bedingung hierfiir ist, daf die Abtastrate (Nyquist-Frequenz) 1/At
grofer als die doppelte maximal im Signal vorhandene Frequenz f,,q. ist:

At < : (2.5)

2fmax
Wenn nun als eine Realisierung jeweils ein Ausschnitt der Lénge T angenommen wird,
so ist diese als ein % =: N-dimensionaler Vektor in einem Koordinatensystem darstell-
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2.4 Statistik natiirlicher Bilder

Abbildung 2.5: (a) Diskretisierung eines eindimensionalen Zeitsignals mit drei Abtastwer-
ten. (b) Korrespondierende Signalraumdarstellung. Die Zuordnung ist ein-eindeutig.

bar. Die vollstdndige Kenntnis der Signalstatistik ist dann durch die N-dimensionale
Verbundwahrscheinlichkeitsfunktion gegeben. Im Falle zweidimensionaler diskretisierter
Bilder entspricht jeder Pixel einer Dimension im Signalraum.

2.4.2 Natiirliche Bilder im Signalraum

Die Problematik, die sich fiir die Kenntnis der vollstdndigen Statistik natiirlicher Bil-
der ergibt, kann leicht anhand der weiter oben beschriebenen Signalraumreprisentati-
on aufgezeigt werden: Betrachtet man fiir die Bildverarbeitung typische 8-bit kodierte
Grauwertbilder der Groéfle 512 x 512, so entspricht ein Bild einem 5122-dimensionalen
Vektor. Die Méchtigkeit der zugrundeliegenden Gesamtmenge aller moglichen Realisie-
rungen Spiq ergibt sich zu 256512° = 256262144 Ayg diesen Uberlegungen wird ersichtlich,
daB es weder moglich ist, Kenntnis iiber die vollstdndige Statistik natiirlicher Bilder zu
erlangen, noch dafl eine geniigend grofie Datenbasis verarbeitet werden kann, um diesen
Raum zu fiillen.

Wie am einfithrenden Beispiel dieses Kapitels gezeigt (Abb. 2.1), ist die Diskriminati-
onsfiahigkeit des visuellen Systems fiir die Klasse der natiirlichen Bilder wesentlich besser
als fiir die der Rauschbilder (Abb. 2.6). Mit Hilfe der Signalraumdarstellung kann diese
Hypothese untermauert und quantifiziert werden. ZETZSCHE untersuchte in (Zetzsche,
2002) die Zufalligkeit natiirlicher Bilder mit unterschiedlichen Ansétzen. Unter anderem
kann unter Verwendung der Theorie der algorithmischen Komplexitdt (Chaitin, 1987,
Li und Vitanyi, 1993) gezeigt werden, dafl im Grenzfall nahezu alle méglichen Bilder
zufillig sind. Nach dieser Theorie ist Zufélligkeit als Inkompressibilitat definiert: Das
kiirzeste Programm, welches eine zufillige Folge beschreibt, bzw. generieren kann, darf
nicht signifikant kompakter sein, als die Folge selbst. Natiirliche Bilder, dementspre-
chend nicht-zuféllig, da hochkompressibel, beschreiben also eine verschwindend geringe
Menge, sieche Abb. 2.6. Dieses Ergebnis liefert weitere Evidenz dafiir, dal das visuelle
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Abbildung 2.6: Die Diskriminationsleistung (Granularitét) des visuellen Systems ist fiir
natiirliche Bilder deutlich hdher als fiir die Klasse der Rauschbilder. Zudem ist die Klasse
der natiirlichen Bilder, verglichen mit der Gesamtheit aller méglichen Bilder, verschwin-
dend gering.

System hochgradig an die statistischen Eigenschaften der Umwelt angepaft ist, da in-
nerhalb einer sehr unwahrscheinlichen Klasse, die jedoch unsere Umwelt konstituiert, die
,Auflosung” deutlich hoher ist als fiir die typische Klasse.

2.4.3 Statistiken zweiter Ordnung natiirlicher Bilder

Ein wesentliches Merkmal natiirlicher Bilder ist die hohe Korrelation zweier benach-
barter Bildpunkte. Dies kann anhand von sogenannten Streudiagrammen verdeutlicht
werden (Abb. 2.7). Die Luminanzwerte benachbarter Pixel weisen héufig einen gleichen
oder &hnlichen Wert auf, siche Abb. 2.7(a). Mit zunehmendem Abstand der korrelierten
Pixel nimmt diese Korrelation jedoch sehr schnell ab, Abb. 2.7(b). Vergleicht man dies
hingegen mit der Korrelation zweier unmittelbar benachbarter Pixel eines statistisch un-
abhédngigen Rauschens, so wird der Unterschied ,,zweiter Ordnung® zwischen Rauschen
und natiirlichen Bildern schnell sichtbar; dies ist exemplarisch in Abb. 2.7(c) gezeigt.

Der Grund hierfiir ist die morphologische Beschaffenheit der Objekte in unserer Um-
welt. Objekte sind durch Objektgrenzen definiert, die typischerweise unstetige Lumi-
nanziibergénge darstellen. Die interne Struktur der Objekte weist jedoch eine hohe
Konstanz auf, gekennzeichnet durch stetige Ubergéinge im Luminanzprofil®. In (Ruder-
man, 1997) wurde gezeigt, daf die Korrelation benachbarter Bildpunkte innerhalb eines
Objekts im Mittel signifikant hoher ist als zwischen Bildpunkten iiber Objektgrenzen
hinweg. Die Autokorrelationsfunktion (AKF) spiegelt die Korrelationen zwischen Bild-
punkten unterschiedlicher Distanz wieder. Es zeigt sich, dafl die AKF natiirlicher Bilder
isotrop ist und einen radialsymmetrischen Abfall aufweist. Die korrespondierende Re-

2Texturihnliche Oberflichenstrukturen zeichnen sich durch andere statistische Eigenschaften aus.
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Abbildung 2.7: Streudiagramme zweier benachbarter Punkte eines natiirlichen Bildes (a,b)
und eines statistisch unabhiingigen Rauschens (c). Die Achsen bezeichnen jeweils die Lu-
minanzwerte eines Pixels. Die Distanz ist fiir (b) gré8er als fiir (a), was in einer erhéhten
Streuung resultiert. Bei unabhingigem Rauschen ist bereits bei minimaler Distanz keine
Korrelation mehr zu erkennen (c).
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2 Informationsverarbeitung im visuellen System

AKF

Abbildung 2.8: Autokorrelationsfunktion (links) und Leistungsdichtespektrum (rechts) ei-
ner Menge von natiirlichen, kalibrierten Bildern (die Frequenzachsen sind auf die Nyquist-
Frequenz normiert).

prisentation im Frequenzbereich ist das (Auto-) Leistungsdichtespektrum (LDS) Ca(f).
Dieses kann fiir eine grofle Klasse natiirlicher Bilder durch ein Potenzgesetz modelliert
werden (Field, 1987; Ruderman, 1997):

. A

Co(f) = —=—, 2.6
=1 (2.

~—"

worin A eine Konstante entsprechend dem mittleren Kontrast und £ den ,,Anomalie-
Exponent“ darstellt, ein kleiner Wert, um statistischen Abweichungen gerecht zu werden.
Als Ursache fiir dieses Potenzgesetz wird unter anderem die fraktale Natur der Umwelt
oder die inhérente Konsistenz der Objekte, zusammen mit der Eigenschaft, dafi Objekte
voneinander statistisch unabhéngig sind, genannt. Die in Abb. 2.8 gezeigte Autokorrela-
tionsfunktion und das Leistungsdichtespektrum sind auf der Basis natiirlicher Bilder der
kalibrierten Bilddatenbank von HANS VAN HATEREN (van Hateren und van der Schaaf,
1998) berechnet.

Die Statistiken zweiter Ordnung natiirlicher Bilder sind gut untersucht. Optimallésungen
bzgl. der zweiten Ordnung zur effizienten Kodierung sind weithin bekannt und héufig
auch analytisch 16sbar. Mit Hilfe von Statistiken zweiter Ordnung kénnen beispielsweise
Aufgaben im Bereich Signaldetektion (Matched-Filter), Rauschunterdriickung (Wiener-
Filter) und Redundanzreduktion gelost werden (vgl. Karhunen-Loeve-Transformation,
Abschnitt 2.5.2). In Abschnitt 2.6 wird erlautert, inwiefern diese Losungen in biologi-
schen Sehsystemen implementiert sind, bzw. wie funktionelle Eigenschaften des visuellen
Systems mit Hilfe von Statistiken zweiter Ordnung verstehbar sind. Den Grenzen und
Problemen dieses Ansatzes widmet sich Abschnitt 2.7.
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2.5 Optimale Transformation natiirlicher sensorischer Stimuli

2.5 Optimale Transformation natiirlicher sensorischer
Stimuli

Wie bereits weiter oben erldutert, bestehen natiirliche sensorische Stimuli, insbesondere
natiirliche visuelle Stimuli, nicht aus unstrukturierten und zufélligen Mustern, sondern
zeichnen sich durch starke statistische Abhéngigkeiten und demzufolge Redundanz aus.
Die essentielle Frage ist nun: wie wird diese Redundanz im Sinne einer generellen effizi-
enten Verarbeitung in einem optimalen ,,Signalprozessor®, ndmlich dem visuellen Pfad,
verwendet?

2.5.1 Quellenkodierung im visuellen System

Zunéchst sollte die Dichotomie des Begriffs ,effiziente Kodierung®, wie in Abschnitt
2.3 kurz dargestellt, fiir biologische sensorische Systeme néher betrachtet werden. Diese
Dichotomie, also die Reduzierung der Redundanz zum Einen aufgrund der Ungleich-
verteilung der einzelnen Symbole, zum Anderen aufgrund von Intersymbolabhéngigkei-
ten, entspricht der Kodierung in einzelnen Neuronen, bzw. der Kodierung in Neuronen-
verbidnden. Betrachtet sei nun also die Aktivitdtsverteilung der Antwort eines einzelnen
sensorischen Neurons auf natiirliche Stimuli. Um zu entscheiden, ob das Neuron im Mit-
tel die maximal mogliche Information kodiert, bedarf es der Kenntnis der Verteilung mit
maximaler Entropie. Im einfachen Falle diskreter ZGen ist dies eine Gleichverteilung
(Shannon und Weaver, 1976). Bei neuronalen Aktionspotentialen oder Feuerraten han-
delt es sich jedoch um kontinuierliche ZGen, wobei die Verteilung mit maximaler Entro-
pie von einer Randbedingung abhéngt. Wenn beispielsweise die Antwort beschrankt ist
auf 4., 50 ist die Verteilung mit maximaler Entropie eine Gleichverteilung im Intervall
[0, Zynaz). Ist jedoch die Randbedingung, dafl die Varianz der Antwort einen bestimmten
Wert hat, so ergibt sich eine Gauflverteilung. Bei definiertem Mittelwert ist die informa-
tionsmaximierende Verteilung eine Exponentialfunktion®. Evidenz fiir die Behauptung,
daf} einzelne Neuronen ihre Antwortstatistik ,,optimieren®, findet man bereits in (Laugh-
lin, 1981). Hierin wurde die Kontrast-Sensitivitatsfunktion der LMC-Zelle einer Fliege
gemessen und gezeigt, dafl diese tatséichlich die Kontrastverteilung der natiirlichen Um-
gebung in eine ungefihre Gleichverteilung transformiert. Ebenso konnte in (Baddeley
et al., 1998) gezeigt werden, dafl die spontanen Feuerraten von Neuronen im priméren
und inferotemporalen visuellen Kortex von Katzen und Affen exponentiell verteilt sind.
Dies ist konsistent mit einer optimalen Kodierung unter der Randbedingung einer kon-
stanten mittleren Feuerrate.

Betrachtet man nun allerdings die Kodierung sensorischer Stimuli durch eine ganze Po-

3Im Allgemeinen ergibt sich fiir eine Randbedingung der Form E {fb(x)} = ¢, wobei ® eine Randbe-

—AP(z)

dingungsfunktion und ¢ eine Konstante ist, eine Verteilung fg, . (x) < e , A = const.

max
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2 Informationsverarbeitung im visuellen System

pulation von Neuronen, so verlangt ein mogliches Optimalitétskriterium, dafl die Ant-
worten der Neurone voneinander statistisch unabhéngig sein miissen. In anderen Worten
bedeutet dies, daB bei Beobachtung der Antwort eines bestimmten Neurons keinerlei
Riickschliisse auf die Antworten der anderen Neurone in der Population gemacht wer-
den kénnen*. Der Vorteil dieses Kriteriums ist, dafl keine weiteren Randbedingungen
angenommen werden miissen. Wichtig ist zu erwéhnen, dafl der hiaufig propagierte Fall
einer spérlichen und verteilten Kodierung im visuellen Kortex zu starken statistischen
Abhéngigkeiten der Einheiten fiihrt. Dies liegt begriindet im Antwortverhalten, da im
Grenzfall fiir jeden moglichen Stimulus nur ein Neuron antwortet, und somit die Ak-
tivitdt der anderen gleich Null ist (analog zu dem Verfahren der Vektorquantisierung).
Dieser offenbare Konflikt soll nun kurz eruiert werden.

Die Optimierungskriterien in biologischen Systemen sind mannigfaltig. Eine Betrachtung
der Signalverarbeitung lediglich aus der Perspektive der absoluten Reduktion der Redun-
danz simplifiziert das gegebene Problem unangemessen. Eine rein technische Anwendung
der Quellencodierung wiirde einen reversiblen Redundanz reduzierenden Kode fordern.
Hier muB jedoch ein Unterschied gemacht werden zwischen Reversibilitat und Selekti-
vitdt eines Kodes. Fiir biologische Organismen stellt sich héufig weniger die Frage nach
der perfekten Rekonstruktion des Eingangssignals unter Verwendung eines moglichst
redundanzfreien Kodes, sondern vielmehr nach der moglichst schnellen Detektion eines
gewissen Stimulus und einer daraus ableitbaren {iberlebensrelevanten Reaktion. Ein klas-
sisches Beispiel fiir einen derartigen Mechanismus sind die sogenannten ,, Bug-detectors*
in der Retina des Frosches, die auf Reize, die Futter bedeuten reagieren, und den Frosch
zu Fangreaktionen veranlassen (Lettvin et al., 1961).

Eine Reduzierung der Redundanz und eine Verwendung eines moglichst kompakten
Kodes ist dann sinnvoll, wenn Engpésse in der maximal moglichen Ubertragungsrate
im visuellen Pfad auftreten. Dies ist durchaus nicht unwahrscheinlich, unter Betracht
der Tatsache, dafl reale, visuelle Neurone einen beschriankten dynamischen Antwortbe-
reich besitzen und die interneuronalen Verkniipfungen bandbegrenzt sind (Shapley und
Enroth-Cugell, 1984). Eine andere Ursache der Limitation kénnen aber auch ,rechen-
technische” Beschrinkungen in héheren Ebenen der visuellen Verarbeitungshierarchie
sein. Studien betreffend der Geschwindigkeit der visuellen Wahrnehmung, vgl. beispiels-
weise (Sziklai, 1956), ergaben konsistente Schitzungen fir die Kanalkapazitat von ca.
40-50 bit/s. Diese Zahl kann als Maf fiir die Information genommen werden, die in
den hoheren, kognitiven Bereichen des visuellen Systems verarbeitet werden kann. Im
Gegensatz hierzu ist die Datenrate, die von den Photorezeptoren aufgenommen wird,
iiber 5 x 10° bit/s (Jacobson, 1951). Von diesem Standpunkt aus betrachtet, ist eine
Datenkompression natiirlich sinnvoll und notwendig.

BARLOW postulierte, dafl die Art der Repréasentation der Umwelt von essentieller Bedeu-

4Dies ist dquivalent mit der Forderung, dafl die Transinformation zwischen den Neuronen Null sein
mu$.
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2.5 Optimale Transformation natiirlicher sensorischer Stimuli

tung fiir biologische Organismen ist, um assoziativ zu lernen. Die Uberlegungen basieren
auf BAYES’SCHEN Lernregeln. Wenn der Organismus eine neue Assoziation zwischen zwei
Ereignissen lernen soll, so bedarf es der Kenntnis gewisser a priori Wahrscheinlichkeiten.
Denn ohne die Kenntnis der gegebenen Koinzidenzen zwischen den beiden Ereignissen
18t sich nicht sagen, ob nun ein Ereignis ein guter Pradiktor fiir das zweite ist. Da
dies auch generell fiir die Assoziation vieler Ereignisse zutrifft, ist der Organismus ge-
zwungen, eine hochdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte zu schéitzen, und ist somit in
genau der prekiaren Situation einer kombinatorischen Explosion, wie in Abschnitt 2.4 fiir
die WDF natiirlicher Bilder erldutert. Eine Umkodierung der Stimuli im Sinne eines fak-
toriellen Kodes ermdglicht die Schétzung der Verbunddichte aufgrund der viel einfacher
zu erhaltenden Randdichten, vergleiche Gl. (2.4).

Weitere Kriterien, nach denen sich ein biologischer Bildverarbeitungsmechanismus rich-
ten muf}, sind beispielsweise Signal-zu-Rauschleistungsverhéltnisse, oder die Minimie-
rung des Energiebedarfs. Dies fiihrt dann zum Begriff der spdrlichen Kodierung, wie
weiter unten detailliert beschrieben.

2.5.2 Optimale lineare Transformationsverfahren

Die Transformation redundanzbehafteter Signale in eine effiziente, statistisch unabhéngi-
ge oder auch faktorielle Représentation ist nicht-trivial und h&ngt substantiell von den
praktischen Anforderungen und dem daraus resultierenden Optimierungskriterium ab.
Der allgemeine Fall einer (nicht-)linearen Transformation einer statistisch abhéngigen
Nachrichtenquelle X mit VWDF p(z1,...,2y) zum Erreichen der vollen statistischen
Unabhéngigkeit kann geschrieben werden als:

—

y=f(z), (2.7)

wobei Z € RY die empfangene Nachricht, f eine vektorwertige Funktion R — RM und
7 € RM die transformierte Nachricht darstellt, fiir deren VWDF nun gilt p(y1, ..., yu) =
p(y1)p(y2) - - - p(yar). Dieser allgemeine Fall erfordert im worst-case die Kenntnis der vol-
len Verbundstatistik, die jedoch praktisch nur selten zu erreichen ist. Eine in der Praxis
hiufig verwendete Vereinfachung besteht darin, die Klasse der Transformationen einzu-
grenzen, indem man sich auf lineare Abbildungen beschrinkt.

Definition. Eine Abbildung f: RN — RM heifit linear, wenn gilt:

— — —

1. fist homogen, d.h. f(af) = af(Z) fir alle « € R, 7 € RY

— —

2. fist additiv, d.h. f(iZ +7) = f(@) + f() fiir alle @,7 € RV,
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Lineare Transformationen lassen sich dann mit Hilfe der Matrix-Notation folgenderma-
Ben ausdriicken:
f:RYN — RM = f(2) = Az, (2.8)

oder einfach
iy = AT, (2.9)

Die Spalten der Matrix B = A~ bilden die Basisvektoren b; des transformierten Raumes.
Im folgenden wird von dem wichtigen Fall der linearen Abbildung des R" in sich aus-
gegangen, das bedeutet A € RV*VN . In diesem Fall spricht man von einer vollstindigen
linearen Transformation (die Basisvektoren bilden ein vollsténdiges Koordinatensystem),
wenn gilt Rang(A) = N. Ein beobachtetes Signal Z 148t sich somit als Linearkombination
der Basisvektoren I;Z-, gewichtet mit den Koeffizienten y; darstellen:

N
F=Y yb; =By (2.10)
=1

Erfiillt A zudem die Bedingung der Orthogonalitit, d.h. es gilt AT A = Iy, wobei Iy die
N x N-Einheitsmatrix bezeichnet, so spricht man von einer Orthogonaltransformation.

Karhunen-Loéve-Transformation

Eine weitere Moglichkeit, die Komplexitdat des Problems einzuschréinken, ist, nicht die
volle Verbundstatistik zu beriicksichtigen, sondern sich auf statistische Bindungen zwei-
ter Ordnung (Korrelationen) zu beschrianken und die Daten zu dekorrelieren, d.h. die Ko-
varianzmatrix zu diagonalisieren. Diese Losung wird als Karhunen-Loeve-Transformation
(KLT), Hauptachsentransformation oder auch Principal Component Analysis (PCA) be-
zeichnet. Hierbei berechnen sich die Basisvektoren der Transformation (Spalten von B)
als die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix (Jayant und Noll, 1984). Diese ist definiert
als der Erwartungswert iiber das dyadische Produkt der vom Mittelwert m befreiten
Zufallsvektoren:

C=E{x-m)EX-m)"}. (2.11)

Eine wesentliche Eigenschaft der KLT ist, dal die ZGen nach der Transformation ga-
rantiert dekorreliert sind, d.h. die Kovarianzmatrix geht in der Transformation in eine
Diagonalmatrix iiber:

A 0

h
A=B'CB= 2 . (2.12)
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2.5 Optimale Transformation natiirlicher sensorischer Stimuli

Abbildung 2.9: Karhunen-Loéve-Transformation einer zweidimensionalen gauf3ischen Quel-
le. (a) Verbunddichte im Originalraum zusammen mit den Hauptachsen, (b) Verbunddich-
te im transformierten (Bild-) Raum. Im Falle stark korrelierter Gréflen kénnen einzelne
Merkmale (Dimensionen) ohne relevanten Rekonstruktionsfehler vernachlissigt werden

(c).

Daran kann man erkennen, daf} die Eigenwerte \; gleich den Varianzen o;; := af in den
Randverteilungen der transformierten Achsen sind. Im Falle von gaufschen Verteilungen
ist diese Transformation optimal, da diese vollstdndig durch statistische Bindungen zwei-
ter Ordnung beschrieben werden und somit die Dekorrelation dquivalent zur statistischen
Unabhéngigkeit der transformierten Koeffizienten ist. Ein Beispiel fiir die Dekorrelation
einer zweidimensionalen gaufischen Verbunddichte ist in Abb. 2.9 gezeigt. Eine weitere
Eigenschaft der KLT ist, dafl der mittlere quadratische Abbruchfehler minimiert wird,
wenn zur Représentation des Signals nicht alle Freiheitsgrade (Dimensionen) genutzt
werden, d.h. ¥ wird approximiert durch

= "y mit r < N. (2.13)

=1

80

2

i

N oW
[HO’?] — min. (2.14)
i=1

Im Falle stark korrelierter Groflen kann der Abbruchfehler sehr gering werden, wie in
Abb. 2.9(c) illustriert. Die KLT ist daher geeignet, Quellen, deren Eigenschaften sich
hinreichend genau durch statistische Momente zweiter Ordnung beschreiben lassen, in
eine effiziente Représentation zu iiberfithren. Fiir stationédre Prozesse ergibt die KLT
eine Fourier-Basis. Dies ergibt sich aus deren FOURIER-STIELTJES Représentation als
Summe unkorrelierter Frequenzkomponenten mit statistisch verteilter Amplitude und
gleichverteilter Phase (Papoulis, 1991), also

E{X(f)X*(f)} =0 Vfi# fo (2.15)

Damit geht die Eigenschaft einher, dal das geometrische Mittel der Varianzen o mini-

miert wird:
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Abbildung 2.10: Hauptkomponenten natiirlicher Bilder, berechnet auf der Basis von 8x8
Pixel Bildausschnitten.

Die Varianzen der transformierten GroBen (Fourier-Komponenten) entsprechen hierbei
genau den Eintragen im Leistungsdichtespektrum:

‘71'2 = E{X(fi)X*(fi)} = E{|X(ff)|} = C5(fi)- (2.16)

Die Basisfunktionen, die sich fiir die Dekorrelation natiirlicher Bilder ergeben, sind in
Abb. 2.10 dargestellt (Olshausen und Field, 1996). Die Basisfunktionen sind entspre-
chend ihrer Varianz von links oben nach recht unten in absteigender Reihenfolge an-
geordnet. Dieses Ergebnis spiegelt auch das Leistungsdichtespektrum natiirlicher Bilder
wider (Abb. 2.8), da die Energie in den Komponenten mit niedriger Frequenz konzen-
triert ist. Eine Rekonstruktion entsprechend Gl. (2.13) ergibt Bilder mit fehlendem hoch-
frequentem Anteil, also Bilder, die unscharf erscheinen.

Independent Component Analysis

Wenn die Néherung der Quellenstatistik durch Momente zweiter Ordnung nicht mehr
ausreicht, so bedarf es Verfahren, welche Statistiken hoherer Ordnung beriicksichtigen.
Ein héufig zitierter Fall sind sogenannte spérliche, unabhéngige Quellen (sparse inde-
pendent sources, SIS). Die Annahme hierbei ist, dafl die beobachteten Signale aus ei-
ner linearen Mixtur von nicht-gauflschen Quellen entstehen, die ihrerseits eine spdrliche
(s.u.) Verteilung aufweisen. Formal kann dies mithilfe eines statistischen Modells mit

verborgenen Variablen definiert werden (Comon, 1994): Es seien sy,...,sy statistisch
unabhéngige ZGen. Diese seien nicht direkt beobachtbar (daher verborgen), sondern es
werden NNV lineare Uberlagerungen xi,...,Xy beobachtet:

X, :ajlsl—i-ajng-l—----l—astN; ] <1< N. (217)
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2.5 Optimale Transformation natiirlicher sensorischer Stimuli

In Matrix-Vektor Notation 148t sich dies schreiben als
X = AS, (2.18)

wobei A dann die sogenannte Mischungs-Matrix bezeichnet. Dieses statistische Modell
wird Independent Component Analysis (ICA) Modell genannt (Hyvérinen et al., 2001).
Die Aufgabe besteht nun darin, aus den beobachteten x; die Mischungs-Matrix A und
die unabhéngigen Komponenten s; zu bestimmen. Wenn A bekannt ist, so kann ihre
Inverse W (Gewichts-Matrix) und iiber die Beziehung

§=Wx (2.19)

die unabhingigen Komponenten berechnet werden. Zur Losung dieses Problems existie-
ren viele unterschiedliche Implementierungsmoglichkeiten, siehe beispielsweise (Hurri,
1997; Hyvérinen und Oja, 2000; Fiori, 2003). Ein moglicher Ansatz hierbei ist, daf in
einem erlaubten Subraum® nach Achsen gesucht wird, deren Randverteilungen eine ho-
he Kurtosis aufweisen. Dieses Paradigma liegt begriindet im zentralen Grenzwertsatz
der Wahrscheinlichkeitstheorie: Hiernach ergibt die lineare Kombination vieler nicht-
gaufischer unabhéngiger Komponenten im Limit eine Gauf}-Verteilung. Die gesuchten
unabhéingigen Komponenten sollten also moglichst weit von einer Gauf-Verteilung ,,ent-
fernt“ sein. Dies ist typischerweise dann der Fall, wenn sie eine spéarliche Verteilung
aufweisen, d.h. im Vergleich zur Gauf-Verteilung eine Konzentration der Masse um die
Null und léingere Auslaufer besitzen. Als Sparlichkeitsmafl wird héufig die normalisierte
Kurtosis

4

A G }2 _3 (2.20)

E {xZ}
verwendet. Als zentriertes und normalisiertes Moment vierter Ordnung nimmt dieses
MafBl groBle Werte an bei einer Verteilung mit einer Konzentration der Masse um die
Null und wenigen relativ groen Werten. Der Vorteil dieser Kurtosis ist, daf sie als eine
Art parameterunabhéingige Formgrofie verstanden werden kann. Beispielsweise ergibt

sich fiir eine Laplace-Verteilung, gegeben durch

R
f(L)(x) — %e | u\/b’ (2_21)

eine parameterabhingige Varianz o? = 20? und eine parameterunabhingige Kurtosis
k = 3. Analoges gilt fiir eine Gauf3-Verteilung, hier ist die Kurtosis identisch Null. Daher
wird die Laplace-Verteilung auch als supergaufisch bezeichnet. Flache Verteilungen, wie
beispielweise eine Gleichverteilung, besitzen negative Kurtosis und werden somit auch
als subgaufsch bezeichnet.

Die ICA ist beispielhaft in Abb. 2.11 dargestellt: Die gezeigte Verteilung ist nicht kor-
reliert, d.h. die KL'T wiirde dieses Koordinatensystem mit der gezeigten Randverteilung
bereits als Optimum sehen. Die wahre unabhéngige Verbunddichte ergibt sich jedoch in
einem um 45 Grad rotierten Raum, die Randverteilung hierfiir ist spérlicher. In Abb.

5Eine mogliche Einschrinkung ist Orthogonalitiit, dies ist jedoch nicht notwendig.

27



2 Informationsverarbeitung im visuellen System
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Abbildung 2.11: (a) Zweidimensionale Verbunddichte welche die lineare Mixtur zweier
nicht-gauf3scher Quellen beschreibt. Diese ist nicht korreliert, im statistischen Sinne zwei-
ter Ordnung also bereits optimal. Beobachtete Randdichten (b) sowie Randdichten der
unabhingigen Komponenten (c). (d) Laplace-, Gauf3- und Gleichverteilung jeweils mit
Varianz eins und Kurtosis k1, = 3,kqq =0, kgt = —1, 2.

2.11(d) sind die drei erwéhnten Verteilungen, jeweils normiert auf Varianz eins, gezeigt.

Andere Ansétze minimieren die Transinformation zwischen den Komponenten oder ver-
wenden die Negentropie (Comon, 1994; Bell und Sejnowski, 1997). Allen Implementie-
rungsvarianten sind jedoch einige Aspekte gemein, die hier kurz aufgefiihrt werden:
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e Der Begriff Independent Component Analysis ist irrefithrend, da die Unabhéngig-

keit der transformierten Komponenten nicht gewéhrleistet ist. Dies ist ein wesent-
licher Unterschied zur KLT, da bei dieser das Optimierungskriterium (Dekorrela-
tion) analytisch garantiert ist.

Die ICA ist ein heuristisches Verfahren welches numerischer Optimierungsalgorith-
men bedarf, es unterliegt also im Allgemeinen den prinzipiellen Konvergenz- und
Stabilitatsproblemen numerischer Verfahren.

Es konnen keine Varianzen (Energien) der unabhéngigen Komponenten bestimmt
werden. Dadurch, dafl sowohl s als auch A als unbekannt vorausgesetzt werden,
kann jeder Skalierungsfaktor in den s; durch eine Division der zugehorigen Spalte
a; mit dem gleichen Faktor ausgeglichen werden. Somit bleibt auch das Vorzeichen
eine Unbekannte.

Es kann keine dezidierte Reihenfolge der unabhéngigen Komponenten bestimmt
werden. Im ICA-Modell, Gl. (2.18), konnen die Terme beliebig permutiert werden,
ohne daf} sich etwas an der Beobachtung dndert. Formal kann dies mit einer Per-
mutationsmatrix P ausgedriickt werden, indem man schreibt: ¥ = AP~!PSs. Die
Elemente von PS sind die originalen unabhéngigen Variablen s;, allerdings in ver-
tauschter Reihenfolge und die Matrix AP~! ist eine neue, unbekannte Mischungs-
Matrix.



2.5 Optimale Transformation natiirlicher sensorischer Stimuli

e Die unabhéngigen Komponenten diirfen nicht gauflisch sein. Diese Problematik
ergibt sich aufgrund des héufig verwendeten Vorverarbeitungsschritts des Whiten-
ings, was dann zu einer rotationssymmetrischen Verteilung fiihrt und diese keinen
Hinweis auf die Richtung der Spalten der Mischung-Matrix A geben kann (im Falle
gauBischer Grofen ist die KLT die optimale Transformation).

Nichtlineare Transformationen

Der allgemeine Fall der nichtlinearen Transformationen
(illustriert in Abb. 2.12) ist mit derartigen expliziten
Ansétzen nur in Sonderfallen moglich, vor allem, wenn
das Problem durch geeignete a priori Annahmen in nur
wenigen Dimensionen formuliert werden kann. Auf zu-
nehmendes Interesse stoflen nichtlineare Varianten der
PCA. Diese gehen zuriick auf die Pionierarbeiten von
0JA (Oja, 1982), welche eine Vielzahl unterschiedlicher
Algorithmen fiir neuronale Netze zur Berechnung von
Hauptkomponenten initiiert haben. Verglichen mit dem
Standardansatz haben derartige Implementierungen ge-
wisse Vorteile, v.a. Adaptationsfihigkeit bei nichtstati-
onéren Daten. Nichtlineare Varianten dieser Algorithmen kénnen durch das Hinzufiigen
nichtlinearer Aktivierungsfunktionen erhalten werden. Weitere Ansétze verwenden Ap-
proximationen, um die nichtlinearen Zusammenhénge der Daten zu erfassen, beispiels-
weise lokal lineare PCA. Fiir eine ausfiihrliche Zusammenstellung der aktuellen Algo-
rithmen siehe (Diamantaras und Kung, 1996). Ein relativ neues Verfahren ist die so-
genannte kernel PCA (Scholkopf et al., 1998). Hierbei werden die Hauptkomponenten
nicht im Originalraum, sondern in einem hochdimensionalen Merkmalsraum berechnet,
typischerweise der Raum aller Monome im RY. Die kombinatorische Explosion der Di-
mensionalitidt verbietet es, mit herkommlichen Varianten der PCA zu arbeiten. Statt
dessen kann unter gewissen Annahmen (der Raum, den die Monome aufspannen, mufl
gewisse Eigenschaften besitzen) die Dimensionalitéit proportional zur Anzahl der beob-
achteten Stichproben gemacht werden. Dies ist dann méglich, wenn der Algorithmus im
Merkmalsraum nur durch Verwendung von Skalarprodukten ausgedriickt werden kann
(wie dies bei der PCA der Fall ist). Diese miissen dann nicht explizit berechnet werden,
sondern koénnen im Originalraum als Funktionsevaluationen dargestellt werden (Vap-
nik, 1995; Scholkopf und Smola, 2002). Die Proportionalitéit der Dimension zur Anzahl
der erlangten Daten beinhélt jedoch ihrerseits Schwierigkeiten, d.h. komplexe Probleme,
die viele Daten fiir eine konvergente Schéitzung benotigen, bediirfen weiterer Vereinfa-
chungen. Eine Losung ist die Verwendung iterativer Algorithmen, dies ist jedoch noch
yongoing research (Kim et al., 2003).

Abbildung 2.12: Beispiel ei-
ner nichtlinearen Koordinaten-
transformation.

29



2 Informationsverarbeitung im visuellen System

Abbildung 2.13: Illustration einer ,,Neuronenlandschaft® fiir eine verteilte Entropie-
Kodierung (links) und eine spérliche Kodierung (rechts). Jeder Zylinder soll ein Neu-
ron und seine Linge das entsprechende postsynaptische Potential zu einem bestimmten
Zeitpunkt darstellen.

Kapitel 4 bzw. 5 dieser Arbeit beschéftigt sich mit nichtlinearen Transformationen unter
Verwendung von mehrschichtigen neuronalen Systemen, bzw. polynomialer Filterung.

2.5.3 Sparliche Kodierung

Der Begrift spdrliche Reprisentation beschreibt eine Art der Kodierung, bei welcher die
einzelnen Einheiten (Neurone) ein hochgradig selektives Antwortverhalten aufweisen. Im
Gegensatz zu einer reinen Entropie-Kodierung, bei der im Limit vom gesamten Dynamik-
bereich gleichermafien Gebrauch gemacht werden sollte, sind bei dieser Reprasentation
jeweils nur sehr wenige Einheiten aktiv, diese jedoch mit grofier Amplitude (vgl. Abb.
2.13). Hier gelangt man an einen Punkt, wo in der Literatur hiufig falsche Assoziationen
zu finden sind. Daher hier nun eine etwas ausfiihrlichere Betrachtung dieses Themas.

Sparliche Kodierung in einzelnen Neuronen entspricht einer hohen Kurtosis der jeweili-
gen neuronalen Aktivitdtsverteilung (WDF'). Betrachtet man nun eine ganze Population
derartiger spérlicher Neurone, so ergébe sich in etwa ein Bild wie in Abb. 2.13 rechts
illustriert. Dabei ist noch nichts iiber etwaige interneuronale statistische Abhéangigkeiten
gesagt. Annahmen hieriiber werden haufig implizit gemacht, was dann zu einer Unklar-
heit des Begriffs spérliche Kodierung fiithrt. So wird beispielsweise bei den generativen
ICA-Modellen fiir natiirliche Bilder angenommen, daf§ diese sich als eine lineare Superpo-
sition von (nicht notwendigerweise orthogonalen) Basisfunktionen ®;(x,y) modellieren
lassen:

I(z,y) = Zai@i(w,y). (2.22)
(@)

30



2.5 Optimale Transformation natiirlicher sensorischer Stimuli

Desweiteren wird angenommen, dafl diese elementaren Bildmerkmale ihrerseits eine
spirliche Verteilung aufweisen und voneinander statistisch unabhiingig sind®. Die Opti-
mallésung der ICA findet nun diese unabhéngigen Komponenten, womit die resultierende
Aktivitédtsverteilung der Neurone eine spérliche und unabhéngige Statistik aufweist. Ein
héufig als einfache Erweiterung bezeichneter, jedoch konzeptuell deutlich unterschiedli-
cher Ansatz ist die spérliche und wbervolistindige Kodierung. Hierbei werden mehr Ba-
sisvektoren mit hoher Kurtosis gesucht, als fiir eine eindeutige Représentation notwendig
wéren (Olshausen und Field, 1997). Dies resultiert in einer nicht-orthogonalen Basis, in
der dann selbstversténdlich statistische Abhéngigkeiten zwischen den Einheiten beste-
hen. Der Grenzfall dieses Konzepts wire mit einer Art Vektor-Quantisierer vergleichbar,
und jede Einheit wiirde genau einen bestimmten Stimulus représentieren. Diese Re-
prisentation weist eine hohe Redundanz auf, da bei Beobachtung eines aktiven Neurons
mit Gewilheit die anderen nicht aktiv sind. Dies ist aus Sicht der klassischen Entropie-
Kodierung suboptimal, jedoch miissen bei der Analyse der Funktionsweise des visuellen
Kortex andere, ndmlich biologisch relevante, Optimierungskriterien mit in Betracht ge-
zogen werden. So kann beispielsweise gezeigt werden, dafl eine derartige Kodierung die
Effizienz von Assoziativspeichern erhoht (Zetzsche, 1990) und den Verdrahtungsaufwand
minimiert (Foldiak, 1995). Desweiteren wird hierbei relativ viel Information mit nur we-
nigen Aktionspotentialen (Spikes) iibertragen, was in einem biologischen Organismus
wesentliche metabolische Vorteile mit sich bringt (Baddeley, 1996). Eine iibervollstandi-
ge, spérliche Repréasentation erhoht auch das SNR in rauschbehafteten Systemen, wo
Signale einer Degradation unterliegen und ist somit fiir eine zuverlassige Mustererken-
nung von groffem Vorteil. Man kann also sagen, dafl in einem biologischen Organismus
die reine Eliminierung der Redundanz nicht das hochste Ziel ist, sondern Ziel ist, die in
den Strukturen der Umwelt gegebenen impliziten Redundanzen in eine dem Organismus
zugingliche, explizite Form zu transformieren.

Einen physiologischen Nachweis, dafl der visuelle Kortex eine derartige Strategie bei
der Kodierung natiirlicher Bilder verfolgt, liefert (Vinje und Gallant, 2000). Darin wur-
de gezeigt, dal Neurone im priméren visuellen Kortex von Affen bei der Betrachtung
natiirlicher Bilder eine hohe Spérlichkeit aufweisen. Vergleiche hierzu auch Abb. 2.15
und die zugehorige Diskussion.

OLSHAUSEN und FIELD implementierten einen Algorithmus, der nach Basisfunktionen
sucht, die entsprechend Gl. (2.22) natiirliche Bilder moglichst gut beschreiben, gleich-
zeitig aber ein spérliches Antwortverhalten aufweisen (Olshausen und Field, 1996). Dies
wurde in einem neuronalen Netz realisiert, welches die folgende Kostenfunktion mini-

miert:
B(a,®) = Y [(r,y) = Y adi(z.y)] + B S, (2.23)
() (i) (i) !

wobei 0 = E {a?}. Der erste Term mifit den Rekonstruktionsfehler, also wie gut der

6Dies ist dann eine a priori Eigenschaft der Natur.
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Abbildung 2.14: Unabhingige Komponenten natiirlicher Bilder, berechnet auf der Basis
von 12x12 Pixel Bildausschnitten (Olshausen und Field, 1996).

Kode natiirliche Bilder beschreibt, und der zweite Term bestraft die Aktivitit der ein-
zelnen Einheiten, so dafl eben der Zustand weniger aktiver Einheiten pro Realisierung
favorisiert wird. Das Ergebnis dieser Optimierung ist in Abb. 2.14 gezeigt. Im Gegen-
satz zur Fourier-Basis, die unter Verwendung der KLT gefunden wird (Abb. 2.10), sind
diese Basisfunktionen lokalisiert. Zudem sind sie orientiert und frequenzselektiv. Auch
andere Ansiitze aus der Klasse der ICA-Algorithmen liefern dhnliche Ergebnisse (Bell
und Sejnowski, 1997; van Hateren und van der Schaaf, 1998).

Der Zusammenhang zwischen spérlicher Kodierung, iibervollstandiger Reprasentation
und einer nichtlinearen Partitionierung des Signalraums wird in Kapitel 3 diskutiert.

2.6 Der klassische Ansatz zur Erkldarung der
Funktionsweise des visuellen Systems

Es ist bekannt, daf§ die Représentation natiirlicher Stimuli im visuellen System zuneh-
mend spéarlicher wird und damit die Einzelentropien stetig abnehmen (Abb. 2.15). Es
folgt nun eine Beschreibung des klassischen Ansatzes, der in der Vergangenheit eini-
ge wesentliche Aspekte dieser Informationsverarbeitung erkldren konnte. Dieser zerfallt
in zwei Untergruppen: Zum Einen die Analyse der Eingangssignale unter Verwendung
von Statistiken zweiter Ordnung (Korrelationsfunktion und Leistungsdichtespektrum,
vgl. Abschnitt 2.4.3) sowie zum Anderen die Synthese bzw. Modellierung mittels li-
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Abbildung 2.15: Die Transformation der Statistik natiirlicher Bilder auf unterschiedlichen
Ebenen des visuellen Systems. Links: Aktivitidtsverteilung des Eingangs auf Ebene der
Photorezeptoren. Mitte: Eine isotrope Bandpa83-Filterung (laterale Inhibition der Gangli-
enzellen) reduziert die Entropie und fiihrt zu einer spirlichen Verteilung. Rechts: Eine
weitere orientierungsselektive Zerlegung (Simple-Zellen im visuellen Kortex) verstirkt
diesen Effekt noch.
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nearen Systemen. Es wird nun gezeigt, welche Aspekte der Verarbeitung mit diesem
Ansatz widerspruchsfrei erklédrt werden kénnen. Dabei ist das Augenmerk einerseits auf
die Modellierung bekannter Eigenschaften und andererseits auf die Untersuchung der
Optimalitéit aus Sicht der Statistiken zweiter Ordnung gerichtet. Aspekte fiir die dieser
Ansatz ungeniigend ist, werden im néchsten Abschnitt erlautert.

2.6.1 Spatiotemporale TiefpaB-Filterung in der Retina

Bereits in den 70er Jahren wurde durch Untersuchungen an Schildkroten entdeckt, dafl
die Photorezeptoren der Retina nicht als isolierte Sensoren arbeiten, sondern mitein-
ander verschaltet sind (DeValois und DeValois, 1990). Diese elektrotonische Kopplung
verursacht funktional eine ortliche TiefpaB-Filterung. Ebenso ist bekannt, daf3 die Pho-
torezeptoren nicht instantan auf eintreffende Photonen reagieren, sondern daf3 hier iiber
einen Bereich von mehreren Millisekunden integriert wird. Zusammen ergibt sich im sy-
stemtheoretischen Sinn also eine spatiotemporale Tiefpa3-Filterung, die das Eingangs-
signal zu hohen Frequenzen hin stédrker dampft. Unter dem Gesichtspunkt der Signal-
zu-Rauschleistung (SNR) ist dies sinnvoll, da im Bereich der hohen Frequenzen stérkere
Quantenfluktuationen relativ zum Signal herrschen. Das ist eine Strategie, die das li-
neare Wiener-Filter verfolgt und das auf der Basis von Korrelationen zweiter Ordnung
ableitbar ist. Somit liegt dieser Effekt innerhalb des Erklarungshorizonts des klassischen
Ansatzes. Im Bereich der Fovea ist die Anzahl der miteinander gekoppelten Rezeptoren
geringer als im peripheren Bereich. Hier wird das ,,Empfangerrauschen* minimiert, in-
dem die vor den Rezeptoren liegenden Versorgungsgefifie zur Seite gedringt sind und
somit keine Photonen absorbieren. Interessant ist auch, dal der Grad der ortlichen Ver-
schaltung mit zunehmender Umgebungsleuchtdichte abnimmt, d.h. die Grenzfrequenz
des Tiefpasses wird erhoht. Auch dies ist aus der Sicht des SNR ein Positivum, da bei
hoher Leuchtdichte das SNR auch in héheren Frequenzbereichen zunimmt. Man kénnte
also durchaus sagen, die Retina ist ein adaptives Wiener-Filter.

2.6.2 Laterale Inhibition der Ganglienzellen

Die Bipolarzellen erhalten ihre Speisung von benachbarten Rezeptoren, dies ist der so-
genannte R-B-Kreislauf. Zudem erhalten sie noch Afferenzen von den Horizontal-Zellen,
welche selbst wiederum von einem weiteren Rezeptorbereich gespeist werden. Dies wird
der indirekte R-H-B-Kreislauf genannt. Die Gesamtheit aller direkt oder indirekt emp-
fangener Rezeptoren ist dann das rezeptive Feld (vgl. Kap. 1). Der direkte und der
indirekte Weg wirken auf die Bipolarzelle mit unterschiedlichen Vorzeichen und unter-
schiedlicher Amplitude. Dieses Prinzip der lateralen Inhibition ist in Abb. 2.16 als Block-
schaltbild zusammen mit dem resultierenden isotropen rezeptiven Feld gegeben. Das
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Rezeptoren

Horizontal— \/\/

zellen

Bipolarzelle

Abbildung 2.16: Links: Direkter und indirekter Weg des R-H-B-Kreislaufs. Rechts: Die
Uberlagerung der Verschaltungen unterschiedlicher Polaritit resultiert in einem differen-
zierenden rezeptiven Feld.

Gewicht mit dem ein Rezeptor auf eine Bipolarzelle Einflufl nimmt, héngt von deren Di-
stanz relativ zum Rezeptor ab. Diese Gewichtungsfunktion ist ndherungsweise gaufisch,
in der Uberlagerung der exzitatorischen und inhibitorischen Anteile ergibt sich somit ein
sogenanntes Mexican-Hat-Profil, das einem differenzierenden Element entspricht. Aus si-
gnaltheoretischer Sicht korrespondiert dieses Verhalten der retinalen Ganglienzellen mit
einem linearen Ubertragungssystem mit Bandpaf-Charakter.

Wie bereits in Abschnitt 2.5 besprochen, besteht der erste Schritt einer optimalen Signal-
verarbeitung darin, die statistischen Abhéngigkeiten der Quellensymbole zu eliminieren.
Aus Sicht der Abhéngigkeiten zweiter Ordnung bedeutet dies, das Signal zu dekorre-
lieren. Diese Forderung ist dquivalent mit dem Erreichen eines moglichst konstanten
(weilen) Leistungsdichtespektrums. Aus der Theorie der linearen Systeme ist bekannt,
daB zwischen dem LDS des Eingangs Cy*( f), der Systemiibertragungsfunktion H ( f)
und dem LDS des Ausgangs C’QU 2( f) folgender Zusammenhang besteht:

CP2(f) = [H(HIP - C (). (2.24)

Aus dieser Gleichung kann leicht das inverse Filter fiir eine Aquivalenzklasse bzgl. der
statistischen Abhéngigkeiten zweiter Ordnung abgeleitet werden. Da das Ausgangs-LDS
mit einem inversen Filter ndherungsweise konstant wird, wird dieses auch héaufig als
Whitening-Filter bezeichnet.

In Abb. 2.17 ist der Effekt der lateralen Inhibition auf das Leistungsdichtespektrum
natiirlicher Bilder gezeigt. Es ist evident, dal dieser Mechanismus keine vollstdndige
Dekorrelation erreicht, da das Spektrum nicht konstant ist. Es muf3 allerdings angemerkt
werden, dafl eine derartige Losung unter SNR Gesichtspunkten suboptimal wére, da in
den hochfrequenten Bereichen relativ gesehen mehr Rauschanteile vorhanden sind. Eine
Optimallosung besitzt daher einen bandpaf-artigen Charakter, da somit ein optimaler
Kompromifl zwischen Dekorrelation und Signal-zu-Rauschleistung erreicht wird.

Eine experimentelle Uberpriifung dieser Dekorrelations-Hypothese wurde in (Atick, 1992)
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Abbildung 2.17: Effekt der lateralen Inhibition auf das Leistungsdichtespektrum natiirli-
cher Bilder. Als Modell wurde ein Difference-of-Gaussian (DOG) Filter verwendet, ein
Standardmodell der lateralen Inhibition, vgl. auch Abb. 2.16.

durchgefiihrt. Hier wurde unter den Gesichtspunkten SNR und Dekorrelation gezeigt,
daf} die hypothetisch optimale retinale Signalverarbeitung in der Gegenwart von Rau-
schen in der Tat mit der lateralen Inhibition vereinbar ist, und dafl diese mit der
empirisch gemessenen Kontrastsensitivitatsfunktion in Mackacken und Katzen iiberein-
stimmt. Ein &hnlicher Test beziiglich der temporalen Dekorrelation findet sich in (Dan
et al., 1996). Es konnte gezeigt werden, dafl das temporale LDS, gemessen im CGL,
fiir natiirliche Bildsequenzen weifl wird. Unter Einbettung neurophysiologischer Unter-
suchungen konnte dann in (Stanley et al., 1999) ein lineares Modell der Verarbeitung
im CGL aufgestellt werden, mit dem es moglich war, die von einer Katze fixierten be-
wegten Objekte aufgrund elektrophysiologischer Ableitungen zu rekonstruieren. Damit
ist das Phénomen der lateralen Inhibition sowohl optimal im Sinne einer statistischen
Optimierung zweiter Ordnung, als auch exakt modellierbar unter Verwendung linearer
Systeme.

2.6.3 Selbstdhnliche und lokalisierte rezeptive Felder

Rezeptive Felder im visuellen Kortex weisen zwei distinguierte Eigenschaften auf. Zum
Einen sind sie selbstéhnlich, d.h. durch Skalierung und Rotation ineinander iiberfiihrbar.
Eine Konsequenz dieser Selbstdhnlichkeit ist die konstante Bandbreite auf einer loga-
rithmischen Skala. Zum Anderen sind sie lokalisiert, d.h. die ortliche Ausdehnung der
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rezeptiven Felder ist begrenzt, siche Abb. 2.18. Dies steht im Gegensatz zu frithen An-
nahmen, dafl das visuelle System eine reine Fourier-Analyse durchfiihrt, da die hierbei
zu verwendenden Basisfunktionen (komplexe Exponentialschwingungen) theoretisch eine
unendliche Ausdehnung besitzen. Nach der von SHANNON entwickelten Rate-Distortion-
Theorie (Berger, 1979) kann der Kodiergewinn des bestmoglichen Kodiersystems durch
die Spectral Flatness Measure

exp | £ /7 In(CY*(e7))dw
— 2.25
" 2 /7 O (@) dw (229)

bestimmt werden. Unter realistischen Bedingungen mit endlichem SNR und begrenztem
Dekodierpotential nachfolgender Verarbeitungsinstanzen ergibt sich aus der R-D-Theorie
eine Aufspaltung in mehrere Kanile, siche auch (Zetzsche und Krieger, 2001b). Fiir die
Selbstahnlichkeit der Kanéle findet sich ohne Weiteres keine explizite Erkldarung. Eine
Moglichkeit ist der 1/f2-Abfall des LDS natiirlicher Bilder sowie die Verwandtschaft zu
selbstdhnlichen fraktalen Prozessen. Durch den 1/f2?-Abfall ergibt sich bei einer loga-
rithmischen Bandbreitenaufteilung der einzelnen Kanéle eine konstante Leistung in je-
dem Kanal, was fiir das Optimalitétskriterium aus Gl. (2.25) giinstig ist. Anhand einer
detaillierten Rate-Distortion Analyse konnte in (Réhrbein und Zetzsche, 1998) gezeigt
werden, dafl das tatséchliche Optimum fiir natiirliche Bilder kleine, aber dennoch signi-
fikante systematische Abweichungen hin zu einer Abnahme der Bandbreiten bei hoheren
Frequenzen aufweist.

Eine Moglichkeit zur mathematischen Modellierung derartiger rezeptiver Felder wurde
in (Marcelja, 1980) vorgeschlagen. Dabei wurden Funktionen der Form

f(x) = sin(2r fox + 0) e /> (2.26)

betrachtet. Diese wurden erstmals in GABORS ,, Theory of Communication“ zur Analyse
zeitverdnderlicher Funktionen etabliert (Gabor, 1946). MARCELJA zeigte einige wesentli-
che Gemeinsamkeiten dieser Funktionen mit den rezeptiven Feldern kortikaler Neuronen
auf. Diese Funktionsgruppe wird nun gemeinhin als Gabor-Funktionen bezeichnet und
dient in vielen Arbeiten als basales Modell fiir kortikale Zellen. Friihe experimentelle
Uberpriifungen zeigten, dafl diese Funktionen in der Tat eine exzellente Ubereinstim-
mung mit gemessenen rezeptiven Feldern aufweisen (Jones und Palmer, 1987a). DAUG-
MAN verallgemeinerten das bisherige Modell auf zweidimensionale Gabor-Funktionen,
diese sind dann beschrieben als Produkt eines Sinus mit einer zweidimensionalen Gauf3-
funktion (Abb. 2.19). Auch diese weisen eine hohe Ahnlichkeit mit der zweidimensiona-
len Struktur rezeptiver Felder kortikaler Simple-Zellen auf (Jones und Palmer, 1987a).
Es gibt noch weitere Modelle, die teilweise eine bessere Ubereinstimmung aufweisen,
jedoch sind die Unterschiede gering. Die relevanten Hauptmerkmale, Lokalisation im
Ort und der Frequenz sowie Selbstéhnlichkeit, sind allen Modellen gemein. Ein weiterer
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2 Informationsverarbeitung im visuellen System

(A) Log 160°
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Abbildung 2.18: Orientierungs- und Radialfrequenzselektivitit kortikaler Simple-Zellen,
aus (DeValois und DeValois, 1990). (A) Logarithmische Skalierung, (B) lineare Skalierung.
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2.6 Der klassische Ansatz zur Erkldrung der Funktionsweise des visuellen Systems

Abbildung 2.19: Ein geradesymmetrischer Vertreter der Familie der 2D-Gabor Funktionen
(links) und seine Fourier-Transformierte (rechts).

Aspekt ist die Orientierungsselektivitét, diese wird in Abschnitt 2.7 behandelt. Mittler-
weile erlangten derlei Funktionen grofie Popularitéit im Zuge der Wavelet-Analyse oder
Wavelet-Transformation.

Damit kann also auch die Existenz von selbstdhnlichen und lokalisierten rezeptiven Fel-
dern und mehreren visuellen Kanélen als erkldrbar im Sinne zweiter Ordnung betrachtet
werden; ein vereinheitlichendes Modell ist durch das Mehrkanalkonzept der visuellen Si-
gnalverarbeitung gegeben, siche unten und (Hauske, 1994).

2.6.4 Das Mehrkanalmodell

Die Theorie einer visuellen Verarbeitung mit meh-
reren (un-)abhéngigen Kanéilen wurde bereits En-
de der 60er Jahre etabliert. Bis dahin dominierte
die Idee, dafl ein einziger breitbandiger Mechanis-
mus, beobachtbar als Kontrastsensitivitatsfunkti-
on, das frithe ortliche Sehen bestimmt. Erstmals
wurde von CAMPBELL und ROBSON die Vermu-
tung angestellt, daBl das visuelle System so et-
was wie Gruppen von unabhéngigen, quasilinea-
ren Bandpafifiltern enthélt, welche in einer von au-
Ben beobachtbaren Einhiillenden, der Kontrastsen-
sitivitdtsfunktion, resultieren (Campbell und Rob-
son, 1968). Abgesehen von den oben ausgefiihrten
theoretischen Uberlegungen die fiir eine derartige
Modellstruktur sprechen, erlangte dieses Konzept
primér dadurch Popularitiat, dafl in vielen psycho-
physischen Experimenten diese Hypothese bestéitigt wurde. Die Paradigmen hierbei

Abbildung 2.20: Partitionierung der
Frequenzebene durch das Mehrka-
nalmodell.
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2 Informationsverarbeitung im visuellen System

waren vor allem die Detektion von Mustern auf der Basis des Amplitudenspektrums
(Graham und Nachmias, 1971), die frequenzspezifische Adaptation (Pantle und Seku-
ler, 1968; Blakemore und Campbell, 1969), frequenzspezifische Nacheffekte (Blakemore
und Sutton, 1969) und die Untersuchung von Maskierungseffekten, die auf Interaktio-
nen der Kanéle schlieffen lassen (Carter und Henning, 1971). Eine typische Aufteilung
der Frequenzebene in mehrere Kaniile ist schematisch in Abb. 2.20 gezeigt. Typische,
d.h. physiologisch plausible Parameter der einzelnen Kanéle sind Radialbandbreiten von
ca. ein bis zwei Oktaven und Orientierungsbandbreiten von 30 bis 40 Grad. Fiir einen
Vergleich der Ergebnisse von neurophysiologischen Messungen unterschiedlicher Labors
und Techniken siehe (DeValois und DeValois, 1990).

2.7 Grenzen des Standardansatzes

Wie anhand der vorangegangenen Abschnitte ausfiihrlich gezeigt wurde, kénnen we-
sentliche Aspekte des visuellen Systems unter Verwendung des klassischen Ansatzes,
d.h. Statistiken zweiter Ordnung und lineare Systeme, hinreichend genau erklért, bzw.
beschrieben werden. Damit ist die Komplexitat fiir die betrachteten Teilsysteme und
-phdnomene ebenfalls angemessen gewéhlt, ganz im Sinne WILLIAM VON OCKHAMS:
Entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem”. Dessen Postulat zur Denkdkono-
mie verlangt, daf§ die Vielfalt und Komplexitit von Denkansédtzen nicht ohne Grund
erhoht wird. Wenn jedoch Defizite vorhanden sind, die sich darin &uflern, dafl Sonder-
regeln und Zusétze verwendet werden miissen, damit Modelle mit der Wirklichkeit hin-
reichend genau iibereinstimmen, kann unter Umsténden ein komplexerer Modellansatz
die Wirklichkeit besser erfassen und abbilden. In diesem Abschnitt soll daher eruiert
werden, welche bekannten Attribute des visuellen Systems definitiv nicht innerhalb des
Erklarungshorizonts des Standardansatzes liegen. Explizit sind dies:

1. Orientierungsselektivitét kortikaler Neurone,

2. statistische Eigenschaften von gekriimmten Bildmerkmalen,
3. Phaseninvarianz kortikaler Complex-Zellen,

4. Endinhibition, oder allgemein Selektivitat fiir :2D-Signale,
5. kortikale Verstarkungsregelung,

6. statistische Abhéngigkeiten unabhdngiger Komponenten.

Ad 1. Wie bereits eingangs des letzten Abschnitts in Abb. 2.15 gezeigt wurde, erhoht
eine orientierungsselektive Zerlegung des Fingangssignals die Spérlichkeit der Aktivitéts-
verteilung. Nichtsdestoweniger ist dies aus Sicht des klassischen Ansatzes nicht vorteil-

"Man nennt dieses Prinzip Ockhamsches Rasiermesser, weil es dazu dient Platons Bart abzuschneiden.
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2.7 Grenzen des Standardansatzes

Abbildung 2.21: Ein gau3verteilter Prozef (links) mit dazugehoriger spektraler Leistungs-
dichte, die nahezu identisch zu der natiirlicher Bilder ist (rechts).

haft, hier gilt als relevantes Kriterium die SFM aus Gl. (2.25). Wie beispielsweise in
(Zetzsche und Krieger, 1999) gezeigt wurde, ist aus Sicht der Statistik zweiter Ord-
nung eine orientierungsselektive Zerlegung sogar inferior gegeniiber einer rein radialen
Aufspaltung des Signals. Die Orientierungsselektivitét ist jedoch notwendig fiir die De-
korrelation hoherer Ordnung, siehe hierzu Abschnitt 5.2.6.

Ad 2. Die statistischen Eigenschaften zweiter Ordnung natiirlicher Bilder sind mittler-
weile hinreichend bekannt (siehe Abschnitt 2.4). Doch inwieweit sind diese auch ausrei-
chend zur Beschreibung? Das in Abb. 2.21 gezeigte Rauschen besitzt das gleiche Lei-
stungsdichtespektrum wie natiirliche Bilder. Umgekehrt ist das LDS des invers gefilterten
Bildes aus Abb. 2.17 relativ weifl. Das in (Zetzsche et al., 1993b) eingefiihrte Orien-
tierungsrauschen verdeutlicht diesen Effekt noch. Es beinhélt fiir das visuelle System
deutliche orientierte Strukturen, die AKF zeigt jedoch eine nahezu vollstéandige Unkor-
reliertheit des Signals. Diese Beispiele offenbaren zweierlei: zum Ersten, dafl Statistiken
zweiter Ordnung ,,blind“ gegeniiber orientierten Bildmerkmalen sind, was offensichtlich
ist, da eine Zweipunktstatistik einfach nicht ausreicht, um Kriimmungen zu erfassen;
dafiir bedarf es einer Analyse mit Spektren hoherer Ordnung (Kap. 5). Zum Zweiten,
dafl das visuelle System Information jenseits der zweiten Ordnung nutzt (Julesz und
Schumer, 1981; Yellott, 1993).

Ad 3. Complex-Zellen zeichnen sich in erster Linie durch ihre Phaseninvarianz aus,
damit sind sie evident nichtlinear und somit nicht modellierbar mit dem klassischen
Ansatz (eine Moglichkeit zur Modellierung findet sich in Kap. 5).

Ad 4. Endinhibition ist ein hadufig auftretendes Phéanomen in kortikalen visuellen Neuro-
nen. Erste, klassische Vertreter sind die Hypercomplex-Zellen nach HUBEL und WIESEL
(Abschnitt 1.4 und Abb. 1.6). Wahrend diese Eigenschaft lange selbst fiir kortikale Zel-
len als ,exotisch“ galt, findet sich mittlerweile zunehmend Evidenz, dafi Endinhibition,
oder genereller, 12D-Selektivitdt einen generischen Mechanismus darstellt:
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2 Informationsverarbeitung im visuellen System

In recent years, it has become apparent that most V1 neurons are endstopped
to some degree.

(Pack et al., 2003b)

Ein Versuch, 12D-Selektivitat mit dem klassischen Ansatz zu erkléren, scheitert einerseits
daran, daf} :2D-Signalanteile nicht mit Statistiken zweiter Ordnung erfafit werden kénnen
(s.0.) und andererseits die Eigenfunktionen linearer Systeme eine derartige Selektivitét
a priori ausschlieBen (Zetzsche und Barth, 1990a). Die Modellierung dieses Effekts kann
jedoch mit polynomialen Ansétzen erfolgen, wie in Kapitel 5 gezeigt wird.

Ad 5. Eine automatische Verstarkungsregelung (gain control) findet sich auf vielen
Ebenen der visuellen Informationsverarbeitung. Diese beschreibt eine Adaptation der
neuronalen Verarbeitung auf Anderungen des externen Stimulus und ist somit ein gene-
relles Prinzip, welches in einer Vielzahl experimenteller Untersuchungen gefunden wurde
(Yu und Lee, 2003).

Ein Standardmodell fiir die Verstarkungsregelung im priméren visuellen Kortex und auch
im auditorischen Nerv ist die divisive Normalisierung (Schwartz und Simoncelli, 2001).
Dabei wird angenommen, daf§ der Ausgang eines (linearen) Neurons quadriert (gleichge-
richtet) wird, und durch die gewichtete Summe der quadrierten Ausginge benachbarter®
Neurone dividiert wird (siehe Kapitel 3 und Abbildung 3.2):

2
o i , 2.7
DTN R (227

Hier bezeichnet r; den Ausgang eines nichtlinearen, verstirkungsgeregelten Neurons i
und /; den Ausgang des linearen neuronalen Subsystems j (lineares Filter). Die w;; sind
Gewichtungsfaktoren, die einem zu bestimmenden Optimalkriterium geniigen, und c eine
additive Konstante. Interessanterweise wurde in (Yu und Lee, 2003) das Hodgkin- Huzley
(HH) sowie das Leaky-Integrate-and-Fire (LIF) Modell hinsichtlich ihres Antwortver-
haltens auf Variationen in der Stimulusintensitit untersucht. Dabei wurde festgestellt,
dafl diese Einzel-Neuronenmodelle ihrerseits bereits eine Verstarkungsregelung aufwei-
sen. Dabei ist zu beachten, dafl das LIF-Modell im Grunde linear ist, daher muf3 dieser
Effekt auf die nichtlineare Aktionspotentialgenerierung zuriickzufiihren sein, was bei die-
ser Untersuchung auch gefunden wurde.

Ad 6. In den letzten Jahren ist die weiter oben beschriebene spérliche Kodierung und
Independent Component Analysis zunehmend als Erkldrungsansatz fiir die lokalisier-
te und orientierungsselektive Verarbeitung im visuellen Kortex herangezogen worden. In
der Tat resultiert die Anwendung der ICA auf natiirliche Bilder in derartig selektiven re-
zeptiven Feldern. Nichtsdestotrotz kann leicht gezeigt werden, daf diese Losung zwar das

8Benachbart sei allgemein zu verstehen, es kann sich hierbei um eine értliche Nachbarschaft handeln
oder durchaus auch um eine funktionale (Orientierung, Radialfrequenz, etc.).
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lineare Optimum darstellt, aber dennoch massive statistische Abhéngigkeiten zwischen
den Wavelet-Komponenten (den ,unabhingigen“ Komponenten) bestehen, fiir Details
siehe Kap. 4. Im Besonderen bestehen substantielle Abhéngigkeiten zwischen Filtern mit
unterschiedlichen Radialfrequenzen (Auflésungen); dies ist hauptséchlich auf das hiufige
Auftreten von Kanten in natiirlichen Bildern zuriickzufiihren, da diese eine gekoppelte
Aktivitdt von Filtern mit gleicher Orientierung verursachen. Man kann daraus schlielen,
daB eine lineare Verarbeitung nicht geniigt, um die Struktur der statistischen Abhéngig-
keiten in natiirlichen Bildern zu eliminieren. Die vezata quaestio gliedert sich nun in
zwei Teilfragen: (i) welche nichtlineare Verarbeitung ist am Besten geeignet, um natiirli-
che Bilder effizient zu verarbeiten, und (i) wie manifestieren sich solche nichtlinearen
neuronalen Systeme in experimentellen Untersuchungen?

Wie noch gezeigt wird, ist ein zentraler Teil dieser Arbeit die Verarbeitung natiirlicher
visueller Stimuli durch eine UND-Verkniipfung von Frequenzkomponenten. Dies stellt
fiir die oben beschriebene statistische Frequenzkopplung eine addquate Kodiervorschrift
zur Ausniitzung der statistischen Abhéngigkeiten dar, da diese Einheiten nur bei signi-
fikanter Antwort mehrerer Filter aktiv werden.

Trotz der oben beschriebenen Vielfiltigkeit der Nichtlinearitdten im visuellen System
findet man dennoch héufig die Meinung, dafl lineare Systeme geniigen, um die Verar-
beitung prinzipiell zu beschreiben. Dies liegt unter anderem darin begriindet, dafl ein
neuronales System seine Nichtlinearitéit nicht in trivialer Art und Weise ,,offenbart®. Der
Artikel (Zetzsche und Nuding, 2005a) beschiftigt sich eingehend mit diesem Problem;
im Folgenden ein kurzes Exzerpt dieser Arbeit.

Gegeben sei ein eindimensionales, ortliches System?, bestehend aus dem Produkt zweier
iiberlappender Bandpésse. Durch entsprechende Simulationen konnte gezeigt werden,
daf

1. aufgrund der inhérenten Gleichrichtung in neuronalen Systemen kein Unterschied
zu einem hypothetischen linearen System ersichtlich ist, wenn das System mit den
iiblicherweise verwendeten Sinusgittern getestet wird,

2. die somit erhaltene Ubertragungsfunktion der linearen Hypothese mit der in ex-
perimentellen Untersuchungen gefundenen qualitativ iibereinstimmt,

3. die Antwort des nichtlinearen Systems auf typische Teststimuli (Spriinge und Bal-
ken) ebenfalls typische Charakteristika aufweisen, die auch experimentell auftau-
chen,

4. die Antwort auf den optimalen sinusférmigen Stimulus durch die Addition eines
zweiten Stimulus, der jedoch auflerhalb des linear gemessenen Frequenzgangs liegt,

9Die Ortsdomine birgt gegeniiber zeitlichen Systemen den Vorteil, dafl Kausalitétsiiberlegungen mar-
ginal werden.
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2 Informationsverarbeitung im visuellen System

inhibiert werden kann'®. Diese Inhibition, bzw. Frequenzinteraktion wurde experi-
mentell in (DeValois und Tootell, 1983) nachgewiesen.

Aus diesen qualitativen Untersuchungen kann geschlossen werden, dafl nichtlineare Sy-
steme mit einem UND-Verhalten beziiglich der im Signal enthaltenen Frequenzkompo-
nenten bei Verwendung von Standardtests durchaus ein lineares Verhalten aufweisen
kénnen. Nichtsdestoweniger besitzen diese Systeme ein grofies Potential zur Redun-
danzreduktion in natiirlichen Stimuli, welche zwingend eine substantielle nichtlineare
Verarbeitung benétigt (siehe auch Kapitel 3). Ein minimaler kritischer Test fiir diese
Systeme ist die Messung nicht mit einer einer Frequenz alleine, sondern mit Tupeln von
Frequenzkomponenten. In der Tat ist dies auch eine exakte Methode, um nichtlineare
Volterra-Wiener Systeme (Kapitel 5) zu charakterisieren.

0Genauer wird die Energie der Antwort bei der optimalen Frequenz reduziert, dies ist fiir die typi-
scherweise verwendeten neurophysiologischen Verfahren jedoch dquivalent.
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3 Nichtlineare Ansatze zur
Modellierung neuronaler
Informationsverarbeitung

In diesem Kapitel sollen die in dieser Arbeit verwendeten Ansétze zur Analyse und Mo-
dellierung der neuronalen Informationsverarbeitung im visuellen System kurz zusam-
mengefaf3t und verglichen werden. In Kap. 2 wurde die Bedeutung der effizienten Kodie-
rung natiirlicher Stimuli im visuellen System hauptséchlich von der Seite der Informati-
onstheorie beleuchtet, d.h. die Analyse der hochdimensionalen Verbundwahrscheinlich-
keitsdichte natiirlicher Bilder. Dies ist die wohl allumfassendste, aber auch in praxi die
unhandlichste Anschauungsweise, hier als expliziter Ansatz bezeichnet. Demgegeniiber
steht in Kap. 4 ein impliziter Ansatz, und zwar die Synthese eines bildverarbeitenden Sy-
stems auf der Basis der Optimierung der Gewichte eines neuronalen Netzes!. Schliefllich
wird in Kap. 5 ein approximativer Ansatz, gegeben durch die Polynomapproximation der
Verbundwahrscheinlichkeitsdichte natiirlicher Bilder (Kumulanten), bzw. die Volterra-
Reihenentwicklung, verwendet. Diese Ansétze haben einen komplementéren Charakter,
wie weiter unten genauer beschrieben wird, da ein jeder Ansatz zur Klarung bestimmter
Fragestellungen geeignet ist. Die Zustandsraumdarstellung, welche bereits in Abschnitt
2.4.1 in ihrer speziellen Form, der Signalraumdarstellung, eingefiihrt wurde, eignet sich
fiir eine gemeinsame Darstellung der verschiedenen Ansétze und erméglicht somit einen
direkten Vergleich.

3.1 Explizite, implizite und polynomiale Ansatze

3.1.1 Expliziter Ansatz: Zustandsraumdarstellung

Die Zustandsraumdarstellung wird hier als expliziter Ansatz eingefiihrt, da mir ihrer
Hilfe nichtlineare Verarbeitungsinstanzen und statistische Abhéngigkeiten explizit dar-

1Zwar ist formal die Implementierung nicht die der in der Theorie der neuronalen Netze gebriuchlichen,
jedoch ist das grundlegende Paradigma, ndamlich die Optimierung von Gewichten ohne Beriicksich-
tigung einer funktionalen Struktur, dieselbe.
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gestellt werden kénnen. Damit sind jedoch hohe Kosten verbunden, so daf3 eine Darstel-
lung nur fiir reduzierte Konfigurationen praktikabel ist, wie weiter unten gezeigt wird.
Der Vorteil dieser Darstellung liegt jedoch darin, daf einerseits spezifische Eigenschaf-
ten neuronaler Systeme leicht erkldrt werden konnen, und daf§ andererseits die unten
eingefiihrten Ansétze qualitativ miteinander verglichen werden kénnen.

Die Zustandsraumdarstellung ist die allgemeine Form der Signalraumdarstellung. In letz-
terer wird prinzipiell die Abbildung eines Signals 7 auf ein Bildsignal i durch eine i. A.
nichtlineare Transformation betrachtet (vgl. Kap. 2). Im neuronalen Substrat (beispiels-
weise im priméren visuellen Kortex V1) entspréche dies der Abbildung der Luminanz-
werte 7 auf eine neuronale Antwort us. Damit kann also eine neuronale Représentation,
bestehend aus den Antworten einer ganzen Population, als eine Koordinatentransforma-
tion des Originalraumes angesehen werden. Dabei ist von zentralem Interesse, wie die
Quellenstatistik durch die Transformation verindert wird. Im idealen rauschfreien Fall
sollte die Verbundstatistik der neuronalen Antworten separierbar sein, d.h. die Neurone
antworten statistisch unabhéngig voneinander. Dies fiihrt dann zu den in Abschnitt 2.5.2
beschriebenen Koordinatentransformationen (fiir unterschiedliche Anforderungen an die
Quellenstatistik).

Der einfachste Fall einer derartigen Koordinatentransformation ist eine lineare Transfor-
mation 7 = ATZ mit einer orthonormalen Matrix A. Dies entspricht dann einer einfachen
Rotation des Signalraums. So stellt beispielsweise

@;) N % (—11 D (2) (3.1)

eine Rotation des Signalraums um 45° dar. Die Darstellung im Signalraum ist in Abb.
3.1 gezeigt. Im Rahmen der neuronalen Informationsverarbeitung entspréchen dann 1,
und y, den Antworten zweier unterschiedlicher Neurone auf den Eingang (z1,z5). Die
Antwortflichen der neuronalen Antworten bilden im Allgemeinen Hyperflichen im Zu-
standsraum (Abb. 3.1(a,b)), woran man auch sofort die starken Einschrankungen solcher
linearer Orthogonaltransformationen erkennt. Das Ziel einer derartigen ,,Umkodierung*
des Eingangssignals ist eine Anpassung (Match) der (nicht-) linearen Antworten an die
Verbundstatistik der Quelle. Damit ist klar, dafl die Optimalitdt der linearen Trans-
formationen essentiell von starken Forderungen an die Quellenstatistik abhéngt. Dies
wurde anhand der linearen Transformationen KLT und ICA bereits in Abschnitt 2.5.2
erldutert; die Notwendigkeit nichtlinearer Transformationen zur optimalen Transformati-
on natiirlicher Bilder wird in Kap. 4 gezeigt. Nichtdestoweniger konnen auch komplizier-
te nichtlineare Abbildungen als Transformation im Signalraum aufgefafit werden; somit
kann gezeigt werden, wie sich die Volterra’schen UND-Verkniipfungen (Kap. 5) und die
nichtlineare Verstarkungsregelung (gain control) qualitativ von linearen Transformation
unterscheiden.

Ein anderer Aspekt ist die Betrachtung der Verteilung der Wahrscheinlichkeitsmasse im
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Abbildung 3.1: Lineare Transformation im Signalraum. (a), (b) Antwortflichen der trans-
formierten Komponenten aus Gl. (3.1) in Abhingigkeit des Eingangs und ihre entspre-
chende Konturdarstellung. (c) Diese Transformation entspricht einer 90°-Drehung des
Raumes.

Zustandsraum, speziell die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte natiirlicher Bilder. Wenn
von einer Anpassung neuronaler Transformationen an die Quellenstatistik die Rede ist,
so ist auch die Kenntnis der Quellenstatistik unabdingbar. Eine Méglichkeit den Aufbau
dieser Dichte nachzuvollziehen ist gegeben durch die Parametrierung typischer Bild-
merkmale wie z.B. Linien und Kanten. Eine kontinuierliche Anderung deren Parameter,
beispielsweise Orientierung, Kontrast und Position, resultiert in Trajektorien durch den
Signalraum, wie in (Zetzsche und Krieger, 2001b) genauer beschrieben wird. Obwohl die-
se Zustandsraumdarstellung theoretisch die volle Information beinhélt und somit eine
absolute und vollstdndige Beschreibung ermoglicht, ist man in der Praxis durch den be-
reits in Abschnitt 2.4 beschriebenen ,, Fluch der Dimensionalitéit® stark eingeschrankt. So
ist eine qualitative Darstellung jenseits zwei oder drei Dimensionen bereits kaum mehr
moglich und somit nicht viel informativer als klassische Zwei- oder Dreipunktstatisti-
ken. Erkennbar ist damit hauptséchlich die bereits bekannte Tatsache, dal benachbarte
Punkte hochgradig korreliert sind.

Eine Moglichkeit zur ,, Rettung® dieses Ansatzes liegt in der bisher noch nicht erlduter-
ten Dichotomie der Begriffe Zustandsraum und Signalraum. Diese soll verdeutlichen,
daBl es nicht notwendig ist, die Darstellung der Transformationen, bzw. Verteilungen
auf die Ebene der Originaldaten (Luminanzwerte der Pixel) zu begrenzen, sondern daf
bereits transformierte Gréfen ebenfalls als Basis dienen kénnen. So wurde beispielswei-
se die multivariate WDF natiirlicher Bilder in einem Wavelet-Zustandsraum gemessen
(Wegmann und Zetzsche, 1990a; Wegmann und Zetzsche, 1990b; Zetzsche und Krieger,
2001b). Dies entspricht der Verteilung der Koeffizienten orientierter Wavelets, analog
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Abbildung 3.2: Illustration der nichtlinearen Selektivitit und Generalisierung im Zu-
standsraum. (a) Selektivitidt entspricht einer eindeutigen Vorzugsrichtung, hier imple-
mentiert durch eine automatische Verstidrkungsregelung. (b) Generalisierung entstanden
aus dem Zusammenfassen quadrierter Komponenten, entsprechend dem Modell einer
Complex-Zelle. Gezeigt sind jeweils die Antwortflichen der nichtlinearen Einheiten und
ihre dquivalente Darstellung mittels Konturlinien. Nach (Zetzsche und Nuding, 2005b).

zu der Betrachtung in Abschnitt 4.1. Dies kann als die Verteilung zwischen bestimm-
ten Unterrdumen der wahren WDF verstanden werden und ermoglicht einen Einblick in
strukturelle Eigenschaften derselben. Damit konnte gezeigt werden, dafl eine Tendenz
zu einer sternférmigen Struktur der WDF im Raum der orientierten Wavelets existiert,
was in Ubereinstimmung mit einem i.i.d. sparse source-Modell fiir natiirliche Bilder ist
(Wegmann und Zetzsche, 1990a). Mit einer genaueren Analyse konnte jedoch nachge-
wiesen werden, dafl die Verteilung substantiell von einer linear separierbaren abweicht,
was die Grundlage fiir die in Kap. 4 erlduterte Synthese eines bildkodierenden nichtli-
nearen LNL-Systems darstellt. Wie in (Zetzsche et al., 1999; Zetzsche und Rohrbein,
2001) gezeigt wurde, empfiehlt die genaue Struktur dieser Verteilung eine Kodierung in
Polarkoordinaten. Die Phase dieser Représentation entspricht der , Art der Signaldnde-
rung®, und der Betrag kodiert die ,,Stirke der Signaldnderung® (Wegmann und Zetzsche,
1990a). Diese Merkmale konnen als die fundamentalen Eigenschaften einer neuronalen
Représentation betrachtet werden. Einerseits als eine Art nichtlinearer Selektivitdit, gege-
ben durch eine bestimmte Vorzugsrichtung (Phase) im Zustandsraum, und andererseits
eine Generalisierung, entsprechend dem Betrag des Vektors. Zwei mogliche Realisie-
rungen dieser Selektivitdt und Generalisierung sind in der Zustandsraumdarstellung in
Abb. 3.2 gezeigt. Die neuronale Einheit in Abb. 3.2(a) stellt eine hochgradig selek-
tive Instanz beziiglich ihrer Eingangsgroflen dar, da sie nur auf eine ganz bestimmte
Richtung im Zustandsraum antwortet. Die Selektivitdat wurde durch das Modell einer
Verstarkungsregelung, entsprechend Gl. (2.27) erreicht. Die Einheit in Abb. 3.2(b) hin-
gegen ist gekennzeichnet durch ein invariantes Verhalten, es wird lediglich die Energie
des Signals kodiert, unabhéngig von der Richtung im Raum. Dies wurde erreicht durch
das Summieren quadrierter Komponenten (y = x7 + 3), entsprechend dem Modell der
Complex-Zelle, das in Abschnitt 5.2.3 vorgestellt wird.

Dieses Konzept fiigt sich hervorragend in die in dieser Arbeit besprochenen Ansétze
zur Kodierung natiirlicher Bilder ein. So ist die im visuellen Kortex implementierte
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spérliche und {iibervollstdndige Reprisentation gekennzeichnet durch eine hochgradige
Selektivitit, wobei ebenfalls nachgewiesen ist, dal ein ebenso hohes Mafl an Invarianz,
bzw. Generalisation besteht; im einfachsten Fall die Phaseninvarianz kortikaler Complex-
Zellen. Wie sich dieses Konzept mit dem Modell des LNL-Systems und der Volterra-
Wiener-Systeme vereinbaren 148t, wird im Folgenden gezeigt.

3.1.2 Impliziter Ansatz: Neuronale Netze

Die direkte oder explizite Beschreibung der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte natiirli-
cher Bilder sowie deren Transformation beim Passieren nichtlinearer Systeme, wie im
letzten Abschnitt beschrieben, kann auch implizit erfolgen. Algorithmen, die auf neuro-
nalen Netzen oder ahnlichem basieren, konnen als derartige implizite Ansétze verstanden
werden. Hierbei wird ein neuronales Netz an die Statistik der Quelle entsprechend ei-
nes Optimierungskriteriums angepafit. So ist beispielsweise die KLT, bzw. PCA, ein
impliziter Ansatz, bei welchem ein einstufiges neuronales Netz anhand der Quellenstati-
stik optimiert wird?. Das Optimierungskriterium basiert hierbei auf Statistiken zweiter
Ordnung und wird entsprechend den bekannten Eigenschaften der KLT gewahlt, also
beispielsweise Minimierung des geometrischen Mittels der Varianzen der transformier-
ten Koeffizienten. Auch die ICA ist ein Angehoriger dieser Klasse. Hierbei wird jedoch
als Optimierungskriterium haufig die Maximierung der Randentropien gewéhlt, wie in
Abschnitt 2.5.2 bereits beschrieben. Mit dieser konnte gezeigt werden, dafl die Annah-
me der statistischen Unabhéngigkeit zu orientierten und lokalisierten rezeptiven Feldern
dhnlich denen der Simple-Zellen im visuellen Kortex fiihrt?.

Aufgrund der inhdrenten Beschrdnkungen des einstufigen linearen Ansatzes ist eine Er-
weiterung hin zu nichtlinearen mehrstufigen neuronalen Netzen ein logischer néchster
Schritt. Dies stellt die Motivation fiir die Synthese des zweischichtigen Linear-Nichtlinear-
Linear (LNL) Systems aus Kap. 4 dar. Wie dort noch ausfiihrlich gezeigt wird, ist dieses
System in der Lage, die in den linearen Wavelet-Koeffizienten verbleibenden statistischen
Abhéngigkeiten hoherer Ordnung durch eine simple Aufspaltung in ON- und OFF-
Anteile in Korrelationen zweiter Ordnung zu transformieren, welche in einer einfachen
finalen linearen Transformation wiederum eliminiert werden konnen. Diese Lernproze-
dur fiithrt nicht nur zu interessanten und vorteilhaften Merkmalen fiir die Kodierung und
Kompression natiirlicher Bilder, sondern auch zu einem Antwortverhalten, das deutli-
che Parallelen zur Verarbeitung im visuellen Kortex aufweist. Man kann beispielsweise
die Phaseninvarianz kortikaler Complex-Zellen, die Léngenabstimmung von endinhibier-
ten Simple-Zellen, oder auch die Kombination dieser Effekte, entsprechend kortikaler
Hypercomplex-Zellen beobachten (Zetzsche und Réhrbein, 2001; Nuding, 2002). Ebenso

?Die KLT ist ein Sonderfall, da hier auch rein analytische Losungen existieren, fiir praktische Zwecke
wird aber hiufig eine Implementierung mittels neuronalen Netzen gewé#hlt (Hebb’sches Lernen).
3Auch wenn diese in der Tat iiberhaupt nicht erreicht wird.
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Abbildung 3.3: Zwei Einheiten einer reduzierten LNL-Architektur aus Kap. 4 im Zustands-
raum. Die Antwortflichen bestehen aus zusammengesetzten (Hyper-) flichen, womit im
hochdimensionalen beliebige Funktionen approximiert werden kénnen. Somit sind auch
die basalen Funktionen der Selektivitit (a) und der Invarianz (b) realisierbar.

kénnen die beschriebenen grundlegenden Funktionen der Selektivitdt und Generalisie-
rung erreicht werden. Stellt man ein (stark reduziertes) LNL-System im Zustandsraum
entsprechend Gl. (4.14) dar (§ = LN L[Z]), so kann fiir entsprechende Kombinationen
der linearen Gewichte leicht ein derartiges Verhalten synthetisiert werden, siehe Abb.
3.3. Damit verwandt ist auch die Slow Feature Analysis (Berkes und Wiskott, 2004),
sowie die zweischichtige Architektur, die in (Hyvérinen und Hoyer, 2001) vorgestellt
wurde.

Ferner konnte ich in (Nuding und Zetzsche, 2006) zeigen, daf ein derartiges LNL-System
zu vergleichbaren Selektivitdten gegeniiber verschiedenen Stimulusklassen fiithrt wie in
neurophysiologischen Experimenten gefunden wurde. Ebenso fithrt dieser Ansatz zu sub-
stantiellen Interaktionen zwischen Frequenzen unterschiedlicher Skalen, ein Hinweis auf
die Prddominanz von Kanten und Linien in natiirlichen Bildern (siehe hierzu auch die
Abschnitte 4.5 und 4.6).

Der Nachteil dieser Ansétze ist jedoch genau ihre implizite Natur, da einerseits nur
Projektionen der wahren Verbunddichte analysiert werden und somit keine strukturel-
len Eigenschaften der Statistik erkennbar sind, und andererseits die Ergebnisse keine
einfache funktionale Interpretation im Sinne realisierbarer Modelle gew&hren.

3.1.3 Polynomialer Ansatz: Polyspektren und
Volterra-Wiener-Systeme

Die beiden vorgestellten Ansétze der Zustandsraumbeschreibung und der neuronale Net-
ze konnen als Extremfille betrachtet werden, die sozusagen die beiden Enden eines
Spektrums darstellen. Die in dieser Arbeit an intensivsten verwendete Methode ist die
der Approximation mittels Potenzreihen. Auf Seite der Analyse und Darstellung der
Statistik natiirlicher Bilder sind dies Spektren hoherer Ordnung, im Besonderen das
Bispektrum. Der Begriff Potenzreihenentwicklung der Statistik liegt darin begriindet,
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daBl die Kumulanten die Koeffizienten der Taylor-Reihenentwicklung der zweiten cha-
rakteristischen Funktion darstellen (vgl. Abschnitt 5.1). Im Gegensatz zu herkommli-
chen Betrachtungsweisen (Autokorrelation und Leistungsdichtespektrum) ermdoglichen
Polyspektren prinzipiell eine vollstdndige Beschreibung der statistischen Eigenschaften.
Doch auch hiermit kann aufgrund Stabilitdts- und Darstellungsbeschrankungen nur ein
relativ niedriger Approximationsgrad betrachtet werden. Nichtsdestoweniger sind bereits
im Spektrum dritter Ordnung (Bispektrum) relevante Informationen iiber die statisti-
schen Bindungen zwischen unterschiedlichen Frequenzkomponenten enthalten, was eine
wesentliche Generalisierung darstellt.

Auf Seite der Modellierung, bzw. Synthese nichtlinearer Systeme ist der polynomiale An-
satz durch die Volterra-Wiener Systemtheorie gegeben. Die Frage ist nun, welche Klasse
von Fldchen durch diese im Zustandsraum dargestellt werden kénnen. Betrachtet man
den einfachen Fall eines quadratischen Volterra-Systems, so ist klar, daf§ es sich aufgrund
der quadratischen Form (siehe Gl. (5.65)) um eine Untergruppe der Flachen zweiter Ord-
nung handeln muf. Diese sind im Allgemeinen durch ihre Normalform definiert (Rade
und Westergren, 1997):

Lt + Ly + l3as + 2dxs +e = 0. (3.2)

Die Eingangs- Ausgangsrelation eines quadratischen Volterra-Systems nimmt fiir zwei
Eingénge die Form
Yy = hnl’% -+ th.ﬁL’% + h12.§L’1.T2 (33)

an. Man beachte, dafl dies nicht notwendigerweise direkt mit Luminanzwerten von Pixeln
korrespondiert, da man hier vom allgemeinen Zustandsraum ausgeht, d.h. die x; kénnen
beispielsweise auch die Koeffizienten von orientierten Filtern darstellen. Daraus kann die
Matrix A sowie der Vektor b der allgemeinen Form

Q(F) = TTAZ + 2077 + ¢ (3.4)

einer Quadrik Q(Z) abgeleitet werden (z3 dieser Form entspricht in Gl. (3.3) y):

hip ™20 . 0
A= (12 hy 0], b=1| 0 |, c=0. (3.5)
0 0 0 -1

Die Normalform kann aus dieser Darstellung durch die Berechnung der Eigenwerte und
-vektoren erhalten werden. Bei dieser Berechnung erkennt man leicht, dafl ein Eigenwert
identisch Null ist. Man erhélt also eine degenerierte Normalform, was darin begriindet
liegt, dafl das Glied y?, bzw. z2 fehlt. Damit konnen mittels eines Volterra-Operators
genau zwei Quadriken realisiert werden:

e hyperbolische Paraboloide und
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Abbildung 3.4: Mégliche Antwortflichen eines quadratischen Volterra-Operators. (a) Hy-
perbolisches Paraboloid, (b) elliptisches Paraboloid. (c) Hyperbolisches Paraboloid mit
Ausgangsgleichrichtung und (d) zudem mit gleichgerichtetem Eingang.

e clliptische Paraboloide.

Diese sind beispielhaft in Abb. 3.4(a,b) mit ihren entsprechenden Konturliniendarstel-
lungen abgebildet. Die hyperbolische Realisierung des quadratischen Volterra-Operators
(a) entspricht genau der in Kap. 5 ausfiihrlich beschriebenen UND-Selektivitét, und gibt
damit einer Richtung im Zustandsraum einen Vorzug. Dies korrespondiert also mit einer
beziiglich des Zustandsraums erhohten Selektivitét, vergleichbar mit der Selektivitét der
Verstarkungsregelung (Abb. 3.2a) und LNL-Approximation (Abb. 3.3a). Zudem erkennt
man sofort, dal auch die fundamentale Funktion der Generalisierung leicht zu erreichen
ist, siche Abb. 3.4(b). Speziell wenn die Achsen die Ausgéinge eines Quadraturfilter-
paares darstellen, erhélt man genau das in Abschnitt 5.2.3 vorgestellte Modell einer
Complex-Zelle. Die Eigenschaft der nichtlinearen Selektivitdt wird deutlicher, wenn zu-
dem gleichrichtende Nichtlinearitdten mit in Betracht gezogen werden, was im Kontext
der neuronalen Informationsverarbeitung durchaus géngig ist. Dies ist in Abb. 3.4(c,d)
fiir den Fall einer einfachen Ausgangsgleichrichtung, bzw. einer zusétzlichen Eingangs-
gleichrichtung gezeigt.

3.2 Extra-klassische Effekte im Zustandsraum

Als extra-klassisch werden in der Neurophysiologie Effekte bezeichnet, bei welchen ein
Stimulus auferhalb des klassischen rezeptiven Feldes die Antwort auf einen Stimulus
innerhalb modulieren kann. Diese Effekte werden im Detail in Kapitel 5 beschrieben und
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(b)

Abbildung 3.5: Darstellung extra-klassischer Effekte im Zustandsraum fiir nichtlineare
selektive Mechanismen (a,b) und das Analogon fiir linearen Mechanismen (c,d). Details
siehe Text.

mittels quadratischen Volterra-Systemen modelliert. Anhand einfacher Uberlegungen im
Zustandsraum wird klar, wie einfach diese ,,ominosen* extra-klassischen Effekte bei einer
zugrundeliegenden selektiven Nichtlinearitéit auftreten konnen, und wie sie zu deuten
sind.

Dazu betrachtet man ein hypothetisches Neuron mit einer hochgradigen Selektivitét,
d.h. mit einem dhnlichen Antwortverhalten wie bereits in Abb. 3.2(a) dargestellt. Es
sollen nun zwei Effekte anhand einer derartigen Antwortfliache erklért werden. (i) Ein
bilineares Antwortverhalten, bei welchem zwei einzelne Stimuli keine Antwort evozieren
kénnen, wohl aber deren Kombination, und (i) die Suppression der Antwort auf einen
optimalen Stimulus durch die Addition eines zweiten Stimulus, der fiir sich alleine keine
Antwort verursacht?.

Betrachtet man Abb. 3.5(a), so erkennt man, dafl zwei Stimuli, gegeben durch die schwarz
eingezeichneten Vektoren, fiir sich alleine keine Antwort auf einer derartigen Antwort-
fliche hervorrufen kénnen. Die lineare Summe der beiden Stimuli jedoch, gegeben durch
die vektorielle Addition der Einzelstimuli, zeigt genau in die Vorzugsrichtung der nicht-
linearen Selektivitédt, und stellt somit den optimalen Stimulus dar.

4Dies ist nicht ganz konsistent mit der in Kap. 5 verwendeten Bezeichnung, soll aber hier der Einfach-
heit halber unter dem Begriff | extra-klassisch“ subsumiert werden.
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Eine etwas kompliziertere Darstellung ergibt sich, wenn beispielsweise die SILLITO- oder
SHEVELEV-Effekte (vgl. Abschnitt 5.2.4) im Zustandsraum erkldrt werden. Dies ist in
Abb. 3.5(b) illustriert und zeigt, daff ein Stimulus, der fiir sich alleine keine Antwort
hervorruft (nicht eingezeichnet, dies wéren die in den Ursprung verschobenen Pfeile)
durchaus die Antwort auf einen effektiven Stimulus modulieren kann. Gezeigt ist, daf
im Extremfall ein und derselbe Stimulus, wenn er zu einem anderen Stimulus (also an
einer anderen Stelle des Raums) aufaddiert wird, zu vollig unterschiedlichen Resultaten
fithren kann. Es kann zu einer Erhohung (Exzitation) oder auch Unterdriickung (Inhi-
bition) der Antwort fithren. Obwohl trivialerweise eine derartige Selektivitét fiir lineare
Mechanismen per Definition nicht erreichbar ist, kann dies auch in der Zustandsraum-
darstellung noch verdeutlicht werden. Daher sind in Abb. 3.5(c,d) die gleichen Stimu-
luskonfigurationen fiir eine lineare Antwortfliche gezeigt, woraus ersichtlich ist, daf} die
oben beschriebenen extra-klassischen Effekte hierbei nicht auftreten kénnen.

3.3 Nichtlineare Partitionierung des Zustandsraums

Bereits in Kap. 2 wurde der Begriff der spérlichen und verteilten Kodierung eingefiihrt.
Im Kontext neuronaler Netze, bzw. linearer Optimierung wird dies haufig als Motivati-
on fiir ICA-&hnliche Algorithmen verwendet, da diese typischerweise die Kurtosis, ergo
die Sparlichkeit, maximieren. Nun liegt aber, von formalen Definitionen abgesehen, die
Spérlichkeit einer neuronalen Repréisentation nicht per se in der hohen Kurtosis der Ant-
wortverteilung, sondern daran, dal die Neurone hochgradig selektiv antworten. Zudem
findet sich in einigen ICA-Implementierungen das Prinzip der Ubervollstindigkeit, d.h.
es wird von einer Reprisentation ausgegangen, die mehr neuronale Elemente (im linea-
ren Fall sind das Basisvektoren) besitzt, als fiir eine ein-eindeutige Abbildung notwendig
wéren. Wenn aber nun dieses Problem in den Zustandsraum iibertragen wird, so kann
man sich leicht klar machen, daf} eine tatséchlich spérliche Repréasentation mit linearen
Transformationen nicht erreicht werden kann, und daf8 das Prinzip der Ubervollstéandig-
keit ein irrefithrender Begriff ist.

In Abb. 3.6(a) sind vier selektive nichtlineare Einheiten mit jeweils unterschiedlicher
Vorzugsrichtung im Zustandsraum dargestellt. Bei Verwendung von geniigend solcher
Einheiten kann leicht der gesamte Raum abgedeckt werden und so eine ein-eindeutige
Repriisentation erreicht werden (in der Abb. rechts dargestellt). Klassischerweise wiirde
man in diesem Fall von einer iibervollstdndigen Représentation sprechen, da zur Dar-
stellung zweier Eingangsgrofien insgesamt 12 nichtlineare Einheiten verwendet werden.
Wie allerdings bereits qualitativ der Abbildung zu entnehmen ist, kann hier nicht von
Ubervollstiandigkeit gesprochen werden, da aufgrund der hochgradigen Selektivitit der
Einheiten alle fiir eine ein-eindeutige Repréisentation benotigt werden. Wendet man eine
dhnliche Konfiguration auf lineare Einheiten an, wie in Abb. 3.6(b) gezeigt ist, so ergibt
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Abbildung 3.6: Darstellung einer Partitionierung des Zustandsraums mit nichtlinearen,
hochgradig selektiven Einheiten (a), sowie mit linearen Einheiten (b). Nur bei der Konfi-
guration in (b) kann man tatsichlich von einer iibervollstindigen Reprisentation sprechen.

sich tatséchlich eine iibervollstdndige und redundante Représentation. Dies liegt an der
mangelnden Selektivitét linearer Einheiten, wie bereits anderswo gezeigt (Zetzsche und
Rohrbein, 2001; Zetzsche und Nuding, 2005b)

Im Allgemeinen kann das Kodierziel bei Verwendung einer selektiven nichtlinearen Re-
priasentation als die Anpassung an die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte im Zustands-
raum verstanden werden. Dabei werden Regionen mit hoher Wahrscheinlichkeitsdichte
durch eine Vielzahl extrem selektiver Einheiten reprisentiert, wohingegen Regionen mit
nahezu keiner Auftrittswahrscheinlichkeit durch Einheiten mit einer sehr breiten Abstim-
mung dargestellt werden konnen. Dies ist direkt verwandt mit dem Prinzip der Vektor-
Quantisierung, die ebenfalls entsprechend der Auftrittswahrscheinlichkeit kodiert. Dieses
Kodierschema ist in Abb. 3.7 illustriert, wobei die Wahrscheinlichkeitsdichte durch Lu-
minanz kodiert ist.

Abbildung 3.7: Nichtlineare Partitionierung des Zustandsraums in Abhéingigkeit der
‘Wahrscheinlichkeitsdichte. Regionen mit hoher Wahrscheinlichkeit werden hher aufgeldst
durch selektivere und dementsprechend mehr Einheiten. Dieses Schema birgt eine hohe
Ahnlichkeit zu einem Vektor-Quantisierer.
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Als Realisierung solch selektiver Einheiten eignen sich, wie in den letzten Abschnit-
ten gezeigt wurde, hyperbolische Volterra-Operatoren und eine Verstérkungsregelung
entsprechend Gl. (2.27) und Abb. 3.2. In (Zetzsche und Rohrbein, 2001; Zetzsche und
Nuding, 2005b) wird zudem gezeigt, wie eine Verstirkungsregelung im Detail zu einer
erhohten Selektivitéit fithrt und wie diese im Zusammenhang mit den UND-Operationen
der Volterra-Systeme verstanden werden kann.
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4 Synthese eines nichtlinearen
LNL-Systems zur Bildkodierung

Ein lineares Mehrkanalmodell fiir die Merkmalsextraktion und Bildkodierung kann, wie
bereits in Kapitel 2 gezeigt, durch die Anwendung statistischer Optimierungsalgorith-
men, wie die Principal Component Analysis (PCA) oder die Independent Component
Analysis (ICA), abgeleitet werden. Fiir typische natiirliche Grauwertbilder resultiert die
Applikation von ICA in Gabor-artigen Wavelets (Olshausen und Field, 1997). Diese
Wavelet-Filter weisen eine hohe Ahnlichkeit zu Neuronen im visuellen Kortex auf (De-
Valois und DeValois, 1990; Olshausen und Field, 1997) und eine Vielzahl technischer
Anwendungen hat bewiesen, dafl diese auch fiir die Bilddatenkompression zu hervorra-
genden Ergebnissen fiihren (Vetterli und Kovacevic, 1995; Cosman et al., 1996; Marcel-
lin et al., 2000). Nichtsdestotrotz besitzt ein linearer Ansatz inhérente Beschrankungen,
weshalb es also durchaus gerechtfertigt ist, nach einer Erweiterung hin zu nichtlinearen
Verfahren zur Bildkodierung zu suchen. Dabei sind vorrangig drei Punkte zu klaren: (%)
Existieren iiberhaupt substantielle statistische Abhéngigkeiten im optimalen linearen
Kode? (ii) Konnen addquate nichtlineare Transformationen gefunden werden, die die-
se statistischen Abhéngigkeiten eliminieren, respektive reduzieren? (7ii) Ist es moglich,
eine diese Transformationen realisierende Architektur zu finden, unter Erhaltung der
Rekonstruktionsfahigkeit?

In diesem Kapitel werden diese Fragen im Detail eruiert. Dazu wird zuerst in Ab-
schnitt 4.1 die Existenz von statistischen Abhéngigkeiten zwischen den linearen Wavelet-
Koeffizienten empirisch bewiesen, um anschliefend in Abschnitt 4.2 zu demonstrieren,
wie einfache rektifizierende Nichtlinearitdten in der Lage sind, diese zu transformie-
ren. Genauer hat diese Rektifizierung der linearen Koeffizienten das Potential, statisti-
sche Abhéngigkeiten hoherer Ordnung (teilweise) in statistische Abhéngigkeiten zweiter
Ordnung (Korrelationen) zu transformieren. Diese Transformation ermdéglicht es nach-
folgenden linearen Transformationen, diese Korrelationen wiederum zu eliminieren. Dies
motiviert den Aufbau einer zweischichtigen Architektur mit intermediéirer Rektifizie-
rung, erldutert in Abschnitt 4.3, sowie in (Nuding und Zetzsche, 2003; Nuding und
Zetzsche, 2006). Die Ergebnisse der statistischen Optimierung der Ausgangsschicht mit
PCA und ICA, sowie die korrespondierenden Basisfunktionen, sind ebenfalls in diesem
Abschnitt gezeigt. Durch Implementierung eines einfachen Codecs ist es moglich, ei-
nerseits die Rekonstruktionsfahigkeit zu zeigen, und andererseits die Moglichkeit eines
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Abbildung 4.1: Statistische Abhéngigkeiten zwischen den Koeffizienten einer linearen Fil-
terbank. (a) Schema der linearen Filterbank, (b) Iso-Wahrscheinlichkeitsfliichen der mul-
tivariaten WDF dreier hypothetisch statistisch unabhiingiger Wavelet-Koeffizienten, (c)
gemessene Verbund-WDF.

Kodierungsgewinns durch sukzessives Eliminieren von nichtlinearen Koeffizienten und ei-
ner varianzabhingigen Bitallokation zu demonstrieren. Der Vergleich mit einem linearen
Referenz-Codec liefert weitere Evidenz fiir die Vorteile des nichtlinearen Zweischicht-
Systems. Desweiteren wird die Rolle von unterschiedlichen lokalen Strukturklassen des
Systems analysiert (Abschnitt 4.4). In Abschnitt 4.5 werden nichtlineare Interaktionen
zwischen unterschiedlichen Frequenzkomponenten analysiert und die Moglichkeit der
sukzessiven Erweiterung hin zu einem Mehrschicht-System aufgezeigt. Zum Abschluf3
werden in Abschnitt 4.6 einige Aspekte beziiglich der biologischen Relevanz des Systems
diskutiert, vgl. hierzu (Nuding und Zetzsche, 2006).

4.1 Statistische Abhangigkeiten zwischen linearen
Wavelet-Koeffizienten

Obwohl gemeinhin angenommen wird, dafl die Independent Component Analysis auch
tatséchlich statistisch unabhéngige Koeffizienten liefert, gilt dies nicht a priori fiir den
Fall allgemeiner multivariater Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (vergleiche hierzu die
Diskussion in Abschnitt 2.7). Die Abhéngigkeiten zwischen den Koeffizienten iiber ort-
liche und spektrale Dimensionen hinweg wurde bereits von WEGMANN UND ZETZ-
SCHE und anderen nachgewiesen (Wegmann und Zetzsche, 1990a; Zetzsche et al., 1993c;
Schwartz und Simoncelli, 2001; Zetzsche und Krieger, 2001b). Dieser Effekt ist in Abb.
4.1 illustriert. Wiirde die Hypothese der statistischen Unabhéngigkeit von orientierungs-
selektiven, selbstdhnlichen Wavelet-Koeffizienten halten, so miifite notwendigerweise gel-
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ten, dafl die Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion gleich dem dyadischen Produkt
der Randdichten ist:

flxy, 2o, o) = f(21) - fz2) -+ fan). (4.1)

In Abb. 4.1(b) ist die hypothetisch unabhingige Dichte (in der Darstellung als Iso-
Wahrscheinlichkeitsfldchen) fiir die Amplitudenverteilung dreier Wavelets gezeigt. Zwei
sind aus einer hoher auflésenden Schicht mit Orientierungen +10° und —10°, das drit-
te aus einer niedriger auflssenden Schicht mit Orientierung 0°!. Bei Betrachtung der
empirisch bestimmten Verbunddichte, sieche Abb. 4.1(c), kann man leicht erkennen, daf
diese deutlich vom hypothetischen Idealfall abweicht und somit substantielle statisti-
sche Abhéngigkeiten in den Wavelet-Koeffizienten verbleiben. Dies impliziert, daf eine
lineare Transformation fiir natiirliche Bilder prinzipiell suboptimal ist, da die Wavelet-
Basis bereits das lineare Optimum darstellt?. Weitere lineare Transformationen dieser
Koeffizienten konnen selbstverstandlicherweise keinen weiteren Gewinn erzielen, da auf-
einanderfolgende lineare Transformationen wiederum in einer linearen Transformation
resultieren, und auch diese nicht besser als das Optimum sein kann. Dies kann auch
direkt aus der Form der Verbunddichte geschlossen werden: Die ungefdhre Rotations-
symmetrie kann durch eine weitere lineare Transformation nicht erfaf3t werden, da diese
auf eine Rotation und Scherung des Koordinatensystems beschréankt ist.

Um diese statistischen Abhéngigkeiten fiir einen Kodierungsgewinn zugénglich zu ma-
chen, muf} ein nichtlineares System folgende Bedingungen erfiillen: (i) Transformation
oder Eliminierung der Abhingigkeiten und (7i) Bewahrung der Invertierbarkeit. Wéhrend
die zweite Bedingung fiir lineare Systeme (aufler in degenerierten Sonderfillen) in rerum
natura gegeben ist, muf dies im allgemeinen Fall nichtlinearer Systeme explizit bewiesen
werden. Daher wird im Folgenden eine einfache nichtlineare Architektur untersucht, die
beide Bedingungen erfiillt.

4.2 Nichtlineare Transformation der statistischen
Abhangigkeiten

Die hier verwendete bipolare Einweggleichrichtung 148t sich beschreiben als:

v; — {vIN WY = INTv], N [wi]}, (4.2)

i Y -

!Die Absolutwerte der Orientierung sind irrelevant, da von einer Isotropie der Statistik natiirlicher
Bilder ausgegangen werden kann.

2Wie bereits erwahnt, entspricht die Wavelet-Basis der auf Basis von natiirlichen Bildern optimierten
ICA-Basis, kann also als das lineare Optimum angesehen werden
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log{ f(ve)} log{ f(v,)}

(I
log{ f (v, v7™)}
p=0,22 :
=
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~
Ve Ve vON

Abbildung 4.2: Transformation von statistischen Abhingigkeiten h6herer Ordnung in Kor-
relationen zweiter Ordnung. Durch Vergleich der unkorrelierten gemessenen Verbund-
dichte (mittig) mit der statistisch unabhingigen (links) erkennt man die Abhingigkeiten
héherer Ordnung. Diese konnen teilweise durch eine einfache Halbweg-Gleichrichtung in
Korrelation zweiter Ordnung transformiert werden (rechts).

mit den gleichrichtenden Nichtlinearitédten

N+[UZ‘] = H[UZ] - U; (43)

‘H bezeichnet hier den Einheitssprung, oder auch HEAVISIDE-Funktion. Im Folgenden
wird gezeigt, dafl diese simplen gedéchtnislosen Nichtlinearitéten das Potential besitzen,
Korrelationen hoherer Ordnung teilweise in Korrelationen zweiter Ordnung zu trans-
formieren. Dazu betrachtet man den Effekt dieser einfachen Halbweg-Gleichrichtung
auf die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte zweier Wavelet-Koeffizienten. Als kanonisches
Beispiel werden hier die Koeffizienten eines gerade- und eines ungeradesymmetrischen
Filters (ve, v,) untersucht, da diese per Definition unkorreliert sind (Zetzsche et al., 1999).

In Abb. 4.2 ist zu erkennen, dafl die gemessene VWDF f(v.,v,) zwar unkorreliert
(in diesem Fall rotationssymmetrisch) ist, aber dennoch deutlich von der hypothetisch
unabhédngigen abweicht, signalisierend, dafl hier statistische Abhéangigkeiten hoherer
Ordnung zwischen den Koeffizienten existieren miissen. Nach der Gleichrichtung, also

{ve; v} — {vON WOFE, yON HOFEF gind diese teilweise in Korrelationen zweiter Ordnung
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4.2 Nichtlineare Transformation der statistischen Abhéngigkeiten

transformiert, wie beispielhaft fiir f(vOY, v9N) gezeigt ist3. Notabene: Fiir den Fall einer
tatsédchlich unabhéngigen Verteilung resultiert die Gleichrichtung in einem Korrelations-
koeffizient (KK) identisch Null, d.h. die nach der Transformation auftretenden Korrela-
tionen sind kein Artefakt der Verarbeitung. Fiir eine ausfiihrlichere Aufstellung iiber die
Zusammenhénge zwischen den Korrelationskoeffizienten unterschiedlicher Konfiguratio-
nen sei der Leser auf (Zetzsche und Rohrbein, 2001) sowie (Nuding, 2002) verwiesen. Den
prinzipiellen Mechanismus, der zu diesen Transformationen der statistischen Abhéngig-

keiten fiihrt, kann man anhand eines simplen diskreten Beispiels anndhernd erkléren.

Beispiel. Gegeben sei eine diskrete Verbunddichte p(z,y), entsprechend Abb. 4.3. Diese hat
als freie Parameter die Massen auf den Achsen (b), sowie die Massen auf den Diagonalen (a).
Der Wert im Ursprung ergibt sich aus der Forderung fiir WDFen,

//pxy(x,y) ~dzdy = 1. (4.5)

Damit ergibt sich die erste Randbedingung, da die Masse im Ursprung positiv sein muf:

1

Diese Verteilung ist statistisch unabhéngig, wenn folgende Bedingung hilt:
a = 4a® 4 4ab + b2 (4.7)
Rein rechnerisch ergibt sich durch Losen der quadratischen Gleichung bei freier Wahl des

Parameters b:
1—4b+V1-38b
= 2 .
Also gilt als Nebenbedingung fiir die statistische Unabhéngigkeit, daf§ b in einem gewissen
Intervall zu liegen hat:

(1172 (48)

0<b< (4.9)

1
3
Ausgedriickt mit den Massen auf den Diagonalen und Achsen, a,b ergibt sich fiir den Korre-
lationskoeffizienten nach der Einweggleichrichtung der folgende Ausdruck, dargestellt in Abb.

4.3:
a — 4a? — 4ab — b?

= 4.1
PXY = oy —4a® —4ab+ b— b2 (4.10)
Dieser 148t sich erheblich vereinfachen, wenn zwei Hilfsgroflen eingefiihrt werden:
e = a+b (4.11)
v = a-—4a® — 4ab—b°. (4.12)

Dabei kann € als reziproker Spérlichkeitsparameter betrachtet werden, fiir kleine Werte liegt
der Grofiteil der Masse im Ursprung und fiir grole Werte im Auflenbereich. Die Groflie v ergibt

3Der Korrelationskoeffizient liegt bei anderen Konfigurationen (ON-OFF, unterschiedliche ortliche
Positionen) deutlich hoher, dieses Beispiel wurde aber aus Griinden der Klarheit gewiihlt.
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Abbildung 4.3: Links: Diskrete Verbunddichte zur Illustration der Transformation der sta-
tistischen Abhéngigkeiten durch die bipolare Rektifizierung. Mitte: KK nach der Gleich-
richtung in Abhingigkeit von a und b, rechts in Abhingigkeit von v und e.

sich aus Gl. (4.7) und kann als Abweichung von der statistischen Unabhéngigkeit interpretiert
werden. Daraus ergibt sich nun der folgende, vereinfachte Zusammenhang zwischen dem Kor-
relationskoeffizient nach der Gleichrichtung, dem Grad der Spérlichkeit und der Abweichung
der tatséchlichen Verbunddichte von der hypothetisch unabhéngigen Verteilung:

PXY = (4.13)

e—i—’y'

Dieses Ergebnis 148t die folgenden Implikationen zu:

e Fiir kleines ¢, d.h. grofie Spérlichkeit, geht der Korrelationskoeffizient nach der Gleich-
richtung gegen 1.

e Fiir grofles «, d.h. starke Abweichung von der statistischen Unabhé#ngigkeit, geht der
Korrelationskoeffizient ebenfalls gegen 1.

4.3 Eine invertierbare nichtlineare Architektur

Die Invertierbarkeit ist im Allgemeinen fiir nichtlineare Signalverarbeitungsmechanis-
men nicht gegeben. Verwendet man beispielsweise eine geradesymmetrische Nichtlinea-
ritit (vV5 = v?",n € N\ {0}) oder das Produkt einiger Koeffizienten (v/V4 = v; - v;),
so ist die Information iiber das Vorzeichen der einzelnen Koeffizienten verloren. Mit der
hier verwendeten Architektur ist es jedoch moglich, ohne zusétzliche Regeln auf das
Eingangssignal zuriickzurechen, weshalb sich diese auch fiir die Applikationsdoméne der
Bildkodierung anbietet. Die einzige Bedingung, die fiir die Invertierbarkeit (oder Erhal-
tung der Information) gelten muf, ist die Vollstéandigkeit der linearen Transformationen.
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<

Abbildung 4.4: Netzwerk-Darstellung der LNL-Architektur. Notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Invertierbarkeit ist die Vollstéindigkeit der Transformationsbasen in A
und B.

4.3.1 Prinzipieller Aufbau

Formal kann die vollsténdige Transformation beschrieben werden als:

W = LNL[i]
R
e I

Hierbei bezeichnet @ € R das Eingangssignal, also die Luminanzwerte des zu ko-
dierenden natiirlichen Grauwertbildes, @ € R2?" die finalen nichtlineare Koeffizien-
ten, A € RV*N die Transformationsmatrix der initialen linearen Transformation und
B € R*N*2N die entsprechende Matrix der linearen Ausgangstransformation und es gilt
weiterhin®

Rang(A) = N
Rang(B) = 2N. (4.15)

FON GOFE N +(?7),/\7 ~(¥) sind die intermedidren nichtlinearen Koeffizienten sowie die
bipolare Gleichrichtung wie in Abschnitt 4.2 beschrieben. Das zugehorige Netzwerk-
Schema sowie die verwendeten Nichtlinearitéten sind in Abb. 4.4 dargestellt. Der Grund-
gedanke hinter dieser Architektur ist, dafl sowohl die initiale als auch die finale lineare
Transformation an die statistischen Eigenschaften der zu erwartenden Eingangssignale
angepafit sind. Als Initialtransformation wird hier eine Wavelet-Basis verwendet, da diese

4Dies gilt fiir vollrangige, nicht notwendigerweise orthonormale Transformationsmatrizen.
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bekanntermafien sehr gute Ergebnisse beziiglich Bildkodierung und -kompression liefert.
Nach dieser festgelegten optimalen Transformation und Anwendung der Nichtlinearitét
werden Linearkombinationen dieser Koeffizienten, wie weiter unten beschrieben, mittels
statistischer Optimierungsverfahren (PCA, ICA), ermittelt, welche die ordnungsredu-
zierten statistischen Abhéngigkeiten weiter verringern.

Implementierung der Eingangsschicht

Da die Ergebnisse der ICA-Optimierung fiir natiirliche Bilder hinreichend bekannt sind,
wird hier auf eine explizite Neuberechnung der Gewichte verzichtet. Man beachte auch,
daf} eine blockweise lineare Transformation dquivalent zu einer Mehrkanalkodierung und
anschlieSender Unterabtastung ist. Daher wird die initiale lineare Transformation aus
Effizienzgriinden als eine klassische Mehrkanalzerlegung basierend auf selbstidhnlichen®,
orientierungs- und frequenzselektiven Bandpafifiltern mit anschlieBender Unterabtastung
realisiert. Zur Vereinfachung der Abtastoperation wird mit dem komplezen analytischen
Signal gerechnet um ein einseitiges Spektrum zu erhalten. Dazu werden Kombinationen
aus gerade- und ungeradesymmetrischen Filtern verwendet, deren Ausgang dann als
Real- und Imaginérteil angesehen werden kénnen (Hauske und Zetzsche, 1990; Wegmann
und Zetzsche, 1996). Die spektrale Ubertragungsfunktion eines geradesymmetrischen
Filters in Polarkoordinatendarstellung 143t sich schreiben als:

T fr— fr T fo— [
Heven(fr, fo) = cos <§ QfThwa) coS <§w> (4.16)
fiir:
Jro = 2fre < fr S fro 2 r
Joo = 2fon < fo < Joo + 2 60
f¢0 +m— 2f¢hbw < f¢ < f¢0 +m+ 2f¢hbw
sonst:

Heven(fr; fo) = 0

Hierbei sind f,,, fs, die mittlere Radialfrequenz, bzw. mittlere Orientierung und f,,, ,
féns, die halbseitigen 3dB-Bandbreiten in Radial-, bzw. Orthogonalrichtung. Die Mit-
tenfrequenz in Radialrichtung ist angeben in Schwingungen/Pixel (cycles/pizel, c/p)
und die Orientierung in Grad. Die Ubertragungsfunktion fiir das im Ortsbereich unge-
radesymmetrische Filter H,4q ist gegeben als die Hilbert-Transformierte der Ubertra-
gungsfunktion des geradesymmetrischen Filters. Diese Filterfunktionen sind, wie man
Gl. (4.16) entnehmen kann, polar separierbar und besitzen eine cos-férmigen Abfall in

5Selbstiahnlich bedeutet in diesem Kontext, daf sich die Filterfunktionen durch Rotation und Skalie-
rung ineinander iiberfithren lassen.
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| Schicht [| fro/(c/p) | friu/(c/P) | oo/ deg | Abtastrate |
1 0.25 0.08838828 | -67.5 / -22.5 / 22.5 / 67.5 1:8
2 0.125 0.04419414 | -67.5 / -22.5 / 22.5 / 67.5 1:32
3 0.0625 | 0.02209707 | -67.5 / -22.5 / 22.5 / 67.5 1:128
4 0.03125 | 0.01104854 | -67.5 / -22.5 / 22.5 / 67.5 1:512
5 0.015625 | 0.00552427 | -67.5 / -22.5 / 22.5 / 67.5 1:2048
TP 0.015625 | 0.0055243 isotrop 1:1024

Tabelle 4.1: Parameter und Abtastraten der linearen Filterbank.

Radial- und Orthogonalrichtung. Ein Vorteil dieser Funktionen ist die Moglichkeit der
exakten Kontrolle der Alias-Terme fiir ortlich abgetastete Signale, da die spektralen
Ubertragungsfunktionen auflerhalb des 2 f-Intervalls exakt zu Null werden.

Verwendet wird eine Filterbank mit fiinf unterschiedlich auflésenden orientierungsse-
lektiven Kanélen, mit jeweils einer Oktave Radialbandbreite und 22,5° Orientierungs-
bandbreite. Die genauen Parameter sind Tabelle 4.1 zu entnehmen. Der tieffrequente
Signalanteil inklusive Gleichanteil wird von einem Tiefpafl erfait, der wie die orientie-
rungsselektiven Filter einen cos-Abfall in exzentrische Radialrichtung besitzt, zum Ur-
sprung hin allerdings ab der Mittenfrequenz konstant auf eins gesetzt ist. Ein weiterer
Aspekt dieser linearen Filterbank ist die anschliefende Unterabtastung des analytischen
Signals. Die Unterabtastung wird vektoriell durchgefiihrt, d.h. es werden 8 x 8 Pixel
Blocke mit einem speziellen Raster, gegeben durch eine Abtastmatrix, unterabgetastet.
Gegentiber einer standardméfigen kartesischen Abtastung birgt dies den Vorteil, dafl die
Wiederholspektren dichter zu liegen kommen, ohne den Alias-Fehler zu erhéhen (Weg-
mann und Zetzsche, 1996). Die Unterabtastung erfolgt in der hochstauflosenden Schicht
(1) mit einer Rate von 1 : 8. Die Raten der tieferliegenden Schichten ergeben sich auf-
grund des Oktavabstandes der Mittenfrequenzen zu jeweils einer um den Faktor vier
reduzierten Rate. Siehe dazu auch Tabelle 4.1. Die Signalverdopplung durch die Bildung
des analytischen Signals hebt sich hier insofern wieder auf, als dal auch die Abtastraten
halbiert werden kénnen.

Verkniipfung der nichtlinearen Koeffizienten

Zur Optimierung der Basisvektoren der finalen linearen Transformation, also der Ge-
wichte der nichtlinearen intermedidren Koeffizienten, wiirden idealerweise samtliche Ko-
effizienten aus einem Block iiber alle Skalen, ¢rtliche Positionen, Orientierungen, Fil-
tersymmetrien und Polaritdten hinweg zu einem Zufallsvektor zusammengefafit werden.
Dabei muf} allerdings beachtet werden, dafl die Dimensionalitéit des zu optimierenden
Raumes immense Ausmafle annimmt. Bei fiinf Skalen a vier Orientierungen, zwei Fil-
tersymmetrien und der Aufspaltung in ON- und OFF-Anteile ergébe sich somit die
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Dimensionalitét einer Realisierung zu

4
16 ) (4" -8) = 16 - 2728 = 43648,

1=0

Aus diesem Grund werden die nichtlinearen Koeffizienten von jeweils nur zwei Skalen
zusammengefafit. Es werden 32 ortliche Koeffizienten pro Filter in Schicht (1) und acht
in Schicht (2) kombiniert. Zusammen mit vier Orientierungen, zwei Symmetrien, 2 Po-
laritédten ergibt dies eine Dimensionalitét von (32 + 8) x 4 x 2 x 2 = 640, welche mit
standardméfigen ICA-Algorithmen handhabbar ist. Ebenso wird mit den Schichten (3)
und (4) Verfahren, Schicht (5) wird einzeln behandelt (512 Koeffizienten) und der Aus-
gang des Tiefpasses direkt skalar quantisiert.

4.3.2 Statistische Optimierung der Ausgangsschicht

Nach der oben beschriebenen Zusammenfassung der nichtlinearen Koeffizienten kénnen
weitere statistische Optimierungsverfahren angewendet werden, um die Abhéangigkei-
ten zwischen diesen zu eliminieren, respektive zu reduzieren. Es wurden sowohl die
Karhunen-Loeve-Transformation (PCA) als auch unterschiedliche Implementierungen
des ICA-Algorithmus untersucht, da diese jeweils spezifische Vor- und Nachteile mit sich
bringen. Als fiir die Kodierung besser geeignet hat sich die PCA herausgestellt. Dar-
um werden im Folgenden die Ergebnisse, die unter Verwendung der ICA-Algorithmen
erhalten wurden, relativ kurz zusammengefafit.

Optimierung mittels PCA

Zur Ausnutzung von statistischen Abhéngigkeiten zweiter Ordnung ist die optimale
Transformation durch die PCA gegeben. Diese transformiert die nichtlinearen Koeffi-

zienten vN4 in Koeffizienten wy, = E( i) bijv/V welche vollstindig dekorreliert sind. Die

korrespondierenden Eigenvektoren b, und Eigenwerte )\, der Kovarianzmatrix
C = E{(0NF —mNE) (g NE — mNEYTY, (4.17)

mit mNE = E{7N*}, legen die Linearkombinationen der Koeffizienten fest, die zu unkor-
relierten Ausgangsgrofien fithren und gleichzeitig die Verteilung der Gesamtvarianz auf
wenige Koeflizienten konzentrieren (Papoulis, 1991). Wie bereits in (Nuding und Zetz-
sche, 2003) gezeigt, fiihrt die Linearkombination von augenscheinlich ,schwach nichtli-
nearen® Koeffizienten ¢4 zu Ausgangskoeffizienten w;, mit ausgepriigten nichtlinearen
Eigenschaften. Abbildung 4.5 zeigt die Struktur vier typischer Eigenvektoren und das

assoziierte nichtlineare Antwortverhalten fiir die Anwendung der Optimierung anhand
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Eigenvektoren
even || even
ON || OFF
odd || odd
ON || OFF
Testsignal Korrespondierende nichtlineare Antworten

Abbildung 4.5: Beispiel zur Anwendung der PCA auf die gleichgerichteten Filterkoeffi-
zienten einer reduzierten Konfiguration (Details siche Text). Obere Reihe: Vier typische
Eigenvektoren (vergroflert) und Darstellung der inhirenten Aufteilung der Gewichte, die
auf die jeweiligen Symmetrien (even/odd) und Polarititen (ON/OFF) appliziert werden.

Untere Reihe: Die Antworten der nichtlinearen Einheiten auf die Testsignale links. Nach
(Nuding und Zetzsche, 2003).

einer reduzierten Konfiguration. Bei dieser wurden lediglich Koeffizienten einer Skala und
Orientierung, aber von benachbarten ortlichen Positionen und von beiden Symmetrien
(even/odd) und Polaritdten (ON/OFF) verkniipft. Die Antworten weisen substantielle
nichtlineare Eigenschaften auf. Einige zeigen demodulierende Eigenschaften (konstante
Antwort auf sinusformigen Eingang) und extrahieren eine Art ,lokaler Energie®. Ande-
re wiederum besitzen eine erhohte Selektivitdt fiir zweidimensionale im Gegensatz zu
eindimensionalen Merkmalen, d.h. stdrkere Antwort auf Linienenden und Ecken als auf
gerade Kanten. Diese kann man somit als eine Art i2D-Operatoren beschreiben, vgl.
Abschnitt 2.2 und (Krieger und Zetzsche, 1996). Ein derartiger Operator ist notwendi-
gerweise nichtlinear und kann nicht durch lineare Transformationen approximiert werden
(Zetzsche und Barth, 1990a). Ebenfalls zu beobachten sind Einheiten, die diese beiden
Merkmale kombinieren (vgl. auch die Diskussion in Abschnitt 4.6).
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oN | oFF
odd || odd
ON || OFF
(a) (b) (c) (d) (e)

Abbildung 4.6: Typische ICA Basisfunktionen. Die meisten der gefundenen Funktionen
weisen eine degenerierte Struktur auf (a-c) und lediglich ein kleiner Anteil zeigt ein ge-
wisses Mafl an Interaktion zwischen den nichtlinearen Koeffizienten (d,e).

Optimierung mittels ICA

Ein zweiter getesteter statistischer Optimierungsalgorithmus ist die ICA. Verwendet
wurde der Algorithmus von OLSHAUSEN, modifiziert durch HOYER UND HYVARINEN
(Hoyer und Hyvérinen, 2002). In den hier durchgefiihrten Untersuchungen hat sich al-
lerdings kein Vorteil dieses Algorithmus fiir die Anwendung zur Bilddatenkompression
gezeigt. Einige typische Basisfunktionen sind exemplarisch in Abb 4.6 dargestellt. Vie-
le der gefundenen Basisfunktionen weisen eine starke Konzentration der Gewichte auf
einzelne wenige nichtlineare Koeffizienten auf, was bedeutet, dal die Optimierung die
Wavelet-Basis bereits als Optimum ,,sieht* und die Koeffizienten durchreicht. Bei Ver-
wendung einer iibervollstdndigen, nichtorthogonalen Basis erhoht sich der Anteil der
integrierenden Basisfunktionen, ein Hinweis darauf, daf§ die Verbunddichte durch hoch-
spezialisierte Einheiten approximiert wird. Dieser Mechanismus héngt eng zusammen
mit der in Kap. 3, Abschnitt 3.3 beschriebenen nichtlinearen Partitionierung des Signal-
raums.

4.3.3 Quantisierung

Der finale Verarbeitungsschritt des hier implementierten Bildkodierers ist die Quantisie-
rung der Ausgangskoeffizienten. Die Quantisierung erfolgt nichtlinear, unter Verwendung
einer quadratwurzelformigen Kompander-Kennlinie. Da die Koeffizienten nicht notwen-
digerweise dieselben Statistiken haben, miissen die Quantisierungsparameter fiir jeden
einzelnen der 640 Koeffizienten separat bestimmt werden. Dabei werden fiir jeden Ko-
effizienten w; die positiven und negativen Quantisierungsbereiche gp,s und g¢,., sowie
die Anzahl der Quantisierungsstufen v,,s und <., in Abhéngigkeit ihrer Eigenwerte
A; bestimmt. Dies ist eine suboptimale Nédherung, da die Eigenwerte, im Gegensatz zu
linearen Systemen, nicht notwendigerweise identisch den Rekonstruktionsfehlern sind,
die sich bei Vernachlédssigung des entsprechenden Koeffizienten ergeben (sieche Abschnitt
4.4.1). Der Rekonstruktionsfehler wird bei der Bitallokation insofern beriicksichtigt, als
daBl Koeffizienten mit sehr geringem assoziierten Fehler von vorneherein vernachléssigt
werden. Fiir die Bestimmung der Quantisierungsparameter der einzelnen Koeffizienten
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Abbildung 4.7: Schema des implementierten Quantisierers.
gilt im Detail also der folgende Zusammenhang;:
W= Q |:U7, Qposy Anegs Vposr Vnegs Tposs Tneg]
Qpos = C1 % \/4 )\z
Qneg = —Cpos
VYpos — Co* \/4 A
Tneg = Vpos
Tpos — €3 * Qmax
Tneg = C3* Qmin, (418)

wobei die ¢; empirisch bestimmte Konstanten und 7,0s, 7y Quantisierungsschwellen um
die Null sind. Ein Schema des Quantisierers ist in Abb. 4.7 dargestellt.

4.4 Rekonstruktion und Fehler

4.4.1 Rekonstruktion

Durch die oben beschriebene einfache Architektur des Systems ist eine Rekonstrukti-
on des Signals @ aus den nichtlinearen Koeffizienten w, bzw. den quantisierten Ko-
effizienten « maoglich. Erstens ist die lineare Ausgangstransformation B : V£
fiir den Fall einer vollsténdigen Transformationsbasis perfekt invertierbar. Doch selbst
wenn einige der finalen Koeffizienten vernachléssigt werden, erhélt man Approximatio-
nen 0,7V 6,97 der intermedidren nichtlinearen Koeffizienten. Desweiteren koénnen die

) Ve

linearen Wavelet-Koeffizienten aus diesen mit der Vorschrift 0; = 9,° — 9,7 berech-

éw

net werden. Schliefilich kann der Eingang i aus den geschétzten Wavelet Koeffizienten
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Abbildung 4.8: Schema der Rekonstruktion des Eingangssignals aus den linearen Wavelet-
Koeffizienten. Diese einfache Vorschrift ergibt sich aus der speziellen Form der verwende-
ten Filterfunktionen und dem verwendeten vektoriellen Abtastverfahren.

U; mit typischen Verfahren rekonstruiert werden. Aufgrund der speziellen Implemen-
tierung der Eingangsschicht mit Filtern, die einen cos-formigen Abfall in Radial- und
Orthogonalrichtung besitzen, und dem vektoriellen Abtastverfahren, vereinfacht sich die
Rekonstruktion zu einer einfachen gewichteten Summation der gerade- und ungerade-
symmetrischen Subbénder (Real- und Imaginérteil), skizziert in Abb. 4.8.

Der zu erwartende Kodiergewinn kann bei linearen Systemen und Gaufischen Signalen
aus der Struktur der Eigenwertverteilung mittels der Spectral Flatness Measure berech-
net werden, siehe Gl. (2.25). Fiir eine moglichst steil abfallende Verteilung ist der zu
erwartende Gewinn hoch, fiir eine flache Verteilung ist kein besonderer Kodiergewinn zu
erwarten. Diese Regel kann jedoch nicht ohne weiteres auf das hier betrachtete nicht-
lineare System angewendet werden. Denn zum FEinen korrespondieren die Eigenwerte
nicht vollstdndig mit den assoziierten Rekonstruktionsfehlern, wie in Abb. 4.9 zu sehen
ist, und zum Anderen gilt das Superpositionsprinzip der Fehler im nichtlinearen Fall
nicht notwendigerweise. Das bedeutet, dal unter Vernachlassigung zweier Koeffizienten
w; und wy mit zugehorigen Rekonstruktionsfehlern ¢; und €, der Gesamtfehler €;, im
Allgemeinen ungleich der Summe der Einzelfehler ist:

€k 7 € + €. (4.19)

Nichtsdestoweniger weisen beide Verteilungen einen steil abfallenden Verlauf auf® und
die Eigenwerte korrelieren mit den Rekonstruktionsfehlern mit einem Korrelationsko-
effizienten von p = 0.81. Ein erster Test des nichtlinearen Codecs ist die sukzessive

SEs wurde auch der Verlauf der Rekonstruktionsfehler nach der ICA-Optimierung der Gewichte unter-
sucht, hierbei ergab sich jedoch ein wesentlich flacherer Verlauf und somit ein geringer zu erwartender
Kodiergewinn.
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Abbildung 4.9: Eigenwertverteilung (links) und Verteilung der Rekonstruktionsfehler
(mittig). Beide Verteilungen sind in absteigender Reihenfolge angeordnet, und zeigen
einen starken Abfall, indizieren also einen moglichen Kodiergewinn. Im Gegensatz zum
linearen Fall ist die Indizierung der beiden Verteilungen unterschiedlich, wie anhand des
rechten Streudiagramms leicht zu erkennen ist.

Rekonstruktion aus den Koeffizienten w;. In Abb. 4.10 ist das Ergebnis fiir drei unter-
schiedliche Anteile an verwendeten Koeffizienten gezeigt. Dieser Test indiziert, daf es
moglich sein sollte, einen Kodiergewinn durch Vernachléssigung einiger Koeffizienten w;
und varianzabhéngiger Bitallokation, wie in Abschnitt 4.3.3 beschrieben, zu erreichen.

4.4.2 Vergleich mit linearem Referenz-Codec

Das experimentum crucis fiir die hier vorgestellte Architektur besteht natiirlich darin,
einen Rate-Distortion-Vergleich mit einem linearen Referenz-Codec durchzufiihren. Ver-
wendet wird als Referenz eine lineare Mehrkanalzerlegung mit Wavelets, entsprechend
der ersten Schicht der vorgestellten Architektur. Die Koeffizienten des linearen Codecs
werden gleichformig quantisiert und die Bitraten ergeben sich durch die Anzahl der
Quantisierungsstufen multipliziert mit den Abtastraten. Um eine realistische Schétzung
der endgiiltigen Bitraten zu erhalten, miifite abschlielend ein Entropie-Koder imple-
mentiert werden. Doch da an dieser Stelle nur der Vergleich mit einem Referenz-Codec
interessiert und nicht etwa ein quantitativer Vergleich mit populédren Codecs wie JPEG-
2000, geniigt diese vereinfachte Schatzung der Bitraten véllig.

Es werden nun die beiden Extrema des Qualititsspektrums untersucht, der Bereich ho-
her Qualitidt mit keinen oder kaum sichtbaren Fehlern und der Bereich extrem niedriger
Bitraten. Es zeigt sich, daf§ der nichtlineare Codec im Hochqualitétsbereich eine nied-
rigere Bitrate zum Erreichen einer dhnlichen Giite des rekonstruierten Bildes benotigt
als der lineare. Im Niedrigqualitédtsbereich, bzw. Hochkompressionsbereich kann der li-
neare Codec eine gewisse Bitrate nur durch substantiellen Verlust der hochfrequenten
Information erreichen, wohingegen der nichtlineare Codec selbst bei niedrigsten Bitraten
einen GroBteil dieser Information erhalten kann (Abb. 4.11). Die hier auftretenden Fehler
ergeben ein vergleichbares Peak Signal-to-Noise Ratio, PSNR, der subjektive Qualitéts-
unterschied jedoch zeigt die Vorteile des nichtlinearen Codecs auf.
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Abbildung 4.10: Sukzessive Rekonstruktion mit zunehmender Anzahl an nichtlinearen
Koeffizienten. Die Koeffizienten sind entsprechend Abb. 4.9 (Mitte) nach absteigendem
Rekonstruktionsfehler angeordnet. Man beachte, dafl die Aufspaltung des Signals in ON-
und OFF-Anteile zu einer Verdopplung der Koeffizienten fiihrt und somit ein Rekonstruk-
tionsanteil von 50% einer n — n Abbildung entspricht.

4.4.3 Klassifizierung lokaler Merkmale und assoziierte
Rekonstruktionsfehler

Eine bislang noch nicht untersuchte Eigenschaft des Systems ist, dafl die finalen nicht-
linearen Koeffizienten einen grofleren Bildbereich erfassen, als die linearen Wavelet-
Koeffizienten. So ist der Support der nichtlinearen Koeffizienten, die sich auf die Wavelet-
Schichten (1) und (2) beziehen, 16 x 16 Pixel. Eine interessante Frage hierbei ist, inwiefern
dieser vergroflerte Support der Klassifizierung unterschiedlicher lokaler Bildstrukturen
dienlich sein kann. Dafiir wird zunéchst ein Klassifikator implementiert, der jedem Block
eine der drei Klassen { Null, Kontur, Textur} zuordnet. Der hier verwendete Klassifikator
arbeitet nach folgenden Regeln:

1. Markiere Block als Null, wenn gilt:

e Es liegen geniigend lineare Koeffizienten der Wavelet-Représentation in jeder
Orientierungen und Skala unterhalb einer Schwelle.

2. Markiere Block als Kontur, wenn alle der folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e Die Anzahl der signifikanten Gradientenwerte liegt pro Block in einem ge-
wissen Intervall. Diese wird berechnet, indem auf jeden Block eine binére
Schwellwertoperation angewendet und darauf der Gradient berechnet wird.
Die Schwelle ergibt sich aus dem Median der Pixelwerte des jeweiligen Blocks.
Fiir 16 x 16 Pixel Blocke liegt die Anzahl fiir eine prototypische Kante bei
exakt 16.

e Die Anzahl der Nachbarn im oben beschriebenen Gradientenbild liegt pro
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Abbildung 4.11: Vergleich der Kodierleistung des linearen Referenz-Codec mit der LNL-
Architektur.
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Block in einem gewissen Intervall. Dies ist notwendig, um unzusammenhéngen-
de Texturen von Kanten zu unterscheiden.

e Die Anzahl der aktiven Koeffizienten in mindestens einer Orientierung der
héchstauflosenden Schicht der Wavelet-Représentation liegt in einem gewissen
Intervall.

3. Markiere Block als Textur, wenn gilt:

e Die Anzahl der aktiven Koeffizienten in mindestens einer Orientierung und
einer Auflésungsschicht iibersteigt einen gewissen Wert.

Da bei diesem Klassifikationsschema auch mehrfache Klassifizierungen unter Umsténden
moglich sind, werden in einem finalen Schritt, unter Beriicksichtigung der Prioritéten-
reihenfolge Null — Kontur — Textur, die Klassifikatorausgénge zusammengefiihrt.

Es konnen nun fiir jede Klasse unterschiedliche Kodierungs- und Quantisierungspara-
meter gewahlt werden. Die typischen Fehler, die mit diesen Klassen assoziiert sind, sind
in Abb. 4.12 gezeigt. Sowohl die Null- als auch die Textur-Klasse zeigen einen gradu-
ellen Ubergang der Qualitét bei zunehmend stérkerer Kompression. Bei den als Null
klassifizierten Blocken sind die nichtlinearen Koeffizienten nahe bei Null, kénnen al-
so zu Kompressionszwecken auf Null gesetzt werden. Bei Erhohung der Toleranzgrenze
werden zunehmend mehr Blécke als Null klassifiziert, damit verschwinden feingranulare
Strukturen und schliellich auch Kanten mit niedrigem Kontrast (Abb. 4.12(a)). Auch
die Quantisierung der Textur-Blocke erweist sich als robust gegeniiber Rekonstruktions-
fehlern. Obwohl in dieser Klasse mehr signifikant von Null verschiedene Koeffizienten
als in der Kontur-Klasse sind, kann hier eine wesentlich grobere Quantisierung verwen-
det werden. Erst bei einer sehr groben Quantisierung werden die sichtbaren Struktu-
ren merklich beeintrichtigt, sieche Abb. 4.12(b). Ein eher bistabiles Verhalten zeigt die
Kontur-Klasse. Zwar sind weniger Koeffizienten signifikant von Null verschieden als in
der Textur-Klasse, jedoch erweist sich diese Klasse gegeniiber Kompression, also Quanti-
sierung und Vernachléssigung einiger Koeffizienten, als wenig fehlertolerant. Bereits bei
geringer Kompression verschwinden kontrastarme Konturen und Rekonstruktionsfehler
entstehen, die dazu fithren, daf§ konturartige Strukturen stark beeintrachtigt werden und
ein texturdhnliches Aussehen annehmen.

Wenn nun diese empirischen Ergebnisse dazu verwendet werden, den Codec zu opti-
mieren, indem Quantisiererparameter entsprechend den Klassen angepafit werden, so
kann eine weitere Verbesserung des Rate-Distortion-Verhéltnisses erreicht werden. Bei-
spielsweise kann die subjektive Qualitéit der Hochqualitdtsbilder aus Abb. 4.11 mit einer
signifikant niedrigeren Bitrate erreicht werden (Abb. 4.13).
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Abbildung 4.12: Typische Rekonstruktionsfehler der drei Merkmalsklassen. Es wurde die jeweils benannte Klasse stark
komprimiert und die anderen fehlerfrei kodiert, um die Effekte zu trennen. Oben: Rekonstruierte Bilder, unten: Diffe-
renzbilder zwischen Original und Rekonstruktion.
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Abbildung 4.13: Nichtlinearer Codec mit zusitzlichem Klassifikations-Schema. Im Ver-
gleich zu den Hochqualitéitsbildern aus Abb. 4.11 kann die Bitrate ohne merklichen Qua-
litdtsverlust um ca. 50% weiter reduziert werden.

4.5 Nichtlineare Frequenzinteraktionen

Wie bereits in den vorigen Kapiteln ausgefiihrt wurde, ist ein linearer Ansatz nicht
ausreichend um die Redundanz in natiirlichen Bildern zu eliminieren. Basierend auf ei-
ner detaillierten Analyse mittels Spektren hoherer Ordnung und der Anwendung der
Volterra-Reihenentwicklung (Kapitel 5) kann gezeigt werden, dafl eine optimale Anpas-
sung an die Statistik natiirlicher Bilder eine UND-artige Verkniipfung von Frequenzkom-
ponenten benotigt (Zetzsche und Nuding, 2005b). Dementsprechend ist an dieser Stelle
von Interesse, ob das hier vorgestellte Netzwerk in der Lage ist, Frequenzinteraktionen
aus der Statistik heraus zu lernen.

Eine direkte Methode um die Frequenzinteraktionen zu quantifizieren besteht darin,
das gemeinsame Gewichten (Pooling) von Frequenzkomponenten der Basisvektoren der
zweiten Schicht zu analysieren. Daher werden hier Frequenz-Pooling Indizes (FPI) de-
finiert, gegeben als das Produkt der Energien aus der hochfrequenten Skala (Ej;) und
der niederfrequenten Skala (FEj,) fiir unterschiedliche Orientierungen 6;:

04
FPLy = 4- (Y Eio- Euie) (4:20)
0=06
04 04
FPLuws = 4-( 3 > Fie, Buies). (4.21)
O1=01 ©2=04
0240
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Diese Indizes sind eins, wenn genau zwei Orientierungen von unterschiedlichen Skalen
mit der gleichen Energie F); = Fj, = 0.5 gewichtet werden und Null, wenn kein Zu-
sammenfassen stattfindet. Gl. (4.20) beriicksichtigt nur Pooling von unterschiedlichen
Radialfrequenzen mit gleicher Orientierung (Iso-Orientierung), wohingegen Gl. (4.21)
ausschliefllich Pooling tiber unterschiedliche Orientierungen hinweg berechnet (Kreuz-
Orientierung). Man beachte, daf dieser Index ein orientierungsselektives Pooling bevor-
zugt, d.h. gleichartiges Gewichten mehrerer Orientierungen fithrt zu einer Reduktion des
Index. Diese Indizes werden fiir jeden Ausgangskoeffizienten berechnet und die entspre-
chenden Energieterme eines Koeffizienten 7 sind gegeben durch

El(ci|)hz = Z [bi(z,y, P, S, flo\hi)]Qa (4.22)

z,y,P,S

wobel b; den Basisvektor des Koeffizienten ¢ bezeichnet und die Summation iiber samt-
liche ortlichen Positionen z,y, Polaritdten P und Symmetrien S erfolgt. fi;, fi, im Ar-
gument unterscheidet, ob es sich um Gewichte der hoch-, bzw. niederfrequenten Skala
handelt. In Abb. 4.14(a,b) ist das Iso- und Kreuz-Orientierungs Pooling der gelernten
Einheiten als ,,Populationshistogramme® gezeigt. Wie diese Histogramme zeigen, lernt
das System gemeinsames Gewichten fiir die meisten Einheiten in einer Orientierung,
als auch zwischen unterschiedlichen Orientierungen. Dies ist in Ubereinstimmung mit
dem Konzept von i2D-selektiven Einheiten, da diese Selektivitéit Interaktionen zwischen
unterschiedlichen Orientierungen fordert (siehe auch Kap. 5). Nichtsdestotrotz kann die-
ses Mafl nur eine ungefidhre Vorstellung iiber die wahren Frequenzinteraktionen geben,
da diese auch von der exakten Konfiguration der ortlichen Anordnung abhéngen. Eine
aussagekriftige Analyse diesbeziiglich ist die Messung der Antworten auf zwei Sinusgit-
ter mit unterschiedlicher Frequenz und Orientierung sowie auf die Kombination (Plaid-
Muster). Der normalisierte Frequenz-Interaktions Index fiir jeden Koeffizienten ergibt
sich somit zu

| M
R+ Ry
wobei R; und Rs die Einzelantworten auf die Gitter und Ris die Antwort auf die Uber-
lagerung darstellen. Diese Analyse zeigt, da3 die meisten Einheiten substantielle Fre-

quenzinteraktionen aufweisen, Abb. 4.14(c). Interessanterweise ist dieser Effekt fiir die
PCA-optimierten Einheiten deutlicher als fiir die ICA-Optimierung.

FII 1, (4.23)

4.6 Biologische Relevanz

Das hier vorgestellte und untersuchte System erhebt nicht den Anspruch, ein vollstéindig
realistisches Modell des visuellen Systems zu sein. Jedoch sind wesentliche Merkmale
und Prinzipien implementiert, die, sofern sie nicht bereits durch empirische neurophy-
siologische Untersuchungen verifiziert wurden, weitere Evidenz fiir eine Anpassung des
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Abbildung 4.14: Nichtlineare Frequenzinteraktionen. Gezeigt sind die Populationshisto-
gramme der pooling-basierten (a,b) als auch der gemessenen Frequenzinteraktionen (c).
Die hier verwendete ICA ist aus rechentechnischen Griinden die schnelle FastICA 2.5
(Hyvirinen, 1999).

visuellen Systems an die der Umwelt inhérenten Strukturen liefern. Uber die genaue
Implementierung der hier vorgeschlagenen Funktionalitét in der kortikalen ,Hardware®
kann das System keine Aussage treffen. Die Uberlegenheit einer mehrschichtigen nicht-
linearen Verarbeitung gegeniiber dem linearen Standardansatz konnte in diesem Kapitel
allerdings gezeigt werden.

Die Eingangsschicht des Systems besteht aus linearen Wavelets, ein weithin verbrei-
tetes Modell fiir kortikale Simple-Zellen, wie bereits in Abschnitt 2.6 besprochen. Die
Aufspaltung in ON- und OFF-Anteile ist ein in der Biologie grundlegendes Prinzip, da
Neurone keine negativen Signalanteile kodieren kénnen und somit gezwungen sind, das
Vorzeichen separat zu kodieren”. Dies geschieht mit den Mechanismen der Inhibition und
Exzitation, einer biologischen Implementierung der bipolaren Einweggleichrichtung. Die
Verwendung des analytischen Signals und damit einhergehend Quadratur-Filterpaaren
ist insofern von biologischer Relevanz, als dafi bereits empirisch nachgewiesen wurde, dafl
benachbarte Simple-Zellen im visuellen Kortex genau diese Figenschaft besitzen (Pollen
und Ronner, 1981).

Eine Architektur des visuellen Kortex im Sinne eines hierarischen, mehrschichtigen Sy-
stems wurde bereits von HUBEL UND WIESEL (Hubel und Wiesel, 1965) vorgeschla-
gen. Dabei entstehen komplexe Zellen mit zunehmend ausgedehnten rezeptiven Feldern
und erhohter Merkmalsselektivitdat durch sukzessive Verschaltung von einfacheren Ein-
heiten. Ein derartiges Prinzip wurde auch im HMAX-Modell (Riesenhuber und Pog-
gio, 1999) zur invarianten Objekterkennung implementiert. Hierzu wurden modellierte
Simple-Zellen, selektiv fiir unterschiedliche ortliche Positionen und Skalen, mittels eines
Maximum-Prinzips kombiniert und resultierten in Complex-Zellen mit Invarianzeigen-
schaften beziiglich Gréfle und Position. Das hier vorgestellte LNL-System 148t wesentlich
mehr Freiheitsgrade offen, da lediglich die basale Architektur und das Optimierungskri-
terium, nicht jedoch die Verschaltungen per se festgesetzt sind. Die resultierenden ,,Zel-
len“, wie die in Abb. 4.5 exemplarisch dargestellten, weisen dhnliche Eigenschaften auf

"Typischerweise kodieren Neurone das Signal in Feuerraten, also die Frequenz aufeinanderfolgender
Aktionspotentiale.
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Abbildung 4.15: Verteilung der gemessenen Einheiten iiber das Verhiltnis der Energie
der ersten harmonischen zur Energie des Gleichanteils bei Erregung mit einer Sinus-
schwingung. Links: Experimentelle Daten, gemessen im priméren visuellen Kortex eines
Mackacken. Mitte: Analoge Daten, gemessen an der bereits erlduterten reduzierten Kon-
figuration und PCA-Optimierung, rechts: dito fiir die ICA-Optimierung.

wie typische nichtlineare Zellen im visuellen Kortex. Die lokalen Energiedetektoren, die
auf ein sinusférmiges Eingangssignal konstant antworten (Demodulation) lassen sich als
prototypische Complez-Zellen beschreiben (DeValois und DeValois, 1990; Wegmann und
Zetzsche, 1990b). Ein neurophysiologischer Ansatz zur Klassifikation von Simple- und
Complezx-Zellen im visuellen Kortex ist das Verhéltnis der Energie der ersten Harmo-
nischen zur Energie des Gleichanteils bei Erregung mit sinusférmigen Eingangssignalen
(Kato et al., 1978). Die Verteilung der Zellen im priméren visuellen Kortex zeigt eine bi-
modale Struktur, eine &hnliche Verteilung ergibt sich auch bei der analogen Bestimmung
fiir die nichtlinearen Einheiten w;, sieche auch Abb. 4.15 und (Nuding, 2002). Desweiteren
fithrt die Optimierung zu Einheiten, die eine erhohte Selektivitét fiir zweidimensionale im
Gegensatz zu eindimensionalen Merkmalen aufweisen, und somit kortikalen Endstopped-
Zellen ahneln, bzw. Hypercomplex-Zellen, wenn beide Merkmale kombiniert auftreten
(Kato et al., 1978; Saito et al., 1988).

Die Anforderungen an ein hoheres bildverarbeitendes System sind zweierlei: erstens soll-
ten die Einheiten sehr selektiv beziiglich des Eingangssignalraums sein, also nur auf
einen Bruchteil aller moglichen Eingédnge antworten und zweitens sollten die Einheiten
invariant gegeniiber irrelevanten Transformationen sein. Wie in Abschnitt 3.1.2 gezeigt
wurde, ist dieses System prinzipiell in der Lage, selektives wie auch invariantes Ant-
wortverhalten zu generieren. Durch Messen des Antwortverhaltens auf eine Menge von
Testmustern, analog zu neurophysiologischen Untersuchungen (Hegdé und van Essen,
2003), kann iiberpriift werden, ob dieses System dieses Antwortverhalten auch anhand
der Optimierung der Statistik natiirlicher Bilder lernen kann. Abb. 4.16 zeigt die Antwor-
ten einiger exemplarischer gelernter Einheiten. Das Netzwerk weist einige sehr selektive,
als auch einige mehr invariante oder ,,breitbandigere* Einheiten auf. Eine Methode zur
Quantifizierung der Selektivitét ist durch den Stimulus Selektivitits Index (SSI) (Hegdé
und van Essen, 2003)

ST = 1 — Fmean (4.24)

peak
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Abbildung 4.16: Antwortverhalten von acht exemplarischen Einheiten der gelernten LINL-
Architektur auf eine Menge von Testmustern. Die Antworten einer jeden Einheit sind
in der Form von skalierten Testmustern dargestellt, wobei jedes Muster proportional zur
Antwort der Einheit auf dieses Muster skaliert ist.
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4.6 Biologische Relevanz
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Abbildung 4.17: Stimulus Selektivitits Indizes des gelernten Netzwerks und Vergleich mit
neurophysiologischen Daten. Links: gezeigt sind die SSIs fiir die lineare Eingangsschicht
als Vergleich, sowie fiir das mittels PCA und ICA gelernte Netzerk. Rechts: physiologische
Daten aus V2 von Mackacken, modifiziert nach (Hegdé und van Essen, 2003).

fiir jede Einheit gegeben, wobei R,,cqn, und R,eqi die mittlere, bzw. die maximale Antwort
auf die Menge der Testmuster bezeichnen. Die Indizes fiir die gelernte LNL-Architektur
(PCA- und ICA-Optimierung) sind zusammen mit einer neurophysiologischen Messung
in der Sehrinde von Mackacken (Visueller Kortex V2) in Abb. 4.17 gezeigt. Es ist er-
sichtlich, dafl die SSIs des gelernten Systems iiber die Population héher sind als fiir die
lineare Kontrolle, wofiir nur die linearen Koeffizienten ¢ verwendet wurden.

Das vorgestellte Klassifikationsschema (Null, Kontur, Textur) wurde bereits in &hnlicher
Form zur Schétzung der wahrgenommenen Bildqualitit verwendet (Xu und Hauske,
1995; Hauske, 1997). Hier wurde gezeigt, dafl eine derartige Klassifikation sehr gut mit
der subjektiv empfundenen Qualitét eines Bildes korreliert.

In diesem Kapitel wurde also gezeigt, dal ein spezifisches LN L-System in einer biolo-
gisch plausiblen Art implementiert werden kann, und fiir technische Anwendungen, wie
die Bilddatenkompression und Merkmalsextraktion, sowohl theoretisch als auch prak-
tisch, Ergebnisse liefert, die ihren linearen Pendants iiberlegen sind.
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5 Polynomiale Ansatze

Wie in Kapitel 2 demonstriert, stellen statistische Analysen zweiter Ordnung sowie li-
neare Systeme iiberaus méchtige Werkzeuge dar, um funktionelle Eigenschaften biologi-
scher Sehsysteme zu analysieren und zu modellieren. Ebenfalls konnte gezeigt werden,
daf} einige relevante Aspekte der Informationsverarbeitung im visuellen System jedoch
nicht innerhalb des Horizonts dieses klassischen Ansatzes liegen. Auf Seite der Analyse
ist die Autokorrelation, bzw. das Leistungsdichtespektrum, weder ausreichend, die Dis-
kriminationsfahigkeit fiir natiirliche Stimuli zu erkldren, noch die Optimalitat basaler
funktioneller Eigenschaften (z.B. die Orientierungsselektivitit der Neurone im visuellen
Kortex) zu beweisen. Auf der Seite der Modellierung wurde ebenfalls eine Vielzahl be-
kannter Phdnomene angesprochen, die mit der linearen Systemtheorie definitiv nicht in
Einklang zu bringen sind. Die logische Konsequenz ist dann die sukzessive Erhéhung der
Komplexitiat der Ansétze, ganz im Sinne ALBERT EINSTEINS:

Man sollte die Dinge so einfach wie méglich gestalten, aber nicht einfacher.

Fiir die statistische Analyse bedeutet dies den Ubergang von Zwei- zu Mehrpunktkor-
relationen, genauer, Kumulanten hoherer Ordnung und deren Spektren, Polyspektren.
Dies kann als eine Reihenentwicklung der multivariaten Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion natiirlicher Signale betrachtet werden. Fiir die Modellsysteme stellt der Ubergang
zur Volterra-Wiener Theorie nichtlinearer Systeme die direkte Erweiterung der linea-
ren Systeme dar; diese approximieren nichtlineare Eigenschaften mittels Polynomreihen.
Es werden im Folgenden jeweils kurz die Grundlagen des jeweiligen Ansatzes referiert
und gezeigt, welches Potential diese Ansétze fiir die Analyse und Modellierung des vi-
suellen Systems bergen. Im Detail wird hierzu einerseits das Bispektrum natiirlicher
Bilder analysiert, sowie andererseits eine Reihe von bekannten empirischen nichtlinea-
ren Phianomenen modelliert. Ein wesentlicher Aspekt ist hierbei die Entwicklung und
Anpassung von Verfahren zur Identifikation nichtlinearer Systeme unter Verwendung
artifizieller und natiirlicher Stimuli. Desweiteren wird gezeigt, dafl nichtlineare Systeme
mit einem hochgradig selektiven Antwortverhalten beziiglich ihres Eingangs wesentlich
giinstigere Eigenschaften fiir die Identifikation aufweisen, als iiblicherweise verwende-
te ,,schwach® nichtlineare Kaskadensysteme. Zudem wird ein heuristischer Beweis zum
Nachweis der Optimalitdt von ¢2D-selektiven Systemen beziiglich der Eliminierung sta-
tistischer Abhéngigkeiten hoherer Ordnung gefiihrt.
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5.1 Spektren hoherer Ordnung

5.1 Spektren héherer Ordnung

Polyspektren sind die Spektren von Momenten- und Kumulantenfunktionen héherer
Ordnung und sind sowohl fiir deterministische Signale als auch fiir stochastische Prozes-
se definiert. Die Einfithrung und die Terminologie gehen zuriick auf JouN W. TUKEY,
der unter anderem durch die Entwicklung der schnellen Fourier-Transformation zu einer
wichtigen Person der modernen Signalverarbeitung geworden ist (Brillinger, 2002). Seit
der Einfithrung ist eine immense Zahl Publikationen zu diesem Thema verfafit worden
und eine Vielzahl von Anwendungen aus den unterschiedlichsten Doménen ist bekannt,
so z.B. Anwendungen auf den Gebieten der Ozeanographie, Geophysik, Sonar, Astrono-
mie, Bildverarbeitung, Stromungslehre, Plasmaphysik, und viele mehr. Erstmals auf dem
Gebiet der Sehforschung wurden Korrelationsfunktionen hoherer Ordnung von KLEIN
und TYLER etabliert (Klein und Tyler, 1986), die Anwendung von Polyspektren jedoch
ist bislang eher die Ausnahme; eine Anwendung ist die bispektrale Analyse natiirlicher
Bilder, siehe hierzu (Krieger et al., 1995; Krieger et al., 1997) und Abschnitt 5.1.3.

Kumulantenspektren hoherer Ordnung zeichnen sich durch einige wesentliche Vorteile
gegeniiber dem bekannten Leistungsdichtespektrum aus'. Diese sind im Speziellen: (i)
Unempfindlichkeit gegeniiber gauflschen Rauschprozessen mit unbekannter spektraler
Charakteristik bei Detektion, Parameterschitzung und Klassifikation, (i) Erhaltung der
Phaseninformation, welche die Rekonstruktion des Signals ermoglicht, was fiir Statistiken
zweiter Ordnung nur bei Minimalphasen-Signalen moglich ist und (74i) die Moglichkeit
zur Detektion und Charakterisierung von Nichtlinearitéten in stochastischen Prozessen.
Im Folgenden werden die grundlegenden Eigenschaften der Kumulanten und Polyspek-
tren kurz angefiihrt, fiir weiterfithrende Literatur sei der Leser auf (Mendel, 1991) und
(Nikias und Petropulu, 1993) verwiesen.

5.1.1 Momente und Kumulanten
Momente und Kumulanten von ZufallsgréBen

Definition. Gegeben sei eine Menge von n reellen Zufallsgrofien (ZG)
u={u,uy,...,u,} (5.1)
mit n-dimensionaler Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion (VWDF)

fﬁ(ul,ug,...,un), (52)

"'Wenn im Folgenden von Polyspektren die Rede ist, so sind damit immer die Spektren von Kumulanten
gemeint, da diese i.A. andere Eigenschaften besitzen als die der Momente.
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5 Polynomiale Ansétze

dann sind ihre Verbundmomente der Ordnung r = ky + ko + - - - + k,, gegeben durch

Mom[u}',us?,...,uf"] = E{ul'u*.. ul"}
_ (_j)rarfbﬁ(wl, Way v ey W) (5.3)
O Owh? - - - Oukn o
Wl =wy="=wp=
(]
Hierbei stellt
(Wi, wa, . . ., wy) = B{el@rutwruattonn)} (5.4)

die charakteristische Funktion dar (Papoulis, 1991). Diese wird auch die momenterzeu-
gende Funktion genannt, da die Momente die Koeffizienten der Taylor-Reihenentwicklung
derselben représentieren; dies kann direkt aus Gl. (5.3) entnommen werden. Beispielswei-
se sind die Momente zweiter Ordnung der ZGen {uy, us} gegeben durch Mom[uy, us] =
E{u; -y}, Mom[u}] = E{u}} und Mom[uj] = E{u3}. Véllig analog hierzu sind die
Kumulanten als die Koeffizienten der Taylor-Reihenentwicklung um die Null der zweiten
charakteristischen Funktion

Vi(wr,wa, .. wy) = In{Pg(wy,we, ..., wn)} (5.5)
definiert:

OV (wr, wa, ...y wy)

k19, k2 k
0wy Ows? - - - Qwhn

Cum[u]fl7 u§27 MR ufln] = (_j)

(5.6)

w1=wo=+=wnp=0

Daraus 1af3t sich schliefen, dafl die Kumulanten einer Menge von ZGen durch ihre Mo-
mente ausgedriickt werden kénnen. Beispielsweise sind die Momente

m; = Mom[u}] = E{uj{} Vie{l.4}

der ZG u; mit ihren Kumulanten verkniipft iiber die Beziehungen

c1 Cum[uy] = my

ey = Cum[ui] =my—m?

cs = Cum[ul] =ms— 3momy + 2m?

cy = Cumlul] = my —4mamy — 3m3 + 12mom? — 6mj. (5.7)

Dies kann leicht gezeigt werden, indem die Taylor-Entwicklung der charakteristischen

Funktion
w2 o)k
(I)ul (wl) =1+ Jwimy — 2—‘1m2 cee (j kll)

Mg - - (5.8)
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5.1 Spektren hoherer Ordnung

in Gl. (5.5) eingesetzt und die Kumulanten mit Hilfe Gl. (5.6
ergibt sich beispielsweise fiir den Kumulanten zweiter Ordnung

) berechnet werden. So

0*W (wy)
pu— C = 1 27
o = Cumlud] =~
wil=
& [ = ()
= | M
L k=0 w1=0
oo kWD
_ o |2 k=1 ](kil)! mk]
- 00 jwi )k
0w Y, U k}) me ||,
0o ikwF=2) w ik ,(k=1) 2
B [Zk 2J(k12' Mk Y g ]kl' - (X 1J(k11' my) ]
— ) >
(Zk 0 Jkl' ) w1=0

(5.9)

mo — TTL%

Zusammenhang zwischen Momenten und Kumulanten

Der allgemeine Zusammenhang zwischen den Momenten Mom[uy,uy, ..., u,] und Ku-
mulanten Cum[uy, uy, ..., u,] der Ordnung r = n geht zuriick auf ein Theorem von
LEONOV und SHIRYAEV, das spéter auch fiir die Identifikation nichtlinearer Systeme
relevant wird (Leonov und Shiryaev, 1959):

E{ H u;

S )1 B[ u}-E{[[ w)
(p) i€s1 i€s2 i€sp

wobei die Summation iiber alle Partitionen (sy, $2,...,8,),p = 1,2, ...
Zahlen {1,2,...,n} ausgefithrt wird. Beispielsweise kann die Menge {1,
maflen partitioniert werden:

Cum[ug,uy, ... uy,] (5.10)

,n der Menge der
2,3} folgender-

p=1 s1 =41,2,3}
p=2 s1 =A{1}, s2=1{2,3}
s1 =42}, sy={1,3}
s1 =43}, sx={1,2}
p=3 s1 o ={1}, se={2}, s3 = {3},

somit ergibt sich aus Gl. (5.10) fiir den Kreuzkumulanten dritter Ordnung:

Cumuy, ug, ug

= E{u1u2u3} — E{ul} . E{u2u3} — E{ug} ~E{u1u3}
— E{u3} ~E{u1u2} + 2E{u1} -E{u2} -E{u3}.

(5.11)

Hinweis: Die Beziehung (5.10) impliziert, dal die Berechnung von Verbundkumulanten
der Ordnung r die Kenntnis sémtlicher Momente bis zur Ordnung r voraussetzt.
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5 Polynomiale Ansétze

Eigenschaften

Die grundlegenden Eigenschaften von Momenten und Kumulanten konnen kurz in fiinf
Punkten zusammengefafit werden (Brillinger, 1965; Nikias und Petropulu, 1993):

1. Fiir beliebige Konstanten a; € R,i =1...n gilt
Mom|[(a1uy)* | (aguy)™, ..., (ayu,)™] = (H afi)Mom[ul, ..., u,] und
i=1

Cum|(a;uy)*, (aguy)

R0 (apuy)t] = (ﬁafi)Cum[ul,...,un]. (5.12)

Diese Identitét folgt direkt aus den Gln. (5.3) und (5.10).

2. Da die Reihenfolge der partiellen Differentiation in Gl. (5.3) bzw. (5.6) beliebig
vertauscht werden kann, sind die Momente und Kumulanten symmetrisch beziiglich
ihrer Argumente, also beispielsweise

Mom|zy, o, x3) = Mom|xs, x1, x3) = Mom|xs, z9, x1], etc.

3. Kann die Menge der ZGen {uy, ..., u,} in mindestens zwei voneinander statistisch
unabhéngige nichtleere Teilmengen {u;,...,u;,},{w;,,, ..., w;,} separiert wer-
den, so sind alle Kreuzkumulanten der Teilmengen identisch Null. Da die VWDF
fa(ug, ..., u,) fiir statistisch unabhéngige Teilmengen faktorisiert werden kann:

Ja(ur, o un) = g(uiy, oo w) - h(u o u,), (5.13)

148t sich nach den Gesetzen der Fourier-Transformation auch die erste charakteri-
stische Funktion separieren. Dementsprechend gilt dann fiir die zweite charakteri-
stische Funktion:

Ug(wi, ..., wn) = In{G(wiy, ... ,wi) } + In{H (wsy,,, .- w3, )} (5.14)

Fiir einen Kreuzkumulanten der beiden Teilmengen

Cuml[...,ufm . af ], me {in,...,ix} A€ {irpr, .. in} (5.15)
wird der gemischte Differentialquotient awa\gw evaluiert, wobei jeweils ein Term

in Gl (5.14) unabhéngig von w,,, bzw. w, ist und somit Null wird. Notabene: Fiir
Momente gilt diese Eigenschaft im Allgemeinen nicht.

4. Folgen die ZGen {uy,...,u,} verbundweise einer Gauflverteilung, so ist die voll-
stdndige Information {iber ihre Verteilung in den Momenten der Ordnung r < 2
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5.1 Spektren hoherer Ordnung

enthalten. Das bedeutet, daf sémtliche Kumulanten der Ordnung r = """ | k; > 2
verschwinden:

Cum[uf', .. . uf"] =0 fir fg(@)=N(i,C) und 7> 2, (5.16)

n

g und C' bezeichnen den Mittelwertsvektor respektive die Kovarianzmatrix der
multivariaten Normalverteilung. Das bedeutet, dal Kumulanten héherer Ordnung
sozusagen die ,,Nicht-Gaufformigkeit* einer Verteilung messen.

5. Sind die ZGen u = {uy,...,u,} und Vv = {vy,...,v,} voneinander statistisch un-
abhéngig, so sind die Kumulanten der Summe gleich der Summe der Kumulanten,
d.h. Kumulanten sind additiv beziiglich ihrer Argumente?:

Cum[(uy + v, (4 vip)] = Cum[uf, ... ub"] + Cum[vh, ... vEn].

(5.17)
Dies liegt darin begriindet, daf} sich fiir statistisch unabhingige ZGen die Vertei-
lung der Summe als Faltung ergibt. Somit ist die erste charakteristische Funktion
nach den Gesetzen der Fourier-Transformation als Produkt und die zweite charak-
teristische Funktion als Summe darstellbar. Diese Eigenschaft gilt wiederum nicht
fiir Momente und ist besonders fiir die Systemidentifikation in Abschnitt 5.2.5 rele-
vant, da diese, zusammen mit Eigenschaft (4) impliziert, daf additives GauBsches

Rauschen keinen Einflufl auf die Kumulanten nimmt.

Momente und Kumulanten stationdrer Prozesse

Wie bereits in Abschnitt 2.4 erldutert, kann ein kontinuierlicher stochastischer Prozef3
durch eine geeignet gewéhlte Abtastrate diskretisiert werden. Die Abtastwerte kénnen
dann in einem Vektor zusammengefafit und dieser als Zufallsvektor interpretiert werden.
Fiir den Fall mehrdimensionaler Signale ergibt sich unter Verwendung von Abtastposi-
tionen ;

i={u,u,...,u,} = {u(@)u@),...,ul@,)}, z&ecR". (5.18)
Somit sind die eben eingefiihrten grundlegenden Definitionen und Eigenschaften von Mo-
menten und Kumulanten direkt auf stochastische Prozesse iibertragbar. Samtliche stati-
stische Kenngroflen besitzen dann als Argumente die Abtastpositionen Z;,7 € {1...n}.
Ist ein Prozef} streng stationér, so gehen die Argumente iiber in n — 1 Differenzvektoren.
Insbesondere kann dann fiir die Momente und Kumulanten die folgende Schreibweise
verwendet werden:

m};(fl, e ,fn_l) = Mom[u(:f), u(f+ fl) ,ll(fl_f+ fn—l)]
(T, @) = Cumfu(@),u(d+

Wichtige Sonderfille ergeben sich fiir

2Daher auch der Terminus Kumulant.
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5 Polynomiale Ansétze

e n=1:
&' =mf = E{u(?)}, (5.20)
dies ist der Mittelwert des Prozesses u(Z).

o n =2
¢y (%) = my(T1) — (my)?, (5.21)
dies ist die bekannte Gleichung der Autokovarianzfunktion des stationéren Prozes-

ses u(Z). Fir 1 = 0 ergibt sich die bekannte Varianz oder auch Wechselleistung
des Signals 7§ = ¢5(0).

o n—23
S (T, By) = my (T, ) — mi (mb (T) + m3 (To) + ms (Zy — 71)) + 2(mf)?, (5.22)

wobel man fiir 1 = 75 = 0 die Schiefe 7§ = ¢§(0,0) der Verteilung des Prozesses
u(Z) erhilt.

o n =4
(T, T, T3) = mi(dh, T2, T3) — my(T1) - my (L5 — T2) — my(T2) - my(Ts — 71)
— my(Ts) - my (T — 1) — my (my (Ty — &1, T3 — T4)
+ my (T, T3) + my (T, T5) + m3 (T, 7))
+ (my)? (my (2)) + my (To) + my (L) + my (T — 1)
+ my (T — o) + my (T — 1)) — 6(m), (5.23)

setzt man bei dieser Kumulantenfunktion vierter Ordnung die Argumente zu Null,
d.h. wird diese im Ursprung ausgewertet, so erhélt man die Kurtosis v}' = ¢§(0,0,0)
der Verteilung des Prozesses u(z). Diese kann, wie die Schiefe ~} als eine Art Form-
parameter der Verteilung gedeutet werden; héufig wird die auf die Varianz nor-

malisierte Kurtosis zur Beschreibung der Spérlichkeit einer Verteilung verwendet,
sieche G1.(2.20) und Abb. 2.11(d).

Fiir einen mittelwertfreien Prozef folgt direkt aus den Gln. (5.21) und (5.22), da8 die
Kumulanten bis zur dritten Ordnung identisch den entsprechenden Momenten sind. Des-
weiteren folgt aus Gl. (5.23), dal zur Berechnung der Kumulanten vierter Ordnung die
Kenntnis der Momente vierter sowie zweiter Ordnung vonnoéten sind. Abb. 5.1 zeigt ver-
schiedene univariate Verteilungen sowie ihre entsprechenden Momente und Kumulanten.

Vollig analog zur bekannten Kreuzkorrelationsfunktion koénnen formal auch Kreuzku-
mulanten definiert werden. So sind beispielsweise die Kreuzkumulanten dritter Ordnung
der stationdren Prozesse {u(¥)},{v (%)}, {w(Z)} gegeben durch

YV (Z,13) = Cumlu(Z),v(Z+ 7)), w(Z+ 7))
)

— B{(u(@) - m))(v(@) - m))(w(@ —m})}.  (5.24)
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Abbildung 5.1: Verschiedene Beispiele symmetrischer (oben) und asymmetrischer (unten)
univariater Verteilungen und ihre Momente und Kumulanten.

Selbstverstandlich existieren noch weitere Kreuzkumulanten dieser drei Prozesse, z.B.

uuv(—’ g vwv(—’ g

W (4, 25) oder YWV (¥, 23), etc. Allgemein ist die Kreuzkumulantenfunktion n-ter
Ordnung der stationédren Prozesse {u;(Z)},i =1...n definiert als:

camztin (fl, IZ"Q, Ce ,fn_l) = C’um[ul(f), le(f*l* fl), ey un(er fn—l)]- (525)

n

5.1.2 Kumulantenspektren

Fiir einen reellen, streng stationdren Prozefi {u(#)} mit einer Kumulantenfunktion n-ter
Ordnung ¢ (74, . ..,Z,—1) kann das assoziierte Kumulantenspektrum wie folgt definiert
werden.

Definition. Es sei die Kumulantenfunktion absolut integrierbar, d.h.

/---/|cz(fl,---,fn_1)ldfl---di‘n_l < 0, (5.26)

RN RN
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dann ist das Kumulantenspektrum der Ordnung n eines N-dimensionalen Prozesses
definiert als die (n — 1) N-dimensionale Fourier-Transformation

C;:(ﬁa R ﬁl*l) &—O Cz(fh cee wfnfl)
— / . / Cz(fla o ,j’n_l)e_ﬂ’r(f?fl"'“""filfnfl)dj’l cod@, .
RN RN
(5.27)
O

Im Allgemeinen (fiir n > 2) ist C*(fi, ..., fo_1) komplex, ist also darstellbar mit Betrag
und Phase:

Co(fiy s fuc1) = |CO(f, ..., fay)|e?ECRTrafnen)
= |CR(fis- - fa) @RI Inn), (5.28)

Wie weiter unten gezeigt wird, sind die Kumulantenspektren auch analog fiir determi-
nistische Signale definiert. Die Phaseninformation erméglicht dann eine Rekonstruktion
des urspriinglichen Signals; so konnen beispielsweise Schnitte durch das Bispektrum die
Phase des Signals rekonstruieren (Bartelt et al., 1984; Holambe et al., 1996; Petropulu
und Pozidis, 1998). Dies ist auch ein wesentlicher Unterschied zum bekannten Leistungs-
dichtespektrum, da dies rein reell ist, und somit keine Phaseninformation beinhélt. Daher
ist eine Rekonstruktion aus dem Spektrum zweiter Ordnung nur fiir Minimalphasensy-
steme moglich (Nikias und Petropulu, 1993).

Eine Anmerkung zur Terminologie: Polyspektren bezeichnen sowohl die Spektren von
Momenten als auch von Kumulanten und ebenso die Spektren von deterministischen
und stochastischen Signalen, also Energie- und Leistungsdichtespektren.

Alternative Definition

Die physikalische Signifikanz von Polyspektren wird deutlich, wenn die Definition {iber
die FOURIER-STIELTJES Représentation stochastischer Prozesse erfolgt. Hiernach kann
ein stochastischer ProzeB {u(Z)} spektral dargestellt werden als Uberlagerung von Expo-
nentialschwingungen, deren Amplituden komplexe Zufallsgrofien sind (Papoulis, 1991):

u(7) = / I2m 17 U (f). (5.29)

Wenn der Prozef stationér ist, so miissen fiir eine gegebene Frequenz f sdmtliche Phasen
gleichwahrscheinlich vorkommen, was zur Folge hat, daf§ der Erwartungswert fiir f # 0
verschwindet:

E{dU(f)} =0. (5.30)
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5.1 Spektren hoherer Ordnung

Ebenso folgt aus der Bedingung der Stationaritéit, dafl der Erwartungswert iiber das
Produkt zweier Komponenten verschwinden muf, solange f; # fs ist:

(o au(z) - {F: B2 =7 51

—

Allgemein kann gezeigt werden, daf sich die Kumulanten des Prozesses {dU(f)} zu

Cum[dU(fy),...,dU(f,)] = {C#(fu " f{:;%jalls ilft -¥'O+ Jn = 0} (5.32)

ergeben. Daraus ist ersichtlich, daf§ das Polyspektrum der Ordnung n den Kumulanten-
beitrag von n Fourier-Komponenten mifit, deren Summe Null ist. Obwohl das Kumulan-
tenspektrum der Ordnung n eine Funktion von n—1 Variablen ist, sollte dennoch bedacht
werden, daf} es eine ,,verborgene* Variable ﬁ; = — f: — = ﬁl,l gibt. Man kann also
sagen, die Spektren hoherer Ordnung messen die Interaktionen, bzw. die statistischen
Bindungen zwischen verschiedenen Frequenzkomponenten.

Spezielle Polyspektren

Das Leistungsspektrum, Bispektrum und Trispektrum sind spezielle Varianten der Po-
lyspektren aus Gl. (5.27) mit der Ordnung

e n=2: Leistungsspektrum

Cy(f) = / B(&)e 727 (5.33)
RN
Fiir einen mittelwertfreien Prozef stellt dies genau die Wiener-Khintchine Identitat
dar.Es gilt hierfiir:

i (7) = (=7
G(f) = G(=))
CH(f) > 0 (reelle, nichtnegative Funktion). (5.34)

e n=3: Bispektrum
Cy(fi, f2) = / / (i, Ty)e ImUT DT 47, 47, (5.35)
RN RN

Das Bispektrum zeichnet sich durch eine hochgradige Symmetrie aus, die direkt
auf die grundlegenden Eigenschaften der Kumulanten zuriickzufiihren sind (Nikias
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5 Polynomiale Ansétze

und Petropulu, 1993). So besitzt beispielsweise das Bispektrum eines eindimensio-
nalen, reellen Prozesses 12 Symmetrieregionen, die zur effizienten Schétzung und
Rauschunterdriickung verwendet werden koénnen.

e n=4: Trispektrum
Cr(fla f27 f3) =
/ / / Ty, Ty, Ty)e 2 UT OHE 2410 8) 47 47,d 7. (5.36)

RN RN RN
Wie das Bispektrum, so zeichnet sich auch das Trispektrum durch eine Vielzahl

an Symmetrien, bedingt durch die Eigenschaften der Kumulantenfunktionen, aus.
Ein eindimensionaler, reeller Prozefl besitzt insgesamt 96 Symmetrieregionen.

Detektion und ldentifikation von nichtlinearen Prozessen

Polyspektren bieten prinzipiell die Moglichkeit, Nichtlinearitédten in Prozessen zu detek-
tieren, respektive zu identifizieren. Dabei mufl unterschieden werden zwischen linearen
nicht-gaufischen und nichtlinearen Prozessen. Fiir diese Unterscheidung wird héufig die
Kohdrenzfunktion verwendet, diese kombiniert das Polyspektrum der Ordnung n mit
dem Leistungsspektrum (Nikias und Petropulu, 1993):

Cr?(ﬁw"af_.?;fl) ]
¢c (o) - C3(f2) - C3(Foa) - C(Fi + fo b+ Fo)

Desweiteren 148t sich leicht zeigen, daB fiir die Polyspektren des Ausgangs eines linearen
Systems mit spektraler Ubertragungsfunktion H(f) gilt:

C;F(fla R fn71> = H(fl)H(f2) o H(fn71>H*<f1 +ee fnfl) : Cyllll(f17 sy fnfl)a
(5.38)
hier bezeichnen u; und u, den Ein- bzw. Ausgang des Systems und C*, C*? die ent-
sprechenden Polyspektren der Ordnung n. Handelt es sich beim Eingangssignal um ein
nicht-gauBsches weiles Rauschen (Higher-Order White Noise, HOWN), so ergibt sich
aus Gl (5.38):

C(fiyevs fut) =0 - H(F)H(f2) - H(fum)H (fi + -+ facr). (5.39)

Wenn nun also ein Proze$ linear ist, kann dieser mithilfe von Gl. (5.39) modelliert werden.
Damit ergibt sich die Kohérenzfunktion dieses Prozesses zu

Py 8 HUH() - HE (ot fi)
e ) S R G ) G G o)

. (5.40)
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5.1 Spektren hoherer Ordnung

woran man erkennen kann, dafl in diesem Fall der Betrag der Kohérenzfunktion

uz/ f 7 7;;1
[P (fr o famt)| = COEE (5.41)

konstant fiir alle Frequenzen ist. Sollte der Prozefl zudem gaufisch sein, so ist v = 0
fiir alle n > 2 und damit verschwindet auch die Kohérenzfunktion. Weist sie jedoch eine
hohe Variabilitét beziiglich der Frequenzen auf, so ist der Prozefl {us (%)} substantiell
nichtlinear.

Nichtlineare Prozesse entstehen haufig beim Passieren von nichtlinearen Systemen, dies
wird in Abschnitt 5.2 genauer erldutert. Ein Phénomen, das hierbei typischerweise auf-
tritt, und welches nur mit Spektren héherer Ordnung detektierbar ist, ist die sogenannte
Phasenkopplung. Dies wird im Folgenden anhand zweier einfacher Beispiele demonstriert.

Beispiel. Betrachtet wird ein einfacher Quadrierer ug(z) = (ul(m))2 Der Eingang bestehe
aus der Uberlagerung zweier Prozesse mit den Frequenzen f,, f, und zufilligen Phasen ¢, ¢p:

uy(z) = cos(2m fox + @,) + cos(27 fox + ¢y). (5.42)

Der Ausgang des Systems ergibt sich wie folgt:

w(e) = (cos(rfur +,) +cos@nfyr + )

1, . . 1
— Z (oI 2T fazt+dy) =27 far+¢p,) _
(2( +e )+ 5

_ l[ej(4wfax+2¢a> 4 20i@(fat)atdatdy) | 9pi(2m(fa—fr)atd—dy)
4

(ej(QWfbx'i“?b) + e—j(QWfb$+¢b))) 2

+ e_j(47rfa$+2¢a) + 2€_j(27r(f(l_fb)x+¢a_¢b) + Qe_j(QW(fa+fb)$+¢a+¢b)
+ ej(47rfbx+2¢b) + e_j(47rfbx+2¢b) +4
1
= 1+3 cos(4m faz + 2¢,) + cos(2m(fo + fo)z + Po + &)
1
+ cos2n(fy — fo)z + &, — Pp) + 3 cos(4r fox + 2¢py). (5.43)

O

Am obigen einfachen Beispiel kann man erkennen, dafi die Antwort eines Quadrierers
auf die lineare Uberlagerung zweier harmonischer aus einem Gleichanteil, einem Anteil
bei den doppelten Frequenzen und Anteilen bei den Summen- und Differenzfrequenzen
besteht. Ersichtlich ist auch, daf die Anteile bei den Summen-, bzw. Differenzfrequenzen
auch in einer bestimmten Phase zueinander stehen. Diese Phasenrelation ist charakte-
ristisch fiir nichtlineare Systeme und wird in diesem Fall quadratische Phasenkopplung
genannt. Das Besondere dabei ist, dafl genau diese Phasenkopplung von Spektren hoher-
er Ordnung detektiert wird, wie im folgenden Beispiel verdeutlicht.
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Beispiel. Betrachtet werden nun zwei Prozesse, bestehend aus jeweils drei harmonischen
Schwingungen mit stochastisch verteilten Phasen im Intervall [0, 27]:

u(z) = cos(2rfx+ @) + cos(2m fyx + ¢pyp) + cos(2m fex + ¢,.)
uy(r) = cos(27mfgx + Py) + cos(2m fex + @) + cos(2m frx + b)), (5.44)

wobei gilt: f. = fo + fo, ff = fa+ fe, b5 = ¢a + ¢e. Die Frequenzkomponenten in Signal uy
sind harmonisch verwandt, da sich die dritte als Summe der beiden ersten ergibt. In Signal
ug hingegen sind zudem auch die Phasen in entsprechender Relation zueinander, dies wird
als quadratisch phasengekoppelt bezeichnet. Das Spektrum der Signale ist trivial, bestehend
aus Impulsen an den jeweiligen Frequenzen, Abb. 5.2(a). Wie leicht berechnet werden kann,
ergeben sich die Kumulanten dritter Ordnung zu:

c3'(z1,22) = 0
1
ey (x,w0) = 1 cos(fex1 + faxa) + cos(frx1 — faxe) + cos(fax1 + fexa)

+ cos(frr1 — fewa) + cos(fqr1 — frxa) + cos(fexr — ff:vg)}, (5.45)

dies ist in Abb. 5.2(b) gezeigt. 0
NG . (b)
5| = oot
= O 5 e
fc f fb fc

Abbildung 5.2: Der Effekt der Phasenkopplung im (a) Leistungsspektrum und (b) Bi-
spektrum. Erkennbar ist, daf3 nur das Bispektrum sensitiv gegeniiber einer quadratischen
Phasenkopplung ist. Hinweis: Das Bispektrum ist nur im dunkel hinterlegten Bereich ge-
zeichnet, alle anderen Oktanten sind aufgrund der Symmetrie redundant.

Aus den obigen Beispielen geht deutlich hervor, daf ein typisches Charakteristikum eines
nichtlinearen System, die Generierung von Phasenkopplungen, nur mit Spektren héherer
Ordnung identifizierbar ist. Auch fiir stationére Prozesse, welche Abhéingigkeiten zwi-
schen den Frequenzkomponenten aufweisen, ist eine polyspektrale Analyse notwendig.

Praktische Schatzung des Bispektrums
Den in den Gln. (5.27) und (5.32) angegebenen Definitionen von Polyspektren liegt die

Annahme zugrunde, dafl theoretisch beliebig viele Realisierungen vorhanden sind, bzw.
daBl die Kumulanten exakt bekannt sind. Unter realistischen Bedingungen jedoch, miissen
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5.1 Spektren hoherer Ordnung

die Statistiken hoherer Ordnung aus einer endlichen Anzahl Realisierungen geschétzt
werden. Selbst wenn, wie hier angenommen, die Prozesse als stationdr und ergodisch
betrachtet werden konnen, so bleibt immer noch die Anzahl der Realisierungen ein kri-
tischer Aspekt. Zur Schéatzung der Statistiken hcherer Ordnung kénnen zwei basale Ver-
fahren unterschieden werden: (i) die konventionellen Methoden, die auf der Mittelung
verschiedener Realisierungen und der schnellen Fourier-Transformation basieren, und
(i1) die parametrischen Methoden, welche die Parameter von Modellen zur Generierung
einer entsprechenden Statistik anpassen. Diese Modelle sind haufig vom Typus moving
average (MA), autoregressive (AR) oder ARMA. Wéihrend die parametrischen Metho-
den eine relativ schnelle und hochauflésende Schétzung liefern, so ist die Generalitéat bei
den konventionellen Verfahren hoher. Insbesondere, wenn keine a priori Annahmen iiber
die Natur der Quelle gemacht werden kénnen, bzw. wollen.

Die konventionellen Methoden wiederum gliedern sich in zwei Subgruppen, entsprechend
den angegebenen Definitionen. Die indirekte Klasse bezieht sich auf die Definition in GI.
(5.27); hier werden zuerst die Kumulanten des Prozesses geschétzt und anschlieBend
durch Fourier-Transformation die Spektren berechnet. Somit ist diese Methode &hnlich
zur bekannten BLACKMAN-TUKEY-Methode zur Schitzung der Autokovarianz, bzw.
des Leistungsdichtespektrums (Kay, 1988). Die in dieser Arbeit berechneten Spektren
hoherer Ordnung sind nach der direkten Methode geschétzt. Dabei werden zuerst die
Fourier-Koeffizienten der Realisierungen geschétzt, und ihre gemittelten Tripel-Produkte
ergeben dann die Schétzung des Bispektrums. Dies ist vergleichbar mit dem Verfahren
der gemittelten Periodogramme, oder auch WELCH-Methode (Kay, 1988). Diese Methode
zeichnet sich durch eine schnellere Konvergenz und vor allem durch eine bessere Bere-
chenbarkeit aus, da bei der indirekten Methode zum einen iiber sehr viele Datenpunkte
gemittelt werden mufl und abschlieend eine hochdimensionale Fourier-Transformierte
berechnet wird.

Die grundlegenden Schritte zur Berechnung des Polyspektrums der Ordnung n kénnen
wie folgt zusammengefait werden; fiir eine ausfiihrliche Darstellung, siehe z.B. (Nikias
und Petropulu, 1993):

1. Segmentiere die gegebenen Daten in Blocke mit konstanter Anzahl Abtastwerte,
2. befreie jeden Block vom Mittelwert,

3. multipliziere ggf. jeden Block mit einer geeigneten Fensterfunktion zur Glattung
des Spektrums (dies geht zu Lasten der Auflosung, kann jedoch die Interpretation
der Ergebnisse substantiell vereinfachen),

4. berechne fiir jeden Block die Fourier-Transformierte (mittels FFT),
5. bilde von jedem Block die n-tupel Produkte

U(f)U(fa) - Ulfo)U(=fr = fo =+ = fu1),
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d.h. bilde die Periodogramme,
6. mittele iiber simtliche Periodogramme.

Die statistischen Eigenschaften der konventionellen Verfahren wurden studiert in (Hi-
nich, 1982; Rao und Gabr, 1984; Rosenblatt und Van Ness, 1965). Es wurde gezeigt,
daBl die Verfahren fiir hinreichend grofie Blocke und Blockanzahl konsistente und erwar-
tungstreue Schétzer darstellen, und daf die Schétzwerte asymptotisch normalverteilt
sind.

Es seien C3', bzw. CY(f1, f2) das wahre Leistungsdichtespektrum, bzw. Bispektrum ei-
nes streng stationdren, mittelwertfreien Prozesses u(x). Das nach obigem Verfahren
geschétzte Bispektrum sei CA'Z},‘( f1, f2). Dieser Schétzer stellt dann mit hinreichend groien
und einer geniigenden Anzahl Blocken einen erwartungstreuen Schétzer dar:

E{C3(f1, f)} = CY(f1. f2). (5.46)

Dieser ist asymptotisch gaulsch mit den Varianzen
var{RICS (f1, )]}~ var{S[C3(f1. f2)]}

1 u u u
AQNCQ (fD)CS(f2)C3 (fr + fa), (5.47)
wobei A den Abstand im Frequenzbereich darstellt (Auflosung) und N die gesamte
Lange der verfiigbaren Daten. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung und einen Vergleich
zwischen direkter und indirekter Methode, sieche (Petropulu, 1998).

X

Beispiele

Um die Darstellungen in den néchsten Abschnitten zu vereinfachen, und um die bispek-
trale Analyse etwas intuitiv gestalten zu konnen, werden in diesem Abschnitt exem-
plarisch zwei Bispektren berechnet. Eine erforderliche Voraussetzung fiir die Diskussion
von Bispektren natiirlicher Bilder, bzw. nichtlinearer Systemausgéinge ist eine geeignet
gewihlte Darstellung. Da in dieser Arbeit zweidimensionale Signale und Systeme be-
handelt werden, ergibt sich die Dimensionalitdt der Bispektren zu vier. Die Darstellung
derartiger Signale erfolgt durch gerade Schnitte des kartesischen Raumes und Anord-
nung dieser entsprechend ihrer Schnittposition. Abb. 5.3 zeigt das kartesische Koordina-
tensystem dieser Darstellung. Samtliche gezeigten Bispektren sind entsprechend diesem
System dargestellt3.

Beispiel. Gegeben sei ein deterministisches, energiebegrenztes und reelles Signal

kr(z,y) = 6(v/ 22 +y?> — R) (Kreisring mit Radius R). (5.48)

3Das kartesische System wird aufgrund seiner , Vertrautheit“ gewihlt, z.T. kann aber eine andere
Darstellung, wie etwa Polarkoordinaten, die Zusammenhénge im vierdimensionalen besser aufdecken.
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Abbildung 5.3: Koordinatensystem zur Darstellung der vierdimensionalen Bispektren.

Die Fourier-Transformierte 148t sich aufgrund der Ausblendeigenschaft der Dirac-Linie schrei-
ben als

1 .
Kp(fz: fy) = H//eﬂ”(f””ﬁfyy)dxdy, (5.49)

wobei die Integration iiber den infinitesimalen Bereich des Kreisringes ausgefiihrt wird. Nach
Ubergang zu Polarkoordinaten (R, #) und Anwendung der Amplituden-Phasen-Polarform er-
gibt sich

21
Kr(fes fy) i ei2rlifreos(0=0)q9  mit f. = \/f2 + f2, ¢ = arctan & (5.50)

_HO fm

Verwendet man eine bekannte Entwicklung der Besselfunktionen erster Art (Abramowitz und
Stegun, 1970), so ergibt sich schlufiendlich als Spektrum des Ringes

Knlferfy) = aedo(2n R/ TET T7P), (551)

wobei Jy die Besselfunktion erster Art der Ordnung 0 darstellt; siehe Abb. 5.4(a). Sein Bispek-
trum berechnet sich dann zu

CH(f1, f2) = Kr(f)KR(f2) Kr(—fi — f2). (5.52)

Genauer betrachtet ist dies das Momenten-Bispektrum des deterministischen Signals & g(Z);
i.A. bringen Kumulantenspektren bei deterministischen Signalen keinen Gewinn. Man sieht,

—

dafB dieses Bispektrum vollsténdig durch die Fourier-Transformierte K r(f) beschrieben ist. 5

Beispiel. Das Bispektrum eines linearen Exponentialprozesses mit Leistungsdichte

Cs(f) = e 1. (5.53)

Aquivalent kann dieser ProzeB als ein weiBes Rauschen hoherer Ordnung, gefiltert mit der
linearen Ubertragungsfunktion

H(f)=e Ml (5.54)
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Abbildung 5.4: (a) Fourier-Transformierte und Bispektrum des deterministischen Ener-
giesignals aus Gl. (5.48). (b) Leistungsdichtespektrum entsprechend Gl. (5.53) und zu-
gehoriges Bispektrum eines linearen Prozesses.
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U U ()] T N

U(fi
D(f1) + @(f2) )
A
\q)({l)>§re
—O(fi + f2)

/&’3(f1,f2) =O(f1) + (f2) — (f1 + fo)
|C~'3(f1,f2)| = U(f)IIU(f)NU(f1 + f2)]

Abbildung 5.5: Sukzessive Berechnung einer Realisierung des Bispektrums fiir eine be-
stimmte Frequenzkombination (fi, f2) in der komplexen Ebene. Das finale Bispektrum
ergibt sich durch Mittelung des fett eingezeichneten Vektors.

betrachtet werden. Damit ergibt sich das Bispektrum entsprechend Gl. (5.39) zu:
C?‘f(fh JFQ) — e—(\ﬁ|+\ﬁ\+|ﬁ+ﬁ\)’ (5.55)

siche Abb. 5.4(b). Hieran offenbart sich auch eine fundamentale Eigenschaft der Spektren
hoherer Ordnung. Wird ein Prozefl mit einem linearen Filter manipuliert, so kénnen definierte
Abhéngigkeiten zweiter Ordnung erzeugt werden. Es werden allerdings damit auch gleichzei-
tig die Bindungen hoherer Ordnung beeinflufit, eine Eigenschaft, die im Allgemeinen nicht
wiinschenswert ist. 0

Anschauliche Deutung der bispektralen Schiatzung

In den beiden obigen Beispielen handelt es sich sowohl um ein deterministisches Signal
als auch um einen stationédren Prozefl. Den beiden Bispektren gemein ist, dafl sie in der
Form U(f1)U(f2)U*(f1+ f2) separierbar sind. Im ersten Fall ist dies einfach die Vorschrift
zur Berechnung des Bispektrums eines deterministischen Signals, wohingegen im zweiten
Fall diese Eigenschaft in der Linearitdt des Prozesses begriindet liegt, wie auch bereits
mit Gl. (5.39) gezeigt. Wichtig ist hierbei, daf die fiir uns interessanten Eigenschaften
(bei der Analyse der Statistik natiirlicher Bilder oder der Identifikation nichtlinearer
Systeme) in der nicht-Separierbarkeit der Bispektren liegen. Diese ergibt sich durch die
statistische Mittelung iiber viele Realisierungen mit bestimmten Phasenkopplungen, wie
in Abb. 5.5 illustriert. Dies kann veranschaulicht werden, indem man sich die Berechnung
des Betrags und der Phase

1Cs(fr, )l = (U] US| [U(fr + f2)l (5.56)
D3(f1, fo) = O(f1) + @(f2) — @(f1 + f2) (5.57)
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fiir eine ganz bestimmte Frequenzkombination (fi, f2) schrittweise betrachtet. Abb. 5.5
stellt die Messung einer Realisierung in der komplexen Ebene dar. Wenn die Phase an der
dritten Frequenz, (f; + f2) unabhéngig ist, so ist der resultierende (fett eingezeichnete)
Vektor gleichverteilt in der Ebene?, d.h. der Mittelwert ist Null. Ist die Phase jedoch an
die Phasen bei f; und fo gekoppelt (mit einer erlaubten additiven Konstante), so fallen
im Mittel die resultierenden Vektoren auf eine bestimmte Lage in der komplexen Ebene
und bestimmen somit Betrag und Phase des Bispektrums an (f1, f2).

5.1.3 Bispektrale Analyse natiirlicher Bilder

Wie weiter oben erldutert, mifit das Bispektrum die Bindungen zwischen Frequenzkom-
ponenten. Es stellt sich nun die Frage, wie das Bispektrum fiir die Klasse der natiirlichen
Bilder aussieht. Eine Hypothese ist, dafl sich die Statistik unserer Umwelt signifikant aus
der Existenz von orientieren Kanten manifestiert. So konnte gezeigt werden, dafl die loka-
le WDF einer simulierten spérlichen Verteilung, bestehend aus orientierten Kanten, eine
groBe Ahnlichkeit mit der real gemessenen aufweist (Zetzsche und Krieger, 2001b). Dies
ist auch kohérent mit den eingangs in Kap. 2 ausgefiihrten Uberlegungen zur Redundanz
in natiirlichen Bildern. Die nicht-redundanten, also informationstréichtigen Signalanteile
sind eben nicht die hdufig vorkommenden Kanten und Linien (Objektgrenzen), sondern
v.a. die Anderungen in deren Orientierung, also i2D-Signale.

Analog dazu kann im Bispektrum eine sternférmige Struktur entdeckt werden (Krieger
et al., 1995; Krieger et al., 1997; Krieger, 1999), was bedeutet, daf vermehrt Frequenzen
mit gleicher oder zumindest dhnlicher Orientierung gekoppelt sind. Dies ist ebenfalls
durch Kanten zu erkldren, da die Fourier-Transformierte einer Kante viele unterschiedli-
che Radialfrequenzen mit definierter Phasenlage zueinander enthélt. In Abb. 5.6 ist das
Bispektrum natiirlicher Bilder und dessen quantitative Analyse gezeigt. Dazu wurde ein
hochauflésendes Bispektrum berechnet® und die ,Masse® innerhalb einer bestimmten
Orientierungsdifferenz aufintegriert (vgl. Abb. 5.6):

ot — /D ) / Cu(fi. Fdfidf, (5.58)

wobei fiir den Integrationsbereich Dag gilt:

Dpy = {ﬁ,f; € R)| arctan& - arctan@|

f:vl f:vz

“Dies geht aus der Fourier-Stieltjes Repriisentation hervor, vgl. Gl. (5.30)

®Das bedeutet 64 Frequenzstiitzstellen pro Dimension, und entspricht einem Speicherbedarf von 64* x
(32 - 2) bit = 128 MByte (je eine Gleitkommazahl mit 32 bit fiir Real- und Imaginirteil). Eine
hoherer Auflosung verlangt exponentiell mehr Speicher- und Rechenressourcen und erhoht zudem
die Varianz des Schétzers.

< A0

=7 }7 ﬁ: (f$i7fyi)T' (5'59)
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Abbildung 5.6: Analyse des Bispektrums natiirlicher Bilder. Links: gemessenes hoch-
auflésendes Bispektrum, mittig: Integrationsbereich fiir A¢ = 60°, rechts: relative Massen
in Abhingigkeit von der Orientierungsdifferenz (Details siche Text).

Diese Masse in Abhéngigkeit von der Orientierungsdifferenz wird ins Verhéltnis mit der
Gesamtmasse {gs gesetzt. Erkennbar ist ein konkaver Verlauf (gestrichelt), der iiber
der Nullhypothese £, eines konstanten Bispektrums liegt (gepunktet). Das Verhéltnis
dieser beiden Kurven (durchgezogen) offenbart die starken Bindungen benachbarter Ori-
entierungen, da fiir kleine Orientierungsunterschiede A¢ relativ betrachtet am meisten
Masse im Bispektrum zu finden ist.

Diese Untersuchung stellt somit eine konsequente Erweiterung der bisherigen Erkennt-
nisse im Sinne einer quantitativen Analyse dar. Die Ergebnisse liefern weitere Evidenz,
daB lokale Strukturen in natiirlichen Bildern iiberwiegend aus gerichteten Kanten und
anderen 71 D-Signalanteilen bestehen.

5.2 Volterra-Wiener-Systeme

Models should not be true but it is important that they are applicable.
John W. Tukey

Nichtlineare Systeme sind alle Systeme, die nicht linear sind. In dieser augenscheinlich
trivialen Feststellung sind jedoch bereits die fundamentalen Schwierigkeiten, die der Um-
gang mit nichtlinearen Systemen bereithélt, aggregiert. Alle linearen Systeme gehorchen
dem Superpositionsprinzip, also gilt fiir beliebige Konstanten «, 3 € R:

L{auy(7) + Pug(¥)} = al{ui(7)} + BLIu2(7)}, (5.60)

wobei £{(-)} den Ausgang eines linearen Operators und w;(Z) verschiedene Eingangssig-
nale bezeichnen. Das bedeutet, die Antwort auf die Summe mehrerer Signale ist gleich
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der Summe der Antworten auf die einzelnen Signale. Dies ist eine schwerwiegende Ein-
schriankung und ermoglicht es, sdmtliche lineare Systeme in einem fundierten, geschlos-
senen mathematischen Rahmen zu behandeln. Nichtsdestotrotz gehorchen nichtlineare
Systeme dieser Einschrankung nicht, und da alle Systeme, die diesem Prinzip nicht ge-
horchen, nichtlinear sind, gibt es keine Moglichkeit, alle derartige Systeme in einem ein-
heitlichen Rahmen zu behandeln. Daher werden traditionellerweise jeweils unterschied-
liche Klassen von nichtlinearen Systemen mit gemeinsamen Eigenschaften definiert, und
fiir diese dann explizite Ansétze, bzw. Formulierungen angegeben. Polynomiale Syste-
me bilden eine derartige Klasse nichtlinearer Systeme. Diese kénnen generell wie folgt
definiert werden.

Definition. Es sei u; (%) ein bandbegrenzter Prozef§ der Dimensionalitéit N. Bei geeignet
gewiihlter Abtastrate 1/A, (siche GL. (2.5)) kann dieser als diskrete Folge

uy (Z) = {. . un (T — Ay, ur (Zo), un (B + A), .. .} (5.61)

repréasentiert werden. Polynomiale Systeme der Ordnung P sind dann definiert durch
Eingangs-Ausgangs-Relationen der Form (Mathews und Sicuranza, 2000)°

us(%o) = P{w(Z)}

P
. K- . . K-
= Zfz{ul( 0— EAJ:)a 1 (Zo), .. u (2 + EAx)a
i=0
L - . . L~
UQ(xO - EAx)a 7u2(l‘0)7 7u2( 0 + EAx)}v (562>

wobei us(%y) den Ausgang darstellt, f;(---) ein Polynom der Ordnung i ist und K
und L die GroBe des Definitionsbereichs (Support) des Systems im Vorwérts-, bzw.
Riickwirtszweig bestimmen. O

Wenn das so in Gl. (5.62) definierte System BIBO-stabil ist (bounded-input bounded-
output), so kann dies in eine Volterra-Reihe entwickelt werden. Der Begriff Volterra-
Wiener-Systeme bezeichnet die Klasse nichtlinearer Systeme, die aus der Volterra-Reihen-
entwicklung hervorgehen.

5.2.1 Kurzer geschichtlicher Uberblick

VITO VOLTERRA, ein italienischer Mathematiker (x1860, 11940), studierte die nach ihm
benannte Funktionalreihe als eine Erweiterung der bekannten Taylor-Reihenentwicklung.
Seine ersten Ergebnisse publizierte er im Alter von 27 Jahren (Volterra, 1887). FRECHET
konnte bald darauf zeigen, daf die Volterra-Funktionale vollstindig sind (Fréchet, 1910).

5Die hier verwendete Definition ist akausal, da in dieser Arbeit értliche Signale und Systeme betrachtet
werden, und Kausalitdt hierbei irrelevant ist.
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5.2 Volterra-Wiener-Systeme

Sein Theorem impliziert, dafl jedes kontinuierliche Funktional eines Signals (%) mit belie-
biger Genauigkeit durch die Summe einer endlichen Anzahl Volterra-Funktionale in x(¢)
approximiert werden kann. Dies ist eine Weiterentwicklung des Theorems von WEIER-
STRASS, das besagt, dal jede kontinuierliche Funktion mit beliebiger Genauigkeit durch
eine endliche Anzahl Polynome in = angenéhert werden kann. Die erste Verwendung in
einer nichtlinearen Systemtheorie fand die Volterra’sche Arbeit zu Beginn der 1940er
Jahre. NORBERT WIENER, der beriihmte Systemtheoretiker und Begriinder der Kyber-
netik, analysierte nichtlineare Systeme, indem er die Volterra-Reihe fiir einen weiflen,
gauBschen Eingang orthogonalisierte (Wiener, 1958). Die resultierenden, von ihm be-
nannten G-Funktionale haben den Vorteil, dal die Terme unterschiedlicher Ordnung im
Antwortverhalten separiert werden konnen (siehe Abschnitt 5.2.5).

Viele darauffolgende Arbeiten in den 60er und 70er Jahren muflten sich der Recheninten-
sivitdt der Volterra-Systeme beugen, da die zu dieser Zeit existierenden Rechenmaschi-
nen dies nicht bewiltigen konnten. Erst mit dem Aufkommen schneller Rechner in den
80er Jahren erfuhr die Modellierung und Synthese mit Volterra-Reihen eine Renaissance.
Zu nennen sind hier Arbeiten auf den Gebieten der adaptiven Echo- und Rauschun-
terdriickung, blinden Entzerrung von Ubertragungskaniilen und Modellierung digitaler
Satellitenkanéle. Auch turbulente Stromungen und das Treibverhalten von Schiffen im
Meer konnten mit Hilfe der Volterra-Wiener-Theorie modelliert werden. Weitere Ar-
beitsgebiete betreffen Populationsstudien, Kernspaltung und Immunologie.

Auf dem Gebiet der biologischen Systeme finden sich ebenfalls einige Anwendungen
der Volterra-Modelle. Einen Uberblick kann man in (Marmarelis und Marmarelis, 1978)
erhalten. Die Anwendung beschrédnkt sich hierbei hauptséchlich auf die Analyse zeitli-
cher neuronaler Information und auf sensorische und motorische Neurone. Ein héufig
verwendeter Ansatz sind reduzierte Spezialfille von Volterra-Systemen, die nichtlinea-
ren Kaskadensysteme, vorwiegend bestehend aus linearen Systemen in Verbindung mit
einer statischen Nichtlinearitdt (Hunter und Korenberg, 1986; Korenberg und Hunter,
1986). Insbesondere im visuellen System wurden nichtlineare Interaktionen mit soge-
nannten ,, Wiener-like kernels“ gemessen und beschrieben. So wurden beispielsweise die
Kerne zweiter Ordnung von Complex-Zellen gemessen (Emerson et al., 1987; Szulborski
und Palmer, 1990) oder die Interaktionen von Bewegungsrichtungen im mediotempora-
len Kortex (MT), dem die Verarbeitung von Bewegung zugesprochen wird (Livingstone
et al., 2001; Pack et al., 2003a).

Funktionale Beschreibungen von visuellen Neuronen unter Zuhilfenahme von Volterra-
Reihen werden von ZETZSCHE und Mitarbeitern vorgeschlagen. Ein Schliisselkonzept
hierbei ist die Moglichkeit einer UND-artigen Verkniipfung von Frequenzkomponen-
ten; diese stellt einen fundamentalen Unterschied zu den klassischen linearen Systemen
dar. Diese Eigenschaft 6ffnet das Tor zu einer groflen Klasse von funktionalen Zusam-
menhéngen, die zur Analyse und Modellierung einer Vielzahl nichtlinearer kortikaler
Phénomene verwendet werden kénnen, siehe hierzu Abschnitt 5.2.3.
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5.2.2 Die Volterra-Reihenentwicklung

In diesem Abschnitt erfolgt eine kurze Einfithrung in die Volterra-Reihenentwicklung
und die damit verbundenen Signalverarbeitungseigenschaften. In dieser Arbeit liegt die
Betonung auf quadratischen Volterra-Systemen fiir zweidimensionale Signale, daher wer-
den diese etwas ausfiihrlicher dargestellt. Im Gegensatz zu der klassischen Modellierung
und Analyse im Zeit, bzw. Ortsbereich werden die Systeme hier nahezu ausschliefllich im
Frequenzbereich dargestellt. Desweiteren wird aus Griinden der Einfachheit grundsétz-
lich von translationsinvarianten und im Allgemeinen akausalen Systemen ausgegangen.
Insbesondere die Kausalitét ist fiir 6rtliche Systeme ohnehin irrelevant.

Eine grundlegende Ausarbeitung der Theorie der Volterra-Wiener Systeme findet sich
in (Schetzen, 1980; Rugh, 1981). Fiir ausfiihrliche Beispiele zu quadratischen Volterra-
Systemen fiir zweidimensionale Signale siehe (Krieger, 1999; Nuding, 2002).

Die Volterra-Reihe im Ortsbereich
Gegeben sei ein Operator H{(-)}, der ein (mehrdimensionales) Eingangssignal u;(Z) auf
ein Ausgangssignal uy(Z) abbildet:

u2(7) = H{u(7)}, (5.63)

wobei ¥ € RN von der Natur, bzw. Dimensionalitit N des Prozesses abhiingt, also ergibt
sich fiir Zeitreihen N = 1,7 = t oder fiir Bilder N = 2,7 = (z,y)’. Dieser Operator sei
zudem translationsinvariant, d.h.

up (7 + A,) = H{uy (Z + A,)}. (5.64)

Dann kann die Volterra-Reihenentwicklung fiir diesen Operator wie folgt angegeben
werden:

UQ(ZZ") = ho

+ /hl(fl) Ul(f—fl) dl_"l

RN
+ / / hg(fl, ZL'_é) . Ul(f — fl)ul(f — fg) . dfldfg

RN RN

+ / / / hg(fl, ZL‘E, fg) . Ul(f — fl)ul(f — fg)ul(f — fg) . dfldfgdfg
RN RN RN

b (5.65)

Diese Reihe stellt im Prinzip eine Taylor-Reihenentwicklung fiir Systeme mit Gedéchtnis
dar. Die h;(#1, . .., Z;) werden hierbei als Volterra-Kerne der Ordnung i bezeichnet. Es ist
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Ho

L

Hi{w ()}

4

i (7) Ho{ui(Z)} u2(%)

=

Hp{ui(Z)}

Abbildung 5.7: Darstellung der Gesamtantwort eines nichtlinearen Systems der Ordnung
P als lineare Uberlagerung der Einzelantworten der homogenen Volterra-Kerne.

offensichtlich, dafl sich Gl. (5.65) aus der linearen Superposition von Volterra-Operatoren
unterschiedlicher Ordnung ergibt, wenn man formal definiert

p
Hp{ul(f)} = / hp(fl, ZZ"Q, Ce ,fp) : H Ul(f — fz) . dl_"l (566)
=1

RPN

Somit kann die Gesamtantwort des Operators H{u;(Z)} als Summe von im Grenzfall
unendlich vielen Teiloperatoren H,{u;(Z)} der Ordnung p ausgedriickt werden (vgl. auch

Abb. 5.7): N
H{u (D)} = > H{ui ()} (5.67)

Die Antwort von Hj ist unabhéingig vom Eingang und stellt einen systeminhérenten
Gleichanteil dar. Der Beitrag von H; berechnet sich entsprechend Gl. (5.65) identisch
einem linearen System als bekannte Faltungsoperation und stellt den linearen Anteil
dar. Dementsprechend indiziert Hs ein homogenes quadratisches und Hg ein kubisches
System.

Wie man Gl. (5.66) entnehmen kann, ist die Volterra-Reihe linear in ihren Kernen. Dies
wird besonders dann evident, wenn die Operation in einem expandierten Raum betrach-
tet wird. Dazu definiert man das expandierte Eingangssignal als dyadisches Produkt

ﬂl(fl,fg, e ,fp) = U,l(fl) . ul(fg) N 'Ul(fp), (568)

setzt dies in Gl. (5.66) ein und vergleicht das Ergebnis mit der bekannten mehrdi-
mensionalen Faltungsoperation, so erkennt man, dafl diese identisch sind fiir den Fall
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—

ZZ"l: 2:"':fnzifi

Y (), T, T) . (5.69)

F=F =Fo==7y,

Hp{ur (Z)} = hy(Zy, Lo, ..., Tp) % F -

wobei x die Faltungsoperation symbolisiert. In anderen Worten bedeutet dies, dafl die
Antwort eines (homogenen) Volterra-Systems in drei Schritten berechnet werden kann:

1. Bilde das expandierte Eingangssignal @ (%, Za, . .., &) = w1 (Z1) - ui(Za) - - - ur (Zp),

2. berechne die Faltung zwischen dem expandierten Eingangssignal und dem entspre-
chenden Volterra-Kern im expandierten Raum,

—

3. schneide entlang der Hauptdiagonalen #; = ¥y = - -+ = &, =: & im expandierten
Raum.

Da das Produkt in Gl. (5.68) sowie die Faltung in Gl. (5.69) kommutativ sind, ist die
Systemantwort H,{u,(Z)} invariant gegeniiber einer Permutation der Argumente im
Kern h, (i1, ...,T,). Damit existiert fiir jeden Kern h, eine groBe Aquivalenzklasse von
Kernen mit identischen Systemantworten. Diese Ambiguitdt kann iiberwunden werden,
indem iiber sdmtliche p! Kerne mit permutierten Argumenten summiert und anschlieBend
durch die Anzahl der Permutationen dividiert wird:

sym [ = — 1 = N
hEV™(Ey, ..., &) = = > hp(pi(E, ... 1) (5.70)
{pi}

Dabei stellt i, den eindeutigen symmetrischen Kern zu allen dquivalenten h,, dar und
{p;} die Menge aller moglichen Permutationen der Argumente (7, . .., Z)).

Im Folgenden ein paar einfache eindimensionale Beispiele zur Illustration der Volterra-
Reihe.

Beispiel. Gegeben sei ein Quadrierer im Zeitbereich ug(t) = u?(t). Dies kann unter Verwen-
dung der Ausblendeigenschaft der Dirac-Funktion leicht auf eine Integralform gebracht werden:

oo

UQ(t) = / / 5(t1)5(t2) . ul(t — tl)ul (t — tg) . dtldtg. (5.71)

—00 —00

Durch Vergleich mit Gl. (5.66) kann sofort erkannt werden, daf8 fiir die Volterra-Reihenent-
wicklung des Quadrierers ausschlielich ein homogenes System zweiter Ordnung geniigt”:

hU (1) t9) = 6(ty) - O(ta).

"Dies ist zugegebenermafen trivial.
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5.2 Volterra-Wiener-Systeme

Beispiel. Gegeben sei ein homogenes Volterra-System zweiter Ordnung, definiert durch den
Kern aus Abb. 5.8

hz(tl, t2) = 6_(t%+t%) . (375% + t%) (572)
Der symmetrische Kern ergibt sich zu
1
' (t1t2) = S| haltist2) + ha(ta, 1)
= 2e T+ . (42 4 42). (5.73)

Es werde nun das System mit einem Gauf3-Puls
uy(t) = e 3t (5.74)

beaufschlagt. Das expandierte Ausgangssignal erhélt man wie oben beschrieben durch die Fal-
tung des Kerns mit dem expandierten Eingangssignal:

(o oluNe o]
Ua(t1,t2) =2 / / 67(T12+722)(7'12 +73)- e 3= =3(2-m2) L 7y dry, (5.75)
—00 —00
was sich nach einer etwas ldnglichen Rechnung schreiben 14t als
oty ts) = %e—%@”g) (O[3 + £3] + 4). (5.76)
Damit ergibt sich schliellich als Endresultat (sieche Abb. 5.8)
™ 342
t) = da(ty,t = —e 2" (9t +2). 5.77
up(t) = Uty te)| = qper (7 +42) (5.77)
(]

Beispiel. Wiener-System. Gegeben sei eine Kaskadenstruktur, bestehend aus einem linearen
Filter h(t) und einer statischen (gedéchtnislosen) Nichtlinearitéit v = f(w). Derartige Struktu-
ren werden gemeinhin als Wiener-System bezeichnet. Die Antwort us eines Systems mit der
Nichtlinearitit v = w? + 5w — 4 auf einen Eingang w; berechnet sich in Abhiingigkeit der
linearen Impulsantwort zu (vgl. Abb. 5.9(a)).

ug(t) = uZ,(t) + Suy(t) — 4
0o ) 0o
= ( / h(tl)ul(t — tl) . dtl) +5 / h(tl)ul(t — tl) -dt; — 4
= / / h(tl)h(tg) -ul(t — tl)ul(t — tg) -dt1dty + / 5h(t1) ul(t — tl) -dt; — 4 .
—_—— —— ~~
—00 =00 hg(tr,t2) —00  hy(t1) ho

Allgemein gilt, daB fiir ein Wiener-System sémtliche Kerne linear separierbar sind und sich
diese als dufleres Produkt des linearen Kerns, d.h.

hp(ti, ... tp) = h(t1)---h(ty),
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Abbildung 5.8: Illustration der Symmetrisierung des Kerns sowie der Berechnungsvorschrift eines homogenen quadrati-
schen Volterra-Systems anhand des Beispiels auf Seite 107.
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gewichtet mit den Koeffizienten der Polynomentwicklung der Nichtlinearitéit, berechnen. Der
quadratische Kern dieses Systems ist in Abb. 5.9(c) fiir eine exemplarische Wahl von h(t)

gezeigt. O

Beispiel. Hammerstein System. Die umgekehrte Struktur des Wiener-Systems, also statische
Nichtlinearitédt gefolgt von einem linearen System, wird als Hammerstein-System bezeichnet
(vgl. Abb. 5.9(b)). Wenn als Beispiel wiederum die oben angegebene Nichtlinearitét verwendet
wird, so berechnet sich die Antwort analog zu oben, und ebenfalls unter Verwendung der
Ausblendeigenschaft der Dirac-Funktion, zu

u(t) = 7h(t1)um(t —ty)-dty
_ 7 R(t) (Wt = 1) + Bua(t — 1) — 4) - dty
- 7 /Ooma(tl —to) ur(t — t1)ur (t — t2) - dt1dis
—00—00 ha(t1,t2)
+ 7wu1(t—t1) Lty — 7O4h(t1)-dt1.
N e

ho

Das bedeutet, daf sich die Kerne hoherer Ordnung eines Hammerstein-Systems als eine Art
Streckung des Betrags des linearen Kerns h(t) entlang der Hauptdiagonalen t; = ... = ¢,
ergeben. Der quadratische Kern des Hammerstein-Systems ist fiir eine exemplarische Wahl
von h(t) in Abb. 5.9(d) gezeigt 0

Eigenschaften der Volterra-Reihenentwicklung
An den vorangegangenen Beispielen konnten bereits eine Reihe grundlegender Eigen-
schaften der Volterra-Reihe identifiziert werden:

1. Linearitat beziiglich der Kerne,

2. Faltungseigenschaft im expandierten Raum,

3. Symmetrie der Kerne.

Eine weitere fundamentale FEigenschaft ist, daf§ die Impulsantwort, im Gegensatz zu
linearen Systemen, nicht geniigt, um ein Volterra-System hoherer Ordnung zu charakte-
risieren. Die Impulsantwort eines Systems der Ordnung P ergibt sich namlich zu
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Abbildung 5.9: Beispiele fiir (a) Wiener- und (b) Hammerstein-Modelle unter Verwendung
einer statischen Nichtlinearitit v = w? + 5w — 4. (c,d) die zugehdrigen rein quadratischen
Kerne bei einem h(t) = (t — 5) - exp(—0.25(t — 5)?).

was bedeutet, dafl nur die Eintrage auf den Hauptdiagonalen aller Kerne zur Impulsant-
wort beitragen. Soll ein System mit Hilfe von Impulsantworten charakterisiert werden,
so miissen n-tupel von gepaarten Dirac-Impulsen verwendet werden, dies kann fiir ein
rein quadratisches System leicht gezeigt werden, indem man zuerst als Eingang ein zu-
sammengesetztes Signal definiert:

Ui (f) = ul,a(f) + ul,b(f)- (579)
Die Antwort eines homogenen quadratischen Systems kann nun angegeben werden als

U () = Ug.o(F) + Up(T) + 2hap{t1.4(T), u1(T)}, (5.80)

—

wobei ug (%) und ug (%) die Antworten auf die jeweils einzelnen Signale uy (), bzw.
uy 4(Z) darstellen und

Eab{ul,a(f), ULb(Zf)} = / / h2(:?1,:1:_§) . ul,a(:i"— fl)ul,b(:?— 2_7)2) . dffldﬂ_?é (581)
RN RN

als sogenannter bilinearer Operator bezeichnet wird. Dieser stellt also den Interaktions-
anteil zwischen den Teilsignalen dar. Wenn man nun annimmt, dafl der Eingang aus der
Summe zweier Dirac-Impulse an unterschiedlichen Stellen besteht, also

ul,a(f) = 5(f_fa)
up(T) = 0(Z —Tp), (5.82)
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so kann man durch Auswertung von Gl. (5.81) leicht erkennen, daf hierfiir gilt:
hap{0(Z — T),0(F — Tp)} = ho(T — To, T — T5). (5.83)

Dieses Ergebnis stellt also ein Identifikationsverfahren fiir quadratische Systeme dar. Fiir
den Fall von Systemen hoherer Ordnung miissen dementsprechend n-tupel von gepaarten
Dirac-Impulsen verwendet werden, dies ist ausfiihrlich in (Schetzen, 1980) dargestellt. Im
Allgemeinen Fall mufl zudem von inhomogenen Systemen ausgegangen werden, hierbei
mufl dann beachtet werden, dal die Anteile der Kerne hoherer Ordnung von der aktuell
gemessenen Antwort subtrahiert werden miissen. Allerdings ist dieses Vorgehen extrem
unpraktisch, v.a. wegen der exponentiell steigenden Komplexitdt der Volterra-Kerne.
Effiziente Verfahren zur Identifikation von Volterra-Systemen sind in Abschnitt 5.2.5
behandelt.

AuBerdem ist als eine weitere Eigenschaft der Volterra-Reihe die Ahnlichkeit zu multi-
dimensionalen linearen Systemen zu nennen. Wie in Gl. (5.69) zum Ausdruck kommt,
kann ein N-dimensionales homogenes Volterra-System der Ordnung P dquivalent als ein
N P-dimensionales lineares System betrachtet werden. Als zusétzliche Randbedingung
gilt dann fiir den Eingang, dafl sich dieser aus dem &dufleren Produkt von P identischen
N-dimensionalen Signalen ergibt. Das bedeutet, dafl bekannte Verfahren fiir das Design
und die Implementierung von multidimensionalen linearen Filtern direkt auf nichtlineare
Volterra-Systeme iibertragbar sind.

Abschlieflend sollte noch angemerkt werden, dafl die Modellierung von nichtlinearen Sy-
stemen mittels Volterra-Reihen auch einige Schwierigkeiten bereithélt. So unterliegt die
Konvergenzeigenschaft von Volterra-Reihen den gleichen mathematischen Bedingungen
wie die der Taylor-Reihe. Das bedeutet, dafl harte Nichtlinearitdten im mathematischen
Sinn nicht exakt modellierbar sind. Abhéngig von der Applikationsdoméne kann dies
dann zu einem kritischen Problem werden (Mathews und Sicuranza, 2000).

Die Volterra-Reihe im Frequenzbereich

Ein wesentlicher Aspekt dieser Arbeit ist die Betrachtung und Modellierung von nicht-
linearen neuronalen Systemen im Frequenzbereich. Einige wichtige Figenschaften visu-
eller Neurone konnen relativ leicht im Fourier-Transformationsbereich offenbart werden,
wohingegen die ortliche Darstellung relevante Merkmale , verschleiert“. Dabei wird die
folgende Notation verwendet:

u;(Z) o—e Ui(f:) ) o ) (5.84)
Ui(Z, ..o, Tp) = () - ui(T,) o—e Uy L)"'Uz'gfp) = Ui(f1,--, fp) (5.85)
ho(F, .. ) o Hy(fiveoo ) f, (5.86)
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wobei o—e die Fourier-Transformierte kennzeichnet, also stellt beispielsweise

Hy(f1,.... [,) = /---/hp(fl,...,fp)e12”(f1Tfl+“'prfp> A7 - - - dZ,. (5.87)

RN RN

den Volterra-Kern im Frequenzbereich oder auch die verallgemeinerte Ubertragungsfunk-
tion dar. Bei der Betrachtung der Signale im expandierten Raum ergibt sich die Antwort
eines homogenen Teiloperators H,, als Faltung zwischen dem Kern der Ordnung p und
dem expandierten Eingangssignal (vergleiche auch die Gln. (5.68) und (5.69)):

Tp

;(2 RS ﬂl(fl,fg,. .. ,fp). (588)

* 3

ﬂg(fl,fg, . .,fp) = hp(fl,fg, . . .,fp)

Nach grundlegenden Korrespondenzen der Fourier-Transformation entspricht dies im
Frequenzbereich einer einfachen Multiplikation:

UQ(flv SRR fp) = Hp(fh R fp) ’ Ul(flu SRR fp) (589>
Wie bereits anhand Gl. (5.69) erldutert, erhdlt man die Antwort im Originalraum durch
einen Schnitt entlang der Hauptdiagonalen, was geméfl des Zentralschnitt-Theorems im
Frequenzbereich mit einer dazu orthogonalen Projektion korrespondiert (Marko, 1994).

Damit erhdlt man das Spektrum des Ausgangssignal Us(f) aus dem expandierten Aus-
gangsspektrum Us(f1, ..., f,) durch die Projektion auf die Hauptdiagonale®:

D) = /.../02<ﬁ,...,ﬁ_1,f—ﬁ—---—ﬁ_o-dﬁ---dﬁ_l
RN RN
= /.../Hp(ﬁ,...,ji,1,f—ﬁ—-~-]§)1)'
N RN
Ol Sy F= fim oo = Fp) - dfi - d (5.90)

Das bedeutet, dafl sich das Ausgangsspektrum fiir jede Frequenz f dadurch berechnet,
daBl sémtliche Werte des expandierten Spektrums in der Ebene

{fiooo o f=fi= = fon}

aufintegriert werden. Daher wird diese Operation alternativ auch als Kontraktion be-
zeichnet. Dies ist in Abb. 5.10 fiir ein eindimensionales Volterra-System 3. Ordnung
illustriert.

Wihrend bei linearen Systemen die Ubertragungsfunktion die Gewichte der spektralen
Komponenten darstellt, so bestimmt die verallgemeinerte Ubertragungsfunktion nichtli-
nearer Systeme die Gewichtung von bestimmten Frequenzkombinationen. Dies 148t sich

8Tm Falle mehrdimensionaler Signale, d.h. f € RN, N > 1ist die Hauptdiagonale als hoherdimensionale
Mannigfaltigkeit zu verstehen, was auch fiir die bereits eingefiihrte ¢rtliche Darstellung gilt.
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5.2 Volterra-Wiener-Systeme

Abbildung 5.10: Darstellung der Kontraktion des expandierten Ausgangsspektrums eines
eindimensionalen kubischen Volterra-Systems auf die Hauptdiagonale. Gezeigt ist der In-
tegrationsbereich fiir einen bestimmten Wert von f; dieser bestimmt die Lage der Ebene
entlang des Vektors fi; + f2 + f3.

zeigen, indem zuerst die Antwort eines homogenen (eindimensionalen) quadratischen
Systems Hs(f1, f2) auf eine einzelne harmonische Schwingung

ur(t) = Acos(2m fot + N\o)

_ é [ J (27 fot+Xo) + e—j(2ﬂfot+>\o)] (5.91)
2

berechnet wird. Wird die komplexe Darstellung in den quadratischen Teil von Gl. (5.65)
eingesetzt und die Klammer ausmultipliziert, so erhélt man:

UZ(t) = I //hz(tl,tg) (6J47rfot e—]27rfo(t1+t2) 6]2>‘0+

+ e)2mfolt2—t1) + e2m fo(ti—t2) + e —J4mfot 52 fo(ti+t2) e—j”\o) - dt,dts. (5.92)
Durch Umordnen der Terme zu Fourier-Integralen erhélt man sodann:

2
us(t) = A— [ jamfot €j2)‘OH2(f0, Jo) + Ha(fo, —fo)+

4
+ Hy(— fo, fo) + e 740t 7120 [y (— f, —fo)] . (5.93)

Unter der Voraussetzung von physikalisch realisierbaren Systemen, also Systemen mit
einem rein reellen Kern hy gilt im Frequenzbereich

Hy(fr, f2) = Hy (= f1, = f2), (5.94)
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wobei * die konjugiert Komplexe symbolisiert. Schreibt man nun den Kern in Gl. (5.93)
jeweils mit Betrag und Phase und verwendet die Identitét fiir komplexe Zahlen

z 4 2" = 2R{z}, (5.95)
so erhélt man schluBendlich als Ergebnis

UQ<t) A |H2(f0, fo)‘ COS(47Tf(]t + 2)\0 + (bo) + A—éR{H2<f0, f())}, (596)

wobei ¢g = arg{Hs(fo, fo)}. Daran kann man erkennen, dafl ein quadratisches System,
bei Beaufschlagung mit einer harmonischen Schwingung, als Ausgang eine Schwingung
mit doppelter Frequenz sowie einen Gleichanteil besitzt?. Wie jedoch an der Darstel-
lung mit den komplexen Exponentialschwingungen ersichtlich ist, werden die Anteile
der Antwort mit der doppelten Frequenz, entstehend aus der Interaktion der Schwin-
gungen gleicher Frequenz, gewichtet mit dem Kern an der Stelle ( fo, fo). Der Gleichanteil
geht hervor aus der Summation der Frequenzanteile mit unterschiedlichem Vorzeichen,
gewichtet mit dem Kern an der Stelle (fo, —fy). Allgemein 1&8t sich zeigen, dafl sich die
Antwort eines quadratischen Volterra-Systems fiir ein aus m komplexen Exponential-
schwingungen zusammengesetztem Eingangssignal

)= Ag- e, (5.97)
k=1

mit Amplituden Ay und Frequenzen f;, schreiben lafit als

=3 AAr- Ha(fi, fr) - >t (5.98)

k=1 l=1

Da sich nach dem Fourier-Theorem nahezu jede beliebige Funktion als eine Summe
komplexer Exponentialschwingungen schreiben 148t, wenn nur die Frequenzunterschiede
hinreichend klein und die Gesamtzahl hinreichend grofl gew&hlt werden, kann dies auch
leicht fiir Signale mit einem kontinuierlichen Spektrum verallgemeinert werden. Das be-
deutet also, dafl ein quadratisches Volterra-System jedes Eingangssignal in seine Fourier-
Komponenten zerlegt, alle moglichen Produkte der Frequenzen berechnet und diese mit
den entsprechenden Kerneintragen gewichtet. Diese Art der UND-Verkniipfung von Fre-
quenzkomponenten stellt den fundamentalen Unterschied zu rein linearen Systemen im
Frequenzbereich dar; diese sind eher mit einer ODER- Verkniipfung der Frequenzkompo-
nenten zu beschreiben, da hierbei jede Frequenz unabhéngig gewichtet wird, vgl. Abb.
5.11.

9Dies ist prinzipiell trivial, da bereits die elementaren trigonometrischen Gleichungen dasselbe Ergebnis
liefern.
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Lineares System

Quadratisches Volterra-System
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Abbildung 5.11: Ein lineares System gewichtet die Frequenzkomponenten des Eingangs
unabhingig und kann somit als ODER- Verkniipfung betrachtet werden. Ein quadratischer
Volterra-Operator gewichtet die Produkte der Frequenzkomponenten und fiihrt somit eine
UND-ahnliche Verkniipfung durch.
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5.2.3 Synthese und Approximation nichtlinearer neuronaler Systeme

Bei der in dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchung der nichtlinearen Informationsver-
arbeitung im visuellen System wird nun der im letzten Abschnitt erlduterte Formalismus
fiir nichtlineare Systeme zur Modellierung kortikaler Phanomene verwendet. Dabei gibt
es in der Sehrinde von Saugetieren wahrlich einen ganzen ,,Zoo® unterschiedlicher Neu-
rone, deren Antwortverhalten bis heute eher im Dunkeln liegt. Im Folgenden werden vier
unterschiedlicher Vorgehensweisen im Detail eruiert. (i) Synthese generischer Prinzipien
durch konstruktives Vorgehen, d.h. es werden grundlegende nichtlineare Eigenschaften
systemtheoretisch konstruiert und die Eigenschaften in der Struktur des Volterra-Kerns
identifiziert (s.u.). (i) Diese Prinzipien kénnen verwendet werden, um ein bestimmtes
Antwortverhalten kortikaler Neurone zu modellieren, Abschnitt 5.2.4. (i77) Im Allgemei-
nen Fall besteht die Moglichkeit, die Neuronenaktivitdt durch das klassische Verfahren
der Systemidentifikation auf nichtlineare Systeme abzubilden, dies wird im Detail in Ab-
schnitt 5.2.5 besprochen. (iv) Ist man in Kenntnis der modellierenden Kerne, so stellt sich
die Frage, wie diese durch einfache Strukturen implementiert sein kénnen. Im Zentrum
des Interesses steht hierbei die Suche nach physiologisch plausiblen ,, Architekturen®.

Wie bereits in Abschnitt 2.7 dargelegt, ist die Modellierung kortikaler Phédnomene mit
rein linearen Systemen ungeniigend. Das zentrale Konzept, das hier bei der Modellierung
verwendet wird, ist die UND-&hnliche Verschaltung von Frequenzkomponenten, eine Ei-
genschaft, die erst bei Volterra-Systemen mit Ordnung >= 2 auftritt. Ungliicklicherweise
sind die Kerne von zweidimensionalen Volterra-Systemen hoherer Ordnung sehr unhand-
lich was Darstellung und Berechnung betrifft. Daher werden im Folgenden als Kompro-
mif} lediglich Volterra-Systeme der Ordnung 2 betrachtet, deren vierdimensionale Kerne
noch relativ iibersichtlich entsprechend dem Koordinatensystem fiir Bispektren (Abb.
5.3) darstellbar sind, und fiir die effiziente und gut verstandene Implementierungen exi-
stieren.

Synthese generischer Prinzipien kortikaler Neurone

Es werden nun einige grundlegende Effekte, die in neurophysiologischen Untersuchungen
gefunden werden, aufgefiihrt und dargelegt, wie diese mit einem quadratischen Volterra-
System synthetisierbar sind. Diese sind

1. Suppression isolierter Frequenzkomponenten und bilineares Antwortverhalten,
2. Demodulation, bzw. Phaseninsensitivitét,

3. Endinhibition, 12D-Selektivitét,

4. Extra-Klassische Effekte.
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Ad 1. Der Effekt, daf einzelne harmonische Schwingungen keine Antwort eines Systems
hervorrufen fiihrt bei einer linearen Annahme zu der trivialen Ubertragungsfunktion
H(f) = 0. Dies liegt darin begriindet, dafl harmonische Schwingungen die Eigenfunk-
tionen von linearen Systemen darstellen, siehe auch Abb. 5.11. Aus Sicht der quadra-
tischen Volterra-Systeme ist dies jedoch eine grundlegende Eigenschaft, da dies genau
der UND-Verkniipfung zweier Frequenzkomponenten entspricht. Realisiert werden kann
dies trivialerweise durch eine Multiplikation zweier linearer Systeme mit nichtiiberlap-
pender Ubertragungsfunktion. In Abb. 5.12 ist ein derartiges System gezeigt, wobei die
Ubertragungsfunktionen schmalbandige Bandpésse sind. Wird das System nun mit ei-
ner einzelnen Frequenz beaufschlagt, so ist immer ein Multiplikand Null, was dazu fiihrt,
daf} das System auf einzelne Sinusschwingungen keine Antwort liefert. Sind jedoch zwei
(oder mehr) Frequenzkomponenten enthalten, von denen mindestens eine im Durchla$-
bereich je eines Filters liegt, so wird ein von Null verschiedener Ausgang erzeugt. Trotz
der Trivialitdt dieses Beispiels zeigt sich hier die Wirkung der fundamentalen UND-
Verkniipfung von Frequenzkomponenten. Samtliche folgende Ansétze zur Modellierung
konnen auf dieses Prinzip reduziert werden, lediglich die Arten der kombinierten Fre-
quenzen sind unterschiedlich, wie z.B. Orientierung oder Phase. Ein weiterer Aspekt,
der hiermit direkt zusammenhéngt, ist das sogenannte bilineare Antwortverhalten. Dies
bedeutet lediglich eine Verletzung des Uberlagerungsprinzips, so dafi die Antwort auf
die Summe zweier Stimuli ungleich der Summe der Einzelantworten ist. Im gezeigten
Beispiel ist dies in extremer Form vorhanden, im Allgemeinen sind die Unterschiede
jedoch subtiler. Die Differenz zwischen der Antwort auf die Uberlagerung und die Sum-
me der Einzelantworten wird als bilinearer Anteil bezeichnet, ein Effekt, der auch in
sensorischen Neuronen gefunden wird (siehe (Krieger, 1999) und die darin enthaltenen
Referenzen).

Ad 2. Bereits im priméren visuellen Kortex finden sich Zellen, die durch eine Phasen-
invarianz gekennzeichnet sind (Kato et al., 1978; Skottun et al., 1991), und damit auch
gerne als positionsinvariant bezeichnet werden. Dies entspricht im nachrichtentechni-
schen Sinn einer klassischen Demodulation und kann durch einen Quadrierer mit nach-
folgendem Tiefpafl realisiert und somit als homogenes quadratisches Volterra-System
dargestellt werden. Ebenfalls moglich ist die Verwendung des Konzepts des analytischen
Signals, das die Darstellung als lokalen Betrag und Phase erlaubt (vgl. Kap. 4). Der
lokale Betrag, oder auch die lokale Energie ergibt sich zu

2

us(®) = (w (&) » K (@) ) g (@) % (3 ) (5.99)

wobei h§e”€”) (Z) und thdd) (%) die Impulsantworten von zwei gerade-, respektive ungerade-
symmetrischen linearen Filtern bezeichnen, deren Ubertragungsfunktionen betragsméfig
identisch sind: |H1(eve")( N =|H 1(Odd)( £)]. Im Frequenzbereich schreibt sich der quadra-
tische Volterra-Kern als (vgl. (Zetzsche und Krieger, 2001a)):

—

Hy(f1, f2) = H(f1) - HE(fo) + HP () - H(fa). (5.100)
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Abbildung 5.12: Suppression einzelner Frequenzen durch ein quadratisches Volterra-
System. (a) Einzelner Sinus mit optimaler Frequenz beziiglich des linearen Filters Hl(a)
sowie Antwort des Gesamtsystems (fett), (b) dito fiir Filter Hl(b). (c) Summe der einzel-
nen Harmonischen sowie Ausgangssignal (fett). (d) Realisierung des Gesamtsystems als
Produkt der linearen Filter Hl(a) und Hl(b). Eingezeichnet sind zudem die Signalanteile fiir
das zusammengesetzte Eingangssignal, die das System passieren. (e) Symmetrischer Kern

LR

yhy

Y

ul(t)

\

(e)  Ha(f1,[f2)

zweiter Ordnung des Gesamtsystems aus (d).
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5.2 Volterra-Wiener-Systeme

(c)

—

Heven( )

N2

H pqa(

Abbildung 5.13: Synthese der Phaseninvarianz kortikaler Neurone durch einen Demodu-
lierer. (a) Blockschaltbild des Systems, bestehend aus der Summe der quadrierten Filter-

—

ausgiinge zweier linearer Filter Hyepn( f) und H,qq(f). Dazu sind die Teilkerne der linearen
sowie der quadratischen Anteile gezeigt. Notabene: H,,c,(f) ist rein reell und H,44(f) rein
imaginir. (b) Quadratischer Kerns des Gesamtsystems. (c) Typisches Antwortverhalten.

Eine Implementierung des Systems ist in Abb. 5.13 (a) gezeigt. Beim Passieren eines
quadratischen Systems wird das Spektrum eines Signals dahingehend veréndert, dafl
von sémtlichen Frequenzkomponenten die Summen und Differenzen gebildet werden, sie-
he Gl (5.98). Anhand des quadratischen Volterra-Kerns (Abb. 5.13 (b)) ist ersichtlich,
daf lediglich Paarungen mit unterschiedlichem Vorzeichen gewichtet werden, womit die
hochfrequenten Anteile eliminiert und nur die niederfrequenten Anteile, bzw. der Gleich-
anteil, erhalten bleiben. Eine weitere Eigenschaft, die anhand der Struktur des Kerns
identifiziert werden kann, ist die der Orientierungsselektivitit. Diese ergibt sich durch
die bereits orientierungsselektive lineare Filterung. Typische Antworten auf Testmuster,
wie sie auch gerne in neurophysiologischen Untersuchungen verwendet werden, sind in
Abb. 5.13 (c) gezeigt.

Ad 3. Wie bereits in Abschnitt 2.7 erwéihnt, handelt es sich bei der Endinhibition um
ein bislang unterschétztes Phdnomen, da sich zunehmend zeigt, dafl der Grofiteil der
Neurone im visuellen Kortex zu einem gewissen Grad endinhibiert sind (Pack et al.,
2003b). Endinhibition ist dadurch charakterisiert, dafl Neurone nur auf kurze Stimuli,
bzw. auf Linienenden oder Ecken, antworten. Die Funktion dieses Mechanismus ist nicht
vollig klar, eine Erklirung ist die Uberwindung des Aperturproblems, das sich ergibt,
wenn sich ein ausgedehnter Stimulus durch ein rezeptives Feld bewegt und dabei der Ge-
schwindigkeitsvektor geschétzt werden soll (Zetzsche et al., 1993a; Pack et al., 2003b).
Unter Verwendung des Konzepts der intrinsischen Dimensionalitét entsprechen die end-
inhibierten Zellen den 2D-Detektoren, die sensitiv auf Kriimmungen reagieren und somit
zur Redundanzreduktion im Sinne von Attneave beitragen. Eine einfache Implementie-
rung ist durch das Produkt zweier nicht iiberlappender orientierungsselektiver Filter
gegeben. Dieses System kann nur von einem Eingangssignal passiert werden das beide
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Abbildung 5.14: Prototypisches i2D-System, bestehend aus der multiplikativen Ver-
kniipfung zweier linearer orientierungsselektiver Bandpaf3-Filter H{a)(f),Hfb)(f) (a), mit
quadratischem Volterra-Kern (b). Dieses System antwortet nicht auf einzelne Schwingun-
gen im Durchla3bereich nur eines Filters, da der jeweils andere Multiplikand Null ist (c).

Allgemein ist ein i2D-selektives System durch die notwendige und hinreichende Bedingung
in Gl. (5.101) charakterisiert (d).

Orientierungen beinhélt, also vom Typus 2D ist, sieche Abb. 5.14. Im Allgemeinen kann
die i2D-Selektivitdt anhand des quadratischen Kerns definiert werden. Die notwendige
und hinreichende Bedingung ist hierfiir, dafl der Kern an sédmtlichen Stellen ﬁ und fg
mit identischer Orientierung Null sein muf}; also (siehe beispielsweise auch (Krieger und

Zetzsche, 1996))
fyl . fy2

fxl B f932‘

Diese ,verbotenen Zonen“ des quadratischen Volterra-Kerns sind in Abb. 5.14 (d) ge-
zeigt. Es ist klar, da} das einfache Beispielsystem diese Bedingung erfiillt und somit
i2D-selektiv ist. Im néchsten Abschnitt werden Design-Prinzipien fiir die Konstruktion
komplexerer Systeme behandelt.

Hz(fCCl?fyl?.fo).ny)EO v (5101)

Ad 4. Ein ebenfalls zunehmend beobachtetes Phdnomen im visuellen Kortex ist das
Auftreten sogenannter extra-klassischer rezeptiver Felder (ECRF). Lax formuliert be-
deutet dies, daf rezeptive Regionen existieren, die fiir sich alleine betrachtet keine Ant-
wort, evozieren konnen, also nicht zum klassischen rezeptiven Feld (CRF) gehoren. Bei
Stimulation des CRF kann jedoch die Antwort durch einen passenden suppressiven Sti-
mulus im ECRF inhibiert werden (Sillito et al., 1995; Walker et al., 2000). Diese extra-
klassischen rezeptiven Felder sind eine genuine Eigenschaft nichtlinearer, im Besonderen
UND-verkniipfender Systeme. Neurophysiologische Untersuchungen verwenden h&ufig
ausgedehnte Lichtpunkte oder Balken, um das klassische rezeptive Feld des Neurons
abzubilden. Bei einer linearen Hypothese approximiert dieses Verfahren dann die cha-
rakteristische Impulsantwort. Nun kann ein ldnglicher Stimulus innerhalb des rezeptiven
Feldes verwendet werden, um die Orientierungsabstimmung zu messen. Betrachtet man
beispielsweise das i2D-selektive System zweiter Ordnung, dessen Kern in Abb. 5.15 (a)
dargestellt ist, so erhélt man die ebenfalls gezeigte Impulsantwort. Bei Verwendung ty-
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Abbildung 5.15: Modell zur Synthese extra-klassischer Effekte. (a) Quadratischer Kern.
(b) Nichtlineare Impulsantwort des Systems. (c) Gemessene Abstimmungskurven fiir un-
terschiedlich orientierte Stimuli innerhalb (oben) und auflerhalb (mittig) des rezeptiven
Feldes. Bei Addition eines isoliert unwirksamen &ufleren Stimulus und erneutem Messen
der Orientierungsabstimmung wird diese vollstéindig unterdriickt.

pischer experimenteller Stimuli kann dann entsprechend die Orientierungsabstimmung
gemessen werden. Ein entsprechender Stimulus aulerhalb des CRF kann per Definition
keine Antwort verursachen; simulierte Messungen zeigt Abb. 5.15 (c). Uberraschender-
weise jedoch kann ein duflerer Stimulus mit der bevorzugten Orientierung des rezeptiven
Feldes die Antwort auf den inneren véllig unterdriicken. Dieser des o6fteren berichte-
te Effekt ist jedoch nur dann iiberraschend, wenn implizit lineare Annahmen gemacht
werden und das Vorhandensein von UND-artigen Kombinationen ignoriert wird. Mit
quadratischen Systemen hingegen ist dieses physiologische Phénomen leicht und direkt
modellierbar, wihrend das Fehlen eines entsprechenden Konzepts zur Verwirrung iiber
die Funktion des ECRF fiihrt:

The nature and role of CRF surrounds is an enigma.

(Walker et al., 2000)
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Effiziente Implementierung und Approximation quadratischer Volterra-Systeme

Weiter oben wurde beschrieben, wie generische Eigenschaften kortikaler Neurone durch
a priori Wissen iiber das Systemverhalten konstruktiv modelliert werden kénnen. Diese
recht qualitativen Uberlegungen verlangen konsequenterweise nach einer Moglichkeit,
funktionale Eigenschaften durch gezieltes Variieren der Filterparameter abzustimmen,
vollig analog dem Frequenztuning linearer Ubertragungsfunktionen. So wurde beispiels-
weise in (Krieger, 1999) ausfiihrlich dargelegt, wie die Eigenschaft der i2D-Selektivitét
von quadratischen Volterra-Systemen gezielt im Frequenzbereich abgestimmt werden
kann. Dies ist im allgemeinen nichttrivial und zudem mit einem enormen Rechenauf-
wand verbunden, da die Antwort direkt {iber den vierdimensionalen Kern berechnet
werden muf®. Wesentlich effizienter und anschaulicher gestaltet sich die Abstimmung
der Systeme, wenn kanonische Strukturen zur Realisierung verwendet werden. Bereits
vorgestellt wurden die Kaskadenstrukturen der Wiener- und Hammerstein-Modelle, die
einfach zu verstehen und abzustimmen sind, deren nichtlineare Verarbeitungsleistung
aber auch stark eingeschrénkt ist. Wie man leicht zeigen kann ergibt sich der quadrati-

—

sche Kern dieser Systeme bei Verwendung eines linearen Filters H,(f) zu:

H2(J?17J?2) = Hl(ﬁ)'Hl<ﬁ) (Wiener) (5.102)
Hy(fi, f2) = Hi(fi+ fo) (Hammerstein) (5.103)

Eine weitaus méchtigere Struktur sind Produkte von Systemen, wie bereits im Beispiel
zu Abb. 5.12 verwendet. Die Einschrankung dieser Systeme liegt in der Separierbarkeit
des Kerns, der sich zu . .

Ho(fi, f2) = B () - H (f2) (5.104)
ergibt, wobei H 1(a)( f), bzw. H 1(b)( f) die Kerne der linearen Subsysteme sind. Dies wie-
derum bedeutet, dafl eine isotrope i2D-selektive Filterung damit nicht méglich ist. Aller-
dings kann das Verhalten dieser Systeme noch recht einfach bestimmt werden, womit be-
reits eine Vielzahl nichtlinearer Effekte darstellbar sind. Die Selektivitét dieser Struktur
kann weiter erhoht werden, wenn ein lineares Filter (Postfilter) H 1(P)( ) nachgeschaltet
wird. Die verallgemeinerte Ubertragungsfunktion hierbei ergibt sich dann zu

Hy(fi, fo) = H{”(f1) - HP(f>) - HP(F1 + ). (5.105)

Mit dieser relativ allgemeinen Kaskadenstruktur kann bereits eine grofle Klasse quadra-
tischer Systeme abgedeckt werden; detaillierte Untersuchungen zur Selektivitéat verschie-
dener Strukturen finden sich in (Zetzsche et al., 2001; Nuding, 2002).

Komplexere Strukturen, die mit einfachen kanonischen Modellen nicht erreichbar sind,
bediirfen mehrerer Subsysteme, deren Teilkerne addiert werden. Damit kann beispiels-
weise eine Architektur, bestehend aus (beliebig) vielen parallelen quadrierten linearen
Filtern jeden moglichen Kern approximieren'!, wie man sich anhand der Illustration in

10Also Expansion, Produkt und Kontraktion.
1Von pathologischen Sonderfillen einmal abgesehen.
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Abbildung 5.16: Realisierung beliebiger nicht separierbarer Volterra-Kerne durch die Sum-
me quadrierter linearer Filterausginge. Anhand dieser Skizze ist ersichtlich, daf3 sich jeder
quadratische Kern prinzipiell approximieren 143t, obwohl die konkrete Realisierung mit
schmalbandigen Filtern nicht effizient ist.

Abb. 5.16 verdeutlichen kann. Formal kann dies leicht iiber fundamentale Sétze der li-
nearen Algebra bewiesen werden. So ist beispielsweise bekannt, dafi jede symmetrische
Matrix Hy € RY*N mit Rang 7 in eine endliche Summe von r Rang-1 Matrizen zerlegt
werden kann (Gantmacher, 1960)'%:

T

Hy = Z @viT; (5.106)
i=1

wobei die ¢; skalare Konstanten und die v; N-dimensionale Vektoren darstellen. Wie in
Abschnitt 5.2.5 gezeigt wird, kann jedes diskrete homogene quadratische Volterra-System
leicht in Vektor-Matrix-Notation angegeben werden, wobei die Kernkoeffizienten in der
Matrix H, angeordnet werden. Damit kénnen also entsprechend Gl. (5.106) quadrati-
sche Volterra-Kerne durch die dufleren Produkte von Vektoren dargestellt werden, was
funktional einer Quadrierung linearer Filter entspricht. Zur Realisierung dieser Matrix-
Zerlegung existieren mehrere Moglichkeiten mit unterschiedlichen Vor- und Nachteilen.
Eine attraktive Losung bietet die Singuldrwertzerlegung (Singular Value Decomposition,
SVD), welche approximative Losungen findet, die aber hiufig mit einer stark reduzierten
Komplexitat bei nahezu identischer Leistung einhergehen (Gantmacher, 1960; Mathews
und Sicuranza, 2000). Hierbei wird die Matrix Hy € RY*N in das Produkt einer or-
thogonalen Matrix U, einer Diagonalmatrix'® 7 und der Transponierten einer ebenfalls
orthogonalen Matrix V' zerlegt:

Hy=U-W-V7T, (5.107)

12Prinzipiell kann jede Rang-r Matrix mittels Eigen-, bzw. Singulirwertzerlegung diagonalisiert werden;
da sich die betrachtete Klasse jedoch aus den Koeffizienten der Volterra-Kerne konstituiert, sind die
Matrizen immer symmetrisch, sieche Gl. (5.70).

13Die Eintriige in dieser Matrix sind > 0 und werden als Singuldrwerte bezeichnet.
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Abbildung 5.17: Approximation quadratischer Volterra-Systeme mittels Singulédrwertzer-
legung. Gezeigt ist jeweils links der korrekte und rechts die sukzessive approximierten
Kerne, sowie die jeweiligen linearen Teilfilter @;, v;. (a) Das bereits in Abb. 5.13 gezeigte
System zur Demodulierung wird (bis auf die ambigen Vorzeichen) korrekt zerlegt. (b) Bei
einem ,,harten*, nicht separierbaren i2D-Operator werden die Fehler sichtbar.

Dies 1af3t sich auch schreiben als

- ~ W2 U2
H2 = (ulau27"'7uN> . .

<y
SHIREE

WwN

N

i=1

Funktional entspricht dies der Parallelschaltung von N linear separierbaren quadrati-
schen Volterra-Systemen, die sich aus dem Produkt zweier linearer Filter mit den Uber-
tragungsfunktionen u;, bzw. v; ergeben. Es kann gezeigt werden, dafl bei der SVD, analog
zur Rekonstruktion bei der KLT, die bestmogliche Approximation fiir eine Reprasentati-
on mit Rang k < N gefunden wird (Mathews und Sicuranza, 2000). Abb. 5.17 zeigt zwei
Beispiele fiir die Approximation mittels der SVD. Die besondere Attraktivitdt dieser
Zerlegung liegt nicht nur in der effizienten Approximation und der Moglichkeit zur Re-
duzierung der Komplexitat der Systeme, sondern auch darin, daf§ sie sich hervorragend
zur Implementierung in VLSI Schaltungen eignet (Mathews und Sicuranza, 2000).
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5.2 Volterra-Wiener-Systeme

Abbildung 5.18: Schema der quadratischen XII Architektur.

Die Systemstruktur, die sich aus der SVD ergibt, wird verallgemeinert auch als XII-
Architektur bezeichnet. Fiir quadratische Systeme ergibt sich diese eben aus der Summe
von N Volterra-Operatoren Hz(z)( fi,f2),i € 1.N, die ihrerseits linear zerlegbar sind
(sieche Abb. 5.18), d.h.

N
Hy(fi,f) = > H(fi, f)
i=1

N
= D HPTRHT (). (5.109)

Dies kann auch leicht fiir Systeme hoherer Ordnung verallgemeinert werden. Trotz der
augenscheinlichen Komplexitdt dieser Architektur konnen auch hierfiir dezidierte Fi-
genschaften kontrolliert werden. In (Zetzsche und Barth, 1990a; Zetzsche und Barth,
1990b) wird die Kompensationsgleichung hergeleitet, eine notwendige und hinreichende
Bedingung zum FErreichen der :2D-Selektivitit. Diese besagt, dal die Summe iiber die
Produkte fiir eine bestimmte Orientierung identisch Null sein muf}, um unerwiinschte
UND-Kombinationen fiir Frequenzen mit gleicher Orientierung zu unterdriicken, siehe
auch (Zetzsche und Krieger, 2001b). Dies ist vor allem fiir den Aufbau eines parame-
trierbaren i2D-selektiven Systems interessant. Hiervon wird in Abschnitt 5.2.6 Gebrauch
gemacht, um ein entsprechendes System an die Statistik natiirlicher Bilder anzupassen.
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Abbildung 5.19: Modell einer Dot-Responsive-Zelle. Anhand des Kerns (links) erkennt
man sowohl die i2D-Selektivitit, als auch die Isotropie. Die Antworten auf die Testbilder
(rechts) lassen zudem auf die Abstimmung schlieen, da lediglich Signalanteile mit starker
Kriimmung passieren kénnen.

5.2.4 Modellierung nichtlinearer kortikaler Phanomene

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie prinzipiell nichtlineare neuronale Eigenschaften
modelliert und effizient implementiert werden kénnen. Hier soll nun anhand einiger ex-
emplarischer Beispiele verdeutlicht werden, dafl damit in der Tat eine Vielzahl bekannter
kortikaler Phanomene erfal- und erkléarbar sind. Im Besonderen werden hier bestimmte,
v.a. 12D-selektive Neuronenklassen modelliert und diese beziiglich ihrer Merkmalsselek-
tivitdt analysiert. Letzteres ist im Lichte einer {ibervollstéindigen und spérlichen Re-
priasentation entsprechend Abschnitt 2.5.3 von Relevanz. Als prototypische Neurone fiir
die Verarbeitung von Form im visuellen Kortex sollen dabei fungieren: (i) Complex-
Zellen, charakterisiert durch ihre Phaseninvarianz und Orientierungsselektivitét, (ii)
Dot-Responsive-Zellen, diese entsprechen i2D-Operatoren mit breitem Sperrbereich, also
nur erregbar von starken Kritmmungen (Punkte, Ecken und Kreise mit kleinem Durch-
messer) und (%i7) Hypercomplex-Zellen, welche phaseninsensitiv und endinhibiert sind
und damit am Besten auf kurze Linienstiicke antworten. Fiir physiologische Befunde zu
diesen Zelltypen siche beispielsweise (Kato et al., 1978; Saito et al., 1988).

Das Modell der Complex-Zelle wurde bereits in Abschnitt 5.2.3, bzw. in Abb. 5.13 ge-
zeigt. Die vierdimensionalen Kerne sowie das typische Antwortverhalten der Modelle der
beiden i2D-selektiven Zelltypen zeigen die Abbildungen 5.19 und 5.20.

Im Folgenden wird die Merkmalsselektivitat der Modellneurone untersucht. Sowohl theo-
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Abbildung 5.20: Modell einer Hypercomplex-Zelle. Der Kern weist typische Eigenschaf-
ten einer Complex-Zelle auf, im Besonderen Orientierungsselektivitit und Demodulation.
Zudem ist er durch einen Kompensationsmechanismus auf den verbotenen Zonen inhi-
biert, was zu einer 2D-Selektivitét fithrt. Dieser Operator antwortet am Besten auf kurze
Linienstiicke; die gemessene Lingenabstimmung stimmt qualitativ mit physiologischen
Befunden iiberein. Die empirischen Daten stammen aus (Kato et al., 1978).

retische als auch neurophysiologische Befunde legen nahe, dafl visuelle Neurone hochgra-
dig auf die Verarbeitung spezifischer Bildmerkmale ausgerichtet sind, was in einer spérli-
chen und tibervollstédndigen Représentation resultiert (dies wurde bereits ausfiihrlich in
Kap. 2 dargelegt). Zellen in einer derartigen Reprisentation werden auf die meisten
Stimuli nicht antworten, und nur auf wenige ausgewéhlte Stimuli eine starke Antwort
geben. Zellen in den visuellen Kortizes V2 (Hegdé und van Essen, 2003) und V4 (Gallant
et al., 1996) in Primaten weisen diese hochgradige Selektivitét fiir spezifische Klassen
komplexer Stimuli auf. Auch die Antworten von V2-Neurone auf Chevron-Stimuli mit
unterschiedlichem Offnungswinkel und Orientierung zeigen diese Selektivitiit (Ito und
Komatsu, 2004).

Abb. 5.21 illustriert die Antwortselektivitat des Hypercomplex-Modells auf ein Stimulus-
Testset analog zu der neurophysiologischen Untersuchung in (Hegdé und van Essen,
2003). Wie in diesem und anderen Experimenten gezeigt, reagiert das Neuron nur auf
spezifische Subklassen der Teststimuli. Vergleicht man diese Abstimmung auf komple-
xe Muster mit der eines linearen Gabor-Modells, so sieht man, dafl dieses eine weitaus
breitere Abstimmung aufweist und somit weitaus weniger selektiv auf die angebote-
nen Teststimuli reagiert. Ein anderes i2D-selektives Modellneuron, &hnlich der Dot-
Resposive-Zelle!* antwortet lediglich auf Chevron-Stimuli mit bestimmter Orientierung

4Der Unterschied liegt in der zusitzlichen Orientierungsselektivitit des Modells.
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Abbildung 5.21: (a) Antwort des Hypercomplex-Modells auf eine Menge von Teststimu-
li, vergleichbar mit den in (Hegdé und van Essen, 2003) verwendeten. Es fillt auf, dafl
das Modell in einer stark selektiven Weise antwortet. (b) Ein lineares Gabor-Modell als
Vergleich kann diese Selektivitit nicht erreichen. Die gestrichelten Kistchen weisen die
3dB-Antworten aus (Stimuli, die mindestens 50% der Maximalantwort hervorrufen). Siehe
auch (Nuding und Zetzsche, 2004).
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Abbildung 5.22: Links: Antworten eines V2-Neurons auf Chevron-Stimuli mit unterschied-
lichen Offnungswinkeln und Orientierungen (nach (Ito und Komatsu, 2004)). Drei Stimuli
sind beispielhaft links auflen gezeigt. Rechts: Antworten eines i2D-selektiven Modells. Die
Fliche der Kreise, bzw. Quadrate sind proportional zu den Feuerraten.

und Offnung, siche Abb. 5.22 und (Ito und Komatsu, 2004).

Ein weiteres bekanntes Phdnomen sind nichtlineare Interaktionseffekte, bei welchen Sti-
muli, die auerhalb Selektivitéit eines Neurons liegen, signifikant die Antwort auf den
optimalen Stimulus beeinflussen konnen. Dies ist ein klassisches bilineares Antwortver-
halten, das im letzten Abschnitt mit Hilfe Abb. 5.12 fiir den einfachen Fall der Fre-
quenzselektivitit eingefiihrt wurde. Empirisch wurde dies sehr deutlich in (Shevelev
et al., 1998) nachgewiesen. Bereits ein einfaches Produktsystem bestehend aus relativ
breitbandigen Filtern kann dieses Verhalten sehr gut modellieren (Zetzsche et al., 2001;
Zetzsche und Nuding, 2005b).

Die ebenfalls im letzten Abschnitt besprochenen extra-klassischen Effekte sind fiir einfa-
che Konfigurationen, wie in Abb. 5.15 gezeigt, leicht zu modellieren. Aber auch komple-
xere Messungen, wie etwa das Antwortverhalten auf sinusformige Annuli (Sillito et al.,
1995) und assoziierte Suppressionsindizes sind bereits mit quadratischen Systemen her-
vorragend modellierbar. Fiir Details siehe hierzu ebenfalls (Zetzsche et al., 2001; Zetzsche
und Nuding, 2005b).

5.2.5 Identifikation von Volterra-Kernen zweiter Ordnung

Die konstruktive Generierung von neuronalen Eigenschaften sowie die Anpassung beste-
hender Modelle an das neuronale Antwortverhalten stellen eine geeignete Methode dar,
um neuronale Systeme zu modellieren. Dies impliziert jedoch, dafl bestimmte strukturel-
le Eigenschaften als gegeben angenommen werden. Im Allgemeinen allerdings entzieht
sich dieses a priort Wissen der Kenntnis, womit die Modellierung unter falschen Rand-
bedingungen erfolgt und zu suboptimalen Ergebnissen fiihrt. Desweiteren besteht die
Gefahr, dal durch die einschrinkenden Randbedingungen wesentliche funktionale Ei-
genschaften der zu modellierenden Systeme verborgen bleiben und die Systeme unange-
messen simplifiziert werden. Wenn man beispielsweise annimmt, dafl das wahre System
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aus dem einfachen Produkt zweier linearer Filter mit nicht oder nur schwach iiberlap-
pender Orientierungsabstimmung besteht, so kann ein Wiener-Modell durchaus einige
relevante Aspekte dieses Systems modellieren (z.B. Orientierungsabstimmung fiir Balken
oder das Auftreten im Eingangssignal nicht vorhandener Radialfrequenzkomponenten).
Der wesentliche Aspekt dieses Systems, ndmlich das Produkt zweier Orientierungen,
was zu einer Hervorhebung von :2D-Signalen fiihrt, ist damit allerdings nicht sicht-
bar. In der Literatur werden Identifikationsverfahren, die eine gewisse Modellstruktur
implizieren, haufig als parametrische Identifikation bezeichnet; es werden hierbei die Ko-
effizienten bestimmter Systemparameter gelernt. Dies ist dann von Vorteil, wenn eine
hohe Auflésung gewiinscht ist, oder das Optimierungsproblem im Allgemeinen zu kom-
plex ist (in Abschnitt 5.2.6 wird ein System mittels eines parametrischem Verfahrens an
ein Optimalitétskriterium angepaft).

Allgemeine Verfahren, die neuronale Eigenschaften direkt auf Systemkerne abbilden,
sind mit den Methoden der blinden Systemidentifikation gegeben. Diese ermdoglichen
eine Identifikation des Systems, indem bei definiertem Eingangssignal der Ausgang be-
obachtet wird!®. Man mu8 allerdings anmerken, daf die in dieser Arbeit verwendeten
Volterra-Systeme zweiter Ordnung selbst starken Einschriankungen unterliegen, da diese
nur quadratische Polynomapproximationen darstellen. Diese Einschrankung ist aller-
dings aufgrund von Komplexitétsiiberlegungen notwendig; die postulierte hochgradig
relevante Figenschaft der i2D-Selektivitat ist damit allerdings experimentell verifizier-
bar.

Es werden im Folgenden vier Verfahren vorgestellt, mit welchen der quadratische Volterra-
Kern von nichtlinearen Systemen gemessen werden kann. Dabei sind die ersten beiden
Verfahren mehr akademischer Natur und fir die Praxis eher ungeeignet (Identifikati-
on mit gepaarten Dirac-Impulsen und Kombination von harmonischen Schwingungen).
Weitaus mehr Relevanz fiir die praktische Analyse und Identifikation von visuellen Neu-
ronen bergen die anderen zwei Verfahren. Das erste basiert auf der erstmals von TICK
vorgeschlagenen Methode (Tick, 1961) und stellt die direkte Erweiterung der Kreuzkor-
relationsmethode fiir lineare Systeme mit gauflischem Eingang dar. Im Kontext dieser
Arbeit wird die Methodik fiir die Messung vierdimensionaler Kerne im Frequenzbereich
generalisiert und hinsichtlich des Konvergenzverhaltens und der Rauschstabilitat fiir un-
terschiedliche Rauscharten analysiert. Bekannte Anwendungen sind bisher beschrankt
auf die Identifikation eindimensionaler neuronaler Systeme im Zeitbereich (Marmarelis
und Marmarelis, 1978), wobei die relevanten funktionalen Eigenschaften (s.o.) als inte-
grale Bereiche abgebildet werden, und somit ,,by inspection® nicht sichtbar sind. Zudem
wurde typischerweise weiffes gaufisches Rauschen als Stimulus verwendet, da dies leich-
ter zu generieren ist und das MefBverfahren schneller konvergiert. Allerdings hat sich
gezeigt, dal v.a. visuelle Neurone in der Regel nur sehr schwach oder gar nicht auf wei-

I5Es existieren auch Verfahren, die nur Aufgrund von Beobachtungen des Ausgangs Riickschliisse auf
das System zulassen, diese werden hier aber nicht behandelt.
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Bes Rauschen antworten. Daher wird die allgemeine Form der Methodik verwendet, die
theoretisch beliebige Bindungen zweiter Ordnung im Eingangssignal erlaubt (farbiges
Rauschen) und daher besser geeignet ist, um reale Neurone zu treiben. Das letzte unter-
suchte Verfahren geht aus der Motivation hervor, dafl auch farbiges gauf3sches Rauschen
keinen optimalen Stimulus fiir visuelle Neurone darstellt, und dafl diese am Besten auf
natiirliche Stimuli antworten, bzw. eine Charakterisierung beziiglich der Antwort auf
natiirliche Stimuli sinnvoll erscheint (Theunissen et al., 2001). Dieses Verfahren basiert
auf der von KiM und POWERS entwickelten Methode zur Identifikation quadratischer
Systeme mit nicht-gaufischem Eingang (Kim und Powers, 1988) und wird hier auf die
Analyse zweidimensionaler Signale erweitert und fiir die Verwendung von natiirlichen
Stimuli untersucht.

Identifikation mit gepaarten Dirac-Impulsen

Ausgehend von den Gln. (5.80 — 5.83) kann der Kern eines quadratischen Volterra-
Systems mithilfe zweier Dirac-Impulse bei ¥ = 0 und ¥ = AZ bestimmt werden; siche
auch (Krieger, 1999):

1

ha(#, — AT) = 5 (UQ(f; AF) — ho(Z, T) — ho(T — AZ, T — A:I:’)), (5.110)

wobei uq(7; AZ) die Systemantwort auf den gepaarten Dirac-Impuls und ho(Z, Z), bzw.
ho(¥— A, Z— AZX) die Antworten auf die Einzelimpulse darstellen. Man erhélt also einen
Schnitt durch den Kern an der Stelle ¥y = #; — AZ, indem man von der Antwort auf den
Doppelimpuls die Summe der Einzelantworten abzieht. Wie auch bei der Impulsantwort
fiir lineare Systeme eignet sich dieses Verfahren in praxi kaum zur Identifikation des
Kerns, hauptséchlich aufgrund der ,,mathematischen* Beschaffenheit des Dirac-Impulses
(unendliche Hohe bei infinitesimaler Dauer, bzw. Ausdehnung).

Identifikation mit Kombinationen von harmonischen Schwingungen

Das Verfahren zur Messung des quadratischen Volterra-Kerns im Frequenzbereich mit
Kombinationen von harmonischen Schwingungen'® wurde bereits in (Nuding, 2002) her-
geleitet und implementiert, daher folgt hier nur eine kurze Zusammenfassung.

Man definiert eine Systemantwort H,g.g, bestehend aus der Antwort eines quadra-
tischen Systems auf die Summe zweier Sinusschwingungen unterschiedlicher Frequenz,
minus den Einzelantworten:

Hises = H{sinr f; %) + sin(27 £,/ 7)} — H{sin(2r f,77)} — H{sin(2x f,7T)}. (5.111)

16Tm Fall zweidimensionaler Systeme sind dies Sinusgitter.
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Analog definiert man eine Systemantwort H . c_¢, welche sich aus der subtraktiven Kom-
bination zweier Cosinusschwingungen ergibt:

Hico = H{cos(2m f;i' %) — cos(2n f; 7))} — H{cos(2m f, &)} — H{— cos(2r f, Z)}.
(5.112)
Berechnet man nun unter Zuhilfenahme der Gln. (5.97) und (5.98) die Summe dieser
Systemantworten, so ergibt sich:

Hisrs +Hic o = —2R{HP™(f1, [ TRy — My(fi, o, 7). (5.113)

Wertet man die Antwort an der Stelle ¥ = 0 aus, so erhélt man bis auf einen Skalie-
rungsfaktor direkt den Realteil des Kerns an der Stelle (f1, f2):

Ebenso 148t sich zeigen, dafi der Imaginérteil iiber die Antwort auf gemischte Kombina-
tionen von Sinus und Cosinus berechnet werden kann,

Hisic + Hicrs = 23{H"" (f1, fo) @™ NPT} = Mo(fi, fo, ©), (5.115)

wobei der Imaginérteil des Systemkerns wiederum durch Auswerten der Antwort an der
Stelle Null erhalten werden kann:

Ms(fi, for )| = 23{H5""(f1, f2)}- (5.116)

Dieses Verfahren wéire prinzipiell geeignet, um realistische Messungen durchzufiihren,
leider aber unter dem Nachteil, daf fiir jede Frequenzkombination explizit eine Messung
durchgefiihrt werden muf}; bzw. mehrere, um gegebenenfalls auftretendes Mefirauschen
auszumitteln. Zudem reagiert das Verfahren sensibel auf die Phasenlage des Mefipunkts,
wie direkt den Gln. (5.113), bzw. (5.115) entnommen werden kann.

Identifikation mit GauBschem Eingang

Basierend auf dem Theorem von LEONOV UND SHIRYAEV in der Theorie von Kumulan-
tenspektren (siche (Leonov und Shiryaev, 1959) und Gl. (5.10)) konnte TICK erstmals
zeigen, wie sich der quadratische Kern eines inhomogenen Volterra-Systems zweiter Ord-
nung bei gauflschen Eingangssignalen iiber das Kreuz-Bispektrum zwischen Ein- und
Ausgang schitzen 1afit. Im Allgemeinen wird hierbei von dekorrelierten (weiflen) Ein-
gangssignalen ausgegangen, was Vorteilhaft ist, da diese einfacher zu generieren sind
und der Schétzer schneller konvergiert. Fiir die Messung der Kerne von visuellen Neu-
ronen mufl aber beachtet werden, dafl diese nicht oder nur sehr schwach auf weifles
Rauschen antworten (s.o.). Daher wird im Folgenden gezeigt, daf§ das Verfahren auch
fiir farbiges gaufisches Rauschen giiltig ist.
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Die Herleitung erfolgt iiber die Kreuzkumulante dritter Ordnung zwischen dem Eingang
des Systems, u; (), und dem Ausgang, us(Z):

(7 7o) = B{w (T + 7wy (T + T)a(7) ). (5.117)

Hierbei ist 02(%) = ua(Z) — my, der vom Mittelwert befreite AusgangsprozeS. Wenn
man nun die Vorschrift zur Berechnung des Ausgangs eines homogenen!” quadratischen
Volterra-Systems, also

Ug(f) = //hg(fl, :&)ul(f— fl)ul(f — fg) . dfldfg, (5118)
in Gl. (5.117) einsetzt, und fiir den Mittelwert des Ausgangs

Myy = //hg(fl,fg)E{ul(f— fl)ul(f— fg)} . dfldfg (5119)

verwendet, so erhélt man einen relativ komplexen Ausdruck, welcher sich aber deutlich
vereinfachen 148t, wenn als Eingangssignal ein mittelwertfreier Gauflscher Rauschprozef3
angenommen wird. Bei diesem lassen sich Momente vierter Ordnung vereinfacht als
Produkte von Momenten zweiter Ordnung schreiben, womit das Ergebnis folgende Form
annimmt:

g M (T, T) =2 | [ ho(Gh — 1, Gy — T2) - ¢y (A1) ey (d) - A dds. 5.120
3 ) ) 2 2

Dieses Ergebnis wurde in &hnlicher Form bereits in (Schetzen, 1980) hergeleitet. Durch
eine einfache weitere Integralumformung und Fourier-Transformation folgt schliefllich
das Endergebnis:

N LS
Hal=hi =) = o cmn ()

wobei C5*"™"(f1, f2) das Kreuz-Bispektrum zwischen dem Eingang u; und dem Aus-

(5.121)

—

gang uy darstellt und C3" (f) das Leistungsdichtespektrum des Eingangs bezeichnet. Das
bedeutet also, dafl das Eingangssignal zwar gauflsch sein muf}, die spektralen Eigenschaf-
ten, also die statistischen Bindungen zweiter Ordnung, weitestgehend frei wahlbar sind.
Dieses Ergebnis kann auch leicht auf homogene Systeme beliebiger Ordnung verallge-
meinert werden; fiir inhomogene Systeme wurde eine dhnliche Vorschrift in (Koukoulas
und Kalouptsidis, 1995) abgeleitet.

Beim Messen von echten Neuronen miissen zwei ganz wesentliche Faktoren beachtet wer-
den: (i) Die Messung ist extrem rauschbehaftet und (7i) Neurone tendieren zu Instationa-
ritdten aufgrund von Adaptationsvorgéingen. Aus diesem Grund wird im Folgenden das

1"Bei Verwendung eines inhomogenen Systems zweiter Ordnung #ndert sich nichts, da die entspre-
chend auftretenden Kumulanten bei einem gaufischem Eingang zu Null werden; allerdings wird die
Rechnung umsténdlicher.
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Konvergenzverhalten fiir sehr wenig Daten und sehr niedriger Signal-zu-Rauschleistung
analysiert. Als Rauschquelle (MeBrauschen, neuronales Rauschen, etc.) wird zuerst ad-
ditives weifles gauBisches Rauschen (AWGN) angenommen. Aus der Theorie der Poly-
spektren ist bekannt (vgl. Abschnitt 5.1), dal Kumulanten, bzw. Polyspektren invariant
gegeniiber additiven gaufschen Gréfien sind, insbesondere natiirlich auch Rauschen. An
dieser Stelle interessiert jedoch das tatséchliche Konvergenzverhalten im Grenzbereich
fiir extrem niedrige SNR-Werte. Exemplarisch sind hier die Ergebnisse fiir die Modell-
neurone aus Abschnitt 5.2.4 (Complex, Dot-Responsive, Hypercomplex) in Abb. 5.23 (a)
gezeigt. Es ist ersichtlich, daff das Konvergenzverhalten fiir eine verldflliche Schéitzung
der Kerne spricht, da der mittlere quadratische Fehler bereits fiir sehr wenig Daten und
niedriges SNR schnell gegen Null konvergiert, vgl. (Nuding et al., 2004; Nuding und
Zetzsche, 2004). Zur Verdeutlichung sind jeweils die geschitzten Kerne fir N = 640
Datenblocke und SN R = 0.04 gezeigt. Man beachte, dafl dies ca. -14 dB entspricht und
das Rauschen eine um den Faktor 25 hohere Leistung als das gemessene Signal hat.
Die theoretische Invarianz der Kumulanten bestétigt sich also auch fiir extrem niedri-
ge SNR-Werte bei bereits wenig Datenblocken. Abb. 5.23 (b) zeigt Schnitte durch diese
Fehlerflichen fiir die maximale Anzahl Datenblocke (IV = 640), aufgetragen als das Peak
Signal-to-Noise-Ratio (PSNR) des Schitzers gegeniiber dem SNR der Messung.

Wie bereits erldutert, ist dieses Mefiverfahren fiir gauisches Rauschen mit beliebigen
spektralen Figenschaften giiltig. Daher wurde explizit untersucht, wie sich der Schétzer
fiir einen Eingang verhilt, der besser in der Lage ist, visuelle Neurone zu treiben. Die
typischen spektralen Eigenschaften natiirlicher Stimuli wurden bereits in Abschnitt 2.4.3
beschrieben, und sind mit einem 1/f2-Abfall der Leistungsdichte modellierbar. Die ent-
sprechenden Messungen der Modellneurone mit einem derartigen Eingang zeigt Abb.
5.23 (c). Man sieht, da8 auch hierfiir sehr gute Werte erreicht werden, die gemessenen
Kerne entsprechen denen aus Abb. 5.23 (a). Wie bereits in Abb. 5.23 (b) zu sehen ist,
lassen sich die Kerne der Wiener- und Hammerstein-Modelle schlechter schétzen, d.h.
sie sind empfindlicher gegeniiber Rauschen und konvergieren langsamer bzgl. der Da-
tenmenge. Dieser Effekt liegt in der relativ hoheren Selektivitdt der Modellneurone vs.
den Kaskaden-Modellen begriindet. Das wiederum bedeutet, dafl die erhohte Selektivitat
nicht nur zu einer robusten und effizienten Kodierung fiihrt, wie in Kap. 2 beschrieben,
sondern dafl auch die Identifikations- und Klassifikationsleistung dadurch erhoht wird.

Ein weiterer Punkt der untersucht wurde, ist die Messung unter der biologisch plausible-
ren Annahme einer multiplikativen gaulschen Storung. Dies liegt darin begriindet, dafl
die Feuerraten typischerweise als Poisson-verteilte Zufallsgréfien betrachtet werden, und
die Varianz des Rauschens proportional zur mittleren Feuerrate ist. Damit erhélt das
Rauschen dann einen multiplikativen Effekt (Papoulis, 1991; Gottschalk et al., 2004).
Auch fiir diese Art der Storung wurden qualitativ gleiche Ergebnisse gefunden, obwohl
dies ad hoc nicht ohne Weiteres theoretisch zu begriinden ist. Zusammenfassend 1483t
sich sagen, dafl dieses Meflverfahren speziell fiir die erwartete hochselektive Klasse der
kortikalen Neurone sehr gute Ergebnisse liefert, deren Qualitéit weiter verbessert werden
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Abbildung 5.23: (a) Mittlerer quadratischer Schitzfehler (MSE) in Abhingigkeit der
Anzahl der verfiigbaren Daten sowie des Signal-Rauschleistungsverhiltnisses (SNR)
WGN Eingang und AWGN-Rauschquelle. Gezeigt sind die jeweils geschéitzten Kerne fiir
N = 640 Datenblécke und SNR = 0.04. (b) Peak Signal-to-Noise-Ratio Kurven der Mo-
delle aus (a) sowie eines Wiener- und Hammerstein- Modells fiir die maximale Anzahl
Daten (N = 640). (c¢) Dto., fiir 1/f2-GN Eingang. (d) Zum Vergleich die Fehlerflichen
entsprechend (a) fiir die Wiener- und Hammerstein-Modelle.
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kann, wenn lediglich signifikante Strukturen in den Kernen identifiziert werden sollen
(also beispielweise Demodulation oder :2D-Selektivitét).

Identifikation mit natiirlichem Eingang

Wiinschenswert fiir die Analyse eines biologischen Systems ist es, das System in seinem
natiirlichen Arbeitspunkt zu beobachten. Fiir das visuelle System bedeutet das, wahrend
des freien Beobachtens natiirlicher Bilder analysiert zu werden. Daher wird ein Mef3ver-
fahren benétigt, das in der Lage ist, Volterra-Kerne mit beliebigen Eingangssignalen zu
messen. Obwohl dies bei linearen Systemen, zumindest theoretisch, leicht zu bewerk-
stelligen ist, mufl bei Systemen hoherer Ordnung ein etwas komplexerer Ansatz verfolgt
werden. Hierbei wird ausgenutzt, dafl Volterra-Systeme linear in ihren Kernkoeffizien-
ten sind, wie weiter unten gezeigt wird. Unter Verwendung der Matrix-Vektor-Notation
fiir diskrete Volterra-Systeme konnen dann die notwendigen Kerneintrége fiir einen be-
stimmten Ausgang berechnet werden.

Diskret kann der quadratische Volterra-Operator im Frequenzbereich wie folgt ausge-
driickt werden:

SIS
L
SIS
L

—-

Us k] =

kxq

Hyl[ky,k — k] - UL [ UL [k — K. (5.122)

(]

*% kylzf%
Das Argument k= [kz, k,]" ist der Frequenzindex der diskreten Fourier-Transformation
(DFT) mit Segmentldnge, bzw. Blockgrofie M. Bei der tatséichlichen Implementierung
muf allerdings beachtet werden, dafl die Summationsgrenzen entsprechend der Lénge der
Vektoren und der Werte k,, k, angepafit werden miissen. Auf die explizite Formulierung
wird hier aus Griinden der besseren Lesbarkeit verzichtet. Um die Idee zu verdeutlichen,
wird Gl. (5.122) fiir den eindimensionalen Fall ausgeschrieben:

M M M M

Us[k] = HQ[—?,k+7}U1[—?}U1[k+7]
+ HQ[—%+1,k+%—1}U1[—%+1}U1[k+%—1]+~-~
M M M M
+ [ - Lk= o+ 0[5 -1k - o +1]. (5.123)

Gl. (5.123) kann unter Verwendung der Matrix-Vektor-Notation auch geschrieben werden

als
Us[k] = H'[k] U, [K], (5.124)

wobei H! [E] und U, [E] entsprechend angeordnete Vektoren, bestehend aus den Kernein-
tragen, bzw. aus Produkten der Eingangswerte, sind. Wie sich unschwer erkennen la83t,
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5.2 Volterra-Wiener-Systeme

Abbildung 5.24: Projektionsschema und Support eines eindimensionalen quadratischen
Volterra-Systems. Zur Berechnung einer spektralen Komponente der Antwort wird nur
ein Bruchteil der Kerneintrige bendétigt, weshalb die Komplexitit, d.h. Grofle der zu
invertierenden Matrix in Gl. (5.125), stark abnimmt (S: Summeninteraktions-Region, D:
Differenzinteraktions-Region).

ist Gl (5.124) linear in dem generalisierten Ubertragungsfunktionsvektor, somit kann
fir H [k] der folgende Schéitzer angegeben werden (Nuding et al., 2004):

i = [E{ﬁfﬁf}]lE{ﬁ{‘Ug}. (5.125)

Obwohl dieses Verfahren eine direkte, und damit typischerweise eine sehr recheninten-
sive, Parameterschétzung darstellt, reduziert sich die Komplexitét signifikant aufgrund
der bei der Berechnung der Antwort eines Volterra-Operators auftretenden Projektion
der expandierten Antwort auf die Hauptdiagonale (Abb. 5.24). Beispielsweise wurde in
den Simulationen mit einem Support von 32 Stiitzstellen pro Dimension gerechnet; dies
korrespondiert mit einem 32* = 1048576-dimensionalem Parameterraum. Damit wire
die Grofe der zu invertierenden Matrizen bei einer Least-Squares Schitzung 324 x 324,
Mit diesem Verfahren jedoch reduziert sich die Grofie auf 322 x 322, was dann auch in
verniinftiger Zeit berechenbar ist.

Man beachte, daf entsprechend Gl. (5.125) spektrale Momente vierter Ordnung geschétzt
werden miissen; damit geht einher, dal der Schétzer eine grofiere Varianz besitzt als der
zuletzt vorgestellte'®. Allerdings weist der Algorithmus dennoch #hnliche Konvergen-
zeigenschaften und Fehlerrobustheit auf, wie der Ansatz iiber das Kreuz-Bispektrum,
wenn WGN als Eingangssignal verwendet wird (vgl. Abb. 5.25). Hinweis: Die in die-
ser Abbildung gezeigten Kurven liegen iiber denen des Kreuz-Bispektrum-Schétzers aus
Abb. 5.23(b). Dies liegt einerseits darin begriindet, dafl aufgrund der Rechenintensitét
der direkten Methode ein kleinerer Support der Kerne verwendet wurde, und anderer-
seits daran, daf} die Qualitéat des ersten Schétzers darunter leidet, dal der hypothetisch
gaufische Eingang nie ideal ist. Da die direkte Methode davon nicht explizit Gebrauch

8Dies ist offensichtlich, da bei dieser Methode keinerlei vereinfachende Annahmen gemacht werden,
und somit vom Worst-Case ausgegangen werden muf.
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Abbildung 5.25: Peak Signal-to-Noise-Ratio Kurven der drei Modelle (Complex, Hyper-
complex und Dot-Responsive) der Schitzung in Abhiingigkeit des Mefirauschens (AWGN)
in dB bei Verwendung eines gauflschen Eingangs.

macht, sind die Ergebnisse fiir einen nicht-idealen gauflschen Eingang typischerweise
etwas besser (Kim und Powers, 1988).

Werden nun allerdings natiirliche Bilder fiir die Identifikation verwendet, so ist die Feh-
lerempfindlichkeit dieses direkten Ansatzes relativ hoch. Hier wurden die Antworten auf
5120 Segmente natiirlicher Bilder analysiert. Bei Verwendung einer idealen rauschfreien
Messung ergeben sich hervorragende Ergebnisse (nicht gezeigt), jedoch ist hier in erster
Linie das Verhalten unter Einflufl von Storrauschen relevant. Daher wurde diese Messung
mit natiirlichen Bildern mit einem starken AWG-Rauschen beaufschlagt, so dafy ein SNR
von -6dB entsteht. Man sieht deutlich, dafl die Messungen deutlich rauschbehaftet sind,
dies liegt daran, dafl in diesem allgemeinen Fall selbst gaufische Storgrofien mitberiick-
sichtigt werden miissen. Nichtsdestoweniger kénnen durchaus relevante Strukturen in
den Kernen identifiziert werden, wie in Abb. 5.26 gezeigt ist.

5.2.6 Dekorrelation héherer Ordnung

Wie in den Abschnitten 5.1.1 und 5.1.2 bereits erlautert wurde, erfassen Kumulanten-
spektren hoherer Ordnung (Polyspektren) statistische Bindungen zwischen verschiede-
nen Frequenzkomponenten. Fiir einen nicht-gaufischen Rauschprozefl ohne Bindungen
hoherer Ordnung gilt fiir seine Polyspektren der Ordnung n

CHOVN(f1, . famt) = T (5.126)

Diese sind unabhéingig vom Argument und nehmen jeweils den konstanten Wert ~,, an.
Ein derartiges Rauschen wird auch als Higher-Order White Noise (HOWN) bezeichnet.
Damit geht einher, daf ein Prozefl ohne Bindungen dritter Ordnung ein weifles Bispek-
trum aufweist. Es kann also formal nach einer Transformation gesucht werden, welche
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Abbildung 5.26: Modellkerne (oben) und gemessene Kerne mit der direkten Methode (unten). Als Stimulus wurden
natiirliche Bilder verwendet und die Messung mit einem additiven weilen gauflschen Rauschen beaufschlagt (SNR =
-6dB).
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Abbildung 5.27: Links: Bispektrum natiirlicher Bilder. Mitte: Kern eines i2D-selektiven
quadratischen Volterra-Operators. Rechts: Bispektrum natiirlicher Bilder nach i2D-
selektiver Filterung.

das Bispektrum weify macht. Dies ist somit eine direkte Erweiterung des Optimalitétskri-
teriums zweiter Ordnung zur Dekorrelation eines Signals, das mit der Spectral Flatness
Measure aus Gl. (2.25) assoziiert ist.

Es ist bekannt, dal die Applikation eines i2D-selektiven Filters auf natiirliche Bilder
das Bispektrum tendenziell weifl macht und somit statistische Abhéngigkeiten dritter
Ordnung reduziert, siehe hierzu beispielsweise (Zetzsche und Krieger, 2001a) und Abb.
5.27. Dieser heuristische Ansatz verlangt nach einer weiteren Klarung der Dekorrelation
hoherer Ordnung fiir natiirliche Bilder. Prinzipiell besteht die Aufgabe darin, ein inver-
ses Filter zu finden, dessen Ausgang fiir natiirliche Bilder ein konstantes Bispektrum
aufweist. Dieses Problem ist analog zum linearen Fall, mit dem kritischen Unterschied,
daB hier im Allgemeinen keine geschlossenen Losungen zwischen den Bispektren des Ein-
und Ausgangs, sowie des charakterisierenden Kerns angegeben werden konnen (vgl. auch
Abschnitt 5.3).

Es soll nun ein empirischer ,, Vorwértsbeweis* fiir das tatsiachliche Dekorrelationspotenti-
al von i2D-Systemen fiir natiirliche Bilder gefiithrt werden. Dazu wird ein Modellsystem
gelernt indem dessen Parameterraum nach der Losung mit dem moglichst flachsten as-
soziierten Bispektrum des Ausgangs abgesucht wird. Abb. 5.28 zeigt ein Schema des
Lernverfahrens fiir ein quadratisches Volterra-System: auf das Eingangssignal (Prozef
der natiirlichen Bilder) wird ein quadratischer Volterra-Operator angewendet. Der Aus-
gangsprozefl wird hinsichtlich seines Bispektrums analysiert und die Parameter des Sy-
stems werden entsprechend des Optimierungskriteriums nachgeregelt. Dabei miissen, wie
bei jedem Optimierungsverfahren, die folgenden Punkte mit Bedacht bearbeitet werden:

1. Wahl der Parametrierung,
2. Bestimmung einer Zielfunktion,

3. Wahl eines numerischen Optimierungsverfahrens.
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Abbildung 5.28: Schematische Darstellung der Optimierungs-Prozedur (Details siehe
Text).

Ad 1. Die Parametrierung stellt hiufig den kritischsten Aspekt fiir nichtlineare Opti-
mierung dar, da hier a priori Wissen impliziert wird, und damit Annahmen iiber die
inhédrente Struktur des Systems gemacht werden. Im Falle konstruktiver Modelle, bei
welchen die Architektur zu einem hohen Grad invariabel ist, ist dieses Problem mar-
ginal. Hier steht jedoch der Aspekt einer gewissen funktionalen Identifikation im Vor-
dergrund, bei der es a priori nicht klar ist, welche Modellarchitektur optimal ist. So
bleibt nur, empirisches Wissen entsprechend der Synthesemoglichkeiten aus Abschnitt
5.2.3 einzubringen. Die erste Einschréankung, die hierbei stattfindet ist zuerst einmal die
Reduktion der Systemordnung, da hier prinzipiell Systeme zweiter Ordnung betrachtet
werden. Man kann dann zwischen einer direkten und einer indirekten Parametrierung
unterscheiden: Bei der direkten Parametrierung wird der vollstéindige Kern des Systems
optimiert. Dies ist ein Verfahren, das bei Systemen mit sehr kleinem Support angewen-
det wird. Das Ziel ist hierbei hédufig, ein Modell an ein unbekanntes System anzupassen,
indem die Differenz (mittlerer quadratischer Fehler) zwischen dem Modellausgang und
dem unbekannten Prozefl minimiert wird. Dies entspricht dann allerdings einer Syste-
midentifikation, die an dieser Stelle nicht von Interesse ist. Die zentrale Frage in dieser
Untersuchung ist die Struktur eines Systems, das natiirliche Bilder im Sinne dritter
Ordnung dekorreliert. Zu zeigen ist dabei, dafi die verbotenen Zonen des Optimalsy-
stems nicht belegt sind. Daher ist man gezwungen, Systeme mit gréfferem Support zu
betrachten, was darin resultiert, dafl eine direkte Parametrierung nicht angewendet wer-
den kann. Konkret wiirde ein Volterra-System zweiter Ordnung mit einem Support von
16 Einheiten in einem 16* = 65536 dimensionalen Parameterraum zu suchen sein. Aus
diesem Grund wird hier eine indirekte Parametrierung durchgefiihrt, das bedeutet, dafl
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ein kanonisches System verwendet wird, bei dem der Parameterraum drastisch reduziert
wird, also beispielsweise die Summe von n quadratischen Volterra-Systemen, die ihrer-
seits linear zerlegbar sind. Damit entsprechen die zu optimierenden Parameter genau
den linearen Filterkernen. Eine weitere Reduktion kann erreicht werden, indem selbst
die linearen Filterfunktionen parametriert werden. Somit kénnen dann beispielsweise
Bandpésse mit variabler Radialfrequenz, Orientierung und Bandbreite verwendet wer-
den.

Ad 2. Die Zielfunktion (oder auch Kostenfunktion), die es gilt zu optimieren, sollte idea~
lerweise eine monotone Abhéngigkeit von den Parametern aufweisen und nur ein globales
Extremum besitzen. Im Allgemeinen ist dies leider nicht der Fall, die Zielfunktion weist
typischerweise eine ,,zerkliiftete” Struktur auf, mit vielen lokalen Extrema. Dies stellt
das basale Problem fiir sémtliche Optimierungsalgorithmen dar, da diese nicht zwischen
einem lokalen und dem globalen Extremum unterscheiden kénnen. Moglichkeiten, die-
sen Fallen zu entkommen sind statistischer Art, beispielweise mehrfache Initialisierung
des Algorithmus mit unterschiedlichen Startwerten oder Stérung eines lokalen Extre-
mums durch finite Abweichungen, um die Stabilitdt zu priifen. Die Zielfunktion in dem
hier betrachteten Optimierungsproblem soll ein Mafl fiir die Flachheit des Ausgangs-
bispektrums CY2(fi, f2) darstellen. Es wurden mehrere unterschiedliche StandardmaBe
verglichen, wobei sich gezeigt hat, dafl die normierte Varianz des Bispektrums

_ B{(s2)?) - B{Cs7 )
B{C57}

v (5.127)

eine addquate Wahl fiir die Zielfunktion darstellt. Hier ist allerdings zu beachten, dafl
dieses MaBl eine inverse SFM darstellt, d.h. einem flach verlaufenden Bispektrum wird
ein kleiner Wert zugeordnet. Wenn als exemplarische Bispektren Funktionen mit einem
exponentiellen Abfall oder Gauf}- Funktionen mit variabler Varianz betrachtet werden,
so erkennt man einen monotonen Zusammenhang zwischen der Steilheit des Bispektrums
und ~, siehe Abb. 5.29.

Ad 3. Die Wahl eines Optimierungsverfahrens hat hauptséchlich numerische Griinde.
Prinzipiell mufli man die Wahl treffen zwischen Verfahren, die lediglich die Zielfunk-
tion evaluieren, und Verfahren, die zudem die partiellen Ableitungen der Zielfunktion
evaluieren. Letztere sind im Allgemeinen etwas méchtiger hinsichtlich ihrer Konvergenz-
geschwindigkeit, allerdings auf Kosten des numerischen Aufwands. Ist man in der Lage,
die Ableitungen analytisch zu bestimmen, empfiehlt es sich in jedem Fall, ein ablei-
tungsbasiertes Verfahren zu wahlen. Klassische Vertreter hierbei sind die Gradienten-
und konjugierte Gradientenverfahren (Press et al., 1992). Da dies im vorliegenden Fall
nicht méglich ist, wird das sogenannte Simplez-Verfahren verwendet (Nelder und Mead,
1965). Dieses Verfahren minimiert die Zielfunktion, indem der direkte Weg ,ins Tal®
gesucht wird, ohne dabei besondere Annahmen iiber die Funktion selbst zu machen. Es
kann dadurch langsam konvergieren, ist aber tendenziell sehr robust und vor allem sehr
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Abbildung 5.29: Abhingigkeit der inversen SFM v aus Gl. (5.127) von der Steilheit zweier
prototypischer Bispektren. Links fiir 2D- und 4D-Bispektrum mit variierendem exponen-
tiellen Abfall, rechts fiir gau3férmiges 2D- und 4D-Bispektrum mit variierender Varianz.

kompakt. Der Speicheraufwand fiir ein N-dimensionales Optimierungsproblem ist in der
Ordnung N? und es sind keine Ableitungen vonnéten.

Das Simplex-Verfahren

Ein Simplex ist eine geometrische Figur, bestehend aus, in N Dimensionen, N + 1 Eck-
punkten und all ihren verbindenden Kanten und Polygonflichen. In zwei Dimensionen
ergibt sich ein Dreieck, in drei ein Tetraeder. Im Allgemeinen betrachtet man nur nicht-
degenerierte Simplices, d.h. solche, die ein finites N-dimensionales Volumen einschliefen.
Wenn unter diesen Voraussetzungen ein Eckpunkt als Ursprung definiert wird, stellen
damit die anderen Eckpunkte Richtungen im Raum dar, die den vollen Parameterraum
aufspannen. Das Verfahren wird initialisiert mit einem (randomisierten oder determini-
stischen) Startwert py. Die anderen N Eckpunkte des Initial-Simplex ergeben sich dann
aus der Vorschrift

Di = Do + \i€i, (5.128)

wobei die €; Einheitsvektoren des Parameterraums darstellen und die \; Konstanten,
die charakteristisch fiir die Skalierung des jeweiligen Parameters sind. Der Algorithmus
berechnet eine Reihe von Schritten, wobei typischerweise eine Reflexion vom hochsten
Punkt durch die gegeniiberliegende Fléche zum niedrigsten Punkt durchgefiihrt wird. Im
Falle eines steilen Abstiegs wird die Reflexion zudem ausgedehnt (Expansion), um die
Konvergenz zu beschleunigen. Wenn das Simplex ein Tal erreicht, kontrahiert es, d.h.
die Schrittweite wird verringert. Im Falle eines ,,Nadelohrs® kontrahiert es beziiglich
aller Dimensionen um den niedrigsten Punkt. Diese grundlegenden Manover sind in
Abb. 5.30 zusammengefa3t. Die Abbruchbedingung ist erreicht, wenn die zuriickgelegte
relative vektorielle Distanz in einem Schritt eine gewisse Grenze unterschreitet.
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Abbildung 5.30: Beispiele fiir mogliche Schritte eines dreidimensionalen Optimierungs-
problems unter Verwendung des Simplex-Verfahrens. (a) Simplex (hier ein Tetraeder) zu
Beginn eines Schritts. (b-e) moégliche Transformationen: (b) Reflexion in Gegenrichtung
vom héchsten Punkt (4), (¢) Kontraktion entlang der Dimension bzgl. (4), (d) Reflexion
und Expansion in Gegenrichtung von (+4), (e) Kontraktion entlang simtlicher Dimensio-
nen hin zum niedrigsten Punkt (-). Eine geeignete Sequenz solcher Schritte wird immer
zu einem Minimum einer Funktion konvergieren.

Modell und Parametrierung

Um zu einer moglichst verlaflichen Aussage zu kommen, wurden zweierlei Modelle un-
tersucht. Zum Einen eine generelle YII-Architektur (sieche Gl. (5.109) und Abb. 5.18),
bestehend aus der Summe von vier quadratischen Subsystemen, die ihrerseits linear zer-
legbar sind, d.h. es sind acht unabhéngige lineare Filter zu lernen. Die Ubertragungsfunk-
tionen dieser linearen Filter sind durch die polar separierbaren Filterfunktionen aus Gl.
(4.16), allerdings mit cos®-Abfall, gegeben. Die freien Parameter sind dann Amplitude,
radiale Mittenfrequenz, radiale Bandbreite, Orientierung und Orientierungsbandbreite.
Insgesamt sucht die Optimierung also in einem 8-5 = 40-dimensionalen Parameterraum.
Das Modell deckt eine relativ grofie Klasse ab, dies mufl jedoch mit der hohen Zahl an
Freiheitsgraden erkauft werden, weshalb sich die Optimierung dieses Systems als relativ
komplexes Problem erweist. Im Speziellen hat sich empirisch gezeigt, dafl die Zielfunkti-
on viele lokale Minima aufweist, weshalb mit standardisierten Optimierungsalgorithmen
kein zufriedenstellendes Ergebnis erreichbar ist. Um den Aufwand in vertretbaren Gren-
zen zu halten, wird das System nicht per Zufall initialisiert, sondern es werden feste
Startwerte verwendet. Da gezeigt werden soll, daf§ das optimale System i2D-Charakter
besitzt, wird der Kern so initialisiert, daf§ die DurchlafSbereiche genau auf den verbotenen
Zonen liegen. Die Aussagekraft des damit erreichbaren Ergebnisses (s.u.) ist natiirlich
eingeschréankt, daher wird zudem eine zweite Architektur optimiert, die einen stark re-
duzierten Parameterraum aufweist und somit fiir randomisierte Initialisierung geeignet
ist.
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5.2 Volterra-Wiener-Systeme

Die zweite Architektur besteht aus der Summe von 18 nicht einfach separierbaren qua-
dratischen Systemen, wobei das Wissen iiber die Isotropie der Statistik natiirlicher Bilder
ausgenutzt wird, und das System daher als Randbedingung Isotropie impliziert. Formal
kann das System beschrieben werden als:

Hy(f1, f2; for Fainws G0, hiw) =

9

Z [HQ(p)(J?lan;foafhbw7¢(()i),¢hbw) — HY(f1 fos for S 85 dnow) | (5.129)

1=—9

mit

Hz(p)(fl,ﬁ; Jos frbws Po, Ohvw) =
Hl(p)<.]?1; an fhbwa 104 + ¢hbw7 (bhbw) : Hl(p)<f_2’; f(), fhbw; 107 — (bhbw’ (bhbw) (5130)

und

HQ(k)(ﬁ7 i for P D05 Ghow) =
1

Z ’ ka)(ﬁ? f07 fhbwa 1027 (bhzbw

In jeder Orientierung besteht das System aus der Differenz eines quadratischen Primérfil-
ters (p) und eines Kompensationsfilters (k), siehe Gl. (5.129). Das Primérsystem wie-
derum besteht aus dem Produkt zweier linearer Bandpaffilter (Filterfunktionen ent-
sprechend Gl. (4.16), aber wiederum mit cos?-férmigem Abfall in Radial- und Ortho-
gonalrichtung) mit unterschiedlicher Vorzugsrichtung A¢g = 2¢pp,, Gl. (5.130). Da die
Ubertragungsfunktionen erst nach 2@y, bzgl. der Vorzugsrichtung zu Null werden, iiber-
lappen sich die beiden Bandpésse in Orientierungsrichtung in einem Bereich von genau
20 Damit antwortet das Primaérfilter also auch auf Stimuli mit nur einer Frequenz-
komponente im Uberlappungsbereich, ist also per Definitionem nicht i2D-Selektiv. Um
diese Selektivitdt erreichen zu kénnen, bedarf es eines Kompensationsfilters (Zetzsche
und Barth, 1990b), das mit halber Amplitude und Bandbreite in der Mitte der beiden
Orientierungen liegt, Gl. (5.131). Fiir die speziellen cos®-férmig abfallenden Orientie-
rungsflanken der Primérfilter mufl das Kompensationsfilter einen cos-formigen Flanken-
abfall aufweisen (Zetzsche und Barth, 1990b).

)-Hf’“’(ﬁ;fo,fhbw,loi,@%). (5.131)

Da die Orientierungen durch die Isotropieannahme, bzw. die spezielle Kompensationsar-
chitektur bereits festgelegt sind, besitzt das Gesamtsystem lediglich drei freie Parameter:
radiale Mittenfrequenz fy, radiale Bandbreite fy4.,,, sowie Orientierungsbandbreite ¢, .
Bleibt das System unterhalb einer gewissen Orientierungsbandbreite, so ist es durch die
spezielle Architektur i2D-selektiv; es kann allerdings auch leicht auf einen anderen Kern
konvergieren.

Dieses zweite System stellt also beziiglich der Freiheitsgrade und Parameter das Gegen-
teil des ersten dar. Die Klasse der damit zu modellierenden Kerne ist wesentlich kleiner,
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Abbildung 5.31: Der nicht-i2D-selektiv initialisierte Kern (links) wird nach ca. 2500 Schrit-

ten des Simplex-Verfahrens :2D-selektiv: die notwendige und hinreichende Bedingung

Hg(fl,f2)|f Fomfof) = 0 ist erfiillt, wie an den leicht grau eingezeichneten verbotenen
x1Jy2 —Jx2JY]1

Zonen erkannt werden kann (Mitte). Wird zur Kontrolle weifles Rauschen als Eingang
verwendet, ergibt sich keine erkenntliche Struktur (rechts).

allerdings erlaubt die geringe Anzahl Freiheitsgrade, dafl mit mehreren unterschiedlichen
Startwerten initialisiert wird und das fiir diese Architektur globale Optimum gefunden
werden kann.

Ergebnisse

Die Resultate fiir die volle Parametrierung des >II-Systems sind in Abb. 5.31 dargestellt.
Das Initialsystem (links) hat die ungiinstigste Lage fiir die Dekorrelation natiirlicher Bil-
der da es voll auf den verbotenten Zonen f,, f,, = fz,fy, liegt. Nach ca. 2500 Schritten
des Simplex-Algorithmus konvergiert das Verfahren auf die ebenfalls in Abb. 5.31 ge-
zeigte Losung. Es ist deutlich zu erkennen, dafl die notwendige ¢2D-Bedingung erfiillt
ist. Zudem ist eine Tendenz zu breitbandigen Filtern erkenntlich, die wie folgt gedeutet
werden kann'®

Die initialen linearen Ubertragungsfunktionen H fk)( f) sind in dieser Untersuchung ad
hoc so gewahlt, dafl diese den grundlegenden biologischen Anforderungen hinsichtlich
Radial- und Orientierungsbandbreiten geniigen®. LBt man nun aber die Hypothese
zu, daf} ein nichtlineares Subsystem HQZ)( 11, f;) eine neuronale Einheit darstellt, die
in klassischen Experimenten auf ein lineares Modell abgebildet wurde (was nach den
Ausfithrungen in Abschnitt 2.7 und (Zetzsche und Nuding, 2005a) auch nicht beliebig
unplausibel ist), so folgt daraus, daf§ die zugrundeliegenden ,atomaren“ linearen Sy-

19Mit zugegebenermafBen hypothetischem Charakter.
20Radialbandbreite von ca. 1-2 Oktaven und einseitige Orientierungsbandbreite von ca. 15-20 Grad,
siehe auch Abb. 2.18 und Abschnitt 2.6.
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5.2 Volterra-Wiener-Systeme

steme breitbandigere Mechanismen aufweisen miissen. Dies kann leicht erkléart werden,
wenn man bedenkt, dafl i2D-selektive Systeme konstruktiv aus nicht oder nur gering
iiberlappenden orientierungsselektiven Bandpéssen bestehen. Denn die Abbildung eines
derartigen nichtlinearen Systems auf ein lineares Modell bei Messung mit beispielsweise
Sinusgittern, resultiert im Produkt der linearen Teilkerne®!, siehe hierzu (Zetzsche und
Nuding, 2005a). Bei nur geringer Uberlappung der Frequenzbinder ,sieht“ die lineare
Identifikation also einen schmalbandigen Mechanismus.

Fairerweise mufl zu diesem Ergebnis gesagt werden, dafl es nicht klar ist, ob hier das
tatséchliche globale Optimum gefunden wurde. Aufgrund der Initialisierung und der
schnellen Konvergenz davon weg, hin auf einen i2D-selektiven Kern, liefert Evidenz, dafl
das Ergebnis durchaus relevant ist. Die Minimalaussage, also die Worst-Case-Betrach-
tung sagt allerdings lediglich, daf} eine i2D-selektive Struktur fiir die Dekorrelation
héherer Ordnung natiirlicher Bilder besser geeignet ist, als eine dazu komplementére.
Dies ist zugegebenermaflen nur beschrankt aussagekréftig, und daher riithrt auch die Mo-
tivation zur Optimierung eines Systems mit mehr Randbedingungen (s.o.), fiir welches
das globale Optimum gefunden werden kann.

Die Ergebnisse dieser Optimierung zeigt Abb. 5.32. Exemplarisch sind vier deutlich un-
terschiedliche zuféllige Initialisierungen mit den jeweils konvergenten Endergebnissen
abgebildet. Es ist deutlich zu erkennen, dal die optimierten Kerne die gleiche Struk-
tur haben, kleinere Unterschiede, v.a. in der Bandbreite sind zuriickzufithren auf das
Abbruchkriterium, das auf Grund der Rechenzeit grofler gewéhlt wurde, als die Maschi-
nenprézision, was im Limit die besten Ergebnisse liefert.

Betrachtet man nun die Ergebnisse gemeinsam, so erhéilt man doch eine starke Evidenz
dafiir, daf eine i2D-selektive Filterung in der Tat optimal geeignet ist, um die stati-
stischen Bindungen hoherer Ordnung zu eliminieren. Das erste Ergebnis zeigt, dafl eine
Architektur mit vielen Freiheitsgraden, die in der Lage ist, eine grofie Klasse quadra-
tischer Volterra-Systeme zu approximieren, besser geeignet ist, Korrelationen hoherer
Ordnung in natiirlichen Bildern zu eliminieren, als eine komplementére Struktur. Das
zweite Ergebnis weist nach, dafl eine eingeschrénkte aber nicht notwendigerweise i2D-
selektive Architektur im Rahmen ihrer Moglichkeiten stets auf eine i2D-selektive Losung
konvergiert. Selbstverstdndlich geht hier auch kritisch das Optimierungskriterium aus
Gl. (5.127) mit ein, das zwar heuristisch gewahlt wurde, aber fiir generische Funktionen
einen stetigen und monotonen Verlauf aufweist und somit eine verniinftige Wahl dar-
stellt. Damit ist gezeigt, oder zumindest Evidenz dafiir erbracht, daf§ die propagierten
UND-Kombinationen von Frequenzkomponenten, die ja eine Voraussetzung fiir die 12D-
Selektivitat sind, nicht nur fiir die Modellierung und Synthese nichtlinearer kortikaler
Effekte geeignet ist, sondern auch zur Eliminierung, bzw. Reduzierung von statistischen
Abhéngigkeiten hoherer Ordnung in natiirlichen Bildern.

21Dje inhérente Gleichrichtung in den neuronalen Antworten fithrt dazu, daf§ eine Frequenzverdopplung
leicht tibersehen werden kann, da die Grundschwingung erhalten bleibt.
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Abbildung 5.32: Optimierte Kerne zur Dekorrelation natiirlicher Bilder des quadratischen Volterra-Systems aus den
Gln. (5.129) — (5.131). Gezeigt sind die Initialkerne und die korrespondierenden gelernten Kerne fiir vier exemplarische
zufillige Initialisierungen. Wird ein Gauf3verteiltes Rauschen als Eingang verwendet, ergibt sich bei keiner Initialisierung
eine dezidierte Struktur (Kontrolle).
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5.3 Grenzen des quadratischen Ansatzes

Wie in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt wurde, eignen sich Spektren und Sy-
steme zweiter Ordnung (Bispektren und quadratische Volterra-Systeme) zur Analyse,
Synthese und Modellierung von natiirlichen Bildern und ihrer assoziierten optimalen
Verarbeitung im visuellen System. Nichtsdestotrotz unterliegt natiirlich auch dieser An-
satz gewissen Einschrinkungen, die bei der Anwendung dieser Verfahren nicht aufler
Acht gelassen werden diirfen. Primér sind dies natiirlich die Einschréankungen aufgrund
der endlichen Ordnung der betrachteten Bindungen und Polynome. So sind Kopplungen
mehrerer Frequenzkomponenten (> 3) mit quadratischen Systemen nicht analysierbar
oder modellierbar, wie den Gln. (5.32, 5.98) direkt zu entnehmen ist. Speziell fiir Bispek-
tren gilt zudem die fundamentale Eigenschaft, dafl bei einer geradesymmetrischen Ver-
teilung der Amplituden des analysierten Prozesses das Bispektrum verschwindet, da im
Erwartungswert die Tripel-Produkte (Kumulanten) zu Null werden. In (Krieger, 1999)
wurde dies anhand des Beispiels des Konturrauschens verdeutlicht und gezeigt, dafl das
Trispektrum die orientierten Bildmerkmale erfassen kann, wohingegen das Bispektrum
aufgrund der Symmetrie der Verteilung verschwindet.

Ein besonderes Merkmal dieses Ansatzes ist, dafl keine direkte Assoziation der analy-
sierten Bindungen mit den multiplikativen Kopplungen der Volterra-Reihenentwicklung
moglich ist. So manipuliert zum Beispiel ein Volterra-System der Ordnung p unendlich
viele Kumulanten hoherer Ordnung? und im Allgemeinen auch niedrigerer Ordnung.
Andererseits jedoch generiert ein derartiges System Phaseninteraktionen der Ordnung
p+ 1, aber im Allgemeinen auch niedrigerer Ordnung. Das bedeutet, dafl die klassische
Analyse der Bindungen hoherer Ordnung keinen Riickschlufl auf den Grad der multipli-
kativen Interaktionen zulafit.

Einen Ansatz zur Uberwindung dieses Problems wurde in (Franz und Schélkopf, 2004)
vorgeschlagen. Dieser Ansatz besteht prinzipiell in der Ermittlung eines Wiener-Funktion-
als zur (nichtlinearen) Prédiktion eines Bildpunktes in einer lokalen Umgebung. Die ge-
lernten Kerne werden zur Analyse der multiplikativen Interaktionen von benachbarten
Bildpunkten verwendet. Der Vorteil und die Hauptmotivation bei diesem Ansatz beste-
hen darin, daf§ die Wiener-Kerne implizit unter Verwendung des sogenannten ,,Kernel-
Tricks* gelernt werden konnen (Scholkopf und Smola, 2002). Da damit die Komplexitét
der Schéatzung im Vergleich zu den klassischen Statistiken héherer Ordnung stark redu-
ziert werden kann, kann der Grad der geschétzten multiplikativen Interaktionen erhéht
werden. Damit wurde gezeigt, dal natiirliche Bilder bereits durch multiplikative Inter-
aktionen bis zur fiinften Ordnung recht gut beschrieben werden koénnen.

Eng verwandt mit dieser Thematik ist auch die gezielte Manipulation der Spektren
héherer Ordnung mit Volterra-Systemen. Wéhrend fiir lineare Systeme und statisti-

%Dies gilt bereits fiir ein lineares System, vgl Gl. (5.38).
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sche Bindungen zweiter Ordnung eine eindeutige Abbildungsvorschrift existiert, ist dies
fiir hohere Ordnungen nicht der Fall. So ist beispielsweise das Leistungsdichtespektrum
C32(f) des Ausgangs eines eindimensionalen linearen Systems H (f) gegeben durch

Cy2(f) = [H(N)I* G (f), (5.132)

wenn C3'(f) das Eingangsleistungsdichtespektrum darstellt. Eine wiinschenswerte Ei-
genschaft wére nun, dafl ahnliche geschlossene Relationen auch fiir Kerne und Spektren
hoherer Ordnung existierten. Im Folgenden wird hergeleitet, dafl dies leider nicht der
Fall ist.

Wihrend sich die Berechnung der Spektren hoherer Ordnung am Ausgang eines linearen
Systems noch recht einfach gestaltet, siehe Gl. (5.38), so ergibt sich bereits fiir das
Ausgangs-LDS eines quadratischen Volterra-Systems ein etwas unhandlicher Ausdruck.
Ausgehend von der Frequenzbereichs-Berechnung des Ausgangs, Gl. (5.90), und unter
Verwendung der Definition des Bispektrums, Gl. (5.32), 1483t sich fiir das Ausgangs-LDS
C32(f) schreiben:

C(f) = E{Us(/)U3(f)}
~ & / Ho(fo £ — £2) - Us(F)ULF — £2) - df.

[ Hif ~ ) VIRV - ) -ds} (5133)

Da in Gl (5.133) bereits unterschiedliche Integrationsvariablen verwendet sind und die
Integration eine lineare Operation ist, konnen die Integrale zusammengefafit und der
Erwartungswert in die Integrale hineingezogen werden:

cw(f) = / / Ho(fur | — F)HS o f — fo)-
' E{Ul(fa)Ul(f — [)UI(/)UL(f - fb)} ~dfudfy (5.134)

Interessant ist hierbei, dafl der Ausdruck im Erwartungswert nun das Trispektrum des
Eingangsprozesses darstellt. Dieses ist ja entsprechend Gl. (5.32) definiert als der Erwar-
tungswert iiber die Summe vierer komplexer Amplituden, wobei deren Frequenzkompo-
nenten in der Summe Null ergeben. Man kann leicht sehen, daf§ dies in Gl. (5.134) der
Fall ist, daher hiangt also das Ausgangs-LDS eines quadratischen Volterra-Systems von
definierten Projektionen des Eingangs-Trispektrums ab. Dies ist ein relativ komplexer
Zusammenhang, der sich vereinfachen 148t, wenn als Eingang weifles gaufisches Rauschen
angenommen wird. Der naheliegende Gedanke, daf3 die Spektren hoherer Ordnung fiir
gauBsche Signale identisch Null sind, und damit das Ausgangs-LDS ebenfalls identisch
Null sein muf, fiithrt leicht in die Irre. In der Tat ist bekannt, dafl gewisse infinitesi-
male Bereiche in der Definition der Spektren eine besondere Stellung haben. Genauer
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gesagt sind dies die Punkte, bei denen sich jeweils die Phasen von zwei Komponenten
ausloschen, d.h. es miissen alle Frequenzkomponenten zu Paaren mit unterschiedlichem
Vorzeichen zusammenfafibar sein; dann ergibt sich (fiir reelle Signale) das Betragsqua-
drat der komplexen Amplitude:

E{U<f1)U(f2)U(f3)U<f4)}\ = E{|U(f)]’|U(f2)"}. (5.135)

fa=—f1;fa=—f2

Diese werden jedoch bei der diskreten Berechnung in praxi ausgeschlossen. Bei einem
Projektionsintegral der Art aus Gl. (5.134) miissen diese dezidierten Punkte allerdings
mit in Betracht gezogen werden.

In dem momentan betrachteten Problem ist also das Trispektrum des gaufischen Ein-
gangsprozesses in dem Projektionsintegral nicht vernachléssigbar, wenn f, = f, ist. Das
Integral kann somit wie folgt vereinfacht werden:

C3(9) = [ 1l f = £)P- E{UIGOPIGIS = £} - dfe (3130

Aufgrund der Fourier-Stieltjes-Repréasentation stochastischer Prozesse sind die komple-
xen Amplituden fiir unterschiedliche Frequenzkomponenten unkorreliert und somit kann
der Erwartungswert mit

B{[G(PIUS = )P} = B{ Ui P} E{IUWS = L)} =58 (5.187)

angegeben werden, wenn -, die konstante Leistungsdichte des gaufischen Eingangsprozes-
ses beschreibt. Damit ergibt sich also schluffendlich der Ausdruck fiir das Leistungsdich-
tespektrum eines weilen gaufischen Prozesses nach dem Passieren eines quadratischen
Volterra-Systems:

3 (f) = 2 / Ho(fu f — fOI? - df. (5.138)

Analog zur Projektion des expandierten Ausgangsspektrums, wie in Gl. (5.90) angege-
ben, stellt dies die Projektion des Betragsquadrats des Kerns auf die Hauptdiagonale
dar. Damit ist auch klar, daf} aus einem weiflen Rauschen ein Prozefl mit beliebiger Lei-
stungsdichte generiert werden kann, da hierfiir nur ein Kern konstruiert werden muf,
der eben diesen LDS-Verlauf als Projektion auf die Hauptdiagonale besitzt.

Etwas anders ist die Lage, wenn man die Ordnung des betrachteten Spektrums erhoht.
Wird wiederum von einem homogenen quadratischen System ausgegangen, so kann mit
einer vollig analogen Rechnung zu oben gezeigt werden, daf§ fiir das Ausgangsbispektrum
gilt:

C (i) = [ [ [ Hfus b = £ Ml o= S e o+ fo = o)

G5 (far fr = fas for fo = fo, = fo) - dfad fod fo. (5.139)
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Ist der Eingangsprozefl wie oben weil und gauflsch, so vereinfacht sich das Integral
wiederum, wenn die dezidierten Stellen f. = f, und f, = f, — f1 beriicksichtigt werden,
Zu:

C§2(f17f2) = 7§/H2<faaf1 - fa)H2<fa - f17f1 + f2 - fa)H2<_favfa - fl - f2) ' dfa-
(5.140)

Ein wesentliches Ergebnis dieser Herleitung ist, dal es im Allgemeinen mit einem ho-
mogenen quadratischen System nicht moglich ist, aus einem WGN-Prozef§ ein Bispek-
trum mit beliebigen Eigenschaften zu formen. Dies hat sich experimentell bereits friih in
mehreren erfolglosen Versuchen bestéitigt und kann mit diesem Ergebnis klar gemacht
werden.

Zusammenfassend kann man sagen, dafl die Ansétze mit Spektren und Systemen hoherer
Ordnung aufgrund ihres approximativen Ansatzes gewissen Grenzen unterliegen. Ein we-
sentlicher weiterer Punkt, der Beachtung verdient, ist, dafl die einfachen Zusammenhénge
zwischen statistischen Abhéngigkeiten und System-Ubertragungsfunktionen aus der li-
nearen Systemtheorie nicht direkt auf statistische Abhéngigkeiten und Systeme hdherer
Ordnung iibertragbar sind. Eine Hauptursache hierfiir ist, dal statistische Abhéngigkei-
ten hoherer Ordnung, ausgedriickt durch Kumulanten, nicht direkt auf multiplikative
, Pixelinteraktionen“, welche ein Volterra-System hoherer Ordnung erzeugt, abbildbar
sind. Nichtsdestotrotz bietet die Frequenzbereichsanalyse der statistischen Abhéngigkei-
ten hoherer Ordnung eine elegante Moglichkeit, multiplikative Interaktionen der Fre-
quenzen in Form von Phasenkopplungen zu detektieren. Der grundsatzliche Effekt der
UND-Verkniipfung von Frequenzkomponenten ist bereits mit dem Bispektrum erfafibar,
bzw. mit einem quadratischen System modellierbar. Wie in diesem Kapitel ausfiihrlich
gezeigt wurde, reichen diese Ordnungen fiir die qualitative Modellierung von bekannten
kortikalen Phdnomenen bereits aus.
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6 Diskussion

Was wir wissen, ist ein Tropfen, was wir nicht wissen, ein Ozean.
Sir Isaac Newton

In dieser Arbeit konnte ich zeigen, wie das Ineinandergreifen verschiedener Ansétze zum
Verstéandnis der visuellen Informationsverarbeitung beitragen kann. Die in Kapitel 3 ein-
gefiihrte Signal-, bzw. Zustandsraumdarstellung ermdoglicht prinzipiell das volle Erfassen
von statistischen Abhéngigkeiten in natiirlichen Signalquellen und eine damit verbun-
dene optimale Signalverarbeitung. Effekte wie Selektivitéat, Invarianz, Verstarkungsre-
gelung und extra-klassische Effekte sind hiermit im Prinzip leicht zu verstehen und zu
modellieren. Das immanente Problem dieses Ansatzes besteht jedoch in der Dimensio-
nalitdt der Signale und Systeme, weshalb die Betrachtung immer auf sehr niedrigdi-
mensionale Félle reduziert bleiben mufl. Auf Bildstatistiken bezogen bedeutet dies, dafl
lediglich zwei- oder dreidimensionale Verbundstatistiken betrachtet werden kénnen und
diese damit nicht wesentlich mehr Information beinhalten als die Erkenntnis, daf} die
Korrelation zwischen benachbarten Bildpunkten abnimmt. Nichtsdestoweniger kénnen
durch die Einfithrung einer verallgemeinerten Beschreibung die grundlegenden Verarbei-
tungsprinzipien neuronaler Systeme erfaft werden. Dies wurde erstmalig von WEGMANN
und ZETZSCHE als multivariate Wavelet-Statistik eingefiihrt (Wegmann und Zetzsche,
1990b) und in Kapitel 3 sowie (Zetzsche und Nuding, 2005b) weiter ausgearbeitet.

Das Lernen in neuronalen Netzen hingegen erlaubt die Evaluierung von Optimalitatskri-
terien. Dies motivierte die mehrstufige neuronale Architektur aus Kapitel 4. Vorarbeiten
untersuchten die Transformation statistischer Abhéngigkeiten in zweischichtigen Syste-
men, die an die Statistik natiirlicher Bilder angepafit wurden (Zetzsche und Rohrbein,
2001; Nuding, 2002). In jiingerer Zeit wurden vermehrt mehrschichtige Feed-Forward
Netze verwendet, um beispielsweise invariante Objekterkennung zu erméglichen (Rie-
senhuber und Poggio, 1999), oder basale Eigenschaften von kortikalen Zellen zu lernen
(Hyvérinen und Hoyer, 2001). Eine hervorragende Eigenschaft des in dieser Arbeit vor-
gestellten und implementierten Systems ist, dafy die Gewichte nicht durch Lernen eines
gewiinschten Antwortverhaltens bestimmt wurden, sondern aus der bloen Optimierung
der Statistik natiirlicher Bilder. Zudem ist erwdhnenswert, dafl es sich um eine recht
einfache Architektur mit wenigen Einschrankungen handelt. So ist die Klasse der linea-
ren Transformationen als giiltige Losung enthalten, die bei einer entsprechenden Wahl
der Koeffizienten zustande kommt. Dies ist bei d&hnlichen Arbeiten auf diesem Gebiet
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6 Diskussion

nicht der Fall, hier geht man a priori von bestimmten nichtlinearen Verschaltungen aus
(Hyvérinen und Hoyer, 2001; Hyvérinen et al., 2005). Ich konnte zeigen, dafl diese Ar-
chitektur einer rein linearen Verarbeitung nicht nur beziiglich der Reduzierung der stati-
stischen Abhéngigkeiten in natiirlichen Bildern iiberlegen ist, sondern dafl auch Vorteile
bei der Kodierung bestehen. Wesentlich fiir die beispielsweise in (Zetzsche und Krieger,
2001b; Zetzsche und Nuding, 2005b) und an anderen Stellen dieser Arbeit postulierte
grundlegende Relevanz von UND-artigen Verschaltungen von Frequenzkomponenten ist
auch das Auftreten von Frequenzinteraktionen, die ebenfalls in (Hyvérinen et al., 2005)
gefunden wurden. Dort unterlag die Optimierung allerdings auch den oben erwéhnten
Einschriankungen und es wurden lediglich , Pooling-Measures“ verwendet, die von den
wahren Frequenzinteraktionen abweichen, wie in Abschnitt 4.5 dargelegt. Zudem konnte
ich nachweisen, dafl substantielle Interaktionen auch zwischen Frequenzen unterschiedli-
cher Orientierung entstehen, eine notwendige Bedingung fiir eine Selektivitit beziiglich
der nichtredundanten Signalanteile in natiirlichen Bildern.

Die Optimierung von neuronalen Netzen zur Kodierung natiirlicher Bilder gew&hrt zwar
einerseits die Moglichkeit zur Evaluierung der Architektur und des postulierten Optimie-
rungskriteriums, andererseits kann dieser Ansatz jedoch keine Einblicke in die neuronale
Verarbeitung im Sinne einfacher funktionaler Modelle bieten. Dies wird ermoglicht durch
die Anwendung von polynomialen Ansétzen auf die neuronale Informationsverarbeitung.
Die Analyse der statistischen Bindungen hoherer Ordnung in natiirlichen Bildern mit-
tels Polyspektren wurde bereits von ZETZSCHE und Mitarbeitern mehrfach zur Klarung
der Funktionsweise des visuellen Systems und der Blickbewegungssteuerung verwendet
(Zetzsche et al., 1998; Krieger, 1999). Diese Untersuchungen wurden in dieser Arbeit
konsequent weitergefiihrt, indem ich einerseits die grundlegenden Eigenschaften des Bi-
spektrums und den Zusammenhang mit nichtlinearen Systemen ausgearbeitet habe, und
indem andererseits die bispektralen Eigenschaften natiirlicher Bilder weiter quantifiziert
wurden.

Die Relevanz von UND-artigen Verkniipfungen von Frequenzkomponenten fiir die visu-
elle Informationsverarbeitung kann mit Hilfe der Volterra-Wiener Systemtheorie erklart
werden. Ich konnte zeigen, dafl aktuelle neurophysiologische Ergebnisse, die bislang kei-
ne konsistente Erklarung fanden, bereits mit quadratischen Volterra-Systemen leicht
konstruktiv synthetisierbar sind und damit im Sinne funktionaler Modelle einfach inter-
pretiert werden konnen. Die Frage nach der optimalen Signalverarbeitung fiir natiirliche
Bilder kann allerdings auch hiermit nicht vollstindig zufriedenstellend gelost werden.
Ein wesentlicher Schritt zur Klarung ist jedoch der Nachweis, dafl 12D-selektive Systeme
in der Tat zur Dekorrelation hoherer Ordnung notwendig sind. Dies geht einerseits aus
den oben erwihnten Frequenzinteraktionen der gelernten neuronalen Architektur her-
vor, andererseits aber auch aus der expliziten Dekorrelation des Bispektrums natiirlicher
Bilder mittels quadratischen Volterra-Systemen (Abschnitt 5.2.6).

Die Analyse physiologischer Systeme mit Volterra-Reihen ist nicht neu, sondern wurde
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in vielen peripheren sensorischen Systemen bereits angewandt (Marmarelis und Marma-
relis, 1978). Neurone in den hoheren visuellen Arealen von Primaten haben diesbeziiglich
bislang nur wenig Aufmerksamkeit erfahren, was zweierlei Ursachen hat. Einerseits ant-
worten Neurone nur schwach auf die klassischen WGN-Stimuli, was zu einer schlechten
Schiatzung der Kerne hoherer Ordnung fithrt. Andererseits fehlen ohne einen konzeptu-
ellen Rahmen die Interpretationsméoglichkeiten fiir die gemessenen Ergebnisse, da eine
reine Reproduktion des Antwortverhaltens aufgrund der schwierigen Schéatzung meist
nur mangelhaft moglich ist. Durch die Weiterentwicklung verschiedener Mefiverfahren
konnte ich zeigen, dafl eine Schétzung der Kerne unter biologisch realistischen Bedin-
gungen insofern moglich ist, als dafl relevante Strukturen wie beispielsweise Frequenzin-
teraktionen und 2D-Selektivitat identifiziert werden konnen. Dies wird moglich durch
die Frequenzbereichsanalyse, wie ich ausfiihrlich in den Abschnitten 5.2.3 und 5.2.4 her-
ausgearbeitet habe. Die Weiterentwicklung der Mefverfahren hin zu natiirlichen Stimuli
fithrt zudem vermutlich zu einem weniger spérlichen Antwortverhalten der kortikalen
Neurone und somit zu einem besseren S/N der Messung.

Ein wesentlicher Aspekt, der allen Ansitzen gemein ist, ist die Abstraktion von realen
Neuronen, d.h. Kodierung durch Aktionspotentialstoe. Es bleibt offen, wie die entspre-
chenden Antwortverhalten in einer Neuronenpopulation kodiert sind. Es ist mittlerweile
akzeptiert, dal einfache Feuerraten-Modelle fiir viele biologische Systeme nicht ausrei-
chend realistisch sind. Ein hédufiger Einwand, den man bei einer derartigen Modellierung
erfahrt, ist, dafl wesentliche Informationsanteile durch das prézise zeitliche Auftreten der
neuronalen Aktionspotentiale und durch dynamische Oszillationen in rekurrenten Netz-
werken iibertragen wird. Diese Art der neuronalen Kodierung wurde in dieser Arbeit
nicht adressiert, da hier die funktionalen Aspekte der Informationsverarbeitung in Form
von Basisselektivititen, bzw. Antwortcharakteristika im Mittelpunkt standen. Analyti-
sche Betrachtungen der Verarbeitung in Spiking Neural Networks ist meistens nur unter
Verwendung von starken Vereinfachungen moglich, die dann selbst wieder in Frage zu
stellen sind. Aus diesem Grund wurde fiir diese Arbeit eine relativ abstrakte Vorgehens-
weise gewihlt, da die behandelte Signalverarbeitung sehr komplex ist und grundlegende
funktionale Eigenschaften noch nicht verstanden sind.

Spétestens seit den Pionierarbeiten von ATTNEAVE und BARLOW ist klar, daf die effi-
ziente Verarbeitung visueller Information nicht ohne Kenntnis der strukturellen Eigen-
schaften unserer Umwelt moglich ist. Obwohl hier besonderer Wert auf die Eliminierung
von statistischen Abhéngigkeiten gelegt wird, so bedeutet dies nicht, dafl das einzige
Ziel einer sensorischen Verarbeitung die bestmoglichste Quellenkodierung im Sinne ei-
ner sparsamen Reprisentation ist. BARLOW betont, dafl ein derartig reduktionistischer
Ansatz biologisch irrelevant und unplausibel ist (Barlow, 2001b). Darauf habe ich be-
reits ausfithrlich in Kapitel 2 hingewiesen. Die hier vorgestellten Mechanismen dienen
hauptséchlich dem FErfassen von statistischen Abhéngigkeiten und der Transformation
dieser in eine dem Organismus zugénglichen Art und Weise.
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