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J(E) = −2

h̄

∫
R3

∫
R3

Im
(
ς∗(r′)G(r, r′, E)ς(r)

)
d3r′ d3r. #+$)0%
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&

J��� =

∫
[f(E − εF + eV ) − f(E − εF )] J(E) dE. #+$))%
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�3
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f(E − µ) =
1

1 + e
E−µ
kbT
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σ
def
=

d

dV
J��� #+$)4%
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lim
T→0

d

dV
f(E − εF + eV ) = eδ(E − εF + eV ), #+$)1%
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σ = e2J(εF − eV ). #+$)6%

���� 
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 V = 0D ��
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	���&

J��� =

∫ V

0

σ(V ′)dV ′ = e2

∫ V

0

J(εF − eV ′)dV ′. #+$)8%
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J��� = V · σ = e2V J(εF − eV ). #+$).%
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J���$ ��
 "
�� ���"� K@������ ����	
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�5� �������� G���(r, r
′, E) �� � �3
���� �������� ��(

E − Ĥ
)
G(r, r′, E) = δ(r − r′), #+$)9%
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Ĥ = − h̄2

2M
∆ + U(r). #+$)/%
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�
��3�
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�& Û(τ) = e−i Ĥτ

h̄
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�5� ��������
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G���(r, r
′, E)

def
= − i

h̄
lim

η→0+

∫ ∞

0

Û(r, r′, τ)ei (E+iη)τ
h̄ dτ #+$+0%
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(
E +

h̄2

2M
∆ − U(r)

)
φ(E, r) = 0. #+$+)%
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G���(r, r
′, E) = lim

η→0+

∫
φ(µ, r)φ∗(µ, r′)

E − µ + iη
dµ. #+$++%
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lim
η→0+

∫
φ(µ)

E − µ ± iη
dµ =

∫
PV

φ(µ)

E − µ
dµ ∓ iπ

∫
φ(µ)δ(µ − E)dµ

��� ��
 �
C������ �� ��
 ������
���� ��

�5� ��������

G�(r, r
′, E)

def
=

∫
PV

φ(µ, r)φ∗(µ, r′)
E − µ

dµ, #+$+4%
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���� �� ��
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G���(r, r
′, E) = G�(r, r

′, E) − iπ

∫
φ(µ, r)φ∗(µ, r′)δ(µ − E)dµ. #+$+1%
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�5� ���������&(

E +
h̄2

2M
∂2

x − U(x)

)
G�(x, x′, E) = δ(x − x′). #+$+6%
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φ1(E, ·) ��� φ2(E, ·) ��
 �"� "��
��������� "��� 
�
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G����(x, x′, E) = G��(x, x′, E) − iπφ(E, x)φ∗(E, x′). #+$+8%

��
 ������
���� ��

�5� �������� G��(x, x′, E) �����C
� 
@������ #+$)9%$ ����
��� 

 �
��C
� 
� ���3�
 ��
���������$ ���� ��
 ������
���� ��

�5� ����'
���� ����
� ��
 (���O���	
� 
@������ ��� (x < x′) ��� (x > x′)$ ����
G��(x, x′, E) ��� 

 "����
� �� � ���
�� ���
������� �� ��������� �� ��
 (���O���	
�

@������ #��� �
�
������� 
�	
����������%$ B� ����D ��
 �����"��	 ��
��
� ���


 3���
�& ?
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G��(x, x′, E) =

{
y−(x, E)y+(x′, E) (x < x′)

y+(x, E)y−(x′, E) (x > x′).
#+$+.%
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G��(x, x′, E) =
2M

h̄2

φ−(x<)φ+(x>)

W(φ−, φ+)
, #+$+9%
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G��(x, x′, E) =
2M

h̄2

φ(x<)ψ+(x>)

W(φ, ψ+)
. #+$+/%
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φ(x, E) ∝
√

2M

πh̄2

1√
k(x, E)

sin

(∫ x

a

k(ξ, E)dξ + δ(E, a)

)
���

ψ+(x, E) ∝
√

2πM

h̄2

1√
k(x, E)

cos

(∫ x

a

k(ξ, E)dξ + δ(E, a)

)
. #+$40%

��
 ���"� �������� φ(x, E) �
C�
� ��
 �����
���	 3���
 δ(E)$ �� �����D
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G����(x, x′, E) =
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φlm(r, E) = αYlm(r̂)h+
l (kr) = α

Ylm(r)

rl
h+

l (kr). #+$4+%
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Ylm(r)

r2l+1
=

1

(2l − 1)!!
Ylm(−∇)

1

r
#+$41%

���
∇21

r
= −4πδ(r), #+$46%
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@������ #+0% ��� � 3����%D ��
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 �����
 �� �����	��
���"���&(

∇2 + k2
)
α
Ylm(r)

r2l+1
h+

l (kr)rl+1 = αh+
l (kr)rl+1∇2Ylm(r)

r2l+1
. #+$48%
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αk2Ylm(r̂)h+
l (kr), ��
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α
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2α
(
∇Ylm(r)

r2l+1

)(
∇h+

l (kr)rl+1
)

= α
−2(l + 1)

r

Ylm(r)
r2l+1

∂rh
+
l (kr)rl+1. ��
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α
Ylm(r)
r2l+1

k−l−1k2
(
∂2

kr −
2l

kr
∂kr

)
h+

l (kr)(kr)l+1. ��
3��
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 #���
�(
∂2

x−
2l

x
∂x

)
h+

l (x)xl+1 =
(
x∂x

1
x

∂x−2l − 1
x

∂x

)
h+

l (x)xl+1 = xl+1
(
h+

l−2(x)−2l − 1
x

h+
l−1(x)

)
��
3��

!�	�� ��� ���� �	 ��� ��#�� ��	� 
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xl+1
(
h+

l−2(x) − 2l − 1
x

h+
l−1(x)

)
= −xl+1h+

l (x), ��
3��
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−α
Ylm(r)
r2l+1

k−l−1k2(kr)l+1h+
l (kr) = −αk2Ylm(r̂)h+

l (kr), ��
3��
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∇2 + k2
)
α
Ylm(r)

r2l+1
h+

l (kr)rl+1 = −αh+
l (kr)rl+1 4π

(2l − 1)!!
Ylm(−∇)δ(r).
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lim
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h+
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δlm(r − r′) def
= Ylm

( ∂

∂r′

)
δ(r − r′) = Ylm

(
− ∂

∂(r − r′)

)
δ(r − r′) #+$18%
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� �� 	
� ��
 ��3������ �
����&

( h̄2

2M
∇2 + E

)
φlm(r, E) = iα

2πh̄2

Mkl+1
δlm(r). #+$1.%
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�
C�
� ��& ( h̄2
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∇2 + E

)
Glm(r, r′, E) = δlm(r − r′), #+$19%
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 ��
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�&

Glm(r, r′, E) =
1

i

Mkl+1

2πh̄2 Ylm(R̂)h+
l (kR), #+$1/%

"��� R = |r − r′|$ F
�������D ��
 �3�
����� "��
 �� �
���
� �� ��
 �����3��

��
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φlm(r, E) = iα
2πh̄2

Mkl+1
Glm(r, 0, E). #+$60%
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δ(E − E ′) =

∫
R

φlm(r, E)φ∗
lm(r, E ′)d3r. #+$6)%

Q��� ��
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�� ���" �
������∫ 2π

0

∫ π

0

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ, φ) sin(θ) dθdφ = 1 #+$6+%
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 M66ND 3�	
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�
��&

δ(E − E ′) = αα∗
∫ ∞

0

h+
l (kr)h−

l (k′r)r2 dr. #+$64%
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� ��
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� �� ��
 �
��
 ���
	���&

δ(E − E ′) = αα∗π
1

kk′ δ(k − k′) = αα∗π
1

k2

kh̄2

M
δ(E − E ′). #+$61%
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φlm(r, E) = −i

√
Mk

πh̄2Ylm(r̂)h+
l (kr). #+$66%
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 ������ −i ��� 


� ����
�D �� ���� ���
� @�������
� #��
3��������� ��
 λlm% �� ��� ���
 � ���3�
, 3���
$



��� �'���.#�� �!� +�/"�� ς(r) ��

����� ��� ��	
��
	� �
���� �� ����
���� �

��
��	�

B� "��� 

 ���"� ���� ������	� ��
 �����3��
 �����
 �� 
�

��
� �� � ���<
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�����D ��
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�5� ��������(

E +
h̄2

2M
− U(r)

)
Glm(r, r′, E) = δlm(r − r′) #+$68%
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Glm(r, r′, E) = Ylm

( ∂

∂r′

)
G(r, r′, E), #+$6.%
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Glm(r, r′, E) = Ylm(θ, φ)R(r) =
Ylm(r − r′)

rl
R(r) ��� r ≈ r′, #+$69%
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�
 R(r) �� �� ��
������ ������ �������� ��� rD φ ��� θ ��
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 �3�
��'
��� ���������
� �� r − r′$ ��
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���� ��
��
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����
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� Ĥ(r) = h̄2
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U(r) "���� �� �������� �� � �
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�5�
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G(r, r′, E) = − M

2πh̄2

f(r, r′, E)

|r − r′| + h(r, r′, E), #+$6/%
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 f(r, r′, E) = f(r′, r, E) �� � �
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���� �������� "���� �� ��������
��� r, r′ ∈ S$ �����
����
D ��
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,3������ �� f �
���&

f(r, r′, E) = f ∗(r, r′, E) = 1 − M(E − U(r′))
h̄2 (r − r′)2 + O(r3

k, r
′3
k). #+$80%
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Ylm

(
∂

∂r′

)
G(r, r′, E) =

− M

2πh̄2Ylm

(
∂

∂r′

)(
f(r, r′, E)

|r − r′|
)

+ Ylm

(
∂

∂r′

)
h(r, r′, E).
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Ylm

(
∂

∂r′

)(
f(r, r′, E)

|r − r′|
)

=

(2l + 1)!!
Ylm(r − r′)
|r − r′|2l+1

(
1 +

M(E − U(r′))(r − r′)2

h̄2(2l − 1)
+ O((r − r′)4

))
.
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(���
 Ylm

(
∂

∂r′
)
h(r, r′, E) �� ��������D �� � �
�������
 �� �� �������� ��������D
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 ��
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Glm(r, r′, E) ≈ (2l + 1)!!
Ylm(r − r′)
|r− r′|2l+1
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� r ≈ r′. #+$84%
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E +
h̄2

2M
∇2 − U(r)

)
φ(r, r′, E) = λlmδlm(r − r′). #+$81%
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2δ(E − E ′) = αα∗π
1

k2

kh̄2

M
δ(E − E ′). #+$8.%
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φ(r, r′, E) = −i

√
2Mk

πh̄2 Ylm(r̂)h+
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ρ+ =

(
4

3
πr3

s

)−1
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�� V0 = 9.08eVD α = 0.8G−1 ��� ζ = 0.56G�� C��
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U1(z) =
V0

1 + eα(z−ζ)
=

V0

2

(
1 − atanh

(α

2
(z − ζ)

))
. #+$.)%
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�5� �������� �� ��
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�
 3��
�
�

(
E +

h̄2

2M
∇2 − U1(z) − U2(r)

)
Glm(r, r′, E) = δlm(r − r′) #+$.+%

�� ���
 �� �"� ��
3�&

)$ �������	 ���� ��
 ��
<���
������� ��

�5� ��������G� ��� ��
 3��
�
�

(
E +

h̄2

2M
∂2

z − U1(z))
)
G�(z, z

′, E) = δ(z − z′) #+$.4%

�� ���"�D ��
 ���

<���
������� �����3��
 ��

�5� �������� G�
lm(

E +
h̄2

2M
∇2 − U1(z)

)
G�

lm(r, r′, E) = δlm(r − r′) #+$.1%



�� ������
 �� 
������	���

��� 

 
������
�$ ��� ��
 �����"��	 ��3'������<3��

 3��
������D ��
<
���
������� ��

�5� ��������� ��
 3�
�
��
� �
�
& ��
 K��
3 
����
�L
�
C�
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� U1(z) = V1θ(z) + V2θ(−z) #�

 �
����� 6$)$+ ��� �
�����%D ��

K�����	���� 
����
�L ��� ��
 K������ 
����
�L$ ��
 �����	���� 
����
�
U1(z) = −Fz �� ��
 3��
����� �� ��
 3��
 
�
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�� #�
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����
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� 
@������ #+$.)%D �� � 	��� �33��,�'
������ �� ��
 �������� �� ��
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�����<���
� #�

 �
����� 6$)$)%$

+$ B� ��
 �
���� ��
3D ��
 3��
����� U2(r) �� ���
� ���� �������$ �� C���D
���� ��
 ��

�5� �������� ��� ��
 ���3�
�
 3��
�
�

(
E +

h̄2

2M
∇2 − U1(z) − U2(r)

)
G(r, r′, E) = δ(r − r′) #+$.6%
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��
 �����3��
 ��

�5� �������� Glm �� ���������
� ��� 
@������ #+$6.%$

����� �������������
��	 "����#� ����
�
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�� ���
��� ����
�D �� �� �����
� ���� ��
 ��
<���
������� ��

�5� ��������
G� �� ���"� �� ����
�<����$ ��� ��
 ������� ��3<������<3��

 3��
������
��� ��
�� ��
<���
������� ��

�5� �������� �

 �
����� 6$)$+D 6$)$4 ��� 6$)$)$
=
�
 �� �� ���"� ��" ��� �����3��
 ��

�5� �������� Glm ��� 

 ��������
�
���� ��
 ����
�3�����	 ��
<���
������� ��

�5� �������� G�$

Glm(r, r′, E)
def
= Ylm(∇′)G(r, r′, E) �����C
� ��
 �����"��	 
@������&(

E +
h̄2

2M

(
∂2

x + ∂2
y + ∂2

z

)− U1(z)

)
Glm(r, r′, E) = δlm(r − r′). #+$.8%

��
 �����
� ��������� �� ��
 ��

�5� �������� Glm(r, r′, E) �� ��
 �"� ����'
�����
� xD y �� 	��
� 
�

Glm(r, r′, E) =
1

(2πh̄)2

∫
R2

G̃lm(p, q, z, z′, E)ei p(x−x′)
h̄ ei q(y−y′)

h̄ dpdq. #+$..%

B� �� "
�� ���"� ���� p ��� q ��
 ��
 ���
��� �� x ��� y ���
�����$ (�
���'
�����	 
@������ #+$..% �� #+$.8% �
��� ��∫

R2

(
E − p2 + q2

2M
+

h̄2

2M
∂2

z − U1(z)

)
G̃lm(p, q, z, z′, E)ei p(x−x′)

h̄ ei q(y−y′)
h̄ dpdq =

Ylm

(
∂

∂r′

)∫
R2

δ(z − z′)ei
p(x−x′)

h̄ ei
q(y−y′)

h̄ dpdq.
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 �����
� ���3��C
� ��(
E− p2 + q2

2M
+

h̄2

2M
∂2

z −U1(z)

)
G̃lm(p, q, z, z′, E) = Ylm

(
p

ih̄
,

q

ih̄
, ∂z′

)
δ(z−z′).

#+$.9%
E� ���3������ �� ���� 
@������ "��� ��
 �
C���	 
@������ ��� G�(z, z′, E −
p2+q2

2m
) �� �� ����� ����

Ylm

(
p

ih̄
,

q

ih̄
, ∂z′

)
G�

(
z, z′, E − p2 + q2

2M

)
= G̃lm(p, q, z, z′, E). #+$./%

�@������ #+$./% ����
� ���� ��
 ���
������

�5� �������� #�� xD y<���
�����%
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 ��
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������� ��

�5� ��������G�(z, z′, E)$
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 �
���
� �� ���� ��
 3��
����� U1(z) ��
�
��� �
3
�� �� xD y$ B� ������ 

 ����
� ���� ��
�
 �� �� ���������� �� Ylm$
��3
������D ��
� �� ��� �

� �� 

 ��������������� ����
���� �� ��
 xD y
���
����� #���� �� 
@������ #+$./% �� ���� ���
 ��� m �= 0%$ (�
��������	 
@��'
���� #+$./% �� #+$..% �
��� ��

Glm(r, r′, E) =
1

(2πh̄)2

∫
R2

Ylm

(
p

ih̄
,

q

ih̄
, ∂z′

)
G�

(
z, z′, E − p2 + q2

2M

)

ei
p(x−x′)

h̄ ei
q(y−y′)

h̄ dpdq.

�� �����
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@������D � �����
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 �������������� �� �����������
���������
� ���� �
;
�� ��
 ����
��� �� ��
 3��
�
� �� �
�
�����$ ��
 �
"
�����
�
� kD θD ρD φ ��
 �
C�
� �� �����"�&

p

h̄
def
= k cos θ D

q

h̄
def
= k sin θ #+$90%

(x − x′) def
= ρ cos φ ��� (y − y′) def

= ρ sin φ #+$9)%

=⇒ k2 =
p2

h̄2 +
q2

h̄2 ��� ρ2 = (x − x′)2 + (y − y′)2. #+$9+%
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�
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C�������D ��
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 "����
�
��

Glm(r, r′, E) =
1

(2π)2

∫ ∞

0

∫ 2π

0

Ylm

(
k cos θ

i
,
k sin θ

i
, ∂z′

)
G�

(
z, z′, E − h̄2k2

2M

)
eikρ cos(θ−φ)kdθdk.

#+$94%
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�����	 ���� ������� ��
 ��������
 �� ��
 Ylm �� 	��
� �� M6+N ��
���&

Ylm

(k cos θ

i
,
k sin θ

i
, ∂z′
)

=

√
(2l + 1)(l − m)!(l + m)!√

4π2ll!∑
c−a=m
a+b+c=l
a,b,c∈Z

+
0

l!

a!b!c!

(k cos θ

i
− i

k sin θ

i

)a

(2∂z′)
b(−1)c

(k cos θ

i
+ i

k sin θ

i

)c

=

√
(2l + 1)(l − m)!(l + m)!√

4π2ll!

(k cos θ

i
+ i

k sin θ

i

)m

∑
c−a=m
a+b+c=l
a,b,c∈Z

+
0

l!

a!b!c!

((k cos θ

i

)2

+
(k sin θ

i

)2
)a

(2∂z′)
b(−1)c.

#+$91%

��
 �
�� ((k cos θ

i

)2

+
(k sin θ

i

)2
)a

= (−1)ak2a

�� ���
3
��
�� ���� θ$ 2�����
���	 ���� ��
 ���
	��� ��
� θ �� 
@������ #+$94%D
�� ���
� "���� ����
����	 ��� θ �
3
��
�� �
���D �
��� ��&

∫ 2π

0

(k cos θ

i
+ i

k sin θ

i

)m

eikρ cos(θ−φ)dθ =

(ik)m

∫ 2π

0

eimθeikρ cos(θ−φ)dθ =

(ik)meimφ

∫ 2π

0

eim(θ−φ)eikρ cos(θ−φ)dθ =

(−k)m(2π)eimφJm(kρ).

#+$96%

B� ��
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3 ��
 ��
����� M)N 9.1.21 ��� 
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im

2π

∫ 2π

0

eimθeikρ cos θdθ = Jm(kρ). #+$98%
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Glm(r, r′, E) =
1

2π

∫ ∞

0

√
(2l + 1)(l − m)!(l + m)!π√

4π2ll!
eimφkmJm(kρ)

∑
c−a=m
a+b+c=l
a,b,c∈Z

+
0

l!

a!b!c!
k2a(2∂z′)

bG�

(
z, z′, E − h̄2k2

2M

)
kdk =

√
(2l + 1)(l − m)!(l + m)!

π
3
2 2l+2

eimφ

∑
c−a=m
a+b+c=l
a,b,c∈Z

+
0

1

a!b!c!

∫ ∞

0

k2a+m+1Jm(kρ)(2∂z′)
bG�

(
z, z′, E − h̄2k2

2M

)
dk.
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G(r, r′, E) =
√

4πG00(r, r
′, E) =

1

2π

∫ ∞

0

kJ0(kρ)G�

(
z, z′, E − h̄2k2

2M

)
dk.
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U2(r) =
∑

i

uiδ(r− ri)∂|r−ri||r − ri|. #+$9/%
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�
 3��
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�

(
E +

h̄2

2M
∇2 − U1(z) − U2(r)

)
G(r, r′, E) = δ(r − r′) #+$/0%
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E +
h̄2

2M
∇2 − U1(z)

)
G�(r, r′, E) = δ(r − r′) #+$/)%
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G(r, r′, E) = G�(r, r′, E) +

∫
R3

G(r, r′′, E)U2(r
′′)G�(r′′, r′, E) d3r′′. #+$/+%
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G(r, r′, E) = G�(r, r′, E) +
∑

i

G(r, ri, E)uiG
�(ri, r

′, E), #+$/4%

�� r′ �= riD ����
 ��
� ��
�
 
,���� � �
�	�
�������M �� ri �� ���� G�(·, r′, E)
�� �������� �� M $ F� ��
 ���
� ����D �� r′ = rj ��
�

G(r, rj, E) = G�(r, rj, E) +
∑

i

G(r, ri, E)uiC(E))ij , #+$/1%

"�
�
 ��
 �����, 
�
�
��� �� C(E) ��
 	��
� 
�

(C(E))ij
def
=

{
G�(ri, rj, E) ��� i �= j[
∂|r−rj ||r − rj|G�(r, rj, E)

]
r=ri

��� i = j
. #+$/6%
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����

GT def
=
(
G(r, r1, E), . . . , G(r, rn, E)

)
, #+$/8%
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KT def

=
(
G�(r, r1, E), . . . , G�(r, rn, E)

)
, #+$/.%

��� C����� �
� ��
 �����, U �
���
 ��
 �����"��	 ���	���� �����,&

U
def
= ���	(u1, u2, . . . , un). #+$/9%
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GT = KT + GTUC(E). #+$//%
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�&

GT = KT
(
1 −UC(E)

)−1

. #+$)00%

E� ��
��������	 ���� �
���������3 �� 
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����
�� �����
����&

G(r, r′, E) = G�(r, r′, E) +

n∑
i,j=1
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( ∂
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Jlm(E) = lim
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)
Yl−m
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)
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n∑
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l−m(rj, r, E)(T(E))jkG

�
lm(rk, r

′, E).

#+$))0%

���� ��3������ �
���������3 �� �
���
� ���� 
@������ #+$)0% ��� ��
 ���� ����

Y∗
lm(z) = (−1)mYl−m(z). #+$)))%

B� 
@������ #+$))0%D ��
 �����3��
 ����
�� Yl−m(∂r)G
�
lm(r, r′, E) �33
���$ ��



��������� �� ���� �
�� �� ������� �� ��
 
��������� �� G�
lm(r, r′, E)$ ��
 
,���

�
���������3 �� 3�
�
��
� �� �
����� 6$4$



�)

�
����� �

����� ��������� �������

���� ���3�
� ���"� � ��������
 �� �������
� (�� ���	
�D ��� ���� �����'
����
� ���� � 
���� �3
����� �� �
��3� ��� 

 ��������
� 
� ���� ����������$
(������	 "��� ���3�
 �
������ ������
�D �� "��� 

 �
��������
� ���� ���� ���'
������� �� ��3�
�
 �� �
3�������	 ��
 ��	� �����	����� �
�
��
� �� ����
�
3���
� ������
�$ ���� ��	� �����	����� ����� ��� 

 3�
����
� 
� ��
 ���	'
���� ��
��� �� �
���:<=����� M80D 8)N$ # �
 �� ���� ����������	D �
�
���

,�
������ �� ��
 �
���:<=����� ��
��� ���
 


� 3��3��
� �� ��
 3���$%
!
,�D ��
 ���������� �� @������ ������� �� ����
��
�$ ���� ��
 �
������	
���	
� � 
���� ���
�3�
������ �� ��
 ������ ���	
� ��� 

 ���
��� �
���
�
#�
����� 4$6%$ B� ��
 �����"��	 �
������ 4$8D 4$. ��� 4$9D ��
 
:
�� �� �������
3����
�
�� �� ��
 ��
��� �� ��
 (�� ���	
� �� ������
�$ ��
 ���3�
� ���'
����
� "��� ��
 3�
�
������� �� ���
 ������� ������� "���� ���� ���������
 ��

3�
������� �
�
��3
� ���
�3�
������$

��� ��� �������	��� ���	���� �� ����
� ��	�
�


�� ��������

�� C���D �� ���� 

 �
��C
� "�
��
� ���� ���
� �� ��3�
�
 �� �
3�������	 ��

(�� �����	����� 3�����
� �� ���3�
 �
���� ���
 ��33
� ����
� �� 	���$ B� ��
��
 �� ��
 ���� ������	���
� �
����
� �� ��
 (�� ���� �� ��� �
����
 ���	�

������� 
�
� �� ����
� 3���
� ������
�D �� Ag(111) ��� �������
$ (��� �
�
����
�
�� �� ���
 �� �
�� ��" �
�3
�����
�D ���
 3�
���
��D �� �
��� 4K$
(���
 ��
 (�� �� �3
���
� �� � ��" 
��� �����	
 �
	��
 #V ≈ 10mV%D ��

�33��,������� #+$).% �

�� �����$ ��
 ����� ��3 ������
 �������
 #3G'7G%
�� ��� 
,3
���
������ ���
���
�
 "��� ��
 ���
 3�
������ "��� "���� �
�����

�
�	�� ����	
� �� ��
 ��3 ��� 

 �
����
�$ E�� �� �� ���"� ���� ��
 ��;�
��

�� ��
 (��<��3 �� ��
 3��

 �� ��� �
	��	�
�
$ ���� ��� 

 �

� �� ��




�* ������
 �� 0��	� ��1�
	��� 
������

��	��
 4$)& ���� �� ��
 �
������	 (�� ���	
 ��� � ����
� ������
$ =
�
D ��

����
� ������
 �� ��
"
� 
� �� s<��3$ ��
 Ag(111) ������
 ��� � �
��
��
�
�	�
��� �������
 �� 2.89G$ ��
 ���
� �� �
����

 ���� ������
 ��
� ��

�����"��	 3����
�
��& ui = −27.6G3eVD E = 0eV �� ��
 ����
� 
,��$ ��

�
������	 �����	����� �� 0.05G$

�����"��	 
,��3�
$
��
 ���
 ��
� �� � ���3�
 �� �����
� �"��
D "�
�
 ��
 �������	 ���
������

�� ��
 �"� ����� ��
 ��:
�
��$ ��
�
 �"� �
����
�
��� ��
 ���
 �
�
���
���
� "��� ��:
�
�� ��	�
� 

�"

� ��
 ���� ���
����� �� ��
 C��� ��� �
����
����$ ��
 �
���� ���� �� ��"��� 3
�����
� �� ��
 ���
 �
�����
 ���
�����$
��� �
����� ���3�
�D ��
 (�� 3�����
� �� ��
 �
���� ���� ��
 ��� ��
������D
������	� ��
� ��
 ��� ���
 �� ��
 ���
 ���
�����$ ��
� �
������� �
3
��
�� ��
 �������	 ���
����� �� ��
 C��� ����$ ����D ��
 C��� ���� ���� ���

��;�
��
� ��
 ������
 ��������
 �� ��
 3��

$ B� ���� ���
D ��
 ��;�
��
 ��
��
 C��� ���� 
�
� ����	
� ��
 ���
�
 ������
 ���C	�������$ ��� ���
 �
�����D
�

 ��� �������
 M)/N$
�� C���D �� s<��3 #����� ���������� ����
���� 
�������% �� ��
� �� ��


�����"��	 ���
�$ B� ���� ���
D 
@������ #+$81% �
���
� ��

(
E +

h̄2

2M
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��	��
 4$)0& =
�
D ��
 ���
�� ���3������ �� C	��
 4$9 "��� C	��
 4$/ �� ���"�$
���� �� � �������� �
�	�� ���� "��� � ��3<������ �������
 �� 4G$ ��
 C	��

���"� ���� ��
 ��3
�3������� �33��,������� �� � �
�� ���
� �33��,�������
"���� �� ��3�
�
 �� �
3�������	 ��
 �������	�
 �� ��
 ����������� �� ��
 
�
�'
������ �
�����$ E�� ��
 C	��
 ���� ���"� ��
 ����������� �� ��
 ��3
�3�������
�33��,�������D ����
 ��
 �33��,����
� ������� 
����� ��	��C������ �
����
�
���� ��
 
,��� �����������$

������ �� ��
 �������
 
��������� �� ��
 ���

<���
������� ��

�5� �������� 
�

@������ #+$9.%$ (
�
��� ��	������� 
,���D 
�� ���� �� ��
� ���� ��
 ��������
�

�
�$ ��
 ��	������ 
�3���
� �
�
 �� 3�
�
��
� �� �
����� 6$+$  �
 �� ��

���3������ �� ��
 ���
�D ��
�
 3�����
� ��� 

 ��������
� "����� �����
� ��
� �������� 3
������ ���3��
�$
B� �� �
�� ���
�
����	 �� ����� (�� 3�����
� ��� ���� �� ��
 @������ ������


�� ���� �� � ���	�
 ������$ ���� 
,3
���
��� �� �� "
�� ���"� #�

 M18N%
���� ��
 ��3���� ������������ ����� ��� ���� �� � ���	 �� �����D 
�� ���� �� ��

���
 �� ���	�
 �����$ �����
����
D ��
 "��
�
�	��� �� ��
 
�
������� �
�����
������������ 3�����
� 
� � ���	�
 ������ ��
 ��
������ "��� ��
 "��
�
�	���
�33
����	 �� � @������ ������$ ������	� �� C��� ��	�� ���� �
���� �

��
����3������D �� ���"� ���� ��
 "��
�
�	��� �� � @������ ������ ���
 ������	
�� �� "��� ��
 ������ �� ��
 ������$ �� 
�3�����
 ��
 ��3������
 �� ��
 ���	�

������ ���	
�D ��
 C	��
 3���� 4$6D 4$8 ��� 4$.D 4$9 ��
 ���"�$ B� ������ 


�
�����
� ���� ��
�
 �� �� ������ �� ��
 �
���
 �� ��
 ���	$ ��
 ��,���� ��
��
 �
���
 #���"� �� C	��
� 4$8 ��� 4$9% �
����� ���� ��
 �������� �����	
�
��
�� ��
 �������$
��
 �������	 "��
 3���
��� #��� � ���	�
 ������ �� "
�� �� ��� � "���
 ��'

��� �� �������% ��
 �

� �� ��� ���� �� ��
 ������
 �� ��
 3��

 ���
���� � �"�<



�* ������
 �� 0��	� ��1�
	��� 
������

triangular barrier
smooth barrier

step barrier

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-6 -4 -2 0 2 4 6

tu
n
n
el

in
g

p
ot

en
ti

al
[e

V
]

distance in main tunneling direction z [Å]
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eV
3 D B = −6.16125 · 10−5 1

eV
3

��� σ��
� = 3.38257 · 10−8 A
V
$

��� �
� ��)����� �� 	
� uj �� 	
� ��� ������

B� ���� �
�����D ��
 ������������ 3�����
 �� � ���	�
 ������ �� �����
�$ B� ���
���
��� 


� 3����
� ��� �� �
����� 4$6 ���� ��
 ���	�
 ������ 

������� ��
��
 �
� �� ���
������ ��
 ������ ���	
�$ ��� ���� 3��3��
D ��� 3����
�
��
��
 �
3� �������� 
,�
3� ��
 �����
���	 ����� �
����� σ1 �� ��
 ������$ ����
���� ��
 3����
�
� u1 �� ����
�$ ?
�

A + iB
def
= G�(r, rj, E) ��� a + ib

def
= C(E), #1$)8%

"�
�
 C(E) �� 	��
� 
� 
@������ #+$/6%$ ������	� A ���
�	
� ��� r → rj ��
�� ��� �
�
������� ���
 ���� A � B$ ��
 ������������ σ(r′, E) �� 	��
� 
�&

σ(r′, E) ∝ Im(G�(r, r′, E) + (A + iB)
1

u−1
1 − (a + ib)

(A + iB))

= Im(G�(r, r′, E)) +
( b

B
(A2 − B2) + 2A(u−1

1 − a)
) B

(u−1
1 − a)2 + b2

. #1$).%

��
 ���� 
,3�
����� ���"� ���� ��
 ������������ ��� ������ � ?��
������
���3
 #�

 C	��
 1$)%$ ��
 ��3������ ��:
�
��
 �� ��
 �
�� ���
�� �� u−1

1 ��



��� �� $''"�&�($���� �. �!� �"���-+ ./������ G� ��

��
 ���
�����$ ��
 �
�� �� ��
 ���
����� �� 	��
� 
�&

1

u
= −A2 − B2

2A

b

B
+ a =

(B

A
− A

B

) b

2
+ a. #1$)9%

Q�� �� ���� �
�� �� 3������� ��3������
R ��
 �
�� �� ��
 3���� "�
�
 ���	�

������� �

� �� � ������������ ��,���� ��
 ����
��� �

� �� � ������������
������� ��� ���
 �
���$ B� �� ���
�
����	 �� ���
 ���� ���"�
�	
 �� ��
 3���

�� ��
 ��

�5� �������� G�(r, rj, E) �� ��J��
�� �� �
�
����
 ���� �
��$ ��


,3�
����� #1$).% �� 
�3
������ ���
�
����	 "�
� ��
 ��3 �� �
��
 ��
 ������D
���� �� ρ = 0$ B� ���� ���
D ��
 �
�� 3��� A �� 	��
� 
� ��
 ���
	���&

A =
M

2πh̄2

∫ E

−∞
Re
(
G�

�(z, z′, E ′)
)
dE ′. #1$)/%

B� �
����� 6$1 �� "��� 

 ���"� ���� ��
 �
�� 3��� a �� 	��
� 
� ��
 
,3�
�����&

a =
M

2πh̄2

∫ E

−∞

(
Re
(
G�

�(z, z, E′)
)

+
M

h̄2
√

E − E ′

)
dE ′. #1$+0%

��� *� ���������	��� �� 	
� ������� ����	���

G(

�� 	��� ���
 ����	�� ���� ��
 ������������ �� ��
 �������	 "��
� �� ��
 ������
���	
�D �� �� �
�
����� �� �33��,����
 ��
 ��
<���
������� ��

�5� ����'
���� #4$)0%$ B� ��
 3����
�
� α �� ��C���
�� ���	
D ��
 @���� 
���� ����
� ��
��
 3��
����� U1(z) = −F · z + αδ(z − z�) ���� ���� 
���� ����
�$ ��
� ��

��

�5� �������� ��� ��
 �����"��	 ���� M)4N&

G�
�(z, z′, E) =

∞∑
n=0

φn(z)φ∗
n(z′)

E + z�F − En

. #1$+)%

��
 3��
�
� ��" ����
� ���� ��
 @������ �
�������� 
������	 
��� 3��
'
�
�$ B�� ��������� ��
 "
�� ���"�$ ��
 "��
 �������� ��&

φn(z) =
(2MF

h̄2

) 1
6 1

Ai′(an)
Ai

((2MF

h̄2

) 1
3

(z� − z) + an

)
=

(2MF

h̄2

) 1
6 1

Ai′(an)
Ai
(
β
(
F (z� − z) − En

))
, #1$++%

"�
�
 an �� ��
 �'�� �
�� �� ��
 ���� ��������$ ��
 
�	
�
�
�	�
� En �� ��

����
� φn ��
 	��
� 
�&

En = −
(

F 2h̄2

2M

) 1
3

an.



�� ������
 �� 	���
�
����	��

�� ��

��
� � �� � ��

���� Æ�� � ���

�� � �

��

��	��
 1$+& ���� �� ��
 3��
����� U1(z) �� ��
 ���
� �� z<���
�����$ ���� 3�'
�
����� 3���
��
� @���� 
���� ����
� "��� 
�
�	�
� En$ ����D ������ 
�
������
"��� E‖ = En ��
 ���������
�$ ��
 
,�
�� 
�
�	� E −En �� ���
� 
� ��
 �
'
������	 �
	�

� �� ��

���$ B� ��� 

 ���"� ���� ��
 ���	�
 ������ 

���
�
���
 � �"�<���
������� 
�
����� �����
 "��� 
�
�	�
� E − En = E⊥D "�
�

��
 �������� ������
����� ���
� ���� ��
 ����������� ����"
� C��� �
������

E0$

��
 ��
<���
������� ��

�5� �������� "��� C���
 
�� ���	
 α �� ��" �33��,'
����
� 
� 
,3�
����� #1$+)%D "�
�
 En �� ����
� ���3�
, 
� ��
 ���������

G�(z�, z�, En − z�F ) =
1

α
. #1$+4%

��
 ��������� #1$+4% �����
� ���� ��
 �
��������� �� #4$)0% �� �
��$ ����
#1$+)% ��� #4$)0% ���
 ��
 ���
 ���	�������
�$ ���� ���� �����
 �� ��
 
�
�	�
En �� �
���
�
 "��� 

 ���"� �� �
����� 1$6$ B� 3���������D �� "��� 

 3���
�
���� ��
 
,3�
����� #1$+)% ��
��� � �
����
� ��

�5� �������� "��� ���� 
�
�	�
�
C������$
Q�����	 ��
 ��
<���
������� ��

�5� �������� �� �� 
@������ #1$+)% ���

��
 ��A�� �������	
 ���� ���� 
,3�
����� ��� 
����� 

 =���
� ���������
�$
��
 ����
�3�����	 ���

<���
������� ��

�5� �������� ��&

G�(r, r′, E) = G�(z, z′, ρ, E) = − M

πh̄2 ·
∞∑

n=0

φn(z)φ∗
n(z′)K0

(
ρ

√
2M(En − z�F − E)

h̄

)
. #1$+1%
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������
 ����
 �� 
���� ��

��� ��������

������
 
���� �
���� 
! ��� ��"
��

��	��
 1$4& ��
 �
�����
 ����
 �� ��
 
,��� ��
<���
������� ��

�5� ����'
���� #4$)0% "��� F = 1eV/GD α = 300GeVD ��� z� = 2G$ F��� ��
 C���
. 
�
�	� 3��
� En ��
 ������
�
� �� ��
 �33��,�������$ #1 3��
� ���� 


������
� ����
 ��
� ��
 ���"� �� ��
 3�����
$ ��
 �
,� 3��
 �
��
 10eV ����
3���� � �������� ���
 ��� 
�
�	�
� 

�"

� 9 − 10eV$ ��
 ���
� 2 3��
� ��

������
� ����	� ��
� ������ ������
��
 �� ��
 �33��,�������$% ������	� ��

��C���
 ��� #1$+1% �� �33��,����
� 
� � 3������ ��� �� ���� . ��������D
��
 ��:
�
��
 

�"

� ��
 �33��,������� ��� ��
 
,��� ��

�5� �������� ��

,��
�
�� �����$ �� ���������
 ��
 �������� �� ���� �33��,�������D ��
 �
�����


���� �� ���"�$ ��
 �
�����
 
���� �� �
�� ����� 
,�
3� �
�� ��
 �
�� �� ��

��
<���
������� ��

�5� ��������$ ��
 �
�����
 
���� ����
��
� ��� 
�
�	�
�
	�
��
� ���� 10eV ��
 �� ��
 ��:
�
�� ����3���
� �� ��
 �"� ���������$

��
 ���

<���
������� 
������	 
��� 3��
����� �� �
3���
�
$ ��
�
���
D ��

������ �� ��
 ����� 
�
�	� �� ��
 
�
����� 
�������D E‖D ��� ���
�	����D E⊥ ��
��
 ������
 ��� 

 ��������
�$
��
 
��
����� 3���� �� ���� ��
 
�
�	� E‖ ���� 

 	��
� 
�

E‖ = En. #1$+6%

2���
�3�����	��D ��
 
�
�	� E⊥ ��&

E⊥ = E + z�F − En. #1$+8%

��
 �
�� z�F ��A���� ��
 
�
�	� �
�� �� ���� �� ��
� �� ��
 
����� �� ��


������	 
��� 3��
�����$ ���� ��
 �
�� z�F ���3�� ������ ��
 
�
�	� �
�� ��� �
	��
� ���C	�������$ E
���
 ��
 ���
����� 
��������� �� ��
 
,3�
����� #1$+1%
�� �������
�D ��
 ����� ����
�� �����	� ��
 
������	 
��� 
����
� �� ��������
�$
��� ���� 3��3��
D �� (�� ��3 �� 3�������
� �� ����� �� ��
 
����
�D �� �� ��
���"� �� C	��
 1$+$



�� ������
 �� 	���
�
����	��

�� C���D ���
 3�
��������
� ��
 3�
�
��
�$ (���
 ��
 ��	��
�� �� ��

E
��
� �������� K0 �� 
���
� 3��
�� �
�� �� 3��
�� ���	�����D ��
 �����"��	
��
����� �� �
�� ��
���&

K0(−iz) =
π

2

(
iJ0(z) − Y0(z)

)
. #1$+.%

Q��� ���� �
������D �� �� 
����� �

� ���� ��� ρ = 0

Im
(
G�(z, z′, 0, E)

)
= − M

2h̄2 ·
m∑

n=0

φn(z)φ∗
n(z′), #1$+9%

"�
�
 m �� ����
� �� ���� Em − z�F − E < 0 ��� Em+1 − z�F − E > 0$ B�
E0 − z�F − E > 0 ��
 ��� �� 
�3��D �� m ��� 

 ����
� �� 

 m = −1$
�@������ #1$+9% �� ���� ���
� ���
 
��
����� 3������ ���� �� �
�
��
� �� �����
�
������
������$ �������	 ���� ��
�
 �� �� ������D ��
� ��
 ����� ����
��
�����	� �� s<��3 �� 3������� r "���� 

 #���� 
@������ #+$)0%D 
@������ #+$8/%
��� �
����� +$1$6%

J(E) = − 4h̄

Mk���
Im
(
G�(r, r, E)

)
. #1$+/%

�@������ #1$+9% ��" ����
� ���� �� ����
�� ;�"� �� ���	 �� E < E0 − zwF $
B� ��
 
�
�	� ���	
 E0 − zwF ≤ E < E1 − zwF ��
�
 "��� 

 � ��������
����
�� ;�" 	��
� 
�

J(E) = − 4h̄

Mk���

M

2h̄2

∣∣φn(z)
∣∣2. #1$40%

B� ��
 �
,� 
�
�	� ���
���� ���� E ∈ [E1, E2[D ��
�
 "��� 

 �� ����������
������
����� ���� ��
 �
������
 �� E1 ��� �� ��$ ��
 ����� ����
�� �
����

�
�	� �������� �� � ��
3 ��������D "��� ��
3� 3�
���
�� �� ��
 
���� ����
� En$
���
 C	������
��D ��
 ����� ��� ���� 
��� �
������
 En ��� ��
 ��3�
����� ��
������� � C,
� ������ �� ����
��$ E�� ���� �����
� �� ���� ��
� ��� 
�
�����
���������� �� ��� ���� �� �� �� ����������� ����"
�D ���� ��D E > En$ ��� C���
 αD
��
 ����3 �
������
� 
����
� ��� ��
 ����3 ��
3� �� ��
 ����� ����
�� �
����

�
�	� �������� ��
 ���	���� ������
�$ �� C��� ��	�� ��
 ��	�� ����� ����
��
�
 ������ ;�" ��� ����
�� �����	� ��
 
������	 
��� �
��3 ���������
� ��
C	��
 1$+$ E�� �
�������D ��
 ����
�� ��
� ;�" �� ��
 
������� �� 3�������
�3��
 ����	 ��
 �
;
����	 ������
 �� z�$
���
� ���� ����� 
,�������D �
� �� �������
 "��� ��
 ����������� �� ��


���

<���
������� ��

�5� �������� G�(r, r′, E)$ �@������ #1$+1% �� ����� ��
��C���
 ��� ��� ��� ���� 

 
������
� ���
������� ��� � C���
 ���

� ��



��� �'',#�� �!� 4�/���� 4$,, $''"�&�($���� �� ��""$, �($ �+ �)

��������$ ���� 
@������ �
�
�
�
� �
�� ���� � �����
� �
��
�$ ���� ��

3�
����� 3���	��3� �� �� ��
�� ���� ��
 ��,���� ���
, n��� ������ �� �
���
���C� E < En��� $ B� ����D �� ����� ��� ���� ��
 
,3�
����� #1$+1% ����
�	
�
�
�� ���� �� ���	 �� ρ � 0$ (� �� ��J�
� �� ������
 ��
 �� �"� �
������
�
���� ��
 �
��
 ��
 
�
�	� E$ B� ��" ��� ���� �33��,�������

G�(r, r′, E) ≈ − M

πh̄2 ·
n���∑
n=0

φn(z)φ∗
n(z′)K0

(
ρ

√
2M(En − z�F − E)

h̄

)
#1$4)%

�
3�����
� ��
 ���	���� ��
<���
������� ��

�5� �������� "��� C���
 α ��
���"� �� C	��
 1$4$
������	� ��
�
 �"� ��

�5� ��������� ������ �

� �� ��:
� I ��
 �����'

���
 �� ��
 ���	�������
� �� ������ 3
��
���� �
3�����
� I �� ���� 

 ���
�
���� ��
 ����3���
� �� ��
�
 �"� ��������� �� ��:
�$ Q���
 ��
 ���	���� ����'
���� �
���� ���
 G�

�(·, ·, E) ∝ e−γ
√

|E| ��� �
��
����	 ED ��� C���
 3������ ���
�� 
@������ #1$+)% ����� �: ���� "��� G�

�(·, ·, E) ∝ 1
E
$

 �
 �� ��
 ��:
�
�� ����3���
� �� 
@������ #4$)0% ��� ��� C���
 3������
��� �� #1$+)%D ���� ��

�5� �������� ��� ���� 

 ��
��� ��� ���	
 ρ$ B��

�D
��
 ��

�5� �������� #1$4)% ���
�	
� �� ρ = 0$ ���� �� ��� ���3�����	 ����

��
 ���
	��� ��
� ��� �������� ���� �
���� ���
 1

x
"��� 

 ��C���
$

2��3����	 
,3�
����� #1$+)% ��� #4$)0% �� ��
 ����� α → ∞ �
��� �� ��

���
�
����	 ��� ��� �� ��� �
����� ��
�����&

G�(z, z
′, E) − G�(z, z�, E)G�(z�, z′, E)

G�(z�, z�, E)
=

∞∑
n=0

φn(z)φ∗
n(z′)

E + z�F − En

. #1$4+%

��� *��
���� 	
� #������� #�

 ���������	���

	� �����
 ������

B� ��
 3�
����� �
����� �� "�� ���"� ��" ��
 ���

<���
������� ��

�5�
�������� ��� 

 �33��,����
� 
� � ��� �� E
��
� ��������� K0$ ��
 ������
"��
�
�	�� �� ��
 �������	 "��
 3���
�� #�� C	��
� 4$6 ��� 4$8% �� ���� ��

"��
�
�	�� �� ��
 ���
�����	 ���

<���
������� ��

�5� �������� #1$+1%D ����

��
 ����� ����
�� #	��
� 
� 
@������ #+$)0)% ��� #+$)0%% �
3
��� @������������
�� ��
 ��

�5� ��������$ ���� �� 
�
� ����� ��� ��
 �����3��
 ���
 �� ��� 


�

� ���� 
@������ #+$))0%$ ��� ��
 �����3��
 ���
 ���� ��	�� 

 � ���3���

����
 ��
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Full T–matrix calculation
Diagonal approximation to T–Matrix

T–matrix and Green’s function approximation
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����� +$4$ ����	 ��
 �����"��	 ���
�� �������������� #�

 M)N 15.3.7% ���
��
 �

�
�������

λ =
κ + ik

α
D µ = 1 − 2ik

α
��� ν =

2ik

α
, #6$8%

��
 �������� ��� 

 �
"����
� ��&

φ(z) = 2Γ

(
1 +

2κ

α

)
Re

(
Γ(ν)eikz

Γ(λ)Γ(1 + λ)
2F1(λ

∗,−λ, µ,−e−αz)

)

φirr(z) = 2Γ

(
1 − 2κ

α

)
Re

(
Γ(ν)eikz

Γ(−λ∗)Γ(1 − λ∗) 2F1(−λ, λ∗, µ,−e−αz)

)
.

(���
 ��
 �����"��	 �
������ �����

lim
z→∞ 2F1(a, b, c,−e−αz) = 1, #6$.%

��
 ����3����� 

������� �� ��
 �"� ��������� "�
� z → ∞ �� ���"�&

φ(z) = 2Γ

(
1 +

2κ

α

)
Re

(
Γ(ν)eikz

Γ(λ)Γ(1 + λ)

)

φirr(z) = 2Γ

(
1 − 2κ

α

)
Re

(
Γ(ν)eikz

Γ(−λ∗)Γ(1 − λ∗)

)
.

!�" �� ���	���	 "��
 �� 
����� ���������
� ��&

φ(z) =
Γ(1 − 2κ

α
)Γ(ν∗)

Γ(−λ)Γ(1 − λ)
φ(z) − Γ(1 + 2κ

α
)Γ(ν∗)

Γ(λ∗)Γ(1 + λ∗)
φirr(z). #6$9%



�� ������
 �� ��1�
	��� ����	��

E� �����
� ��
 �� ��
 ���
��� �
�����
� ���
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 M1/N%D ����
���	���	 "��
 ��� 

 
,3�
��
� ��&

ψ+(z) =
κ

ik
eikz

2F1

(
−κ + ik

α
,
κ − ik

α
, 1 − 2ik

α
,−e−αz

)
. #6$/%

��
 ��������� #6$6% ��� #6$/% ��� 

 ������������ �������
� ���� ��
 ���������
���
���
� �
	��� "��� 
�
�	� E < 0$ �� �����D �
� k̃ =

√−2ME
h̄

$  �
 ��
��
 	
�
��� 3��3
���
� �� ��
 ��

�5� �������� �� ��
 ����
����	 �
	���D ��

�����"��	 ���� ����& ψ+(z) ∝ e−k̃z$ ��
�
���
D �� ��
 ����
�� �������� ���'
��������� ��� E < 0D ik �� �
3���
� 
� −k̃ #k = ik̃%$ ���� �
��� �� ��
 �"�
���������&

φ(z) = eκz
2F1

(
κ − k̃

α
,
κ + k̃

α
, 1 +

2κ

α
,−eαz

)
#6$)0%

ψ+(z) = −κ

k̃
e−k̃z

2F1

(
−κ − k̃

α
,
κ + k̃

α
, 1 +

2k̃

α
,−e−αz

)
. #6$))%
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������
�$ (���
 ��
 ��:
�
����� 
@������ ��� ��
�
 ��������� ��
� ���
������� ��� �
�� 3��3�������� �� ∂zφ(z)D ��
 Q�������� ���� 

 �������� #z
���
3
��
��%$ ���� ��
 Q�������� ��� 

 ��������
� ���� ��
 ����3�����


������� �� ��
 ��������� ��� #z → ∞%&

W(φ(z), ψ+(z)) = φ′(z)ψ+(z) − φ(z)ψ′
+(z) = 2κ

Γ(−2ik
α

)Γ(1 + 2κ
α

)

Γ(κ−ik
α

)Γ(1 + κ−ik
α

)
. #6$)+%

Q��� ���� �
����D ��
 ��

�5� �������� �� ��" 	��
� 
�&

G�(z, z
′, E) =

2M

h̄2

φ(z<)ψ+(z>)

W(φ(z<), ψ+(z>))
= − 2m

h̄2α

Γ(κ−ik
α

)Γ(1 + κ−ik
α

)

Γ(1 − 2ik
α

)Γ(1 + 2κ
α

)
eκz<+ikz>·

2F1

(
−κ + ik

α
,
κ − ik

α
, 1 − 2ik

α
,−e−αz>

)
·

2F1

(
κ + ik

α
,
κ − ik

α
, 1 +

2κ

α
,−eαz<

)
,

#6$)4%

"�
�
 k =
√

2ME
h̄2 D κ =

√
2M(V0−E)

h̄2 D z< = min(z, z′) ��� z> = max(z, z′)$
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 ��
3 
����
�D � ������
���� ��������
�� ��
 ����
�3�����	 (���O���	
� 
@������ ���� 

 �
�
����
�&(

E +
h̄2

2M
∂2

z − V1θ(z) − V2θ(−z)

)
φ(z) = 0. #6$)1%

Q������ ���� �� 	
�
������D �
� V2 > V1$ �� C���D ��
 ���
 "�
�
 V2 ≤ E ≤ V1

�� ������
�
�$ ������������D "
 ��
 ��
 �
C������

k1
def
=

√
2M(V1 − E)

h̄
��� k2

def
=

√
2M(V2 − E)

h̄
. #6$)6%

B� �� "
�� ���"� ���� ��
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@������ #6$)1% ��� ��
 �����"��	
��������
&

ψ(z) =

{
Aek2z + Be−k2z ��� z < 0

Cek1z + De−k1z ��� z > 0.
#6$)8%

��
 ��������
� ��������� ��
 ���3�
, ���

��& A, B, C, D ∈ C$ ��
 �
	����
�������� #"��
��������% ���� 

 
����
�D ��
�
���
 B = 0$ �����
����
D ψ
�� "
�� �� ψ′ ���� 

 ����������$ ��
�
 ���������� �
�� ��&

φ(z) = D ·
{

(1 + R)ek2z ��� z < 0

Rek1z + e−k1z ��� z > 0,
#6$).%

"�
�
 R
def
= k1+k2

k1−k2
#�
;
����� ��
J��
��%$ �������D ��
 ���� ��

 3����
�
�

D �� ��������
� 
� ��
 ������������� ��������� #�� ���� ���
 ������� � ���'
�����
� ����
�� �� �����
�%$ ��� ��
 ����������� �� ��
 ��

�5� ��������D ��

���� #6$).% �� ������� ������������D ����
 ��
 Q�������� "��� 

 3��3��������
�� D$ E� � ���3�
�
�� �����	��� ��
���
��D ��
 ���
	���� �������� φirr ���


 �
�
����
�$ B� �� 	��
� 
�&

φirr(z) = E ·
{

(1 + R)e−k2z ��� z < 0

ek1z + Re−k1z ��� z > 0.
#6$)9%

Q��� 
@������ #6$).% ��� 
@������ #6$)9% �� ����D �� �� ��" 3����
�
 ��
��������� �� ���	���	 "��
 #ψ+ ∝ ek1z ��� z → ∞%$ ���� ���	���	 "��
 ��
	��
� 
� ��
 
,3�
�����&

ψ+(z) =
Dφirr(z) − ERφ(z)

(1 + R)2
=

DE

1 + R
·
{

e−k2z − Re+k2z ��� z < 0

(1 − R)ek1z ��� z > 0.
#6$)/%
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���� 
@������ #6$)/% �� �� �
����� ��" k1 ���� 

 �
C�
� �� ��
 ���
 V1 > E$
B� ���� ���
D 
@������ #6$)/% ���� �	��� 

 � 
����
� �������� ��� V1 > E$
���� k1 ���� 

 	��
� 
�&

k1
def
= −

√
2M(V1 − E)

h̄
. #6$+0%

�� ��������
 ��
 �
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� ��

�5� �������� G� ��
 Q�������� �� ��
 ����'
���� #6$).% ��� #6$)/% ���� 

 �
�
����
�&

W(φ(z), ψ+(z)) = φ(0)ψ′
+(0) − φ′(0)ψ+(0) = −D2E · 2k2. #6$+)%

Q��� ��� ��
�
 �
����� ��
 �
����
� ��

�5� �������� G� �� 	��
� 
�&

G�(z, z
′, E) =

M

h̄2

(
θ(z<)θ(z>)

k1
(ek1(z>−z<) + Rek1(z>+z<))−

θ(−z<)θ(−z>)

k2
(e−k2(z>−z<) − Rek2(z>+z<))+

θ(−z<)θ(z>)T

i
√

k1k2

(ek2z<ek1z>)

)
.

#6$++%

B� 
@������ #6$++%D ��
 ������������ ��
J��
�� �� 	��
� 
� T
def
= i2

√
k1k2

k1−k2
$ ��


�
���� �	�

� "��� ��
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 3�
����
� �� M8+N #3�	
 )61%$

����� ��� "����#� ����
�
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����%�	�� �������

E
���
 ����������	 ��
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�5� ��������D ��
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����
�3�����	 (���O���	
� 
@������ ��� ��
 �����	���� 
����
� ���� 

 �
�
�'
���
�& (

E +
h̄2

2M
∂2

z + Fz

)
φ(z) = 0. #6$+4%

��
 �
" �����
�
 x = 2az + b �� ��������
�D "�
�


a = −
(

MF

4h̄2

) 1
3

��� b = − ME

2h̄2a2
. #6$+1%

���� ��
��������� ��3� ��
 (���O���	
� 
@������ �� ��
 ��<����
� ���� ���'
�
�
����� 
@������$ ���� 
@������ ��� ��
 ������
���� ��������� Ai(x) ���
Bi(x)$ (������	 ��
 ����3����� 

������� �� ��
 ��������� "�
� x → −∞



��� ��(� ���7%�(��+���$, �"���-+ ./������+ ��

#z → ∞% �� 
��
����� �� ��������� ��
 ���	���	 "��
$ ���� M)N 10.4.61 ���
10.4.63 �����"� ����

Ai(−z) ∝ 1√
π

z−
1
4 sin

(
ζ +

π

4

)
#6$+6%

Bi(−z) ∝ 1√
π

z−
1
4 cos

(
ζ +

π

4

)
, #6$+8%

"�
�
 ζ = 2
3
z

3
2 $ ��
 ���	���	 "��
 �� ��
�
���
 	��
� 
�

Ci(x) = Bi(x) + i Ai(x). #6$+.%

E� ����	 ��
 3�
������� �
�����
� �������������� x = 2az + b ��� x′ =
2az′ + bD ��
 ��

�5� �������� ��� 

 "����
� ��&

G�(x, x′, E) =
2M

h̄2

Ai(x>) Ci(x<)

W(Ai(x>) Ci(x<))
. #6$+9%

B� ��
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��
 
,3�
������D ��
 �����"��	 �
C������� ���
 


� ������
�& x> =
max(x, x′) ��� x< = min(x, x′)$ ��
 Q�������� �� 
����� ��������
� �� 


W(Ai(x>) Ci(x<)) = − a

2π
$ ��
 ���3�
�
 �
���� �� ����&

G�(u, v, E) = −Mπ

ah̄2 Ai

(
u + v − |u − v|

2

)
Ci

(
u + v + |u − v|

2

)
, #6$+/%

��D 
,3�
��
� �� ��
 ���	���� ���������
� zD z′&

G�(z, z
′, E) = −Mπ

ah̄2 Ai
(
a(z + z′ − |z − z′|) + b

)
Ci
(
a(z + z′ + |z − z′|) + b

)
.

#6$40%

����� ��� ()* ����
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�� "����#� ����
�
�

�� ��������
 ��
 ��
<���
������� ��

�5� �������� �� �� �
�
����� �� �
�
�'
���
 ��
 �
	���� �������� #Q*E<"��
��������% �� ��
 �
����������� �33��,'
�������$ Q
 ����� ���� ��
 (���O���	
� 
@������D ���� �� �
���� ���� ��

����& (

E +
h̄2

2M
∂2

z − U1(z)

)
φ(z) = 0. #6$4)%
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B� ��
 3��
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 ���� ��
 ���� ������	 3����
z0(E)$ �����
����
D �
� U1(z)−E ≤ 0 ��� z ∈]−∞, z0(E)] ��� U1(z)−E ≥ 0
��� z ∈ [z0(E),∞]$ ��������	 ��
 �
C�������

k(z, E) =

√
2M

h̄2

(
E − U1(z)

)
#6$4+%

κ(z, E) =

√
2M

h̄2

(
U1(z) − E

)
, #6$44%

��
 ������
���� ��������� �� #6$4)% ��
 	��
� 
� #�

 ��� �������
 M48N%&

φ±(z, E) =
1√

κ(z, E)
e±

R z0
z

κ(x,E)dx �� z ∈] −∞, z0(E)[ #6$41%

φ±(z, E) =
1√

k(z, E)
e
±i

R z
z0

k(x,E)dx �� z ∈]z0(E),∞[. #6$46%

��� ��
 �����"��	 ����������D �
� z �� "
�� �� z′ #3������� �� ��
 ��3% 

 ��
��
 K����
����	 �
	���L #z, z′ ∈ ] − ∞, z0(E)]%$ ���� �� �� ���� �
�
�����
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�
����
 ��
 �
	���� �������� ��� ��
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 ����
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����������� �������� �� 	��
� �� � ���
�� ���
������� ��
��
 �
��
 ������
���� ���������&

φ(z, E) =
1√

κ(z, E)
e−

R z0
z κ(x,E)dx. #6$48%

��
 ���	���	 "��
 �� �� C��� ���� ���"� �� ��
 ����������� ����"
� �
	���
I ���
�"��
D �� ����� ��� 

 �
�
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� "�
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� ��
 �������� ��� ���	���	
�������
�������$ ���� ��
 ���	���	 "��
 �� ���� �
	��� �� 	��
� 
�&

ψ+(z, E) =
1√

κ(z, E)
e

i
R z
z0

k(x,E)dx
. #6$4.%
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 �������
�
���� ��
 ����
����	 �
	���$ ��
 ���	���	 "��
 �� 	��
� 
� #�

 M1/N%&

ψ+(z, E) =
ei π

4√
κ(z, E)

(
1

2
e−

R z0
z κ(x,E)dx − ie

R z0
z κ(x,E)dx

)
. #6$49%

!�" ��
 Q*E ��

�5� �������� �� ��
 ����
����	 �
	��� �� 	��
� 
�&

G(z, z′, E) = −M

h̄2

1√
κ(z, E)κ(z′, E)

e
− R z0

z<
κ(x,E)dx

(
e

R z0
z>

κ(x,E)dx
+

i

2
e
− R z0

z>
κ(x,E)dx

)
.

#6$4/%
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 ��
� �� =���
�
��������� ��� 3��������� �3���
D ��� A��� ��
3"��
 �������� ���������D ��
���"� �
�
$ ��
 =���
� ��������� �� ���
� m �� � �������� f(x) �� 	��
� 
�&

gm(y)
def
=

1

2π

∫ ∞

0

xf(x)Jm(xy)dx. #6$10%

������ � 9� ��	 �� 
��$	 ���� ��� ����� �	��#��� �0�
�
 �	��� ��� �����$�	# ��	�����	
�

�
 f(x) �
 ���	�� �	 [0,∞[


�
 f(x) �	� d
dxf(x) ��� (����$�
� ��	��	���



�

∫∞
0 |f(x)|dx �0�
�
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@������ #6$10% �� ����
� � �������������� �� ����

f(x) = 2π

∫ ∞

0

ygm(y)Jm(yx)dy #6$1)%
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�� ��	� ��������D B ���
 ����
� ��
 ��	������ 3�
�
��
� ��
M16N$ ���� ��
� ��� �
�
������� �
�� ���� ���� ��	������ �� ��3
���� �� ��

���
��$ �����
� ���
�
����	 �
���� �� 3��3��
� 
� M14N$ ���� �33����� ��
���� ���
 ���3�����
� ��� �� �� @�
������
�
 "�
��
� ��	�
� �������� ���
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���
� �� ��
 ���
 ����������� ���
$

��
 �"� 
���� ��
�� �� 
������
 ��
 ���
	��� #6$10% ��
 ��
 
��������� �� ��

���
	��� �� � ����� ���
���� [0, xmax] ��� ��
 �33��,������� �� f(x) 
� f̃(x)D
"�
�
 f̃(x) �� � 3�
�
"��
 �������� ��������$ ������������D �� �33
� 
����
#ymax% �� ����
� ��� y$ y �� �
3���
� 
� yymax �� ���C�
 ��
 3����
�
 ����
�
��� y �� [0, 1]$ ��
 
@������ #6$10% �� ���� �33��,����
� 
� ��
 �����"��	
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,3�
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g(yymax) =
1

2π

∫ xmax

0

xf̃(x)J0(ymaxxy)dx =

1

2π

∫ 1

0

x2
maxxf̃(xxmax)J0(xmaxymaxxy)dx =

1

2π

N−1∑
n=0

x2
max

∫ ξn+1

ξn

xf̃(xxmax)J0(xmaxymaxxy)dx =

1

2π

N−1∑
n=0

f̃(xnxmax)xmax

ymaxy
(ξn+1J1(xmaxymaxyξn+1)−

ξnJ1(xmaxymaxyξn)) =

1

2π

xmax

ymaxy

N−1∑
n=0

(f̃(xnxmax) − f̃(xn+1xmax))ξn+1J1(xmaxymaxyξn+1).

#6$1+%

=
�
 f̃(xxmax) �� 3�
�
"��
 �������� �� ]ξn, ξn+1[ "��� ξ0 = 0D ξN−1 = 1$ ����
�������� �� ����
� �� ���� f̃(ξnxmax) = f(ξnxmax)$ ���� �����
 �� @���
 �
�����
����
 f̃ �� ��33��
� �� �33��,����
 ��
 ���	���� �������� f $ ������������D
xn ∈]ξn, ξn+1[$ ��
 3����� ξnD xn ��� yn ��
 ����
� �� ���� � "��D ����

,3�
����� #6$1+% ��� 

 
,3�
��
� �� � K�����
�
 ����
������L$ �� �� ��D ��

ξn ��
 �
� �� ξn = eα(n−N) ��� ξ0 = 0$ �����
����
D ��
 yn = (1 + eα) eα(n−N)

2

��� n ∈ {0, 1, . . . , N − 1} ��� x0 = eα(1−N)

2
D xn = yn ��� n ∈ {1, 2, . . . , N − 1}$

Q��� ��� ��
�
 �
C�������D 
,3�
����� #6$1+% ��� 

 �
"����
� ��

g(ynymax) =
1

2π

xmax

ymax

N−1∑
n=0

(f̃(xnxmax) − f̃(xn+1xmax))e
2α(n+1−N)

J1(x0xmaxymaxe
α(n+m+1−N))

x0eα(n+m+1−N)
.

#6$14%

���� 
,3�
����� ��� ��" 

 
������
� ���
������� #f(xN) = 0%$ ��
 
@��'
���� #6$14% �� ���������
� �� ���� � "�� ���� �� �� � K�����
�
 ����
������L
#���3��
 M.N 3�	
 )/9<++4%$ !�" 
@������ #6$14% ��� 

 �
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� �� ��

�����"��	 "��&

g(ynymax) =
1

2π

xmax

ymax

N−1∑
n=0

h(n)k(n + m) =
1

2π

xmax

ymax
FFT(FFT(h)IFFT(k)).

#6$11%



��� �!� �$�8�, �"$�+.�"($���� ��

=
�
D FFT ��� IFFT ��
 ��
 ���� �����
� ��������� ��� ��
 ���
��
 ����
�����
� ���������D �
�3
����
��$ ��
�
 ��
 �
C�
� 
�

FFT(h) =
N−1∑
n=0

h(n)e2πi nk
N "��� k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} #6$16%

���

IFFT(h) =
1

N

N−1∑
n=0

h(n)e−2πi nk
N "��� k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. #6$18%

FFT(h) ��� IFFT(h) ���3�� ����	� � �
���� �� N ���

�� �� �����
� �
����
�� N ���

��$ ��
 3������ �� 
@������ #6$11% �� � 3����"��
 3������$ B� ��

������ ���
 �� 
@������ #6$14%D ��
 �
����� ��
 �
C�
� �� ��
 �����"��	 "��&

h(n) =

{
(f̃(xnxmax) − f̃(xn+1xmax))e

2α(n+1−N) n ∈ {0, 1, . . . , N − 1}
0 n ∈ {N, N + 1, . . . , 2N − 1}

#6$1.%
���

k(n) =
J1(xmaxymaxe

α(n+1−N))

ymaxeα(n+1−N)
n ∈ {0, 1, . . . , 2N − 1}. #6$19%

��
 3����
�
� α �� #���
 �� �
�� ��
��������% ����
� �� ���� � "�� ���� ��

C��� ��� ��
 ���� ���
���� ���
 ��
 ���
 ���
$ Q��� ���� ���������D α ��� 
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� ���� ��
 
@������

α =
− ln(1 − e−α)

N − 1
#6$1/%

#�� ��
 ���	���� "��� M16N ��
 ��	� �� "���	%$ ��� � C,
� 3�������� {xmaxξn} ��
��
 ���
���� [0, xmax]D ��
 
,3�
����� IFFT(k) �� ���
3
��
�� �� ��
 ��������
f ���� �� ���������
�$ ���� IFFT(k) ���� ���� 
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�
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	��
� 3��������$ ��
 =���
� ��������� �� ��" �
���
� �� �"� ���� �����
�
����������$ =�" ���� �
���� ��� 

 	
�
�����
� ��� =���
� ���������������
�� ���
� ) �� ��
���
� �� ��
 �����"��	 3���	��3�$  �
 �� ��
 �3
���� ��������

�� 
@������ #+$9.%D �� �� ������
�
 �� ������ ��
 =���
� ��������� ���
	��� 
�
� ������ xm&

gm(y)
def
=

1

2π

∫ ∞

0

xm+1f(x)Jm(xy)dx. #6$60%
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@������ #6$60% �� �
3���
� 
�&

g1(yymax) =
1

2π

∫ xmax

0

x2f̃(x)J1(ymaxxy)dx =

1

2π

∫ 1

0

x3
maxx

2f̃(xxmax)J1(xmaxymaxxy)dx =

1

2π

N−1∑
n=0

x3
max

∫ ξn+1

ξn

x2f̃(xxmax)J1(xmaxymaxxy)dx =

1

2π

N−1∑
n=0

f̃(xnxmax)x
2
max

ymaxy
(ξ2

n+1J2(xmaxymaxyξn+1)−

ξ2
nJ2(xmaxymaxyξn)) =

x2
max

2πymaxy

N−1∑
n=0

(f̃(xnxmax) − f̃(xn+1xmax))ξ
2
n+1J2(xmaxymaxyξn+1).

#6$6)%

��
 ���� ���������� �� ���� ��	������ �� ���� ��
 �������� f(x) �� ���'
3�
� �� ��
 ��
3 �������� f̃(x) �� C,
� ���3�
 3����� ξn$ B� "���� 

 � 	�
��
��3���
�
�� �� ��
 ���3�
 3����� ����� 

 ��
������$ �� ��3���
 ��������D
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 �
��
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�
 ��
 �������� �� ����������� ����	��	 ���
�3���
� "�
�
 ��
 �������� �� �
�����
�� ��������$ B� ���� ��	������D ��
 C,
�
���3�
 3����� ��
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����� ����
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�"��
D 
@������ #6$14% �� �� ���
 � K���'
��
�
 ����
������L$ !��
��
�
��D �� ��
������ �����
 �� ���3���	 3����� ��� 


����
�
� 
� ���������	 ��
 ���������
 ����
� #�

 M14N%$ ��
 ��3�
�
�������
�� ���� �� ��	������ �� ���� ���
 ��������
$ � �
�����
�� �����	�� ���"���

,�
����� �� ���� ��	������ �� �� ��������� ��
�� �3���
� ����
�� �� ��
3"��

�������� ���������$ ���� ��� 

 3�������	 ����
 ��
 =���
� ��������� ��
�
�� ���� �
���
� �� ��
 �����
� ��������� I �� ����D �� ��� 

 
,3�
��
� ��
� �"�<���
������� �����
� ���������$ ?
� g 

 ��
 �����
� ��������� �� f
��� �
� g̃ 

 ��
 �����
� ��������� �� f̃ D ��
� ���� ����
���5� ��
����� #M44N
3�	
 4+1% �� �����"� ����&

‖ f − f̃ ‖2
def
=

∫
Rn

|f(x) − f̃(x)|2dxn =

1

(2π)n

∫
Rn

|g(x) − g̃(x)|2dxn =
1

(2π)n
‖ g − g̃ ‖2 .

#6$6+%



��� ��$,/$���� �. Yl−m(∂r)Glm(r, r′, E) ��

��� ./�
��	��� �� Yl−m(∂r)Glm(r, r′, E)

�� �� �
����� +$6$4D ���� 
,3�
����� ��� 

 ���3��C
� 
� ����	 ��
 �����
�
���������$ ����	 
@������ #+$..%D �� �� ����� ����

Yl−m(∂r)Glm(r, r′, E) =
1

(2πh̄)2

∫
R2

Yl−m(∂r)G̃lm(p, q, z, z′, E)

ei p(x−x′)
h̄ ei q(y−y′)

h̄ dpdq.

#6$64%

!�" �	��� ��
 xD y �
3
��
��
 �� ����� �
���

� �� ��
 
,3��
����� �������$
���� ��
 �3
����� Yl−m(∂r) ��� 

 �
���� ��

1

(2πh̄)2

∫
R2

Yl−m(∂r)G̃lm(p, q, z, z′, E)ei
p(x−x′)

h̄ ei
q(y−y′)

h̄ dpdq =

1

(2πh̄)2

∫
R2

Yl−m

(
− p

ih̄
,− q

ih̄
, ∂z′

)
G̃lm(p, q, z, z′, E)ei

p(x−x′)
h̄ ei

q(y−y′)
h̄ dpdq.

#6$61%

(�
��������	 
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��
 
,3�
����� �
��� ��&

Yl−m(∂r)Glm(r, r′, E) =
1

(2πh̄)2

∫
R2

Yl−m

(
− p

ih̄
,− q

ih̄
, ∂z′

)
Ylm

(
p

ih̄
,

q

ih̄
, ∂z′

)

G�

(
z, z′, E − p2 + q2

2M

)
ei

p(x−x′)
h̄ ei

q(y−y′)
h̄ dpdq.

#6$66%

���� ��" �� ��
 �
������	 ���3��C������� ��
 �����	�� ���"��� ��� ����'
�	��� �� ��
�
 �� �
����� +$6$4$ ��
 �����
�
 �������������� �� �
C�
� 
�

@������ #+$90% ��� #+$9)% 	��
�

Glm(r, r′, E) =
1

(2π)2

∫ ∞

0

∫ 2π

0

Yl−m

(
−k cos θ

i
,−k sin θ

i
, ∂z

)

Ylm

(
k cos θ

i
,
k sin θ

i
, ∂z′

)
G�

(
z, z′, E − h̄2k2

2M

)
eikρ cos(θ−φ)kdθdk.

#6$68%
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@������ #+$91%D ��
 3������ �� ��
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����� ��������� ��� 

 �
����
�� ��
 ����&

Yl−m

(
−k cos θ

i
,−k sin θ

i
, ∂z

)
Ylm

(k cos θ

i
,
k sin θ

i
, ∂z′
)

=
(2l + 1)(l − m)!(l + m)!

4π22l(l!)2∑
a−c=m
a+b+c=l
a,b,c∈Z

+
0

l!

a!b!c!

((k cos θ

i

)2

+
(k sin θ

i

)2
)a

(2∂z)
b(−1)c·

∑
c−a=m
a+b+c=l
a,b,c∈Z

+
0

l!

a!b!c!

((k cos θ

i

)2

+
(k sin θ

i

)2
)a

(2∂z′)
b(−1)c =

(2l + 1)(l − m)!(l + m)!

4π22l

∑
a−c=m
a+b+c=l
a,b,c∈Z

+
0

1

a!b!c!
(−1)ak2a(2∂z)

b(−1)c·

∑
c−a=m
a+b+c=l
a,b,c∈Z

+
0

1

a!b!c!
(−1)ak2a(2∂z′)

b(−1)c.

#6$6.%

���� ��� 
@������ #+$98% �
�� �� ��
 C��� 
,3�
�����&

Yl−m(∂r)Glm(r, r′, E) =
(2l + 1)(l − m)!(l + m)!

π222l+3

∫ ∞

0

kJm(kρ)( ∑
c−a=m

a+b+c=l
a,b,c∈Z

+
0

1

a!b!c!
k2c(2∂z)

b ·
∑

c−a=m
a+b+c=l
a,b,c∈Z

+
0

1

a!b!c!
k2a(2∂z′)

b

)
G�

(
z, z′, E − h̄2k2

2M

)
dk.

#6$69%

��� *#��	 	
� ����
�����	���

��
 ������� ��� ��
 ���	���� 
�
�
��� �� C

(C(E))jj =
[
∂|r−rj ||r− rj|G(r, rj, E)

]
r=rj

#6$6/%

�� ��� �33����
�
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����� �� ��������D �� ��� 
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���


G(r, r′, E) = − M

2πh̄2

f(r, r′)
|r− r′| + g(r, r′), #6$80%



��� �4�/� �!� "� /,$"�+$���� �)

"�
�
 g(r, r′) �� �� �������� ��������$ ��
 �������� f(r, r′) ��� ��
 �����"��	
��������
&

f(r, r′) = 1 − M
(
E − U(r′)

)
h̄2 (r − r′)2 + O((r − r′)3

i

)
. #6$8)%

E� �
C������D ��� �������� �������� h ��� 

 
,3�
��
� �� � ������ �
��
�

h(rk + (r − rk), r
′) =

∞∑
n=0

1

n!
|r− rk|n

(
er−rk

· ∇rk

)n
h(rk, r

′). #6$8+%

B� ��
 �
��
 
,3������D ��
 �
���� ��	��
�� �
����� ��������D ���� ��

��:
�
�������� �� ���� �33��
� �� ��
 C��� ��	��
��$ !�" �� �� �
����� ����
��� ��� �������� �������� g(r, r′)

lim
r→rk

∂|r−rk|
(|r − rk|g(r, r′)

)
= g(rk, r

′) #6$84%

�����$ �����
����
D

lim
r→rk

∂|r−rk|
(
|r− rk|f(r, rk)

|r− rk|
)

= lim
r→rk

∂|r−rk|f(r, rk) =

lim
r→rk

(
er−rk

· ∇r

)
f(r, rk) = 0

#6$81%
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 �������� f $ !�" ��
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 �
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lim
r→rk

∂|r−rk|
(|r − rk|G(r, rk, E)

)
= f(rk, rk). #6$86%

B� ������ 
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 ��
����� #6$84% �� ���
 ��� ��� ��������
��������$ ��
 �������� f(r, r′) ��� 

 "����
� ��

f(r, r′) =
1

2π

∫ ∞

0

(
G�

(
z, z′, E − (h̄k)2

2M

)
+

M

h̄2

e−|z−z′|k

k

)
kJ0(ρk) dk, #6$88%
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@������ #6$80% �� ��
�$ ���� C����� �
��� ��

(C(E))jj =
1

2π

∫ ∞

0

(
kG�

(
z, z, E − (h̄k)2

2M

)
+

M

h̄2

)
dk. #6$8.%
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∫ ∞

0

kJ0(kρ)G�

(
z, z′, E − (h̄k)2

2M

)
dk #6$89%
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 ��
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������� ��

�5� �������� G�

(
z, z′, E − (h̄k)2

2M

)
#��� ��
 3��
�����

U(z)% ��� ���	
 k$ ��
 
���� ��
� �� ���� ��
 �
�� 3��� �� ��
 ��

�5� ��������
G� ��� 
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���� = − M

k����h̄
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k���� =

√
2M

h̄2

(
U(

z + z′

2
) − E

)
+ k2. #6$.0%
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��� = −M
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1√
κ(z<, E)κ(z>, E)

e
− R z>

z<
κ(x,E)dx

, #6$.)%
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κ(x, E) =

√
2M

h̄2

(
U(x) − E

)
+ k2. #6$.+%
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2
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 ��������
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(
z, z′, E − (h̄k)2

2M
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+ Re

( M√
k2

c + k2h̄2
e−

√
k2

c+k2|z−z′|
)
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kc
def
=

√
2M

h̄2

(
U(

z + z′

2
) − E

)
#6$.1%

�� ����
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√
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c + k2. #6$.6%
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h(z, z′, ρ)
def
=

1

2π

∫ ∞

0

(
G�

(
z, z′, E − (h̄k)2

2M

)
+

Re
( M√

k2
c + k2h̄2

e−
√

k2
c+k2|z−z′|

))
kJ0(kρ)dk.

#6$.8%
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G(z, z′, ρ) = h(z, z′, ρ) − M

2πh̄2 Re
(e−kc|r−r′|

|r− r′|
)
. #6$..%
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1

2π

∫ ∞

0

M√
k2

c + k2h̄2
− M

kh̄2kdk =
M

2πh̄2

[
−k+

√
k2

c + k2
]∞

0
= −Mkc

2πh̄2 . #6$.9%
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(C(z, E))jj = h(z, z, 0) + Re
(Mkc

2πh̄2

)
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− M

2πh̄2Ylm

(
∂

∂r′

)
Re
(e−kc|r−r′|

|r − r′|
)
. #6$90%
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3�&
�� C���D ��
 ���

<���
������� �����3��
 ��

�5� �������� Glm(r, r′, E)

�� �
�
����
�$ B� �� ��������
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Ĥ =
∑
k,σ

εknkσ −
∑
k,k′

Jkk′

h̄2

(
ψ†

k′Sψk

) · (ψ†
dSψd

)
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(
ck↑
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(
cd↑
cd↓

)
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i 0
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, σz =
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1 0
0 −1

)
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∑
k,σ

εknkσ−
∑

σ
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1√
N

∑
k,σ

(
Vkdc

†
kσcdσ+V ∗
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†
dσckσ

)
+Und↑nd↓. #8$6%
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Ĥ =
∑
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∑
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∑
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〈A〉 =
Tr(e−β(H−νN0)A)

Tr e−β(H−νN0)
. #8$9%
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dt1
〈〈A(t1) : B(t2)〉〉 =〈[A(t1), B(t2)]η〉δ(t1 − t2)+

+ 〈〈[A(t1), H
′(t1)]− : B(t2)〉〉.
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(ω − εk)Gkσ,dσ(ω) = V ∗
k Gdσ,dσ(ω). #8$)+%
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(ω − εk)Gkσ,k′σ(ω) = δk,k′ + V ∗
k Gdσ,k′σ(ω) #8$)4%

(ω − εk′)Gdσ,k′σ(ω) = Vk′Gdσ,dσ(ω). #8$)1%
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Gkσ,k′σ =
δk,k′

ω − εk
+

V ∗
k

ω − εk
Gdσ,dσ(ω)

Vk′

ω − εk′
#8$)6%
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G0
kσ,k′σ(ω) =

δk,k′

ω − εk
#8$)8%
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Ĥ0 =
∑
k,σ

εknkσ −
∑

σ

εdndσ. #8$).%
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Tkσ,k′σ(ω) = V ∗
k Gdσ,dσ(ω)Vk′. #8$)9%
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∑
k

VkGkσdσ(ω), #8$)/%
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[cdσ, H
′]− = (εd − µ)cdσ +

∑
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Vkckσ + Ucdσc
†
d−σcd−σ. #8$+0%
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Γdd(ω)
def
= 〈〈cdσnd−σ : c†dσ〉〉. #8$+)%
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σ��� = −2M

h̄2k
(2π)3 Im

(
Tkσ,kσ(ω)

)
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σ��� = −2M

h̄2k
(2π)3|Vk|2 Im

(
Gdσ,dσ(ω)

)
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Sdσdσ(ω) = −1

π
Im
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T(E) =

(
M

h̄2

1√
πσ���

− [∂|r−rA||r− rA|G�(r, rA, E)
]
r=rA

)−1
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S2 = h̄23

4

(
c†1↓c1↓ + c†1↑c1↑ + c†d↓cd↓ + c†d↑cd↑

)
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1

2

(
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)
. #8$+/%

� ���3�
 ����������� ���"� ����
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a±↑|0〉 = A±c†d↑|0〉 + B±c†1↑|0〉 #8$4)%

"���
A2

± + B2
± = 1. #8$4+%
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E± =
εF + εd ±

√
(εF − εd)2 + 4V 2

2
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A+ =
εd − εF +

√
4V 2 + (εF − εd)2√

4V 2 +
(
εd − εF +

√
4V 2 + (εF − εd)2

)2 #8$46%

B+ =
2V√

4V 2 +
(
εd − εF +

√
4V 2 + (εF − εd)2

)2 #8$48%
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A− = − εF − εd +
√

4V 2 + (εF − εd)2√
4V 2 +

(
εF − εd +

√
4V 2 + (εF − εd)2

)2 #8$4.%

B− =
2V√

4V 2 +
(
εF − εd +

√
4V 2 + (εF − εd)2

)2 . #8$49%
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†
1↑, c†1↓c

†
d↓, c†1↓c

†
d↑, c†1↑c

†
d↓, c†1↑c

†
d↑, c†d↓c

†
d↑. #8$1)%

��
 
�	
�����
� �� ��
 ����� �3�� �3
����� ��
 �� �����"�&
����
 S2 Sz

c†1↓c
†
1↑ 0 0

c†d↓c
†
d↑ 0 0

c†1↓c†d↑−c†1↑c†d↓√
2

0 0
c†1↑c

†
d↑ ) )

c†1↓c†d↑+c†1↑c†d↓√
2

) 0
c†1↓c

†
d↓ ) ')



)� ������
 �� ��� :���� �

���

���� ��
�
 ����
� ��� ��
�� ����
�3�����	 
�	
�����
�D �� �� ��" 
��� ��
��������� ��
 ��
 �3
������ S2 ��� Sz&

S2 = h̄2
∑

σ

(
2c†1σc†dσc1σcdσ + c†1σc†d−σc1σcd−σ + c†1σc†d−σc1−σcdσ

)
#8$1+%

���

Sz = h̄
(
c†1↑c

†
d↑c1↑cd↑ − c†1↓c

†
d↓c1↓cd↓

)
. #8$14%

�	���D � ���3�
 ����������� ���"� ����

[H, S2] = 0 ��� [H, Sz] = 0. #8$11%

���� ��
 
@������� #8$11% �� �� ���
����
�� �

� ���� ��
 �����"��	 �
�������
��������
� ����
� ��
 ��������� �� ��
 (���O���	
� 
@������&

b†|0〉 def
= c†1↑c

†
d↑|0〉 = a

†
+↑a

†
−↑|0〉 #8$16%

c†|0〉 def
=

c†1↓c
†
d↑ + c†1↑c

†
d↓√

2
|0〉 =

a
†
+↑a

†
−↓ + a

†
+↓a

†
−↑√

2
|0〉 #8$18%

d†|0〉 def
= c†1↓c

†
d↓|0〉 = a

†
+↓a

†
−↓|0〉. #8$1.%

��� ���

 ����
� ���
 ��
 ���
 �
	
�
���
 
�
�	� 
�	
�����
 εF + εd = E+ +
E−$ ��
 ���3�
� ����
� ��
 ���� �
�
�� 3������� �� ���	�
 3������
 ����
�$
��
�
 ��
 ���

 3����
�
 ���	�
� ����
� 
���� �3 ���� ��
 ����
�D c†1↑c

†
1↓|0〉D

(c†1↑c
†
d↓ − c†1↓c

†
d↑)|0〉/

√
2D ��� c†d↑c

†
d↓|0〉D "��� 
�
�	�
� E1,2,3 ����
�3�����	 ��

��
 ��������� �� ��
 
@������&

⎛
⎝E − 2εF −√

2V 0

−√
2V E − εd − εF −√

2V

0 −√
2V E − 2εd − U

⎞
⎠
⎛
⎜⎝

c†1↑c
†
1↓

c†1↑c†d↓−c†1↓c†d↑√
2

c†d↑c
†
d↓

⎞
⎟⎠ = 0. #8$19%

���� 3×3<�����, ��� ����� 

 ���	������
� ������������D 
�� ��
 
,��� 
,3�
�'
����� ��
 @���
 �
�	���$ ����	 ��
 �

�
��������&

X = U + 3(εd − εF ) #8$1/%
Y = XU + 3(4V 2 + (εd − εF )2) #8$60%

Z =
3

√
U
(
X(U + X) − 18V 2

)
+

√
U2
(
X(U + X) − 18V 2

)2 − 4Y 3, #8$6)%
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 	��
� 
�&

E1 =
1

3
(U + 3εd + 3εF ) +

Z

3 3
√

2
+

3
√

2Y

3Z
#8$6+%

E2 =
1

3
(U + 3εd + 3εF ) − 1 − i

√
3

6 3
√

2
Z − 1 + i

√
3

3 3
√

4Z
Y #8$64%

E3 =
1

3
(U + 3εd + 3εF ) − 1 + i

√
3

6 3
√

2
Z − 1 − i

√
3

3 3
√

4Z
Y. #8$61%

B� ��
 ���
�
����	 ���
 "�
�
 ��
 2�����
 �
3������ 	
�� �
�� �����	D U →
∞D ��
�
 
�
�	�
� ��


E1 → ∞ #8$66%

E2 =
εd + 3εF −√(εd − εF )2 + 8V 2

2
#8$68%

E3 =
εd + 3εF +

√
(εd − εF )2 + 8V 2

2
. #8$6.%

��
 ��������
� ����
� ��
 	��
� 
� ��
 �����"��	 ���
�� ���
��������&

e
†
1,2,3|0〉 = F1,2,3c

†
1↑c

†
1↓|0〉 + G1,2,3

c†1↑c
†
d↓ − c†1↓c

†
d↑√

2
|0〉 + H1,2,3c

†
d↑c

†
d↓|0〉. #8$69%

(���
 ��
 C��� �"� ���
� �� 
@������ #8$19% ���� 

 ���
�� ���
3
��
�� �� V �= 0
#�� V = 0 ���� =���������� ��� 

 
����� ����
� �

 M+9N%D ��
 ��
J��
��� ��

	��
� 
�&

F =

√
2V

E − 2εF
/L #8$6/%

G = 1/L #8$80%

H =

(
E − εd − εF√

2V
−

√
2V

E − εF

)
/L. #8$8)%

��
 �����
� 1, 2, 3 ��� F D GD H D E ��� L ���
 


� ���33
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��


@�������$ ��
 ������������� �������� L �� 	��
� 
�

L2 =

( √
2V

E − 2εF

)2

+ 1 +

(
E − εd − εF√

2V
−

√
2V

E − εF

)2

. #8$8+%

��
 ��������
����
� 
���� ��� ���

 3������
 ����
� �� ���� 3��
�
� ��
	��
� 
� ��
 �����"��	 ���� �3
������&

c†1↑c
†
1↓c

†
d↑, c†d↑c

†
d↓c

†
1↑, c†1↑c

†
1↓c

†
d↓, c†d↑c

†
d↓c

†
1↓. #8$84%



)� ������
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���

��
�
 ���� ����
� ��
 �
������� 
�	
�����
� �� S2 ��� Sz "��� ��
 
�	
�����
�&
����
 S2 Sz

c†1↑c
†
1↓c

†
d↑ 1/2 +1/2

c†d↑c
†
d↓c

†
1↑ 1/2 +1/2

c†1↑c
†
1↓c

†
d↓ 1/2 −1/2

c†d↑c
†
d↓c

†
1↓ 1/2 −1/2

��
�
���
D ��
 �3
������ S2 ��� Sz ��
 	��
� 
�&

S2 = h̄23

4

(
c†1↑c

†
1↓c

†
d↑ + c†d↑c

†
d↓c

†
1↑ + c†1↑c

†
1↓c

†
d↓ + c†d↑c

†
d↓c

†
1↓
)

#8$81%

���
Sz = h̄

1

2

(
c†1↑c

†
1↓c

†
d↑ + c†d↑c

†
d↓c

†
1↑ − c†1↑c

†
1↓c

†
d↓ − c†d↑c

†
d↓c

†
1↓
)
. #8$86%

�	���D ���3�
 ����������� ���"� ����

[H, S2] = 0 ��� [H, Sz] = 0. #8$88%

� 
���� �� ��
 �3��<�3 �3��
 �� 	��
� 
� ��
 �����"��	 ���
�� ���
�������&

f
†
±↑|0〉 def

= I±c†1↑c
†
1↓c

†
d↑|0〉 + J±c†d↑c

†
d↓c

†
1↑|0〉. #8$8.%

���� ��
 =���������� ��� 

 �
���� ���� ��
 �����"��	 �����, 
@������&(
εd + 2εF −V
−V 2εd + εF + U

)(
I±
J±

)
= E ·

(
I±
J±

)
. #8$89%

��
 ���

 3������
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 ��
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�	
�
�
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�&

E± =
3εF + 3εd + U ±√(εd − εF + U)2 + 4V 2

2
. #8$8/%

�������D ��
 ���� 3����
�
 ����<3������
 ����
 �� 	��
� 
�&

g† def
= c†1↑c

†
1↓c

†
d↑c

†
d↓. #8$.0%
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�
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� ����
 �� 
����� ��������
�&

2εd + 2εF + U #8$.)%
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�
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0 )
) 1
+ 8
4 1
1 )

���
� ��
 ���3�
�
 �������� �� ��
 =����������D ��
 3����
�
 �
������
� ��
��
 ����� ����� �
����� �� ���� ����
� ��� 

 �����
�$ (� ���D ��
 =������'
���� #8$+8% ��� 


� ���3�
�
�� ���	������
�$ B� �� ��3������ �� ���
 ����
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�����
� ��� ��
 
�	
�
�
�	�
� �� ��
 �3
����� �
����� #8$.4% 

���	 ��
��
 =����������&

Ĥ = Ĥ − µN̂ =
∑

σ

(εF − µ)n1σ−
∑

σ

(εd − µ)ndσ+

V
∑

σ

(
c†1σcdσ + c†dσc1σ

)
+ Und↑nd↓.

#8$.+%
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3���
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� εF − µ ��� εd 
�
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�	
�
�
�	� E �� �� N<3������
 ����
 ��
�����
� �� E −µN $ ���� �������������� ���
 �� 	
�
��� ��� ��� ���� ���
 ���
���� �3
���� ���
�D �� �� ��� 
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�
�	�
� �� Ĥ ��� ���

�
���$ ���� �������������� ��� 


� 
�3���
� �� ��
 3�����
� 8$+ ��� 8$4D
"�
�
 ��
 
�
�	� ����
 �� ��
 ���	���� =���������� Ĥ �� ��
�$
��
 �3
����� �
����� SAB(E) �� �"� �3
������ A ��� B �� 	��
� 
�&

SAB(E) =
h̄

Ξ

∑
n,m

〈En|B|Em〉〈Em|A|En〉·

· e−βEn(eβE + 1)δ
(
E − (En − Em)

)
,

#8$.4%
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� ��� 
�	
�����
� �� ��
 ����
�$ ��
 	���� ���������
3�������� �������� Ξ �� 	��
� 
�&

Ξ = Tr
(
e−βĤ). #8$.1%

��
 �3
����� �
����� Sdσdσ(E) �� Gdσdσ(E)
def
= 〈〈cdσ : c†dσ〉〉 ��� 

 ���3��C
�

��&

Sdσdσ(E) =
h̄

Ξ

∑
n,m

|〈Em|cdσ|En〉|2·

· (e−βEm + e−βEn
)
δ
(
E − (En − Em)

)
.

#8$.6%
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&

〈0|cd↓a
†
±↓|0〉 = A± #8$.8%

〈0|a±↑cd↓c†|0〉 = −B±√
2

#8$..%

〈0|a±↓cd↓d†|0〉 = −B± #8$.9%

〈0|a±↑cd↓e
†
1,2,3|0〉 = −B±G1,2,3√

2
− A±H1,2,3 #8$./%

〈0|bcd↓f
†
±↑|0〉 = J± #8$90%

〈0|ccd↓f
†
±↓|0〉 =

J±√
2

#8$9)%

〈0|e1,2,3cd↓f
†
±↓|0〉 = F1,2,3I± − J±G1,2,3√

2
#8$9+%

〈0|f±↑cd↓g†|0〉 = −I±. #8$94%

=
�
 ���� ��
 �
������
� �� T = 0 ��
 ������
�
�$ ��� ���� ���
 ��
 T → 0


������� �� ��
 �����"��	 
,3�
����� ���� 

 �����
�&

C

Ξ
e−βEn =

C∑
i e

−β(Ei−En)
. #8$91%

?
� E��� = min
i

(Ei)$ =
�
 �� �� �����
� ���� ��
 	����� ����
 "��� 
�
�	�

E��� �� ���<�
	
�
���
$ F��
�"��
D ��
 ��� ��
� ��� 	����� ����
� ���� 
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,3�
�'
���� #8$91% �� ���<��������	 �� ��
 β → ∞ ����� �� ��� ���� �� En = E���$
����

lim
β→∞

C

Ξ
e−βEn =

{
0 �� En �= E���

C �� En = E���$
#8$96%

�������D ��
 �3
����� �
����� �� T = 0 �� 	��
� 
�&

Sdσdσ(E) = h̄

(∑
m

|〈Em|cdσ|E���〉|2δ
(
E − (E��� − Em)

)
+

∑
n

|〈E���|cdσ|En〉|2δ
(
E − (En − E���)

))
.

#8$98%
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3
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 µ(T = 0) = εF $ (���
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�
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�3�
�
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+↑D f
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〈B(t′)A(t)〉 =
1

h̄

∫ ∞

−∞

SAB(E)

eβE + 1
exp
(− i

h̄
E(t − t′)

)
dE. #8$9.%

#���� 
,3�
����� �� ���� ����� ��� ������������	 �3
������ A ��� B$% ����
���� �
���������3 ��� ��
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�

�

W(φ−, φ+) =
2FβAB

π
Ai
(−2βE

)
. #9$8%
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Ai(x) Bi′(x) − Ai′(x) Bi(x) =
1

π
. #9$.%
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G(z, z′, E) =
2M

h̄2

φ−(z<, E)φ+(z>, E)

W(φ−, φ+)
= −4πFβ2 Ai

(−2β(Fz< + E)
) ·

Ai
(−2β(Fz> + E)

) · Bi
(−2βE

)− Bi
(−2β(Fz> + E)

) · Ai
(−2βE

)
Ai
(−2βE

) .#9$9%
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ψ(r) =
1

(2π)3/2

∞∑
l=0

il(2l + 1)ψl(r)Pl(cos(θ)), #9$/%

"�
�
 ��
 ψl(r) ��
 	��
� 
�&

ψl(r) = eiδl
(
jl(kr) cos(δl) − nl(kr) sin(δl)

)
#9$)0%
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 �����"��	 ��:
�
����� 
@������&

(
E +

h̄2

2M
∆ − uδ(r)∂rr

)
ψ0(r)d

3r = 0. #9$))%

Q�
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���	 �� ���
� ���� �������D ��
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ψ0(r) =
sin(kr + δ0)

r
. #9$)+%
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lim
ε→0

∫
Bε

(
E +

h̄2

2M
∆ − uδ(r)∂rr

)
ψ0(r)d

3r = 0. #9$)4%
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∫
Bε

h̄2

2M
∆
(sin(kr + δ0)

kr

)
d3r =

h̄2

2M

∫
Bε

div
(
grad

sin(kr + δ0)

kr

)
d3r =

h̄2

2M

∫
∂Bε

kr cos(kr + δ0) − sin(kr + δ0)

kr2
df =

h̄2

2Mk

∫ 2π

0

∫ π

0

(
kε cos(kε + δ0) − sin(kε + δ0)

)
sin θdθdφ =

2πh̄2

Mk

(
kε cos(kε + δ0) − sin(kε + δ0)

)
.
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lim
ε→0

∫
Bε

E
sin(kr + δ0)

r
d3r = lim

ε→0
4πE

∫ ε

0

sin(kr + δ0)

r
r2dr =

lim
ε→0

4πE
(sin(kε + δ0)

k2
− ε cos(kε + δ0)

k
− sin(δ0)

k2

)
= 0.
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@������ #9$)4% ��&

lim
ε→0

∫
Bε

uδ(r)∂r sin(kr + δ0)d
3r = uk cos(δ0). #9$)8%
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−2πh̄2

Mk
sin(δ0) = uk cos(δ0). #9$).%

��
 ����� ����� �
����� ��� 

 
,3�
��
� �� �
��� �� ��
 3���
 ������ #�


��� �������
 M66ND 3�	
 104%$ (���
 ��
 ����� ����� �
����� ��� ���
��� 


�
�
�
����
� �� 
@������ #+$)08%D "
 ��� ����
 ����&

4π

k2 +
(

2πh̄2

Mu

)2 = σ��� =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl ≥

≥ 4π

k2
sin2 δ0 =

4π

k2 +
(

2πh̄2

Mu

)2 .
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(
E +

h̄2

2M
∇2 − U(r)

)
G(r, r′, E) = δ(r − r′) #9$)/%

V (r) = U(r) + W (r) #9$+0%

(
E +

h̄2

2M
∇2 − V (r)

)
G�(r, r′, E) = δ(r− r′) #9$+)%

F� ��
 ��
 ����D W (r) ��� 

 �
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����� �� U(r) �� ���� ��
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�5� �������� G(r, r′, E) ��� ��
 3��
����� V (r) = U(r) + W (r) �� 	��
�
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G�(r, r′, E) = G(r, r′, E) +

∫
R3

G(r, r′′, E)W (r′′)G�(r′′, r′, E) d3r′′. #9$++%
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G(r, r′, E) = G�(r, r′, E) +

∫
R3

G�(r, r′′, E)(−W (r′′))G(r′′, r′, E) d3r′′.
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R3

G�(r, r′′, E)W (r′′)G(r′′, r′, E) d3r′′ =∫
R3

G(r, r′′, E)W (r′′)G�(r′′, r′, E) d3r′′. #9$+1%
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