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1. EINLEITUNG

In dieser Arbeit untersuchen wir die Anwendbarkeit einer neuen, nichtperturbativen Methode
zur Berechnung thermaler Effekte in Quantenfeldtheorien. Diese Methode ist unter dem Namen
“Thermale Renormierungsgruppe” (TRG) bekannt und wurde 1996 von Attanasio und Pietroni
eingetihrt [76]. Bevor wir auf die Zielsetzung dieser Arbeit eingehen, wollen waugdin, in
welchen Zusammeramgen thermale Feldtheorie interessant ist und warum gerade hier nichtper-
turbative Methoden sehr wichtig sind.

Das Standardmodell (SM) der Teilchenphysik hat sich bei der Beschreibung der Physik auf
kleinsten Skalen in den letzten Jahrenaiférst erfolgreich erwiesen [7]. Es wurden, mit Aus-
nahme des Higgs—Bosons, alle fiie Konsistenz des SM notwendigen Teilchen gefunden. Am
Tevatron wurde im Jahre 1995 als letztes Quark das vom SM vorhergesagte Top—Quark und
in diesem Jahr das letzte noch fehlende Lepton, das Tau—Neutrino, nachgewiesen. Lediglich
das vom SM vorhergesagte Higgs—Boson konnte bisher experimentell noch nicht entdeckt wer-
den, es wird jedoch erwartet, dass eateptens am LHC erzeugt wird, dessen Inbetriebnahme
fur das Jahr 2005 vorgesehen ist. In einer Reihe vezisionstests, die vorwiegend am LEP
durchgetihrt wurden, konnte die @tigkeit des SM mitaulRerster Genauigkeit bastt wer-
den. Diese Tests betreffen hawgatklich den elektroschwachen Anteil des SM bzw. den Bereich
der Quantenchromodynamik (QCD) bei hohen Energien. Aufgrund kleiner Kopplungen kann
man in diesen Bereichen Observablerstigstheoretisch mit hoher Genauigkeit berechnen und
mit den experimentellen Werten vergleichen. Mit dem experimentellen Nachweis von Neutrino—
Oszillationen zeigte sich zum ersten Mal die Notwendigkeit, dass SM zu modifizieren. Im SM
werden die Neutrinos als masselos postuliert. Die Neutrino—Oszillatiooenek” jedoch nur
erklart werden, wenn man annimmt, dass Neutrinos eine Dirac— und/oder Majorana—Masse be-
sitzen.

Neben diesen experimentellen und theoretischen Erfolgen gibt es jedoch noch eine Reihe von
Fragestellungen innerhalb des SM, die durch perturbative Methoden ostarlund damitur’
Prazisionstests gar nicht oder nur sehr eingesmakirzuginglich sind. Dazu gedrt die QCD bei
niedrigen Energien. Aufgrund der asymptotischen Freiheit ist QCD bei hohen Energien pertur-
bativ sehr gut mit Hilfe von Quarks und Gluonen zu beschreiben. Durch das Confinement kommt
es bei Energien- 600 MeV zu einer Umlagerung der Freiheitsgrade von Quarks und Gluonen
hin zu Mesonen und Baryonen. Dieser Prozess ist perturbativ nicht behandelbar, undrauch f*
nichtperturbative Methoden ergeben sich grof3e Schwierigkeiten. Als Konsequenz wird die QCD
bei niedrigen Energien momentan durch effektive Modelle beschrieben, die man jedoch nicht
vollstandig aus der fundamentalen Theorie der Quarks und Gluonen ableiten kann.

Fir den Kontext dieser Arbeit sind diejenigen Probleme interessant, die sitingstheo-
retisch bei Bancksichtigung einer endlichen Temperatur ergeben. In den letzten Jahren ist das
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Interesse an Feldtheorie bei endlicher Temperatur unter anderem aufgrund der grof3en Bedeutung
fur die Astro—Teilchenphysik stark angestiegen. Die Entwicklung des Universums ist ohne die
Einbeziehung der Temperatur nicht zu verstehen. Seit der fundamentalen Arbeit von Kirzhnits
und Linde [9] weild man, dass bEi=0 spontan gebrochene Symmetrien bei hohen Temperaturen
restauriert werdenddinen. Es wird angenommen, dass es im Laufe der thermischen Entwicklung
des Universums durch Phaséeiginge zu einer Reihe von Symmetriebrechungen gekommen
ist, bis schlief3lich die Symmetriegruppe des 8MiJ geblieben ist. Die genaue Anzahl und die
Ordnungen dieser Phasdyerginge sind nicht bekannt undigen von der GUT-Theorie aluiF"
die Entwicklung des Universums sind die Phagmr@nge von entscheidender Bedeutung. Im
Rahmen des SM sind die elektroschwache und die chirale Symmetrie lhgjegehliohen Tem-
peraturen unmittelbar nach dem Urknall ungebrochen. Durch diau#lbkg des Universums
wird ca.107'° Sekunden nach dem Urknall die elektroschwache Symmetrie bei einer Tempe-
ratur von ca.10"® K (~ 100 GeV) spontan gebrochen, der chirale Phalsergang der QCD
ereignet sich nach ca0—2 Sekunden bei einer Temperatur von t&? K (~ 100 MeV).
Der elektroschwache Phasdigrgang im SM war bis vor ca. 2 bis 3 Jahren ein intensives For-
schungsgebiet, da er dieddlichkeit zu bieten schien, die Baryonasymmetrie des Universums zu
erzeugen. $irungstheoretische Rechnungen zeigen, dass diesindiggs—Masserg 80 GeV
maoglich ist, da iir grél3ere Higgs—Massen der Phasleergang nicht stark genug ist, um die
Baryonasymmetrie zu generieren. Nichtperturbative Untersuchungen haben inzwischen jedoch
gezeigt, dass Baryogenese im Siderhaupt nicht mglich ist. In supersymmetrischen Erwei-
terungen des SM ist die Erzeugung der Baryonasymmetrie am elektroschwacheruBéasen”™
gang noch nicht ausgeschlossen, mit zunehmender Untergnende= fHiggs—Masse, die mo-
mentan bei ca. 105 GeV liegt, werden jedoch auch diese Szenarien immer unwahrscheinlicher.
Durch Hinzunahme von Neutrino—Massen ergeben sich jedoch ganz neue und vielversprechende
Moglichkeiten, die Baryonasymmetrie des Universums aul3erhalb des elektroschwachen Pha-
senibergangs zu erzeugen [10].
Die Energien in der Gif3enordnung des chiralen Phasieergangs liegen in der Reichweite heu-
tiger Schwerionen—Beschleuniger. Experimente am SPS scheinen bereits kurzzeitig eine neue
Materieform, das Quark—Gluon—Plasma, erzeugt zu haben [8]. Aufgrund theoretisicbier
legungen erwartet man, dass nach der Wiederherstellung der chiralen Symmetrie die Materie
im thermischen Gleichgewicht in Form eines Quark—Gluon—Plasmas vorliegt. Genauere Daten
werden die in diesem Jahr beginnenden Experimente am RHIC bzw. in Zukunft die geplanten
Experimente am LHC liefern.

Um die Rille von experimentellen Daten zuvaskig mit der Theorie vergleichen zarkien,
ist es notwendig, theoretische Methoden einzusetzen, die es erlauben, die experimentellen Daten
mit entsprechender Genauigkeit zu reproduzieren bzw. vorherzusagen.obiedg3theorie bei
T # 0 ist fur diese Aufgabe nur bedingt geeignet und mit schwerwiegenden Problemen behaf-
tet. Kopplungen, die bél’ = 0 klein sind und eine perturbative Entwicklung erlaubeonhkén
bei hohen Temperaturen im nichtperturbativen Bereich liegen. So ist der ‘magnetische Sektor’
der elektroschwachen Theorie bei hohen Temperaturen nicht mehr schwach gekoppelt. Das Ul-
traviolettverhalten von Feynman—-Diagrammen wird durch die Temperatur nicrdent, aber
ihr Infrarotverhalten ist bel” # 0 viel problematischer als b& = 0. Ein sehr bekanntes Bei-
spiel ftir das Versagen thermaleroBtngstheorie ist die Beobachtung von Linde, dass die freie
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Energie einer nichtabelschen Eichtheorie jenseits von drei—loop perturbativ nicht berechenbar
ist [40]. Die Probleme thermaler &tingstheorie sind zum Teil darauf meKzutihren, dass der
effektive Entwicklungsparameter b&i # 0 nicht mehr die vierdimensionale Kopplurgist,
sondern\T'/M, wobei M die relevante Massenskala der Theorie ist. Diese Eigenscait h”
eng mit dem Pafiomen der dimensionalen Reduktion zusammen, d@Hi/ ist in niedrigster
Ordnung der Entwicklungsparameter der dreidimensionalen Thearekl&he Massen bzw.
grolRe Korrelationgliigen sind perturbative Berechnungen aufgrund der Divergenz des Entwick-
lungsparameters nicht mehrogich. Genau dieses Bhomen tritt an einem Phasé€rgang
zweiter Ordnung bzw. einem schwachen Phabengang erster Ordnung auf, wo die Korrelati-
onsEnge divergiert bzw. sehr grol3 wird. Die Probleme der8igstheorie zeigen sich z.B. bei
der Bestimmung der Ordnung des elektroschwachen Pbbsegengs. \hrend selbst super—
daisy—resummierte ein—loop-eBtingstheorie nur einen Phaséergang erster Ordnung vorher-
sagt [26] und Sifungstheoriedi Higgs—Masser 70 GeV zusammenbricht, zeigen Gitterrech-
nungen [11], dass der Phaséergang erster Ordnung bei einer kritischen Higgs—Masse

GeV in einem kritischen Punkt endet una €ine gol3ere Higgs—Masse durch einen analytischen
Crossover fortgesetzt wird.

Eine wichtige Gol3e an Phaseivérgingen zweiter Ordnung ist dieaipfungsrate, die mit
dem Imagiriiteil der Selbstenergie venlpft ist. Sie gibt an, wie schnell Abweichungen vom
Gleichgewicht bei Anaherung an den Phasdyergang zerfallen. Aufgrund der Theorie kriti-
scher Panhomene [6,13] erwartet man, dass danipfungsrate langreichweitiger Fluktuationen
am Phasambergang verschwindet. Dies ist besonders aus astro—teilchenphysikalischer Perspek-
tive von Bedeutung, da damit die Bildung topologischer Defekte an einem Rissgang zwei-
ter Ordnung mglichist [12]. S6rungstheoretische Berechnungen danipfungsrate [20,24,25]
liefern falschlicherweise ein divergentes Resultat. Damiirikén sich selbst bei beliebig schnel-
lem Durchlaufen des Phasdrergangs keine topologischen Defekte ausbilden.

Die obigen Ausfihren machen deutlich, dass fdie Untersuchung vieler thermaler Frage-
stellungen nichtperturbative Methoden erforderlich sind. Eine solche Methode besteht in der
Durchtftihnrung von Gittersimulationen. Realistische Untersuchungen erfordern jedoch sehr gro3e
Gitter und sind damit sehr rechenzeitintensiv. Weiter treten Schwierigkeiten auf, wenn die Theo-
rie chirale Fermionen, viele unterschiedliche relevante Massenskalen oder chemische Potenziale
enthalt. Ein Phasembergang zweiter Ordnung ist auf dem Gitter nur sehr schwer zu untersuchen,
da die Korrelationglihge divergiert und man zur Erfassung der relevanten Freiheitsgrade ein un-
endlich groRes Gitter betigen wirde. Das kritische Verhalten kann in der vollen Theorie nur
unter sehr gro3em Aufwand berechnet werden. In der dimensional reduzierten Theorie ist diese
Untersuchung etwas einfacher, da man die Temperaturskala nicickseatitigen muss und man
“finite—size—scaling’—Argumente verwenden kann. Zur Bestimmung nichtuniversel&e@y "
wie der kritischen Temperatur, muss man jedoch die volle thermale Theouekisefitigen.

Eine sehr erfolgreiche nichtperturbative Untersuchungsmethodeetdtheorien wird durch
Renormierungsgruppengleichungen bereitgestellt. Die TRG, die wir in dieser Arbeit untersu-
chen, beruht auf der wilsonschen Renormierungsgruppe [50], die im Jahre 1971 von Wil-
son in der Festbrperphysik eingeffirt wurde, um speziell das kritische Verhalten an Pha-
senibergingen zweiter Ordnung zu untersuchen. Neben dem wilsonschen Ansatz gibt es mitt-
lerweile noch verschiedene andere Renormierungsgruppezaens.B die “environmentally
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friendly’—Renormierungsgruppe [60] und die “auxiliary mass method” [59]. Die exatiseihg

der Renormierungsgruppengleichungen isureti nicht noglich, aber es zeigt sich, dass man
bereits mit relativ einfachen &herungen und geringem Aufwand an Computer—Rechenzeit nu-
merisch sehr gute Ergebnisse erzielen kann. Dies stelle man dem grof3en Rechenaufwand ge-
geniber, der stiungstheoretisch betrieben werden muss, um z.B. einigermaf3en akkurate Er-
gebnisse di kritische Exponenten zu erhalten. Konzeptionell hat die Anwendung der wilson-
schen Renormierungsgruppe auf die Feldtheorie sehr viel zumaverss von Renormierung

im Sinne von relevanten und irrelevanten Operatoren beigetragen [57]. Bis auf die TRG, die
im Minkowskiraum formuliert ist, sind alle Renormierungsgruppengleichungen in euklidischer
Feldtheorie bzw. im Matsubaraformalismus formuliert. Dies hat den Nachteil, dass damit nur sta-
tische Gol3en numerisch zagnglich sind. l&f die Bestimmung dynamischer @3én, wie z.B.
Dampfungsraten, ist eine analytische Fortsetzung zu reeller Zeit notwendig, was bei numerischen
Funktionen nicht maglich ist.

Fur die numerische Berechnung nichtstatisches(&ri mit Hilfe einer Renormierungsgrup-
pengleichung ist es also unuargjlich, im Minkowskiraum zu arbeiten. Im Sinne von Linear
Response are es damit auch oglich, geringe Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht
zu untersuchen. Diesokinte z.B. iir die richtige Interpretation der Daten aus den Schwerionen—
Beschleunigern von Nutzen sein. Bisher ist noch nicht klar, ob das erzeugte Quark—Gluon—
Plasma ein thermisches Gleichgewicht erreicht oder ob mami€ Auswertung der Daten
zusitzliche Nichtgleichgewichtseffekte heksichtigen muss. Eindbertragung der Methoden
zur Herleitung von Renormierungsgruppengleichungen in euklidischer Feldtheorie auf den Min-
kowskiraum ist nicht raglich, da das Impulsquadrat im Minkowskiraum nicht positiv definit
ist.

Im Jahr 1996 wurde von Attanasio und Pietroni eine skalare Renormierungsgruppenglei-
chung im Realzeitformalismus vorgestellt [76], die seitdem unter dem Namen “Thermale
Renormierungs—Gruppe” (TRG) bekannt ist. Im Vergleich zu den Renormierungsgruppen im
Matsubaraformalismus, wo nicht zwischen Quanten— und thermalen Fluktuationen unterschie-
den werden kann, bewirkt die Formulierung der TRG im Realzeitformalismus, dass nur die ther-
malen Fluktuationen erfasst werdeonkien. Diese sind im Gegensatz zu den Quantenfluktuatio-
nen on—shell unddinen damit auf sinnvolle Weise mit einem Cutoff versehen werden. In [76]
wurde mit Hilfe der TRG das kritische Verhalten des skalapéh)—Modells untersucht. In einer
zweiten Arbeit [77] wurde die Formulierung der TRG auf Eichtheorien ausgedehnt.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese neue nichtperturbative Methode zu testen und
zu erweitern. Im ersten Teil der Arbeit untersuchen wirazhst die Anwendbarkeit der TRG
zur Bestimmung universeller und nichtuniverselleoeih an einem Phasdrergang zweiter
Ordnung. Die zuvedssige Bestimmung nichtuniverselleraBen ist ein wichtiges Anliegen, da
aufgrund von Infrarotdivergenzen diedBiihgstheorie daf nicht geeignet ist. In diesem Teil
der Arbeit kann die ZuvealSsigkeit der TRG durch Vergleich mit anderen Untersuchungen ge-
testet werden. Diese Vorgehensweise erlaubt es, di&e3t'und Schachen der neuen Methode
kennenzulernen und wichtigeuBKschlisseuber die Gite der von uns gemachterahNgrungen
zu ziehen. Wir untersuchen zaetist den Phasahérgang zweiter Ordnung im skalar@gN)—
symmetrischen Modell. i eine realistische Anwendung der TRG ist es jedoch notwendig, die
Formulierung der TRG auf Systeme mit Fermionen auszudehnen. Dies tun wir anhand der Unter-
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suchung des chiralen Phasdergangs im linearen Sigma—Modell gekoppelt an zwei Quarks. Im
zweiten Teil dieser Arbeit zeigen wir, wie man mit Hilfe der TRG auf konsistente Art nichtsta-
tische GoRRen berechnen kann. Dazu untersuchen wir im skalafgénp-Modell die Plasmon—
Dampfungsrate, die mit dem Imagiriéil der Selbstenergie venlpft ist. In der Moglichkeit,

im Rahmen der TRG auch nichtstatischeein numerisch berechnen zankén, liegt der we-
sentliche Vorteil, den die TRG gegéloér den Renormierungsgruppen im Matsubaraformalismus
bietet. Entsprechendokinen wir in diesem Teil der Arbeit zum Vergleich nicht mehr auf nicht-
perturbative Ergebnisse anderer Methodemekgreifen.

Im folgenden Kapitel geben wir eine Eutfiung in die thermale Feldtheorie. Wir besprechen
austihrlich den Realzeitformalismus, da dieser die Grundlagdi€ gesamten Berechnungen im
Rahmen der TRG bildet. Dabér hinaus gehen wir in allerd(Ze auf den Matsubaraformalismus
und den CTP—Formalismus ein.

In Kapitel 3 beschftigen wir uns mit den verschiedenen Renormierungsgruppengleichun-
gen. Wir stellen die wilsonsche Renormierungsgruppe und die “Exakte Renormierungsgruppe”
(ERG) vor. Wir geben die Herleitung der TR@rféin System aus Skalaren und Fermionen im
Realzeitformalismus an und atltern verschiedene ddlichkeiten zur approximativendsung
einer solchen Flussgleichung. In dieser Arbeit verwenden wir als Approximationsschema die
sog. Ableitungsentwicklung der effektiven Wirkung.

Ab Kapitel 4 geht es schlie3lich um die Anwendbarkeit der TRG. Als eine erste Anwen-
dung der TRG untersuchen wir den Phaggrgang im skalaref(N)—symmetrischen Modell.
Aufgrund der Universaldt kritischer PRhomene findet dieses Modell vielfach sowohl in der
Festlorperphysik als auch in der Teilchenphysik Anwendung./¥ = 1 und N = 4 bestimmen
wir die Widom-Skalenfunktion sowie universelle und nichtuniverselle3gn. Wir untersuchen
den Verlauf der kritischen Temperatur als Funktion vérund diskutieren unsere Ergebnisse
austihrlich anhand des Vergleichs mit anderen Arbeiten.

Im Anschluss hieran wird in Kapitel 5 dargelegt, welche Auswirkungen die Fermionen im
Rahmen der TRG haben. Zu diesem Zweck betrachten wir das chirale Quark—Meson—Modell im
Limes von nur zwei Quark—Flavors und volisidig gebrochener axialer Symmetrie. Dies wird
als effektives Modell dit die Beschreibung des chiralen Phagsrgangs der QCD im Limes
von nur zwei Quark—Flavors verwendet. Unsere Untersuchungen zeigen, dass im Rahmen der
TRG die Fermionen am Phasdiergang mit demblichen Naherungen nicht entkoppeln. Erst
die Beticksichtigung einer thermalen Masse im Fermion—Propagaltot U vollseindiger Ent-
kopplung. Die thermale Masse wird durch die nichtlokale Struktur des HTL—Fermionpropagators
auf chiral invariante Art erzeugt.

In Kapitel 6 folgt die Untersuchung von Imagiriéilen im Rahmen der TRG. Dazu betrach-
ten wir die Plasmon—-8mpfungsrate in0D(1)—-Modell, die perturbativ einen zwei—loop Effekt
darstellt. Unsere Untersuchungen zeigen, wie man auf konsistente Art bn@gimim Rahmen
der TRG berechnen kann.

Eine Zusammenfassung unserer Ergebnisse wird in Kapitel 7 dargelegt.

In Anhang A diskutieren wir die Eigenschaften des skalaren Propagators und der skalaren
Selbstenergie sowohl im Realzeit— als auch im Matsubaraformalismus. Die genaue Kenntnis
dieser Eigenschaften istif'die Herleitung der TRG,ulf"die Berechnung der Kerne und der
Dampfungsrate unesslich.
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Anhang B beinhaltet eine Eiafirung in das universelle Verhalten an einem Phalsergang

zweiter Ordnung.

AbschlieRend editern wir in Anhang C die Eigenschaften der Superspur und geben die
fur die Auswertung der thermalen Spuren bei der Berechnung aepRingsrate notwendigen
Formeln an.



2. EINFUHRUNG IN DIE THERMALE
QUANTENFELDTHEORIE

In diesem Kapitel geben wir eine kurze Hihfung in die Quantenfeldtheorie bei endlicher Tem-
peratur und editern die wichtigsten Konzepte und technischen Grundlagen. Im Anhang A ge-
hen wir mher auf die Eigenschaften der skalaren Zweipunktfunktion im thermalen Gleichge-
wicht ein. Die Erweiterung auf Fermionen ist sehr leiclagich und bringt keine konzeptionell
neuen Erkenntnisse. Die Zweipunktfunktion igt fins von besonderer Bedeutung, da die Re-
normierungsgruppen TRG und ERG auf der Modifikation des Propagators beruhen. Weiterhin
ist die genaue Kenntnis der Eigenschaften des Propagators bzw. der Selbstenergiewridlaig f~
Linear—Response-Theorigyfdie Berechnung von®npfungsraten und Korrelatioasigen, €ir
kollektive Planomene usw.

Im Folgenden werden wir hauptstilich auf die Formulierung der Feldtheorie im thermi-
schen Gleichgewicht eingehen. Damit sind jedoch auch Aussagangéringe Abweichungen
vom Gleichgewicht im Sinne von Linear—Responsegiich (vgl. Anhang A.3). Wir geben die
Formulierung der thermalen Feldtheorie im Imagireitformalismus (Matsubaraformalismus)
und Realzeitformalismus an. Dabei legen wir den Schwerpunkt auf die Ausarbeitung des Real-
zeitformalismus, da dieser die Grundlage €iie Herleitung der Flussgleichung der thermalen
Renormierungsgruppe TRG inacdfisten Kapitel liefert. Zum Abschluss dieses Kapitels stellen
wir noch den CTP—-Formalismus vor. Dieser ist eng mit dem Realzeitformalismusngtkini
Gegensatz zu letzterem jedoch nicht auf Systeme im thermischem Gleichgewichah&schr”

Wir werden in dieser Arbeit das chemische Potenzial versasidén und dieblichen Ein-
heiten mith = ¢ = kg = 1 benutzen. Die Vernaca$sigung des chemischen Potenzials ent-
spricht dem Limes geringer Teilchendichte. Im Falle eines ungeladenen Skalarfeldes ist dies kei-
ne Einschankung, da die Teilchenzahl keine Erhaltung®gist und das chemische Potenzial
verschwindet.

2.1. Allgemeine Formulierung im Pfadintegralfor malismus

In diesem Abschnitt gehen wir auf die allgemeine Formulierung der Feldtheorie bei endlicher
Temperatur im Pfadintegralformalismus ein. Zu diesem Thema gibt es eine Vielzahlicbei®”
undUbersichtsartikeln [1-6].

Die thermale Feldtheorie ist die Beschreibung eines physikalischen Systems, das durch einen
besonderen Dichteoperatobeschrieben wird. Im thermischen Gleichgewicht wird das System
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durch den grof3kanonischen Dichteoperator
b= o~ BH—paNa (2.1)

beschrieben, wobdil der zeitunabhrigige Hamiltonoperatofi = 1/T die inverse Temperatur

und ., die chemischen Potenziale der erhaltenen und miteinender kommutierenden Teilchen-
zahloperatorerV, sind. Wir werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit die chemischen Poten-
ziale vernachd$sigen. Damit reduziert sighauf den kanonischen Dichteoperafoe= e =41
Ausgangspunkiii die statistische Behandlung des Systems ist die kanonische Zustandssumme

Z(8) = Tr(e 81y, (2.2)

Diese Spurdsst sich durch Einsetzen eines valfsligen Systems von Heisenberg—Feldoperatoren
bei der willktirlichen Zeitt, auswerten:

Z(B) =Y (@ to)le (@ to)) = Y (p(#,to) (. to — iB)) . (2.3)

Lp(i:ato) W(f,to)

In der obigen Formel steli(%, ¢,) stellvertretenddi die unterschiedlichen physikalischen Fel-
der, die in der Theorie vorkommen. Wir werden in dieser Arbeit nur Systeme betrachten, die aus
Skalaren und Fermionen bestehen. Durch dieiniiig von Quelltermen ealt'man aus der
Zustandssumme das erzeugende Funktiamadie thermalen Greenfunktionen [1]

Zelj,n, ) = /DsoDva/) exp {i/cd“x (L+je+Tv+yn)| , (2.4)

wobei £ = L(p,,) die Lagrangedichte des Systems ist. Die Korttubezieht sich auf die
Integration in der komplexen Zeitebene. An (2.3) erkennt man, dass die Kontyrbej starten

und beit; = t, — i3 enden muss. Damit die Zustandssumme als Pfadintegral dargestellt werden
kann, muss man somit die Zeit zu komplexen Werten erweitern. Die Feld—Integration in (2.4)
erstreckt sichuber solche Konfigurationen, dierfBosonen periodischen undrfFermionen
antiperiodischen Randbedingungen (als Folge der Grassmann—Algebra) gehorchen:

gp(f,to) = @(f,to—iﬁ),
¢(57t0) = _¢(57t0_26)

Die thermalen Greenfunktionen aelhiman aus (2.4) durch Funktionaldifferenziation nach den
Quellen:

iDo(zy,. .. ,2n) = %Tr (e_ﬂﬁTC(gf)(xl) . .@(x,)))
_ 1 57120[],77,77]]
Z(B)i0j(w1) ... i0j(wn) | ;g0
iSc(T1y o s Tpy Yty ey Yn) = %Tr (e_ﬂﬁ¢($1) . &(xn)"Z(yl) e &(yn)))
1 62nZC[j777777]

Z(B) wn(xy) .. i07(zn) (=)0 (1) - - - (=0)00(yn)

j:’l]:"]:[)
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wobeizx; = (t;, #;) undy; = (t;, ¥;). Die Zeitent, miissen auf dem Pfad liegen. Der Operator

T ist der Zeitordnungsoperator entlang des Pfadewobei auf dem Pfad, der Anfangszeit-

punkt undt, — i3 der Endzeitpunkt ist. Der genaue Verlauf \@nn der komplexen Zeitebene ist

nicht festgelegt, der Imaganteil der Zeit muss jedoch aus Konvergenzgtén entlang der Kon-

tur monoton fallend sein [31, 35]. Die thermalen Greenfunktionen, die man aus dem Funktional
(2.4) bestimmt, hingen von der gealilten Kontur ab. Dies bedeutet jedoch nicht, dass die Phy-
sik von der Wahl der Kontur alaimgt. Aufgrund von Analytizatseigenschaften kann man aus
den Greenfunktionen, die entlang einer Kontur berechnet werden, die Greenfunktionen entlang
einer anderen Kontur bestimmen. Je nach Wahl der Kontailtertein verschiedersquivalente
Formulierungen der thermalen Feldtheorie.

In thermaler Stfungstheorie sind die Propagatoren die einzigen Greenfunktionen, die auf
tree—Niveau aufgrund der Randbedingungen thermale Korrekturen erhalten. Die Kopplungen
sind in niedrigster Ordnung unadhgig von der Temperatur. Durch Aodlling der Zeitordnung
erhélt man fir die Propagatoren

iDo(z,2') = 0c(t,t")D"(z,2') +0c(t',t)D (z,2'), (2.5)
iSc(x,2")ap = Bo(t —1")Sis(x, ") + 0ot — 1)S 5(x,2') (2.6)

mit
z'))s D™ (x,a') = (¢(2")¢(x))s = D7 (2", 7), (2.7)

D*(r ') = (p(z)(e A
Sity(e,a) = al@Dy@ N Saploa!) = (0 ala)s. @8)

Das zusizliche Minuszeichen bei~(z, '),z ist eine Folge der Antivertauschungsrelationen
fur die Fermionen. Mit..) 5 ist die thermale Spur gemeint, d.h.

. 1 BT
(©O)s =757 (e 0) . (2.9)
In (2.5) und (2.6) haben wir die Theta—Funktié(t, ') entlang der Kontu€' eingefihrt. Falls

auf der Kontur der Punkt vor ¢’ liegt, istf(¢,t') eins, im umgekehrten Fall ig%(¢,¢') null.

Dies kann man auch analytisch austkén, indem man die Kontdr durch eine nichtsingalée
Parametrisierung(v) darstellt, wobei der Parameterentlang der Kontur streng monoton stei-
gend sein soll«{ kdnnte z.B. die lahge der Kontur sein). In diesem Fall reduziert gl t')

auf die normale Theta—Funktidkiv — v').

Die FunktionenD* (x,2') und D~ (z, 2') bzw. S 5(x,2") und S_,(z, ') sind nicht von der
Kontur C' abhangig, da es sich lediglich um thermale Erwartungswerte der Feldoperatoren han-
delt, die zu komplexen Zeiten erweitert wurden. Die gesamte KontarapgKeit der Greenfunk-
tionen entsteht allein durch die Zeitordnung entlang der Kontur. Als Folge der zyklischen Eigen-
schaft der Spur edit' man die Kubo—Martin—Schwinger—Relationen (KMS—Relationen) [34, 35]

DY, %t, %) = D (t+18,%t,7), (2.10)
ST, Tt 0 )ap = —Sept +ifB, 1, 7). (2.11)
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Aufgrund der Translationsinvarianah@en die thermischen Erwartungswerte nur von der Diffe-
renzx — z' ab. Damit folgt

D (r—2a") = / (g:; e k=) DF (), (2.12)
D (z—2a") = / (‘21:;4 e *@=T D= (k), (2.13)
Stz —a) = / (‘21:;4 e Fe s (k) (2.14)
Spplz—a') = /(‘2147’;4 e =g (k). (2.15)

Die obigen Relationen gelten aualr ikomplexe Zeiten. In diesem Fall sind sie die analytische
Fortsetzung dieser Relationen bei reellen Zeiten. Die Funktiénefk) und D~ (k) bzw. S, (k)

undS_ (k) lassen sich damit als Fouriertransformierte bei reeller Zeit berechnen. Sie sind durch
die KMS—Relationen miteinender venkpift:

DY (k) = €& D (k), (2.16)
Sis(k) = —e™S (k). (2.17)

Wir wollen an dieser Stelle noch zwei wichtigedBen eindihren, die bosonische Spektraldichte
p(k) und die fermionische Spektraldichigs(k):

p(k) = D*(k)— D (k), (2.18)
pap(k) = Syp(k) = Sea(k). (2.19)

Die Eigenschaften vop(k) werden im Anhang A diskutiert. Mit Hilfe von (2.16) und (2.17)
erhalt man

D¥(k) = (L+N(ko)o(k), D™ (k) = N(ko)p(k), (2.20)
Sas(k) = (1= N(ko))pas(k),  Sps(k) = —=N(ko)pas (k). (2.21)

mit den Definitionen
N (ko) = ﬁ und  N(ko) = ﬁ (2.22)

Fir positivek, entsprechemV (k) und N (ko) der Bose-Einstein— und Fermi-Dirac—Verteilung.
Die Spektraldichten einer wechselwirkungsfreien Theorie sind gegeben durch

pk) = 2m8(k% — m2)e(ko), (2.23)

ﬁaﬂ(k) = 27T(5(/€2 — mi)e(ko)(k + m¢)a5, (224)
mit elko) = O(ko) — O(—ky). (2.25)
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Damit erhalten wir aus (2.5) und (2.6)rfdie entlang der Kontut' zeitgeordneten Propagatoren

iDo(a — ') = / (;l:; ¢~ ika=a") [Gc(t )+ N(ko)] o(k), (2.26)
iSo(rx —1")ep = / (;1:):4 e th(z=a) [Gc(t —t) — N(/go)] fap(k) . (2.27)

Formal ist die Formulierung der thermalen Feldtheorie im Pfadintegralformalismus derjenigen
beiT'= 0 sehrahnlich. Im Unterschied zu der Formulierung e 0 muss die Zeitintegration
entlang einer Kontut”' durchgetihrt werden, die bei der willklichen Zeitt, startet und bei

to — i endet. Zuatzlich missen die Feldkonfigurationeabér die im Pfadintegral integriert
wird, periodischen bzw. antiperiodischen Randbedingungeanggn”

2.2. Der M atsubar afor malismus

Die traditionelle Wahl der Kontumii'thermale Berechnungen ist die sog. Matsubarakontur (vgl.
Abbildung 2.1). Bei der Wahl dieser einfachsten Kontur werden der Anfangspgliktd der
Endpunktt, — i3 durch eine gerade Linie miteinander verbunden. Der Formalismus, den man
bei Verwendung dieser Kontur eat,"wird Matsubaraformalismus genannt [28]. Formaladtrh™”
man den Matsubaraformalismus aus @€r= 0)—Theorie dadurch, dass man= —ir setzt,
wobeir reell ist und die Randbedingungen beksichtigt. Der groR3e Vorteil des Matsubarafor-
malismus liegt darin, dass er sehr viginlichkeit mit euklidischer Feldtheorie hat. Insbesondere
erhdlt man aus dem Matsubaraformalismus¥=0 die euklidische Feldtheorie. Die@tings-
theorie im Matsubaraformalismus wird durch die gleichen Feynman—Graphen generiert wie die
Storungstheorie in euklidischer Feldtheorie. Im Impulsraum sind lediglich die Form des Propa-
gators und die Integratiambér die euklidisché, Komponente modifiziert.

3()

L8

Abbildung 2.1:Grafische Darstellung der Matsubarakontur.

Auf tree—Niveau werden in thermaler Feldtheorie aufgrund der Randbedingungen nur die
Propagatoren varidert. Aufgrund der Periodiaitbzw. Antiperiodiziéit in ~ sind die Propagato-
ren im Impulsraum diskret. Im Impulsraum sind die freien thermalen Propagatar8o$onen
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und Fermionen gegeben durch

1 2mn s )
D(k) = W2 o2’ wn=7, wi = k" +m,;
~ 0 PN
Opy” — kY + my - (2n+ 1)m T
S(k) = Frar Gn =5 op =k +m? . (2.28)

Die diskreten Impulswerte,, und@, nennt man Matsubarafrequenzen. Aufgrund der Diskreti-
sierung muss die Integratiarbér die euklidische Energie durch die Summatiber die Mat-
subarafrequenzen ersetzt werden,

d'k 1 &
Jamy = 5% @29

Neben der konzepzionellen Einfachheit hat die Formulierung der thermalen Feldtheorie im
Matsubaraformalismus jedoch eine entscheidende &cihev'Die Greenfunktionerahgen von
dem unphysikalischen Parametefim Impulsraum von den Matsubarafrequenzen) ab, der einer
imagirdren Zeit (imagiaren Energie) entspricht. Um zu physikalisch relevanten Aussagen zu ge-
langen, muss eine analytische Fortsetzung zu reeller Zeit (reeller Energie) dutohgefiden.
Prinzipiell kann man die Greenfunktionen bei reeller Zeit aus den Greenfunktionen im Matsuba-
raformalismus durch analytische Fortsetzung erhalten. Neben den technischen Schwierigkeiten
bei analytischen Fortsetzungen aufgrund von Polen und Schnitten auf der reellen Energie—Achse
(vgl. Anhang A) sind sie nur oglich, wenn die Greenfunktionen im Matsubaraformalismus ana-
lytisch bekannt sind. Damit ist es nichoglich, numerisch mit Hilfe des Matsubaraformalismus
nichtstatische Gaf3en zu bestimmen. Zur Berechnung von statischef®&r, wie dem effektiven
Potenzial, ist der Matsubaraformalismus hingegen sehr gut geeignet, da kérnig analytische
Fortsetzung atig ist.

2.3. Der Realzeitformalismus

Um Greenfunktionen direkt bei reeller Zeit berechnen aarieén, muss die Kontudr' so gevahlt
werden, dass sie die reelle Zeitachse alttDie einfachste Realisierung einer solchen Kontur
fur0 < o < pistin Abbildung 2.2 dargestellt. Die Realzeitkontwhft entlang der reellen
Zeitachse vort, bis ¢, danach parallel zur imaganén Zeitachse bis; — o, danach wieder
parallel zur reellen Zeitachse his— i, um anschlieend b&j — i3 zu enden. Durch Variation
vono (0 < o < ) erkdlt mandquivalente Formalismen [32, 33], die unter dem generellen
Begriff Realzeitformalismus bekannt sind.

Die Zeitent, und ¢, haben wir bisher nicht afier spezifiziert; im Prinzip ddinen wir sie
willk'urlich wahlen. Ein wichtiges Ergebnis exthiman jedoch, wenn man die Limés — —oc
undt; — oo betrachtet [4]. In diesem Grenzfall faktorisiert das erzeugende Funktional (2.4),
und man erhlt

ZC[j777777] :N(B)ZS4[]777777]ZIZ[]777’77] : (230)
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Si(t)
to C, tr R()
C
Gy | g ’
04 1 _/B

Abbildung 2.2:Grafische Darstellung der Realzeitkontur.

Das FunktionalZ,, umfasst die Pfadabschnitfg undC5, wahrendZ;, die Pfadabschnitté’s

und Cy umfasst. Interessiert man sich nur fdie physikalischen Greenfunktionen mit minde-
stens einenalfl3eren Bein, deren Argumente sich auf dem Ffadefinden, so kann man die
Quellen auf den Abschnittefi; undC', null setzen. Damit reduziert sich dieser Anteil auf eine
temperaturabdrigige Konstant&'s,(/3), die flir die Berechnung physikalischer Greenfunktionen
mit mindestens eineraulR3eren Bein nicht relevant ist. Wenn man sich jedachdié thermale
Zustandssumme (5) = N (B)Zs34(8) Z12(B) interessiert, so kan#s4(3) nicht vernactdssigt
werden. Die thermale Zustandssumme ist wichtig, wenn man z.B. die freie Energie oder den
Druck berechnen pthte. Diese berechnet man am einfachsten im Matsubaraformalismus, da
dieser den vollen Pfad beinhaltet.

Fur die Berechnung physikalischer Greenfunktionen mit reellen Zeitargumenten reicht die
Kenntnis vonZ,[j,n, 7] aus. Auf dem Abschnit€’; haben die Quellen und Felder die Argu-
mente(t, ¥) und aufC, die Argumente(t — io, ¥). Dao eine Konstante ist,dinen wir aufC,
durch eine Substitution zu neuen Quellen und Feldern mit reellen Argumebergehen. Zur
Unterscheidung geben wir den Quellen und Feldern auf dem Absc¢hniten thermalen Index
1 und aufC, den thermalen Index 2. Damit erhalten \ir, [ 7, n, 7] — Z12[j1, j2, 1> N2, T, 2]
mit

]I(taf) :](taf) ]Z(taf) :](t—ZU,f), (231)
m(t, ¥) = n(t, ©) ne(t, @) = n(t —io, ¥), (2.32)
m(t, @) = 7q(t, ©) Mo (t, @) = 7j(t —io, X) . (2.33)

Die entsprechenden Substitutionensgeén auchur'die Felder vorgenommen werden. Das Funk-
tional Z13[j1, 42, m, 72, 71, 2] h&ngt nun von jeweils zwei Feldern und Quellen mit reellen Ar-
gumenten ab. Man gelangt zu einer zweikomponentigen Matrixdarstellwrmgag Pfadintegral
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(vgl. (2.36)). Rir die Konturintegration erhalten wir

/ dz/d% —>/ dt/d%, (2.34)
Ch —00
/ dz/d3x — —/ dt/d3x. (2.35)

Das Minuszeichen in (2.35) ist eine Folge davon, dass die Karituon+oc hach—oc gerichtet
ist, wir jedoch von—oo nach+oo integrieren. Mit diesen Substitutionen erhalten wir fas
Pfadintegral

Zulisin ] = [ DoDeDUDRDEDE: x|
 fate [0 ( Gona) Dy e = o) + Bl (S5 sl — il
b [ (Ll 1,51) — Luor, o, )
i [0 (pule) + 1)) + o) | @30)

Auf tree—Niveau treten wegen der Lokalitder Wechselwirkung keine Kopplungen zwischen
Feldern mit unterschiedlichem thermalen Index auf. Einzig durch die Nichtdiagonalelemente des
tree—Niveau—Propagators athinan Mischungen zwischen den Feldern mit unterschiedlichem
thermalen Index. Ohne diese Nichtdiagonalelemeteewdie beiden Felder in allen Ordnungen
entkoppelt. Aufgrund von loop—Effekten werden auch Kopplungen zwischen den Feldern mit
unterschiedlichem thermalen Index generiert. Z.B. wird bereits durch das Diagramm (2.37)) eine
Kopplung zwischen den 1- und 2—Feldern auf ein—loop—Niveau generiert.

D12
v, > 02
P .. (2.37)
I Y
Do

Physikalische Bedeutung haben nur die Felder mit dem thermalen Indexsie auf der Kontur

(', liegen und damit Greenfunktionen mit reeller Zeit entsprechen. Aufgrund dessen interessiert
man sich normalerweise nuifGreenfunktionen, dereaul3ere Beine 1-Beine sind. Die Felder

mit dem Index 2 treten jedoch als interne Felder in den loopsauflich den Geistfelderruf”
nicht-abelsche Eichtheorien) und eine konsistenteusijstheorie ist nur oglich, wenn man

diese bei der Berechnung mitbeKsichtigt. Bei ihrer VernachBsigung widen in Sbrungs-
theorie Singulardten auftreten, die als sog. “pinch singularities” bekannt sind [36].

Aus den Gleichungen (2.26) und (2.27) lassen sich die Propagatoren im Realzeitformalismus
leicht bestimmen. Im Impulsraum erhalten wir mit Hilfe der expliziten Darstellung (A.a®) f~
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die Theta—Funktion

—

[ dky _ p(kok)

iDu(k) = i gmﬂLN(/ﬁo)P(/ﬁo), (2.38)
iD3, (k) = e N(ko)p(ko) , (2.39)
iDg (k) = e 7 (14 N(ko))p(ko), (2.40)
iDalk) = =i [ é—?%‘i‘]\[(ko)ﬂ(/ﬁo), (2.41)
dk! p(kl,k .
suth) = 1 [ G2 N, (2.42)
iSty(k) = —e™™N(ko)p(ko) , (2.43)
iSg1(k) = e 7" (1— N(ko)) (ko) (2.44)
dkl, kb, k o

Die KMS—Relationendi allgemeines lauten

D3 (k) = P27k Da, (k) (2.46)
So (k) = —elf2kogo (k). (2.47)

Wenn man den Zusammenhang zwischen dem Feynman—Propagator und der Spektraldichte
berticksichtigt!, so kann man die thermalen Propagatoren als Funktion der thermalen Feynman—
Propagatoren ausdatken. In Matrixform folgen

] A (A — AM)O(—ko)eoho
D7 (k) = ( (A — A%)0(ky)e~oko N )
A=V (e ) @.48)
. B A (A — A¥)O(—kq)e ™
S (k) - ( (A—A*)H(ko)e_”’“’ —A* )
—(A = A*)N(|ko)) ( 6—1ak0 evlko ) : (2.49)

Die FunktionenA (k) und A(k) sind die vollen thermalen Feynman—PropagatoterBiisonen

Fiir Bosonen ist dies im Anhang A adtert; den Zusammenhangr fdie Fermionen edit man durch die
ErsetzungV(|ko|) — —N(|kol|)
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und Fermionen. Auf tree—Niveau gilt

1 1
Ay = ——— ANfm — 2.50
0 kZ—minLie’ 0 kQ—ma—ie’ ( )

Ao = (F —my+ie)", Ay = (F —my —ie)™". (2.51)

Durch die Variation vorr werden nur die Nichtdiagonalelemente des Propagators beeinflusst.
Dies ist anschaulich klar, da sich bei den Diagonalelementen beide Zeiten entwederoalar
C, befinden. Man kann zeigen, dass physikalischef38n"nicht vornr abhéngen [32, 33]. &’
thermale Berechnungen steht es frei, welchen Wert raan fiferwendet. Bf 0 = /2 erhélt
man die symmetrische Formulierung. Bei dieser Wahl sind die Nichtdiagonalelemente des Pro-
pagators identisch. Eine andere Wahl vqrdie wir auch tir die Berechnungen im Rahmen der
TRG verwenden werden, ist der Limes= 0. Diese Wahl ist eng verkrpft mit dem CTP-—
Formalismus, den wir imachsten Abschnitt vorstellen.

Im Gegensatz zum Matsubaraformalismosikén wir im Realzeitformalismus direkt ther-
male Greenfunktionen berechnen. Als Preisudafilissen wir jedoch eine Verdopplung der An-
zahl der Freiheitsgrade hinnehmen.

2.4. Der CTP—Formalismus

In diesem Abschnittdhiren wir den CTP (“Closed-Time—Path”) Formalismus ein, der viele Ge-
meinsamkeiten mit dem Realzeitformalismus 4= 0 hat. Der CTP—Formalismus [29, 30] ist
jedochalter als der Realzeitformalismus und allgemeiner, da man damit auch Systeme auf3erhalb
des thermischen Gleichgewichts beschreiben kann. Einelalisfie Beschreibung findet sich
z.B.in [37,38].

Ein physikalisches System wird im allgemeinsten Fall durch eine Dichtenyabreschrie-
ben. Im thermischen Gleichgewicht hat diese Dichtematrix eine besonders einfache Form,
namlich p = e=#%. Der CTP—Formalismus wurde eingéft, um ein physikalisches System
mit beliebiger Dichtematrix beschreiben zorden. Die Greenfunktioneniféin Nichtgleichge-
wichtssystem sind analog denem €in System im thermischen Gleichgewicht definiert:

G(zr ... 1) = ﬁTr[[)T(@(azl) . g?)(xn))] . (2.52)

Die Spur kann man zu einem Zeitpunktauswerten, der vor allen Zeitpunkten . . ¢, liegen
soll. Damit folgt

Tr [f)T(@(xl) o @(ffn))] = Z<<101v tolpT (p(x1) ... p(n)) |1, to)

= Z Z<<P17t0|/3|902, to) (@2, to| T (D(x1) - - - &(2n)) 1, t0) - (2.53)

Y1 Y2

Um Greenfunktionen mit beliebigeauReren Beinen berechnen aankén, verallgemeinert man
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Abbildung 2.3:Grafische Darstellung der CTP—Kontur.

(2.53) zu einem erzeugenden Funktional:

Zorelp, ) =YY (@1, tolples, to) (@2, to)|To exp (l/ d433j90) o1, t0) -
C

Y1 P2

Der Ausdruck(ys, ty)|Tc exp (i [, d*z jo) |¢1, o) lasst sich als Pfadintegral schreiben. Dieses
beginnt beit,, fuhrt entlang der reellen Zeitachse bis zu einem Zeitpupkind kehrt dann
wieder zu dem Zeitpunkt, zunick. Da das Pfadintegral b&j beginnt und auch dort wieder
endet, wird dieser Formalismus “Closed—Time—Path"-Formalismus genannt. Die Kardig-f~

sen Formalismus ist in Abbildung 2.3 verdeutlicht. Die Pfadintegraldarstellung des erzeugenden
Funktionals lautet

Zerplp, g1, J2] = /D%D@OQ (@1, 10| P2, to) exp [73<5[901] — S* o] +j1- 01— Ja2 802)](2-54)

wobei wir den Quellen und Feldern auf demjenigen Teil der Kontur, dertyoracht; fuhrt,
einen Index 1 und auf dem anderen Teil der Kontur einen Index 2 gegeben haben.

Bis jetzt ist der Anfangszustand, der durgh, to|p|p2, to) dargestellt wird, noch nicht spezifi-
ziert. Im thermischen Gleichgewicht setzen wir fiie Dichtematrixp = e ## ein, und damit
erhalten wir aus (2.54) das Pfadintegral des Realzeitformalisotus £ 0. Fir allgemeine$
kann das Matrixelemenrto,, ty|p|p2, to) Nicht mehr geschlossen berechnet werden. Man kann
jedoch dieses Matrixelement nach Potenzengpnnd o, entwickeln [39]:

. ) 1
(@1, t0]plewz, to) = exp [2 <K+/Ki% +3 /KijSOiSOj +.. > ] : (2.55)

Die Informationuber den Anfangszustand bgiist damit in den nichtlokalen QuelleR ent-
halten, die nurdit t = ¢, existieren. Diese QuelleR modifizieren damit die Randbedingungen

fur die entsprechenden Greenfunktionen. Im thermalen Gleichgewicht bricht die Reihe in (2.55)
nach dem quadratischen Term ab. Damiedirlif tree—Niveau nur der Propagator eine thermale
Korrektur, wahrend die bheren Kopplungen zachst unveaindert bleiben.
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2. Eintihrung in die thermale Quantenfeldtheorie
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3. THERMALE RENORMIERUNGSGRUPPEN

3.1. Motivation fir thermale Renor mierungsgruppen

In diesem Kapitel beséitigen wir uns mit der Formulierung von Renormierungsgruppenglei-
chungen in der thermalen Feldtheorie. Diese bieten eionglighikeit zur Losung quantenfeld-
theoretischer Probleme, diestingstheoretisch nicht zagglich sind.

Storungstheorie bel’ = 0 enthalt Ultraviolettdivergenzen, die durch Eutfiung renormier-
ter Parameter beseitigt werden. Diese renormierten Parames=em jedoch bei einer Skala
u spezifiziert werden. Die Renormierungsgruppengleichungerf’bei 0 [46—-48] geben die
Abhangigkeit der renormierten Parameter von der Skakn. Das Einschalten der Tempera-
tur 7' hat auf die UV-Divergenzen keinen Einfluss, da die UV-Skala im Vergleich zur Tem-
peratur beliebig grol3 geatlt werden kann, so dass die Physik bei dieser hohen Skala “nichts
von der Temperatur merkt”. Im Infrarotbereich kann das Einschalten der Temperatur jedoch
zu neuen, ernsthaften Problemernifén. Ein banhmtes Beispiel hiedr' ist das Problem, die
freie Energie einer nichtabelschen Eichtheoragstgstheoretisch jenseits von drei—loop zu be-
stimmen [40]. Weiterhin &inen in thermaler Stungstheorie zw@zliche Infrarotdivergenzen
auftreten, die im Gegensatz zu den UV-Divergenzen nicht durcluliimfig renormierter Para-
meter beseitigt werdenokihen. Allgemein ist thermale &tingstheorie nicht mehr zuvassig,
wenn die Temperatur sehr viela$ér als die typische Massenskala der Theorie ist. Insbesondere
bricht die Sbrungstheorie in der alie eines Phasebérgangs zweiter Ordnung zusammen, da
dieser durch skalare, masselose Teilchen dominiert wird [26]. In ééeNines Phasebér-
gangs zweiter Ordnung wird das Verhalten eidedimensionalen thermalen Theorie effektiv
durch eine(d — 1)—dimensionale, nichtthermale Theorie beschrieben, was unter dem Begriff
“dimensionale Reduktion” bekannt ist [16]. Dieser Wechsel der effektiven Freiheitsgrade ist mit
Hilfe der SBbrungstheorie nur sehr schwer oder gar nicht zu beschreiben. In einer skalaren Theo-
rie ist in der Nihe eines Phasebérgangs zweiter Ordnung nicht mehr die vierdimensionale
Kopplungg der Entwicklungsparameter, sondern die dreidimensionale KopplLirsgaliert mit
der thermischen Masse, d.h. mitg7'/m. Da die Massen am Phasembergang gegen null geht,
hat dies unweigerlich den Zusammenbruch der@tgstheorie zur Folge.

Viele fundamentale Fragen der Physik, insbesondere der Physik wrenfidniversums,
hangen mit Phasemérgingen zweiter Ordnung zusammen, an deneru8tjstheorie nicht mehr
anwendbar ist. Es ist deshalb wichtig, nichtperturbative Methoden zu finden, die auch in diesen
Bereichen zuvedssige Antworten liefern. Eine djlichkeit hierfir besteht darin, Gittersimula-
tionen durchzuihren. Diese sind jedoch bei realistischen Systemen sehr rechenzeitintensiv und
es gibt bisher keine Bilichkeit, auf dem Gitter nichtstatische dR&n oder Systeme bei end-
lichem chemischen Potenzial zu untersuchen. Eine sehr erfolgreiche nichtperturbative Methode



20 3. Thermale Renormierungsgruppen

besteht in der Anwendung von Renormierungsgruppengleichungen.

3.2. Kritische Phanomene und die wilsonsche Renor mier ungsgr uppe

Die Renormierungsgruppen TRG und ERG basieren auf der wilsonschen Renormierungsgruppe.
Diese wurde von Wilson 1971 [50] im Rahmen der statistischen Physik eimgetim das kri-

tische Verhalten eines Ising—Ferromagneten am Plsegang zweiter Ordnung zu berechnen

(fur Ubersichtsartikel siehe [51-53]).

Die entscheidende @GRe an einem Phasd@mérgang zweiter Ordnung ist die Korrelati-
onskinge¢. Sie gibt an, bis zu welcher Skala Teile des Systems noch miteinender korreliert
sind. Obwohl die zugrunde liegende Wechselwirkung lokal bzw. auf mikroskopische Skalen be-
schi@nkt ist (z.B. nur athste Nachbarn—Wechselwirkungen ait)hkann die Korrelationakige
¢ makroskopische Dimensionen annehmen [41]. In dahd\éines Phasebérgangs zweiter
Ordnung divergiert die Korrelatiorahge, d.h. das System ist auf allen Skalen gekoppelt. Diese
Divergenz der Korrelationalige ist verantwortlichuf’ das universelle Verhalten (Skalenhypo-
these [54]), das man an einem solchen Phalsergang beobachtet. Aufgrund der divergieren-
den Korrelationglihge erhlt man Fluktuationen auf Skalen, die vieb@er sind als die mikro-
skopische Skala der zugrunde liegenden Theorie. Rikd ¥u dem beobachteten universellen
Verhalten an einem Phasgrergang zweiter Ordnung, das durch universelle kritische Exponen-
ten beschrieben werden kann. Viele mikroskopisch unterschiedliche Theorien zeigen am Pha-
senibergang das gleiche kritische Verhalten, was allgemein als Univatdadireichnet wird.
Dieses universelle kritische Verhalten wird allein durch die Symmetrie des Hamiltonians und die
Dimension des Ordnungsparameters und des Systems bestimmit.

Eine auf plhomenologischen Annahmen beruhende klassische Theorie, die das universel-
le Verhalten an einem Phas#ée€rgang zweiter Ordnung beschreibt, wurde von Landau ent-
wickelt[42,43]. Damit konnten zum ersten Mal kritische Exponenten berechnet werden (*“mean—
field” Werte). Experimentelle Messungen zeigten jedoch, dass die mit Hilfe der Landau—Theorie
berechneten Exponenten in den meistatiefi nicht besonders gut mit der Reatitiberein-
stimmten. Dies trifft insbesondere auf Systeme zu, deren Dimension Kkleiner als die kritische
Dimensiond = 4 ist. Die Diskrepanz zu den Experimenten ist teilweise daraufcatitihren,
dass in der Landau—Theorie die Dimensiomalités Ordnungsparameters und des Systems kei-
nen Einfluss auf die kritischen Exponenten haben. Zum anderen wurden die starken Fluktuatio-
nen in der Nihe des Phasahérgangs nicht richtig becksichtigt [56]. Die Einbeziehung dieser
Fluktuationen @ihrt zu dem Ginzburg—Kriterium, das den Bereich um die kritische Temperatur
angibt, in dem die Landau—-Theorie nicht mehbitgj'ist. Die exakte losung des zweidimensio-
nalen Ising—Systems durch Onsager [44, 45] zeigte ebenfalls die Grenzen der Landau—Theorie
auf.

Ein entscheidender Fortschritt bei der Berechnung kritischen&néne wurde mit der
Einfuhrung der Blockspintransformation durch Kadanoff [49] erzielt. Bei dieser Transformation
wird ein ganzer Block von Spins zu einem einzigen Spin zusammengefasst, wobei die Form des
Hamiltonians nach geeigneter Reskalierung beibehalten wird. Mit Hilfe dieser Transformation
konnte das Skalieren in der kritischen Region eines Phidisggéanges zweiter Ordnung gezeigt
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und Skalenrelationen abgeleitet werden. Es war jedoch niolglialn; den Wert der kritischen
Exponenten zu berechnen, da die von Kadanoff eintygd Blockspintransformation nur in der
kritischen Region gilt, in der die Korrelatiossige bereits sehr grof3 ist und Skaleninvarianz
herrscht. Nur in diesem Bereich ist eggtich, einen ganzen Block von Spins zu einem einzigen
Spin zusammenzufassen und so zu reskalieren, dass sich die Form des Hamiltoniamslertht ™
Damit ist der Hamiltonian ein Fixpunkt unter der kadanoffschen Blockspintransformation. F~
die Bestimmung der Werte der kritischen Exponenterobighinman jedoch das Verhalten des
Hamiltonians in der ldhe dieses Fixpunktes.

Die Formulierung der Renormierungsgruppe durch Wilson [50] beruht auf der kadanoffschen
Idee der Blockspintransformation. In der Implementierung dieser Idee durch Wilson werden in
der Zustandssumme schrittweise Fluktuationen auf imm&Reyen Skalen ausintegriert. Weit
weg von der kritischen Temperatur sind nur Fluktuationen auf relativ kleinen Skalen wichtig,
da die Korrelationgiihge klein ist. In der Blfie der kritischen Temperatur divergiert die Korrela-
tionslange, und damit werden Fluktuationen auf allen Skalen wichtig. Das Ziel der Renormie-
rungsgruppe ist es, die sukzessive Ausintegration der Fluktuationen auf imoiéergn Skalen
auf den Fluss einer endlichen Anzahl relevanter Operatoren im Hamiltonian abzubilden.

Wir wollen dies an einem System mit der Gitterkonstaniegrlautern. Den mikroskopischen
Hamiltonian, der nur achste Nachbarn Wechselwirkungen attthiezeichnen wir mif,. In
der mikroskopischen Zustandssummg die vom HamiltonianH, abrangt, wirduber alle Mo-
den mit0 < ¢ < 7/a integriert. Durch Integratiomber die kurzreichweitigen Moden (dies
entspricht groRen Impulsen) im Intervall < ¢ < 7 /a erhélt man einen neuen effektiven Ha-
miltonian Hy, = R(H,), so dass

Zo(Hy) = Zx(Hy) (3.2)

gilt. In der Zustandssummg&, wird nur nochuber die Moden mib < ¢ < A integriert. Als
néchstes integriert maubér die Moden mit\ /2 < ¢ < A. Dies fiihrt zu einem neuen Hamilto-
nianH% = R(H,), so dass

Zo(Hy) = Zx(Hy) = Za(Ha) (3.2)
gilt. Durch wiederholte Iteration kann man damit alle kurzreichweitigen Fluktuationen bis zur
Grol3e der Korrelationakiget ausintegrieren, denn ab diesemGe treten keine Variderungen

mehr auf. Durch die Transformatidhandert sich die Form des HamiltoniaAs, . Der Wert der
Kopplungenandert sich, und zasZlich werden neue Kopplungen erzeugt. Es zeigt sich jedoch,
dass nur wenige Kopplungengmlich blol3 die renormierbareniirfdas Infrarotverhalten des
Systems relevant sind. Ohne diese Eigensclatfehiian nichts gewonnen, da man statt unend-
lich vielen Moden nun unendlich viele Kopplungen bekSichtigen msste. s das Verhalten

der wenigen relevanten Kopplungen lassen sich Differenzialgleichungen (Renormierungsgrup-
pengleichungen) bzw. Rekursionsformeln ableiten, die viel einfacher zu handhaben sind als die
urspringliche Zustandssumme.

Die TransformationeR(H) kann man als einen Fluss im Raum der Hamiltonians ansehen.
Fur das kritische Verhalten des Systems sind die Fixpunkte dieser Transformation wichtig:
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H* = R(H™). Die kritischen Eigenschaften des Systems werden durch das Verhalten der Trans-
formation in der Nihe dieser Fixpunkte bestimmt. Die Fixpunkte sind eine Eigenschaft der
TransformatiorR und somit unabéirigig vom mikroskopischen Hamiltonidii,. Damit haben

wir den tieferen Grund daf"gefunden, warum das kritische Verhalten uraigig von der mi-
kroskopischen Struktur des Systems ist. Aufgrund der Existenz irrelevanter Operatoren ist es
maoglich, dass mikroskopisch unterschiedliche Hamiltonians, die zu verschiedenen physikali-
schen Systemen gefeén, zum gleichen Fixpunkufiren. Dies bedeutet, dass unterschiedliche
physikalische Systeme die gleichen kritischen Eigenschaften zeigen, was als Unaiebsgalit”
zeichnet wird.

Die wilsonsche Renormierungsgruppe bietet nicht nur doeghdhkeit, Systeme mit vielen
relevanten Freiheitsgraden zu untersuchen, sondern liefert auch konzeptionell neue Erkenntnis-
se. In der Feldtheorie wurde die wilsonsche Form der Renormierungsgruppe zum ersten Mal
von Polchinski [57] angewandt, um dieostingstheoretische Renormierbarkeit ¢gérTheorie
zu zeigen. Die Untersuchung der Fixpunktstruktur dé¢Theorie wurde damit in [58] durch-
geflihrt.

Neben der wilsonschen Form der Renormierungsgruppe gibt es auch noch andere Renormie-
rungsgruppenamasZe, z.B. die “environmentally friendly"-Renormierungsgruppe [60] und die
“auxiliary mass method” Renormierungsgruppe [59]. Im Folgenden wollen wir zwei Renormie-
rungsgruppen vorstellen, die auf der wilsonschen Form der Renormierungsgruppe beruhen.

3.3. Die exakte Renormierungsgruppe ERG

Die exakte Renormierungsgruppe ERG ist in euklidischer Feldtheorie bzw. bei endlicher Tempe-
ratur im Matsubaraformalismus formulierufUbersichtsartikel verweisen wir auf [61, 62]). Im
Gegensatz zur wilsonschen Renormierungsgruppéeli€ Zustandssummg ist die ERG eine
Renormierungsgrupperdie effektive Wirkungd'.

Fir die Herleitung der Flussgleichungussen wir zuachst die effektive Mittelwertwirkung
['y einfiihren [63, 64]. Die Wirkund", erhélt man, indem man in den freien Propagator einen
Infrarotcutoff A einfiihrt, so dass nur Moden mjt > A? ausintegriert werdent ist das euk-
lidische Impulsquadrat). Damit tragen zur Wirkuhig nur Fluktuationen auf Skalen kleiner als
~ A~! bei. Damit kani, als eine Wirkungtit Felder angesehen werden, dief ein Volumen
A~? gemittelt wurden. Hier zeigt sich die enge Verwandtschaft zur wilsonschen Renormierungs-
gruppe in der statistischen Physilkurkt — 0 werden alle Fluktuationen einbezogergwénd
fur A — oo alle Fluktuationen unterdckt werden. Damit et man die Gren#ile

AII_)I{.IO Cy=S und /1\11}% y=", (3.3)
wobei S die klassische Wirkung und die volle effektive Wirkung ist. Die Mittelwertwirkung
'y interpoliert zwischen diesen beiden Graldi. Die ERG ist eine exakte Flussgleichung f~
'y [65]. Wir wollen die Herleitung dieser Flussgleichung am Beispiel eines reellen skalaren
Feldesp skizzieren.
Die Implementierung eines Infrarotcutoffs erfolgt, indem man der klassischen Wirkung
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S|[p] den Zusatzterm\ S, [¢] zufligt:

1 [d*%
A == [—— o(k)p(—k k). 3.4
Salel = 5 [t PRARIRAE) (3.
Dieser Zusatzterm ist quadratisch in den Feldern und modifiziert dadurelctzstmiur den frei-
en Propagator. Die Cutoff-FunktiaR, (k) kann als eine impulsalaingige Masse interpretiert
werden. Der modifizierte freie Propagator lautet nun

1
k24 m2+ Ry(k)

Da(k) (3.5)

Um die Bedingungen (3.4) zu eifén, mussk, (k) fur A — 0 verschwinden unduf'A — oo
divergieren. laf R, (k) kann man z.B.

]{72

Ra(k) ~ e

(3.6)
wahlen. Aufgrund vonk, (k) erhalten alle Fluktuationen mif? < A? eine zusizliche Masse
von der GoRenordnung\2. Dies ist natitflich nur im FallA%2 > m? relevant, insbesondere
also fir m = 0. In diesem Fall werden durcR, (k) die Infrarotsingularéten behoben, denn
Ry (k) wirkt als Infrarotcutoff fir die langreichweitigen Fluktuationen nmiit < A% Durch
Einfihrung der Funktior, (k) wird die effektive WirkungA—abhingig und dieAnderung der
effektiven Wirkung mit der Skald wird durch eine Flussgleichung beschrieben, die als exakte
Renormierungsgruppengleichung ERG bekannt ist.

Zur Herleitung dieser Flussgleichung gehen wiracimst von der euklidischen Zustandssum-
me Z,[j] aus:

. d'k
200 = [ Doesp (=814 - 88ale] + [ (ko) 3.7
Die zusammenrdrigenden Greenfunktionen werden dufER[j] = — In(Z,[j]) erzeugt. In der

statistischen Physik entsprichit [j] einer gemittelten freien Energie. Das Funktiohal[¢]
erhélt man ausiV,[j] durch eine Legendre—Transformation, wobei das makroskopische Feld
¢(z) der Erwartungswert des Quantenfelgds) ist,

ote) = (pta) = i)

Wenn manj(x) als A—unablaihgigen Strom betrachtet, so ist das Fé{d) A—ablangig. Um-
gekehrt kann man jedoch aueki(x) als unabhhgiges Feld ansehen, und damit wiid:)
A—abldngig. Wir definieren das Funktiondl,[¢] Uber eine etwas modifizierte Legendre—
Transformation

(3.8)

alé) = Wl + [

gt JK9(—k) — AS[9] (3.9
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Im Vergleich zurublichen Legendre—Transformation haben wir in (3.9) noch den Tefix[¢]
subtrahiert. Durch diese Subtraktion wird gewieistet, dass die Eigenschaft (3.8) X' — oo

erfullt ist. Dies ist anschaulich klar, da wir in der euklidischen Zustandssumme (3.7) von der
modifizierten klassischen Wirkung, [¢] = S[¢] + ASyx[¢]| ausgegangen sind. Im Limds— 0
verschwindet\ S, [¢], da die Cutoff-Funktior, (¢) verschwindet. Damit wird' s [¢] zur vollen
effektiven WirkungI'[¢]. In der MittelwertwirkungI',[¢] ist das Feldp(z) eine unabhigige
Variable und damit nichi\—abteingig. Dies bedeutet, dass man bei der Herleitung der Fluss-
gleichung fir I'[¢] benicksichtigen muss, dass der Strg(m) implizit von A abléngt. Rir die
Flussgleichung edit man [65]

1
AaAFA[¢] = §TI’

2 -1
AR, (5 555?5[5] + RA> ] . (3.10)

Die Gleichung (3.10) ist exakt. Formal hat sie den Charakter einer ein—loop Gleichung, allerdings
mit dem Unterschied, dass auf der rechten Seite der Flussgleichung wieder die volle Mittelwert-
wirkung eingeht. Dadurch ist die Flussgleichung nicht mehr exadtidi und geeignete Appro-
ximationen werden wichtig. Dies soll noch genauer nach der Herleitung der TRG besprochen
werden.

Bevor wir diesen Abschnitt beenden und uns der Herleitung der TRG zuwenden, wollen
wir noch einige Eigenschaften der Flussgleichung (3.10) diskutieren. Dies erlaubt es uns, die
Unterschiede zwischen der ERG und der TRG besser zu verstehen.

e Die Herleitung der Flussgleichungdst sich sehr leicht auf Systeme im thermalen Gleich-
gewicht verallgemeinern [67]. Die Becksichtigung der Temperatutiit zum Matsuba-
raformalismus. Fermionen lassen sich in chiral invarianter Weise einbeziehen [66].

e Aufgrund der Eigenschaft voR, (¢) tragen zur Flussgleichung hauatéilich die Moden
mit ¢> ~ A? bei. Dies bedeutet, dass bei der Integration der Flussgleichung sukzessive
Fluktuationen auf immer gieren lahgenskalen einbezogen werden. Es entstehen keine
Infrarotprobleme, da Fluktuationen mit << A% zur Flussgleichung nicht beitragen. Der
LimesA — 0 ist stetig erreichbar.

e Die Flussgleichung definiert ihr eigenes Renormierungsschema. Man startet bei einer ho-
hen Skala\, mit einer Startwirkungs,, wobei die Wahl der Kopplungen i\, die physi-
kalischen Kopplungen bei = 0 bestimmt. Da die Flussgleichung ihr eigenes Renormie-
rungsschema definiert, ist asiferst schwierig, die Kopplungen $ig mit den physikali-
schen Kopplungen béi = 0 zu verknipfen [72,73].

e Alle Symmetrien der urspiriglichen Wirkungl', die auch vorAS, respektiert werden,
werden auch von der Mittelwertwirkurig, respektiert. Bei Eichsymmetrien ergeben sich
Probleme, da der ZusatzteriiS, aufgrund des Cutoffs nicht eichinvariant ist. Man kann
jedoch die Flussgleichung trotz dieser Schwierigkeit auf Systeme mit Eichsymmetrien aus-
dehnen [69-71]. In diesem Fall ist die Mittelwertwirkuhg nicht eichinvariant und man
erhélt bei endlichem\ modifizierte Slavnov—Tayler—Iderditén. Die Mittelwertwirkung
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hat jedoch nurdi A = 0 eine physikalische Bedeutung und in diesem Limes kann man
zeigen, dass die Wirkung eichinvariant wird.

e Dadie Flussgleichung in euklidischer Feldtheorie bzw. thermal im Matsubaraformalismus
formuliert ist, muss man zur Bestimmung nichtstatischer physikalisches€réine ana-
lytische Fortsetzung zu reeller Energie bzw. Zeit duntinéin. Bei numerischen Ergebnis-
sen ist eine analytische Fortsetzung nicloighich und damit beschrikt sich das Anwen-
dungsgebiet der ERG auf die Berechnung des effektiven Potenzialdas$ als statische
Gro3e keine analytische Fortsetzurgigist. Dynamische Gaf3en, wie z.B. Rimpfungs-
raten, sind mit Hilfe der ERG nicht berechenbar.

3.4. Diethermale Renor mierungsgruppe TRG

3.4.1. Herleitung der TRG

Um das Problem der analytischen Fortsetzung zu vermeiden, istrechenswert, eine Formu-
lierung fiir die Renormierungsgruppe im Minkowskiraum zu finden. Eine nidivertragung der
Herleitung der ERG auf den Minkowskiraum ist jedoch niclaginch, da das minkowskische
Impulsquadrat? = ¢2 — ¢* nicht positiv definit ist. Die Bedingung?® = 0 erfiillen beliebige
Moden mitg2 = 4%, und damit ist das Konzept einer Mittelwertwirkung in lorentzinvarianter
Form nicht anwendbar.

Fur thermale Feldtheorien im Realzeitformalismus konnte jedoch eine Implementierung der
wilsonschen Form der Renormierungsgruppe gefunden werden [76]. Diese Renormierungsgrup-
pe wird TRG genannt (“Thermal Renormalization Group™ir [die Herleitung der TRG wird
die Tatsache ausgenutzt, dass im Realzeitformalismus der freie thermale Propagator in einen
rein thermalen Anteil und eingfi’=0)—Anteil zerfillt. Da der thermale Anteil des freien Propa-
gators on—shell ist, kann man daran einen dreidimensionalen Cutoff anbringen. Aufgrund dessen
erfasst die TRG nur die thermalen Effekte, und’Bei 0 ist die Flussgleichung null. Als Startwir-
kung hat die TRG die volle effektive Wirkung b&i=0. Dies bedeutet, dass die Flussgleichung
unmittelbar die renormierten physikalischen Kopplungen als Parametaitemtas im Rahmen
der ERG nicht der Fall ist. Andererseits ist es problematisch, stark gekoppelte Theofiea bei
zu untersuchen, da man die Startwirkung nicht kennt. EioglMfikeit zur LOsung dieses Pro-
blems besteht darin, die Startwirkung mit Hilfe anderer Methoden numerisch zu bestimmen bzw.
experimentelle Resultate zu verwendear BEhwach gekoppelte Theorien Bé& 0 kann man
auf sbrungstheoretische Ergebnisseurtkgreifen. Die Erweiterung der TRG auf Eichfelder [77]
zersort nicht die Eichinvarianz, da der Cutoff nur auf die thermalen Moden der Eichfelder wirkt
und diese physikalisch sind.

Im Folgenden geben wir die Formulierung der TR® $ysteme an, die Skalare und Fermio-
nen enthalten. Die Formulierung der TR@ Skalare wurde in [76,79] undf'Fermionen in [80]
abgeleitet. Wir werden im Realzeitformalismuws & = 0 arbeiten. Dies ist jedoch nicht zwin-
gend. Die TRG kann auch im CTP—-Formalismus hergeleitet werden [79], wodurch man nicht
auf Systeme im thermischen Gleichgewicht beankt’ist. Rir praktische Berechnungen ist es
jedoch von grof3em Vorteil, Systeme im thermischen Gleichgewicht zu betrachten. Im Realzeit-
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formalismus hat man damit aber auch dieglichkeit, Nichtgleichgewichtsvoegige im Sinne
von Linear Response zu untersuchen.

Die freien thermischen Propagatoram Fermionen (2.49) und Bosonen (2.48) lautan f~
c=20

- A (Ao — Ag*)0(—ko)
Do(/ﬁ) - ((AO—AS*)Q(I{I()) 0 _20* 0 >
(Ao — Ag")N (ko) ( . ) , (3.11)
B A (Ag — A2)B(—ke)
09 = (5, Spoy oy )
~(Bg — AN (k) (} }) , (3.12)
mit
1 . 1
B = FEomrrie N EomEoie (3.13)
~ . N % —|—m¢,
A[) = (k — m¢ + ZG) = m s (314)
At = (f—my—ie) e ke (3.15)

Mit Hilfe der Formel

i m i —2mid () (3.16)

erhalten wir
Ao — Ay = —2mid(k* —m?2) = —ie(ko)po(k) (3.17)
Ao — Ay = —2mib(k* —m2)(f +my) = —ie(ko)po(k) (3.18)

wobei py (k) die freie bosonische Spektraldichte (2.23) y¢k) die freie fermionische Spek-
traldichte (2.24) ist. Da der thermale Anteil des freien Propagators on—shell ist, wird die Energie
ko durch den dreidimensionalen Implﬂéestgelegt und damitdiinen wir eine Cutoff—Funktion
O(|k|, A) einfiihren, die nur auf deratimlichen Impuls: wirkt. Die Cutoff-Funktion wird so
gewahlt, dass sie die langreichweitigen thermalen Fluktuatioueml?:ﬂ"<< A (“weiche” Mo-

den) unterduckt, wahrend die kurzreichweitigen thermalen Fluktuationan E’[ > A (“harte”
Moden) nicht beeinflusst werden:

1 fur [k > A

gl . 3.19
0 fur [E|<A (3.19)

O(|k|,A) — {
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Um die Integrale analytisch auswerten z;ankén, werden wir in denathsten Kapitelnut die
Cutoff-Funktion die Theta—Funktion einsetzeantich© (||, A) = 0(|k| — A).

Das Eintihren einer Cutoff-Funktion isiqjuivalent dazu, die Verteilungsfunktionen in den freien
Propagatoren—ableangig zu machen:

N(lkol) —> Na(lkol) = N([ko|)O(IFI, A) (3.20)
N(lkol) — Nallhol) = N([ko)O(|F], A) (3:21)

Dies bedeutet, dass sich die harten Moden im thermischen Gleichgewicht befirdeand die
weichen Moden bei" =0 sind. Auf die Problematik, die sich hieraus ergibt, kommen wir noch
in Abschnitt 3.4.2 zu sprechen. Zactist leiten wir die Flussgleichungrféine thermale Theorie
im Realzeitformalismus ab, deren freie Propagatoren gegeben sind durch

AO (AO — AO*)Q(—]{?())
Don(k) = ( A A > )
H80 =AMl (1 7 ) (3.22)
_ Ay (Ao — Aj)0(—ko)
s = (5, Thagg o)
~Bo- &Mtk (1 ) (3.23)
Die inversen freien Propagatoren lauten
o Ay (857" = Ag)(—k)
2 = (ap Saga 7 g )
(@7 -8l (7)) (3:24)
gy A (A5) " = AgH8(—ko)
52 = (e Zagnang e )
HE)™ - A3 () ) (3:25)

Man erkennt, dass man die Ausdke {ir die Fermionen aus denjenigarr fiie Bosonen durch
die ErsetzungVy (|ko|) — —Na(|ko|) und Ay — Ay erhdlt.
DasA—ablingige erzeugende Funktional ist gegeben durch

Zalim, 7 = / Dy DyDyj exp {z (%w (Dop) - +0 - (Spa) - ¢

+Sint[s0,w,t/3]+j-¢+77-w+1/3-77] : (3.26)
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Im obigen Funktional haben wir alle Indizes, die die Felder tragen, untektrAlle Felder ha-
ben einen thermalen Index und eventuellaabche innere Indizes. Die Fermion—Felder tragen
auch einen Lorentzindex. Mitist das Skalarprodukt gemeint, d.h.

ive = [ i,

o DN)¢ = [ eBDR ).

Nun flihren wir das Funktionaluf'die zusammerdrigenden Greenfunktionéii,[j, 7, 7] und
die modifizierte effektive Wirkung', [, 1, ] ein:

Walj,m.nl = —iln(Za[j,n,7]) (3.27)

— . . _ — 1
Calp. 9] = Walimal = (G- ¢+n-v+¢-m) = 5¢- Dyp-9—t-Sor-. (3.28)
Wir haben in der Definition der effektiven Wirkung aiglich den freien Anteil subtrahiert, um
der Flussgleichungut'T", eine noglichst einfache Gestalt zu geben. Um die Formulierwng f~
Skalare und Fermionen effizient zusammenfasseronndri [80], tihren wir das Superfeld,
den Superstroni und die Supermatri®, 5 ein,

d = (p,0,0) , @=(p w) (3.29)
I = (nn , I=0-mn), (3.30)
Dy o
Dop = Son : (3.31)
(™)

Damit kann die Ableitung der Flussgleichung tie effektive Wirkung in kompakter Weisarf™
Fermionen und Bosonen durchgkft werden [81]. Auchui spatere Berechnungen im Quark—
Meson—Modell erweist sich diese Schreibweise als sehr hilfreich. Die Gleichung @s283%ich
nun schreiben als

TA[®] = WAll]-T-¢— %STr(@ Dy} - @) , (3.32)

wobei wir zugitzlich noch die Superspur STr eingkft haben. Die Superspur einer Supermatrix
ist definiert als

STHS) = TH(MS), (3.33)

1
mt M = ( ~1 ) (3.34)
1

Die Eigenschaften der Superspur werden in Anhang C.1 diskutiert. Sie resultieren aus der Tat-
sache, dass Fermionenfelder Grassmann—Variablen sind. Den Supdrsindrdas Superfeld
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erhélt man durch Funktionaldifferenziation vénund 1V,

oW - oW
— = — =M :
i , 57 MO, (3.35)
6T - or
5 = 1 55 = ML (3.36)
Die Flussgleichungeruf'das Funktionaky [I] und W, [I] = —iln(Z,[I]) im Superspurforma-
lismus lauten [81]
NONZA[I] = ~'sTr i-(Aa Di)) -M-i ZA[I) (3.37)
ASAE T Ty of \TUAToA T '
—i 1y 0P
A I] = —STr| (A0\D,}) - —=
8AWA[ ] 5 S r(( 8/\ O,A) SISl >
1 W] - SWalI]
+§STr< i - (AOADy ) - M - 7 ) (3.38)

Aus der Definition vori", [®] als Legendretransformierte v, 7] folgt die Bedingung

WAL (5%[@]

S0l \ 5300 +D°vk> =1 (3.39)

Damit erhalten wir durch Einsetzen von (3.38) in (3.32) die Flussgleichungli€’ effektive
Wirkung ', [®] (@ ist ein vonA unablagiges Superfeld):

-1 -1 52FA[¢] !
(A@ADO’A) . (DO’A+ 5@5@) ] . (3.40)

AOTA[®] = %STr

Dies ist die thermale Renormierungsgruppengleichung TR@ifi System aus Fermionen und
Bosonen [80]. Sie ist der Ausgangspunkt tlie numerischen und analytischen Berechnungen
im weiteren Verlauf dieser Arbeit.

Von physikalischem Interesse sind die Grenzwerte der TIRG > 0 undA — oo. Diese er-
geben sich als eine unmittelbare Folge des Verhaltens (3.19) der Cutoff—Fu@kticnA). Fiir
A — oo werden alle thermalen Moden untendkt, und nur dig 7" = 0)—Quantenfluktuationen
bleiben unangetastet. Damit erhalten wir in diesem Limes als Grenzwert die volle effektive Wir-
kung beiT = 0. Rir A — 0 hat die Cutoff-Funktion keine Auswirkungen und alle thermalen
Moden werden ausintegriert. Der Grenzwert ist in diesem Fall die volle effektive Wirkung bei
der Temperatuf’. Zusammen folgt

r[®] — %STr(@ - Dyh- @) fur A—0

e ) . (3.41)
Tr_o[®] — ESTr(ep Dyhy - q>) fur A — oo
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Die Flussgleichung (3.40) ist eine Funktional-Integro—Differenzialgleichung und deshalb
weder numerisch noch analytisch exadgtbar. Wir werden uns imathsten Abschnitt mit Ap-
proximationsnoglichkeiten zur losung einer solchen Flussgleichung bedttgén. Formal hat
die Flussgleichung den Charakter einer ein—loop Gleichung. Das augelDiagramm ist in
Abbildung 3.1 dargestellt.

AOADy

A@AFA[(I)] = % STr

o -1
- 52T p[o
(Do,k + —6i>%£1>}>
Abbildung 3.1:Grafische Darstellung der thermalen Renormierungsgruppe TRG.

Die Analogie zur ein—loop Korrektur der effektiven Wirkung wird deutlicher, wenn wir den Ope-
ratoro, einfuhren, der nur auf die explizite—Abhéngigkeit der Verteilungsfunktionen im freien
PropagatoD, , wirkt. Damit folgt

AOATA[®] = AéA%STr[ln (Doh +19) } (3.42)
mit der Selbstenergiematrix
52T 82T A 52F4
dpd dpd
@ _ OTa | 86 CBr B (3.43)
Y ) 000 300y : :
06 A A

5P 5oy SO

An Gleichung (3.42) wird deutlich, dass die Flussgleichung den Charakter der ein—-loop Korrek-
tur zur effektiven Wirkung hat. Dies ist jedoch nur eine formAmlichkeit, da die rechte Seite
der Flussgleichung die volle Zweipunktfunktion ealth Fiir physikalische Konstellationen muss
maniy = 1 = 0 setzen, wodurch die Nichtdiagonalelementﬂf? verschwinden. In diesem

Fall ist (Do‘,k + F(AQ))*1 die volle diagonale Propagatormattix, :

-1 DA
. = (Dph+1?) ‘ - s , (3.49)
’(Z:’(PZO (SA)T
wobei wir mit D, und S, den vollen Boson—bzw. Fermionpropagator bezeichnen:

52T\ -1

Dy = (Dgi++—— : (3.45)
( (5(,05g0) Fep=0

52Ty \ !
Sy = (S~ 2 ) 3.46
A ( 0,A 5¢5¢> J):wzo ( )
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Bevor wir zu den Anwendungen der TRG kommen, wollen wir noch einige allgemeine Be-
merkungen aniftiren. Mit der TRG haben wir zum ersten Mal eine nichtperturbative Methode,
nichtstatische Greenfunktionen numerisch zu berechnen, da keine analytische Fortsatigung n”
ist. Dies ist der wesentliche Vorteil der TRG gegbei der ERG, die in euklidischer Feldtheorie
formuliert ist. Man kann die TRG auch im CTP—-Formalismus ableiten, wodurch es prinzipiell
moglich ist, Systeme zu untersuchen, die sich nicht im thermischen Gleichgewicht befinden. Im
Rahmen der ERG, deren thermale Erweiterung zum Matsubaraformalisimisi$t dies nicht
moglich, da der Matsubaraformalismus thermisches Gleichgewicht impliziert. Andererseits ist
die Formulierung der TRG im Realzeitformalismus konzeptionell komplizierter als die Formu-
lierung der ERG im Matsubaraformalismus. Dasg3ert sich darin, dass man durch Eimfling
thermaler Geistfelder die Anzahl der Freiheitsgrade verdoppelt und die Propagat@enu
Matrizen werden. Weiterhin treten im Realzeitformalismus auf der reellen Energieachse Nicht-
analytizigiten auf, die im Matsubaraformalismus nicht vorhanden sind, da die Funktionen auf der
imagirdren Energieachse analytisch sind. Bei Berechnungen im Matsubaraformalismus treten
Nichtanalytizigiten erst nach der analytischen Fortsetzung auf [104]. Aufgrund der nichtanaly-
tischen Struktur ist es nichtaglich, physikalische Gfien, die mit diesen Nichtanalytiaten
verkniipft sind, aus dem Matsubaraformalismus numerisch zu extrahieren.

Da die Minkowskimetrik nicht positiv definit ist, kann man mit der TRG nur die thermalen
Fluktuationen behandeln,alfend die Quantenfluktuationen unangetastet bleiben. Die ERG be-
handelt thermale und Quantenfluktuationen gleich, da im Matsubaraformalismus nicht zwischen
den beiden unterschieden wird. Dieser Unterschied zwischen ERG unaili®ést sich beson-
ders in den Randbedingungam ' — oo. Wahrend die ERG als Randbedingung die klassische
Wirkung hat, hat die TRG die voll€l' = 0)—renormierte Wirkung als Randbedingung. Dies hat
zur Folge, dass man in der ERG—Formulierung gro3e Schwierigkeiten hat, die Parameter der
Startwirkung mit den physikalischen @3$én beiA = 0 zu verknipfen, denn die ERG definiert
ihr eigenes Renormierungsschema, das nicht mitisgjstheoretischen Schemdrereinstimmt.

Bei der TRG treten diese Schwierigkeiten nicht auf, da man bereits mit den renormierten physi-
kalischen Kopplungen béi = 0 startet und die Parameter der TRG damit die gesuchten physi-
kalischen GoRen sind. Da die TRG nur die thermalen Fluktuationen behandelt, muss man sich
auch um die UV—-Renormierung keine Gedanken machen — man startet bereits mit dandig/st”
renormierten Wirkung bél’=0. Dieser positive Aspekt offenbart jedoch einen Nachteil, sobald
die Theorie beil’ = 0 stark korreliert ist, z.B. in der QCD. In diesem Fall lo&igt man eine
Startwirkung, die mit anderen nichtperturbativen Methoden bereits berechnet wurde, z.B. durch
Gittersimulationen oder mit der ERG BEi= 0. Eine Moglichkeit besteht auch darin, dass man
experimentelle Resultate W= 0 als Startwerte verwendet. Eine weitere Einseikting fir die
Anwendung der TRG entsteht dann, wenn die asymptotischeaZdstieil’ = 0 und 7" nicht
identisch sind. Die ist z.B. in der QCnf'solche Temperaturen der Fall, die vieher sind als

die Temperatur des chiralen Phagkergangs. Die Startwirkung der TRG Béi= 0 muss dann

mit Hilfe von Mesonen und Baryonen formuliert werdergtiwénd die asymptotischen Zastle

bei A = 0 Quarks und Gluonen sind.

Aufgrund des Cutoffs\ ist das Infrarotverhalten der ERG und der TR&Ig unproblema-
tisch. Zudem steht miA ein kontinuierlicher Parameter zur Vagtling, mit dessen Hilfe man
sich der kritischen Region an einem Phagergang zweiter Ordnung stetig amein kann.
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Wahrend die Erweiterung der ERG auf Eichtheorien schwierig ist, entstehen im Rahmen der
TRG keine Probleme, da der Cutoff nur auf die physikalischen, thermalen Eichmoden wirkt und
die Quantenfluktuationen der Eichfelfder nicht beeinflusst werden. Deshalb ist die Formulierung
der TRG manifest eichinvariant und konnte in [77] auf Systeme mit Eichsymmetrien ausgedehnt
werden.

3.4.2. Berechnung des bosonischen und fer mionischen Kerns

(n

Um die Flussgleichungemufdie 1PI—GreenfunktioneﬁA) zu berechnen, muss man die Fluss-
gleichung (3.40) funktional nach den Feldern differenzieren. Mit Hilfe der Formel

SA = —A (A A (3.47)

erkennt man, dass auf der rechten Seite der Flussgleichung immer ein Ausdruck auftritt, den wir
als KernkC, definieren wollen:

52Ty \ 7 52Ty \ 7
s —1 —1 —1
Ko = = (DO’A“L 5@5@) (AaADO’O (DO’“L 5@5@) ]
P=1=0
Ky
- —iDA<A8ADO*’}\)DA - Ky . (3.48)
(Kn)"

Wir bezeichnen mifs, den Bosonkern und mix, den Fermionkern:

Ky = —iDx(AO\Dg)Dy (3.49)

Ky = —iSx(AdrSy\)Sh - (3.50)

Zur expliziten Berechnung der Kerne lmgigien wir die vollen thermalen Propagatoren. In Ana-
logie zum thermischen Gleichgewicht (vgl. (A.51)) machen windalié Angitze [76]

Ay (Ay = Ax)0(—Fo)
Dy(k) = ( (Ax — Ax")0(ko) ALY )
Ay = ANy (ko)) ( } } ) , (3.51)
_ Ay (Ax — A3)0(—ko)
Salh) = ( (Ax — A%)0(ko) —A% >
~Ba =AM () (352

Inwiefern diese Anatze fir die vollen Propagatoren gerechtfertigt sind, diskutieren wir am Ende
dieses Abschnitts. Wir geben im Folgenden nur die Herleitung der Foumeéfi Bosonkern an,
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da man tir den Fermionkern analog verfahren kann. Der Bosonpropagator (8ssi sich auch
in der Form (A.53) schreiben:

A 0 A
Dak) = M) (X, ) Malh) = Ma DI (359)
mit
1 1 — O(ko)
My (ko) = 1+ Na(|kol) O(—ko) PNk ) (3.54)
1= TN (koD 1
- _ [ Ax(k)
Dy(k) = ( N > : (3.55)
Sodann @ihren wir die bosonische Selbstenergie ein (vgl. (A.63)):
_ _ _ ITA (K 0 _
s = o= opd =) (N0 ) )
= My (ko)A (k) M7 (ko) (3.56)
Ma(k) = Ay'(k) — Ayt (k). (3.57)
Damit erhalten wir @it den Bosonkern
Ky = —iDy (AaADojk)DA = —iD, (AaA [M;lf)glMgl])DA. (3.58)

Die DiagonalmatrixD, enthelt nur den freien Feynman—Propagator und ist damit usadpiy”
von A. Wir definieren den Operatat, der explizit nur auf dieA—Abhéngigkeit in der Matrix
My, d.h. nur auf die FunktioneV, (ko) und nicht aufA 5, wirkt. Damit erhalten wir @it den
Kern

Ky = —iDy(AD5}) Dy = —iDs (ADLDG} ) Da
= —iDA(AOAD,") Dy +iDp(AOsEA) Do
= iAO\Dy +iDy(AOAEN) Dy - (3.59)

Um (3.59) auszuwerten, benutzen wir fi7, ' (k,) die Formel (A.65). Die Differenziation von
M, nachA ergibt

AN, 1 1+ kel
A9y M (ko) = OnNa (ko) ol i) T+ Na (ko) ‘ (3.60)
2 1+NA(|kO|) L+ 14+ N (|kol) 1
Durch Einsetzten in (3.59) folgt
. = . N N 11
ZDA(AaAEA)DA = ZAAAA(HA — HA)AaANA(|k0|) ( 11 ) y (361)

: 5o : . 11
—iDA(AOAD,")Dy = z(AA—AA)AaANA(|k0|)(1 1). (3.62)
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Mit Hilfe der bosonischen Spektraldichte
pa(k) = ie(ko) (Ax — A}) | (3.63)

ergibt sich tir den bosonischen Kern schliel3lich die Formel
» x x I 1
KA(]{Z) = [G(ko)p/\(k) + ZAAAA(HA - HA)]AaANA(U{IoD ( 1 1 > . (364)

Den Fermionkern erhalten wir durch die Ersetzung — —Ny:

Ra(h) = = (k)b + 3330 - ) Prosta(ra (] 1) @69

mit der fermionischen Spektraldichte
pa(k) = ie(ko) (Ax — AZ) . (3.66)

In dieser Arbeit werden wir, abgesehen von den Absfingen in Kapitel 6, den Imagnteil der
Feynman-Selbstenergi&in undIl, vernachéissigen. In diesem Fall hat der Kern eine besonders
einfache Form und ist proportional zur Spektraldichte.

Zum Schluss wollen wir noch einige Anmerkungen zu denakreri (3.51) und (3.52uf die
vollen Propagatoren machen. Im thermischen Gleichgewicht, .\ £ 0, sind diese Anafze
exakt ertillt (zur Erlauterung verweisen wir auf (A.51) im Anhang A). Wir verwenden in dieser
Arbeit als Cutoff—=Funktion die Theta—FunktiédE| —A), die die KMS-Bedingungen (2.16) und
(2.17) in den freien Propagatoren verletzt, da Moden mit unterschiedlicemlichen Impuls
verschiedene Temperaturen haben. Die Moderﬂlﬁhib A haben die Temperatdr , wahrend
die Moden miﬂlﬂ < A beiT =0 sind. Dies bedeutet, dass man durch die &infing der Cutoff—
Funktion das System in einen Nichtgleichgewichtszustand versetzt. Meseveiwarten, dass
das System aufgrund von Streuprozessen mit der Zeit bei einer Tempg&tatwgrmalisiert.
Durch die Ansitze (3.51) und (3.52)uf"die vollen Propagatoren gehen wir jedoch davon aus,
dass auch unter Einbeziehung von Wechselwirkungen die Trennung zwischen den thermalen
und nichtthermalen Moden bestehen bleibt, d.h die Moden A?nhit< A auch durch Streupro-
zesse keinen thermalen Anteil erhalten. Dies ist gleichbedeutend damit, dass das System nicht
thermalisiert. laf die Thermalisierung eines Nichtgleichgewichtssystems sind aledingsra-
ten verantwortlich, die mit dem Imaganiéil der Selbstenergie zusammangén. Damit sind die
Ansdtze (3.51) und (3.52) nur dann gerechtfertigt, wenn man den lmadgihder Selbstener-
gie vernachdssigt bzw. wenn dieser so klein ist, dass die Thermalisierungsskala seho@et gr”
als die mikroskopische Skala der Theorie ist. Bis auf Kapitel 6, wo wir die Inaagité in er-
ster Ordnung bercksichtigen, werden wir in dieser Arbeit den Imamiteil der Selbstenergie
vernachéissigen. Unsere erzielten Ergebnisse rechtfertigen diatAair die Propagatoren.

3.5. Approximationsmoglichkeiten zur Losung von Flussgleichungen

Die Flussgleichungen (3.10) und (3.40) sind zu komplex, als dass man sie numerisch oder ana-
lytisch exakt bsen lonnte. Daher ist es sehr wichtig, wirkungsvollai¢rungsmglichkeiten zu
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erarbeiten, di@iberschaubar sind und zugleich die wichtigsten physikalischen Effekte beinhal-
ten [67].

Die volle effektive Wirkung entélt alle Operatoren, die mit der Symmetrie der zugrunde lie-
genden Theorie vereinbar sind. Diese unendlich vielen invarianten Operatoren treten in der effek-
tiven Wirkung zusammen mit ihrer jeweiligen Kopplung auf. Durch Entwicklung der effektiven
Wirkung nach diesen Operatoren kann man die Flussgleichung (3.40) in ein unendliches System
von gekoppelten, nichtlinearen Differenzialgleichungendiese Kopplungen umwandeln. Da-
mit hat man natilich noch nichts gewonnen, da dieses unendliche System von Differenzial-
gleichungen ebenfalls nichdgbar ist. Vielmehr muss man nun durch geeignete Trunkierungen
die Anzahl der Kopplungen so weit reduzieren, bis das verbleibende Syssbar hird. Dies
bedeutet, dass man dierfdas zu untersuchende Problem relevanten Operatoren identifizieren
MmusSs.

Es gibt zwei unterschiedliche dglichkeiten, die effektive Wirkung zu entwickeln. Die eine
Moglichkeit besteht darin, die effektive Wirkung nach Potenzen der Felder zu entwickeln. Dies
wurde im Rahmen der ERG b&i = 0 in [71, 83, 85] durchgeffirt. Die Koeffizienten dieser
Entwicklung sind die 1PI Greenfunktionen (wir geben im Folgenden der Einfachheit halber die
Entwicklung tir ein skalares Feld an),

o.¢] 1 "
Cr =Tl + Z ] / ddxl...ddanE\ )(xl, s Tp) (1) p() (3.67)
n=1 "

Diese Art der Entwicklung wird auch bei der Untersuchung von Schwinger—Dyson—Gleichungen
benutzt [82]. Wenn man die Entwicklung (3.67) in die Flussgleichung (3.40) einsetzt und funk-
tional nach den Feldern ableitet, altrhan ein System von gekoppelten Differenzialgleichungen
fur die 1PI-Greenfunktionen. Dieses System ist nicht geschlossen, d.h. die Flussgleickmngen f*
die Greenfunktionen einer bestimmten Ordnung enthalten immer GreenfunktioherehOrd-
nung. Mit zunehmender Ordnung nimmt die Anzahl der Greenfunktionen, die zur Flussgleichung
beitragen, stark zu.

Die andere Entwicklungsaglichkeit ftir die effektive Wirkung besteht darin, eine Ablei-
tungsentwicklung durchzufiren [98—100]. In diesem Fall entwickelt man die effektive Wirkung
um konstante Feldkonfigurationen und klassifiziert die entstehenden Operatoren nach der An-
zahl der Feldableitungen, die sie enthalten. Die Koeffizienten der Operatoren sind Funktionen
der konstanten Felder. In niedrigster Ordnung der Ableitungsentwickluadi enah das effek-
tive Potenziall/,. Als Beispiel geben wir die Ableitungsentwicklung eines skalaren Feldes mit
Zy—Symmetrie an:

I /ddx {—VA(ga?) + %ZA(QOZ) (0p)* + } : (3.68)

Durch Einsetzen von (3.68) in die Flussgleichungadtrtmian ein unendliches, gekoppeltes
System von DifferenzialgleichungenrfV, (©?), Zx(¢?) usw. Dieses Systemasst sich stark
vereinfachen, wenn man nur die niedrigsten Kopplungen ( z.BVRUs?) und Z, (¢?)) benick-
sichtigt und alle bheren Kopplungen gleich null setzt. Dies ist sehr oft eine gute Approximation,
dain vielen Rllen die anomalen Dimensionen klein sind. In einem weiteren Schritt kann man das
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effektive Potenzial nach Potenzen vorntwickeln. In der LPA-dherung (“Local Polynomian
Approximation”) werden nur endlich viele Entwicklungskoeffizientenuo&sichtigt, d.h. man
approximiert das Potenzial durch ein endliches Polynom. Damit haben wir die Anzahl der Kopp-
lungen auf wenige (relevante) Kopplungen reduziert, wodurch man das verbleibende System von
Differenzialgleichungen numerisch oder analytisoeri kann.

Die Ableitungsentwicklung bis zur ersten oder zweiten Ordnung, verbunden mit einer LPA—
Naherung, ist das am meisten verwendete Approximationsschanmwil§onsche Renormie-
rungsgruppengleichungen. Im Rahmen der ERG wurde dieses Schema sehr erfolgreich zum
Studium verschiedenster System angewendet (8lmersicht liefert [61]). Auch in dieser Ar-
beit werden wir in den aChsten Kapiteln Ableitungsentwicklungen der effektiven Wirkung
durchtihren, wobei wir das Potenzial jedoch nicht durch einen LPA—Ansatz trunkieren.
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4. DER PHASENUBERGANG IM SKALAREN
O(N)-MODELL

4.1. Einleitung

Als eine erste Anwendung der TRG untersuchen wir in diesem Kapitel das kritische Verhal-
ten skalarerQ(N)—symmetrischer Theorien in 3+1 Dimensionen [79]. Dabei gehen wir davon
aus, dass di®(N)-Symmetrie bel” = 0 spontan gebrochen ist. Experimente und theoretische
Untersuchungen zeigen, dass es bei einer kritischen Tempé&tatureiner Restaurierung der
O(N)-Symmetrie durch einen Phasdyeigang zweiter Ordnung kommt. Aufgrund von Infra-
rotproblemen ist es gtiingstheoretisch nichtoglich, das kritische Verhalten dieser Theorien in
3+1 Dimensionen zu berechnen, so dass man auf nichtperturbative Methoden angewiesen ist.

Fur O(N)-symmetrische, skalare Theorien gibt es zahlreiche Anwendungen sowohl in der
statistischen Physik als auch in der Teilchenphysik. In der statistischen Physik wihd e
Limes zur Beschreibung von langkettigen Polymeren verwendet. DerNFall 1 entspricht
dem Ising—Modell und wird zur Beschreibung desflig—gasfimigenUbergangs am kritischen
Punkt angewandt. Der FalV = 2 entspricht dem Suprafluiditiibergang in Helium unduf”

N = 3 erhdlt man das Heisenberg—Modell zur Beschreibung ferromagnetischer Systeme. Der
Fall N = 1 ist fur die Teilchenphysik relevant, da er das kritische Verhalten des elektroschwa-
chen Phasearbergangsui’ den kritischen Wert defl” = 0)—Higgs—Masse beschreibt [86]. Der

Fall N = 4 beschreibt das kritische Verhalten des chiralen Phdassgangs der QCD im Limes

von nur zwei Quark—Flavors (vglachstes Kapitel). Die Anwendbarkeit des kritischen Verhal-
tens degD(NV)-Modells auf eine Vielzahl verschiedener physikalischer Systeme ist eine Mani-
festation der Universaht kritischer PRhomene.

Da an einem Phasahérgang zweiter Ordnung die langreichweitigen, rein dreidimensionalen
Fluktuationen entscheidend sind (dimensionale Reduktion [16]), kann das universelle Verhalten
der Theorie auch direkt in drei Dimensionen léi= 0 untersucht werden. Diese Methode ist
auch fir Sorungstheorie zugglich, da die thermalen Effekte, die in 3+1 Dimensionandids
schlechte Infrarotverhalten verantwortlich sind, mit ihr umgangen werden. In drei Dimensionen
gibt es genaue Berechnungem fiie kritischen Exponenten mit Hilfe von Borel-resummietter
Entwicklung, Stfungstheorie bei fester Dimension und Gitterrechnungen (giresicht liefern
z.B. [6,61, 90]). Das kritische Verhalten(N)—symmetrischer Theorien wurde auch mit Hilfe
der ERG direkt in drei Dimensionen berechnet [75, 87, 88].

In der dreidimensionalen Theorie BEi= 0 lassen sich jedoch nur die universelleroGen
berechnen. Nichtuniverselle @én wie z.B. die kritische Temperatur oder kritische Amplituden
sind damit nicht zugriglich. Ihre Berechnung muss in der vollen Theorie bei endlicher Tempera-
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tur erfolgen. Fif solche Berechnungen istdBtingstheorie in der &lie des Phasahérgangs auf-
grund ihres schlechten Infrarotverhaltens nicht mehr zassitj. So wird z.B.ui' N = 1 selbst

von super—daisy—-resummiertero8iiigstheorie dlschlicherweise ein Phasdrergang erster
Ordnung vorhergesagt [26]. Im Falle eingiV— Entwicklung sagt daisy—resummiert@tigs-
theorie korrekterweise einen Phagbaigang zweiter Ordnung voraus [6,97]. Die damit erzielten
Werte tr die kritischen Exponenten sind jedoch nicht besonders akkurat. Nichtperturbativ wur-
den Resultateur universelle und nichtuniverselle @$én mit Hilfe der ERG in [67, 68, 91, 94]
erzielt. Weitere Renormierungsgruppenuntersuchungen wurden in [92, 93] duretigkf[95]
erfolgten Untersuchungen mit Hilfe der “environmentally friendly’—-Renormierungsgruppe und
in [96] mit Hilfe der “auxiliary mass”-Methode. Im Rahmen der TRG wurden kritische Expo-
nenten &ir N = 1in [76] und [78] berechnet, wobei in [78] zalich die kritische Zustandsglei-
chung bestimmt wurde.

4.2. Herleitung der Flussgleichung fir das effektive Potenzial
DasO(N)—Modell ist definiertuber die(7'=0)-Lagrangedichte
1 1 1
_ = w242 L 2\2
L= 50,00" 9 — m’¢ — (7). (4.1)
wobei ¢ ein N—-komponentiges, reelles Skalarfeld ist. Als Index dénO (N )—-Vektor verwen-

den wir griechische Buchstaben, d¢h= ¢ mita = 1... N. Die Flussgleichung (3.40ufdie
effektive Wirkungl',[¢] lautet

i . o, -
AOTA[0] = §Tr[(A8ADM) (DO,A += qs?sf]) ] . 4.2)

Da wir im Realzeitformalismus arbeitenagt’ das Feld) zusitzlich einen thermalen Index
¢ = 1,2. Da es nicht roglich ist, die Flussgleichung (4.2) exakt zasén, sind wir gezwun-
gen, Ndherungen einzufiren. Viele UntersuchungenrfdasO (/N )-Modell haben gezeigt, dass
eine gute Mherung darin besteht, eine Ableitungsentwicklung der effektiven Wirkung vorzu-
nehmen und nur die ersten Terme der Entwicklung zuddesichtigen. Der Grund dafist, dass
die Ableitungsentwicklung effektiv eine Entwicklung in der anomalen Dimensiond diese
im vorliegenden Modell sehr klein ist. Am Phaséergang isf) ~ 0.05. So kann man in einer
ersten Ntherung die anomale Dimension vernadsigen und die effektive Wirkurig¢] durch
das effektive Potenzidl (¢) und einen tree—Niveau kinetischen Tekds? approximieren. Der
Fehler, den man durch diese Approximation bei der Berechnung universed@eniacht, liegt
in der GoRenordnung der anomalen Dimension am Phasengang, d.h. in der @Benordnung
von 5%. Diese Aussagadst sich nur dadurch verifizieren, dass man den Einflusg eaplizit
in Betracht zieht (vgl. achstes Kapitel).

Bevor wir die Flussgleichunguf allgemeinesV herleiten, betrachten wir zachst einmal
den FallN = 1. Im Realzeitformalismus ist das effektive PotenZigl) eine Funktion der Fel-
der ¢, und ¢,. Da das effektive Potenzial eine statisch@f ist, wirde seine Berechnung im
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Matsubaraformalismus direkt das physikalische effektive PotemZia) liefern. Dieses angt
jedoch nur von einem Feld ab. Es stellt sich somit die Frage, Wi&¢) und V' (¢) zusam-
mentengen. In [23] wird gezeigt, dassifkonstante Felder die physikalische Konstellation durch
®1 = ¢ = p gegeben ist. Das physikalische effektive PotenZigh) erhélt man aud/(¢) durch

die Gleichung

OV(p) _ 0U(9)

Oy 091

4.3)

P1=p2=¢

Die Relation (4.3) ist auf tree—Niveau unmittelbar einsichtig, da ) = V(¢1) — V(o)
gilt. Um die Flussgleichung (4.2) approximatnsén zu kihnen, machen wini'die leicht mo-
difizierte effektive Wirkund', [¢], bei der der freie Propagator subtrahiert wurde, den Ansatz

1 1
Palo) = [dta] = Un(@) + gmiot — Smiad]. (4.)
Zur Auswertung des Matrix—Propagators (3.51)dt@yen wir den Feynman—Propagathy (k).
Unter Annahme einer Schwinger—Dyson—Gleichung machen wir difi Ansatz

1
A = : 4.
A(k) k2 —m? + I + ic (4.5)

Aufgrund der Niherung (4.4)di die effektive Wirkung ist die Feynman-Selbsteneigjereell
und unabhihgig vom Impuls. Ei sie gilt (vgl. (A.66) und (A.68)):

A =X = X0a + 224 - (4.6)

Damit erhalten wir

5?2 FA : aQUA(QS) 2
Iy = = +m
* Z 5¢15¢Z p1=¢2=¢p i=1 09106; P1=¢2=¢p
8ZVA( ) 2
(0p)? )

wobei wir im letzten Schritt (4.3) benutzt haben. Aufgrund der Invarianz der Lagrangedichte
unter der Transformatiop — —¢ kannV (¢) nur vonp = %ng abréngen, d.h.

Iy = =Vi(p) — 20V} (p) + m*. (4.8)

Die Ubertragung unserer bisherigen Vorgehensweise auf den Fall@ing—symmetrischen
Theorie ist nicht schwer. Die Gleichung (4.3) lautet nun

IV (p) _ 0U(®)
_ 4.9
Op® 09 |gogymgr (“9)




40 4. Der Phaserbergang im skalaref (NV)-Modell

wobei wir den konstante® (N)-Vektor o” = (o', ..., ©") eingetihrt haben. Aufgrund der
O(N)— Symmetrie kann das Potenzig| nur von der Invarianten

|
p=) 54" (4.10)

abreingen. Statt der Gleichung (4.7) erhalten wirGrqV)—Modell

2 2

H%B _ 2(521—‘/\(@? _ _ZazUA(QZ;) +m250¢5
=1 007005 g7 =p1=p =1 002005 |41=p7=p
62VA(P) 2
— 58 4.11
Dp*0pP m (4.11)

Die Eigenwerte der MassenmatrikV, (p)/(0p*0¢?) hangen nur von der Invarianten ab.
Aufgrund derO(N)—Symmetrie kann man durch eine Drehung den Vektdr. .. , ¢™) in den
Vektor o7 = (',0, ... ,0) Uberfihren, wobeip' = \/2p gilt. Durch diese Transformation wird
die Massenmatrix diagonalisiert:

0* Va(p) 2
RS U 412
Dp0pP a0 (4.12)

Die Eigenwertel/?, , lauten

My = M7, =Vi(p)+2pV{(p), (4.13)
MZ, = M:,=Vi(p) fur a=2...N. (4.14)

Fir den Fall, dass der Vakuumerwartungswertund damitp nicht null ist, erhalten wir spon-
tane Symmetriebrechnug entlang derRichtung. Dies bedeutet, dass die Symmetriegruppe
O(N) zu der Gruppe& (N — 1) gebrochen wird. Dadurch erhalten wir in radiajgrRichtung
eine Higgs—Mode (Sigma—Teilchen) mit der Mag\ﬂé’,\ und in tangentialer Richtungy — 1
Goldstone—Moden (Pionen) mit der Mask€ ,. In der gebrochenen Phase sind die Pionen am
Minimum des Potenzials masselos. In der symmetrischen Phase hab&nTaikehen die glei-
che Massé/’(0). Fur die Selbstenergie—Matrix im Fallg > 1 erhalten wir

N _ my’ o _
Sa = Miko) (N as ) MY (ko) (4.15)
: 0 Iy
mit 103 = (= M2, +m?)5 =115 6. (4.16)
Damit folgt fr die Propagator—Matrix
D’(k) = D3(k)s*, (4.17)
A% (A — AY")O(—ko) >
D%(k — A>k A Aa*
W0 = (g oAy

+(A3 — AT N (o) ( 1 ) (4.18)
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mit dem Feynman—Propagator

1
AS (k) = . 4.19
A (k) k2 —m?2 + 11§ + ie (4.19)

Zur Berechnung von Flussgleichungenssén wir den Ker[KX‘ﬁ(k aus (3.64) bestimmen.
Fur reelle Selbstenergien ist der Kern proportional zur Spektraldictité). Unter Verwendung
von (3.16) erhalten windi die Spektraldichte (vgl. (A.43))

P (k) = p3(k)s?, (4.20)
(k) = 2me(ko)d(k* —m? +11%). (4.21)

Der Kern ist gegeben durch
K (k) = Kg(k)so?, (4.22)

K3(k) = e(%)pﬁ(k)AaANAukoD(} }) (4.23)

Nach diesen technischen Vorbereitungemmién wir nun aus (4.2) die Flussgleichung f*
das effektive Potenzial herleiten. Durch Differenziation der Flussgleichung nach dempFeld
erhalten wir

20,900 _ iTr[ (Doj . 52m¢]>‘1 (r,D;1) (Doj . 52m¢]>‘1 Tal4] ] |

00 2 0pOP 0pOP 0610606

Indem wir die Flussgleichungif die konstante Feldkonfiguratiarf = ¢5 = ¢® = (¢1,0...0)
auswerten, ergibt sich unter Beksichtigung von (4.9)upera und S ist zu summieren)

Valp) 1/ 'k
Ady o1 2 (27r)4T

53Tz 83T A
B 5 aa B 5 ac
r Kﬁ‘(k)éo‘ﬂ 54516%(11:11&5(17? 6¢16(§°’415“2A6¢¥ .(4.24)
005007001 005088007 ) |, 4

Die Auswertung der Spuwrber die thermalen Indizes ergibt

53T A 03T A
11 007 00%807 647 605567 __Vialp)
Tr 63F (53F — . (4.25)
11 S Ta 2 La DB A
60500700] 905005061 ) |, 4

Damit erhalten wir als Flussgleichungrf’} (p)

NNV = SOV 2000) [ KT
O V) [ KT, (4.26)
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wobei wir verwendeten, dass 0/0¢Y = 2p0/0p. Mit K{(k) bezeichnen wir den Keruf'das
Sigma—Teilchen und mik'% (k) den Kern {ir die Pionen:

K{(k) = 2m0(k* = Vi(p) — 20V} (p)) AOaNA(Ikol) (4.27)
Kx(k) = 270(k* — Vi(p))AOsANA([kol) - (4.28)

Fir die numerische Auswertungussen wir die Cutoff—-Funktion iV, (|ko|) spezifizieren.
Wir wahlen die Theta—Funktion als Cutoff-Funktion, da sich damit die Integrale analydsamn |
lassen:

Nalkol) = N(|ko|)0 (|E|;A) (4.29)
AONNA(Jkol) = —N(lkol)3(|E| — A). (4.30)

Im Idealfall sollten die Ergebnisse nalich unablaihgig von der Cutoff—-Funktion sein. Diesive’
jedoch nur dann der Fall, wenn man exakt rechnarde. Durch die Einfhrung von Nitherungen
werden die Ergebnisse adoigig von der Cutoff-Funktion. Der Einfluss der Cutoff—-Funktion auf
Renormierungsgruppen wurde z.B. in [101-103] untersucht. Insbesondere zeigt sich, dass die
Wahl der Theta—Funktion zu Schwierigkeitarhféen kann. Wir verwenden in dieser Arbeit die
Theta—Funktion als Cutoff-Funktion, da sich die Integrale damit analytsgnllassen und die
numerische Auswertung sich erheblich vereinfacht. Da wir mit der Theta—Funktion numerisch
sehr gute Ergebnisse erzielen konnten, rechtfertigt dies a posteriori unsere Wahl. Weiterhin ist
es wichtig, dass die hier abgeleiteten Formeln es erlauben, in eiaensten Schritt verbesserte
Cutoff—Funktionen einzusetzen, womit sich dann deren Einfluss atzsshésst.

Mit der Theta—Funktion als Cutoff erhalten wir aus (4.26) (sofern es eindeutig ist, wollen wir im
Folgenden bei den verschiedenerofEein den Inded weglassen)

A3 N(w,) A* N(wy)
r_ o n "n AN - o ™ n 2
ANV = e (BV" +2pV") 0(w?2) — (N 1)—47T2 e V"O(w?)  (4.31)
mit w2 =A+ V' +2pV", Wi=A+V'. (4.32)

Zur numerischen Auswertung betigen wir in der gebrochenen Phase ebenfalls die Fluss-
gleichung tir das Minimuny,. Diese erhalten wir aus der Bedinguh§ p,) = 0. Durch Diffe-
renziation nach\ folgt daraus:

AaApo A&AV’( ) . (433)

v~< 0) o=p0
Fur die numerische Untersuchung ist agatich, folgende dimensionslose Variablen ein-
zufihren:
A . P vV
Der Grund fir obige Skalierung liegt darin, dass in deald”des Phasehérgangs die lang-
reichweitigen, rein dreidimensionalen Fluktuationen entscheidend sind (dimensionale Redukti-
on). In[76,78] wurde gezeigt, dass man im Limest V' +2pV" < T undA2+ V' < T (beide
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Bedingungen mS$sen zugleich euflt sein) aus (4.31) die Flussgleichung tias effektive Poten-
zial der dreidimensionalen Theorie ath'Daher werden in (4.34) die Variablen miso skaliert,
wie man sie in einer rein dreidimensionalen Theorie skalienardes Die dreidimensionalen Va-
riablen gewinnt man durch naive dimensionale Skalierung der vierdimensionalen Variablen mit
der Temperatuf”. Wir definieren die FunktionV () als

N(z) = L (4.35)

er —1°

Damit lauten die Flussgleichungeurfdas dimensionslose Potenzial und Minimum

ARV = 2V V)
A . N\,  NO@,
— o |6V 2,3\/’")&9(@3) +(N - 1)v"&9(w§) . (4.36)
1 ~
Ahbo = —po— — ALV (p 4.37
AP0 Po (o) W(p) s=50 ( )
: ~ 2 wg Cr1 NS/ ~2 wg "1

mit w: = F:1+V+2pv, wﬂzﬁzquV. (4.38)

Bevor wir mit der Numerik beginnendkinen, nussen wir das StartpotenzialrfA — oo
spezifizieren. Ohne &lierungen ist das Startpotenzial gegeben durch das volle effektive Poten-
zial beiT = 0. Dieses ist exakt natlich nicht zuginglich, und wir sind gezwungen, daféine
geeignete Approximation zu verwenden. In dieser Arbeit besdan wir uns auf die Betrach-
tung kleiner(T = 0)—Kopplungen und werden deshalb bei der Skejas> T fur das effektive
Potenzial ein symmetriebrechend&s=0)—-tree—Niveau Potenzial

Vao(p) = gT;) (p— po)? (4.39)

als Startwert einsetzen. Diese Vereinfachung hat keinen Einfluss auf die universellen Eigenschaf-
ten des Systems, da diese unaifdig von der mikroskopischen Physik sind. Durch dieabéN™

rung werden insbesondere die kritischen Exponenten, universellaliresisé kritischer Ampli-

tuden oder die kritische Zustandsgleichung nicht beeinflusstdie nichtuniversellen @Gf3en,

wie z.B. die kritische Temperatur, exth'man durch Barcksichtigung vorl’ = 0 Quanten—
Effekten Korrekturen aufgrund des logarithmischen Laufens(@er 0)—Kopplung. ki klei-

ne Kopplungen sind diese Korrekturen jedoch gemggf. Da wir in dieser ersten Untersu-
chung deg)(N)-Modells hauptachlich an prinzipiellen Aussagerér die Anwendbarkeit der

TRG und nicht an radlichst pezisen Ergebnissen interessiert sind, werden wir(die= 0)—
Quantenkorrekturen (und die damit verbundenen Schwierigkeiten [79]) ignorieren.

4.3. Numerische Untersuchung

In diesem Abschnitt geben wir die numerischen Resultate wieder, die mit Hilfe der Flussglei-
chungen (4.36) und (4.37) erzielt wurden [79]. Durch Ableiten von (4.36) padbnnen wir
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die Flussgleichungui’ jede beliebige Ableitung voﬁi’(/’)) bestimmen. Das System von Fluss-
gleichungen, das wir dadurch erhalten, ist zu keiner Ordnung geschlossen, da auf der rechten
Seite der Flussgleichungen immer um zwei Ordnungsrehg Ableitungen auftreten als auf der
linken Seite. Eine Mglichkeit zur r@herungsweisendsung dieses unendlichen Systems von
Flussgleichungen besteht darinr fias Potenzial einen Polynomansatz zu machen (LPA). Dies

ist gleichbedeutend damit, dass man diejenigen Ableitungen des Potenzialshdieshid als

die Ordnung des Polynoms, gleich null setzt. Durch diesen LPA Ansaait @enaih ein endliches
System von Flussgleichungen, das man numerissén 'kann.

Wir machen €ir die numerische Ausarbeitung keinen LPA—Ansataids effektive Potenzial,
sondern verwenden Methoden, die in [108] vorgeschlagen wurden. Dazu werten wir die Fluss-
gleichungen dit V'(j) und V" (j) an dquidistanten Punktep; aus. Die Flussgleichungemirf”
V'(p) undV"(p) enthalten die unbekannten Ableitunget (5;) und V" (;), die wir aufgrund
von sog. “matching”-Bedingungen bestimmen. Diese Bedingungaitertan dadurch, dass
man das Potenzial an jedem Pupkturch ein Polynom vierter Ordnung approximiert und Ste-
tigkeit fir V() und V() in der Mitte zwischen zwei benachbarten Punkgererlangt. Die
daraus Folgenden Bedingungen bestimmen die unbekannten Ableitiifggr) und V" (5;)
als Funktionen der AbleitungeW’(p;) und V" (5;). Aufgrund dieser matching—Bedingungen
erhalten wir im Prinzip ein nichtlineares, gekoppeltes System von Differenzialgleichuagen f~
V'(p;) und V"(p;). Dieses System von Flussgleichungen ist aufgrund des matchings nichtlo-
kal, d.h. die Differenzialgleichungen an der Steljeenthalten Gol3en an den anderen Punkten
p;. Im Gegensatz dazuwde ein LPA-Ansatz zu einem lokalen Differenzialgleichungssystem
fuhren. In der gebrochenen Phase skalieren wir den Abstand zwischen den Rymkiedem
A—abléngigen Minimump,. Dies hat den Vorteil, dass sich zwischen dem Minimum und dem
Ursprung immer die gleiche Anzahl vonuststellen befindet. Unser Vorgehen zur numerischen
Auswertung der Flussgleichungen geht behtlichuber den LPA-Ansatz eines globalen Poly-
noms vierter Ordnunguf'das effektive Potenzial hinaus.

Wir wollen nun mit der Diskussion der numerischen Ergebnissedén FallN = 1 be-
ginnen. Dieser Fall entspricht dem Ising—Modell in der statistischen Physik. Als Startwert f*
die Flussgleichungen bei einer hohen SkajdT setzen wir das symmetriebrecheride=0)—
tree—Niveau Potenzial ein. Die Skala &lle dimensionsbehafteten@én ist durch dag’ =0)—
Minimum po (T = 0) gegeben. Unsere numerischen Ergebnisse zeigen, dass deniPeagang
zweiter Ordnung ist. Dies kann man anhand der Abbildung 4.1 erkennen, die daadibkéit
des dimensionsbehafteten und dimensionslosen Minimums va@auBerén Skala fur verschie-
dene Temperaturen darstellt. Der obere Teil der Abbildung zeigt das dimensionslose Minimum
po als Funktion vorin(A/T) fur verschiedene Werte der Temperatur in dah8lder kritischen
TemperatufT, (die (T' = 0)-Kopplung bet@gt g;—y = 0.1). Fir Temperaturember der kriti-
schen Temperatuf, (durchgezogene Linien) wird das Minimum bei einer endlichen Skala
null und die Theorie geht in die symmetrische Phalser.” ir Temperaturen unterhalb der kri-
tischen Temperatur (gestrichelte Linien) wird das Minimum niemals null und die Theorie bleibt
in der gebrochenen Phase. Aufgrund der Skalierung des dimensionsbehafteten Minimums mit
AT divergiert das dimensionslose MinimumrfA — 0, falls das dimensionsbehaftete Mini-
mum konstant wird. Im unteren Teil der Abbildung ist das dimensionsbehaftete Minimum als
Funktion vonA /T aufgetragen. & Temperaturen unterhalb der kritischen Temperatur wird das
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Minimum fur A — 0 konstant, v@hrend &ir Temperaturen oberhalb der kritischen Temperatur
das Minimum bei einer endlichen Skalg verschwindet. An dem Verlauf des dimensionslosen
Minimums erkennt man, dass es eine kritische Tempef@tgibt, bei der dieses asymptotisch
einen endlichen Werg; annimmt. Aufgrund der dimensionalen Reduktion ist dieser Wert der
Fixpunktwert der dreidimensionalen Theorie [78]. Die Unafdigkeit der dimensionslosen Va-
riablen von der Skala an der kritischen Temperatur bedeutet, dass die Theorie skaleninvariant
ist. An der kritischen Temperatur verschwindet das dimensionsbehaftete Minimum erst im Li-
mesA — 0. Dieses Verhalten des Minimums zeigt, dass der Phdmsrgang zweiter Ordnung

ist und die Theorie zur UniversaitSklasse des dreidimensionalen Ising—ModellogeBevor

wir uns dem universellen Verhalten zuwenden, wollen wir noch dieafslgigkeit der kritischen
Temperatur von defT" = 0)—Kopplung diskutieren. In Abbildung 4.2 stellen wir das \@th”

nis zwischen der mit Hilfe der TRG gefundenen kritischen TemperBtwnd dem ein—loop
perturbativen Ergebnis dar. Das perturbative Ergebnis lautet

24
Tc,l—loop = m\/% . (440)

Zum Vergleich sind in Abbildung 4.2 auch Wertg dieses Veraltnis aufgetragen, die mit Hilfe
der ERG in [67] bestimmt wurden (Quadrate). Es offenbart sich einelgiateeinstimmung mit
den Ergebnissen der ERG, die mit einem exponentiellen Cutoff erzielt wurden.

Nun diskutieren wir das universelle Verhalten am Phabergang. Im Anhang B geben wir
eine Einfihrung in das universelle Verhalten an einem Phalsergang zweiter Ordnung. Mit
Hilfe der TRG untersuchen wir numerisch das kritische Verhalten der Masse, der Kopplung und
des Minimums. Da wir die Wellenfunktionsrenormierung vernasbigen, handelt es sich dabei
um unrenormierte @f3en. Weiter bestimmen wir die Widom—-Skalenfunktjdn), die die ge-
samte Informatiomuber das kritische Verhalten am Phasleergang beinhaltet.

Das kritische Verhalten des symmetriebrechenden Minimums in der gebrochenen Phase (in der
symmetrischen Phase ist das Minimum null) ist gegeben dpgch a;gﬂ(—t)ﬂ mitt =T —T..

Es wird durch den kritischen Exponentgrund die Amplituder,” charakterisiert. Das kriti-

sche Verhalten der unrenormierten Massevird beschrieben durct? = (C1)~'¢?, mit den
kritischen AmplitudenC+)~! und dem kritischen Exponenten Das Verfaltnis der kritischen
AmplitudenC', und C_ zueinander ist eine universelle @&¢€. In der statistischen Physik ent-
spricht der unrenormierten Masse die Suszept#bilit Das kritische Verhalten der renormierten
Massem, wird durch den Exponentem beschriebenmn, ~ |t|”. In der statistischen Physik ist

das Pendant zur renormierten Masse die Korrelatomsé. Fir verschwindende anomale Di-
mension) erhalten winy = /2. Das kritische Verhalten der unrenormierten Vierpunktkopplung

¢ wird beschrieben durch = /,.t”. In drei Dimensionen ist der kritische Exponentfur die
renormierte Vierpunktkopplung identisch mit dem kritischen Exponent&r die renormierte
Masse (vgl. (B.20)). Bei Vernadisigung der anomalen Dimension folgt damit= 7 = /2.

Weiter gilt in drei Dimensionen bei Vernae@dSigung der anomalen Dimensiéon= 5 (vgl.
(B.13)). Daher folgt aus (B.19) = 25 bzw. 5 = ~/4. Aus der Kenntnis zweier kritischer Expo-
nenten (z.Bd und~) lassen sich alle anderen Exponenten berechnen. Das kritische Verhalten des
Potenzials it kleine p wird durch die Widom—Skalenform der Zustandsgleichung beschrieben:
V'(p) = ¢* ' f(z) mitz = t/p'P undp = /2p . Die Funktion f(z) ist bis auf Normie-
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Abbildung 4.1:Der obere Teil zeigt das dimensionslose Minimum als eine Funktiobnwon'T)

fur verschiedene Temperaturen in der UmgebundlvoBer untere Teil zeigt das dimensionsbe-
haftete Minimum in Einheiten des Minimums Béi=0 als Funktion von\ /T fur verschiedene
Temperaturen.

rung und Reskalierung vanuniversell. Insbesondere erhalten war " = 7, fur das Potenzial
V'(p) = D(+/2p)° !, wobei wir die AmplitudeD = f(0) definiert haben.

Unsere numerischen Ergebnisse flie kritischen Exponenten im Fallé = 1 haben wir
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Abbildung 4.2:Das VerlaltnisT,/T. 1., in Abhdngigkeit defT =0)—Kopplung g tir N = 1.
Zum Vergleich werden noch Ergebnisse aus [67] amgef{Quadrate).

B gl 0 1 v

TRG 0.345| 1.37 | 497 - 0.67
TRG+LPA [76] 3.57| 0.015| 0.58
3d ERG + LPA [75] | 0.333| 1.247 0.045| 0.638
3d ERG [87] 0.336| 1.258| 4.75| 0.044| 0.643
3d ERG + WFR [88]| 0.330| 1.232 0.047| 0.631
Beste Werte [6] | 0.325| 1.240| 4.81| 0.032| 0.630

Tabelle 4.1 Kritische Exponenten mittels verschiedener Methoden\f = 1. Die Abweichun-
gen von den besten Werten liegen in deoGgriordnung von 5%, was konsistent ist mit der
Vernachéssigung der anomalen DimensigrDie numerischen Fehler liegen H2(3%).

in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Wir vergleichen unsere Ergebnisse mit Resultaten, die in der
dreidimensionalen Theorie abgeleitet wurden. Die kritischen Exponenten lassen sich auf un-
terschiedliche Arten bestimmen. Mann kann einerseits den kritischen Exponedieskt aus

dem kritischen Verhalten der Masse extrahieren, indem man in der kritischen Regiot

als Funktion vonin(|T" — T,|)) auftrdgt und die Steigung der Geraden bestimmt. Andererseits
kann many auch aus dem asymptotischen Verhalten der Widom—Skalenfunktion bestimmen:
limg, oo f(z) = C;lﬂ. Wir haben die kritischen Exponenten auf beide Arten bestimmt und
sehr gutedUbereinstimmungen erzieltyf eine genauere Diskussion siehe [79]). Die Skalenre-
lation v = 4/ und die Relatiord = 5 sind mit einer Genauigkeit von weniger als 1%udtf"

In [100] wurde explizit gezeigt, dags= 5 die exakte loSung der dreidimensionalen Fixpunkt-
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gleichungen bei Vernacassigung der Wellenfunktionsrenormierung ist (dies folgt auch unmit-
telbar aus den Skalenrelationen). Die Relatios- 27 ist mit einer Genauigkeit von weniger
als 3% ertillt. Der grof3ere Fehler bei dieser Skalenrelation ist darauficdttihren, dass wir

die Kopplung durch die matching—Bedingungen bestimmen. Wir benutzen die Verletzung der
Skalenrelationen, um unseren numerischen Fehleratff; abzuschtzen. Die Abweichungen
unserer kritischen Exponenten von den Vergleichswerten in Tabelle 4.1 beruhtawuliptsauf

der Vernachdssigung der anomalen DimensigrSie liegen in der Gifdenordnung der anomalen
Dimension, d.h. beiv 5%. In [76] wurde im Rahmen der TRG mit einer LPA—Approximation
fur das effektive Potenzial auch die anomale Dimensgibeticksichtigt. In [75,87,88] wurden

die kritischen Exponenten im Rahmen der ERG in drei Dimensionen bestimmt. In [75] wur-
de eine feldunaldrigige Wellenfunktionsrenormierung beksichtigt und @it das Potenzial eine
LPA—Approximation durchgeifirt. In [87] wurde die LPA—Approximation verworfen und in [88]
zusitzlich noch eine feldalamgige Wellenfunktionsrenormierung einbezogen.

C/C_] By [’ ]| Y | B|C, [ D

(97=0 = 0.1)
TRG 450 | 1.76 | 19.6| 1725| 1.05| 0.54| 2.73
3d ERG + LPA [75] 27.8| 1311
3d ERG [87] 429 | 161
3d ERG + WFR [88]| 4.966 | 1.647
Monte-Carlo [109] 23.3| 1476
Beste Werte [6] 495 | 1.65

Tabelle 4.2:Fixpunktwerte, kritische Amplituden und Amplitudenvatmisse mittels verschie-
dener Methodenur'N = 1. Die Abweichungen von den besten Werten liegen in dexf3én-
ordnung von 5%, was konsistent ist mit der Vernasklgung der anomalen Dimension. Die
numerischen Fehler liegen b8{(3%).

In Tabelle 4.2 paSentieren wir unsere Ergebnisse Einige kritische Amplituden und
Fixpunktkopplungen Rz, ist eine universelle Kombination nichtuniverselleroBen: R, =

C,. Dz,  Das VerkitnisC, /C_ ist ebenfalls universell. Die dimensionslosen universellen
Fixpunktkopplungen\,, und A¢, sinduber Ableitungen des Potenzials nagldefiniert. Damit
sind 4, und\g, Kombinationen aus der zweiten und dritten Ableitung des Potenzialsmn&cé
GroRenB, C'. und D sind nichtuniversell unddrigen damit von dem Startparamejer, ab.
Die Abweichungen unserer Resultate von den besten Werten in Tabelle 4.2 sincabhligits™
auf die Vernachdssigung der anomalen DimensionwkZutihren, wie der Vergleich mit den
Ergebnissen aus [88] zeigt. Die Monte—Carlo—Ergebnisse aus [109] wurden in drei Dimensionen
erzielt.

Nun wenden wir uns der Widom Skalenfunktigti) zu. Diese wurde in drei Dimensionen
in [87—89] bestimmt. In Abbildung 4.3 stellen wiri(f(x)) als Funktion vonin(|x|) dar. Der
linke Teil der Abbildung wurde in der gebrochenen, der rechte Teil in der symmetrischen Phase
bestimmt. Im linken Teil der Abbildung erkennen wir an der Divergenz des Logarithmus, dass
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f(z) furx = —z, eine Nullstelle besitzt. Weiterdtinen wir aus dem rechten Teil der Abbil-
dung die AmplitudeD = f(0) und den kritischen Exponenterbestimmen. Der Exponentist
die Steigung der Kurveut'grof3ez—\Werte. In Abbildung 4.3 vergleichen wir unser Ergebmis f*
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Abbildung 4.3: Die durchgezogene Linie zeigt den Logarithmus der Widom—Skalenfunktion
f(z), erzielt mit der TRG @it N = 1 in symmetrischer (rechts) und gebrochener Phase (links).
Die kurzgestrichelten Linien zeigen das Ergebnis, das mit der ERG in drei Dimensionen [87]
erzielt wurde. Die langgestrichelten Linien zeigen das Ergebnis von Gittersimulationen in ge-
brochener [110] und symmetrischer Phase [109].

f(z) mit dem dreidimensionalen ERG—Resultat aus [87] und mit dem Resultat einer dreidimen-
sionalen Monte—Carlo—Simulationen in symmetrischer [109] und gebrochener Phase [110]. Der
Verlauf von f(x) ist universell, die Normierungen vof{x) und vonz sind jedoch nichtuniver-

sell. Um unser Ergebnis mit den anderen Resultaten vergleichesnneR; nuSsen wir zuachst

die unterschiedlichen Normierungen anpassen. Dies tun wir, indem wir verlangen, dass unser
Ergebnis an zwei verschiedenen Punkigrund z, (entsprechend den beiden Freiheitsgraden

fur die Normierung) mit dem zu vergleichenden Ergelutisréinstimmt. Da die Monte—Carlo—
Ergebnisse in gebrochener und symmetrischer Phase auf verschiedenen Gittern erzielt wurden,
verwenden wir in Abbildung 4.3 verschiedene Normierungerdié symmetrische und die ge-
brochene Phase. Der linke Teil der Abbildung 4.3 zeigt, dass in der gebrochenen Phase unser
Ergebnis nahezu perfekt mit dem Ergebnis aus [{84réinstimmt. In der symmetrischen Phase
besteht @ir grolRer—Werte eine kleine Diskrepanz zum Ergebnis aus [87], was auf unterschiedli-
che Werte @it den Exponenten (vgl. Tabelle 4.1) zurckzufihren ist. In der gebrochenen Phase
erzielen wir eine gutéJbereinstimmung mit dem Gitterresultat aus [110]. Die starke Abwei-
chung zum Gitterresultat [109] in der symmetrischen Phas@ifoRez ist belanglos, da das
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Gitterergebnis in diesem Bereich nicht mehr zuassig ist und einen kritischen Exponenten
v = 2 vorhersagt. Wenn man die battitlichen Abweichungen perturbativer Ergebnisse (z.B.
im Rahmen einer—Entwicklung) von den Gitterresultaten beKksichtigt (fir einen Vergleich
siehe [78,110]), so ist das TRG—Ergebnis eine nicht triviale Leistung.

Wir fahren nun fort mit der Untersuchung des kritischen Verhaltend/f= 4. Dieser Fall ist
interessant, da er das universelle Verhalten des chiralen Riresgaings der QCD im Limes von
nur zwei Quark—Flavors (up— und down—Quark) beschreibt. In der gebrochenen Phase treten ein
massives (Sigma—Meson) und drei masselose Teilchen (Pionen) auf. In der symmetrischen Phase
haben alle Teilchen die gleiche Mass&0). Aufgrund der Existenz der masselosen Pionen f”

N > 1 sind perturbative Berechnungen viel problematischer als im Rake 1.

In Abbildung 4.4 stellen wir den Verlauf der kritischen Temperatur als Funktiofider0)—
Kopplunggr—, im Verhéltnis zum ein—loop perturbativen Ergebnis aus (4.40) dar. Der Vergleich
mit den ERG-Resultaten aus [67] (Quadrate) zeigt auchVf= 4 eine sehr gut&bereinstim-
mung.
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Abbildung 4.4:Das VertaltnisT,/T. .., in Abhdngigkeit defT =0)—Kopplung g tir N = 4.
Zum Vergleich werden noch Ergebnisse aus [67] amgef{Quadrate).

Die Abbildung 4.5 ist das Analogon zur Abbildung 4.3 und stellt unser Ergebnidi¢ "Wi-
dom Skalenfunktion im Fallev = 4 dar. Im linken Teil der Abbildung erkennen wir wieder
die Nullstelle vonf(z) fur z < 0. Wir vergleichen unser Ergebniarff (z) (durchgezogene Li-
nie) mit dem ERG—Resultat aus [111] (gestrichelte Linie), das im Matsubaraformalismus erzielt
wurde. Die Normierung der ERG—Werterff (z) wurde mit Hilfe von zwei Punktem > 0 an
unsere Normierung angepasst. In der gebrochenen Phase erhalten wir eine nahezu jimfekte
einstimmung mit dem ERG—Resultatatrrend die Abweichung in der symmetrischen Phase auf
die unterschiedlichen Wertaif'die kritischen Exponenten (vgl. Tabelle 4.3) zurckzutihren
sind. Ein Vergleich des ERG-Ergebnissas dlie Widom—-Skalenfunktion mit anderen Ergeb-
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Abbildung 4.5:Die durchgezogene Linie zeigt den Logarithmus der Widom-Skalenfunktion
f(z), erzielt mit der TRG @it N = 4 in symmetrischer (rechts) und gebrochener Phase (links).
Die gestrichelten Linien zeigen das Ergebnis, das mit der ERG in [111] erzielt wurde.

I8 y 0 n v
TRG 0.433] 1.73 [ 5.0 — 0.86
3d ERG + LPA[75]| 0.409| 1.556 0.034 | 0.791

MF ERG [111] | 0.407| 1.548| 4.80 | 0.0344| 0.787
3d PT [112] 0.38 | 1.44 | 4.82| 0.03 | 0.73
3dMC[113] | 0.384| 1.48 | 4.85| 0.025 | 0.748

Tabelle 4.3 Kritische Exponenten mittels verschiedener Methoder\f = 4. Die Abweichun-
gen von den besten Werten liegen in deoariordnung von 10%.

nissen, inklusive Gitter uné-Entwicklung, findet man in [111]. Dabei wird offenbar, dass die
Berechnung vorf (z) im Rahmen deeé—Entwicklung séirker vom Gitterresultat abweicht als die
Berechnung mit Hilfe der ERG bzw. der TRG, deren Ergebnisse ja sebguinstimmen.

In Tabelle 4.3 vergleichen wir unsere Werte tiie kritischen Exponenten mit den Gitter-
resultaten aus [113], den ERG—Resultaten aus [75, 111] und dem perturbativen Ergebnis einer
sieben—loop Rechnung bei fester Dimension aus [112]. Bis auf die Resultate aus [111] (ERG bei
endlicher Temperatur im Matsubaraformalismus) wurden alle Wertdi€& kritischen Exponen-
ten in drei Dimensionen b&i =0 erzielt. In [75,111] wurde ebenfalls die Wellenfunktionsrenor-
mierung beucksichtigt. Anders als im Fall®& = 1 weichen unsere Ergebnisae fiie kritischen
Exponentendi N = 4 in der GoRBenordnung vor 10% von denubrigen Ergebnissen ab. Die
Skalenrelationew = v/2, 5 = v/4 undd = 5 sind auch @it N = 4 hervorragend euilt.
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C.JC TR [’ ] B G, | D

(97=0 =0.1)
TRG - 1.38|19.4|475]|1.81| 0.0797| 1.62

MEERG [111]| = |1.02

Tabelle 4.4 Fixpunktwerte, Kritische Amplituden und Amplitudenvaitnisse mittels verschie-
dener Methodenu N = 4. Die Abweichungen von den besten Werten liegen in defdénord-
nung von 10%.

Deshalb gehen wir davon aus, dass der Grumdli& Abweichungen in der zu niedrigen Ablei-
tungsentwicklung der effektiven Wirkung zu suchen ist, denn ein numerischer Fehler sollte sich
auch in der Verletzung der Skalenrelationearlsti bemerkbar machen. Da die Dimension im
Falle N = 4 sogar kleiner ist aladf' N = 1, kann der Hauptgrundif die Abweichungen nichtin
der Vernachdssigung der Wellenfunktionsrenormierufig liegen. Im rachsten Kapitel werden
wir sehen, dass die Becksichtigung einer feldunabhgigen Wellenfunktionsrenormierung die
Ergebnisse nicht wesentlich verbessert. Eine weitere Verbesseroglgdmeéit ware somit die
Berticksichtigung einer feldalaimgigen Wellenfunktionsrenormierung. Neben der Wellenfunkti-
onsrenormierung, gibt es jedochdi N > 1 in niedrigster Ordnung der Ableitungsentwicklung
noch einen Term von der Struktdh, (p)p®p®0%¢P P, der fir die stirkeren Abweichungen im
Falle N = 4 verantwortlich sein &ihnte. Die Untersuchung der dreidimensionalen Theorie in
LPA—Approximation und einer exponentiellen Cutoff-Funktion zeigte nur eine Abweichung in
der GoRenordnung von 3% gegdver der Verwendung der Theta—Funktion als Cutoff.

In Tabelle 4.4 geben wir unsere Ergebnisgedie universelle G3e R,, die universellen
Fixpunktkopplungen\,. und )¢, und die nichtuniversellen GRenB, C', und D an. Rir die
Abweichung vonR, gelten auch die vorigen Anmerkungen.

Zum Abschluss unserer numerischen Betrachtungen geben wir dienglgkéit der nich-
tuniversellen kritischen Temperati. von N an. In Abbildung 4.6 stellen wir die kritische
Temperatur als Funktion voy in Einheiten von,/p, (Minimum beiT" = 0) dar, wobei wir
fur die (T = 0)-Kopplungg den Wert 0.1 vahlen. Wir vergleichen unser Ergebnis (durchgezo-
gene Linie) mit dem ERG-Ergebnis aus [67] (Quadrate) und mituleefiden Ordnung einer
1/N—Entwicklung. Wir erzielen gut&bereinstimmung mit dem ERG-Resultat (dies zeigte sich
bereits in den Abbildung 4.2 und 4.4) und mit dem perturbativen Ergebngré3e/N. Im Rah-
men der TRG ist es sogaraglich, den LimesV — 0 zu untersuchen.

Wir schlieen nun die numerische Untersuchung @é¥)—Modells ab. Wir konnten zei-
gen, dass die TRG ein geeignetes Mittal dlie Untersuchung universeller und nichtuniverseller
GrolRen an einem Phasdrergang zweiter Ordnung darstellt. Bereits mit relativ einfachameN ™
rungen (tree—Niveau Startpotenzial und Ableitungsentwicklung niedrigster Ordnung) konnten
wir erstaunlich gute Ergebnisse erzielen, besonders im Fa#el. Fir die ErkErung der signi-
fikanteren Abweichungen im Fall¥ = 4 sind weitere detaillierte Untersuchungen notwendig.

Mit Hilfe der TRG konnten wir das kritische Verhalten in der (3+1)—dimensionalen Theorie
untersuchen. Dies ist aufgrund der Infrarotdivergenzen perturbativ nmiiich."Wegen dimen-
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Abbildung 4.6:Die durchgezogene Linie zeigt die kritische Temperatur erzielt mit der TRG in
Einheiten vorp, in Abhéngigkeit vonN. Die (T = 0)—Kopplungg betrégt0.1. Zum Vergleich
werden ERG-Ergebnisse aus [67] (Quadrate) und das Ergebnig Me£ntwicklung (gestri-
chelte Linie) angettirt.

sionaler Reduktion lassen sich die universellealf&n perturbativ mit hoher Genauigkeit in drei
Dimensionen bel" =0 berechnen. & die Untersuchung nichtuniversellerd®en wie der kri-
tischen Temperatur muss jedoch die (3+1)-dimensionale thermale Theorie in Betracht gezogen
werden.

In der Nahe der kritischen Temperatur reduzieren sich die dimensionslosen Flussgleichun-
gen der TRG auf die Flussgleichungen der dreidimensionalen Theorie [78]. Damit hat man im
Rahmen der TRG die bylichkeit, den Mechanismus der dimensionalen Reduktion nichtpertur-
bativ zu untersuchen. Insbesondere kann man die Kopplungen der dreidimensionalen Theorie,
die man normalerweise durch perturbatives Matching berechnet, nichtperturbativ mit Hilfe der
TRG direkt als Funktion der physikalischen Startkopplungeribei bestimmen.
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5. DER CHIRALE PHASENUBERGANG IM
QUARK—MESON-MODELL

In diesem Kapitel untersuchen wir anhand eines Quark—Meson—Modells den Einfluss von Fer-
mionen im Rahmen der TRG. Wir betrachten das Gell-Mann-Levy lineare Sigma—Modell ge-
koppelt an zwei Quarks. Dieses Modell ist finsere Zwecke sehr gut geeignet, da die Probleme,
die bei der Beucksichtigung von Fermionen im Rahmen der TRG auftreten, deutlich sichtbar
sind und nicht durch technische Schwierigkeiten verdeckt werden. Auch vom physikalischen
Gesichtspunkt ist dieses Modell interessant, da es ein effektives Modealefi' chiralen Pha-
senibergang der QCD im Limes von zwei Quark—Flavors darstellt. In den Arbeiten [120-122]
wurde darauf hingewiesen, dass der chirale Phassngang der QCD im Limes von nur zwei
masselosen Quarks zweiter Ordnung sein und zur Univextsiditisse des dreidimensionalen
O(4)-symmetrischen Heisenberg—Modells gedri' sollte. Die Fermionen entkoppeln am Pha-
senibergang und haben damit keinen Einfluss auf die universellen Eigenschaften. Unsere Unter-
suchungen zeigen, dass das Entkoppeln der Fermionen im Rahmen der TRG nicht auf triviale Art
realisiert ist. Um die Entkoppelung der fermionischen Freiheitsgrade sicherzustellen, muss man
im Fermion—Propagator noch eine effektive thermische Massek&chtigen, die auf nichtlo-

kale Art durch thermische Fluktuationen erzeugt wird.

5.1. Das chirale Quark—M eson—M odell und seine Verbindung zur QCD

Wir stellen in diesem Abschnitt das chirale Quark—Meson—Modell vor und zeigen seine Verbin-
dung zur QCD auf. In demuf"den chiralen Phasahérgang relevanten Energiebereigh@00

MeV) kann die QCD durch ein effektives Modell aus Quarks und Mesonen beschrieben wer-
den [123, 124]. Die Mesonen sind gebundene &ndé aus Quarks und Anti—Quarks. Im Limes
von nur zwei Quark—Flavors lautet die Lagrangedichte des Modells

£ =D+ T 60,0) - V(o' o) -6 (23243 )0, 1)
mit = (Y1, 19) und ¢ = %(0 — )L+ %(alC + i) 7

Die Fermionen werden durch ein Dublett und die Mesonen durch ein komplexes Bi—Dublett
beschrieben. Mit Hilfe der Pauli—-Matrizeq lasst sich die komplexer 2—Meson—Matrix durch
die reellen Felder, 1/, @, © darstellen. Diese enthalten das skalare und pseudoskalare Singlett
o undn’ sowie das skalare und pseudoskalare Triglatind 7. Das pseudoskalare Triplett
entspricht den Pionen. Um die Notation zu vereinfachen, bezeichnen wir’ndiie Zustinde
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(o,7) und mita® die Zustinde(r/, @). Durch Zerlegen der Fermionenfelder in die rechts— und
linkshéndigen Felder)r = (1 — 75)/2¢ und<, = (1 + 75)/2 ¢ lasst sich leicht zeigen, dass
die Lagrangedichte unter der globalen Transformatian2) ® UL(2) = SUg(2) ® SUL(2) ®
Ua(1) ® Uy (1) invariant ist, wobei sich die Felder transformieren wie

Yr = Up(2)r, v —Up(2)yy und ¢ — Ur(2) ¢ UL(2). (5.2)

Die Gruppely (1) entspricht der globalen Baryonzahlerhaltung. Das PotehZial ¢1) in (5.1)
ist eine Funktion der Invarianten der globalen Symmetriegrupp€el'Bgi wurde dieses Modell
im Rahmen der ERG in [125] untersucht, wo sich eine audiche Beschreibung der Symme-
trieeigenschaften findet.

Die Felderr® unda® bilden zwei irreduzible Darstellungen hinsichtlich der Gruppé; (2)®
SUL(2), die lokal isomorph zur Grupp@(4) ist. Die axiale Symmetriegrupfé, (1) mischt die
beiden Darstellungen, wodurch ihre Massen bei ungebrocliép@r) identisch sein m$sen.

In der QCD ist die axiale Symmetrie aufgrund der Anomalie des axialen Vektorstromes gebro-
chen [126] und damit&inen die Massen der beiden Darstellungen unterschiedlich sein. Die
anomale Brechung der axialen Gruppél) 4 erfolgt ohne Auftreten von Goldstone—Bosonen.
Die Massen der Teilchefy), @) liegen in der GoRenordnung-1 GeV und sind im @ den
chiralen Phasarbergang relevanten Temperaturbereich viel schwerer als die Massen-des
Teilchen$ und der Pionent. Wie in [125] gezeigt wird, besteht eine guteaNrung darin,

ein Quark—Meson—Modell zu betrachten, in dem die Teilchg€nd) unendlich schwer sind

und entkoppeln. Das Quark—Meson—Modell, das nach dem Entkoppeht dezilchenubrig
bleibt, ist das Gell-Mann-Levy lineare Sigma—Modell [127], das nun an zwei Quarks gekoppelt
ist. Die Lagrangedichteuf”dieses Modell ist gegeben durch (5.1), wobei die Mesonen durch
¢ = (ol + iwT)/2 beschrieben werden. Die Lagrangedichte ist invariant unter der globalen
Symmetriegrupp&Ux(2) @ SUL(2) @ Uy (1) = SUy(2) ® SU4(2) ® Uy (1), hinsichtlich derer

die Zustinder® einen invariantei® (4)-Vektor bilden. Das Potenzi&l(¢, ¢7) ist eine Funktion
derO(4)—-Invarianterp, mit p = Tr(¢'¢) = (o + 72)/2.

Das lineare Sigma—Modell gekoppelt an zwei Quarks wurde in [111] im Rahmen der ERG
bei’T" # 0 untersucht, wobei auch der Einfluss von Strommassgedi€ Quarks bercksichtigt
wurde. BeiT = 0 ist die chirale Symmetrie aufgrund des Vakuumerwartungswertes des Feldes
o gebrochen. Durch diesen wird die Symmetriegrugpa (2) ® SUy(2) ® Uy (1) zur Gruppe
SUy(2) ® Uy (1) gebrochen. &f'verschwindende Quark—Strommasaefiért sich die Brechung
der axialenSU,4(2) im Auftreten dreier masseloser Goldstone—Bosonen, der Pionen. Im Falle
masseloser Pionen wird die chirale Symmetrie bei einer kritischen Temp&aturl 16 MeV
durch einen Phasebérgang zweiter Ordnung restauriert, dessen kritisches Verhalten zur Uni-
versalititsklasse de®(4)—Modells gelort. Rir nichtverschwindende Quark—Strommassen sind
die Pionen in der gebrochenen Phase nicht mehr masselos (in einem realistischen Modell haben
die Pionen bell’ = 0 eine Masse- 135 MeV) und aus dem Phasaipérgang zweiter Ordnung
wird ein analytischer CrossoveruFéinenUbersichtsartikel zu Phasebérgingen in der QCD
verweisen wir auf [119].

Wegen der groRen Breite spricht man oft nur von der Sigma—Resonanz und nicht vom Sigma-Teilchen. Wir
wollen jedoch weiterhin von einem Teilchen sprechen.
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Interessante Aspekte ergeben sich, wenn man das chemische Potenzial nicht assigichl”
[117]. Man erwartet, dass sich bei ggyeind hoher Quark—Dichte ein Quark—Quark—Kondensat
(Diquark—Kondensat) bildet, das die Farbinvarianz verletzt und zu Farb—Supralettbrig f~
[114-116]. In [111] wurde im Rahmen der ERG der chirale Phalsergang im linearen Sigma—
Modell gekoppelt an zwei Quarks b&i= 0 und endlichem chemischen Potenzial untersucht.
Es zeigte sich, dass b&i=0 die chirale Symmetrie bei gagénd hohem chemischen Potenzial
durch einen Phaseabérgang erster Ordnung restauriert wird. In [118] wurde im Rahmen eines
zwei Flavor Modells bei endlicher Temperatur sowohl die Bildung eines Quark—Antiquark— als
auch eines Quark—Quark—Kondensatsibksichtigt. Damit konnte das QCD—-Phasendiagramm
als Funktion der Temperatur, des chemischen Potenzials und der Quark—Strommasse untersucht
werden. Man eralt ein sehr vielfiltiges Phasendiagramm der zwei—Flavor—QCD, das durch Ex-
perimente an den Schwerionen—Beschleunigern teilweise verifiziert werden kann.

5.2. Daslineare Sigma—M odell gekoppelt an zwei Quarks

Wir untersuchen nun mit Hilfe der TRG den chiralen Phabengang im linearen Sigma—Modell
gekoppelt an zwei Quarks [80]. Wir herKksichtigen keine Strommassem tlie Quarks, weshalb

wir einen Phasaibergang zweiter Ordnung erwarten. Die Lagrangedichte des Modells ist gege-
ben durch (5.1), wobei die Mesonen durch

b=LleLtinR) . p=THel0) = 1 (o + ) (53)

beschrieben werden. Das Modell besitzt eine globdlg (2) ® SUy (2) ® Uy (1) —Symmetrie,
die im skalaren Teil eine®(4)-Symmetrie mit Invariantep entspricht. Zur Berechnung von
Flussgleichungen nehmen wurfdie effektive Wirkung eine Ableitungsentwicklung vor und
benicksichtigen nur die niedrigsten Terme. Wie wir sehen werdgmt fdiese Trunkierung im
fermionischen Sektor des Modells zu Problemen, da die Fermionen in diakeriig am Pha-
senibergang nicht entkoppeln. Um das Entkoppeln der Fermionen sicherzusteliesemiir
im Fermionenpropagator zatzlich einen nichtlokalen thermischen Beitragumsichtigen, der
nicht durch die Ableitungsentwicklung erfasst wird.

Im bosonischen Teil des Modells gehen wir analog z(rfiV)—Modell vor. Zusitzlich
benicksichtigen wir noch den Einfluss einer feldunabbigen Wellenfunktionsrenormierung
Zy, die wir am Minimum des Potenzials definieren. In der gebrochenen Phase erhalten wir
die Flussgleichungui Wellenfunktionsrenormierung aus der Selbstenergie der Pionen. Da der
Vakuumerwartungswert des Sigma—Feldes in der gebrochenen Phase nicht nuitdst,man
bei der Berechnung der Flussgleichung aus der Selbstenergie des SigtAiches Beitage
~ AOxZ)\ (p) erhalten. Aufgrund der durch das Thermalbad gebrochenen Lorentzsymmetrie gibt
es im Prinzip zwei verschiedene Wellenfunktionsrenormierungeitfiind p3. Wir bericksich-
tigen nur die Wellenfunktionsrenormierung im Zusammenhangpfidenn diese ist mit der
anomalen Dimension am Phasembergang verkimpft.

Betrachten wir nun die Ahierungen im fermionischen Sektor. Die Wechselwirkung der Fer-
mionen mit den Bosonenahérn wir ausschliel3lich durch den Yukawa—Term in der Lagrange-
dichte. DieA—abléngige Yukawa—Kopplunf, nehmen wir als feldunalaimgig an und werten
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sie beip = 0 undp = 0 aus. Wir beucksichtigen keine dhierdimensionalen Fermionoperatoren.
Dies hat auf die universellen Eigenschaften am Phasengang keinen Einfluss, da die Fermio-
nen entkoppeln. Da wir uns in der vorliegenden Arbeit auf kleine Kopplungen laegah, hat
diese Niherung auf nichtuniverselle @3én, wie z.B. die kritische Temperatur, keinen grof3en
Einfluss, da die Beitge loherdimensionaler Operatoren durabhkie Potenzen der Yukawa—
Kopplung unterduckt sind. Wir beutksichtigen @i die Fermionen keine Wellenfunktionsre-
normierung. Mit diesen Akierungen ist aufgrund der chiralen Symmetrie die Selbstenergie der
Fermionen in der symmetrischen Phase null und in der gebrochenen Phase durch die chirale
Symmetrie brechende Massg, = h,+/2p/2 gegeben.

Mit den bisher beschriebeneraNEérungen lautet der Ansatarfdie modifizierte effektive
WirkungT'x[¢, v, 1], bei der die freie Wirkung subtrahiert wurde,

FA[¢7 1;7 ¢] = /d4.'1;‘ |:(ZA - ]-)Tr (8H¢Tau¢) - UA(¢7 ¢T) + m2P1 — m2P2

- 1 — ot
it (255 425 ) 0] 5.4

In (5.4) ist zu bentksichtigen, dass die Felder thermale Indizes besitzerpufeh) die O(4)—
Invariante in Bezug auf die Felder mit dem thermalen Index 1 (2) ist.

5.2.1. Fermion—Entkopplung am Phaseniibergang zweiter Ordnung

In [80] wird gezeigt, dass mit dem Ansatz (5.4)rfdie effektive Wirkung die Fermionen

am Phasaubergang zweiter Ordnunguif’p = 0 nicht entkoppeln. Dies wde bedeuten,

dass die Fermionen Einfluss auf die universellen Eigenschafiganwas im Widerspruch

zu den theoretischen Erkenntnissen steht. Um das Entkoppeln der Fermionen im Rahmen
der TRG sicherzustellen, muss mam tlie Fermion—Selbstenergie aizlich einen nichtloka-

len thermalen Beitrag becksichtigen, der die chirale Symmetrie nicht zerstDieser Bei-

trag wirkt sich effektiv wie eine zw@dzliche thermale Masse: T aus, die bewirkt, dass

die Fermionen am Phasdmergang vollsindig entkoppeln. Die chirale Symmetrie verhin-
dert bei den Fermionen die Erzeugung einer lokalen thermalen Masse. Da die Ableitungsent-
wicklung der effektiven Wirkung lokal ist (solange man nur endlich viele Termedksich-

tigt), kann man damit den nichtlokalen Anteil der Fermion—Selbstenergie nicht erfassen. Die-
ser nichtlokale Anteil gehtiber die Ableitungsentwicklung hinaus und muss ‘von Hand’ ein-
geftihrt werden. Wir erhalten diesen Beitrag durch die Berechnung des Diagramms (5.5) in
“hard—thermal-loop” HTL—Approximation [130, 131]. In HTL-Approximation vernasisigt

man denaulleren Impul® und die Massen der Teilchen im Vergleich zum loop—Impuls

ﬂﬁ (5.5)
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Fir den thermalen Fermion—Propagatoradtrinian unter Einbeziehung der nichtlokalen HTL—
Beitrage aus dem Diagramm (5.5)

A p) = (1+alpo, P))p +b(po, Pt —my (5.6)
(1 + a(po, P))p + blpo, Ptk + my

Alp) = 5.7
W) = T alpe. )22 + 21 + alpo, P))b(o, Phpo + blpo PP 2 1)
_ p +my + O(mz/P) (5.8)
p* = 2mj —mj + O(my/P?) '
mit (P = /p? ), v* = (1,0,0,0) sowie
2
— Mz iy _ Po po+ P
2 2
_ mr|_m L(imo pot P
b(py, P) = 5 { 5+ 3 (m >ln (po _P)] : (5.10)
ma = h—QTZ. (5.11)
r 16

Furm, = 0istder Propagator (5.7) chiral invariant. Wir wollen hier nicht weiter auf die Eigen-
schaften des Propagators (5.7) eingehen; einaihdgfie Untersuchung findet sich z.B. in [1].
Wie in [129] vorgeschlagen und in [80, 81] aukflich diskutiert wurde, besteht eine gutali¢-

rung darin, statt des komplizierten Propagators (5.7) die einfachanemiig (5.8) zu verwen-

den, da diese bereits den entscheidenden Effekt einer thermalen Fermionmassgcksich-

tigt, ohne die chirale Symmetrie zu zemstir. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit verwenden wir
somit fir den Fermionpropagator den Ansatz (5.8). Durch diesen Ansatz wirahgkistet, dass

die chirale Symmetrie nur durch den Vakuumerwartungswert des Sigma—Feldes gebrochen wird
und dass die Fermionen am Phadegrgang von der universellen Physik valstlig entkoppeln.

Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir noch eine wichtige Relation an, die wir zur Berech-
nung der Flussgleichungif'die thermale Masse verwenden:

2 Tto{ B [alpo, P)p + blpo, P —my] } = m3. (5.12)

5.2.2. Die Flussgleichungen fur das M odell

Mit den besprochenen d@therungen &finen wir nun die Flussgleichungen zur Untersuchung
des linearen Sigma—Modells gekoppelt an Quarks ableiten. Da im Folgenden aBerAr
abheingig sind, werden wir dddbersichtlichkeit wegen meistens den Indexeglassen. Bevor

wir die Flussgleichungen ableitemkrien, nissen wir zuachst noch die Vakuumkonfiguration
spezifizieren. In der gebrochenen Phase erlauben wir spontane Symmetriebrechnung aufgrund
eines nichtverschwindenden Vakuumerwartungswertes des Mesonfeldi§s= o1, wobei

o eine positive Konstante ist. Die Vakuumerwartungswerte der Pion— und Fermionfelder sind
null. Wie bereits in Kapitel 4 edaltert, ist der Vakuumerwartungswert unabgig vom ther-

malen Index. Aufgrund de®(4)-Symmetrie ist das effektive Potenzial nur eine Funktion von
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p = ((6®> + ©)/2 = o%/2. Wie in Kapitel 4 eréiutert, haben in der gebrochenen Phase das
Sigma und die Pionen unterschiedliche Massen (am Minimum des Potenzials sind die Pionen
masselos). In der gebrochenen Phase wird die chirale Symmetrie der Fermionen durch den Va-
kuumerwartungswert des Mesonfeldes spontan gebrochen, die Isospin—Invarianz bleibt jedoch
erhalten. Dies bedeutet, dass die beiden Fermion—Flavors identische Massen hasem mie
Feynman—Propagatorearfdie Mesonen und die Fermionen lauten

o 1 T 1 X :% +m
Ak) = Zk? —m?2 +ie’ Alk) = Zk? —m2 +ie’ Aalk) = W’ (5.13)

wobei die Massen gegeben sind durch
1 1
mZ =V'(p)+2pV"(p), m2=V"(p), m?z, = mi + 2m3., mi = ZhQ 2= §h2p. (5.14)

Aufgrund der Niherungen sind die Selbstenergien reell und damit sind die Kerne proportional
zu den Spektraldichten. Aus (3.64) und (3.65) folgt

K{(k) = —216(Zk* — m2)N(|ko|)o(|k| — A), (5.15)
KX(k) = —2m8(Zk* — m2)N([kol)S(|k| — A), (5.16)
Ka(k) = 2m(F +my)5(k* —m3)N(|kol)5(|k| — A) . (5.17)

Im Vergleich zur Flussgleichung (4.26) ié(N)—Modell entlalt die Flussgleichunguf'das
effektive Potenzial nun zagZlich einen Fermionanteil. Im Ansatz (5.4)rfdie effektive Wir-
kung tragen die verschiedenendBen zuachst noch thermale Indizes. Insbesondeagttdie
Yukawa—Kopplung drei thermale Indizels:= ;.. Auf tree—Niveau ist nairlich nur 7,;, und
ha9s = —hyy; Von null verschieden, aber bereits auf ein— —loop—Niveau werdenldligen Kopp-
lungen erzeugt. Die effektive Yukawa—KoppIuhgdle im Folgenden in den Flussgleichungen
auftritt, ist gegeben durch die Summe= Z]k L hijr- Als Flussgleichungui das effektive
Potenzial erhalten wir

1 d*k
K30 +35V"(0) g KT

AWV (p) = 1(3V”(p)+2pV’”(p)) /(;i:;

Der FaktorN, = 3 im Fermionanteil barcksichtigt den Farbfreiheitsgrad der Fermionen.

Wir geben im Folgenden nur die Flussgleichungendie renormierten, dimensionslosen
Grof3en an, da wir damit die numerischen Untersuchungen duradi. Die Flussgleichungen
fur die dimensionsbehafteten@®én finden sich z.B. in [80, 81]. Die renormierten, dimensions-
losen Gol3en sind definiert durch

Zp Pr h 9 V

A
A=T PExrTar e m Ve o (5.19)
~ 2 m2 / // A2 Ot ~ 2 m12/1 2 A
m, = ZAQ_V —|—2 V mW:V , mw F:ﬁhr +2 . (520)
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Mit diesen Gol3en lautet die Flussgleichungrfdas skalierte Potenzial

ALV (p) = =2V 4V + V" p(1 + 1)
A | NO@,) N(\y)
—— 3V 4+ 2pV"")0 3=y
DE | BV 2V0G)) + 3=V 0]
N ~
2 2 NelA0u). (5.21)
™ (,<J¢
mit
D2 =14V +2pV", =14V, 0 =1+1ny, (5.22)
. 1 - 1
N(x) = N, = 5.23
(€)= = olo) = 57 (5.23)
In obiger Flussgleichung haben wir die anomale Dimensgiemgetihrt:
1
n=-—AhZ. (5.24)

Zur Berechnung vom berotigen wir die Flussgleichungif 'die Wellenfunktionsrenormierung.
Diese erhalten wir aus der Flussgleichungdie retardierte Pion—Selbstenergie, indempyite=

0 setzen, unp? = 0 entwickeln und den Anteil proportional zi1 am Minimums, auswerten:
h2

Nix
+ ‘12720

) = WP (FGnin) + Fonan)

p=ko

(6, — 33 — 9} + 10m3] (— Ny (Ady) + A@Nw(mw(m(mw —1)) +

g A5 Ny () (N (Ady) — 1) (6N (Ay)? — 6Ny (Addy) + 1) } (5.25)

A 1 o
F(wc'awﬂ') — @0@2(@3_@%)3{]\[()\&) )(6 — 8w? — 6w )
+N (A, (303 — 30202 — 100302 4+ 120308 + 150,01 — 90,5)
AN (AGr) (N(Aog) 4+ 1) (3202 — 3020, + 100303 — 6030° + 30,0T — Tw,w?)

XN (AR) (N(ADR) + 12N (M) + 1) (@202 — 20308 + @0@6)} . (5.26)
Die Fixpunktlbsung fir n erhalten wir, indem wir die Flussgleichung uvm= 0 entwickeln und

die Fixpunktkopplungen einsetzen:

AAY Y ~4 A2 ~4 ~4 A2
P (V') 4 — 3 w2 + 4w; — 3w, w7
2 26,6
o wswd

Ny = (5.27)
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Die Fermionen tragen zur Fixpun&tiing nicht bei und haben damit auf das universelle Ver-
halten vonn keinen Einfluss. DiesalSst sich auch im Falle des Potenzials nachweisgneif”
vollstandiges System von Differenzialgleichungendiggen wir noch die Flussgleichungrfdie
Yukawa—Kopplung und die thermale Masse. Die Flussgleichungi€ Yukawa—Kopplung er-
halten wir, indem wir die Flussgleichungrfdie fermionische retardierte Selbstenel@ﬁ?Jr Yo
berechnen und bei= 0 undp = 0 auswerten:

3 1 N N,
Nogh, = ey T L ANOG) gy NoOua) | (5.28)
2 472 ¢ ww’ — W W W0

wobei zu beachten ist, dass die Pionen und das Sigmabdj entartet sind. Im Limes — 0
reduziert sich die Flussgleichungrfdie renormierte Yukawa—Kopplung and,h, = h,n/2.

Am Phasenbergang nimmt die anomale Dimension den positiven Fixpunktyyexh und damit
verschwindet die renormierte Yukawa—Kopplung am Phalsergang. Die Flussgleichungrf”

die thermale Masse erhalten wir ebenfalls aus der retardierten Selbstenergie der Fermionen
unter Verwendung von Gleichung (5.12urf€ine konsistente Berechnungissén wir die auftre-
tenden Integrale in HTL-Approximation ausiren. In dieser Bherung folgt als Flussgleichung

fur die thermale Masse bgi= 0

472 (;JO W0

2\2 T N (G N (G
Agym2 = 121 [ (A) 9(@§)+7¢W“”°)]. (5.29)

In der gebrochenen Phase b&gén wir flir die numerische Auswertung noch die Flussgleichung
fur das dimensionslose Minimury. Diese erhalten wir aus der Bedingung xo) = 0:

1

AOhK) = ——=
\Ko 77 ()

A0V (p)

(5.30)

p=kKo

5.3. Numerische Auswertung

Wir prasentieren nun die numerischen Ergebnisse, wie wir sie in [80] mit den hier angegebenen
Flussgleichungen erzielt haben. Durch BekSichtigung der thermalen Masse- ist gewahrlei-
stet, dass die Fermionen am Phasg®rgang vollsiindig entkoppeln.&die universellen Gafden
ist daher nur der skalare Anteil des Modells verantwortlich. Wir erwarten deshalb, dass der Pha-
senibergang zur Universaditsklasse des dreidimensionalefu)-symmetrischen Heisenberg—
Modells geloit. Wir geben im Folgenden alle dimensionsbehaftetenl3&n in Einheiten des
skalaren Minimums bél’=0 an.

Bei der Integration der Flussgleichungy fdas effektive Potenzial gehen wir wie in Kapitel
4 beschrieben vor. Als Startpotenzial #éi= 0 verwenden wir das symmetriebrechende tree—
Niveau—Potenzial (4.39). Damit besahken wir uns bei der numerischen Auswertung auf klei-
ne Kopplungen, da wir sonst Quantenkorrekturen zum Startpotenziatksechtigen mssten.
Da wir im fermionischen Sektor keinehérdimensionalen Operatoren einbeziehen, ist das hier
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beschriebene Modell nuufkleine Yukawa—Kopplungen zuvadsig!. Als Startwert tir die
Wellenfunktionsrenormierung verwenden wir den tree—Niveau—\West 1. Der Startwert @it
die thermale Masseu betidgt null, da dieseui”I"’=0 verschwindet.

Ko
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Abbildung 5.1: Das Laufen des dimensionslosen Minimums r, be der kritischen Tempera-
tur fir verschiedene Werte der Yukawa-Kopplung hr—,. Die skalare Kopplung gr—o, hat den
Wert 0.1 (das Verhdltnis x = h2._,/gr—o von der untersten zur obersten Kurve betragt x =
0.01,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1.2,1.4).

Die Abbildung 5.1 zeigt das L aufen des dimensionslosen Minimums bei der kritischen Tem-
peratur fur verschiedene Werte der Yukawa—Kopplung bei 7'=0. Die skalare Vierpunktkopplung
bei T'=0 betragt fur ale Kurven g;—o = 0.1. Man erkennt, dass die Fermionen hauptsachlich im
Bereich A ~ T zu der Flussgleichung fur das Minimum beitragen. Fur In(A/T) < —4 sind die
Fermionen praktisch entkoppelt, und der Fixpunktwert des Minimums ist unabhangig von der
Wahl der Yukawa—Kopplung.

Nun wenden wir uns der kritischen Temperatur zu. Das fuhrende perturbative Ergebnis fur die
kritische Temperatur lautet

142 97—=0

1Um das Modell mit der QCD vergleichen zu kdnnen, muss man jedoch grofe Kopplungen bei 7' =0 einsetzen
(h ~ 6 und gr—o ~ 40), die durch die Pion-Zerfallskonstante f, ~ 93 MeV, die Quark-Masse m, =~ 300
MeV und die Masse der Sigma—Resonanz m, ~ 600 MeV bestimmt werden. In [81] wurde mit diesen grofien
Start—Kopplungen die kritische Temperatur und der Verlauf des chiralen Kondensats als Funktion der Temperatur
bestimmt. Trotz der starken Simplifikationen befinden sich die TRG—Resultate in sehr guter Ubereinstimmung mit
anderen QCD-Berechnungen. Diesist umso erstaunlicher, daessich bei der kritischen Temperatur und dem chiralen
Kondensat um nichtuniverselle Grofen handelt, die von den (7" = 0)-Naherungen abhangen.

pert __
T =

(5.31)
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Abbildung 5.2: Die kritische Temperatur in Einheiten von \/po(T = 0) als Funktion von
xr = h%zo/gT:() fUrgT:[) =0.1.
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Abbildung 5.3: Die relative Abweichung der kritischen Temperatur vom perturbativen Ergebnis
als Funktion von z = h2_,/gr—o fr gr—y = 0.1.

In fuhrender Ordnung Storungstheorie hangt die kritische Temperatur nur von dem Verhaltnis
der beiden Kopplungen ab. Fur verschwindende Yukawa—Kopplung reduziert sich die Gleichung
(5.31) auf das perturbative Ergebnis (4.40) im O (N )-Modéell fir N = 4. Die Abbildung 5.2 zeigt
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5 ¥ v g n
TRG 0.429 | 1.68 | 0.85 [ 4.90 [ 0.017
TRG+LODE[79] | 0.433 | 1.73 | 0.86 | 5.0 -
ERG [111] 0.407 | 1.548 [ 0.787 [ 4.80 | 0.0344
3d PT [112] 038 | 1.44 | 0.73 [ 482 0.03
3d MC[113] 0.384 | 1.48 | 0.748 ] 4.85 | 0.025

Tabelle 5.1: Kritische Exponenten im O(4)—-Modell.

den Verlauf der kritischen Temperatur as Funktion von z. In dieser Abbildung variieren wir x
dadurch, dass wir die Yukawa—Kopplung verandern und die skalare Kopplung konstant lassen.
In Abbildung 5.3 stellen wir die relative Abweichung 6, = 2(T, — TP*)/(T. + TP®) unseres
Ergebnisses zum perturbativen Ergebnis dar. Fur = = 0 verschwindet die relative Abweichung
nicht, dawir in diesem Limes nur die Yukawa—Kopplung null setzen, die skalare Kopplung je-
doch immer noch gr—, = 0.1 betragt. Erst wenn man zusétzlich den Limes gr—o — 0 betrachtet,
erhalten wir vollige Ubereinstimmung mit dem storungstheoretischen Resultat.

Aufgrund der Fermion—Entkopplungist das universelle Verhal ten des Quark—Meson—-Modells
identisch mit dem des dreidimensionalen O(4)—symmetrischen Heisenberg—Modells. Zur Be-
stimmung Kritischer Exponenten muss man nur den skalaren Anteil des Modells in Betracht
ziehen. In niedrigster Ordnung der Ableitungsentwicklung wurden diese bereits in Kapitel 4,
Tabelle 4.3 angegeben und ausfihrlich diskutiert. In diesem Kapitel beriicksichtigen wir zusatz-
lich eine feldunabhangige skalare Wellenfunktionsrenormierung. Unsere Ergebnisse fur die kri-
tischen Exponenten sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Es zeigt sich, dass die Hinzunahme
einer feldunabhangigen Wellenfunktionsrenormierung die Werte fur die kritischen Exponenten
im Vergleich zu den Ergebnissen aus Kapitel 4 nicht wesentlich verbessert. Die Skalenrelatio-
nen sind mit einer Genauigkeit von weniger als 0.5% erfillt, was gegen einen numerischen
Fehler spricht. Unsere Flussgleichungen erlauben unter Einbeziehung der Wellenfunktionsre-
normierung auch die Bestimmung der kritischen Exponenten im O(1)-Modell. In [132] wurden
unter Berticksichtigung der Wellenfunktionsrenormierung wilsonsche Renormierungsgruppen-
gleichungen mit einem Theta—Funktions—Cutoff im dreidimensionalen O(1)—Modell berechnet.
Wir haben tberprift, dass sich die skalaren Anteile unserer Flussgleichungen auf die Flussglei-
chungen aus [132] reduzieren. Damit wirden wir fur N = 1 die Ergebnisse aus [132] reprodu-
Zieren, die gut mit denjenigen Ergebnissen Ubereinstimmen, die mittelsanderer Methoden erzielt
wurden. Fur eine ausfuhrliche Diskussion moglicher Ursachen fir die starkere Abweichung der
kritischen Exponenten im O(4)-Modell verweisen wir auf Kapitel 4. Damit wollen wir die nu-
merische Diskussion unserer Ergebnisse abschlief3en.

Wir haben in diesem Kapitel die Formulierung der TRG auf Theorien erweitert, die Fer-
mionen enthalten und damit das universelle Verhalten des chiralen Phasentibergangs im Limes
von nur zwei Quark—Flavors untersucht. Es zeigte sich, dass die Entkopplung der Fermionen
an einem Phasenubergang zweiter Ordnung im Rahmen der TRG nicht trivialerweise redlisiert
ist. Um das Entkoppeln der Fermionen sicherzustellen, muss man im Propagator eine thermale
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Masse beriicksichtigen, die auf chiral invariante Weise durch die nichtlokale Struktur des HTL—
Fermionpropagators erzeugt wird. Wir haben das universelle Verhalten am chiralen Phasentiber-
gang untersucht und bestatigen konnen, dass der Phaseniibergang zur Universalitatsklasse des
dreidimensionalen O(4)—symmetrischen Heisenberg—Modells gehort. Trotz der relativ starken
Simplifikationen konnten wir fur die kritischen Exponenten gute Werte erzielen.

Nachdem wir in den letzten beiden Kapiteln die Anwendbarkeit der TRG zur Untersuchung
kritischer Phanomene unter Beweis gestellt haben, wollen wir im nachsten Kapitel mit Hilfe der
TRG den Imaginarteil der skalaren Selbstenergie berechnen und damit die Plasmon-Dampfungs-
rate bestimmen.
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6. DIE PLASMON-DAMPFUNGSRATE

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir uns mit dem kritischen Verhalten von Quantenfeld-
theorien an Phasentibergangen zweiter Ordnung befasst. Dabel zeigte sich, dass man mit Hilfe
der TRG das kritische Verhalten sehr gut beschreiben kann.

In diesem Kapitel wollen wir im Rahmen der TRG Imaginarteile von Greenfunktionen be-
stimmen. Einer der Hauptvorteile der Formulierung der Renormierungsgruppe im Real zeitfor-
malismus besteht ja darin, dass man damit nichtstatische physikalische Grof3en numerisch be-
rechnen kann. Im Matsubaraformalismus kann man nichtstatische Grof3en zwar auch numerisch
bestimmen, um jedoch zu physikalisch relevanten Aussagen zu gelangen, muss man analytisch
zu reeller Zeit fortsetzen. Die analytische Fortsetzung nur numerisch bekannter Funktionen ist
jedoch unmaoglich.

In diesem Kapitel wollen wir uns der Berechnung der Plasmon—Dampfungsrate v zuwenden.
Die thermale Dampfungsrate ist definiert als

— —

STg(ke, k) ST(ko, k)
2ky  2|ko|

Die Dampfungsrate ist proportional zum Imaginarteil der retardierten bzw. Feynman-Selbste-
nergie. Wie im Anhang A erlautert, gibt - = 1/2+ die Relaxationszeit einer Verteilung mit
Energie ko und Impuls & an, die leicht von der Gleichgewichtsverteilung IV (|o|) abweicht. Vom
Gleichgewicht abweichende Fluktuationen werden somit im Plasma exponentiell mit der Rela-
xationszeit 7 gedampft.

Im thermischen Gleichgewicht werden die Eigenschaften der Teilchen, die man von 7' = 0
her kennt, aufgrund ihrer Wechselwirkung mit dem Plasma verandert [18]. Man spricht deshalb
von kollektiven Anregungen bzw. von Quasi—Teilchen [1]. Oft konnen diese Quasi—Teilchen mit
den Teilchen bei T' = 0 identifiziert werden, wobei jedoch deren Eigenschaften aufgrund der
Temperatur modifiziert sind. Daneben gibt es jedoch auch Quasi—Teilchen, die kein Pendant bei
T =0 besitzen und rein thermische Anregungen sind. Im bosonischen Fall spricht man bei den
Quasi—Teilchen auch von Plasmonen, im fermionischen Fall von Plasminos.

Im Folgenden wollen wir die Plasmon-Dampfungsrate im O(1)—-Modell mit Hilfe der TRG
berechnen. Perturbativ ist die Dampfungsrate ein zwei—oop Effekt und wurde z.B. in[20,24, 25]
im Hochtemperaturlimes mit Hilfe resummierter Storungstheorie berechnet. In Kapitel 4 wurde
ausfihrlich diskutiert, dassim O(1)-Modell bei einer kritischen Temperatur ein Phasentibergang
zweiter Ordnung auftritt, fallsdie Symmetrie bei 7'= 0 spontan gebrochen ist. Interessant fur uns
ist das Verhalten der Dampfungsrate in der Nahe dieses Phaseniiberganges, da dort Storungstheo-
rie nicht mehr anwendbar ist. An Phasenuibergangen zweiter Ordnung sind die langreichweitigen
Korrelationen entscheidend, da aufgrund der verschwindenden Plasmon—Masse die Korrelati-

v(k) = (6.1)
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onslange divergiert. Die storungstheoretische Berechnung der Plasmon-Dampfungsrate bei ver-
schwindendem aufReren Impuls liefert jedoch ein divergentes Resultat, was unter dem Begriff
“critical speeding up” bekannt ist. Dies bedeutet, dass perturbativ die Relaxationszeit fur die
Dampfung langreichweitiger nichtthermischer Fluktuationen verschwindet. Damit wiirden selbst
bei beliebig schnellem Durchlaufen des Phaseniibergangs bei den langreichweitigen Korrelatio-
nen keine Abweichungen vom Gleichgewicht auftreten, da diese instantan gedampft wirden.
Wie experimentelle Messungen zeigen und auch aufgrund der Theorie kritischer Phanomene er-
wartet wird [6, 13], verschwindet die Dampfungsrate langreichweitiger Fluktuationen an einem
Phaseniibergang zweiter Ordnung, d.h. es zeigt sich“ critical slowing down”.

Die Formulierung der TRG im Realzeitformalismus erlaubt es, nichtstatische Groféen wie
die Plasmon—Dampfungsrate numerisch zu bestimmen. Insbesondere sollte man mit Hilfe die-
ser nichtperturbativen Formulierung das “ critical slowing down” reproduzieren konnen. Die
Plasmon-Dampfungsrate wurde zum ersten Ma im Rahmen der TRG in [22] berechnet, wobei
wie erwartet “ critical lowing down” beobachtet wurde. Dabel ist entscheidend, dass bel einem
Phaseniibergang zweiter Ordnung neben der Masse auch die Kopplung einem Skalengesetz fol gt
und gegen null geht (vgl. Kapitel 4). Bei der Berechnung in [22] wurden jedoch nur Felder mit
thermalen 1-Beinen beriicksichtigt, der Beitrag der Drei punktfunktion wurde vernachlassigt und
die Impulsabhangigkeit der Vierpunktfunktion wurde nicht richtig implementiert.

Wir wollen im Folgenden eine konsi stente Berechnung der Plasmon—-Dampfungsrate bel ver-
schwindendem auf3eren Impuls durchfihren, wobei wir Felder mit beliebigem thermalen Index
beriicksichtigen werden. Wie sich zeigen wird, werden damit viele undefinierte Ausdriicke ver-
schwinden, die bei der Berechnung mit ausschlief3dlich 1-Beinen auftreten wirden. Dieser Sach-
verhalt ist in Storungstheorie bekannt, wo man sog. “pinch singularities” erhat, wenn man nur
1-Beine berticksichtigt. In der gebrochenen Phase werden wir zusétzlich den Beitrag der Drei-
punktfunktion in Betracht ziehen.

6.1. Die Plasmon-Dampfungsratein der symmetrischen Phase

6.1.1. Die Flussgleichungen fir die Imaginéarteile

Bevor wir uns der etwas umfangrei cheren Untersuchung der Plasmon-Dampfungsrate in der ge-
brochenen Phase zuwenden, wollen wir zunachst die Dampfungsrate in der symmetrischen Phase
bestimmen [21]. Zur Berechnung der Plasmon—-Dampfungsrate benttigen wir den Imaginarteil
der retardierten Selbstenergie. Die retardierte Selbstenergie wollen wir mit Hilfe von (A.68) be-
rechnen,

Me(p) = Zi1(p) + Ei2(p) . (6.2)

Zur Vereinfachung der Notation wollen wir im Folgenden bei den n—Punkt—Funktionen nur die
aul3eren Impulse und thermalen Indizes anfuhren, wahrend wir die inneren Impulse und Indizes,
Uber die die Spurbildung erfolgt, weglassen.
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AlsFlussgleichung fir die retardierte Selbstenergie erhalten wir in der symmetrischen Phase
2.1
Notte(p) = Y- 5T (KT -0)) 63
i=1

wobei die Spur Uber die Impulse und die thermalen Indizes zu bilden ist. Diagrammatisch erhal-
ten wir fur (6.3)

Nach dem Ausfuhren der thermalen Spur folgt:

1 4

AONTIa(p) = 5 [1555 K8 > itk ) (64)
Dader Kern rein redll ist, erhaten wir fur den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie nur
dann einen Beitrag, wenn wir den Imaginarteil der impul sabhangigen Vierpunktfunktion beriick-
sichtigen. In Gleichung (6.4) tritt eine Summe von Vierpunktfunktionen mit unterschiedlichen
thermalen Indizes auf. Als Naherung konnte man somit fir die Vierpunktfunktion nur thermale
1-Beine berucksichtigen. Dies fuhrt jedoch zu Problemen, denn der Imaginarteil von I1x(p) ist
antisymmetrisch in p,, wahrend der Imaginarteil von Fﬁ)u(p, —p, k, —k) symmetrisch in p, ist.
Zusatzlich wirden in der gebrochenen Phase aufgrund von Diagrammen, die Dreipunktkopplun-
gen enthalten, “ pinching singularities’ auftreten. Um eine konsistente Flussgleichung zu erhal-
ten, muss man somit die verschiedenen thermalen Indizes beriicksichtigen.

Wir wollen im weiteren Verlauf die Notation

0,5,k

verwenden. Weiter fiihren wir noch die impulsunabhangigen Kopplungen '™ ein:

2
= 0"V (p)
) — F(?.) .= 6.6
i2.%n:1 129...00 (890)n ( )
mit p = ¢?/2. Die Kopplungen I'™ sind somit die Ableitungen des physikalischen effektiven
Potenzias V' (p) nach dem Feld ¢. Fur den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie erhalten
wir

AONSTIR(p) = ! / Ak K(k)STW(p, —p, k, —k) (6.7)

A R 9 (27’[’)4 ) y vy . .
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Die Flussgleichung fur die impul sabhangige Vierpunktfunktion lautet in der symmetrischen Pha-
se

AaAf(4) (p7 —-D, ka _k) =

1,5,k
1 .
-> ST (KPYZ‘.) (p, —p) DT (K, —k)) + Perm. der Vertizes (6.8)
1,5,k
1 .
>3 ST (KF%)(]), Q)Dr\Y) (—p, —Q)) + Perm. der Vertizes (6.9)
ijk Q—tk

Diese Gleichung ist eine exakte Flussgleichung. Um sie ldsen zu kdnnen, sind wir gezwungen,
Naherungen einzufihren:

e Wir werden die Sechspunktfunktion vernachlassigen.

e Wir werdenim Kern und Propagator nur impulsunabhangige, reelle Selbstenergien bertick-
sichtigen. Dies hat die wichtige Konsequenz, dass in den Flussgleichungen keine Ima
ginarteile resummiert werden.

e Wir werden auf der rechten Seite der Flussgleichung nur impulsunabhangige, reelle Ver-
tizes berticksichtigen, die bei ¢, (Vakuumkonfiguration) ausgewertet werden (in der sym-
metrischen Phase ist ¢, = 0). Diese Naherung steht auf der gleichen Stufe wie das Ver-
nachlassigen des Imaginarteils der Selbstenergie in den Flussgle chungen.

Wir werden somit in den Flussgleichungen in erster Naherung die Imaginarteile der Kopplun-
gen und der Selbstenergie vernachlassigen. Diesist insofern gerechtfertigt, als die Imaginarteile
erst durch loop—Korrekturen generiert werden und keine tree-Niveau Startwerte haben. Auf-
grund dieser Naherungen erhalten wir auf der rechten Seite der Flussgleichung nur Uber den
Imaginarteil des Propagators einen Beitrag zum Imaginarteil der Vierpunktfunktion:

AOAST D (p, —p, k, —k)| =

®o

| .
L (Krg‘?(p, —p)%Drg‘}g(k,—k)) -+ Perm. der Vertizes (6.10)
ijk 0
| .
I (Krg‘;)(p, Q)3DI (—p, —Q)) .+ Perm. der Vertizes. (6.11)
ik Q=+k 0

Sodann miissen wir die thermalen Spuren berechnen. Da die Vertizes in unserer Naherung nicht
impul sabhangig sind, kann man die thermalen Spuren unabhangig von den Impulsintegralen be-
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rechnen. Dazu ist es zweckmaldig, die Form (A.54) des Propagators zu verwenden,

D(k) = P(A(k))(é _01) %PU‘?)(O _01>

—ge(ko)p(ls)(l + 2N (ko) ( )
0
1

— R(k) ( (1) Y ) + il () ( _01 ) +ily(k) ( . ) 612

d.h.
R(k) = P(A(K)), (6.13)
Lk = —5ok), (614
hk) = —elko)p(k)(1 +2Nx(lko)). (615)

Im Anhang C.2 werden die Formeln angegeben, mit deren Hilfe man die thermalen Spurenin der
Flussgleichung ausfiihren kann. Es zeigt sich, dassder Imaginarteil des Propagators o I,(k) hier-
zu keinen Beitrag liefert. Der Grund dafirr liegt darin, dass I>(k) symmetrischist in &, wéahrend
ST (p, —p, k, —k) antisymmetrisch ist in p. Weiter wird im Anhang C.2 gezeigt, dass in den
Fl ussglachungen nach dem Ausfilhren der thermalen Spuren nur noch die Kopplungen I'™) auf-
tauchen, die Ableitungen des physikalischen Potenzials entsprechen. Der Anteil (6.10) liefert
keinen Beitrag zum Imaginarteil der Vierpunktfunktion, denn dieser Anteil wiirde bei der Selbst-
energie zu einer imaginaren Masse fuhren. Unter Berlicksichtigungvon I, (—k) = —1I; (k) erhalt
man schlief3ich

4
AONSTW (p, —p, k, —k) = —(T'W Z d O)L(p+q+Q) (6.16)
Q==k

Zusammen mit (6.7) und der Flussgleichung fur das effektive Potenzial, die wir bereits vom
O(N)-Modell her kennen, verfugen wir Uber ein geschlossenes System von Flussgleichungen.
Bevor wir uns der numerischen Auswertung zuwenden, wollen wir zunachst das storungstheo-
retische Ergebnis reproduzieren. Perturbativ ist die Dampfungsrate ein zwei—oop Effekt, und
damit ist es durchaus nicht trivial, dieses Ergebnis mit Hilfe der TRG zu reproduzieren.

6.1.2. Vergleich mit Storungstheorie

In diesem Abschnitt wollen wir mit Hilfe der TRG das perturbative Ergebnis fur die Damp-
fungsrate herleiten. Auch wenn die TRG einen nichtperturbativen Ansatz darstellt, mdchte man
in Situationen, wo Storungstheorie gultig ist, das fuhrende perturbative Ergebnis reproduzie-
ren. Wir wollen das perturbative Ergebnis als Konsistenztest berechnen. Die Herleitung wird
zeigen, dass man den (7 = 0)—Startwert fur den Imaginarteil der Vierpunktfunktion nicht ver-
nachlassigen darf, um das korrekte Ergebnis zu erhalten. Dies ist insofern von Bedeutung, as
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der (T = 0)-Imaginarteil der Vierpunktfunktion auf tree-Niveau verschwindet und man dafur
erst auf ein-oop einen Beitrag erhalt. In allen Anwendungen der TRG wurden jedoch bisher nur
tree-Niveau Startwerte berticksichtigt [21, 22, 78-80].

Die TRG ist formal eine ein-oop Gleichung. Aufgrund der Tatsache, dass die Kopplungen
und Propagatoren exakt sind, enthalt die Flussgleichung allerdings beliebig hohe loop-—Beitrage.
Esist trivial, ein-Hoop Gleichungen mit Hilfe der TRG zu reproduzieren, da man auf der rechten
Seite der Flussgleichung nur die tree-Niveau Grofden einsetzen muss. Um hohere loop-—Beitrage
zu erhalten, muss man iterativ vorgehen. Dies kann man sich am Besten dadurch veranschauli-
chen, dass man dierechte Seite der Flussgleichung nach 7 entwickelt und berticksichtigt, dasssie
bereits ein  mehr enthalt als die linke Seite 1. Um ein n—oop Ergebnis zu erhalten, miissen wir
auf der rechten Seite der Flussgleichung loop—Ordnungen bis zur Grofe (n — 1) berticksichtigen.
Um also das perturbative Ergebnisfir die Dampfungsrate auf zwei— oop zu erhalten, miissen wir
auf der rechten Seite von Gleichung (6.7) die einHoop Grollen einsetzen. Da der Imaginarteil
der Vierpunktfunktion bereits eine ein-loop Grofe ist, konnen wir die loop—Korrekturen zu den
anderen Grol3en vernachlassigen.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wollen wir im Folgenden alle A—abhangigen GroRen auch
durch den Index A kennzeichnen. In der Flussgleichung (6.16) fur den ein-oop Imaginarteil der
Vierpunktfunktion mussen wir die tree-Niveau Werte fur die Kopplung, den Kern und die Funk-
tion I; (k) einsetzen. Auf tree-Niveau ist nur der Kern aufgrund der modifizierten Verteilungs-
funktion N, (|ko|) A—abhéangig. Die A—Integration von (6.16) liefert den ein-oop Imaginarteil
der Vierpunktfunktion:

-k, —k)
Z/ p+q+Q)/ dTA,IKAI() (6.17)

Q==+k

Wenn wir (6.17) in (6.7) einsetzen, erhalten wir die Flussgleichung fur den zwei—oop Ima-
ginartell der retardierten Selbstenergie:

o 1 [d*k ~(4)
AaA\YHR,A(p) = = KA(]{:)\SFA (p7 -p, ka _k)

2 J(2m)4
d*k _
— %/(271_)4 KA(k)%FS\Zioo(pa —-D, ka _k)
_ 4 4 A
—(T®)2 /(;iﬂl; /(5734 /oo Ci\—lll(p +k+q)Kx(k)Kn(q) - (6.18)

Um (6.18) mit dem perturbativen Ergebnis vergleichen zu konnen, miissen wir noch die explizite
Form des Kerns einsetzten:

K (k) = e(ko) p(k)AOANA (ko) , (6.19)

LIn Einheiten, in denen & nicht eins ist, muss die rechte Seite der Flussgleichung zusitzlich mit 7 multipliziert
werden.
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wobei die Spektraldichte durch den tree-Niveau Ausdruck gegeben ist:
e(ko)p(k) = 2m6 (k* — m?). (6.20)
Die Funktion I, (k) ist gegeben durch (6.14):

L (k) = —%p(k) = (k) (k2 — m?). (6.21)

Das Einsetzen von (6.19) in (6.18) und das Ausfilhren der A’—Integration liefert

A@A%HR A( ) —

d*k )
AaA{ 5/(2 1 NallkoD)2mo (K — m?) ST (b, —p, k, —k)

_(P(4)y2 d*k d'q 2 2 _ 2 2 _ 2
9 )/<27r>4 /(27r)42 Li(p+k + g)o(k™ —m7)o(q >NA<|ko|>NA<|qo|>},
(6.22)

wobei wir verwendeten, dass Na—.(|ko|) = 0 ist. Die nochmalige Integration von A = oo bis
A = 0 liefert den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie auf zwei— oop Niveau:

SIg(p) = S a=o(p) +
3 / (Zﬂf N(lkol)2m3(k* = m?)STRL (b, —p, k, k)
— ()2 /(%4 /(%4 2711 (p + k + )0 (k* — m?)d(q* — m*) N (|ko )N (|qo])

(6.23)

Die Werte fir A = oo sind die (7' = 0)-Startwerte. Der Imaginarteil der Vierpunktfunktion bei
T =0 auf ein-oop Niveau lautet

- T a2 [ A7 1
T bk = 3L () [ x
Q==+k

27)? WeWp+Q+q
(5(170 + Qo — Wy — Wpt+q¢) — 0(Po + Qo + wy + u)p+cz+q)> (6.24)
wobel w, = /¢ + m?.

Damit sind wir soweit, (6.23) mit dem perturbativen Ergebnis vergleichen zu konnen. Das
perturbative zwei—oop Ergebnis fir den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie kann man
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z.B in [20] finden:
TN BE Bg 1
%HR(p) = _( ) / 3 2
12 (27)3 (27m)2 Bwywqwr

[6(po + wi + wg +wy) — §(po — W — wy — wy)] X
1+ Ng+ N, + N, + NyN, + NyN, + N,N,| +

[0(po + wi + wg — wr) — 0(po — Wi — wy + wy)] X
[Ny + Ny N, + NyN, — N Ny| +

[0(po + wk — wy +wy) — 0(po — Wi + Wy — wy)] X
[Ny + NyN,+ N, Ny, — NN, | +

[0(po — wk + wg +wy) — 0(po + Wk — Wy — wy)] X

[Np + Ny N, + NiN, — N,N,] } (6.25)

wobei 7 = '+ k + ¢, Ny, = N(wg) USW. .

Wenn wir (6.24) in (6.23) einsetzen, die Integrationen tber £y und ¢, durchfiihren und anschlie-
Rend Uber die Impulse symmetrisieren, erhalten wir ebenfalls das perturbative Ergebnis (6.25).
Der Anteil in (6.25) o 1 ist der (7'=0)-Wert fiir den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie.
In der Gleichung (6.23) entspricht dies der Integrationskonstanten STz s - ().

Damit konnten wir zeigen, dass man mit Hilfe der TRG durch Iteration das perturbative zwei—
loop Ergebnisfir den Imaginartell der retardierten Selbstenergie erhdt und dass man den korrek-
ten Ausdruck nur dann reproduzieren kann, wenn man den Imaginarteil der Vierpunktfunktion
bei A = oo as Startwert mitberticksichtigt. Ohne diesen Startwert erhalten wir in (6.23) nur
den quadratischen Anteil in den Verteilungsfunktionen, und alle thermischen Beitrage linear in
den Verteilungsfunktionen werden nicht erfasst. Der (7= 0)—Startwert fir den Imaginarteil der
Vierpunktfunktionist jedoch eine ein-loop Grofie und verschwindet auf tree-Niveau. Dain den
bisherigen Anwendungen der TRG nur tree-Niveau Startwerte berticksichtigt und alle Quanten-
korrekturen vernachlassigt wurden, ist dies eine wichtige Erkenntnis, denn nur damit lassen sich
verlassliche numerische Resultate produzieren.

6.1.3. Numerische Auswertung

Nachdem wir im vorhergehenden Abschnitt das perturbative zwei— oop Ergebnis fur die Damp-
fungsrate abgeleitet haben, wollen wir nun nichtperturbativ mit Hilfe der TRG die Plasmon—
Dampfungsrate bei verschwindendem raumlichen Impuls p’ = 0 in einer bei 7" = 0 masselosen
$*~Theorie berechnen. Fir p, setzen wir die thermische Masse m des Plasmons ein, d.h. wir
werten die Dampfungsrate on—shell aus.

Um die Dampfungsrate zu bestimmen, werden wir die Flussgleichungen fir das Potenzial,
den Imaginartell der retardierten Selbstenergie und der Vierpunktfunktion numerisch integrie-
ren. FUr den Realteil der effektiven Wirkung nehmen wir eine Ableitungsentwicklung vor und
beriicksichtigen nur das effektive Potenzial. Detailliertere Ausfiihrungen dazu finden sich in Ka-
pitel 4.
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Fur den Kern K (k) und den Imaginarteil des Propagators 7, (k) verwenden wir die bereits be-
kannte Form

K(k) = —2rAs(k* —m3)d(|k| — A)N(Jkol),
Li(k) = —we(ko)é(kZ—mi),

wobei m3 = £
Aus der Flussgleichung (6.7) erhalten wir damit

A? N(w _
AopSIR(p) = e LAA)%FM) (p, —p, kn, —ka) , (6.26)

mit  wa = /A2+m2,  ky = (wa,|ka]l = A). (6.27)

Da der auf3ere Impuls p’ verschwindet, kann in der Flussgleichung (6.7) die Vierpunktfunktion
™ (p, —p, k, —k) nur von |k| abhangen. Aus (6.16) folgt fur den Imaginarteil der Vierpunkt-
funktion bei p'= 0:

_ A2 N(w
ADAST D (p, —p, k, k) = —(PV)* > ) elpo+Qo+aq), (6.28)
T WA |k|Q =zko go="wa
falls  |(po+ Qo +q0)* — k? — wi| < 2A[K], (6.29)
. T o*v (0
wobei T4 = TS)'

Die Flussgleichung fur das Potenzial V' (p) (mit p = ¢?/2) kénnen wir vom O(N)-Modell
ubernehmen:

A_3 N(wA)

472wy

ANV (p) = — (3V"(p) + 20V (p)) O(wX) - (6.30)

Die Flussgleichungen (6.26), (6.28) und (6.30) bilden ein geschlossenes System von Diffe-
renzialgleichungen. Bevor wir dieses numerisch integrieren konnen, missen wir zunachst noch
die Randbedingungen spezifizieren. Fur das Potenzial benutzen wir bel A = oo a's Startwert das
tree-Niveau Potenzial einer masselosen ¢*—Theorie;

2
Va=oo(p) = gTzog .
Weiter benotigen wir den ein-Hoop Imaginarteil der Vierpunktfunktion bei 7= 0. In einer mas-
selosen Theorie kann man das Integral in (6.24) explizit ausfuhren und man erhalt

(6.31)

2
ST k, —k) = 2= 6.32
ST (P, =, )= (6.32)
Der Imaginarteil der retardierten Selbstenergie verschwindet in einer masselosen Theorie bei
T = 0. Mit diesen Randbedingungen haben wir nun ein geschlossenes System von Differenzial-
gleichungen, das wir numerisch integrieren konnen.
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Bevor wir zur Diskussion der numerischen Ergebnisse kommen, wollen wir unsere Vorge-
hensweise bei der numerischen Integration der Flussgleichungen erlautern. Wir bendtigen den
Imaginarteil der retardierten Selbstenergie bei p = (my, = 0) und den Imaginarteil der Vier-
punktfunktion bei unterschiedlichen Impulsen &, = (wy, |kx| = A). Dadie Flussgleichung firr
das Potenzial von den Imaginarteilen entkoppelt, konnen wir diese zunachst unabhangig von
den Imaginarteilen numerisch integrieren und damit bel A = 0 die thermische Plasmon-Masse
m2 = V"(0) bestimmen. Gleichzeitig mit der Integration des Potenzials erzeugen wir entlang
der Integration eine Menge von Punkten {k,} = {(wx,A)}, fur die wir den Imaginarteil der
Vierpunktfunktion bestimmen werden. In einem zweiten Durchgang beriicksichtigen wir nun
ebenfalls die Flussgleichungen fir die Imaginarteile. Wir integrieren fur die Punktmenge {% }
die Flussgleichung fur den Imaginarteil der Vierpunktfunktion und setzen die entsprechenden
Werte in die Flussgleichung fur den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie ein. Bel der Inte-
gration der Flussgleichungin[22] wurde dies nicht beriicksichtigt. Die Werte fir die Imaginartei-
le der Vierpunktfunktion, die zwischen den Punkten {%,} liegen, bestimmen wir durch lineare
Interpolation.

Aus dem Imaginarteil der retardierten Selbstenergie bei A = 0 erhalten wir die Dampfungs-
rate durch

S a—o(my,0)

1(T) = (6.33)

2mT

Mit Hilfe von daisy—resummierter Storungstheorie erhat man in einer masselosen Theorie [20,
24, 25]

93/2 3‘(]1/2
T)=T-2L= /1 - =ZL=0 6.34
Toe(T) 64+/247 N (639

In Abbildung 6.1 stellen wir das Verhaltnis der numerisch bestimmten Dampfungsrate zum
perturbativen Ergebnis (6.34) dar. Man erkennt, dass man mit der TRG daisy—resummierte
Storungstheorie reproduzieren kann, auch wenn der fuhrende perturbative Term von zwei—oop
Ordnung ist. Fir kleine Kopplungen erhalten wir Ubereinstimmung mit resummierter Storungs-
theorie, fur grofRere Kopplungen kann man jedoch bereits deutliche Abweichungen zum pertur-
bativen Ergebnis erkennen. Wir mochten an dieser Stelle darauf hinweisen, dass unser mit Hilfe
der TRG erzieltes Ergebnis aufgrund der nichtperturbativen Flussgleichung fur das Potenzial in
niedrigster Ordnung der Ableitungsentwicklung vollig resummiert ist und damit weit tber die
dai sy— bzw. superdai sy—Resummation hinausgeht, die in Storungstheorie verwendet wird.

Die Abbildung 6.2 zeigt das Laufen des Imaginar— und Realteils der Selbstenergie als Funk-
tion der aufleren Skala A. Fur grof3e Werte von A /T gibt es keine thermischen Korrekturen, da
die thermischen Fluktuationen aufgrund der Boltzmann—Verteilung unterdrickt sind. Fur A oc T’
gibt es eine Ubergangszone, in der praktisch das gesamte Laufen stattfindet. Fir A < T gibt es
ebenfalls keine Korrekturen mehr, da jetzt die thermische Masse m o T as Infrarotcutoff wirkt
und jegliches Laufen unterdriickt. Aufgrund dieser Tatsache ist auch der Limes A — 0 vollig
unproblematisch.
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logyo(g7=0)

Abbildung 6.1: v(T") /vpert(T") @ls Funktion vonlog,, (g7=o)
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Abbildung 6.2: Real— und Imaginérteil der Selbstenergie als Funktion von log,,(A/T) in Ein-
heiten von T. Fir die Kopplung wurde gr—, = 0.1 gewahit.

6.2. Die Plasmon-Dampfungsratein der gebrochenen Phase

6.2.1. Die Flussgleichung fur dieretardierte Selbstenergie

Nach der Untersuchung der Dampfungsrate in der symmetrischen Phase wollen wir uns nun der
gebrochenen Phase zuwenden. Fur eine Untersuchung der Dampfungsrate am Phaseniibergang
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ist es unerlasdlich, die Flussgleichungen in der gebrochenen Phase zu berechnen. Da wir bei
T = 0 in der gebrochenen Phase starten, findet fur 7' ~ T, das Laufen mit der Skala A aus-
schliefdlich oder fast ausschliefdlich in der gebrochenen Phase statt. Nur falls sich die Temperatur
Uber der kritischen Temperatur befindet, wird die symmetrische Phase bei einem endlichen A
erreicht. Fir 7" — T." wird dieses A jedoch beliebig klein, so dass praktisch das gesamte Laufen
in der gebrochenen Phase stattfindet. Dies bedeutet, dass wir wahrend des gesamten Laufens den
Einfluss der Dreipunktfunktion zu beriicksichtigen haben.
In [22] wurde der Einfluss der Dreipunktfunktion vernachlassigt und fur die dort gemachten
qualitativen Aussagen sollte dies gerechtfertigt sein. FUr eine quantitative Untersuchung der
Dampfungsrate am Phaseniibergang ist es jedoch wichtig, den Beitrag der Dreipunktfunktion
zu beruicksichtigen. Im Folgenden wollen wir die Flussgleichungen zur Berechnung der Damp-
fungsrate in der gebrochenen Phase unter Einbeziehung der Dreipunktfunktion ableiten.

Die Flussgleichung fur die retardierte Selbstenergie in der gebrochenen Phase lautet

2
1
AOTR(p) =) §Tr{Kr§‘? (0, ~p) = KT (p) DT} (=p) — KT (=p) DTV (p >} (6.35)
=1
wobei die Spur tber die Impulse und thermalen Indizes zu bilden ist. Die Feynman-Diagramme
zu (6.35) sind

Aus (6.35) erhalten wir fur den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie

2
1
AO\STIR(p) = > §Tr(K ST (p, —p))
=1
2
> 2Tr(K§RF p) SDRTY
=1
2

Z lTr(K R (— ) + Perm. der Vertizes

+ Perm. der Vertizes

2

i=1

2
1 )
_ Z (K ST (—p) RDRTP + Perm. der Vertizes

2

2

1 .
n Z §Tr (K %FE?’) (—p) SD grgi”) (p)) + Perm. der Vertizes. (6.36)
=1

Um einen ersten Uberblick Uber den Beitrag der verschiedenen Terme in (6.36) zu erhalten,
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wollen wir zunachst den zwei-{oop Anteil fir den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie ex-
trahieren. Diese Rechnung wird uns wichtige Hinweise fir konsistente, nichtperturbative Nahe-
rungen zur Losung der Flussgleichungen geben.

6.2.2. Storungstheorie in der gebrochenen Phase

In diesem Abschnitt berechnen wir den thermalen Anteil des Imaginarteils der retardierten
Selbstenergie auf zwei—loop Niveau. Der Ubersichtlichkeit wegen wollen wir digjenigen ein—
loop Grofden, die auch auf tree-Niveau existieren, mit einem hochgestellten Index (1) kenn-
zeichnen. Die tree-Niveau Groflen werden wir nicht extra kennzeichnen. Die A—Abhangigkeit
wollen wir ebenfalls explizit durch einen Index A andeuten.

Wie schon in der symmetrischen Phase, konnen wir auch in der gebrochenen Phase durch
Einsetzen der ein-Hoop GrofRen die Flussgleichung fur die retardierte Selbstenergie auf zwei—
loop Niveau ableiten. Um das perturbative zwei—oop Ergebnis zu reproduzieren, miissen wir
diese Flussgleichung anschlieffend noch tUber A integrieren. Damit sich diese Integration ge-
schlossen durchfilhren lasst, muss sich die rechte Seite der Flussgleichung as eine totale Ab-
leitung nach A schreiben lassen. Dies ist zwingend notwendig, da man die Flussgleichungen im
Prinzip loopweise |dsen und damit Storungstheorie reproduzieren kann. Wenn man alle Anteile
der Flussgleichung beriicksichtigt, die zu einem bestimmten loop—Niveau beitragen, so miissen
sich diese zu einer totalen Ableitung kombinieren lassen. Durch die Bestimmung der retardierten
Selbstenergie auf zwei—oop Niveau mit Hilfe der TRG konnen wir ale Antelle, die auf zwei—
loop Niveau beitragen, identifizieren.

Um aus (6.36) die zwei-oop Anteile zu extrahieren, miissen wir berticksichtigen, dass die
Imaginarteile der Vierpunkt—und Drei punktfunktion auf tree-Niveau verschwinden (wir werden
diese Grof3en deshalb auch nicht mit einem Index (1) versehen). Mit Hilfe der Formeln im An-
hang C.2 zur Berechnung der Spur Uber die thermalen Indizes erhalten wir fur die Flussgleichung
der retardierten Selbstenergie auf zwei— oop Niveau

@) 1 fd'% ()
AaAHR,A(p) - 95 (—KA(k)FA (pa_paka_k)

2/ (2m)*
O [ KDY ) — (O [ L K WD+ )
—T®) /(ka)él Kx(k)D(k +p)FP (p, k), (6.37)
wobei
D(k) = R(k)+ily(k), (6.38)
T, —p.k,—k) = Y T (b —p ke, k), (6.39)

i,5,k

FOp, k) = Z[r&%’uj(p,k,—(mp))+r<ﬁ’uj(k+p,—p,—k>
1,J

= Tk, —(k +p) + TP (k +p, —p, —k)). (6.40)
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Fur den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie auf zwei—{oop Niveau folgt:

1 [dk ]
AOSTZL () = 5 /— Ka(B)STD (p, —p, b, —k)

(2r)"
—(T®)2 d'k (1) _((3))2 d'k (1)
(O [ KA +p) = (FO) [ KW+
T [ KRG+ 9 0.1
—® /(;l:; Kr(k)L (k + p)REP (p, k) . (6.41)

Die Kopplung I'® reduziert sich hier auf dietree-Niveau Dreipunktkopplung. Um dieretardierte
Selbstenergie auf zwei—loop berechnen zu kdnnen, bendtigen wir somit K (k), D(k), F® (p, k)
und T™ auf ein-oop Niveau. Dafiir berechnen wir die Flussgleichungen fir diese GroRen auf
ein-oop Niveau und integrieren anschlief3end Gber A.

Die Funktion I (k) auf ein-loop Niveau

Physikalisch bedeutet die Beriicksichtigung von If”(k), dass man den Beitrag der ein-oop
Selbstenergie zur zwei—loop Selbstenergie nicht vernachlassigt. Die Funktion 7" (k) konnen
wir am einfachsten aus dem ein-oop Anteil des Propagators extrahieren. Aus der Definiti-
on der Selbstenergie D~'(k) = D, '(k) + (k) folgt durch Invertieren D(k) = Dy(k) —
Dy (k)X(k)D(k). Damit erhalten wir fur den ein-loop Anteil des Propagators

DW (k) = =Dy (k)XW (k) Dy(E) . (6.42)
Nun miissen wir 1" (k) aus DV (k) extrahieren. Wir erhalten
(1) . _E (1) 0 -1
1Mk = 2Tr[D (k)(l )

= —R(k)STW (k) R(k) — 2R (k) RIY (k) I, (k)
+1y (k) STLY (k) Ty (k) - (6.43)
Damit wir (6.43) auswerten konnen, missen wir den Imaginarteil und den Realtell der retar-

dierten Selbstenergie auf ein-oop bestimmen. Die einHoop Flussgleichung fir die retardierte
Selbstenergie lautet

1-
AaAHS{l,)A(k) = §F(4) /(2ﬂ)4 Ka(q)

O[S KRR iR+ R). (644
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Auf tree-Niveau ist nur der Kern A—abhangig:

Kalk) = e(k)o(k)ADuNa () (6.45)
mit p(k) = 2me(ko)d(k* —m?).

Wir wollen noch den*“ A—integrierten” Kern einfuhren:
IN(A(k) = (ko) p(k)Na(|kol) - (6.46)

Durch Integration von (6.44) von oo bis A erhalten wir

1- dq -
Hg,)A(k) = H%,)A:oo(k) + §F(4) /(27r)4 Ka(q)

—(T®)2 / (3;34 Ka(q)(R(g+ k) +iLi(g+k)) . (6.47)

Das Einsetzen von (6.47) in (6.43) liefert

) = 1Beab) = TORBNE) [ Rla)

— (N2, (k) I, () / d'q Kny()I (g + k). (6.48)

Der Kern auf ein-oop Niveau

Nun wollen wir den Kern auf ein-loop Niveau berechnen. Auf tree-Niveau ist der Kern pro-
portional zur Spektraldichte p(k) = 2me(ko)d(k?* — m?). Vernachlassigt man den Imaginarteil
der Selbstenergie, so wie wir es im bisherigen Verlauf dieser Arbeit getan haben, so bleibt der
Kern proportional zur Spektraldichte p(k) = 2me(ko)d(k* — m? + RII(k)). Um jedoch den vol-
len zwei— oop Beitrag zur retardierten Selbstenergie zu erhalten, durfen wir den Imaginarteil der
Selbstenergie auf ein-loop Niveau nicht aul3er Acht lassen. Damit hat der Kern nicht mehr diese
einfache Struktur. Um den Kern auf einHoop Niveau zu berechnen, gehen wir von der Formel
(3.64) aus

Ka(h) = [ethpa() + iy (T - JrosNagid (1 1 ). (649)

Fur den ein-Hoop Antell des Kerns erhalten wir daraus (die thermale Matrixstruktur lassen wir
im Folgenden einfachheitshalber weg)

K (k) = [pg”(/g) - 2A0(k)%HS{1’)A(k)AO(k)*] €(ko) ANOA N (Jkol) - (6.50)
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An diesem Ausdruck erkennt man, dass der Kern fir nichtverschwindenden Imaginarteil der
Selbstenergie nicht mehr proportional zur Spektraldichte ist. Den Imaginarteil von Iy, (k)
konnen wir aus (6.47) ablesen. Die Spektraldichte auf einHoop bestimmen wir mit Hilfe von
(6.14) und (6.43):
ph) (k) = =213 (k) = 4R(k) RTIR) (k) 11 (k)
+2R(k) ST, (k) R(k) — 21, (k) STIR, (k) I, (k) . (6.51)
Durch Einsetzen von (6.51) in (6.50) erhalten wir mit Hilfe von Ay (k)A¢(k)* = (R(k))? +
(I.(k))? fur den Kern die Form
K (k) = —2R(k) RILY), (k) Ko (k) + 21, (k) ST, (k) Ko (k) . (6.52)

Durch Einsetzen der retardierten Selbstenergie (6.47) erhalten wir fur den ein-oop Anteil des
Kerns

K (k) = —2R(k) RIL,_ o (k) Ka(k) + 21 (k) STIR), (k) K (k)
—TOR(E) KA (k) /(gj:;l K(q)

dq

(2n)

MOV RMRAE) [5 Rala)la+). 659)

+2(T®)R(k) KA (k) Kr(q)R(q+ k)

—

Die Dreipunktfunktion auf ein—-oop Niveau

Zur Berechnung der Funktion Ff) (p, k) aus (6.40) bendtigen wir die impulsabhangige Drei-
punktfunktion auf ein-loop. Die Flussgleichung fur die Dreipunktfunktion lautet:

ST AT (p, k, —(k +p)) =

1]

+Z T (KFM] Pk, — k+p))>
_ Z “Tr (KF (3) /g —(k + p))) + Perm. von Kern und Prop.
_ Z Tr (KP 3)( p,—(k + p))) + Perm. von Kern und Prop.
Tr (KF ) (—(k 4 p)) DTV (p, k)) + Perm. von Kern und Prop.
+ Z 2Tr (KP ®)(p)Dr® k)DF(3)(—(k +p))) + Perm. der Vertizes.  (6.54)
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Auf tree-Niveau existiert keine Funfpunktkopplung und damit tragt dieser Anteil in der Fluss-
gleichung (6.54) auch nicht zur ein-oop Dreipunktkopplung bei. Nach dem Ausfihren der ther-
malen Spuren erhalt man

AT (p, b, —(p+ k) =

- Kx(q)[D(qg+p) + D(—(g+ k) + D(—(q— (p+F)))]

HEOP [0 K@D+ ) DG+ p+ K) + Dla ~ b)

(27)
HEO) [ K@D+ DD+ -+ (655
mit D(q) = R(¢) + iL,(q).

Wie erwartet, tragt der Anteil des Propagators o< I5(¢) nicht zur Flussgleichung bei. Wie be-
reitsin der Flussgleichung fur die retardierte Selbstenergie, tritt auch hier wieder der “ effektive’
Propagator D(q) auf. An (6.55) lasst sich erkennen, dass wir an manchen Stellen statt dem nor-
malen Propagator D(q) den Propagator D(—q) verwenden milssen. Dies ist eine Konsequenz
aus Spur Uber die thermalen Indizes. In (6.55) wurde Uber die thermalen Indizes summiert, die
zu den Impulsen k£ und —(p + k) gehoren. Der thermale Index, der zum Impuls p gehort, ist
auf 1 fixiert. Wenn man in (6.55) nicht an gewissen Stellen D(q) durch D(—q) ersetzen miisste,
so hétte die Flussgleichung genau die Form, die man erhielte, wenn man nur thermale 1-Beine
beriicksichtigen wirde und furr den (11)-Anteil des Propagators R(q) + il1(q) einsetzen wiirde.
Aus (6.12) wissen wir aber, dass D11 (q) = R(q)+il>(q) ist. Dies zeigt, dass die gefundene ‘ Vor-
schrift’ durchaus nicht trivial ist und nicht naiv allein durch Berticksichtigung thermaler 1-Beine
gefunden werden kann. Die Ersetzung von D(q) durch D(—q) folgt bestimmten Mustern. Ihre
Kenntnis kann sehr hilfreich sein, da man die (aufwendige) thermale Spurbildung nicht mehr
explizit durchfiihren muss. Man kann diese Muster am Besten an den Feynman—Diagrammen
erkennen, die zu (6.55) gehoren. Die Feynman—Diagramme zur Flussgleichung (6.55) sind

K(q) K(q) K(q)
<k < —(p+k) <k
Pty R VR
\\\—// _ +k \\\—// A \\\—// A N
D(q+p) (p+F) D(~(g+ k) D(~(¢— (p+k)))
K K K
A 9 S
p---e ID(g+p+k)  P---e 1 D(g k) —(p+Fk)---9 1D(q ~ k)
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Die Richtung des Impulsflusses in den Diagrammen ist von Bedeutung, da die Funktion 7, (q)
antisymmetrischist. Da R(q) symmetrischist, besitzt D(q) in ¢ keine definierte Symmetrie mehr.
An den Feynman-Diagrammen erkennen wir, dass man den Propagator D(—¢) immer dann ein-
setzen muss, wenn sich nach dem Kern in Flussrichtung des Impulses ein Vertex befindet, bei
dem Uber alle auf3eren thermalen Indizes summiert wird.

Aus (6.55) konnen wir nun leicht die Flussgleichung fir den Imaginarteil und den Realteil von
F¥(p, k) bestimmen:

AWNSFP (p k) = —20WL / (d4 Ka(q) [Il(q +p)+ Llg+k+ p)}
/d nq+pﬂR@—km+R@+k+pﬂ
/ Q) (g + k + p) [R(q—i—p)JrR(quk)] ,(6.56)
NOWRFP (k) = —ar T /@m4KumﬂR@+p»+Rm+ky+RW+k+pﬂ
+2(0O) [ KRG+ ) [Rla = 1)+ Rlg + 1+ )
FAMON [ KR+ R+ k)
_o(fe)? / 3234 Ka(@ (g +p)I(g+F+p). (6.57)
Die Integration Uber A liefert
SF (p,k) = SFY (p,k)
NRCORE) /(3734 Ka(q) {Il(q +p)+ Lig+Fk+ p)]
#2000 [ R (@h(a+ ) [Rla— )+ B+ ko+)

+ﬂﬂ”f/“% Rxmumq+k+pﬂRm+py+Rm+kﬂ, (659

RED (p, k) = REP_(p,

k)
—oTWE) / d'q Ka(q) {R(q +p)+R(g+k)+R(g+k+ p)}

kumRm+pﬂRm—k»+R@+k+pﬂ

42@@f/d%4KM®Rm+MRm+k+m

—2(T®))3 / dq Ka()I(q+p)Ii(g+k+Dp). (6.59)
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Der Imaginarteil der Vierpunktfunktion auf ein-loop Niveau

Wir berechnen nun den Imaginarteil der Vierpunktfunktion auf ein—-oop Niveau. Die Flussglei-
chung fur die Vierpunktfunktion lautet:

AaAF(4) (p7 -P,q, _q) =
1
ijk
_ Z “Tr (KF (p)DTE) (~p, g, —q)) + Perm. der Vertizes

7]7
= §Tr ( KT® (—p) DI, (p. g, _q)> + Perm. der Vertizes
1,7,k
1 .
- ¥ ST (KPf’) (@)D (p, —p, —Q)) + Perm. der Vertizes
Lk Q=%q
1 (4) (4) i
— Z §Tr (Kru (p, —p) DT} (g, —q)> + Perm. der Vertizes
1,7,k

-y %Tr (KFY;) (p, Q)DFZ(.:)(—p,—Q)> + Perm. der Vertizes

i3,k Q=%q
1 -
+2 g 1" (Krﬁ) (p,—p)DT” (Q)DFS’)(—q)) + Perm. der Vertizes
.7j7k
+Z Tr( _q)DF( )( )DFE3’(—p)) + Perm. der Vertizes
1,5,k
1 -
+Z Z §Tr (KF%’)(?, Q)DF?)(—]?)DF;?)(—Q)) + Perm. der Vertizes
i7j7k Q:iq
1 -
+Z Z §Tr (KFE;)(—P: Q)DFE?”(p)DF,f” — ) + Perm. der Vertizes
1,5,k Q +q
_Z i (KP Dr(s)( )DF§3)(Q)DF(3) - ) + Perm. der Vertizes.
1,5,k

Die Sechspunkt— und Funfpunktkopplungen haben auf den ein—oop Imaginarteil der Vierpunkt-
funktion keinen Einfluss, da sie auf tree-Niveau verschwinden. Nach dem Ausfilhren der ther-
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malen Spuren erhalten wir fur den Imaginarteil der Vierpunktfunktion die Flussgleichung
AaA%f‘E\Zl) (p7 —-D, ka _k) =

- Y O[S Ka@hia+p+ Q)

et
LoP ()2 / (5;34 Kn(@)R(q+p)i(g+p)

OO | (;l;q)4 Kn()R(0)T: (g + p)

+ ng 20T ®)? /(324 Ka(@)1i(g+p+Q)R(q + Q)

+ ngk 20T )? /(;L:fyl Ka(9)11(g+p+ Q)R(q +p)

+ ngk 20T ®)? / (324 Kr(0)1i (¢ +p)R(g+ Q)

+ ngk 20T @)? /(324 Kx(9)hi(g+p)R(g +p+Q)

- ink 2(T)* /(324 Ka(g)R(g+p)Ti(a+p + Q) R(g + Q)

- ink 2(T)* /(324 Kx(o)li(a +p)R(g +p + Q)R(g + Q)

- S0 [ K@+ Ohta +p+ QR+ Q

- 30 [ K@+ Db+ QUG

- 3 2 [ Ko+ R+ o+ Q)+

- ngk 2(T)* /(324 Kx(@)Ti(g +p)R(g)R(q + Q)

+ ngk(f(?’))“ /(;l;q)4 Kx(@n(a+ Q)¢ —p+ Q)¢+ Q)

o 300 [ Kahta - pihta 0+ Qo+

+ ) 20! /(;%4 Ex(@)h(q +p)Ii(0)h(a + Q) - (6.60)
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Die zur Flussglei chung zugehorigen Feynman-Diagramme lauten

Qs <o 7P
O
p// \\_/// \\_
I, Q
I R K
D _ . .-—D c. = Q
—k- . //< -« k-~ . //< « Q //< -
» | K » I » 'R
// \\ /‘/\ /// \\\ //(/\ /// \\\ /,‘/\
K R p K K p b Lo
K . L R
Q.. <P Q.. <7 Q.. < 9
» IR . K b i
p/// \\\—’/(/\ - /// \\\—’/‘/\ - /// \\\—’/‘/\
Lo -Q b R -Q b K P
I R K
—p-. L -Q - Q Q.. X _.-q
» \Of\ » K . » K .

R'\ 'R R'\ I R | 'R
/h\_/(/\ /h\_/&\ /h\_/&\
-Q-~ K P -Q-~ K P p-~ ', T~p
I R R
_Q\\\ ,<1\ ///Q _Q\\\ ,<\ ///Q _Q\\\ ,<\ ///Q
» \Of\ » K . » K .

R'\ 'R R'\ I K 'R
/h\_/(/\ /h\_/&l\ /h\_/&\
-p-~ K P -p-~ K P I N
K I I
Q\\\ ,<\ ///_Q _Q\\\ ,<1\ ///Q _Q\\\ ,<1\ ///Q
» \Of\ » K . » K .

[1 '\ }Il Il '\ }Il K '\ Ill
/}.\\—,/‘/\ /}.\\—,/‘/\ /}.\\—,/‘/\
-p-~ L P -p-~ K P I N

Aufgrund der Summation tber diethermalen Indizesliefert der Anteil des Propagators oc 1, zum
Imaginarteil von T\ (p, —p, k, —k) keinen Beitrag. Wenn man bei der Berechnung nur thermale
1-Beine beriicksichtigt, kann man dieses Ergebnis nicht reproduzieren. Durch Integration tber
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A erhalten wir aus (6.60)
ST (p, —p, k, —k) —\ff(Aloo (p, —ps k, —k)

Q ik y"/

+2r@(ré >)2/(27r) Kx(q)R(q+p)i(q+p)

()L(g+p+ Q)

+2F<4>(F(3>)2/d4q4 Kn(9)R(q)11(q + p)

.+}:2ﬂ®w®y/ﬂw4kﬂ@u@+p+Qﬂ%m+Q)

=, (2m)
+ > 21“(4)(1“(3))2/(3734 Kx(9)Ti (g +p + Q)R(q + p)
Q==k

+ ) 2F(4>(F(3))2/(;lﬂ(§4 Ka(g)Ti(q+p)R(g + Q)

Q==k

+ ) 20(De)y2 /(324 Kx(@)i(g+p)R(g+p+Q)
Q==k

- 30 2 [E5 KR+ phla+p+ QR+ Q)
Q==xk

=Y 200 [ Kb+ DR+ QRG+Q)
Q==xk

- Y ) [k Ri@RG+ Qi+ QR+ Q)
Q==xk

- Y ) [ KR+ )+ QR+
Q==xk

=) 2Ty /(324 Kn(q)i (g +p)R(g+p+ Q)R(q+p)
Q==xk

- Y 2 [Sh Rl RORG+Q
Q==xk

£ 30O [ Rv@hla+ Q= p+ QR+ Q)
Q==k

+ ) (@) /(;l;q)4 Ka(@) (g +p) (g +p+ Q)i(q + p)
Q==k

+ ) 2(f<3>)4/(;l;§4 Kn(@) (g +p) ()1 (g + Q) . (6.61)
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Dieretardierte Selbstenergie auf zwei-oop Niveau

Damit haben wir nun alle Beitrage, um den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie auf zwei—
loop Niveau berechnen zu konnen. Durch Einsetzen von (6.48), (6.53), (6.58), (6.59) und (6.61)
in die Flussgleichung (6.41) konnen wir diese als eine totale Ableitung nach A schreiben. Durch
Integration von A = oo (entspricht 7= 0) bis A = 0 (entspricht T") erhalten wir dann fir den
Imaginarteil der retardierten Selbstenergie auf zwei— oop Niveau

2 2
P (p) = SUE_ ()

+1/d4k
2.J(

)%ngl’)zo(pv -Dp, ka _k)

=
—
&y

[\
3

N—

IS

(k)R(k + p)SEL (p, k)

|
=
=
—
5=
>~
=

(k)1 (k + p)RED, (p, k)

|
=
=
—
3z
S
=h

S

Iy

ol
=h

(k)R(k + p) 11 (k + p) RILG o (k + p)

Qo
= DN
TN
~—
=0
i

(k)R(k + p)R(k + p) STLR o (k +p)

_|_
=
=
e
—

—
DO
N

~—

'S

(k)L (k +p) I, (k + p) STLy o (k + p)

A
=
w
N
[N}
-
NS
A&
S
=i

(k)I1 (K + p)R(k) RITG .y (k)

_|_
o~
=
=
e
P
SE
>
=

K (k)1 (k + p) I (k) ST o (k)

|
DO
—~
i
S
~—
N
o=
Iy
3| =
'S

(D)2 (;l:; / (324 K(K)K(q)Ii(q+p+k)

PO | (;Zﬁli / (jﬁq) KK (@) R(g+p)Ti(g +p)
FTO(3)2 /(;l:; /(;l:-; K(k)K(q)R(q)Ii(q + p)
PO | gﬂ’; / (jﬂq) RNK (@) T(g+p+ F)R(q + k)
+2F(4>(F<3>)2/(g:;4 /(5354 K(k)K ()1 (q +p + k)R(g + p)
parooy [ (gﬂ’; / (jﬁq) KWK (@)T(q+p)R(g +§)

P (F))? / 'k / T4 R (R (@) Lg+p)Rla+p+ )+
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mit

—
[\
B

~—

—~
DN

—2(T®)y4 /(;l:; /(2ﬂ)4 K(k)K (9)11(q+p)R(q +p + k) R(q + p)

a0t [Eh [ R+ )RR )

I (p<3>)4/d4k4 /d4q4 K(k)K ()L (g + k)1 (g —p+ k)1 (g + k)

wrey [ [ kR + P+ p+ Db+

ooy o

L [d% [dq .-
+2(F®) / — / g KK @ +p)h(@)h (g +F) (6.62)
K(q) = e(ko)p(k)N(|ko|) = 26 (k> — m*)N (|ko) - (6.63)

Die Feynman-Diagramme, die zum Imaginarteil der Selbstenergie auf zwei—oop Niveau beitra-

gen, sind
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Der Imaginarteil der retardierten Selbstenergie kann aus diesen zwei—oop Diagrammen durch
Anwenden der “ Cutting—Rules’ bei T" # 0 [14, 15], die eine Verallgemeinerung der “ Cutting—
Rules’ bei T = 0 sind, berechnet werden. Alle Beitrage zum Imaginarteil der retardierten
Selbstenergie in (6.62) lassen sich auf die entsprechend geschnittenen zwei—oop Feynman—
Diagramme zuruckfuhren.

Wir konnten in der Literatur keine Berechnung der thermalen retardierten Selbstenergie auf
zwei—oop Niveau finden, womit wir unser Ergebnis vergleichen konnten. In (6.62) fehlen zur
vollstandigen Berechnung noch die (7" = 0)-Werte fur die retardierte Selbstenergie, den Ima-
ginarteil der Vierpunkt— sowie der Dreipunktfunktion. Diese missen als Startwerte vorgegeben
werden. Im Rahmen der TRG kann man nur die thermalen Korrekturen zu den (7' = 0)—Werten
bestimmen.

6.2.3. Die nichtperturbativen Flussgleichungen in der gebrochenen Phase

Nachdem wir im vorhergehenden Abschnitt mit Hilfe der TRG den Imaginarteil der retardierten
Selbstenergie auf zwei—oop Niveau berechnet haben, wollen wir nun Flussgleichungen ablei-
ten, mit deren Hilfe man zu nichtperturbativen Aussagen gelangen kann. Ziel ist, mit diesen
Flussgleichungen die Dampfungsrate langreichweitiger Korrelationen an einem Phaseniibergang
zweiter Ordnung numerisch zu berechnen. Da die Masse an einem Phasentibergang zweiter Ord-
nung gegen null geht, divergiert die Korrelationslange. Dies bedeutet, dass die langreichweitigen
Korrelationen am Phaseniibergang entscheidend sind fur das Verhalten des Systems. Im Folgen-
den meinen wir mit Dampfungsrateimmer die Dampfungsrate bei verschwindendem raumlichen
Impuls 5 = 0, d.h. die Dampfungsrate langreichweitiger Korrelationen.

Wie bereits erwahnt, liefert Storungstheorie an einem Phaseniibergang zweiter Ordnung fur
die Dampfungsrate ein divergentes Resultat, wahrend man andererseits erwartet, dass eine kor-
rekt berechnete Dampfungsrate am Phaseniibergang verschwindet. Der Grund fir das Scheitern
von Storungstheorie bel der Berechnung der Dampfungsrate an einem Phaseniilbergang zwei-
ter Ordnung liegt darin, dass man das kritische Verhalten der Theorie storungstheoretisch nicht
reproduzieren kann. Die TRG hat sich bei der Beschreibung dieses kritischen Verhaltens als er-
folgreich erwiesen. Esist deshalb zu erwarten, dass man mit Hilfe der TRG auch fur die Damp-
fungsrate qualitativ und quantitativ richtige Ergebnisse erzielen kann.
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Im Folgenden werden wir Flussgleichungen ableiten, mit denen man die Dampfungsrate an

einem Phaseniibergang zweiter Ordnung untersuchen kann. Um die exakten Flussgleichungen
|6sen zu kdnnen, sind wir gezwungen, geeignete Approximationen einzufhren.
Wir werden die Imaginarteile in den Flussgleichungen nur dann einbeziehen, wenn sie die
fuhrenden Effekte beinhalten. In der Flussgleichung fir das effektive Potenzial werden wir so-
mit keine Imaginarteile berticksichtigen. Fur alle Imaginarteile, die bereits auf ein-oop Niveau
existieren, kann man in erster Naherung Flussgleichungen ableiten, die nicht wieder von den
Imaginarteilen selbst abhangen. Die retardierte Selbstenergie bei p'= 0 ist ein zwei— oop Effekt
und kann deshalb im Rahmen der TRG nur dann berechnet werden, wenn man die Imaginarteile
in der Flussgleichung berticksichtigt. Das Vernachlassigen der Imaginarteile in den Flussglei-
chungen (auf3er in der Flussgleichung fur die Selbstenergie) hat jedoch zur Konsequenz, dass
die Imaginarteile auf das kritische Verhalten der Theorie keinen Einfluss haben und man fur die
Imaginarteile selbst kein kritisches Verhalten erhdt. Die fuhrenden Effekte sollten jedoch auch
mit diesen Naherungen richtig beschrieben werden. Insbesondere sollte man beobachten konnen,
dass die Dampfungsrate am Phaseniibergang verschwindet, denn dafUir ist das kritische Verhalten
der Kopplung entscheidend.

Die Flussgleichung fur das effektive Potenzial V), (p) in der gebrochenen Phase tbernehmen
wir vom O(N)-Modell fur N = 1. Wir werden nun im Rahmen der erlauterten Approximationen
die Flussgleichungen berechnen, die notig sind, um den Imaginarteil der retardierten Selbstener-
giein der gebrochenen Phase beim Impulsp = (po, p = 0) zu bestimmen. Damit konnen wir die
Dampfungsrate fur 7' — 7'~ untersuchen. FUr p, setzen wir die thermische Plasmon-Masse m -
ein. Diese berechnen wir am Minimum des effektiven Potenzials V (p) bel A = 0.

Wir starten in der gebrochenen Phase mit einem symmetriebrechenden tree-Niveau Poten-
zial. Die volle thermische Masse m ist kleiner as die Masse bei T = 0 (und verschwindet
schliefdlich bel T = T..) und wahrend des gesamten Laufens gilt in der gebrochenen Phase

Mmr—g > Ma > Mr . (664)

Dawir den Imaginarteil der Selbstenergie im Propagator vernachlassigen, erhalten wir fur den
Kern K (k) und die Funktion 7, (k) die bereits bekannten Formen

K(k) = —2rA5(k* — m})S(|E| — A)N([ko) , (6.65)
Li(k) = —me(ko)d(k* —m3), (6.66)
. 0?
mit  mi = ((;;()Z) -

Aufgrund von (6.64) ergeben sich mit p = (m, 5= 0)
K(K)L(k+p)=0 und  L(k)(k+p)=0. (6.67)

Die Gleichungen (6.67) driicken nur die Energieerhaltung aus, da ein ruhendes Teilchen mit Mas-
se my nicht in zwei schwerere Teillchen mit Masse m , zerfallen kann. Unter Verwendung von
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(6.67) erhalten wir aus (6.41) fur den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie die Flussglei-
chung

AONSTIR(p) = % / (;l:; K(k)STW(p, —p, k, —k) (6.68)
—T®) /% K(k)R(k + p)SF® (p, k) (6.69)
4
—(D®))2 / (;ZW'; K(k)I,(k +p) (6.70)
—(T®)2 /% K(k)I(k+p). (6.71)

Um eine konsistente Flussgleichung fir den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie zu erhal-
ten, missen wir nicht nur die Imaginarteile der Vierpunkt—und Dreipunktfunktion, sondern auch
die fuhrenden Imaginarteil-Korrekturen zum Kern und zur Funktion I, berticksichtigen, denn
diese sind von gleicher Ordnung. Diese Korrekturen sind ein— oop in den Imaginarteilen, aber in
den statischen Realteilen vollig resummiert und gehen damit weit Uber die storungstheoretischen
einr-oop Korrekturen hinaus. In (6.70) und (6.71) deuten wir den modifizierten Kern und die
modifizierte Funktion I; durch einen Querbalken an.

Unter Verwendung von (6.52) erhalten wir fir den modifizierten Kern

K(k) = [1+21,(k)STY (k)] K (k) (6.72)

wobei wir den Beitrag von %H%) (k) weglassen, dadieser fur den impul sunabhangigen Anteil des
Redlteils der Selbstenergie bereits im resummierten Kern enthalten ist. Den impulsabhangigen
Redlteil der Selbstenergie vernachlassigen wir. Wir weisen darauf hin, dass STI% (k) in den
statischen Realteilen resummiert und damit nicht identisch mit dem ein-loop Imaginarteil der
retardierten Selbstenergieist.

Fr I, (k) erhalten wir aus (6.43)

L(k) = Li(k) = R(k)STLR (k) R(k) — I (k) STIR) (k) 11 () . (6.73)
Durch Einsetzen von (6.72) und (6.73) folgt unter Beruicksichtigung von (6.67):

1 [d'% _
AOsSTIg(p) = 5/@ K (k)3T (p, —p, k, k)

_ d*k
-® / K(k)R(k + p)SF® (p, k)

(D)2 / ok K(K)R(k + p)STY (k + p)R(k +p).  (6.74)

Die Flussgleichung fur STIY (k) lautet

AT = ~(C0) [£5 K@Tia+ 1), (6.75)
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Aus (6.56) und (6.60) erhalten wir die Flussgleichungenfir SF®) (p, k) und ST (p, —p, k, —k):

- d*
ARSF(p, k) = —2DOF® /(2 9 K@) L(p+q+k)

K(q)Ii(p+ g+ k)R(q + k)

+2(I®))? / L K(g)Li(p+q+k)R(p+q), (6.76)

Q=+k

+ ) oL@y /(;l;qyl K(q)h(p+q+Q)R(q+p)

Q=+k

- 3 2N [ K@i+ o+ QR+ PRI+ @
Q=+k

+ Z 2f(4)(f(3))2 /(;{154 K(@)L(p+qg+Q)R(q+ Q)
Q=+k

- Y O [ K@+ o+ QR+ QR+ Q)
Q=+k

- 300 [ K@hp o+ QRGIRG D). (67D
Q=+k

Zusammen mit der Flussgleichung fur das effektive Potenzial haben wir ein geschlossenes
System von Flussgleichungen. Durch Einsetzen von (6.65) und (6.66) konnen wir die Integrale
in den Flussgleichungen analytisch auswerten. Mit der Bezeichnung

ka = (wa, [k = A) (6.78)
erhalten wir

_A_3N(|WA|)
472 WA
Jr1:(3)/\_3N(|WA|) 1
412wy po(po + 2ko)

k==xkx
_ A3 N 1
_ ez A N(wa)) S S (o + o, A) , (6.79)

472wy T pé(po + 2ko)

AaA%HR(p) %f‘(‘l) (pa -b, k/\a _kl\)

SFO(p, k)
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AOSTIY (g) = — () A" Nl

| (ﬂ Z (g + ko), (6.80)

16m  wyp Y
wa

falls a5 + 2qoko — @] < 2A|q],

AP N(Jwa]) 1

A k) = g S

Z €(po + ko + qo) X

qo="wn

o [Fw - (F(3))2po (Po + 2q0)(2pk;0+ 2k +2q0) |’ (681
falls [(po + ko) + 20 (po + ko) — k2| < 2A k|,
AONSTW (p, —p, k, —k) = AT N T Z Z e(po + Qo + qo) X
167w 5] Qa—ko qorion
P _ (P2 2Q0 ]2 , (6.82)
Po(Po + 2q0) (Po + 2Q0 + 2qo)

falls (Po + Qo)? + 2q0(po + Qo) — k2| < 2A|K] .

Mit diesem System von Flussgleichungen sollte man das Verhalten der Dampfungsrate in
der Nahe des Phaseniibergangs numerisch bestimmen und “ critical slowing down” beobach-
ten konnen. In dieser Arbeit werden wir die numerische Untersuchung jedoch nicht mehr
durchfihren.

Bevor wir dieses Kapitel schlief?en, wollen wir noch ein qualitatives Argument aus [22]
anfulhren, das deutlich macht, warum die Berechnung der Dampfungsrate im Rahmen der TRG
“critical lowing down” reproduzieren sollte. In [22] wurde trotz einer unvollstandigen Berech-
nung der thermalen Dampfungsrate “ critical slowing down” beobachtet, weil die wesentliche
Ursache fir das Verschwinden der Dampfungsrate an einem Phasenubergang zweiter Ordnung,
namlich das kritische Verhalten von Masse und Kopplung, richtig implementiert wurde.

Die on—shell Dampfungsrate bei verschwindendem raumlichen Impulsist definiert fur p, =
mr, wobel m die Plasmon-Masse ist. In der Nahe des Phasentibergangs, in der kritischen Re-
gion, zeigen Masse und Kopplung ein Skalenverhalten, d.h. sie verschwinden gemal3

mrp X |T_Tc|ya gr X |T_Tc|y' (6.83)

Das perturbative Ergebnis fir den Imaginarteil der Selbstenergie verhdt sich fur kleine Massen
as STl g(myr,0) ~ g2_, Inmyz, und damit folgt fir die Dampfungsrate

2
Jr—olnmy
mr ’

Y(T') (6.84)
Dies bedeutet, dass das perturbative Ergebnisim Limesm — 0 divergiert. Im Rahmen der TRG

wird aufgrund der nichtperturbativen Resummation die (7" = 0)—Kopplung durch die thermale
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Kopplung gr ersetzt, wodurch fur T — T, folgt:
YT = T.) < |T =T In(|T = T|). (6.85)

Damit verschwindet fir positive v die Dampfungsrate am Phasenilbergang. Dieses qualitative
Argument fur das Verschwinden der Dampfungsrate sollte auch im Rahmen einer konsistenten
Berechnung zutreffen. Wir erwarten deshalb, dass bei der numerischen Untersuchung der hier
angegebenen Flussgleichungen* critical slowing down” beobachtet wird. Ob allerdings das Ska-
lenverhalten der Dampfungsrate wirklich die Form (6.85) hat, mit dem kritischen Exponenten v,
ist fraglich und konnte durch eine Untersuchung der in dieser Arbeit abgeleiteten Flussgleichun-
gen verifiziert werden.
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7. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Wir kommen nun zur Zusammenfassung unserer Ergebnisse und geben anschlief3end einen Aus-
blick auf Fragestellungen, deren Untersuchung sich im Anschluss an diese Arbeit anbietet.

Storungstheorie bei endlicher Temperatur ist haufig mit ernsthaften Problemen konfrontiert
und aufgrund von Infrarotdivergenzen in vielen Situationen nicht mehr anwendbar. Es ist daher
sehr wichtig, nichtperturbative M ethoden zu erarbeiten, die auch in solchen Situationen noch ein-
setzbar sind, in denen Storungstheorie zusammenbricht. Neben Gittersimulationen eignen sich
hierfir besonders Renormierungsgruppengleichungen. Bis auf die TRG sind jedoch alle Renor-
mierungsgruppengleichungen in euklidischer Raumzeit bzw. im Matsubaraformalismus formu-
liert. Dies hat den Nachteil, dass man damit nur statische Grof3en numerisch berechnen kann.
Fir die Bestimmung dynamischer Grof3en, wie z.B. Dampfungsraten, sind Renormierungsgrup-
pen im Matsubaraformalismus nicht geeignet, da dafiir eine analytische Fortsetzung zu reeller
Zeit notwendig ware, was bei numerischen Funktionen nicht moglich ist.

Die TRG wurde 1996 von Attanasio und Pietroni [76] im Realzeitformalismus eingefuhrt
und eignet sich damit auch zur numerischen Berechnung nichtstatischer Grofen. Im Vergleich
zu den Renormierungsgruppen im Matsubaraformalismus, die Quanten— und thermale Fluktua-
tionen gleich behandeln, bewirkt die Formulierung im Realzeitformalismus, dass mit der TRG
nur die thermalen Fluktuationen erfasst werden. Damit kann die TRG nur zur Untersuchung phy-
sikalischer Systeme bei endlicher Temperatur eingesetzt werden. In [76] wurde die TRG fur die
numerische Untersuchung des Phasenuibergangs zweiter Ordnung im skalaren O(1)-Modell an-
gewandt. In einer weiteren Arbeit [77] haben Attanasio und Pietroni die Formulierung der TRG
auf Eichfelder erweitert, wobei jedoch keine numerischen Untersuchungen durchgefihrt wurden.
Bis zum Beginn dieser Dissertation gab es nur noch eine Arbeit von Bergerhoff, in der mit Hilfe
der TRG ebenfalls der Phasenubergang des O(1)—Modells numerisch untersucht wurde.

Das Ziel dieser Arbeit war zum einen, durch weitere Untersuchungen im Rahmen der TRG
zusatzliche Erfahrungen im Umgang mit dieser neuen Methode zu sammeln und die Formu-
lierung der TRG auch auf Systeme mit Fermionen auszudehnen. Zum anderen sollte in einem
weiteren Schritt das Potenzial der TRG zur Berechnung nichtstatischer Grofden genutzt werden.
Zu Beginn der Untersuchungen gab es hierfur noch keinerlel Studien. Die Moglichkeit, Ima-
ginarteile im Rahmen der TRG numerisch berechnen zu konnen, ist ja gerade das Besondere,
dass die TRG von den Renormierungsgruppen im Matsubaraformalismus unterschei det.

In Kapitel 4 untersuchten wir das skalare O(N)—symmetrische Modell, wobei wir ausfihr-
lich die Fdlle N = 1 und N = 4 behandelten. Das universelle Verhalten des O(N)-Modells
hat zahlreiche Anwendungen sowohl in der Festkorperphysik als auch in der Teilchenphysik.
Fur die numerische Auswertung fuhrten wir eine Ableitungsentwicklung der effektiven Wirkung
durch und berticksichtigten nur die Terme niedrigster Ordnung. Zur numerischen Berechnung des
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effektiven Potenzials verwendeten wir eine nichtperturbative Methode, die in [108] eingefihrt
wurde und weit Uber einen LPA—Ansatz fir das Potenzial hinausgeht. Fur N = 1 und N = 4 be-
stimmten wir kritische Exponenten, kritische Amplituden und Amplitudenverhatnisse sowie den
Verlauf der Widom—Skalenfunktion und diskutierten unsere Ergebnisse ausfithrlich anhand des
Vergleichs mit anderen Arbeiten. Weiterhin bestimmten wir die kritische Temperatur as Funk-
tion von N. Unsere Ergebnisse im Falle N = 1 befanden sich in sehr guter Ubereinstimmung
mit denen anderer Arbeiten, die geringen Abweichungen waren konsistent mit der Vernachlassi-
gung der Wellenfunktionsrenormierung. Aufgrund der besseren Methode zur Berechnung des
effektiven Potenzials konnten wir die Resultate fur die kritischen Exponenten aus [77] erheb-
lich verbessern. Fir N = 4 waren die Abweichungen der kritischen Exponenten von den zu-
verlassigsten Ergebnissen signifikanter und konnten nicht mehr allein mit der Vernachlassigung
der Wellenfunktionsrenormierung erklart werden. Dies verdeutlichen noch unsere Ergebnisse
fur die kritischen Exponenten aus Kapitel 5, wo wir eine feldunabhangige Wellenfunktionsre-
normierung berticksichtigten. Fur die Abweichungen konnte die Vernachlassigung des Terms
Zx(p) 0% 0P P verantwortlich sein, der nur fir N > 1 vorhanden ist. Auf jeden Fall sind
zur Klarung dieses Sachverhalts weitere Untersuchungen erforderlich. Als Fazit bleibt festzuhal -
ten, dass sich die TRG fir die Bestimmung des kritischen Verhaltens an einem Phaseniibergang
zweiter Ordnung als geeignet erwiesen hat und dass bei der Anwendung der TRG im skalaren
Fall keine besonderen Schwierigkeiten auftraten.

In Kapitel 5 untersuchten wir, welche Auswirkungen die Berticksichtigung von Fermionen
im Rahmen der TRG hat. Zu diesem Zweck betrachteten wir das chirale Quark—Meson—Modell
im Limes von nur zwei Quark—Flavors. Es wird als effektives Modell zur Beschreibung des
chiralen Phasenilbergangs in der QCD im Limes von nur zwei Quark—Flavors verwendet. Wir
berticksichtigten keine Strommassen fur die Quarks und betrachteten den Limes vollstandig ge-
brochener axialer Symmetrie, in welchem sich das chirale Quark—Meson—Modell auf das Gell—
Mann-Levy lineare Sigma—Modell gekoppelt an zwei Quarks reduziert. Untersuchungen mit
anderen Methoden haben bereits gezeigt, dass der chirae Phaseniibergang in diesem Fall von
zweiter Ordnung ist und zur Universalitatsklasse des dreidimensionalen skalaren O(4)—-Modells
gehort. Fur die numerische Evaluierung nahmen wir eine Ableitungsentwicklung der effektiven
Wirkung vor, wobei wir im fermionischen Sektor nur die niedrigsten Ordnungen und im skala-
ren Sektor des Modells zusétzlich eine feldunabhangige Wellenfunktionsrenormierung beriick-
sichtigten. Unsere Untersuchungen zeigten, dass die Entkopplung der Fermionen an einem Pha-
senuibergang zweiter Ordnung im Rahmen der TRG nicht auf triviale Art realisiert und die Ab-
leitungsentwicklung der effektiven Wirkung im fermionischen Sektor hierfur nicht ausreichend
ist. Um das Entkoppel n der Fermionen sicherzustellen, mussten wir die nichtanal ytische Struktur
der Fermion-Selbstenergie berticksichtigen. Diese erhielten wir durch Berechnung der ein-oop
Korrektur zur Fermion—Selbstenergie in HTL—Approximation. Aufgrund der nichtanalytischen
Struktur der Selbstenergie wird auf chiral invariante Weise eine thermale Fermion—Masse er-
zeugt, die das Entkoppeln der Fermionen am Phaseniibergang erzwingt. Wir verwendeten fur
den Fermion—Propagator statt der komplizierten nichtanalytischen Struktur eine einfache Nahe-
rung, die jedoch den entscheidenden Effekt einer thermalen Fermion—Masse auf chiral invariante
Weise berticksichtigte. Mit dieser Modifikation des Fermion—Propagators konnten wir bestati-
gen, dass der chirale Phaseniibergang im vorliegenden Modell von zweiter Ordnung ist und zur
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Universalitatsklasse des dreidimensionalen skalaren O(4)—-Modells gehort. Das kritische Ver-
halten dieses Modells war zuvor bereits ausfuhrlich in Kapitel 4 diskutiert worden. In diesem
Kapitel bestimmten wir kritische Exponenten unter Berticksichtigung der anomalen Dimension.
Das wichtigste Ergebnis des 5. Kapitels besteht in der Erkenntnis, dass im Rahmen der TRG
die Ublichen Argumente fur eine Entkopplung der Fermionen an einem Phaseniibergang zwei-
ter Ordnung nicht gelten und man dafiir die nichtanalytische Struktur des Fermion—Propagators
beriicksichtigen muss.

In Kapitel 6 berechneten wir die Plasmon-Dampfungsrate im skalaren O(1)-Modell. Die
Dampfungsrate ist mit dem Imaginartell der Selbstenergie verkniipft und damit eine nichtsta-
tische Grofle. Dampfungsraten sind von grof3er Bedeutung, da sie Aussagen Uber Nichtgleich-
gewichtsprozesse im Sinne von Linear Response ermoglichen. Die Plasmon-Dampfungsrate ist
storungstheoretisch ein zwei—- oop Effekt und wurde im Hochtemperaturlimes mit Hilfe resum-
mierter Storungstheorie berechnet. Fir uns war das Verhaten der Dampfungsrate langreichwei-
tiger Fluktuationen am Phaseniibergang zweiter Ordnung interessant, da dieses mit der Bildung
topologischer Defekte verknuipft ist. Die Extrapolation des perturbativen Ergebnisses lieferte fur
die Dampfungsrate am Phaseniibergang ein divergentes Resultat (“critical speeding up”). Auf-
grund der Theoriekritischer Phanomene erwartet man jedoch, dass die Dampfungsrate langreich-
weitiger Fluktuationen am Phaseniibergang verschwindet (* critical slowing down”). Im Rahmen
der TRG wurde die Dampfungsrate zum ersten Mal in [22] untersucht. In jener Arbeit wurden
jedoch wichtige Effekte, die fur eine konsistente quantitative Berechnung von Bedeutung sind,
teilweise falsch implementiert oder nicht berticksichtigt. In Kapitel 6 berechneten wir die Damp-
fungsrate auf konsistente Weise. Insbesondere berticksichtigten wir auch die Felder mit dem
thermalen Index 2, da dies unverzichtbar ist um sog. “pinch singularities’ zu vermeiden. Beson-
dersin der gebrochenen Phase hétten wir ohne Beriicksichtigung der thermalen “ Geist"—Felder
viele undefinierte Ausdriicke erhalten. Wir berechneten die Dampfungsrate in der symmetrischen
Phase. Um sicher zu gehen, dass wir alle Beitrage zur Dampfungsrate berticksichtigt haben, re-
produzierten wir zunachst mit Hilfe der TRG das perturbative Ergebnis. Dieses konnten wir
anschlief3end sehr leicht in nichtperturbative Flussgleichungen umsetzen und numerisch auswer-
ten. Der Vergleich mit dem resummierten perturbativen Ergebnis zeigte fur kleine Kopplungen
vollige Ubereinstimmung. Fiir grolRere Kopplungen machten sich jedoch wie erwartet die Effekte
hoherer Ordnung bemerkbar und die Ergebnisse wichen voneinander ab. Flr eine Berechnung
der Dampfungsrate am Phaseniibergang ist es unerlasslich, die Flussgleichungen in der gebro-
chenen Phase zu betrachten. Um eine Ubersicht tiber die zahlreichen Beitrage in dieser Phase zu
erhalten, bestimmten wir zunéachst die perturbative Dampfungsrate auf zwei— oop Niveau. Leider
konnten wir in der Literatur keine Vergleichsmoglichkeit fur unser perturbatives Ergebnis finden.
Ausgehend von dem perturbativen Ergebnis konnten wir anschlief3end leicht die nichtperturba-
tiven Flussgleichungen in der gebrochenen Phase ableiten. Die numerische Auswertung dieser
Flussgleichungen héatte jedoch den Rahmen dieser Arbeit Uberstiegen und bleibt Gegenstand
zukuinftiger Untersuchungen. Wir sind jedoch zuversichtlich, dass man mit den hier prasentier-
ten Flussgleichungen in Zukunft das erwartete “critical slowing down” der Dampfungsrate am
Phaseniibergang beschreiben kann.

Wir haben in dieser Arbeit gezeigt, dass die TRG eine sehr niitzliche und vielseitige Me-
thode zur Untersuchung nichtperturbativer Phanomene darstellt. Dementsprechend gibt es eine
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Vielzahl von Projekten, die sich fir Untersuchungen im Rahmen der TRG anbieten. Bislang fehlt
noch eine Formulierung der TRG fur Systeme mit endlichem chemischen Potenzial. Fur solche
Systeme sind z.B. im Rahmen des chiralen Phaseniibergangs der QCD sehr interessante Effekte
zu erwarten. Als Weiterfihrung dieser Arbeit bietet sich natiirlich im Besonderen die numeri-
sche Bestimmung der Dampfungsrate in der gebrochenen Phase an. Aufgrund der Moglichkeit,
Imaginarteile numerisch berechnen zu konnen, nimmt die TRG unter den Renormierungsgrup-
pen eine Sonderrolle ein, die zu intensiver Nutzung anregt. In diesem Zusammenhang sind auch
noch technische und konzeptionelle Fragen zu klaren. In dieser Arbeit haben wir fur den vollen
Propagator eine Form angenommen, die durch den Propagator im thermischen Gleichgewicht
inspiriert wurde. Fur verschwindende oder kleine Imaginarteile ist dies sicherlich gerechtfertigt.
Esist jedoch nicht klar, wie in einem nachsten Schritt die Form des Propagators verbessert wer-
den konnte. Weiter ware esinteressant, durch Verwendung verschiedener Cutoff—Funktionen den
Einfluss derselben auf die bisher erzielten Ergebnisse zu untersuchen.

Prinzipiell konnte man auch versuchen, durch Beriicksichtigung weiterer Korrekturterme die nu-
merischen Ergebnisse fir die kritischen Exponenten zu verbessern. Dies erscheint uns jedoch als
weniger dringlich, da unserer Ansicht nach die Starken der TRG nicht in der Bestimmung des
universellen Verhaltens liegen, das sich auch im Matsubaraformalismus berechnen lasst. Nach-
dem wir in dieser Arbeit die Grundlagen fur verschiedene Anwendungen der TRG gelegt haben,
sollte man nun zum Studium solcher Probleme tbergehen, die sich nur im Rahmen der TRG
nichtperturbativ behandeln lassen.
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A. DIE THERMALE SKALARE ZWEIPUNKTFUNKTION

Ausgehend vom Operatorformalismus wollen wir in diesem Anhang die bosonische thermale
Zweipunktfunktion analysieren und dabei wichtige Grofien wie die Dampfungsrate, den ana-
lytischen Propagator und die Spektraldichte einfuhren und ihre Eigenschaften erlautern. Eine
ausfuhrliche Darstellung der Eigenschaften der thermalen Zweipunktfunktion findet sich z.B.
in[1-6].

Die Zweipunktfunktion spielt in der thermalen Feldtheorie eine besondere Rolle, denn beim
Ubergang von nicht-thermaler zu thermaler Feldtheorie wird auf tree-Niveau wegen der peri-
odischen bzw. antiperiodischen Randbedingungen nur die Form des Propagators verandert. Die
Kopplungen erhalten erst aufgrund von loop—Korrekturen einen thermalen Beitrag. Die Formu-
lierungen der ERG und TRG beruhen auf der Modifikation des freien thermalen Propagators.
Eine genaue Kenntnis der analytischen Eigenschaften der Zwelpunktfunktion ist wichtig, um
die Implikationen der Renormierungsgruppengleichungen besser verstehen zu konnen. Die Ei-
genschaften der thermalen Selbstenergie sind von Bedeutung fur die Linear—Response-Theorie,
fur die Beschreibung von Relaxations— und Thermalisierungsprozessen, fur die Beschreibung
kollektiver Anregungen im Plasma usw.

A.1l. Eigenschaften desthermalen Propagators

A.1.1. Der zeitgeordnete ther male Propagator
Im Operatorformalismusist der zeitgeordnete thermale Propagator definiert durch
iDi(r) = 0(z0)(b(x)$(0))s + O(—0)(G(0)d(x)) (A.1)
= 0(x0) D" (2) + 0(—0) D" (x), (A.2)
wobei () die Feldoperatoren im Heisenbergbild sind und mit (. . . ) 5 die thermale Spur gemeint
ist:

()5 = =Pl O) . (A.3)

—Tr (
Tr(e—BH)
Der retardierte und der avancierte thermale Propagator sind definiert durch

iDilx) = 0(ao)(6(x), 6(0)])s = 0(an) (D* () = D~(a)), (A4
iDa() = =0(=20){[6(2). 0))s (A9
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Damit kann man (A.1) umformulieren zu

Im Gleichgewicht lasst sich die thermale Zweipunktfunktion as Funktion der reellen Spektral-
dichte p(z) darstellen:

p(a) = ([9(x), (0)])s = D* (x) — D (z). (A.7)

Fur den weiteren Verlauf wollen wir fouriertransformierte Spektraldichte p(k) einfuhren:

plo) = [ . (”9

Mit Hilfe einer Lehmann—Spektralanalyse [1] lassen sich folgende wichtige Eigenschaften von
p(k) ableiten:

p(—ko, E) = —p(ko, E) 3 (A.9)
kop(k) > 0, (A.10)
dky
/% kop(k) = 1. (A.11)
In einer freien Theorie kann man die Spektraldichte explizit berechnen, und man erhalt
po(k) = 2me(ko)d(k* —m?) (A.12)
mit e(r) = 0(x)—0(—x).

Die Spektraldichte einer freien Theorieist unabhangig von der Temperatur. Der Grund dafiir liegt
darin, dass p(k) mit der Energie und Lebensdauer fundamentaler Anregungen verkntipft ist und
diesein einer freien Theorie unabhangig von der Temperatur sind.

Die Funktionen D" (x) und D~ (z) sind im thermalen Gleichgewicht Uber die KMS-Relation
miteinender verknuipft. Fur die Fouriertransformierten gilt:

D (k) = D™(—k) = "D~ (k). (A.13)
Unter Verwendung von (A.13) und (A.7) erhalt man im thermischen Gleichgewicht
D (k) = p(k)(1+ N(ko)), (A.14)
D™(k) = p(k)N(ko), (A.15)
mit
N(ko) = eﬁ,%l . (A.16)

Nun wollen wir den analytischen Propagator A(z, E) definieren, der im Wesentlichen durch die
Spektraldichte charakterisiert ist:

- dk! p(kh, k
A(z,k):/2—7ro Z(_Ok,). (A.17)
0
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Wie wir sehen werden, lassen sich die physikalisch relevanten Propagatoren aus dem analyti-
schen Propagator durch verschiedene Grenzfalle ableiten.

Fur z = iw, erhdt man aus (A.17) den Matsubarapropagator. In einer freien Theorie folgt durch
Einsetzen von (A.12)

. L ~1

Aliwn, k) = (A.18)

w2 4+ wi’
wobel w? = (k)% + m2.

Im Realzeitformalismus, d.h. furr reelle z, ist der Sachverhalt etwas komplizierter. Ausgehend
von der Darstellung der Theta-Funktion

[ dkj e om0
=4 | =2 A.l
Oz0) =i 2 kj + i€ (A-19)
erhalt man fur die Fouriertransformierte des zeitgeordneten thermalen Propagators
iDyy (k) = iA(ko + i€, k) + p(k)N (ko) (A.20)
= iA(ko — i€, k) + p(k)(1 4+ N (ko)) (A.21)
= iA(ko + e(ko)ie, k)
+iN (ko) [A (ko + e(ko)ie, k) — Ako — e(ko)ie, k)] - (A.22)
Durch Vergleich mit (A.6) ergibt sich fir den retardierten und avancierten Propagator
Ar(k) = Ak +ie k), (A.23)
Aa(k) = Alko—ic,k) = (Ap(k))". (A.24)

An (A.17) erkennt man, dass A (k) in der oberen, A 4(k) hingegen in der unteren komplexen
ko—Ebene analytischist. Diesist die Konsequenz davon, dass der retardierte Propagator fur ¢ < 0
und der avancierte Propagator fir ¢ > 0 verschwinden.
Wir definieren den thermalen Feynman-Propagator als

A(k) = A(ko + e(ko)ie, k) . (A.25)

Damit folgt aus (A.22):
Dy (k) = A(k) + N(lko|)(A(k) — A™(K)) (A.26)
A (k) + 20N (Jko|)SA(k) . (A.27)

Bei verschwindender Temperatur wird die Bose-Einstein—Verteilung N (|ko|) fur jedes endliche
ko null, wodurch sich Dy; auf den Feynman-Propagator bei 7" = 0 reduziert.
Fur eine freie Theorie erhalt man durch Einsetzen von (A.12)

1
A(k) = PR (A.28)
Du(k) = — omiN(ko|)O(R: — m?), (A.29)

k2 —m?2 + e
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wobeal wir die Hilfsformel

—2mid(z) = LR (A.30)

T +1€ T — 1€

verwendet haben. Aus der Definition (A.17) folgt unter Berticksichtigung von (A.9):
A(-z k) = A(

z, k)
A z*,l;

Az, k) = A(

(A.31)
). (A32)

Aufgrund der Eigenschaft (A.32) ist A(z, k) hermitisch analytisch. Dies bedeutet, dass A(z, k)
Schnitte bzw. Pole entlang der reellen z-Achse besitzt. Fur reelle k, folgt:

RA (ko + i€, k) = RA(ky — i€, k), (A.33)
SA(ky +ie, k) = —SA(ky—ie, k), (A.34)
SA(ie, k) = SA(—ie,k)=0. (A.35)

Der Realteil von A(z, E) ist entlang der reellen Achse stetig, wahrend der Imaginarteil einen
Sprung macht und am Ursprung verschwindet. Die Diskontinuitéat des Imaginarteils entlang der
reellen Achse ist gegeben durch die Spektraldichte. Mit Hilfe von (A.30) erhdt man

p(k) = i[A(ky+ie, k) — Alko — ie, k)]
— i(Anlho, ) — Ak, F)

= —23Ap(ko, ). (A.36)

Aus der Definition des thermalen Feynman-Propagator (A.25) und der Eigenschaft (A.32) erhal-
ten wir

p(k) = ie(ko)[A(/ﬁo,E) - (A(kO,E))*]

= —2e(ko)SA(ko, k) . (A.37)

Die Spektraldichte ist somit proportional zum Imaginarteil des Feynman—Propagators. Der ther-
mal e Propagator |asst sich damit schreiben als

Dyi(k) = A(k) — iN([ko|)e(ko)p(K) - (A.38)

Eine wichtige Eigenschaft des thermalen Feynman—Propagators erhalten wir mit Hilfe von
(A.31):

A(k) = A(—k). (A.39)

Unter Annahme einer Schwinger—Dyson-Gleichung machen wir fir den vollen thermalen
Feynman-Propagator den Ansatz

A(k) = (A.40)
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wobei I1(k) die Feynman-Selbstenergie darstellt. Durch Einsetzen von (A.40) in die Gleichung
(A.37) erhalten wir

STI(k)

(k2 — m2 + RI(k)]2 + [ST(k)]2 (A.41)

p(k) = 2¢(ko)

Die Spektraldichte wird also durch eine Breit-Wigner-Formel beschrieben. Fur kleinen oder
verschwindenden Imaginarteil der Selbstenergie ist die Spektraldichte stark gepeakt bei w? =
k2 4+ m? + RII(w, k). Dies definiert ein Quasi-Teilchen, das Plasmon.

Fur verschwindenden Imaginarteil erhdt man mit Hilfe der |dentitat

1 €

fur die Spektraldichte
p(k) = 2me(ko)d(k* — m? + RII(k)) (A.43)
und damit
_ 1 - . 2 2
Dy (k) = R T 2miN (|kol) 0(k* — m* + RIL(k)) . (A.44)

A.1.2. Der thermale Propagator im Realzeitfor malismus

Wir haben nun alle Voraussetzungen, um die Propagatormatrix im Real zeitformalismus anzu-
geben. Die (11)-Komponente der Propagator—Matrix entspricht dem zeitgeordneten thermalen
Propagator, den wir bereits berechnet haben:

~

iDi(x) = 0(z0)(3()3(0))s + O(—0)(3(0)d(z))
= iDu(k) = i[A(k)+ N(lkol)(A(K) — A*(k))] . (A.45)

Fur die Nichtdiagonalelemente gilt

~ ~ ~

iD1a(7) = ((0)d(2))s , Dy () = ((2)$(0))5 -
Damit sind die Nichtdiagonalelemente identisch mit D *(z) und D~ (x):

iDia(k) = D (k) = p(k)N (ko). (A46)
iDy(k) = D*(k) = p(k)(1+ N(ko)). (A47)

Mit Hilfe von (A.37) lasst sich dies auch umschreiben zu

Dip(k) = N(lkol)(A(K) = A%(K)) + 0(=ko) (A(K) — A% (K)), (A.48)
Dy (k) N([kol)(A(k) = A™(k)) + O(ko)(A(K) — A*(F)) - (A.49)
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Die (22)-Komponente der Propagatormatrix ist der anti—zeitgeordnete thermale Propagator:

iDay(k) = (D11 (k)" = —i[A(k)" + N(lko|) (A(K)" — A(k))] - (A.50)
Die thermal e Propagatormatrix ist somit gegeben durch
_ A (A = A")0(—ko)
p#) = ((a-anay oA
X 11
+(A — A")N(|ko)) ( 1 1 > : (A.51)
Mit Hilfe von
M(k D G
o) = VTR (b oo )
1 1 — O (ko)
= 1+ N(|ko|) O ko) 1+N([kol) (A.52)
= TENR) 1
lasst sich dies auch schreiben als
A 0
D) = a5\ ) M), (A53)

Die Gleichung (A.53) ist deshalb bemerkenswert, da sie sowohl fur den vollen als auch fur den
freien thermalen Propagator gilt, wobei im letzteren Fall der volle thermale Feynman—Propagator
A(k) durch den freien Ay (k) zu ersetzen ist. Fir allgemeine Konturen o muss M (k) ersetzt
werden durch M, (k) mit

M, (ko) = Uy(ko)M (ko)U; " (ko) ,

e2k0 0
UO'(kO) = < 0 750'/60 ) :

Wir wollen die Gleichung (A.51) in einer Form schreiben, die sich bei der Berechnung der Ima-
ginarteile als hilfreich erweisen wird:

by = Savan (18 ) da-aaeengn (1)

sa-am (1))

= w5 ) - st reNa) (1 1)

1 0 -1
Man kann leicht folgende Relationen ableiten :

Dyi(k) + Dag(k) = Dia(k) + Day(k), (A.55)
Dy (k) — Dira(k) (A.56)
Dio(k) — Dar(k) = ip(k). (A.57)

|

L
=
Ni>
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A.2. Diethermale Selbstenergie im Realzeitfor malismus

In Analogie zum analytischen Propagator konnen wir die analytische Selbstenergie ﬁ(z, E) defi-
nieren:

(2, k) = Az, k)" = Ag(z, k)" (A.58)

DieFunktionTI(z, E) ist ebenfalls hermitisch analytisch und hat somit die gleichen Eigenschaften
wie der analytische Propagator. Fur z = iw,, erhalt man aus der analytischen Selbstenergie die
Selbstenergie im Matsubaraformalismus, fur z = k( + ie die retardierte Selbstenergie, fur z =
ko — ie die avancierte Selbstenergie und fur z = & + (ko )ie die Feynman—Selbstenergie:

Mp(k) = (ko + i€, k), (A.59)
Ma(k) = (ko —ie, k) = (Ig(k))", (A.60)
(k) = (ko + ie(ko)e, k) = A (k) — Ay (k). (A.61)

Analog zu (A.58) ist im Realzeitformalismus die Selbstenergiematrix definiert durch

(k) = D7'(k) — Dy (k). (A.62)
Durch Einsetzen von (A.53) folgt
s = i) (275 g )
= M (k) ( Hg’“) B (H(Ek)*) )M—l(ko) (A.63)
mit
M~V (ko) = /1+ N(Jko|) ( —ij%{“,;j) i 11+(?VU<“}30> ) (A.64)
- ( - )M(ko) ( - ) | (A.65)

In Komponentenschreibweise folgt:

Su(k) = (k) + (II(k) — (%)) N (|kol)
= Tgr(k) + (Tp(k) — (k)" )N (ko)
Yoo (k) =35 (k) ,

Elz(k)

I

|
—~
—
—
oy
~—

|
=
—~
&y
~—
*
~
=
o

o
N
_I_
)
—

|
™

(=]

)
Yor(k) = —(I(k) — I1(k)")

= Su(h). (A66)
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Die Nichtdiagonalelemente der Selbstenergie— als auch der Propagatormatrix sind rein imaginar.
Weiterhin gelten die Relationen

Yi(k) + Ba(k) = —Yia(k) — X (k), (A.67)
S (k) + (k) = Ig(k), (A.68)
S1o(k) = S (k) = 2iQTg(k) = 2ie(ko)STI(K) . (A.69)

Ausder KMS-Relation (A.13) fur den Propagator folgt die entsprechende Relation fur die Selbst-
energie:

Y1 (k) = ePFox, (k) . (A.70)

A.3. Der Imaginarteil der Selbstenergie bei 7'#0 — die Dampfungsrate

Nachden wir uns mit der mathematischen Struktur des Propagtors und der Selbstenergie befasst
haben, wollen wir uns nun dem aus physikalischer Sicht interessanten Aspekt der Interpretation
des Imaginarteils der Selbstenergie bei 7' # 0 zuwenden. Wir werden dabei der Argumentati-
on in [17] folgen, wo dies zum ersten Mal diskutiert wurde. Die Bedeutung des Imaginarteils
im Rahmen von Relaxations— und Thermalisierungsprozessen wurde z.B. in [19] mit Hilfe von
Nichtgleichgewichtsphysik untersucht.

Bel T = 0 entspricht der Imaginarteil der Selbstenergie einer Zerfalsrate. Bei T # 0 hat
die Selbstenergie eines jeden Teilchens aufgrund der Wechselwirkung mit dem Plasma einen
Imaginarteil. Eine Interpretation des Imaginarteilsals Zerfallsrate wiirde jetzt bedeuten, dass alle
Teilchen instabil und nach gentigend langer Zeit zerfallen waren. Damit wilrde sich das gesamte
Plasma mit der Zeit auflosen. Dies ist naturlich nicht der Fall und zeigt, dass im thermischen
Gleichgewicht eine andere Deutung fUr den Imaginarteil der Selbstenergie gefunden werden
muss. Im thermischen Gleichgewicht erwartet man, dass alle Teilchen thermisch verteilt sind
und sich diese Verteilung mit der Zeit nicht andert.

Zur Berechnung des Imaginarteils der retardierten Selbstenergie lassen sich analog zu T =
0 Regeln ableiten, die als“ Kobes-Semenoff—Cutting—Rules’ bekannt sind [2, 14, 15]. Es zeigt
sich, dass man den Imaginarteil der retardierten Selbstenergie bei Bosonen als Differenz (bei
Fermionen als Summe) zwischen der differenziellen Erzeugungs— und Zerfalsrate darstellen
kann. Dies wird auch durch die“ Cutting-Rules’ anschaulich nahegel egt.

Man erhalt fur ein Boson

%HR(I{) = ko [Fz(k) - Fe(k)] ) (A.71)

—

wobel mit T'. (k) die differenzielle Erzeugungsrate fur ein neues Teilchen mit Impuls (%o, &) und
mitl", (k) diedifferenzielle Zerfall srate dieses Teil chens bezeichnet wird. Bei T'=0 verschwindet
die Erzeugungsrate, weil kein Plasma mehr vorhanden ist, aus dem das Teilchen erzeugt werden
kann. Im Gleichgewicht sind Erzeugungs— und Zerfallsrate korreliert, da die thermale Verteilung
der Teilchen zeitlich konstant ist. Dies liefert die Gleichgewichtsbedingung

D.(k)N(ko) = Te(k)(N(ko)+1)
= T.(k) = e T, (k). (A.72)
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Durch Vergleich von (A.69) mit (A.71) erhalten wir unter Berticksichtigung von (A.72)

1 Cx
Fe(k) = _2—]{:0\9212(1{7) ) (A73)
r,(k) = —2%0%221(1@ : (A.74)

Zur Herleitung der Dampfungsrate nehmen wir an, im Plasma sei zur Zeit ¢t = 0 die Verteilung
der ®-Bosonen mit Energie k, > 0 gegeben durch f(k,t = 0), wobei f(k,t = 0) zunachst
eine beliebige Anfangsverteilung sein kann. Fir die zeitliche Entwicklung der Verteilung f(k, t)
erhalt man die Differenzialgleichung

% =—fr,+ 1+ f)T.. (A.75)
Fur beliebige Anfangsverteilungen f(k,t = 0) ist (A.75) eine nichtlineare Differenzialglei-
chung, daT',(k,¢) und I'.(k,t) selbst wieder von f(k,t) abhangen werden. Falls f(k,t = 0)
nur schwach von der Gleichgewichtsverteilung NV (k) abweicht, kann man in erster Ordnung fur
[',(k) und T, (k) die thermischen Raten einsetzen. Diese sind zeitunabhangig, und damit |&sst
sich (A.75) exakt [6sen. Man erhalt

Le(k I'.(k B B ;
flk,t) = m + (f(k,t = 0) — Tl)“(k)) ¢~ (T (k)T (k)
= N(ko) + (f(k,t = 0) = N(ko)) e7>7®)", (A.76)

wobel wir die Dampfungsrate (k) wie folgt eingefuihrt haben:

(k) = % (L.(k) = Te(k))

STp(k)  STI(K)
= = ) A.77
2ko 2|ko| (A7)

Die Gleichung (A.76) zeigt, dass unabhangig von der Anfangsverteilung bei ¢ =0 fir gentigend
grole Zeiten die Verteilung f(k,t) der Gleichgewichtsverteilung zustrebt. Wie schnell die
Gleichgewichtsverteilung erreicht wird, hangt von der Dampfungsrate v und damit vom Ima-
ginarteil der Selbstenergie ab.
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B. DAS UNIVERSELLE VERHALTEN AM
PHASENUBERGANG ZWEITER ORDNUNG

Das universelle kritische Verhalten in der Nahe eines Phasenuibergangs zweiter Ordnung wird
durch kritische Exponenten und kritische Amplituden beschrieben. Bereits frih hat man auf-
grund experimenteller Messungen festgestellt, dass die kritischen Exponenten nicht unabhangig
voneinander sind, sondern sog. Skal enrelationen erfillen. Diese Relationen konnen unter Annah-
me einer universellen Skalenform fr die Zustandsgleichung in der kritischen Region abgeleitet
werden. Diese Skalenform wurde zuerst 1965 von Widom vorgeschlagen [106] und konnte spater
mit Hilfe von Renormierungsgruppen—Analysen [50, 51, 107] bestatigt werden. Fur ausfihrliche
Darstellungen zu dieser Thematik verweisen wir auf [6,53-55, 105].

Die Widom-Skalenform der Zustandsgleichung lautet im O (N )-Modell:

vV (p)
dp

(T-T) ¢
=SI@),  e=togt = o (B.1)

wobel ¢ = /2p das unrenormierte Feld ist und 3 sowie ¢ kritische Exponenten sind. In der
statistischen Physik entspricht dem Feld ¢ die Magnetisierung M und 0V (p) /0 dem auf3eren
Magnetfeld H. Die Funktion f(x) wird als Widom Skalenfunktion bezeichnet und ist bis auf die
Normierung und Reskalierung von x universell. Sie enthalt die gesamte Information tUber das
universelle Verhalten am Phasentibergang (fur ¢ — 0) und hat folgende Eigenschaften:

lim f(z) = D, f(=x0) =0, lim f(z) = (C})~'a”. (B.2)
Wir werden im Folgenden zeigen, wie man aus den Eigenschaften von f () kritische Exponenten
und Skalenrelationen ableiten kann. Eine sehr wichtige Grof3e in der kritischen Region ist die
Korrelationslange ¢ = m.-!, die dem Inversen der renormierten Masse m, entspricht. In der
kritischen Region ist m, die einzige relevante Massenskala der Theorie. Hier gilt

my ~ |t]", v>0. (B.3)

Die renormierte Masse verschwindet somit fur 7' — 7. mit dem kritischen Exponenten . Dies
bedeutet zugleich, dass die Korrelationsange ¢ divergiert. Als weitere Grofée fuhren wir das
renormierte Feld ¢, = v/Z ¢ ein. In der kritischen Region verhalt sich die Wellenfunktionsre-
normierung Z wie

Z ~om ", (B.4)
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wobei 7 ebenfalls ein kritischer Exponent ist.

Fur T < T, haben wir spontane Symmetriebrechung, d.h. das Minimum des Potenzial s befindet
sich bei einem nichtverschwindenden Vakuumerwartungswert ¢,. Aus (B.1) und (B.3) erhalten
wir furt < 0

oo = 20" (=) ~ 2y 'mil. (B.5)
Das unrenormierte Minimum verschwindet in der gebrochenen Phase fur ¢ — 0~ mit dem

kritischen Exponenten 5. Anderersaits gilt fur das renormierte Feld aus Dimensionsgriinden
(d-2)/2

Or ~ My . Damit folgt
0o = o, Z 7~ mf# : (B.6)
Der Vergleich mit (B.5) liefert die Skalenrelation
B:g(d—2+n). (B.7)

Fur 7" > T, ist der Zusammenhang zwischen dem auf3eren Feld H und der Magnetisierung M
fur kleine H analytisch, H ~ M. Fur verschwindendes aul3eres Feld H liegt das Minimum des
Potenzialsbei ¢ = 0. Aus (B.1) folgt fur ¢ > 0 und ¢ — 0:

oV 1 !
% = PC) TP~ (B.8)
Damit erhalten wir als weitere Skalenrelation
y = BE-1). (B.9)

Nun beschaftigen wir uns mit der unrenormierten Masse m, der in der statistischen Physik die
Suszeptibilitat y = m~! entspricht. Fur NV > 1 existierenfur 7' < T, zwei verschiedene Massen,
m, = V' undm, = V' + 2pV". Diese entsprechen einer transversalen Suszeptibilitat y, = m_*
und einer longitudinalen Suszeptibilitat y;, = m,'. Fur T > T, sind die Massen und damit die
Suszeptibilitaten gleich. Mit Hilfe von

10Vi(p) _

=V und =V'(p) +2pV" B.10
oo, (p) 00)? (p) +2pV" (p) (B.10)

erhalten wir aus (B.1) fur¢ > Ound ¢ — 0
== L0 et — ) ey @A)

@ Op

Fur T 2> T, wird das Verhalten der unrenormierten Masse durch den kritischen Exponenten ~
und die Amplitude (C',)~" bestimmt. Unter Verwendung von m? = m?Z folgt unmittelbar eine
weitere Skalenrelation:

y=v(2-mn). (B.12)
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Im Falle verschwindender anomaler Dimension n wird m,. = m und damit v = 2v.

Ausden bisher abgel eiteten Skal enrel ationen konnen wir eine weitere wichtige Relation ableiten:
d+2—

PR s sl

Bel Vernachlassigung der Wellenfunktionsrenormierung erhalten wir in drei Dimensionen§ = 5.
Fur T < T, haben wir aufgrund spontaner Symmetriebrechung zwei verschiedene Massen:

Xit=m2 =" f(x), (B.14)

™

xpt=me =g <5f(x) - %f’(w)) . (B.15)

Am Minimum des Potenzials gilt ¢ = ¢, und x = —xy. Aufgrund der massel osen Goldstone—
Bosonen divergiert die transversale Suszeptibilitat x;. FUr die longitudinale Suszeptibilitat folgt
aus (B.15)

X0t =m2 = = (—aa)ab T (<) = (0 (=) (B.16)

wobei wir fur die kritische Amplitude (C'_)~! definiert haben. Das Verhaltnis der Amplituden
C; und C_ ist ebenfalls universell:

c, C,, B
C—j:% (—xo)zg 7. (B.17)

Abschlief}end diskutieren wir das kritische Verhaten der Vierpunktkopplung g = 9*V/(9¢)*.
Am Phaseniibergang verschwindet die unrenormierte Kopplung ¢ und die renormierte Kopplung
gr = Z7%g gemaR

g=Ic|t|" ~m?"  und g, = la |t ~mP (B.18)

Durch Differenziation von (B.1) erhalten wir g ~ ©°~3, und damit folgt fiir die kritischen Expo-
nenten

7= B(6-3), (B.19)
v, = v(4d-4d), (B.20)

wobei wir im letzten Schritt die Skalenrelationen 5(6 — 3) = v(4 —d — 2n) und 0, = ¥ + 2nv
verwendet haben. Wir erkennen, dass in der kritischen Region fur die renormierte Kopplung
gr ~ mi~* dilt, so wie man es aus naiver dimensionaler Skalierung erwarten wiirde. In drel
Dimensionen sind die kritischen Exponenten fur die renormierte Masse und die renormierte
Kopplung identisch. Damit strebt das fur die Storungstheorie relevante Verhdtnis g, /m, am
Phaseniibergang gegen eine Konstante.

Obige Betrachtungen zeigen, dass nur zwel der kritischen Exponenten unabhangig sind.
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C. DIE SUPERSPUR UND THERMALE SPUREN

C.1. Eigenschaften der Super spur

Die Superspur wurde in Kapitel 3.4 eingefiihrt, um die Spuren Uber fermionische und bosonische
Freiheitsgrade einheitlich behandeln zu kdnnen. Wir wollen nun die Eigenschaften der Superspur
erlautern (eine ausfuhrliche Darstellung findet sich in [81]).

Wir definieren die Struktur einer Supermatrix S* durch

U
St = ( g ) . (C.2)
g g

g bezeichnet eine gerade Anzahl, u eine ungerade Anzahl von Grassmann—Variablen. Ein Bei-
spiel fir eine solche Supermatrix ist 6°T'/(§®5®). Die Ableitung einer Supermatrix ST nach
einer Grassmann Variablen (z.B. nach einem Fermion—Feld) bzw. die Multiplikation mit einer
Grassmann—Variablen liefert eine eine Supermatrix S, deren Struktur durch

g
u (C.2
u

gegeben ist.

Durch Multiplikation der Supermatrizen S* und S~ miteinander erhalten wir wieder Superma-
trizen, deren Struktur derjenigen von S* oder S~ gleichen:

£ £
@

St.st e s+,
S-S e 8,
St.s e 8§,
S-St e §. (C.3)

Die Superspur einer Supermatrix ist definiert durch
STr(S) =Tr(M - S), (C4)

1
M( -1 > . (C.5)
—1

wobei
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Fur die Superspur zweier Supermatrizen und einer Grassmann—Variablen 6 gilt:

STr(S," - 85) = STr(S; -8f),

STr(sy - 8y) = —STr(S; -87),

STr(S; - Sy) = STr(S, M-S - M)=STr(M-S, - M-8},

STr(S, -8f) = STr(SfF- M-8 -M)=STr(M -8 -M-8/),
STr(6-St) = STr(M-St-M-0),

STr(#-S) = —STr(M-8 -M-0) . (C.6)

C.2. Thermale Spuren zur Berechnung des Imaginarteils der retardierten
Selbstenergie

In diesem Teil des Anhangs wollen wir die thermalen Spuren ausfilhren, die bei der Berechnung
des Imaginarteils der retardierten Selbstenergie auftreten. Im Realzeitformalismus besitzt die
effektive Wirkung al's Funktion der beiden thermischen Felder ¢, und ¢, die Symmetrie

Ller, wo] = =i, 1] - (C.7)
Damit folgt fur den Realteil von T fur reelle Felder ¢
RU[p1, p2] = =R (2, 1] - (C.8)
Aufgrund der Symmetrie (C.8) gilt
O €9

wobei 7 = 2 fur i = 1 und umgekehrt.
Wir betrachten die Matrizen K, R, I; und I, die die thermale Struktur des Propagators aus
(6.12) wiederspiegeln,

K:(} }) R:(é _01> 11:<(1) _01) 5:(} }) (C.10)

Weiterhin haben wir drei verschiedene Arten von reellen, impul sunabhangigen n—Punkt—Kopp-
lungen. Mit T = T'") . bezeichnen wir solche n-Punkt-Kopplungen, bei denen tber ale
aul3eren thermalen Indizes i, - - - i,,_o summiert wird (Uber die beiden verbleibenden inneren In-
dizes erfolgt die Spurbildung). Mit T = T{?) . bezeichnen wir n—Punkt—Kopplungen, bei

denen ein aul3erer thermaler Index festgehalten wird. Digenigen n—Punkt—Kopplungen, bei de-
nen, mit Ausnahme von einem, tiber alle Indizes summiert wird, bezeichnen wir mit T(™):

2
T = > T, (C11)
i2...0p=1
Der Einfachheit halber wollen wir bei den folgenden Berechnungen nur die inneren Indizes ex-
plizit anfhren, Uber die die thermale Spurbildung erfolgt. Die aul3eren Indizes fuhren wir nicht
an, denn fur diese ist nur entscheidend, ob Uber alle auf3eren Indizes summiert wird oder ob ein
Index festgehalten wird.
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C.2.1. Thermale Spuren mit zwei Vertizes

K I
FER N L -<~a
) N\ rm; o)
----- RS A C12)
\\>’// \\>’//
I K

Wir wollen nun die thermalen Spuren der Diagramme (C.12) berechnen. Nach dem Ausfuihren
der Spur erhalten wir

Tr(KTWLr®) =~ + ) () + 1%)) + (0 + 1) + 1) (C.13)
Tr (KD L,E™) = — (@0 418 4180 + i) + 1% + 15 +18)) . (C.14)

Mit Hilfe von (C.9) folgt daraus

ST (Kf<m>11r<“>) — [mpm (C.15)
au. Ind.

ST (Kf<m>12r(">) ~ 0.

au. Ind.

Durch das Vertauschen von K mit I erhalt man

ST (Ilf(m)KF(”)> — _[mpm (C.16)

au. Ind.

ST (IQfW)Kr(")) — 0.

au. Ind.

Der Antell des thermalen Propagators ~ I; ist antisymmetrisch im Impuls wodurch die Rich-
tung des Impul sflusses von Bedeutung ist. Bei der Berechnung der thermalen Spur mit 7, aul3ert
sich dies darin, dass die Richtung der Spurbildung wichtig ist, wie der Vergleich von (C.15) mit
(C.16) zeiqt.

Diethermale Spur, diedie Matrix I, enthdlt, liefert keinen Beitrag, dader Imaginarteil des Propa-
gators ~ I, symmetrisch im Impulsist, wahrend der Imaginarteil der retardierten Selbstenergie
antisymmetrisch im Impulsist.
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C.2.2. Thermale Spuren mit drei Vertizes

. ;\}m I ;\}m) -
""" * : oo ) A7
‘\\>/(I‘(n) ‘\\>/(\1\"(n)
I N K N

Die Spurbildung fur die Diagrammein (C.17) ergibt:

Tr(KF IIF RP ) = (Fgl +F21 )[( 21 +F22)F _( 11 +F12)F§71L]+
(r52 +r12 WSS + ety — ) + tHri)]

Tr (LDW KT RE©) = 11 P+ [( F12 + DT — (0F) + 1))

22 +F21 )[ 21 +F11 () (FgQ) +F§2))F(O)]7

Tr (KT L,T™ RTO)) = (F& Moy T ) [(F%R + T8I +18Y) —
(T + i) (s + 1)) .

Aufgrund der Summation Uber die auf3eren Indizesfolgt:

YT (K n) j© ) — [Wpme)
au.Ind.
Yo (Kr( 1,0 RpC ) — QW)
au.Ind.
YT (Kﬂm)hr(”)Rﬁ")) — _[mMPOFE
au.Ind.

Die Vertauschung von K mit I; liefert einen Faktor (—1). Die Beitrage mit I, verschwinden
aufgrund der Summation Uber die aul3eren Indizes.
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C.2.3. Thermale Spuren mit vier Vertizes

N K //// \\\\ K ////
o) "< &' T [0 e "< e T(p)
‘R R T
()= - & ) r(n) » - & T(0)
e T AN e T AN
(C.18)
AN K K .. T K
[(m) < W« T [(m) <" ")
I R K Rl
F(”)/‘\>z & () r(n) = . & 1)
// R \\ // R \\

Die Spurbildung ergibt fur die Diagramme in (C.18) unter Beriicksichtigung der verschiedenen
Moglichkeiten der Kombination von 7; und I,

Tr (KF RF IIF(O)RF(”)) =
n P TS [E + T8 &’FS”B —ITE) + (0 + o) (T — 1)
- 22 + F12 [ 22 + F P ( )FgOZ) - Fgg)Fg(;)) + (Fg2) + FSI))(FgZ)FY? - ng)Fg(;))] )
Tr (Kr< )I r )RF(O)RF( >)

n P+ [ i D+ TE)ITE - VT) + (0 + D) (T - Ty
= () + ) [0 + TP — THTE) + (0 + )T —TTi)]
Tr (11r< >Kr< )RF(")RF( >)
n P TR (O + D5 CPTY = DTS + (0 + D) (T - 1T
o 22 + F21 )[( 22 + F12 FéQ)ng) o ng)Fgli)) + (Fgl) + Fgl))(rgl)rgq) o Fg;)rgi))] )
Tr (KF( >11r< 'nrern r< )) =
n P+ [ n + ) (O5VTS) — DTS + (08 + ) (M5 T — D))
- 22 + F12 )[( 22 + F21 I )Fgol) - Fg?)Fg(;)) + (Fg; + F51))(F51)Fg;) - Fgg)Fg(;))] 3
Tr (Kr< )T L) =

(O + TSP (TS + T8 — (05 + i) (T + 1)) x
(07 + D)@ + 1)) — (%) + T (@® + i),
Tr (KT L™ 1@ nre) =
@+ 18+ 8 + TR + ) [0 (08 + T8 — TS (F + TH)] +
(0% + T [0 (0% + 18y — T8 + T8 Y,
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Tr (KT RI ™ [,1© RT®)) =
(T + D) (Y + 1) — (08 + T8 (T8 + 1)) x
(O + T TE +TH) — (01 + 1) (05 + TH)]
Tr (KT LT ™ RT RE®)) =
(T + T + 15 + T {0 + T [N (T + T1) = 19 (T + T5)] +
(1) + TE) IS (0 + 15 — 15 () + )]
Tr (KT LT DO L,T ) =
(O + 195 + 18 + T8 ’)(FSI’ + 15 + 115+ 1)) x
(M) + T8 + 11 + 18 (17 + 15 + T + 1)
Die Summation Uber die aul3eren Indizes liefert
Z Tr ( KT R 1) Rp<p>> — DML

au.Ind.
ST (KP )RT™ T, T ) N OIRORCINCE
au.Ind.
ST (Kr< ) R0 ) _ _[mPOFOR®)
au.Ind.
Yo (KP )RT(® ) _ Q@)
au.Ind.
Yo (Kf(m)h ) _ [FOFORE)
au.Ind.
3T (Kr< V[, ) _ _[mPOFOR®)
au.Ind.
Yo (KF(’")11 ) _ _[mPOFOR)
au.Ind.
ORI (Kr<m>11 ) _ RO
au.Ind.
ST (Kﬁm)[l ) S N OIRORCINCE
au.Ind.
ORI (KF( V[, [ ) N IR OIRCINCN
au.Ind.
ST (KF(m)11 ) _ [OF@O[E)
au.Ind.
ORI (Kﬂm)Ilr<">[1r<o>[1f<p>) I O OO
au.Ind.

Die Vertauschung von K mit I; liefert einen Faktor (—1). Die Beitrage mit I, verschwinden
aufgrund der Summation Uber die auf3eren Indizes.
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