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Abstrakt

Kendl, Alexander: Driftwellen in Helias-Konfigurationen

Konvektiver Transport durch turbulente Wirbel ist ein wesentlicher Verlustmechanis-
mus von Energie und Teilchen aus einem Fusionsplasma. Ursache dieser Turbulenz
sind destabilisierte niederfrequente Anregungen der Driftbewegung im inhomogenen
magnetisierten Plasma. In dieser Arbeit werden Driftwellen und Turbulenz in fortge-
schrittenen helikalen Stellarator-Konfigurationen (“Helias”) und die Auswirkungen der
hochgradig dreidimensionalen Magnetfeldgeometrie auf Instabilitdt und Transport un-
tersucht. Es zeigt sich, daB} durch geeignete Optimierung der Form des Magnetfelds
eine Reduzierung des turbulenten Transports moglich ist.
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Kapitel 1

Einleitung

Ceci n’est pas un Stellarator.!

In inhomogenen magnetisierten Plasmen koénnen niederfrequente kollektive Anre-
gungen der Gyrozentrenbewegung von Teilchenbahnen auftreten. Diese Driftwellen sind
in toroidalen Plasmen mit hohem Dichte- und Temperaturgradienten nahezu immer de-
stabilisiert [62]. Im Labor dienen durch starke Magnetfelder eingeschlossene toroidale
Plasmen in erster Linie zur Erforschung der Energieerzeugung durch thermonukleare
Fusion [39]. Die konvektive Durchmischung der Fusionsplasmen mittels von instabi-
len Driftwellen generierter Turbulenz fiithrt zu einem verstarkten Verlust von Energie
und Teilchen aus dem Plasma und einer geringeren Einschlufizeit. Ein Verstédndnis
dieser turbulenten Prozesse und den zugrundeliegenden Instabilitiaten ist daher von
grundsatzlicher Bedeutung fiir die Konzeption fortgeschrittener Fusionskonfiguratio-
nen auf dem Weg zu einem Kraftwerk.

Derzeit werden weltweit im wesentlichen zwei Ansétze zum toroidalen magnetischen
EinschluBl von Plasmen verfolgt [121]. Die zum Teilcheneinschlufl nétige Verschraubung
der Feldlinien wird beim axialsymmetrischen Konzept des Tokamaks zusatzlich zu den
Toroidalfeldspulen durch von einem toroidalen Plasmastrom erzeugte poloidale Ma-
gnetfelder gewéhrleistet [124]. Beim Stellarator wird die Verschraubung alleine aus ex-
ternen Feldspulen erhalten, was die Méglichkeit zu einem Dauerbetrieb schafft, jedoch
eine stark dreidimensionale Formung des Magnetfelds zur Folge hat [17]. Zur Familie

der Stellaratoren gehoren auch die optimierten Helias-Konfigurationen®.

Die grundséatzlichen Instabilitatsmechanismen von Driftwellen sind in den verschie-
denen EinschluBkonzepten gleich. Die freie Energie aus dem Druckgradienten fithrt in
Verbindung mit einer nichtidealen Wechselwirkung zwischen Ionen und paralleler Elek-
tronendynamik zu einem nichtlinearen Wachstum der Wellenamplitude. Die Kopplung
mehrerer Wellenzahlen untereinander resultiert auf einer raumlichen Gréfenordung des
Ionengyroradius charakteristisch in einem homogenen turbulenten Zustand [114].

! Trotz mancher Ahnlichkeit zeigt das Bild keinen Poincaré-Schnitt durch die FluBfliche eines Stellarators. Doch ist
es verwandt: Eine fluflerhaltende zweidimensionale Hénon-Abbildung mit kleiner Stérung. Derartige Abbildungen und

deren Zusammenhang mit Driftwellen werden in Kapitel 8.2 und Anhang D erldutert.
2 Helias: (engl.) Helical advanced Stellarator [88]



2 Einleitung

Dampfende und katalysierende Faktoren beziiglich Driftwellen, wie globale und
lokale Verscherung und Kriitmmung des Magnetfelds, sind dagegen wesentlich von der
Geometrie des Einschlusses bestimmt. Berechnungen zu Driftwelleninstabilitaten in der
dreidimensionalen Feldgeometrie eines toroidalen Stellarators wurden in der Literatur
bisher nur vereinzelt und immer in der linearen Naherung im Fliissigkeitsbild behandelt
[123, 33, 75, 77, 78]. Die Frage nach den Auswirkungen der beteiligten geometrischen
Groflen eines Stellarators im einzelnen blieb bisher ebenso offen wie eine Untersuchung
der aus der Instabilitat resultierenden Turbulenz und der Moglichkeit zu einer gezielten
Reduzierung dieser Turbulenz durch geeignete Anderungen der Geometrie.

Die zentrale Fragestellung der vorliegenden Arbeit zielt auf die Untersuchung zum
Einflul der spezifischen Geometrie des Helias-Konzepts auf Driftwellen und Turbu-
lenz im Plasma. Diese fortgeschrittenen Stellaratoren zeichnen sich durch einen guten
Einschluf von Einzelteilchen und damit durch eine hohe Reaktorrelevanz aus. Von
grundsatzlichem Interesse ist somit auch ein Verstandnis des kollektiven Transports
durch Driftwellenturbulenz, welcher diesen Einschlufl betrachtlich verschlechtern kann.

Dazu werden die bestehenden linearen Modelle wesentlich erweitert und fiir Helias-
Konfigurationen numerisch gelost und diskutiert. Erstmals werden auch generell direkte
nichtlineare Simulationen zur Driftwellenturbulenz in der Geometrie von Stellaratoren
durchgefiithrt und die entscheidenden geometrischen Faktoren identifiziert. Es zeigt sich
dabei, daB fiir Stellaratoren mit global geringer Verscherung der lokalen Verscherung
der Feldlinien eine bedeutende Rolle in der Stabilisierung zukommt.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In den einleitenden Kapiteln 2 und 3 werden die
Grundlagen des magnetischen Plasmaeinschlusses in besonderem Hinblick auf Helias-
Konfigurationen besprochen und eine Einfithrung in die Mechanismen von Driftwellen
gegeben. Anhand eines einfachen linearen Fliissigkeitsmodells elektrostatischer Drift-
wellen werden in Kapitel 4 Unterschiede in der Geometrie und den resultierenden Eigen-
wertspektren verschiedener Helias-Stellaratoren diskutiert. Ein lineares elektromagne-
tisches gyrokinetisches Modell, das die konsistente Beriicksichtigung von Effekten endli-
cher lonentemperatur und endlichen Plasmadrucks erlaubt, wird in Kapitel 5 aufgestellt
und fiir verschiedene Parameter einer Helias-Reaktorstudie gelést. Die direkte nichtli-
neare Simulation von Driftwellenturbulenz wird in Kapitel 7 in einem Flufischlauchan-
satz der Randschichtgeometrie des projektierten Stellarators Wendelstein 7-X und in
geeigneten Interpolationen zu einem einfachen Tokamak betrieben. Ausblickend werden
anhand des Experiments Wendelstein 7-AS in Kapitel 7 die Moglichkeiten zu einem
Vergleich dieser Simulationen mit experimentellen Messungen erlautert und gleichzei-
tig die Grenzen des bisher verwendeten FluBischlauchansatzes diskutiert. In Kapitel 8
werden resiimierend die Auswirkungen der behandelten Driftwellenmodelle auf den tur-
bulenten, sogenannten “anomalen” Transport besprochen und Méglichkeiten zu einer
turbulenzreduzierenden Optimierung von Stellaratoren erdrtert. Die Ergebnisse wer-
den schlieBlich in Kapitel 9 zusammengefafit. Einige zum Verstdndnis nétige, in der
Literatur aber bereits gut behandelte Ausfithrungen sind der Ubersichtlichkeit halber
im Anhang wiedergegeben.

Teilaspekte der vorliegenden Arbeit wurden in Phys. Plasmas veroffentlicht [69].



Kapitel 2

Magnetischer Plasmaeinschlufl

lo-Plasmatorus um Jupiter.

Die elektrisch geladenen Ionen und Elektronen eines Plasmas unterliegen im star-
ken Magnetfeld einer Gyrationsbewegung um eine Achse parallel zur Feldrichtung. Eine
charakteristische Gréfe dieser Spiralbahn ist der Gyroradius, welcher von der Energie
der Teilchenbewegung senkrecht zum Feld und invers von der Magnetfeldstarke selbst
abhangt. Unter Vernachlédssigung von St6flen zwischen Teilchen verschiedener Feldlini-
en ist deren Bewegung an die Magnetfeldrichtung gebunden. Hinsichtlich des magne-
tischen Einschlusses eines Plasmas auf ein beschranktes raumliches Gebiet lassen sich
so zwel Konzepte verwirklichen. Beim Spiegeleinschluf} ist die Magnetfeldstarke an den
Enden der Plasmaeinschlulzone erhéht, wodurch aufgrund der Erhaltung von Bewe-
gungsenergie und magnetischem Moment alle Teilchen mit geniigend hoher senkrechter
Energie reflektiert werden (so wie auch in der Magnetosphire der Erde). Die andere
Realisierung beruht auf der Verbiegung der Feldlinien zu einem geschlossenen System,
das in der Topologie eines Torus resultiert.! Im Labor haben durch Spulenstréme er-
zeugte toroidale Magnetfeldkonfigurationen vorrangig die Erforschung des Einschlusses
eines thermonuklearen Plasmas fiir die Kernfusion zum Ziel [39, 11].

Ein wesentliches Merkmal solcher Fusionskonfigurationen ist die Notwendigkeit zur
Aufrechterhaltung einer geniigend hohen Temperatur und Dichte im Plasmazentrum,
wobei gleichzeitig eine moglichst gute Isolation von den viel kidlteren Wandmaterialien
zu fordern ist. Das fiihrt unvermeidbar zu raumlichen Gradienten dieser Plasmagrofien.
Einzelteilchenstofle, aber auch kollektive Phidnomene, versuchen die Gradienten abzu-
bauen, und bewirken einen stetigen Flufl von Energie und Teilchen vom heilen Zentrum
zum Plasmarand mit dafiir charakteristischen EinschluBzeiten 7z .

Von groflem Interesse ist es daher, die Verlustmechanismen zu charakterisieren und
eine optimale, zur moglichst selbstdndigen und stationdren Aufrechterhaltung von Fu-
sionsreaktionen geeignete Magnetfeldkonfiguration zu finden. Das Konzept helikaler
avancierter Stellaratoren (“Helias”) und die Unterschiede zu anderen Einschlufikonfi-
gurationen werden in diesem Kapitel erlautert.

1 Ein toroidales Plasma l4Bt sich in natiirlicher Weise beim sogenannten Jo- Torus um den Planeten Jupiter beobachten.
Die toroidale Magnetfeldkomponente ist darin jedoch sehr gering, weswegen es sich nicht um einen Einschlufl durch ein
toroidales Feld im eigentlichen Sinne dieses Kapitels handelt [85]. Bild oben: J. Spencer, Lowell Observatory.
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4 Magnetischer Plasmaeinschlufl

2.1 Unterschiede in toroidalen EinschluSkonzepten

Ein rein toroidales Feld fithrt aufgrund des Magnetfeldunterschiedes zwischen Torus-
innenseite und Auflenseite nicht zu einem Gleichgewicht [54]: ITm allgemeinen bewirkt
eine Kraft Fg auf Plasmateilchen mit der Ladung ¢ und magnetischem Moment
eine Verformung der Kreisbahn senkrecht zum Feld der Starke B. Der Fiithrungsmit-
telpunkt der Bahn “driftet” mit einer Geschwindigkeit vy = Fx x B/(qB?) senkrecht
zu Feld und Kraft. Im Falle des Feldgradienten bewirken eine Ladungstrennung durch
Fr = —uV B und weitere E x B Drift durch das entstandene elektrische Feld £ einen
raschen radialen Plasmaverlust. Abhilfe schafft eine Ausmittelung dieses Effekts durch
helikale Verschraubung der Feldlinien um den Torus, wonach das Magnetfeld ineinan-
der geschachtelte FluBiflachen aufweist. Gegenwértig werden zwei Konzepte hinsichtlich
dieser Verschraubung verfolgt [121]: Die interne Erzeugung einer poloidalen Feldkom-
ponente durch starke toroidale Plasmastrome fithrt zu der axialsymmetrischen zwei-
dimensionalen Struktur eines Tokamaks [124]. In einem Stellarator [17, 122] wird der
Einschluf} alleine durch von aufen erzeugte Magnetfelder gewéhrleistet. Dies erlaubt
die prinzipielle Moglichkeit zum Dauerbetrieb, hat aber ein stark dreidimensionales

Plasma zur Folge (Abb. 2.1).
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A~ ™ K A
~ Transformator
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\ // Plasmastrom Vakuumkammer

Abbildung 2.1. Skizze des toroidalen Plasmaeinschlusses bei Tokamak und klassischem Stellarator.

Die dreidimensionale Form des Magnetfelds bei einem Stellarator fiithrt bei einfa-
chen Verwirklichungen dieses Konzepts zu bedeutenden Abweichungen der Driftbahnen
gegeniiber den Feldlinien, und damit zusammen mit Coulombstéfen zu einem hohen so-
genannten “neoklassischen” Transport [83]. Optimierte helikale Konzepte konnen dem
durch geeignete Formgebung des Magnetfelds Rechnung tragen und bewirken einen
geniigend verringerten stofbedingten Verlust, besonders von a-Teilchen, in einem Stel-
laratorreaktor. Andererseits zeigen theoretische Untersuchungen zu turbulenten Insta-
bilitdten auch bereits in zweidimensionalen Tokamaks einen deutlichen Einfluff der
FluBflichenform auf den sogenannten “anomalen” turbulenten Transport [107]. Dies
motiviert genauere Untersuchungen der zugrundeliegenden Instabilitaten auch in Stel-
laratoren mit ihrer generisch komplexen Geometrie und der prinzipiellen Mdéglichkeit
zu diesbeziiglicher Optimierung.



Helias“: Helikale avancierte Stellaratoren 5

2.2 ,,Helias“: Helikale avancierte Stellaratoren

Helikale avancierte Stellaratorkonfigurationen [88] sind in einer langfristigen analyti-
schen und numerischen Entwicklungsphase ausgehend von den grundlegenden Ideen
von A. Schliiter mit dem Ziel entworfen worden, die Einschluf- und Gleichgewichtsei-
genschaften eines klassischen Stellarators zu verbessern. Das erste Experiment dieser
fortgeschrittenen Linie, der teiloptimierte modulare Stellarator Wendelstein 7-AS [100],
ist seit 1988 in Betrieb und vermochte die Anwendbarkeit des Konzepts erfolgreich zu
demonstrieren [51, 60]. Als nachste (im Bau befindliche) Generation wurde Wendel-
stein 7-X entwickelt [8], um die Reaktoreignung von Helias-Konfigurationen zu testen.
“HSR” ist eine darauf basierende Konzeptstudie eines Stellaratorkraftwerks [125].

Die grundlegenden Eigenschaften einer Helias-Konfiguration bestehen aus einem
magnetohydrodynamisch (MHD) stabilen Plasma mit der Temperatur 7" und Dichte n
bis zu einem hohen Druck bei einem tiber das gesamte Plasma gemittelten Wert (3) =
(2uonkpT/B?) ~ 5% unter geringer Shafranov-Verschiebung? durch Reduzierung der
Pfirsch-Schliiter-Strome®. Letzteres fithrt auch zu geringen neoklassischen Verlusten.
Weitere Optimierungskriterien sind gute EinschluBleigenschaften fiir a-Teilchen, geringe
aus neoklassischer Diffusion erzeugte Strome (“Bootstrapstrom”) und wohlbehaltene
magnetische Fliachen des Vakuumfeldes ohne groere Resonanzen [126, 16].

Abbildung 2.2. Links: Ein modularer Helias-Stellarator. Fluifliche von Wendelstein 7-X mit Feldlinien
(orange), Stromlinien (grau) und Teil des modularen Spulensystems. Poloidale Schnitte der beiden Symme-
trieebenen sind fiir eine der fiinf Feldperioden angedeutet. Rechts: | B| ist auf einer FluBfliche in einer Periode
in der (¢,6) Ebene fiir W7-AS, W7-X und HSR (von oben nach unten) dargestellt. Eine analoge Darstellung
von Kriimmung und Verscherung auf einer FluBifliche von W7-X findet sich in Abschnitt 6.4.

2 Verschiebung von Flufflichen zu héheren Radien R durch “Fahrradschlaucheffekt” bei wachsendem Plasmadruck [54].
3 Nettostromfreier Anteil der parallelen Ausgleichsstréme j” zur Aufrechterhaltung der Divergenzfreiheit V - 5 = 0 des

Gesamtstroms in einem Kréiftegleichgewicht j x B = Vp fiir ein magnetisch eingeschlossenes Plasma mit Druck p [97].



6 Magnetischer Plasmaeinschlufi

2.3 Flufiflichenkoordinaten und Magnetfeldstruktur

Alle bisher genannten Helias-Konfigurationen weisen fiinffache toroidale Periodizitét
auf. Die Rotationstransformation ¢, welche die Verschraubung der Feldlinien durch die
poloidale Steigung pro toroidalem Umlauf beschreibt, ist charakterisiert durch gerin-
gen radialen Anstieg (globale Verscherung). Das Aspektverhéltnis zwischen mittlerem
groBen und kleinen Plasmaradius A9 = Ry/ao ist in der Ordnung von 10.6 (W7-X).

Zur Darstellung des Magnetfelds wird bei Stellaratoren meist auf ein Straight field
line (SFL) Koordinatensystem zuriickgegriffen, in dem die Feldlinien auf einer Fluf-
flache Geraden darstellen [32, 99]. In dieser Arbeit werden hauptsachlich die in der
Stellaratorphysik {iblichen Boozer-Koordinaten verwendet [15]; in Kapitel 6 werden
Hamada-Koordinaten benutzt, in denen zusétzlich die Stromlinien Geraden bilden [49].
Beide Systeme lassen sich aber zunéchst formell gleichwertig behandeln.

Es bezeichnen § € [0..27] die poloidale Koordinate und ( € [0..27] die toroidale
Koordinate. Als FluBflichenmarke wird eine radiale Koordinate s & (r/ag)? eingefiihrt,
die einen mittleren kleinen Radius r gegeniiber dem der letzten geschlossenen Flufifliche
bei ag beschreibt. Sie wird definiert aus dem toroidalen Flufl ¥ = (1/2)Bgals. Der
poloidale FluB ist x = [, d7B - V6, wobei B - Vx = 0. Das Verhéltnis « = dx/0V¥ =
00/0(¢ ist die Rotationstransformation, wobei die letzte Identitat nur in einem SFL-
System gilt. Dann ist auch die Grofle o = 6 — «( konstant entlang einer Feldlinie und
wird als Feldlinienmarke bezeichnet. In der Tokamakliteratur findet sich stattdessen
auch oft £ = —ga mit ¢ = 1/¢. Das Magnetfeld 1aBt sich in dieser Notation schreiben
als

B =VV x Va. (2.1)
Die globale Verscherung ¥ = —(2s/)9,¢ der Feldlinien beschreibt die radiale Anderung

der Verschraubung. Die Helias-Konfigurationen zeichnen sich durch geringe globale Ver-
scherung aus. Allerdings kénnen radial benachbarte Feldlinien durch die geometrische
Verformung der FluBflichen stellenweise voneinander wegscheren und wieder zusam-
menlaufen, obwohl die mittlere (globale) Verscherung verschwindet. Eine entsprechende
lokale Beschreibung dieser fiir die Stabilitdtstheorie wichtigen Gréfle 148t sich finden
durch eine Definition (nach Ref. [30]) von

Vy x B
V|2’

Q- (2.2)

womit sich auch B = Q x Vx schreiben 1a8}t. Es gilt weiter Q = V& — AV, worin

Vx-V¢

A= e = (RGN0 mit R= (V- VO aV VOV (23)

die sogenannte integrierte lokale Verscherung ist. Anschaulich hat die GréBe A Ahn-
lichkeit mit der euklidischen Norm zweier anfangs radial benachbarter Punkte beim
Umlauf entlang den jeweiligen Feldlinien um den Torus. Thr tatsidchlicher Wert ist
sdakular, das heiffit vom urspriinglichen Startpunkt abhéngig und nichtperiodisch nach
einem Umlauf proportional zu § wachsend. Die Gréfle R wird als integrierte residua-
le Verscherung bezeichnet. Damit 148t sich die lokale Verscherung S als eine Gréfie
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definieren, die bei Mittelung iiber eine Fluifliche die globale Verscherung ¥ = (S)y
erzeugt. Die iibliche Definition dazu ist [30]

S=-B-VA. (2.4)

Das ist identisch mit S = —Q-rotQ und hat die Dimension eines inversen Volumens. Da
es in der Literatur keine standardisierte Normierung gibt, 148t sich als enstprechende
dimensionslose GréBe S = LV (s)-S definieren, wobei V' = (27 Ry)(r’n) = 27% Agags das
Volumen eines korrespondierenden zirkularen Torus darstellen soll. In stellaratoriibli-
cher Notation definieren wir analog L = (Vs - Va)/|Vs|?, worin V = aoV ist. Unter
Benutzung der Jacobideterminante J,=Vs- (@0 X @f) und B = B/ By wird die par-
allele Ableitung (als Ableitung entlang einer Koordinate 7 entlang der Feldline) auf die
toroidale Boozer-Koordinate ( projeziert [32]: b - V= ©|l =0, = (Bjs)_lac. Damit ist

A 1 Vs - Va Ags
S = —27%Apacts—(B-V)————— = (27)% - — - 9, L. 2.5
o (B V)T = (o S 25

In Hamada-Koordinaten ist js = 272 Ay konstant und damit S = %@CL. In Abb. 2.3
sind radiale Profile der Rotationstransformation, unter anderem in Wendelstein 7-X,
und die integrierte lokale Verscherung A dargestellt.

Neben der Verscherung und der Feldstarke B ist die Kriimmung & des Magnetfelds
eine fiir den EinschluB charakteristische GroBe. Fiir niedriges 8 wird & = (b - V)b =
V. In B und wird durch zwei Komponenten ausgedriickt: Die Normalkriimmung ist

sy =Vs-VInB
und die geodatische Kriimmung
kg =Va-VInB - L ky.

Die numerische Beschreibung und die Darstellung der Feldkonfigurationen durch
metrische Elemente in kontra- und kovarianter Form wird in Anhang A behandelt.

1.0

2

0.8

0.6 —

0.4 ' -
WT7-AS

Rotationstransformation
AN
o

0.2 —

0.0 | | | | | | | | T S N L . L
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -10 -5 0 5 10

radiale Position s N,/ 2m
Abbildung 2.3. Links: Rotationstransformation ¢(s) in W7-X und HSR. In W7-AS ist ¢ variabel in
1/4 < t(ao) <€ 1/2 und fiir die beiden extremen Félle dargestellt. Rechts: Integrierte lokale Verscherung

A bezogen auf einen Aufpunkt (,, = 0 entlang der Feldlinie o = 0 in W7-X.



8 Magnetischer Plasmaeinschlufi

2.4 Strukturbildung und Transport fern vom Gleichgewicht

Der groBe Dichte- und Temperaturgradient® in einem magnetisch eingeschlossenen Fusi-
onsplasma bewirkt eine Situation fern vom globalen thermodynamischen Gleichgewicht
(vergleiche Abb. 2.4). Es treten Instabilitaten auf, die eine Abweichung von gleichméafi-
ger Dichte- und Temperaturverteilung verursachen und zur Bildung von mannigfaltigen
sowohl makroskopischen als auch turbulenten kleinskaligen Strukturen fiithren [63]. Ge-
genstand intensiver Forschung ist besonders die niederfrequente Mikroturbulenz, da sie
universell auftritt und somit fiir den experimentell beobachteten erhohten Verlust an
Energie und Teilchen aus dem Plasma aufgrund turbulenter Durchmischung verant-
wortlich gemacht wird.

Die Klassifizierung in eine Vielzahl von Instabilitdten erscheint zuweilen willkiirlich,
da sich diese in einem realen Fusionsplasma als eine Unterteilung in einzelne Grenzfélle
(z.B. kalte lonen; adiabatische Elektronen; elektrostatische Fluktuationen; ...) nicht
aufrecht erhalten 1a8t. Zum einen aus didaktischen Griinden, aber auch aus praktischen
Erwiagungen der mathematischen Losbarkeit der resultierenden Systeme werden die
Instabilitaten kategorisiert [86]. Im folgenden Kapitel findet sich eine knappe und bei
weitem nicht vollstdndige Behandlung der wichtigsten anregbaren Moden in einem
inhomogenen magnetisierten Plasma.

Eine tragende Rolle wird allgemein den Driftwellen zugesprochen. Diese treten als
kollektive Anregung des Plasmas unter der in Abschnitt 2.1 skizzierten Driftdynamik
auf, sind leicht zu destabilisieren und vermégen mit ihren charakteristischen spektralen
Eigenschaften viele experimentelle Fluktuationsmessungen gut zu beschreiben.

Profile

radiadle Position s

Abbildung 2.4. Typische Temperatur- und Dichteprofile im Stellarator Wendelstein 7-AS.

4 Etwa 25 Millionen Grad Kelvin Unterschied in Wendelstein 7-AS iiber einen kleinen Radius von ag = 20 cm.



Kapitel 3

Driftinstabilititen in magnetisierten inhomogenen
Plasmen

Experimentell gemessene Dichtefluktuationen
durch schwach turbulente Driftwellen. Aus Ref. [45].

Zur Beschreibung kollektiver Phdnomene im Plasma wird meist das Fliissigkeitsbhild
im Rahmen der Magnetohydrodynamik (MHD) herangezogen [112]. Diese Naherung ist
dann gerechtfertigt, wenn Hintergrundskalen und Modenstrukturen grofl gegeniiber der
parallelen freien Weglange und dem Gyroradius sind und andere kinetische Effekte wie
Landaudampfung [112] vernachlassigt werden konnen. Fliissigkeitsgleichungen werden
aus der kinetischen Beschreibung eines Plasmas durch Bildung von Momenten der
Verteilungsfunktion f(x,v) gewonnen'. In niedrigster Ordnung werden daraus Dichte,
Geschwindigkeit und Temperatur? erhalten:

n = /dsvf, (3.1)
V= (1/n)/d3va, (3.2)
T = (m/3n) / Pof(v— V)2 (3.3)

Unter den oben genannten Annahmen weicht die Distribution lokal nicht wesentlich
von der Maxwellverteilung ab, und die eigentlich unendliche Hierarchie ist nach diesen
ersten drei Momenten abgeschlossen. Die resultierende Fliissigkeitsbeschreibung erfolgt
dann durch die Erhaltungsgleichungen fiir Dichte, Impuls und Energie. Die ideale MHD
geht von Einfliissigkeitsgleichungen ohne Resistivitat aus, bei der alle Plasmakompo-
nenten dieselbe Dichte n, Geschwindigkeit v und Temperatur T besitzen [112]. Damit
lassen sich bereits das globale Plasmagleichgewicht und dessen makroskopische Sta-
bilitat sowie einfache Anregungen (Schallwellen, Alfvénwellen) beschreiben [86]. Eine
grofle Klasse von Instabilitaten wird dadurch jedoch nicht erfafit, sondern ergibt sich
erst durch die im folgenden zu diskutierende Beriicksichtigung getrennter Elektronen-
und lonendynamik sowie Kopplung durch Resistivitat.

! Die kinetische Theorie wird in Kapitel 5 behandelt.
2 Temperaturen werden im folgenden in Energieeinheiten (z.B. eV) dargestellt, in denen kp bereits enthalten ist.
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3.1 Klassifizierung von niederfrequenten Driftinstabilititen

Die Dynamik des Plasmas wird meist paradigmatisch in der oben genannten Fliissig-
keitsndherung beschrieben durch die Braginskii-Gleichungen [18], bestehend aus den
Kontinuitatsgleichungen, den Bewegungsgleichungen und Energieerhaltungsgleichun-
gen der einzelnen Spezies (Index j):

(‘an —|— V . (njvj) = 0, (34)
mjnthVj = an]-(E + V; X B) — ij — VH] + R, (35)

3

§njatT]‘ +p;V-v;,=-V.q;, - I;Vv, + Q;. (3.6)

Darin sind D; = 0;4v;-V die totale Zeitableitung, q; der Warmefluf}, II der nichtskalare
Teil des Drucktensors, R Impulsaustausch aus Stéfen und @); ein Energieaustausch
jeweils in der durch Braginskii aufgestellten Form [112]. Ein einfacher Abschluff der
Gleichungen kann durch eine (adiabatische oder isotherme) Zustandsgleichung p(7')
erreicht werden. Diese sind noch gekoppelt an die Maxwellgleichungen

V x B =0 j; + pocohE und V xE=—9B. (3.7)
J

Wird zudem Quasineutralitidt angenommen (n; = n.), 1aBt sich eine der Gleichungen
(3.4) auch als Divergenzfreiheit des Stroms, V - j = 0, schreiben.

Die Braginskii-Gleichungen in der Form (3.4)-(3.6) beschreiben die Plasmadyna-
mik tiber einen weiten Bereich von Zeitskalen. Fiir die in einem Fusionsplasma zum
turbulenten Transport relevanten Fluktuationen gilt fiir typische Skalen der Frequenz
w < §2; im Vergleich zu den Gyrofrequenzen Q; = ¢;B/m; . Fiir deren rdaumliche
Ausdehnung A gilt A < L gegeniiber einer typischen Langenskala L der zeitlich und
rdumlich schwach veranderlichen HintergrundgréBen. Die Dynamik 148t sich dann in
der Bewegungsgleichung (3.5) auf diese relevanten Skalen durch eine Driftordnung re-
duzieren [102, 118]: Es erfolgt eine Storungsrechnung im kleinen Parameter

w A

ps
L 1. 3.8
I7o TS (3:8)

€

Weiterhin wird angenommen, daf} fluktuierende Gréflen ebenfalls in der Ordnung € klein
gegeniiber ihren Hintergrundwerten sind. Damit werden aus der senkrechten Kompo-
nente von (3.5) in niedrigster Ordnung in ¢ die Driftgeschwindigkeiten erhalten:

Vi, =Vg-+Vp;,+ Vi und Vie = VE + Vpe.. (39)

Darin beschreibt vg = (E x B)/B? die Konvektion durch die E x B Drift, vp; =
(B xVp;)/(gjn; B*) die aufgrund unterschiedlicher Ladung g; fiir Elektronen und Ionen
entgegengesetzte diamagnetische Drift und v,; = (m;/eB?)D,E die Polarisationsdrift
der Tonen aufgrund ihrer endlichen Massentragheit. v,; ist eigentlich eine Ordnung
kleiner in € als die restlichen Terme, verschwindet jedoch aufgrund der Raumladung bei
homogenem Magnetfeld als einziger Term nicht unter der Divergenz und wird deshalb
beibehalten. Fiir die Elektronen wird dieser Term vernachldssigt. In Gl. (3.4) und
(3.6) werden v; = bu); + v; substituiert und ebenfalls die Driftordnung angewandt
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[118, 102]. Im Ampereschen Gesetz in (3.7) 148t sich auflerdem der Verschiebungsstrom
bei niedrigen Frequenzen und hoher elektrischer Leitfahigkeit vernachlassigen [64].

e Die kollektiven Phdnomene aus diesen driftreduzierten Gleichungen werden oft unter
dem Sammelbegriff Driftwellen zusammengefafit. Andererseits wird unter Driftwellen
im engeren Sinne meist speziell die wechselseitige Dynamik aus Stérungen des Drucks
p und des elektrostatischen Potentials ® unter einem Druckgradienten verstanden, bei
der wesentlich die von Ionen getragene senkrechte E x B Bewegung iiber die parallele
Stromkomponente j; mit der parallelen Elektronendynamik bei endlichem Vp,| gekop-
pelt ist [87, 113, 56]. Das Magnetfeld kann dabei homogen sein. Driftwellen weisen eine
nichtlineare Charakteristik auf, aus der sich selbsterhaltende Turbulenz bereits auch
ohne lineare Instabilitdt ergeben kann: Eine nichtlineare advektive Kopplung von vg
mit der Wirbelstirke V2 ® erdffnet gegeniiber den linearen Stérungen einen groferen
Freiheitsraum fiir den Zugriff auf Quellen freier Energie und erméglicht dadurch starke
Turbulenz auch ohne lineare Instabilitat [89, 53, 103]. Diese eigentlichen Driftwellen
werden im Abschnitt 3.2 ndher behandelt. Im folgenden ist zunachst die Nomenkla-
tur verwandter Instabilitdten kurz erlautert, die fiir andere Quellen freier Energie im
inhomogenen Plasma auftreten.

+3p ) ——>
V?ibl ®

ch\t\ @ ExB

(0 +p - @ M &~ =N
B B vd/i B @

_6p %
AN )
- Up, UB - Cp, OB - Op, OB

Abbildung 3.1. Schema der Austausch-Instabilitiat in einem inhomogenen Plasma.

o Austauschmoden: Das Magnetfeld sei, wie in Abbildung 3.1 skizziert, gerade und
konstant in z-Richtung und inhomogen in z. Eine anfangliche Stérung des Drucks p(x)
mit dp = dpoexp(iky) und eine resultierende E x B Konvektion kann bei gleichgerich-
teten Gradienten VB-Vp > 0 durch die diamagnetischen Stréme destabilisiert werden.
Die dargestellten Driften v.; = (2p;/q;n; B*)B x V1n B entsprechen dabei (fiir 8 < 1)
dem wesentlicher Bestandteil von vp;, der unter der Divergenz nicht verschwindet.
Die Phasenverschiebung zwischen Druck und Potential ist dabei 7/2. Antiparallele
Gradienten wirken stabilisierend (“magnetischen Mulde”). Lat man fiir die Stérung
eine endliche parallele Wellenzahl k) zu, etwa als Folge einer Verscherung der Feld-
linien, so ergibt sich lineare Instabilitdt erst ab einem Grenzwert des Plasmadrucks
(B > 2k{/[VInp-Vin B]), welcher durch endliche Resistivitét verringert wird.

e Ballooningmoden: Lokalisieren die linearen Modenstrukturen oder die Mikroturbu-
lenz selbst aufgrund einer lokal “ungiinstigen Kriimmung” (VB-Vp > 0) der Feldlinien
beziiglich der Austauschinstabilitat, was z.B. in einem Tokamak auf der Auflenseite
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des Torus zutrifft, so spricht man von “Ballooning”® [40]. Resistive Ballooningmoden
werden durch Teilchenstofe destabilisiert und ideale Ballooningmoden durch den Plas-

madruck bei hohem (.

e lonentemperaturgradienten (ITG) - Moden: Eine lonenschallwelle kann durch einen
endlichen Gradienten V,T; auch bei Homogenitiat von Feld und Dichte durch eine
Kopplung der parallelen mit senkrechter Bewegung durch die parallele Kompressibilitét
destabilisieren [41]. Die Instabilitat wird verstarkt durch eine V B Drift bei ungiinstiger
Kriitmmung in toroidaler Geometrie. Den ITG-Moden wird besonders fiir den Transport
im Plasmazentrum Relevanz zugesprochen [129].

In einem realen Fusionsplasma koexistieren alle diese Instabilitdtsmechanismen
und miissen gemeinsam betrachtet werden. Die praktische Behandlung (hinsichtlich
der Komplexitat der Gleichungen und damit resultierenden Rechenzeit) vereinfacht
sich wesentlich, wenn je nach vorherrschendem Parameterregime ein Mechanismus als
fithrend identifiziert werden kann [130, 106]. Auch in der vorliegenden Arbeit werden
Driftwellen in Stellaratoren in verschiedenen Modellen betrachtet. Als erstes wird die
lineare Theorie von kriimmungs- und dichtegradientgetriebenen Driftwellen fir zwei
verschiedene Destabilisierungmechanismen diskutiert (Kapitel 4). In Kapitel 5 werden
ITG-Moden in einem kinetischen Modell betrachtet. Die nichtlineare Theorie wird in
Kapitel 6 auf Basis eines Gleichungssatzes, in dem alle Effekte des Ballooning, resistiver
Driftwellen und lonentemperaturgradienten enthalten sind, direkt numerisch simuliert.
Dabei wird aus praktischen Griinden der Schwerpunkt auf einem eingeschrankten Mo-
dell mit kalten lonen, also ohne ITG, liegen.

3.2 Driftwellen und kinetische Scherungs-Alfvénwellen

Driftwellen im engeren Sinne sind Anregungen von Druck- und Potentialstérungen aus
der E x B Drift senkrecht zum Magnetfeld unter einem Druckgradienten. Sie wer-
den destabilisiert durch eine parallele Elektronenbewegung, die von einem schnellen
sogenannten “adiabatischen” Ausgleich der Potentialstérung abweicht [62]. Driftwellen
treten universell in jedem magnetisch eingeschlossenen Plasma bereits ohne Magnet-
feldinhomogenitaten und bei kalten Tonen auf.

Abbildung 3.2 zeigt schematisch eine lokalisierte Stérung der Ionendichte n; (links),
die aufgrund der ambipolaren Diffusion in einer positiven Potentialstérung ® > 0 re-
sultiert (rechts). Das Magnetfeld sei in z-Richtung angeordnet. Fiir typische Skalen

A der Storung gilt dabei A > Ap = (/egT./(ne?), der Debyelange, iiber der sich
eine Ladungstrennung aufrecht erhalten la8t. Es kann deshalb von Quasineutralitét
n; &~ n. ausgegangen werden. Entlang des Felds versuchen die Elektronen, geméafl der
parallelen Komponente ihrer Bewegungsgleichung (3.5), lokal eine Boltzmannrelation
ne = no(x) exp(e®/T.) herzustellen. Ohne eine Behinderung der parallelen Elektronen-
dynamik (etwa durch StoBe, Alfvénwellen oder kinetische Effekte wie Landaudampfung
[65] und in Magnetfeldinhomogenitéten gefangene Teilchen) geschieht dieser Ausgleich
beziiglich der Driftzeitskala instantan und wird oft als “adiabatisch” bezeichnet [62].

3 Der in den folgenden Kapiteln verwendete “Ballooningformalismus” hat seinen Namen von der erstmaligen Anwendung
auf diese Moden, ist jedoch nicht auf Ballooningmoden alleine beschriankt. Siehe auch Anhhang B.
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Abbildung 3.2. Schema einer durch den Dichtegradienten getriebenen Driftwelle.

Bereits bei homogener Hintergrunddichte konvektiert die Storung das gesamte Plas-
ma aufgrund der fiir lonen und Elektronen gleichgerichteten E x B Drift mit v, = vg
im Uhrzeigersinn. Kommt ein Dichtegradient in negativer z-Richtung hinzu, so ergibt
sich eine Propagation der gesamten Struktur in y-Richtung: Aus der Kontinuitétsglei-
chung (3.4) folgt bei homogenem Feld und unter Vernachlassigung der lonentragheit

on; + V(vgn;) =0. (3.10)
Unter Quasineutralitat n,=n.=nq(z)+n. folgt aus der stationdren Impulsbilanz
—enoE) — Vp. =0
fiir isotherme Elektronen ohne Stofle dann
n; = noexp(e®/T,).
Zusammen mit der Driftgeschwindigkeit vig = B7*(E x B) = —B~?(V® x B) schreibt
sich Gleichung (3.10) nun
Omoexp(e®/T.) —V {B_Q(VCI) x B) ng eXp(eCI)/Te)} = 0.
und man erhalt aufgrund B = B, dann

0:® — (T./eB) 0, Inng 9,9 = 0.

Unter Annahme einer in y periodischen Stérung ® = & exp[—iwt + tky,y] erhalt man
daraus als typische Frequenz die diamagnetische Driftfrequenz der Elektronen

Ove = (Waeo/cs) = psky L. (3.11)

Darin wurden die Dichtegradientenlinge L, = |aoV, Inng|™! und ein bei Elektronen-
temperatur berechneter thermischer Ionengyroradius, ps = /m;T./(eB), eingefiihrt.
Die Bewegung der Struktur senkrecht zu Feld und Dichtegradient ist noch stabil und
hat keinen erhéhten Transport in z-Richtung zur Folge.

Erst eine Phasenverschiebung . zwischen Potential und Dichtestorung durch eine
“nichtadiabatische” Elektronendynamik

ne = no(l —idx) e®/T. (3.12)
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destabilisiert die Driftwelle. Der imagindre Term idx ist im allgemeinen Fall ein an-
tihermitescher Operator und beschreibt die Dissipation der Elektronen, durch welche
aufgrund des verlangsamten parallelen Ausgleichs die Dichtestérungen den Potenti-
alstorungen in y vorauseilen kénnen. Dies fithrt zu einem exponentiellen Wachstum
exp(yxt) mit v5 ~ drwy, was etwa im Falle resistiver Driftmoden ndherungsweise durch

0 & (wre/kc?) beschrieben wird [62].

In Kapitel 4 wird ein lineares Driftwellenmodell fiir kalte Ionen und isotherme
Elektronen mit zwei verschiedenen einfachen Ansédtzen fir dx auf Stellaratoren ange-
wandt. Aufgrund der durch die schnelle Elektronenbewegung getragenen hohen par-
allelen Kopplung orientiert sich die parallele Wellenzahl der Driftmoden an der Skala
Lj; von Inhomogenitéten des Magnetfeldhintergunds zu k| ~ 1/L) und ergibt eine ty-
pische Anisotropie mit k) < kL. In toroidaler Geometrie koppeln die Driftwellen bei
endlichem k)| an Ionenschallwellen, wodurch sich Eigenmodenstrukturen entlang der
Feldlinie ergeben. Aufgrund der oben diskutierten Austauscheffekte bei inhomogenem
Magnetfeld kénnen die Moden z.B. auf der Torusauflenseite lokalisieren. Das Aufbre-
chen dieser mesoskopischen Strukturen in mikroskopische Wirbel auf der experimentell
beobachteten GroBenordnung von p, wird durch sekundére nichtlineare Effekte oder
Verscherung des poloidalen Geschwindigkeitsprofils aufgrund eines radialen Potentials
o (s) bewirkt [62].

Driftwellen koppeln iiber die Elektronenbewegung auch an parallel propagierende,
senkrechte Storungen des Magnetfeldes, den Scherungs-Alfvénwellen. Mit dem Vektor-
potential A} als einer weiteren abhéngigen Variablen werden das parallele elektrische
Feld Ej|, die parallele Elektronengeschwindigkeit, und nichtlinear der parallele Gradi-
ent modifizert [106]. Die sich daraus ergebenden Gleichungen werden in Kapitel 6 im
Rahmen der nichtlinearen Simulation von Drift-Alfvénwellenturbulenz diskutiert.

3.3 Einflul der Geometrie auf Driftwellen

Driftwellen werden durch Verscherung des Magnetfelds stabilisiert [93]. Im linearen
Bild fiihrt die Verscherung ¥ zu einer Ortsabhéngigkeit von k|| quer zu den Feldlinien,
die fiir lokalisierte Eigenmoden tiber die Randbedingung einer nach auflen konvek-
tierten Wellenenergie zu einer effektiven Dampfung fithrt [24, 25, 62]. Eine absolute
Verscherungsstabilisierung auch von dissipativen Driftmoden, wie sie fiir konstantes
Magnetfeld gefunden wurde, tritt in einem Torus durch die endliche Kriimmung nicht
mehr auf [25]. Zur Frage eines Dampfungsmechanismus bei global nahezu verscherungs-
freien Stellaratoren wurde 1993 von Waltz und Boozer [123] die Vermutung aufgestellt,
dafB dieser durch die lokale Verscherung S (aus Gleichung 2.4) iibernommen wird. Im
nachsten Kapitel wird erstmals eine numerische Untersuchung iiber Lokalisierung und
einer derartigen Stabilisierung von Driftwellen in Helias-Stellaratoren durchgefiihrt.
Solche Konfigurationen sind gegeniiber dem Auftreten der idealen Ballooninginstabi-
litat bis zu einem Beta von ~ 5% durch geeignete Formung des Felds unter weitgehen-
der Vermeidung im Mittel ungiinstiger Kriimmung optimiert. Es kann erwartet werden,
daB sich dies auch auf kriimmungsgetriebene Driftinstabilitdten positiv auswirkt.



Kapitel 4

Lineare Theorie: Driftwellen

Die lineare Stabilitdt von Driftwellen in Helias-Konfigurationen wird in diesem
Kapitel in einem einfachen elektrostatischen Fliissigkeitsmodell untersucht. Die
Dissipation in der Elektronendynamik wird entweder als konstant angenommen
(siehe Abschnitt 3.2) oder perturbativ aus der Riickwirkung gefangener Teil-
chen gewonnen. Mittels einer Ballooningmodendarstellung kénnen Eigenschaf-
ten allgemeiner Geometrie, wie lokale Kriimmung und Verscherung, in einem
effektiv eindimensionalen Modell wiedergegeben werden. Modenzahlspektren
und lineare Anwachsraten werden numerisch durch einen Eigenwertcode fiir
allgemeine dreidimensionale Plasmagleichgewichte berechnet.

Mit einem linearen Fliissigkeitsmodell wurde zuerst von Bhattacharjee et al. [10]
gezeigt, daBl in gerader helikaler Symmetrie elektrostatische Driftmoden in helikalen
Mulden lokalisieren. Waltz und Boozer [123] wiesen darauf hin, daB diese Moden wie-
derum mehr durch die lokale Muldenverscherung als durch globale mittlere Verscherung
beeinfluft werden sollten. Das Eigenmodenspektrum in gerader helikaler Symmetrie
wurde dann von Persson et al. [95] untersucht.

Uber die einfache gerade helikale Geometrie hinausgehend wurde fiir reale Stel-
laratoren die Driftwellenstabilitat als spektrales Eigenwertproblem bisher nur einmal
betrachtet: Dominguez et al. [33] berechneten lineare Anwachsraten durch gefangene
Elektronen in einem 1=2 Torsatron und fanden, daf die Stabilitdt wiederum durch heli-
kal gefangene Teilchen entscheidend beeinflufit wird. Als Anfangswertproblem wurden
mittlerweile von Lewandowski resistive Driftwellen in einer dreifach periodischen Geo-
metrie mittels eines linearen Drei-Felder Fluidmodells [75] und eines einfachen gyroki-
netischen Modells (siehe Kapitel 5) entlang der Feldlinie untersucht und die Abhangig-
keit der Anwachsrate von Gradienten und Modenzahl numerisch diskutiert.

Im folgenden werden die Auswirkungen lokaler geometrischer Eigenschaften auf die
lineare Driftwellenstabilitdt betrachtet und Modenspektren in verschiedenen Helias-

Konfigurationen (W7-AS, W7-X und HSR) verglichen. Insbesonders die stabilisierende

Rolle der lokalen Verscherung wird numerisch in realer Stellaratorgeometrie untersucht.

15



16 Lineare Theorie: Driftwellen

4.1 Driftwellengleichung fiir allgemeine Geometrie

Wir bedienen uns zunéchst des einfachsten gebrauchlichen Modells elektrostatischer
Driftwellen in der Ndherung fiir kalte lonen und einer quasi-adiabatischen Elektronen-
dynamik. Dazu geht man aus von den Braginskii-Gleichungen im Fliissigkeitsbild des
Plasmas (siehe Abschnitt 3.1), die beziiglich der Potentialstorung @ linearisiert werden:
Die Kontinuitétsgleichung fiir Tonen

atni + AV (n()VZ') = 0, (41)
und die Bewegungsgleichung fiir kalte Ionen (p; = 0)
—iwnoMv; = enoE + eng(v; x B), (4.2)

bilden mit der linearisierten Quasineutralitatsbedingung

3
ni & n. = ng (1 + 5%) : (4.3)

e

ein geschlossenes Gleichungssystem. Letztere ersetzt die Poissongleichung [112]. Nicht-
Adiabatizitdt wird durch die Phase £ = 1 —¢§ mit § > 0 wiedergegeben (vergleiche
Abschnitt 3.1). Im allgemeinen Fall ist § = §(k) eine Funktion des Wellenvektors k [76].
Im folgenden wird § entweder zur Vereinfachung als konstanter Parameter angenommen
(Kap. 4.3) oder perturbativ aus der Wirkung gefangener Elektronen berechnet (Kap.
4.4). Aus den senkrechten und parallelen Komponenten der Bewegungsgleichung (4.2)
erhélt man mit E = —V® und V| = b(b - V) die parallele Geschwindigkeit

V||Z' = — —VH(I), (4.4)

und unter Driftordnung (siehe Abschnitt 3.1) die senkrechte Geschwindigkeit

Vi, =Vg-+ Vipi. (45)
Hierin sind vy = %b x V1 ® die E'x B Driftgeschwindigkeit und v,; = —(e/m;Q2)0;V  ®
die Ionen-Polarisationsdrift. Hier wurde der Einheitsvektor b = B/ B parallel zum ma-

gnetischen Feld B benutzt. Q; = ¢,/p, ist die Zyklotronfrequenz, worin ¢; = /T./m;
eine Schallgeschwindigkeit und ps = Vm;T./(eB) einen Gyroradius fiir Ionen bezeich-

nen, fiir deren Berechnung die Elektronentemperatur 7T, verwendet wird.
Die Geschwindigkeiten (4.4), (4.5) werden in Gleichung (4.1) eingesetzt, und es
wird linearisiert beziiglich des elektrostatischen Potentials ®:

, o
—zwnof% + V- (novge) + V- (novy) + noV - vy = 0. (4.6)
Dazu werden die Divergenzen in linearer Naherung umgeschrieben:
1
V.vg = E(b xVInB) -V, (4.7)
W
Vv, QSBV (4.8)
e
V- V||Z' = - Vﬁq), (49)

2wm;
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Zur Darstellung der Geometrie werden Feldlinienkoordinaten nach Boozer verwen-
det (siehe Anhang A), in denen s = (z,/ao)* die radiale Position beim kleinen Radius
x, bezeichnet, und die Feldlinienmarke o = # — +( ist eine Funktion des poloidalen
Winkels § und toroidalen Winkels (. Fiir das gestorte Potential wird eine Eikonaldar-
stellung im Ballooning-Formalismus verwendet (siehe Anhang B). Dabei wird die Mo-
denstruktur entlang der Feldlinie explizit ausgewertet und fiir die Richtung senkrecht
zur Feldlinie eine rasche Variation der Mode gegeniiber Hintergrundgréfien angenom-
men. Dies entspricht dem iiblichen Bild von Driftwellen mit V||® < V@ und einer
kleinen Driftskala r. = ps;/ao < 1. Ein eventuelles statisches radiales Hintergrundfeld
wird hier nicht beriicksichtigt (®o(s) = 0). Es 1aBt sich daher schreiben:

® = &((, s) - exp[—iwl + ima], (4.10)

Darin ist m die (hohe) senkrechte Modenzahl. Man erhalt aus (4.6-4.10) eine gewohn-
liche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir das elektrostatische Potential ®:

Vi = U((,w)d. (4.11)

Das normierte komplexwertige Potential U = adlU (siehe auch [10, 123, 95, 33]) ist
hierin gegeben durch

. : . B R
U= —% l&; (r3m2|Voz|2 + Tf) —r.m(b x Va)-Ral . (4.12)

e

Hier wurden die dimensionslosen Grofen ® = e® /T, V = aoV, T, = T./Tew,
B= B/ By und & = wag/ ¢, eingefiihrt. Ty ist die Elektronentemperatur auf der Achse,
ap ist der kleine Radius, und wir kiirzen ab &p = Vin nog — Vln B. Das Magnetfeld
wurde ausgedriickt durch b=B/B = %(@'s x Va).

Bedenkt man, dal £ = 1 — 20 und @ = wg + 14 beides komplexwertige GroBen sind
und schreibt weiter ® = Ci)R + z'Ci)I, U= ugr + tuy, so erhdlt man schlieBlich einen Satz
gekoppelter gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

o up —u o
POz )= ) 4.13
¢ ( b ) ( ur UR b ( )
F =1/(2B.J) ist ein metrischer Faktor, wobei J = [Vs - (VO x V()]™" die Jacobide-

terminante der Transformation zu Boozer-Koordinaten darstellt. Damit ist

2

) (B N e (4B
F2T = —40 ) [w ( Tf + rmeBK) + er ( - C)] . (4.14)

Ly

e

Die Skalenlédnge L, des Dichtegradienten ist definiert als L ' = 95 Inng. Unter Benut-
zung metrischer Elemente ¢ = Vy - Vv mit (p,v) € (s,6,() erhilt man

K =g = g [(21_%/985)2 + AQ] : (4.15)

¢ = g [(23/9“)2-/%N+A-/%G]. (4.16)
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Alle metrischen Elemente ¢*” sind periodisch in (. Sakularitat (siehe Abschnitt 2.3)
beziiglich einer Lokalisierung (,, erfolgt durch Terme proportional zur globalen Ver-
scherung ds¢. Man beachte, dafl K ~ k% proportional zum Quadrat des senkrechten
Wellenvektors ist. Die sikulare Grofle

S

g
gS.S

A=

(4.17)

wird interpretiert als integrierte lokale Verscherung (siehe Abschnitt 2.3). Es wird ferner
die Notation o )
/%N:VhlB-VSZZgSMaMlHB (4.18)
m

fiir die normierte Normalkriimmung benutzt und
ko =VInB-(Va—AVs) (4.19)

fiir die geodatische Kriimmung. Magnetfeld und alle metrischen Groflen werden, wie
in Anhang A beschrieben, aus Gleichgewichtscodes ermittelt. Die Driftwellengleichung
(4.13) mit der Darstellung (4.14-4.16) ist zur Behandlung genereller toroidaler Magnet-
feldgeometrie giiltig.

Die im folgenden verwendeten Feldgeometrien beziehen sich fiir die Konfiguratio-
nen Wendelstein 7-AS und Wendelstein 7-X auf deren Vakuumfeld (8 = 0). Fiir die
Reaktorkonfiguration HSR wird ein Gleichgewichtsfeld fiir 5 = 5% zugrundegelegt. Die
Feldgeometrien fiir # = 0 von HSR und Wendelstein 7-X sind nahezu identisch, wenn
sie (wie im folgenden getan) auf den jeweiligen kleinen Plasmaradius skaliert werden.

8.0XXNX[XXNX[XXNX[XXNX[XXNX[XXNX[XXNX[XX!X[XX!X[XX!X

6.0ft

(60)1/2

4.0f

B/B,

2.0

00HHMH111HﬂHHM1HMLHMHHHHMHHHH
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

¢/2mt  entlang Feldlinie

Abbildung 4.1. Die sidkulare Grofie g®® ist proportional zum senkrechten Wellenvektor k. Die Darstellung
zeigt g®*({) und B(({) entlang einer Feldlinie (s=1/2, a=0) in HSR.



Numerische Lésung des Eigenwertproblems 19

4.2 Numerische Lésung des Eigenwertproblems

Das System (4.13) gewohnlicher schrodingerartiger Differentialgleichungen wird mit
herkémmlichen SchieBmethoden gelést. Hierfiir wurde im Rahmen dieser Arbeit ein
komplexwertiger Eigenwertcode fiir allgemeine dreidimensionale Magnetfeldgeometrien
entwickelt. Die Helias-Konfigurationen setzen sich aus finf identischen Feldperioden
mit jeweils zwei Symmetriebenen zusammen (vergl. Abb. 2.2). Eine Symmetriebene
ist eine poloidale Ebene, die eine fiinffache toroidale Rotationssymmetrie aufweist und
gleichzeitig eine Linie zur Stellaratorsymmetrie [31] schneidet. Das magnetisches Ko-
ordinatensystem sei derart definiert, daB der Ursprung 6y = (o = 0 (und damit auch
a = 0) auf der TorusauBenseite an der “Dreiecksebene” liegt (vergleiche Abbildung
2.2). Die andere (“bohnenférmige”) Symmetrieebene liegt bei ¢; = 7/5. Entlang einer
durch (6o, (o) oder (g, (1) fithrenden Feldlinie erfiillt eine GleichgewichtsgroBe f(() die
Symmetrie f((o1 + () = f((o1 — (). Alle bisherigen Behandlungen in der Literatur zu
Driftwellen in stellaratorahnlichen Konfigurationen [95, 96, 33| als Eigenwertproblem
hatten lediglich symmetrische Moden lokal zu derartigen symmetrischen Feldlinien zum
Gegenstand. Hier werden diese Ansitze auf beliebige Modenstrukturen erweitert, da
die instabilste Mode a priori nicht unbedingt als symmetrisch zu erwarten ist, und eine
solche Erweiterung die Behandlung nicht nur auf symmetrische Feldlinien beschrankt.

Der SchieBalgorithmus basiert auf einem Runge-Kutta-Schema als Randwertaufga-
be [50]. Entlang der Feldlinie werden im Rahmen der Ballooning-Transformation (siehe
Anhang B) fiir ( - 00 WKB-Randbedingungen angenommen. Fiir eine Gleichung der
Form (4.11) ergibt sich fiir einen geniigend weit ausserhalb des Lokalisierungsgebiets
von quadratintegrablen Moden liegenden Randpunkt (., [9]:

A *(oo
Gy, =U exp [i / dg\/ﬁl : (4.20)
0

Der Losungszweig fiir nach aulen konvektierte Energie [93] ergibt weiterhin

_ (i\/_— %i—g) d. (4.21)

aé
aC

tCoo

Die Frequenzeigenwerte werden iteriert, bis das komplexwertige $ und dessen Ablei-
tungen im Rahmen einer festgesetzten Toleranz an einem Aufpunkt (,, von beiden Sei-
ten (4) iibereinstimmen. Als Routine zur Nullstellensuche wird ein zweidimensionales
Miiller-Verfahren verwendet [115]. Die Startpunkte der Iteration werden auf einem vor-
gegebenen Raster in der Frequenzebene variiert. Die Differentialgleichung selbst wird
auf einem diskreten Gitter entlang der Feldlinie mit einer Auflésung von 1000 Punkten
in ¢ pro toroidalem Umlauf (27) durch Schieen von (., = (,, +10-27 gelost. Das nume-
rische Verfahren wurde durch Vergleich mit der analytisch bekannten Eigenwertlésung
[73] eines Parabelpotentials fiir U/ getestet. Da die Losung von Gl. (4.13) entlang einer
festgelegten Feldlinie unabhingig vom Aufpunkt (,, ist, 1aBt sich ohne Beschrankung
der Allgemeinheit ¢,, = (o festlegen. Es bleiben durch die Wahl von « und der radialen
Position s zwei Freiheitsgrade unbestimmt. Um die instabilste Mode einer gesamten
Konfiguration zu ermitteln, muf} eine Variation dieser Variablen vorgenommen werden.
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4.3 Lineares Spektrum fiir konstante Dissipation

Durch Losung der Gleichungen (4.13) fiir ein gegebenes Plasmagleichgewicht erhélt
man die Eigenfunktionen und ein Spektrum von Eigenwerten in der komplexen Fre-
quenzebene (wg,v). Nicht-quadratintegrable Losungen der Eigenfunktionen, wie sie
von Persson et al. [95] gefunden wurden, werden als unphysikalisch verworfen und im
Code automatisch unterdriickt.

Dieser Abschnitt beschrankt sich auf die Untersuchung von Losungen entlang der
einen Feldlinie o = 0, und es werden die Abhéngigkeiten der Lésung von geometrischen
Eigenschaften lokal zu dieser Feldlinie betrachtet. Die Abhangigkeit von a und s wird
explizit spater in Abschnitt 4.6 diskutiert.

Als Aufpunkt entlang der Feldlinie wird ¢,, = (o und als FluBfliche s=1/4 gewahlt,
was der Hélfte des kleinen Radius beziiglich der letzten geschlossenen FluBfliche ent-
spricht. Fiir die Dichte wird ein glockenformiges Profil mit n = ngo(1—s)* angenommen.
Die lokale Temperatur sei Te(3:1/4) = 0.65. Fiir den Parameter § in Gleichung (4.3),
der beispielsweise Dissipation durch Stofiprozesse beschreibt, wird beliebig ein Wert
d = 0.01 festgelegt (wie etwa auch bei Ref. [95]). Fiir § = 0 sind alle erhaltenen Losun-
gen marginal stabil. Die Abhéngigkeit von diesem Parameter wird hier nicht weiter
diskutiert. In Abschnitt 4.4 werden spater Moden aus dissipativen gefangenen Elektro-
nen in einem storungstheoretischen Ansatz fiir § untersucht. Zunachst wird der Einfluf}
der Geometrie ohne die weitere Komplikation von gefangenen Teilchen betrachtet.

Ein typisches Frequenzspektrum zu einer Modenzahl m = 50 fiir den Helias-
Stellarator Wendelstein 7-X mit § = 0.01 ist in Abb. 4.2 dargestellt. Gezeigt sind
darin auch reelle Eigenfunktionen ®x dieses Spektrums. In Ubereinstimmung mit den
Referenzen [10, 95, 33] erhélt man je nach Wahl der Parameter sowohl schwach wie
auch stark lokalisierte Moden.
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Abbildung 4.2. Frequenzspektrum und FEigenfunktionen von Driftwellen in Wendelstein 7-X fiir eine Mo-
denzahl m = 50 und Nichtadiabatizitidt § = 0.01 lokal zu einer Feldlinie (s=1/4, a=0).

Ein derartiges Spektrum wird fiir eine Reihe von senkrechten Modenzahlen m in
den drei Helias-Konfigurationen berechnet, woraus sich jeweils die Anwachsrate v und
reelle Frequenz wg der instabilsten Mode (lokal zur betrachteten Feldlinie) ablesen
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laBt. Damit Effekte der Geometrie auf die Anwachsrate nicht durch Artefakte aus den
unterschiedlichen Groflen der Experimente verfdlscht werden, sind Langenskalen auf
den jeweiligen kleinen Radius normiert. In Abb. 4.3 werden die drei somit erhaltenen
Modenzahlspektren verglichen. Die Driftskala r. = pg;/ao wurde identisch mit r, =

0.005 auf den ungefahren Wert fiir W7-X festgesetzt.

0.01,

0.008— -

» 0.006/-

C

y 3/

0.004

0.002-

| -
0O 50 100 150

senkrechte Modenzahl m
Abbildung 4.3. Modenzahlspektren der Helias-Konfigurationen W7-AS, W7-X und HSR im #§-Modell (a=0).

Eine Verringerung der Anwachsrate, wie sie hier von W7-AS nach W7-X und HSR
zu erkennen ist, ist groBtenteils ein Effekt der lokalen Verscherung. In Abb. 4.4(a) ist die
lokale Verscherung S fiir alle Konfigurationen auf der betrachteten Feldlinie dargestellt.
Dem Anstieg des Absolutbetrags von S kann dabei eine mafigebende Bedeutung in
den zu beobachtenden Unterschieden zwischen den Konfigurationen zukommen, da
Verscherung gemeinhin eine Stabilisierung von Driftwellen bewirkt [123].
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Abbildung 4.4. (a) Lokale Verscherung und (b) normierte Normalkriimmung (a=0).

Jedoch zeigt HSR in Abb. 4.3 trotz geringerer absoluter lokaler Verscherung ein
giinstigeres Verhalten als W7-X. Neben der lokalen Verscherung kommt im gegenwérti-
gen Ballooning-artigen Driftwellenmodell als weiterer geometrischer Mechanismus, wie
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in Abb. 4.4(b) dargestellt, die Normalkriimmung (normiert als kx/4/¢°) in Betracht.
Diese ist auf der betrachteten Feldlinie fiir HSR giinstiger im Gegensatz zu einem
wesentlichen Bereich mit destabilisierenden negativem sy fiir W7-X (vgl. Ref. [77]).

4.4 DTEM: Dissipative Moden durch gefangene Elektronen

In einem magnetischen Spiegel eingeschlossene Teilchen kénnen durch StéBe befreit
werden und damit eine Instabilitdt treiben [67]. Die effektive StoBfrequenz veg ist durch
die reziproke Zeit gegeben, die ein Teilchen benétigt, um seinen Steigungswinkel durch
StoBe so zu verdndern, daf} es den Spiegel verlassen kann. Fiir Elektronen der Energie
E ist veg = (vei/€)(Te/ E)S/ 2 wobei v,; die Elektron-lIon-StoBfrequenz fiir thermische
Elektronen ist. €(s) = (Bpmaz — Bo)/ Bo stellt in einem Stellarator den Anteil (iiberwie-
gend helikal) gefangener Elektronen dar (siehe z.B. Ref. [7]). In einem Tokamak ist der
Beitrag toroidal gefangener Elektronen ¢ ~ 1/A,.

Die lineare Theorie dissipativer Moden durch gefangene Elektronen
von Dominguez el al. [33] fiir die Geometrie eines Torsatrons mit hoher globaler Ver-
scherung diskutiert. Hier wird diesem stérungstheoretischen Ansatz im wesentlichen
gefolgt, welcher ausgeht von der Gleichung

I wurde bereits

Vid = (U + U7)d. (4.22)

Darin ist [y reell und entspricht Gleichung (4.12). U, = i34 ist der imaginare gestorte
Anteil des effektiven Potentials, wobei nun ¢ aus der Wirkung der gefangenen Elektro-
nen ermittelt wird. Man berechnet ®(¢) und die reellen Eigenfrequenzen wg zunachst

aus der reellen Gleichung W@ = agi) — Uy® und bestimmt durch Stérungsrechnung

die komplexe Anderung der Eigenfrequenz zu

[ dn®oUs (wo) (o)
fdnd3 5R|

iy = (4.23)

0 dw

Ein expliziter Ausdruck fiir U; 1aBt sich durch Integration des nichtadiabatischen An-
teils g der gestorten Verteilungsfunktion der Elektronen angeben. Dieser ist fiir stof-
behaftete gefangene Elektronen gegeben durch [33]:

o(B) iFy (w —w, [1 + 7 (% - Z)D (6) =igo (). (4.24)

Veff

Darin ist Fy die Gleichgewichtsverteilung der Elektronen. Die Mittelung der elektro-

statischen Potentialstérung, <<i)> = ([ dty®)/(f dty), wird iiber die Pendelzeit t, = n/v),
entlang der Feldlinie berechnet. Der nichtadiabatische Anteil der gestérten Dichte,
M ish = 27Ti/dv||/dengo<<i)>, (4.25)

ngo

wird durch Integration von g iiber den Geschwindigkeitsraum erhalten. Anders als im

A

letzten Abschnitt ist § nun nicht langer konstant, sondern wirkt als Operator auf (®).

! DTEM: (engl.) dissipative trapped electron mode.
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Es 1aBt sich § explizit durch einen Wechsel der Variablen von

vy =y —B= und v=1/=—(1— B/A) (4.26)

m m

2 ~F 2K
A

zu F und A = E/uB auswerten. Unter Beriicksichtigung von veg(E) = (E/T)B/zl/é?f)
1aBt sich die Integration iiber £ durchfiihren:

2 oW K @0) 3 ] dA /A3
0=— —|l1—— )+ | —. (4.27)
VT &) 2 VA - B
Die diamagnetische Frequenz der Elektronen ist darin gegeben durch @, = —2r.m
OsInngT./B = r*t.b£0)/B. Mit U; wie oben und Uy = U(€ = 1) erhalt man schliefilich
Ca 21 C(Ajg w(o) 3 C(AJO H1
i el i 1 — = 4.28
W= ET 5 + 5 (4.28)

=3 /dAA 3/2

Interv

FW‘/( PN =B B(C))’

_ [ d¢ 2ol 4+
Hy, = / P Do [Qwo (Tm IVal|® + T) —m(b x Va)- ] .

e

Die Integration iiber ( entlang der Feldlinie wird zwischen den Umkehrpunkten durch-
gefithrt, und die tiber die Teilchenenergie A = E/(uBg) zwischen Maxima von B ent-
lang der Feldlinie in einem Spiegelintervall; hieraus ergibt sich ein Faktor 2 in Gl. (4.28)
gegeniiber Ref. [33]. Einige weitere Unterschiede folgen u.a. aus der expliziten Beriick-
sichtigung der B-Abhéngigkeit von p,. In Hp ist iiber alle helikalen und toroidalen
Spiegelintervalle zu summieren.

0.25[—

DTEM W7-X
a=0

A IS S S SO NN N SO
50 100 150

wafc, senkrechte Modenzahl m
Abbildung 4.5. Links: DTEM Frequenzspektrum fiir Wendelstein 7-X (m = 50). In den Fenstern dargestellt
sind Wellenfunktionen ® g einiger helikal oder toroidal lokalisierter Eigenmoden. Rechts: DTEM Modenzahl-
spektren fiir W7-AS, W7-X und HSR.



24 Lineare Theorie: Driftwellen

Damit ergeben sich wiederum Modenzahlspektren fiir die drei Konfigurationen. Es
wird in allen Féllen f.g = 0.2 gleichgesetzt. Fiir W7-X und m = 50 ist das lokale Fre-
quenzspektrum auf o = 0 in Abb. 4.5(a) gezeigt. Die instabilsten Losungen (lokal zur
Feldlinie) fiir alle untersuchten Modenzahlen m sind in Abb. 4.5(b) zusammengestellt.
Zusétzlich zur Rolle der lokalen Verscherung, wie sie im letzten Abschnitt diskutiert
wurde, hat hier auch das Zusammenwirken zwischen Spiegelintervallen und Bereichen
mit guter und schlechter magnetischer Kriitmmung eine Bedeutung. In W7-X sind Elek-
tronen generell zum Grofiteil in Bereichen gilinstiger Magnetfeldkriimmung gefangen.
Andererseits entstehen in W7-AS durch die dort nahe am Plasma gelegenen Feldspulen
zusitzliche magnetische Fallen.
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Abbildung 4.6. Lokalisierung der instabilsten m = 50 Moden in W7-AS, W7-X und HSR, zusammen mit
der jeweiligen Magnetfeldstiarke B({) (schattiert) entlang der Feldlinie oo = 0.

Fiir die bisher betrachtete Feldlinie (a=0, s=1/4) sind die Eigenfunktionen des
elektrostatischen Potentials ®(¢) zusammen mit dem Magnetfeld B fiir die instabilsten
m = 50 Moden in Abb. 4.6 dargestellt. Man erkennt die starke Lokalisierung der
Wellenfunktion in einer einzigen helikalen Mulde von W7-AS. Wie in Ref. [33] dargelegt
wurde, tragt eine wachsende Lokalisierung zur hoherer Instabilitat bei. Demgegeniiber
zeigen die Moden von W7-X und HSR eine Delokalisierung in mehrere Mulden.



Die Rolle der lokalen Verscherung 25

4.5 Die Rolle der lokalen Verscherung

Die Ergebnisse der beiden letzten Kapitel implizieren eine bedeutende Rolle der loka-
len Eigenschaften von Verscherung und Kriitmmung fiir die Driftwellenstabilitdt. Um
die Abhéngigkeit von diesen Gréflen néher zu untersuchen, wird wieder das bisher
einfachste Modell in der “/6”-Beschreibung (aus Abschnitt 4.3) verwendet.

Gleichungen (4.16) sind bereits explizit durch A, kx und kg ausgedriickt. Jede
dieser Gréflen wird nun unabhéngig voneinander mit einem konstanten Faktor skaliert:
A = MA Ky = Avkny und kg — Agkg. Fiir ansonsten gleiche Parameter wie in Ab-
schnitt 4.3 wird fiir eine bestimmte Konfiguration (W7-X, m=>50) einer der Faktoren
A variiert und die anderen beiden konstant auf eins gehalten. Da jedoch das Gleichge-
wicht selbst nicht konsistent mitmodifiziert wird, ist dieses Verfahren genaugenommen
nur fiir kleine Variationen um A & 1 sinnvoll.
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Abbildung 4.7. Modifikation der Anwachsraten durch Variation von lokaler Verscherung (A) und Kriimmun-
gen (k) durch einen konstanten Faktor A.

Es ergibt sich die in Abb. 4.7 dargestellte Abhangigkeit. Mit steigender integrierter
lokaler Verscherung A nimmt die Anwachsrate deutlich ab. Dies gibt weitere klare
Evidenz fiir die Vermutung aus den letzten Kapiteln, dafl die ermittelten Verhaltnisse
beziiglich Stabilitat fiir die verschiedenen Helias-Konfigurationen hauptsachlich aus
den Unterschieden in den Eigenschaften der lokalen Verscherung riithrt. Diese geht in
das effektive Potential U als A2 in erster Linie iiber k? ~ g** ein und vergroBert den
Realteil des ersten Terms in (4.12) gegeniiber dem destabilisierenden Imaginarteil §
der Phase £.

Damit wurde numerisch in einer realen Geometrie gezeigt, dafl in “verscherungs-
freien” Stellaratoren die lokale Verscherung eine stabilisierende Rolle iibernimmt, im
Gegensatz zu globalen Verscherungseigenschaften und den damit verbundenen lota-
Abhéngigkeiten, die sich in dem in Ref. [33] untersuchten Torsatron (“ATF”) und in
Tokamaks als bedeutend erwiesen. Entlang der untersuchten Feldlinie ist xkx grofiten-
teils negativ im Bereich der Modenlokalisierung, wie aus Abb. 4.4(b) hervorgeht. Ein
hoher Vorfaktor Ay bewirkt daher hier eine leichte Verstarkung der Instabilitdt. Die
geodatische Kriimmung, welche in Helias-Konfigurationen minimiert ist, zeigt ein nur
geringfligig ausgepragtes gegensétzliches Verhalten.
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4.6 Radiale und poloidale Abhéingigkeiten

In diesem Abschnitt wird als erstes die Einschrankung auf eine festgesetzte Feldlinien-
marke o aufgegeben. Es wird dazu das DTEM-Modell aus Abschnitt 4.4 verwendet. Es
erweist sich, dafl die Abhangigkeit des Frequenzspektrums von dieser Feldlinienmarke
a, selbst fiir eine einzige betrachtete Modenzahl (hier m=>50) und eine radiale Position
(s = 0.25), zu einer komplexen Bandstruktur fiithrt. Reelle und imaginire Eigenfre-
quenzen sind in Abb. 4.8 gegen a aufgetragen. In einem Fenster in der Abbildung ist
ein Ausschnitt vergroflert dargestellt, um zu zeigen, daf die reellen Frequenzbénder sich
nicht schneiden, sondern vielmehr kleine Bandliicken aufweisen. Die gesamte Struktur
konnte numerisch nicht in allen Details aufgelést werden. Aus dem Detailreichtum der
Abbildung geht auch deutlich hervor, dal es rechnerisch sehr aufwendig wird, die kom-
plette Bandstruktur in den beiden verbleibenden Dimensionen des Parameterraums
auflosen zu wollen, also fiir eine Vielzahl radialer Positionen und Modenzahlen. Aus
selbem Grund ist das Auffinden der global instabilsten Mode einer gesamten Konfigu-
ration im Rahmen des hier verwendeten Modells nur schwerlich zu realisieren. In der
folgenden Diskussion zu radialen Aspekten des Spektrums wird daher wieder auf eine
lokale Analyse entlang einer Feldlinie (@ = 0) zuriickgegriffen.
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Abbildung 4.8. Bandstruktur der komplexen Frequenzen wr und v in Abhingigkeit von der Feldlinienmarke
a/2w. Die gesamte Struktur konnte mumerisch nicht in allen Details aufgeldést werden und erscheint daher
liickenhaft. Fenster: Reelle Frequenzbinder tiberschneiden sich nicht.

Zur Diskussion der radialen Abhéngigkeit werden die Gradientenparameter L, (s)
und 7.(s) aus experimentell (an W7-AS) gefundenen Profilen bestimmt: Im folgenden
sind n/ng = [1 4 6.67s%7]7* und T, = [1 + 33.3528]~! (vergleiche dazu Abb. 2.4). Die
resultierenden Anwachsraten im DTEM Modell sind in Abb. 4.9 gezeigt. Der radiale
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Verlauf der linearen Anwachsrate ist weitgehend von den Plasmaprofilen abhangig. In
der Abbildung ist ebenso die durchschnittliche Modenbreite A¢(s) entlang der Feldlinie

aus

at= ([ aclopeyi([ aciop) (4.29)

eingetragen. Damit 148t sich durch die gendherte Annahme &y = 5 - A, - ky [123, 33]
auch die radiale Modenbreite zu A, = p,/(SA.) bestimmen.
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Abbildung 4.9. Radiale Abhéngigkeit von linearer Anwachsrate, reeller Eigenfrequenz und der Ausdehnung
A¢ entlang der Feldlinie (in Einheiten von Feldperioden) der lokal instabilsten m = 50 DTEM Eigenfunktionen
in W7-X.

Aufgrund einer mit dieser Naherung ermittelten groflen radialen Breite helikaler
Moden in der von ihnen untersuchten Torsatrongeometrie haben Dominguez et al. ge-
folgert, dafl dort in Entladungen mit gutem Finschlufl diese Moden marginal stabil
sein miifiten, und leiteten daher nur Einschrankungen beziiglich Dichte- und Tempe-
raturgradienten fiir marginale Stabilitdt ab. Im Fall von Helias-Konfigurationen sind
die instabilsten Moden entlang der Feldlinie weiter ausgedehnt als in Ref. [33]. Ein
wichtiger Unterschied liegt weiter am bestimmenden Einfluf der lokalen Verscherung
in Gl. (4.28), wogegen fiir ein Torsatron die globale Verscherung die relevante Grofle
ist. Damit ergeben sich fiir die Modenbreite A, in Helias-Konfigurationen keine unrea-
listisch hohen Werte.

Ein direkter Vergleich der hier berechneten Driftwellenspektren mit experimentel-
len Beobachtungen kann nicht ohne Vorbehalt stattfinden, da aus der linearen Theorie
im besten Falle qualitative Ubereinstimmung erwartet werden kann und eine sinn-
volle Interpretation von Fluktuationsmessungen nur im Rahmen einer nichtlinearen
Turbulenzsimulation vorgenommen werden kann. Auch ist im Stellarator der Wellen-
zahlvektor eine nichtlokale Grofle entlang des Felds, wogegen aus dem Experiment £
nur lokal zu bestimmen ist. Ein typischer, in der Néhe der Separatrix erhaltener Wert
fiir den senkrechten Wellenvektor in Experimenten an WT7-AS ist k; = 1.74em ™!, was
in der hier verwendeten Notation einer Modenzahl von etwa m = 15 entspricht. Dieser
Wert fiir m kann daher nur eine grobe Naherung sein. Dennoch ergibt eine Berechnung
fiir experimentelle Parameter eine qualitativ annehmbare Ubereinstimmung beziiglich
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der spektralen Maxima, auch wenn die hochste gemessene Fluktuationsamplitude bei
f &~ 3 kHz nicht sehr gut mit der hierfiir berechneten héchsten Anwachsrate bei etwa
f ~ 11 kHz iibereinstimmt. Fiir einen Randwert von s ~ 0.99 ergibt die Rechnung
eine grofie toroidale Ausbreitung der Driftmode (A, ~ 50). Aufgrund der daraus re-
sultierenden geringen radialen Modenbreite in W7-AS (auch fiir kleinere Radien s)
konnen sowohl die Instabilitdtsmechanismen des DTEM- als auch des i6-Modells den
experimentell beobachteten Fluktuationen zugrundeliegen.

4.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine vergleichende numerische Studie zu linearen Driftwellen
in Stellaratorkonfigurationen der Helias-Klasse durchgefiihrt. Komplexe Frequenzspek-
tren und Eigenfunktionen wurden sowohl fiir ein einfaches Fliissigkeitsmodell mit be-
liebiger Nichtadiabatizitat § als auch fiir die physikalisch realistischeren Moden durch
gefangene Elektronen ermittelt. Hierzu ist ein Eigenwertcode fiir generelle dreidimensio-
nale Geometrie unter Ballooning-Transformation entwickelt worden. Erstmals wurden
damit Eigenwertspektren in einem realen Stellarator und ohne Beschrankung auf nur
symmetrische Moden untersucht.

In den Fallstudien lokal zu einer bestimmten Feldlinie konnte eine deutliche Ver-
ringerung der linearen Anwachsrate mit verbesserter Stellaratoroptimierung in HSR
und W7-X gegentiiber W7-AS beobachtet werden. Dies konnte grofitenteils als Effekt
der lokalen Verscherung verstanden werden, deren Betrag aufgrund einer hoheren He-
lizitdt bei fortgeschrittener Optimierung ansteigt. Die intrinsische globale “Versche-
rungsfreiheit” der Helias-Konfigurationen ist dabei fiir die bestimmende Rolle der lo-
kalen Verscherung verantwortlich. Zusétzlich zur lokalen Verscherung bestimmen auch
die Krimmungseigenschaften die Driftwellenstabilitidt. Dies konnte durch Vergleich der
Spektren von W7-X und HSR gesehen werden, deren Vakuumfelder (3 = 0) sehr d&hn-
lich sind. Das Gleichgewichtsfeld von HSR bei 3 = 5% weist dagegen eine gilinstigere
mittlere Krimmung auf und fithrt zu geringeren Anwachsraten als im Vakuumfall.
Der EinfluB eines endlichen Plasmabeta iiber die Anderung der Magnetfeldkriimmung
wird im nachsten Kapitel fiir die durch die kriimmungsgetriebene Austauschinstabilitét
bestimmten I'TG-Moden (siehe Abschnitt 3.1) naher diskutiert.

Im Hinblick auf die Mode durch dissipative gefangene Elektronen (DTEM) 148t sich
folgern, daf}, soweit lokale lineare Analyse und die daraus abgeleiteten Modenbreiten
den Schluf} zulassen, diese weiterhin ein moglicher Kandidat fiir die Ursache anomaler
Diffusion in Helias-Konfigurationen bleibt. Dies steht im Gegensatz zu Ref. [33], worin
die grofle radiale Modenbreite in einem Torsatron zur Annahme gefiihrt hat, DTEM-
Moden seien nur nahe marginaler Stabilitit mit gemessenem Transport kompatibel.
In Helias-Stellaratoren sind die ermittelten Losungen mit relativ geringer Lokalisie-
rung entlang der Feldlinie und einer damit geringeren radialen Breite verbunden. Des
weiteren ist die Modenbreite in Helias-Konfigurationen mehr durch lokale Verscherung
bestimmt als durch die globale mittlere Verscherung im Torsatron.

Teile des vorliegenden Kapitels sind vom Autor in Ref. [69] veroffentlicht.



Kapitel 5

Lineare Theorie: Elektromagnetische I'TG-Moden

Die lineare elektromagnetische gyrokinetische Gleichung fiir einen Stellarator
wird aufgestellt. In diesem Modell sind sowohl Effekte eines endlichen Ionen-
temperaturgradienten (I'TG) als auch endlichen Plasmabetas enthalten. Dies
erlaubt die Untersuchung von Driftmoden mit realistischen Parametern eines
Fusionsplasmas. Numerische Resultate werden fiir den Helias Stellarator Re-
aktor HSR berechnet. Es wird gezeigt, dal die konsistente Behandlung von
Effekten endlichen Betas auf die Geometrie selbst einen wesentlichen Bestand-
teil in Untersuchungen zur Mikrostabilitidt darstellt.

Die Konzeptstudie zu einem Stellaratorkraftwerk HSR basiert auf der zu Reaktor-
dimensionen skalierten Konfiguration von Wendelstein 7-X (siehe Kapitel 2). Untersu-
chungen zur magnetohydrodynamischen Stabilitét von HSR ergaben die Moglichkeit
eines stabilen Plasmeinschlusses bis zu einem Beta (siehe Abschnitt 2.2) von {iiber
(3) = 4% hinaus [117]. Durch die Minimierung der geodétischen Kriimmung und der
Pfirsch-Schliiter-Strome wird bei einem optimierten Stellarator eine geringe Shafranov-
Verschiebung des Plasmatorus bei endlichem Plasmadruck erzielt. Die Erfahrungen
aus dem letzten Kapitel lassen aber bereits vermuten, dafl auch die relativ geringen
Verdnderungen des poloidalen Querschnitts in HSR zwischen dem Vakuumfeld und
einem (3) = 5% Gleichgewicht bereits Einfluf auf die Mikrostabilitat haben kénnen.

In diesem Kapitel wird untersucht, wie sich diese Verschiebung iiber die geome-
trischen Eigenschaften auf Driftmodenstabilitdt auswirkt. Die lonentemperatur ist in
einem Reaktorplasma im allgemeinen nicht mehr vernachlédssigbar, und es werden ki-
netische Effekte aufgrund des endlichen Gyroradius der Ionen relevant, die in einem
Fliissigkeitsmodell wie dem des letzten Kapitels nur eingeschrankt wiedergegeben wer-
den koénnen.

Ein gyrokinetisches elektrostatisches Modell, das einen endlichen lonentemperatur-
gradienten einbezieht, wurde fiir dreidimensionale Geometrie bereits von Lewandowski
aufgestellt [77, 78]. In diesem Kapitel wird der bisherige Ansatz auf elektromagnetische
gyrokinetische Driftmoden erweitert. Die grundlegenden Gleichungen dazu wurden von
Antonsen und Lane formuliert [3]. Im folgenden werden dieser Formalismus auf reale
Stellaratorgeometrie angewandt und Effekte eines endlichen 3 auf die gyrokinetische
Instabilitét in einer Helias-Reaktorkonfiguration untersucht.

29
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5.1 Die elektromagnetische gyrokinetische Gleichung

Befindet sich die typische Wellenldnge einer Stérung im Plasma in der Gréfenord-
nung der Gyrationsbahn eines lons (ki p; ~ 1), so erfahrt das Teilchen wihrend eines
Bahnumlaufs nur ein gemitteltes Bild der Potentialfluktuationen. Um diesem Effekt
Rechnung zu tragen, ist von der kinetischen Beschreibung eines Plasmas auszugehen.
Darin ist im Prinzip die Entwicklung der Verteilungsfunktionen f,(x,v,t) aller s Teil-
chensorten im Plasma zu verfolgen und in einem geschlossenen System zusammen mit
den Maxwellgleichungen zu lésen [112]. Die Kopplung an die Maxwellgleichungen er-
folgt durch Bildung zweier Momente fiir die Dichte n und Dichtestrom n'V:

n :/d?’vf, (5.1)
nV = /dgva. (5.2)

In der Praxis ist die vollstdndige Losung aus der Liouvilleschen Erhaltungsgleichung
fiir die Verteilungsfunktion im Phasenraum jedoch selten moglich. In der Plasmaphysik
geht man daher meist von einem Ansatz aus, in dem nach einer Mittelung iiber die
kinetische Gleichung die Wechselwirkung zwischen den Einzelteilchen auf eine durch
bilineare Terme gegebene Stofifunktion und gemittelte elektromagnetische Felder E
und B reduziert wird. In niedrigster Ordnung im Debye-Plasmaparameter' und damit
unter Vernachlassigung des StoBterms ergibt sich dann die Vlasov-Gleichung [72]

8t+v-Vx—|—%(E+v><B)-va:O. (5.3)

Die linearisierte gyrokinetische Gleichung wird aus der Vlasovgleichung durch Mitte-
lung iiber den Winkel der schnellen Gyrobewegung (w < ;) erhalten. Die Stérungen
aufgrund von Potentialfluktuationen werden als elektromagnetisch angenommen mit

E=-Vé+iwA,

worin der gestorte Anteil des Magnetfelds B = 4 XNA durch das Vektorpotential
A ausgedriickt ist. Hier interessieren Stérungen in f, ¢ und B mit kleinen senkrech-
ten Wellenlangen gegeniiber den typischen Langenskalen der Hintergrundfelder. Dies
erlaubt die Benutzung eines WKB Eikonalansatzes der fluktuierenden Groflen (siehe
Anhang B). Dann 148t sich die Integration zur Gyrophasenmittelung tiber den von der
Amplitude separierten Eikonalexponenten,

(ee) = Jo(kipi) (5.4)

durch Besselfunktionen J,,(k v, /€;) ausdriicken, und man erhdlt damit (siehe Refe-
renzen [102, 3, 54]) schlieBlich als lineare gyrokinetische Gleichung

—i(w —wp +iyb-V)h =w (aEFo _ B xmVa- \7F0>

Miﬂiw
(a6 = vyat) Jo+ vigem|Valli| . (5.5)

1 Debye-Plasmaparameter: gp = (n/\gl’))_l < 1 mit der Debye-Linge Ap = /0T /(ne?) [112]
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Diese Darstellung folgt der von Antonsen und Lane [3], wonach A in Komponenten

entlang der Vektoren b = B/B, b x V¥ und VW = mVa aufgespalten wird:
A =by —i5(b x VW) 4+ EVIV. (5.6)

In Ref. [3] wurde gezeigt, daf} der letzte Term darin unter einer Eichung mit V - A=0
um eine GréBenordnung kleiner in VW ist als der Rest und daher vernachléssigt werden
kann, wodurch sich ergibt

= iVW x A = —i(b x VW)¢ + b|VW|%. (5.7)

Die elektromagnetische gyrokinetische Gleichung (5.5) beschreibt den nichtadiabati-
schen Anteil h der gestorten lTonenverteilungsfunktion f; = —Foqb + Jo(h + FOJoqb) [77].
Die Verteilungsfunktion fiir das Gleichgewicht in niedrigster Ordnung, Fy, wird als
Maxwellsch angenommen. Elektronen verhalten sich adiabatisch. Im folgenden wird
diese Gleichung durch Einfiihrung expliziter Zeitdifferenzierung und eines endlichen
Ionentemperaturgradienten umformuliert. Letzterer wird wird durch den Parameter

n; = 05 In T; /05 In n beschrieben. Es sei ferner 7 = T;/T..

k

Gyrobahn
eines lons

Ty
X

Abbildung 5.1. Die lonen erfahren aufgrund ihrer Gyrationsbewegung ein gemitteltes Feld (gestrichelte
Linie), das geringer als das reale Feld ist (dicke Linie). Nach [63], Abb. 5A.1.

In Yy werden alle fluktuierenden Komponenten des elektromagnetischen Felds zu-
sammengefaflt:

R € € eo
= Jo% - UHJO% + UJ_m|Voz|J1f.

Die Verteilungsfunktion wird auf F normiert und damit eine neue abhangige Funktion
H = h/Fy— x definiert. Weiter werden zur Normierung die Gradienten auf den kleinen
Radius ag bezogen, die Zeit ¢ als tvy,;/ag geschrieben, Geschwindigkeiten als L=

v||7L/vth,2- auf die thermische Tonengeschwindigkeit v;,; = +/7T;/M; bezogen und das
Magnetfeld als B = B/ By auf den Wert an der Achse. Es wird weiter r.; = p;/ao

(5.8)
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definiert, und es ist V| = (ZEj)_lac. Damit kann die normierte elektromagnetische
gyrokinetische Gleichung geschrieben werden als

A A

0.H = —QBHjag(H +X) — 1 QpiH — 1(Qpi — Q)x. (5.9)

Darin ist die diamagnetische Frequenz der Tonen gleich 0, = 2mr,;L-'[1 —I—m(:z:H z?

3/2)] mit der Dichtegradientenlinge L, = (d;Inn)~'. Die Kriimmungsdrift der Ionen
Qp; = VW - vp; wird mit vp; = p;e;b x [:z:ﬁ(b V)b + (1/2)22 VIn B] zu

*7 1
Qp, = ( 23+ 2%) (b x VInB) - Va] + mruL7'(1 + n;)Ba?

L2
:%Gﬁ‘l'—fi)gss ( ) kN + A kg ruf
g

SS
n

m
_|_

(1+mi)zf. (5.10)

Gleichung (5.9) wird durch das Poissonsche Gesetz in Form der Quasineutralitiatsbe-
dingung und den Momentengleichungen im Ampereschen Gesetz abgeschlossen [3]:

/d%fi — /d% 3 (5.11)
(V x B), = i5|VS[A(VS x b) = —/di”va fi— £, (5.12)

(V x B = |VS|?bi) = Eo%/d vbuy(f: — ). (5.13)

Daraus lassen sich explizite Ausdriicke fiir die elektromagnetischen Potentiale

A e 5 1 ey . 1 e
= —, = —, und ¢ = — 5.14
¢ T; v Bopso T; Bopso3 T; ( )
gewinnen, und es ergibt sich schlieflich mit der Abkiirzung w = r?m?g>®
X = Job — 2B + 2L BJi6, (5.15)

wobei

2
VAl + 7= lo(5) exp(—3)]
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Gleichungen 5.9 und 5.15 beschreiben Quasimoden der fluktuierenden Gréfen ent-
lang einer Feldlinie (siche Anhang B), welche durch den Ionentemperaturgradienten
(ITG) und Kriitmmung destabilisiert werden.
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5.2 Numerische Lésung als Anfangswertproblem

Die gyrokinetische Gleichung (5.9) wird fiir H(z ., z,(,t) mit einem expliziten Lax-
Wendroff-Richtmyer-Verfahren entlang der Feldlinie als Anfangswertproblem gel6st.
Dieses zweistufige Einschrittverfahren mit zweiter Ordnung Genauigkeit in Ort und
Zeit ist vom Préadiktor-Korrektor-Typ, wobei nach der ersten Stufe eine Vorlésung zu
einem Zwischenzeitpunkt erzeugt und im zweiten, sogenannten “Leapfrog”-Schritt zur
endgiiltigen Losung korrigiert wird [98, 111]. Nach jedem der beiden Teilschritte werden
die elektromagnetischen Potentiale (5.15) ermittelt. Eine Modellgleichung

OH +0:Q =0

mit einer Quellfunktion ) erhélt im ersten Schritt die Form

1 At n
Hn+1/2 VK H" = 2+1 i—1
2 2( 2+1 —I_ 21— 1) 2 2A§ I

wobei untere Indizies die Ortsdiskretisierung und obere Indizes die Zeitschritte darstel-
len. Durch die Mittelwertbildung anstelle von H wird dieser Schritt stabilisiert. Der
zweite Schritt propagiert die Losung auf den endgiiltigen Zeitpunkt:

'{L+1/2 . '(L+1/2
Hﬁ4:1ﬂh—At(QH1 Qi +1ﬁ).

IAC

Dabei ist D} eine geeignete zusétzliche kiinstliche Dissipation, um numerische Instabi-
litaten im ansonsten nicht dissipativen “Leapfrog”-Schritt zu dampfen [98]. Fiir einen
Grofiteil der folgenden Rechnungen konnte auf diese kiinstliche Dissipation verzich-
tet werden, da die Rechnungen im allgemeinen schnelle Konvergenz zeigten, noch ehe
Gitteroszillationen auftraten. Das Verfahren ist in Abb. 5.2 dargestellt.

g N O ----------- ‘ ----------- Q ---------- Q

Y P S

i-1 i i+1
Abbildung 5.2. Veranschaulichung des Lax-Wendroff-Richtmyer-Verfahrens.

Nach jedem kompletten Zeitschritt wird die instantane lineare Anwachsrate v der
elektromagnetischen Potentiale qb, & und ¢ ausgewertet (hier am Beispiel von qb)

(1) = B In(|d])e (5.16)
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wobei

o L/Cnﬁéoo AL df’ (5 17)

18 = 5 [ dehact -

In der numerischen Darstellung wird die Anwachsrate im weiteren auf die diamagneti-
sche Frequenz &, = 2mr,; L' bezogen. Im Feldlinienmittel (5.17) ist (,, (analog zum
letzten Kapitel) ein toroidaler Referenzpunkt, der zusammen mit einem poloidalen
Winkel 6,, die lokale Feldlinie a = 8, — ¢(,, spezifiziert, auf der die gyrokinetische
Gleichung gelost wird. Fiir eine Analyse der gesamten Flufiflache mufl wiederum eine
Variation von « vorgenommen werden. Die Ausdehnung der Rechendoméne entlang der
Feldlinie (s — () muB groBer als die maximale Modenausdehnung gewahlt werden.

Im folgenden wird die Gleichung auf einer FluBifliche mit radialer Position s =
(r/ag)* = 0.5 gelost, auf der fiir die in einem Helias-Reaktor erwarteten Druckprofile
das lokale Plasma-Beta #(s = 1/2) ~ (1/2)(3) etwa der Hailfte des Mittelwerts ent-
spricht. Die numerische Integration wird mit einem Zeitschritt von At = 0.25 durch-
gefiihrt, bis die Anwachsrate v nach etwa ¢ &~ 300 auf einem unveranderten Niveau ver-
bleibt. Als rdumliche Auflésung wurde A¢ = 27 /1000 fiir (oo — () = £27 gewihlt.
Die Geschwindigkeitsdoméne ist Z|jmar = £4 und 21,4, = 4 mit einer Anzahl von
N =45 und N, = 15 Gitterpunkten. Weitere Verfeinerung der Auflésung fiihrte zu
keinen signifikanten Anderungen der Losung. Die Plasmaparameter werden zu 7 = 1,
n;, = 2.5, ki p; =mry; =1und L, = 0.2 gesetzt.
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Abbildung 5.3. Numerische Entwicklung der linearen Anwachsraten v4, v, und vy zu einem asymptotischen
Wert. Der Transient bei kleinen Zeiten ¢ ist von den Anfangsbedingungen abhangig.

Abb. 5.3 zeigt den zeitlichen Verlauf der linearen Anwachsraten wéhrend einer Be-
rechnung fiir (3) = 5% in HSR. Nach einer von den Anfangsbedingungen abhangigen
transienten Einschwingphase setzt sich die instabilste Mode durch, und die elektroma-
gnetischen Potentiale wachsen mit der selben linearen Rate. Ebenso wie im vorherigen
Kapitel ist die erhaltene Mode lokal zur betrachteten Feldlinie a. Fiir einen Aufpunkt
(m = (1 (“Bohnenebene”, vgl. Abb. 2.2) ist der Betrag der resultierenden Wellenfunk-
tionen fiir 6,, = 0 (also @ = 0.1 - 27) und 6,, = 7 in Abb. 5.4 gezeigt. Die jeweilige
Lokalisierung der Wellenfunktionen 148t sich verstehen, wenn die relevanten geome-
trischen Groflen entlang den Feldlinien dazu aufgetragen werden: I'TG-Moden werden
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in toroidaler Geometrie in erster Linie durch die Feldlinienkriimmung destabilisiert
[38, 91]. Die Moden lokalisieren auch, wie in Abb. 5.4 klar zu erkennen ist, in den he-
likalen Bereichen ungiinstiger Kriitmmung. Die lokale Verscherung, welche in der gyro-
kinetischen Gleichung in Qp; nur in Zusammenhang mit der in Helias-Konfigurationen
geringen geodéitischen Kriimmung erscheint, spielt bei dieser Lokalisierung keine be-
deutende Rolle. Die Normalkriimmung bestimmt deshalb auch direkt das Vorzeichen

der Krimmungsdrift in Gl. (5.10).
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Abbildung 5.4. Lokalisierung von |®({)| in HSR ({3)=5%) an helikal ungiinstiger Kriimmung.

Wie im letzten Kapitel ist auch hier zur Ermittlung der Stabilitdt eine Variation
in der Feldlinienmarke @ durchzufithren. In Abb. 5.5 zeigt sich in dieser senkrechten
Abhéangigkeit die fiinffache toroidale Symmetrie der Helias-Konfiguration: Die Feldlinie
mit a = 0.2 - 27 zeigt dhnliche Eigenschaften wie fiir ag = 0. So wie die Lokalisierung
der Mode durch die lokale Stérke ungiinstiger Kriimmung bestimmt ist, 1a8t sich diese
poloidale Variation durch deren mittlere Grole im weiteren Bereich der Lokalisierung
beschreiben. Der Mittelwert des ungiinstigen negativen Teils der Normalkriimmung,
((Ay < 0))¢, ist innerhalb ¢, + 27 fiir ap um etwa 5-10% grofer als fiir ay, und kann
damit die in Abb. 5.5 gezeigten Variationen aufgrund der Austauschinstabilitdt auch
quantitativ beschreiben.
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Abbildung 5.5. Variation der Anwachsrate mit der Feldlinienmarke « (dargestellt als a/27).
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5.3 Endlich-Beta-Effekte in einem Helias-Reaktor

Ein endliches Plasmabeta 3 = 2uonT/B?* geht in mehrfacher Hinsicht in die Analy-
se von ITG-Moden ein: Zum einen dndert sich die Geometrie des Gleichgewichtsfelds
durch die Shafranov-Verschiebung [117]. Andererseits geht 3 als Parameter direkt in
Gleichung (5.15) in die Gewichtung der elektromagnetischen Potentiale und in die
Kriiommungsdrift ein. Es 1aBt sich in erster Ndherung davon ausgehen, daf} sich die
Profile T'(s)/T(0) und n(s)/n(0) selbstahnlich mit wachsendem Druck dndern und so-
mit die Profilskalen L,(s) und n;(s) unverandert lassen. Die Eingangsgrofie k1 p; bleibt
ebenfalls unverdandert, da sich fiir ITG-Moden die Wellenlange am lonengyroradius
orientiert.

Um die beiden Auswirkungen eines endlichen Drucks auf die Anwachsraten zum
einen iiber die Geometrie und zum anderen iiber die Ankopplung der Alfvéndynamik
separat untersuchen zu kénnen, wird zunachst bei einer festgehaltenen Gleichgewichts-
konfiguration ((3)=0%) der Parameter 3 in Gleichung (5.15) alleine variiert. Es zeigt
sich in Abb. 5.6(a) eine verstiarkende direkte Auswirkung auf die lineare Anwachsrate
(markiert mit Kreisen). Dann wird der Parameter 3 = 0 festgehalten, und stattdessen
werden die fiir verschiedenen Plasmadruck bestimmten Gleichgewichtskonfigurationen
einzeln betrachtet (Rhomben). Dabei zeigt sich fiir diese elektrostatischen I'TG-Moden
eine stabilisierende Wirkung von steigendem Plasmadruck. Dies ist ebenfalls eine Fol-
ge der Krimmungsdrift, die durch die Verschiebung der Plasmasaule bei wachsendem
Druck in weiten Bereichen auf der FluBiflache ein giinstiges Vorzeichen erhalt. Fin der-
artiger Effekt der Stabilisierung von ITG-Moden wurde von Fivaz et al. [38] bereits
auch fiir die einfache Geometrie eines Tokamaks mit magnetischer Mulde im Rahmen
eines elektrostatischen Modells gefunden.
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Abbildung 5.6. Links: Bei Variation des Parameters 3 fiir eine feste Konfiguration HSR mit (3)=0% (Kreise)
steigt die Anwachsrate. Fiir elektrostatische Moden dagegen (Rhomben) tritt eine Stabilisierung durch die
Anderung der Gleichgewichtskonfiguration mit wachsendem Druck auf. Rechts: Beide Effekte gemeinsam
fiihren hier zu einer insgesamt geringen Anderung der Anwachsrate.
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In Abb. 5.6(b) sind sowohl die Konfiguration als auch 3 als Parameter konsistent
gemeinsam variiert. Die destabilisierende zusétzliche Kopplung an Alfvénwellen kon-
kurriert nun mit der Stabilisierung durch die Umkehr der Kriimmungsdrift bei steigen-
dem Druck. Dadurch dndert sich die Anwachsrate insgesamt nur unwesentlich.

Dieses Zusammenspiel stabilisierender und destabilisierender Faktoren kann fiir
einfache zweidimensionale Tokamakgleichgewichte mit einer gendherten analytischen
Beschreibung der Shafranov-Verschiebung tiber eine kontinuierliche Variation von (3
studiert werden. Fiir den Fall ; = 0 wurde von Rewoldt et al. [101] damit fiir die
Anwachsrate ein Maximum der Funktion v(3) gefunden. Die Gleichgewichte der Stel-
laratorkonfigurationen miissen jedoch in einem rechenintensiven iterativen Prozef} er-
mittelt werden [117] und standen fiir diese Arbeit nur zu einigen diskreten Werten des
Plasmadrucks zur Verfiigung. In diesem Bereich wird ein nahezu konstantes Plateau

der Abhéangigkeit v(3) erhalten.

5.4 Zusammenfassung

Die elektromagnetische gyrokinetische Gleichung fiir endlichen Ionentemperaturgra-
dienten und endliches Plasmabeta wurde fiir allgemeine dreidimensionale Geometrie
aufgestellt und ein Code zur Losung als Anfangswertproblem entlang der Feldlinie
entwickelt. Numerische Resultate wurden fiir die Helias-Reaktorkonfiguration HSR er-
halten. Die Lokalisierung der Eigenmoden ergab sich in Gebieten helikal ungiinsti-
ger Kriimmung durch die Austauschinstabilitat. Die Destabilisierung durch die Kriim-
mungsdrift beschreibt auch quantitativ die poloidale Variation der Anwachsrate mit
der Feldlinienmarke o.

Fiir die relevanten Werte des Plasmabeta eines Reaktors bis etwa 5% ergab sich fiir
die elektromagnetischen I'TG-Moden ein nahezu konstantes Verhalten der linearen In-
stabilitdt 4 mit wachsendem (. Dies ist auf zwei gegensinnige Effekte zuriickzufithren:
Im elektrostatischen Grenzfall fithrt die Verschiebung der Plasmaséule bei wachsendem
Druck zu einer Stabilisierung der ITG-Moden durch eine Verstarkung der beziiglich
Austauschstabilitdt giinstigen magnetischen Mulde in HSR. Andererseits ergibt sich
fiir elektromagnetische Moden durch die Kopplung an Alfvénwellendynamik eine De-
stabilisierung mit steigendem Parameter 3. Die Tendenz des Verlaufs von v(3) hangt
von der spezifischen Geometrie ab und kann in anderen Konfigurationen ein Maximum
aufweisen (vergleiche Ref. [57, 101] zu Tokamaks).

Der in diesem Kapitel behandelten linearen Theorie wurde eine adiabatische Elek-
tronendynamik zugrundegelegt. Als mdéglicher ndchster Schritt zu einer zukiinftigen
Erweiterung wére eine Kombination denkbar aus dem hier vorgestellten elektromagne-
tischen Modell mit dem elektrostatischen Hybridmodell von Lewandowski [78], in dem
die gyrokinetischen Ionen mit einer resistiven Elektronenfliissigkeit gekoppelt werden.
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Kapitel 6

Driftwellen: Direkte Numerische Simulation

Direkte numerische Simulationen von Drift-Alfvénwellen-Turbulenz werden erst-
mals in der dreidimensionalen Geometrie realer Stellaratoren durchgefiihrt. Der
Ubergang vom Tokamak zur Stellaratorgeometrie und die Auswirkungen auf
Randschichtturbulenz und anomalen Transport im Plasma werden in einem
FluBschlauchmodell fiir beide Konfigurationen und geeignete Interpolationen
untersucht. Wir identifizieren die relevanten Groflen, wie lokale Verscherung
und Kriimmung, die in den verschiedenen Formen der Feldgeometrie in die
Charakteristika der Turbulenz eingehen.

Die Resultate der beiden vorherigen Kapitel zeigten einen deutlichen Einflul der
Magnetfeldgeometrie auf Driftinstabilitaten in Stellaratorplasmen. Bisher wurde da-
zu nur die lineare Theorie betrachtet. Einen direkten Vergleich mit experimentellen
Fluktuationsmessungen oder eine Bestimmung des tatsidchlichen Transports ist damit
jedoch nicht moglich. Zur Beschreibung der aus Driftwellen resultierenden Turbulenz
sind dreidimensionale direkte numerische nichtlineare Simulationen nétig [103]. Die
Moglichkeit zur Simulation solcher Plasmaturbulenz in inhomogenen Magnetfeldern
ist in den letzten Jahren weit fortgeschritten. Zum einen wurden erweiterte Theori-
en entwickelt, die kinetische und elektromagnetische Effekte in Fliissigkeitsmodellen
beriicksichtigen [35]. Andererseits machte die technische Weiterentwicklung in der Ka-
pazitdat von Hochleistungrechnern deren numerische Losung auf relevanten Skalen erst
moglich.

Die meisten Simulationen zur Mikroturbulenz bedienen sich bisher jedoch der ver-
einfachten Geometrie eines verscherten QQuaders oder eines Ausschnitts entlang einer
Feldlinie (“FluBischlauch”) aus einem simplifizierten, kreisformigen und axialsymmetri-
schen Tokamak. Dabei weisen auch axialsymmetrische reale Tokamaks eine Formung!
des poloidalen Querschnitts auf. Neuere Untersuchungen, bei denen diese geometri-
schen Aspekte in Tokamaksimulationen einbezogen wurden, zeigen eine wesentliche
Auswirkung auf Turbulenz und Transport [105, 107, 128].

Im folgenden werden derartige Simulationen von Plasmaturbulenz erstmals auf
reale Stellaratorgeometrie von Heliaskonfiguationen erweitert und diskutiert.

! Durch Elongation, Triangularitit aus Shafranov-Verschiebung und Singularitit am X-Punkt eines Divertors [124].
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6.1 Fluid- und Gyrofluidsimulation von Drift-Alfvén-Turbulenz

Das zunédchst zugrundegelegte Modell fiir die folgenden Untersuchungen zur Geometrie-
abhédngigkeit von niederfrequenter elektromagnetischer Plasmaturbulenz ist das kalter
Ionen (7; = 0) und isothermer Elektronen [106]. Es werden Fliissigkeitsgleichungen fiir
beide Teilchensorten mit der iiblichen Annahme V|| < V| verwendet. Unter Driftord-
nung verbleiben Konvektion durch die £ x B Geschwindigkeit und die Anteile auf den
parallelen Gradienten durch das fluktuierende Magnetfeld als einzige Nichtlinearitéten.
Das elektrische Feld ist gegeben durch

E=—V®&—dAb, (6.1)

worin ¢ das elektrostatische Potential und A das Vektorpotential darstellen. Der (zei-
tunabhéngige) Einheitsvektor b ist wiederum parallel zum Magnetfeld B.

Die Dynamik wird durch die Divergenzfreiheit des gesamten Plasmastroms J, durch
die parallele Bewegungsgleichung fiir Elektronen, und durch die Kontinuitatsgleichung
fiir die Elektronendichte n. beschrieben. Die senkrechte Geschwindigkeit der Tonen

u, =vg+u, (6.2)

enthalt zusédtzlich zu der auch in der senkrechten Elektronengeschwindigkeit enthal-
tenen E x B Geschwindigkeit vy = (1/B*)E x B den Term u, = —(M;/eB?)(0d: +
vg - V)V ¢ aufgrund der endlichen Triagheit der Ionen. Die totale Ableitung unter
Driftordnung wird im folgenden abgekiirzt zu D; = d; + v - V, und der nichtlineare
parallele Gradient wird wie in Ref. [106] geschrieben als

Vi=b-V-j(bxVAj)-V. (6.3)

Es werden weiterhin die Schallgeschwindigkeit ¢ = (/T./M;, die senkrechte Ska-
lenlinge L, und die Driftskala p, = /T.M;/eB definiert. Es wird ¢ auf T, /e normiert,
n auf n., u) auf ¢;(qR/L.), J) auf n.ec;(¢R/L1), A auf BpSB(qR/LL) und die Wir-
belstirke Q auf p;?7T./e. V1 wird zu p;V_, Vy zu ¢RV), v zu (Ly/es)v und d; zu
(L1 /es)0:. Die abhiangigen Variablen sind noch auf den Driftparameter §y = p,/L 1

skaliert, z.B. ® < §5'e®/T.. In dieser Normierung lautet das Gleichungssystem (siehe
Ref. [106]):

D, = VH‘]H — Kn, (64)
AD| = =BOA| + V(n — ¢) — w0, Ay — i ]y, (6.5)
Din = —w,0yd+ V() — ) — K(n — ¢), (6.6)
€sDtU|| = —VHTL + wnﬂayAH (6.7)

mit den beiden Hilfsrelationen fiir die Wirbelstéarke und den parallelen Strom
Q=pVié und J=-V3iA). (6.8)
Der Kriimmungsoperator

K=—L.(bxVlogB?)-p,V (6.9)
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wird auf 7'/e normiert und mit der lokalen Profilskala I, /¢, skaliert. Das normierte
Plasma-Beta B = (ponT./B*)(qR/L1)* Gradientenskala w, = L, |VInn| und lonen-
tragheit 4 = m./M;(qR/L,)* sowie ¢, = (¢R/L,)* sind konstante Parameter. Die
Ableitung 9, ist der zur Richtung des Dichtegradienten senkrechte Anteil von V (zur
Anordung des Koordinatensystems siehe Abschnitt 6.2).

Die numerische Losung dieses Systems ist bereits von B. Scott [106] realisiert und
erfolgreich aul Tokamakgeometrie fiir einen groBen Bereich méglicher Plasmaparame-
ter (hauptsédchlich festgelegt durch 3, fi, v und w,) angewendet worden [105, 109].
Dabei wird ein Upwind-Differenzenverfahren zweiter Ordnung verwendet [26]. Die In-
itialisierung der Simulation erfolgt mit einer hinreichend hohen Fluktuationsamplitude,
die nichtlinear weiterentwickelt wird [103, 36] und dann in einen quasistationédren tur-
bulenten Zustand iibergeht. Hierbei zeigt sich auch deutlich der eigentlich nichtlineare
Charakter von Driftwellen: In einer zweidimensionalen verscherten Anordnung mit kon-
stantem Magnetfeld sind Driftwellen zwar linear stabil [46]. Es wurde jedoch gezeigt,
daBl bei geniigend hoher Anfangsamplitude der Stérung auch dieser Fall nichtlinear
instabil werden kann [103, 104].

Statische radiale elektrische Felder und eine damit verbundene Verscherung im
poloidalen Geschwindigkeitsfeld sind zwar fiir eine realistische quantitative Transport-
modellierung® im Grunde relevant [21, 22]. Im folgenden wird jedoch erst der Fall
¢o(r) = 0 fiir Konfigurationen ohne radiales elektrisches Feld betrachtet und es werden
lediglich die direkten Auswirkungen der Geometrie untersucht.

Das oben beschriebene Modell kalter Tonen bezieht die freie Energie zum Antrieb
der Instabilitdt aus dem Dichtegradienten. Auch ein geniigend steiler [onentemperatur-
gradient kann ein Turbulenzregime treiben [74], welches haufig fiir den Transport im
Plasmazentrum von Tokamaks verantwortlich gemacht wird [71]. Dabei ist zu bertick-
sichtigen, daBl die Modenstrukturen auch in der GréBenordung des Ionengyroradius
liegen kénnen und kinetische Effekte ein Rolle spielen werden. Nichtlineare, dreidi-
mensionale elektromagnetische gyrokinetische Simulationen werden auch bereits durch-
gefithrt (siehe z.B. [65]), erweisen sich erwartungsgemaf jedoch als duBerst rechenauf-
wendig. Die gendherte Einbindung gyrokinetischer Effekte in ein Fliissigkeitsmodell
(“Gyrofluid”) ist nur mit einem konsistenten Ansatz zum Abbruch der Momentenhier-
archie sinnvoll. Ein solches Modell durch Momentenbildung aus der gyrokinetischen
Gleichung (anstatt in der iiblichen Weise aus der komplett kinetischen Gleichung)
wurde von Dorland und Hammett entwickelt [35] und wurde auf Tokamakgeometrie
erweitert [6]. Ein elektromagnetischer Gyrofluidcode von B. Scott [107], der diesen
Ansatz benutzt und somit auch das Plasmazentrum fiir konsistente Turbulenzsimula-
tionen erschliefit, stand fiir die vorliegende Arbeit ebenso zur Verfiigung. Sowohl die
einfache Fluid- als auch die Gyrofluidversion dieses Codes wurden im Rahmen die-
ser Arbeit an die Behandlung von Stellaratorgeometrie angepafit. Die in den nachsten
Abschnitten folgenden Parameter- und Konfigurationsstudien sind zunachst mit dem
Fluidmodell fiir kalte Ionen durchgefithrt worden, da die Notwendigkeit der Losung
zusatzlicher Gleichungen im Gyrofluidmodell (siehe Anhang C) die Rechenzeit® dort
um einen Faktor vier bis fiinf erhoht.

2 Der mit dieser Geschwindigkeitsverscherung einhergehenden Dampfung von Fluktuationen wird von vielen Autoren

eine magliche Relevanz fiir das Verstindnis des 1.-H Ubergangs [120] zugesprochen (z.B. [21]).
3 Typischerweise ca. 6 Stunden auf 64 Prozessoren der Cray T3-E des Rechenzentrums Garching im Fluidmodell.
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6.2 Scherungskorrigierte Fluflschlauchmetrik

Die Berechnungen erfolgen in einem Flufischlauchmodell, das aus numerisch ermit-
telten MHD-Gleichgewichten von Stellaratoren, aus einem einfachen Tokamak-Modell
oder aus geeigneten gendherten Interpolationen zwischen beiden abgeleitet ist. Allen
betrachteten Konfigurationen wird das Helias-Konzept zugrundegelegt. Das heifit, auch
die in diesem Kapitel als “Tokamak” bezeichneten Konfigurationen weisen eine gerin-
ge globale Verscherung mit einer Rotationstransformation am Plasmarand von etwa
¢ =1/g =1 (W7-X) oder 1/2 (variabel in W7-AS) auf und besitzen eine fiinffache
Symmetrie in den toroidalen geometrischen Eigenschaften. Dies erméglicht die verein-
fachte Behandlung in einem Flufschlauch, wogegen allgemeine asymmetrische Kon-
figurationen in einer rechnerisch aufwendigeren FluBflichen-Hohlzylinder Darstellung
durchgefithrt werden miiiten. (Siehe dazu auch die Diskussion in Abschnitt 7.1.)

Die Anordnung des Koordinatensystems in einem solchen Flufischlauch entlang
des Magnetfelds erlaubt die Verwendung relativ weniger Gitterpunkte in der paralle-
len Koordinate z: Die als Standardeinstellung benutzte Auflésung war 64 x 256 x 64
(fiir Wendelstein 7-X bei t=1) in einem dreidimensionalen Gitter (z,y,z). Dabei ent-
spricht die Skala in der poloidalen (z,y) Doméne einem p, pro Gitterpunkt, was ei-
ner Doménengréfle von etwa 4 cm x 16 cm fiir typische Randschichtparameter eines
Stellarators entspricht. Auf der gegeniiberliegenden Seite sind berechnete Dichtefluk-
tuationen in einem derartigen Ausschnitt aus der Randschicht von Wendelstein 7-X
in Originalgréfle abgebildet. Daneben ist die Anordnung eines solchen Flufischlauchs
auf einer FluBfliche entlang des Magnetfelds skizziert. Eine Anzahl von n,=64 Gitter-
punkten in z ist dabei fiir einen toroidalen Umlauf die minimale Auflésung fiir einen
Helias-Stellarator, mit der die helikalen Variationen noch geniigend gut wiedergegeben
werden. Zum Vergleich geniigt bei einem Tokamak mit rein poloidaler Variation der
Geometrie eine parallele Auflosung von n.=16.

Alle relevanten geometrischen Groflen werden wieder durch metrische Elemente
9" = V- Vv ausgedriickt (siehe Anhang A). Es werden Feldlinienkoordinaten mit
einer Einheitsjacobideterminante (Hamada-Koordinaten [49]) verwendet mit (u,v) €
(s,0,(), wobei nun s = (V/Vg) die radiale Position bezeichne und wieder 8 € [0..27]
die poloidale und ¢ € [0..27] die toroidale Koordinate sind. Diese entsprechen bereits
nahezu den in der numerischen Routine verwendeten Flufischlauchkoordinaten (z,y, z).
Geht man zu diesen iiber [108], nimmt das Magnetfeld eine einfache Darstellung an in
der Form

B = B,Vz x Vy. (6.10)

In einer Notation mittels der Feldlinienmarke @ = # — «( sind die neuen metrischen
Elemente ¢ mit (i, ) € (z,y, z) den g"” verbunden durch die Beziehungen

9" = (1/4s)g>, (6.11)
g = (1/2)g°, (6.12)
g"¥ =s-g"" (6.13)

Aus der Symmetrie des metrischen Tensors folgt ¢¥* = ¢"¥. Aufgrund der Sékularitat
von ¢”¥ und ¢¥¥ entlang z wird zur Wahrung numerischer Wohlbeschaffenheit eine
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Abbildung 6.1. Skizze (Ausschnitt) eines FluBischlauchs in Wendelstein 7-X (links), und poloidaler Schnitt

aus darin berechneten Dichtefluktuationen in Originalgréfie (rechts).

Transformation in ein Koordinatensystem mit “scherungsverschobener Metrik” ein-
gefithrt, um durch die Verscherung nach paralleler Versetzung verzerrte Fluidelemente
wieder in ein Gitter der urspriinglichen Form iiberzufiihren [108]. Dabei wird

Yk =y — ak(z) (6.14)

derart gewihlt, dafl ¢, = 0 identisch verschwindet. Dies 1aBt sich durch eine Sche-
rungsverschiebung ax(z) = zag(z)’ gewdhrleisten, und man erhélt daher

ag(z) = g™ /g"". (6.15)
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Im gleichen Sinne sind ¢g}¥ = ¢%¥ — a’¢™¥ und K} = KY — o’K* transformiert.

Es wird angenommen, dal alle geometrischen Gréfen nur von der Variablen z
(entlang der Feldlinie) abhidngen und konstant in der z-y-Doméne sind [5]. Damit
erhélt der senkrechte Laplace-Operator die Form

Vi=V V.=g"04¢"0, + g™ (6.16)

Die parallele Ableitung wird geschrieben als B-V = B*V,+O(A4))) mit B> = B-Vz =
BoJyy. = By, und der Kriitmmungsoperator K = K*9, + K¥J, in FluBschlauchkoordi-
naten wird zu

wJ_ 55

K* = B : 2\/5 e (617)
K = “‘g e g [RG A=k (21%/958)2] . (6.18)

Hierin ist wieder in der iiblichen Notation die Normalkriimmung als ky = Vs-VinB
und geodéatische Kriimmung als kg = Va-VIinB-A-ky gegeben. Die Profilskala geht
in wy; = Lj/ag ein. Alle Effekte poloidaler und toroidaler Asymmetrie und demnach
die vollsténdige Variation von Metrik, lokaler Verscherung und Kriimmung werden in

diesem Modell beibehalten.
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Abbildung 6.2. |B|?, lokale Verscherung S und Kriimmungen K und KY entlang der Feldlinie o = 0 fiir
einen Tokamak (gepunktete Linie) und Wendelstein 7-X (durchgezogene Linie) mit jeweils ¢ = 1.
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6.3 Ubergang vom Tokamak zur Stellaratorgeometrie

Die Abhéangigkeit von der Geometrie wird im folgenden in einem realen Gleichge-
wicht von Wendelstein 7-X, einem einfachen kreisférmigen “Tokamak” und geeigne-
ten Interpolationen zwischen beiden Konfigurationen untersucht: Dabei wird die Me-
trik schrittweise entweder durch Hinzufiigen von lokaler Verscherung oder von lokalen
Kriitmmungseigenschaften verandert. Dies entspricht jeweils einer verstarkten toroidal
modulierten Schwellung in einem sogenannten “Bumpy Torus” oder einer ausgeprégte-
ren Elliptizitat in einem einfachen elliptischen “1=2" Modell eines Stellarators. Fiir den
hier betrachteten Fall fiinffacher Symmetrie wird in Abb. 6.3 jeweils eine Feldperiode
dieser Konfigurationen gezeigt.

e Ay
it i

Abbildung 6.3. Ein einfacher zirkularer Torus (oben) wird in fiinf Feldperioden unterteilt. Die Geometrie
von Wendelstein 7-X (a) wird dabei schrittweise durch metrische Modelle eines 1=2 Stellarators (b) und eines
“Bumpy Tokamak” (c) approximiert. Die elliptische Elongation im Fall (b) bewirkt eine variierende lokale
Verscherung, und die Schwellung von (b) hat eine Modulation der Kriimmung zur Folge (siche Abb. 6.4).

Es ist dabei unerheblich, ob die beiden Ubergangsmetriken tatsichliche magnetohy-
drodynamische Plasmagleichgewichte beschreiben kénnen. Vielmehr wird Wert darauf
gelegt, verschiedene geometrische Groflen, die in die Turbulenzsimulation eingehen,
getrennt und kontinuierlich variieren zu kénnen. Dazu wird eine einfache analytische
Néherung der Metrik verwendet, bei der die Abweichungen von einem zirkularen Torus
durch einen kleinen Parameter € beschrieben werden.

Ein “Bumpy Tokamak” wird aus einem urspriinglich symmetrischen Torus durch
Modifikation des kleinen Radius r(¢) = ro- Eg = ro - [1 + € - sin(Ny)]| erzielt, mit der
N Deformationen der Groflenordnung ep entlang des toroidalen Winkels ¢ eingefiithrt
werden. Mit der derart modifizierten Darstellung eines Torus in Polarkoordinaten er-
geben sich aus den Ableitungen (wie in Anhang A beschrieben) direkt die metrischen
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Elemente. Das Magnetfeld eines Tokamaks 148t sich schreiben als [32]
B=1IVp+VpxVy, (6.19)

wobei [ &~ ByRy und x' = (W' mit ¥ = %BOSEBCL(Q) sind. Mit den Definitionen D =
Ao+ Epy/scosnund Ky = 0,Fp ergibt sich der Betrag davon zu

B= %\/Ag + 25+ (suEl/D)? - (3 — 2D + D?). (6.20)
Diese Metrik imitiert fir Parameter 0 < e¢g < 0.5 einen kontinuierlichen Ubergang
zwischen den Krimmungen eines einfachen Tokamaks hin zu Krimmungen mit grofer
Ahnlichkeit zu denen eines Helias-Stellarators (Abb. 6.4). Fiir den Grenzfall eines zir-
kularen (Fg = 1) Tokamaks mit grofiem Aspektverhiltnis (Ag > 1) erhdlt man die
iibliche Ndherung Ba~1-— At cos.
Auf &hnliche Weise lassen sich Eigenschaften der lokalen Verscherung durch das
Modell der Metrik eines 1=2-artigen Stellarators anndhern. Eine Variation der Ellipti-

zitdt mit 0 < ¢ < 0.3 erhalt man analog durch
r(n, @) =ro- Fr=ro-[1 —¢-cos(2n + No)]. (6.21)

Fiir alle Konfigurationen werden mit einem Aspektverhéltnis von Ag = 10.6 und (s =
0.95) = 1 dhnliche Parameter wie in Wendelstein 7-X angenommen.
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Abbildung 6.4. Modulation der geometrischen Groflen fiir ¢ = 0.2 in den Modellmetriken im Vergleich zu
einem einfachen Torus (dicke Linie). Gepunktete Linie: “Bumpy Torus”. Diinne durchgezogene Linie: “1=2
Stellarator”. Die Variation der Magnetfelstirke |B| ist gering, so daf} triviale Abhingigkeiten daraus ausge-
schlossen werden konnen. Die Modulation der lokalen Verscherung in der 1=2 Metrik folgt aus der Elliptizitat.
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6.4 Effektive Lokalisierung der Turbulenz

Im Gegensatz zu axialsymmetrischen Anordnungen ist eine einzige Feldlinie nun nicht
mehr reprédsentativ fiir die geometrischen Variationen auf einer ganzen FlufBfliche.
Allerdings erlauben die speziellen Eigenschaften einer Heliaskonfiguration durch ih-
re fiinffache toroidale Periodizitat, eine Rotationstransfromation nahe eins und durch
die beiden Stellaratorsymmetrieebenen je Feldperiode weiterhin eine Verwendung der
FluBlschlauchdarstellung.

Dabei sind jeweils N=5 Feldlinien der Marke o = 6 —¢( = 2mi/N (mit o € [0...27])
identisch fiir ¢ € [0, 1, ..., N]. Um einen geniigend reprasentativen Ausschnitt des FluB-
flachenbereichs o € [0...2m/N] zu beriicksichtigen, haben sich Simulationen auf vier
Feldlinien darin als ausreichend erwiesen. Fiir die Plasmaparameter von Wendelstein
7-X ist die Driftskala ps/ag geniigend klein, dal die Variation der Metrik in poloida-
ler y-Richtung innerhalb der Simulationsdoméne einer Feldlinie vernachléssigt werden
kann.

In Abb. 6.5 ist eine toroidale Abwicklung der Fluflache auf einer radialen Position
s = 0.95 in Wendelstein 7-X fiir lokale Verscherung S und Kriitmmungen sy und kg
dargestellt. Fiir eine Rotationstransformation ¢ = 1 sind die beiden durchgezogenen

Feldlinien (o = 0 und o = 0.2 - 27) in ihren geometrischen Eigenschaften identisch.

Abbildung 6.5. Abwicklung einer Flufliche in der (¢, ) Ebene von Wendelstein 7-X: dargestellt sind lokale
Verscherung S und Kriimmungen ks und kn sowie ausgewdhlte poloidale Schnitte, auf denen die Durchstof3-
punkte der Feldlinie =0 (dicke Linie) mit t=1 in Rot markiert sind. Die beiden durchgezogenen Feldlinien sind
dabei in ihren geometrischen Eigenschaften identisch. Das Gebiet dazwischen (gestrichelte Linie: a/27=0.1)
muf} durch mehrere Simulationen abgedeckt werden. Die Farbschattierung haben zur besseren Darstellung bei
den einzelnen Gréfien unterschiedliche Bedeutung. Fiir eine quantitative Darstellung in einer Feldperiode siehe
dazu Abb. 4.4. (Fiir die Darstllung von S gilt: rot=negativ und blau=positiv. Die diinnen schwarzen Linien
zeigen den Nulldurchgang.)
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Im folgenden werden die Abhédngigkeiten von Geometrie und Feldlinienmarke iiber
die Auswirkungen auf den mittleren fluktuationsinduzierten Teilchentransport

o = (VExp - ) @.2) (6.22)
betrachtet. Der Wéarmetransport ist in diesem Modell isothermer Elektronen gleich
Qe = Tev,. Wie alle fluktuierenden GroBen entwickelt sich T',,(¢) wihrend eines nume-

rischen Laufs hin zu einem turbulenten quasistationaren Zustand, der im Beispiel von
Abb. 6.6 etwa nach der Halfte der dargestellten Rechenzeit erreicht wird. Alle im weite-
ren fiir I, angegeben Werte sind zeitgemittelt iiber den quasistationdren Zustand und
weisen eine statistische Unsicherheit AT, /T, ~ 10% auf, wie sie aus der Abbildung
hervorgeht. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird auf die Angabe von Fehlerbalken

verzichtet.

0.0 n | n | i |

L I L
o 2000 4000 6000 8000 10000
Zeitschritte t/At

Abbildung 6.6. Zeitentwicklung von I',, wihrend eines numerischen Laufs hin zu einem turbulenten quasi-

stationidren Zustand.

Im linken Teil von Abb. 6.7 ist die Abhéngigkeit des Transports I',, von der Feld-
linienmarke /27 fiir Wendelstein 7-X und beide Modellmetriken (jeweils mit € = 0.2)
gezeigt. Die Feldlinien entsprechen der Darstellung in Abb. 6.5.
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Abbildung 6.7. Links: T'y, () fiir Wendelstein 7-X, Bumpy Torus und 1=2 Metrik. Die signifikanten Unter-
schiede im turbulenten Transport zwischen benachbarten Feldlinien in W7-X lassen sich durch die jeweiligen
Eigenschaften der lokalen Verscherung S verstehen (rechtes Bild). Ausgeprigte mehrmalige Maxima in |S|
unterdriicken den Transport im Vergleich zu Feldlinien mit geringer Variation.
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Abbildung 6.8. |B|2 (oben) und die Kriimmungen &, und k¢ in W7-X (von links) lassen keine derart deut-
lichen quantitativen Unterschiede zwischen den Feldlinien erkennen wie die lokale Verscherung aus Abb. 6.7.
Im gegenwartigen Driftwellenmodell mit kalten lonen wirken die Kriimmungen auch lediglich katalysierend
auf die Phase zwischen Dichte und Potential und nicht direkt destabilisierend.

Es 1aBt sich eine signifikante Inhomogenitat von Fluktuationsamplituden und Trans-
port mit « feststellen, wobei I';, minimal fiir @ = 0 wird. Der zugrundeliegende Mecha-
nismus wird klar, wenn man alle relevanten geometrischen Gréfen entlang den jeweili-
gen Feldlinien betrachtet. Am deutlichsten ist die Abhédngigkeit von der Variation der
lokalen Verscherung S((, a). Auf der rechten Seite von Abb. 6.7 ist die Signatur von S
in Wendelstein 7-X entlang der verschiedenen in der Simulation verwendeten Feldlinien
dargestellt. Die Lage einiger der Feldlinien auf der FluBfliche wird in Abb. 6.5 veran-
schaulicht. Man erkennt, dal S auf der Feldlinie mit niedrigstem Transport (o = 0)
dreifach deutlich ausgepragte Maxima aufweist, wogegen die Feldlinie mit starkster
Turbulenz (o = 0.1) lediglich zwei geringer ausgepragte Maxima zeigt. Anhand der
weiteren Groflen |B|, K” und KXY in Abb. 6.8 ist keine derart signifikante Abhangigkeit
ersichtlich. Die Modellmetriken weisen sowohl in den metrischen Gréflen als auch im
turbulenten Transport weit geringere Variation beziiglich o auf.
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Es wurde somit in den Simulationen eine effektive Lokalisierung von Turbulenz
aufgrund lokaler Verscherungseigenschaften gefunden. Ein derartiges Verhalten konnte
bisher experimentell noch nicht beobachtet werden. Die meisten Stellaratorexperimen-
te operieren mit festgelegten Diagnostikpositionen (fiir materielle Sonden oder Emp-
fangsantennen fiir Mikrowellenemission), und gezielte poloidale Abtastungen auf den
relevanten Skalen wurden bisher auch nicht durchgefiihrt.

Zum anderen ist zu betonen, daf} die hier dargestellten Simulationen auf einer
in der x-y Doméne lokalen Metrik beruhen. In Wendelstein 7-X ist diese Néherung
gerechtfertigt, da ein typischerweise zur Beriicksichtigung aller relevanten senkrech-
ten Modenzahlen nétiges Rechengebiet von 256 p, in y dort nur etwa ein Zwanzigstel
des poloidalen Umfangs ausmacht (ap = 0.52m), wogegen die poloidalen Variationen
sich erst nach einem Fiinftel wiederholen. In W7-AS sind die Plasmaparameter in der
Randschicht nicht wesentlich verschieden, wéhrend das Experiment jedoch wesentlich
kleinere Abmessungen aufweist (ap = 0.20m). Durch eine nichtlokale Metrik in den
Simulationen kénnten dann die Fluktuationen von Feldlinien verschiedener Geometrie
aneinander koppeln, und man wiirde eine (zumindest teilweise) Ausmittelung in Fluk-
tuationsamplituden und Transport erwarten. Die Einfithrung einer Nichtlokalitat in der
Metrik hat jedoch eine wesentliche Umgestaltung der Numerik des Simulationscodes
zur Folge* und wird zu einer deutlichen Erhohung der Rechenzeit fiithren. Im Rahmen
dieser Arbeit wird daher zunéachst weiter die lokale Metrik benutzt.

6.5 Geometrische Skalierung von Transport und Spektren

Die Ubergangsmetriken lassen sich kontinuierlich im Parameter € variieren, der bisher
auf € = 0.2 festgehalten war. Eine Anderung von 0 auf 0.3 entlang der Feldlinie a = 0
ergibt fiir die 1=2 Metrik einen stetigen Riickgang des turbulenten Transports. Auch
dies 148t sich auf die verstirkte lokale Verscherung durch Elliptizitat zuriickfithren.
Fiir den Fall des Bumpy Torus zeigt sich bei niedrigem e zunéchst keine Wirkung.
Bei starker Verformung verkiirzt die helikale Variation der Krimmung die parallele
Verbindungslange zwischen Gebieten positiver und negativer Phasenverschiebung (n —
¢), was den Antrieb der Driftinstabilitat effektiv verringert und zu einer Reduktion
der Turbulenzamplitude fithrt. Zur Veranschaulichung dieser Tendenz sind in Abb. 6.9
auch die Werte fiir einen einfachen Torus und Wendelstein 7-X eingetragen.

Durch die periodischen Randbedingungen in y-Richtung lassen sich berechnete
energieartige Grofen durch Fourierzerlegung in Form von k,-Spektren darstellen. Ein
Vergleich der Spektren F,(k,) aus den iiber das Simulationsgebiet gemittelten Dich-
tefluktuationen E, = (1/2)(n*) zeigt in Abb. 6.10 (rechts) trotz der oben beobachte-
ten starken Unterschiede in Fluktuationsamplituden und Transport eine ausgepragte
Ahnlichkeit zwischen den verschiedenen Geometrien. Die Form des Magnetfelds geht
schlieBlich auch direkt weder in die wesentlichen Quellen (in erster Linie E x B Konvek-
tion iiber dem treibenden Dichtegradienten) noch in die Senken (hauptsachlich resistive
Dissipation auf kleinen Skalen) des Energiespektrums ein [106].

Dies 1aBt sich als Bestitigung der Vermutung empirischer Ahnlichkeit in unter-
schiedlichen experimentellen Anordnungen interpretieren, wie sie von Pedrosa et al. [94],

4 B. Scott, persénliche Mitteilung.
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Abbildung 6.9. Skalierung des turbulenten Transports durch Variation der Magnetfeldgeometrie.

in deren Fall fiir Frequenzspektren, aufgestellt wurde. Dort zeigen Frequenzspektren
(welche experimentell wesentlich leichter zuganglich sind als Wellenzahlspektren) nach
Einfithrung eines geratespezifischen und frequenzabhédngigen, dort A genannten Skalie-

rungsfaktors einen vergleichbaren Grad an Ahnlichkeit (Abb. 6.10).

Aus den in diesem Kapitel gezeigten Simulationen kann gefolgert werden, daf} jener
Skalierungsfaktor unabhéngig von der Geometrie der betrachteten Experimenteist. Als
andere Ursachen fiir die beobachtete Variation von A kommen somit eher experiment-
abhangige Plasmaparameter und Unterschiede in der poloidalen Plasmarotation und
Profilen der Geschwindigkeitsverscherung in Betracht. Diese sind in unseren Simula-
tionen bisher nicht beriicksichtigt.
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Abbildung 6.10. Links: Frequenzspektren des lonensittigungsstrom I.(w) aus Sondenmessungen in der
Randschicht verschiedener Fusionsexperimente. Die Frequenz ist mit einem konfigurationsabhéngigen Faktor A
skaliert (aus Ref. [94]). Rechts: Aus den Geometrievariationen in der Simulation erhaltene Wellenzahlspektren
En(ky) zeigen bereits ohne zusétzliche Skalierung einen hohen Grad an Ahnlichkeit.
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6.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel konnte mittels direkter numerischer Simulation turbulenter Drift-
Alfvénwellen in der Geometrie eines tatsachlichen Stellarators gezeigt werden, dafi die
lokale Metrik einen bedeutenden Einflufl auf Turbulenzamplitude und anomalen Trans-
port hat. Andererseits weisen die Fluktuationsspektren keine relevanten Unterschiede
auf, was eine experimentell gefundene empirische Ahnlichkeit der Spektren zu bestiti-
gen scheint. Der lokalen Verscherung konnte eine wichtige Rolle in der Unterdriickung
von Turbulenz und zu einer effektiven Lokalisierung der Fluktuationen auf einer Fluf}-
fliche nachgewiesen werden.

Aus den Einfliissen der lokalen Metrik ergeben sich zwei bedeutende Konsequenzen:
Fiir die Tokamaktheorie zeigen die Resultate auf, daB auch dort die Einbeziehung der
exakten Metrik ein wichtiger Bestandteil ist, besonders wenn die lokale Verscherung an
einem sogenannten “X-Punkt” der Separatrix (um die letzte geschlossene Flufiflache)
grof} wird oder eine kleine, aber endliche Modulation des Magnetfelds durch die Spulen
(“Ripple”) die Axialsymmetrie der Metrik bricht. Fiir Stellaratoren 148t sich damit auch
auf die prinzipielle Méglichkeit zu einer turbulenzreduzierenden Optimierung alleine
durch geeignete Formung der dufleren Feldgeometrie schlielen. Dieser Aspekt wird in
Kapitel 8 weiter ausgefithrt. Im folgenden Kapitel 7 werden die Einschrankungen des
hier behandelten Flufischlauchmodells und ein méglicher Vergleich der Simulationen
mit experimentellen Messungen diskutiert.



Kapitel 7

Interpretation experimenteller Befunde

Die Moglichkeiten eines direkten Vergleichs der numerischen Simulation in Stel-
laratorgeometrie mit experimentellen Messungen werden aufgezeigt. Durch den
Finbau geeigneter numerischer Diagnostiken werden in einer reduzierten Geo-
metrie von Wendelstein 7-AS Frequenzspektren und Korrelationsfunktionen
von Dichtefluktuationen berechnet. Einfliisse rationaler Fldchen durch die Wahl
der numerischen Randbedingungen und durch die Bildung magnetischer In-
selns werden diskutiert und die Grenzen des verwendeten FluBischlauchmodells
beziiglich beliebiger Geometrien und mégliche Erweiterungen erortert.

Die Ansatze experimenteller und theoretischer Untersuchungen zur Turbulenz in
Fusionsplasmen beginnen von verschiedenen Seiten. Die Theorie bemiiht sich um ein
Verstandnis grundlegender Prozesse der Plasmadynamik moglichst aus einer Beschrei-
bung durch erste Prinzipien. Die Modelle werden dafiir auf eine geringe Anzahl der
wichtigsten Freiheitsgrade und Parameter reduziert und schrittweise erweitert. Uber die
Modelle des letzten Kapitels hinausgehend werden etwa besonders in der Abschéalschicht
auflerhalb der letzten geschlossenen Flufifliche auch nichtlokale Simulationen benétigt,
bei denen sich die Hintergrundgradienten aus den Fluktuationen konsistent einstel-
len und beide auf gleicher Basis behandelt werden. In der Plasmarandschicht und der
Abschélschicht kénnen zudem atomphysikalische Prozesse wie Strahlung und lonisa-
tion von Verunreinigungen in die Instabilitatsmechanismen und den Aufbau radialer
elektrischer Felder eingehen [55, 37].

Das Experiment bemiiht sich um die Charakterisiserung raumzeitlicher Struktu-
ren fluktuierender Groflen und deren Parameterabhangigkeiten, welche wiederum in
die relative Bewertung der unterschiedlichen theoretischen Modellvorstellungen einflie-
Ben. Die Verwendung meist materieller Sonden erlaubt damit Messungen jedoch nur
am Plasmarand. Aus Interpretation von mit Sondenmessungen ermittelte lokale Dichte-
und Potentialfluktuationen und deren Phasenbeziehungen vermégen den globalen Ener-
gieeinschluf} bereits gut zu erklaren [14]. Erste direkte Vergleiche zweidimensionaler
elektrostatischer Simulationen mit Sondenmessungen an Wendelstein 7-AS durch J.
Bleuel ergaben ebenfalls gute Ubereinstimmung [13]. Dies motiviert eine zukiinftigen
Verwendung auch der 3D Simulationen zum experimentellen Vergleich. Die Méglich-
keiten dazu und Einschrankungen aus dem Flufischlauchmodell werden im folgenden
diskutiert.
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7.1 Simulationen fiir Wendelstein 7-AS

Das im letzten Kapitel angewandte FluBschlauchmodell zur Simulation von Plasma-
turbulenz ist ein praktikabler Kompromifl zwischen der Notwendigkeit, einen moglichst
groflen raumlichen Ausschnitt aus dem gesamten toroidalen Plasma in die Simulation
mit einzubeziehen, und den Beschrénkungen aus der endlichen zur Verfiigung stehen-
den Rechenkapazitit. Letztendlich wird das Ziel sein, globale Rechnungen iiber den
gesamten poloidalen und toroidalen Plasmaquerschnitt durchzufithren. Nur dann las-
sen sich auch im nichtlinearen Regime moglicherweise fortbestehende globale Moden
und verscherte poloidale Plasmarotation konsistent einbeziehen. Fiir ITG-Turbulenz
in einem Tokamak existieren derartige globale Berechnungen bereits, allerdings auf
Kosten geringer raumlicher Auflosung (z.B. Ref. [92]).

Beim Flufischlauchmodell dagegen wird leichter eine realistische Auflésung erreicht,
da die Rechendomine entlang des Magnetfelds angeordnet ist und die parallele Dyna-
mik wesentlich weniger Gitterpunkte erfordert als in der senkrechten Ebene, in welcher
an der Dynamik eine hohe Anzahl von Fouriermoden beteiligt ist. Wenn die Rotati-
onstransformation ¢ jedoch im allgemeinen Fall nicht rational ist, wird sich der Fluf8}-
schlauch nicht schliessen. Die in dieser Arbeit verwendeten Codes 16sen das Problem,
indem sie in einer lokalen Ndherung den FluBlschlauch zentral um eine rationale Feldli-
nie legen und die Verformung der senkrechte Doméane durch die Verscherung mit einer
entsprechenden Scherungstransformation korrigieren. Im Tokamak ist dies auch bei ei-
nem hohen rationalen Verhiltnis « = m/n (m, n ganze Zahlen) unproblematisch, da
die geometrischen Hintergrundgréfien immer nur vom poloidalen Winkel § abhangen,
egal nach wievielen toroidalen Uml&ufen sich die Feldlinie schlieft.

Bei einem Stellarator sind zur Berechnung von Driftwellenturbulenz jedoch auch
die helikalen Variationen der Geometrie von grofier Bedeutung, wie sich in den voran-
gegangenen Kapiteln dieser Arbeit gezeigt hat. Die Variationen der Hintergrundgréfien
entlang der Feldlinie, und damit die Anzahl der nétigen parallelen Gitterpunkte, ska-
lieren mit der Anzahl der toroidalen Umlaufe und den Feldperioden Ny. Im letzten Ka-
pitel wurde zur Simulation der Randschichtturbulenz in Wendelstein 7-X verwendet,
daBl in dieser speziellen Konfiguration die Rotationstransformation am Plasmarand,
t(ag) = 0.98 ~ 1 nahezu eins ist. Das benétigte parallele Gitter war daher nur um
einen Faktor Ny =5 feiner als fiir einen Tokamak. Bei beliebiger Rotationstransforma-
tion kann die Anzahl der Gitterpunkte ganz offensichtlich rasch divergieren.

Der Ubergang vom effektiv eindimensionalen FluBschlauch zu einem Hohlzylinder,
der radial lokal einen dhnlichen Bereich (Az ~ 64p,) abdeckt, jedoch als y-z Doméne
die gesamte Flufifliche aufweist, verspricht eine mogliche Losung. Fiir typische Rand-
schichtparameter von Wendelstein 7-X sind etwa n, = (27/r.) &~ 6000 Gitterpunkte in
y notig, also das 24fache verglichen zum derzeitigen Flulschlauch. Die physikalischen
Randbedingungen erlauben somit eine Annaherung einer beliebigen an eine rationale
Rotationstransformation mit einer Genauigkeit im Promillebereich. Allerdings steigt
in einem Hohlzylinder die benétigte Rechenzeit nicht nur mit der Auflésung, es wird
vielmehr noch dazu eine numerisch aufwendigere nichtlokale Behandlung der Metrik
notig. Der resultierende Rechenbedarf scheint mit derzeitigen Kapazitaten (noch) nicht
vertretbar.
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Eine andere Méglichkeit, beliebige Werte der Rotationstransformation zuzulassen,
besteht darin, die parallele Simulationsdoméne nach einer vorher festgelegten Léange
abzuschneiden, bei der die Fluktuationen nicht mehr oder nur noch wenig korreliert
sind. Die Festlegung einer solchen Korrelationslange ad hoc, wie es fiir Simulationen
in Tokamakgeometrie auch gangig ist, kann jedoch im allgemeinen a priori nur schwer
motiviert werden. Andererseits steht die mogliche Einfiihrung unphysikalischer Rand-
bedingungen und die Auswirkungen auf die zugelassenen parallelen Wellenzahlen bei
einer méglichen Uberlappung von z-y-Doménen nach mehreren toroidalen Umliufen
bei nichtrationalem ¢ in Kritik [108].

Wenn im folgenden gezeigt wird, wie experimentell zugangliche Gréfen im Stellara-
tor Wendelstein 7-AS simuliert werden konnen, wird daher zunéchst auf eine reduzierte
Geometrie zuriickgegriffen. Die Rotationstransformation am Plasmarand von WT7-AS
ist variabel zwischen ¢ &= 1/4 und ¢ &~ 1/2. Es lieBe sich also ein giinstiger Wert ¢ = 1/2
wahlen, und im Vergleich zu Kapitel 6 ware eine lediglich verdoppelte Anzahl Gitter-
punkte notig. Allerdings ist bei W7-AS im Vergleich zu W7-X die Magnetfeldvariation
durch die 45 Feldspulen gegeniiber dem helikalen Rippel nicht mehr vernachlédssigbar
und die zur deren Wiedergabe nétige Auflésung ungleich héher. Daher werden beide
Effekte gemeinsam ausgemittelt und, wie in Abb. 7.1 gezeigt, auf n, = 16 parallele
Stiitzstellen reduziert.!
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Abbildung 7.1. Niherung der stark variierenden Metrik von W7-AS auf n, = 16 Gitterpunkte.

1 Bereits begonnene nachfolgende Arbeiten, die die in der vorliegenden Dissertation erarbeiteten Methoden als Grund-
lagen zum direkten Vergleich mit durchzufiihrenden Fluktuationsmessungen benutzen, werden eine entsprechend hohe
Aufldsung zu verwenden haben. Die Ergebnisse der nichsten Abschnitte lassen sich jedoch ohne Beschriankung darauf
iibertragen.
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7.2 Korrelationslingen von Fluktuationen

Experimentelle Untersuchungen von Plasmaturbulenz [34, 20] haben meist die Ver-
wendung materieller Langmuir-Sonden zur Messung des Sondenpotentials [13], Spek-
troskopie der Lichtemission eines Lithiumstrahls zur Messung von Dichtefluktuationen
[131] oder Mikrowellenemission zur Messung von Temperaturfluktuationen [52, 47] als
Grundlage. Die zeitliche Auflésung ist dabei ausreichend, um niederfrequente Fluk-
tuationen im Megahertzbereich abzubilden. Der rdaumlich durch Sondengréfien und
Abstéande zugangliche Bereich erlaubt jedoch nur die Ermittlung weniger Wellenzah-
len. Zu einem Vergleich der Theorie mit dem Experiment sind daher GréBen von In-
teresse, die sich aus den Zeitreihen alleine ergeben, wie Frequenzspektren oder Korre-
lationen. Ein erster, von J. Bleuel [13] durchgefiihrter Vergleich von Sondenmessungen
im Stellarator W7-AS mit elektrostatischen lokalen, zweidimensionalen numerischen
Simulationen in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld hatte dazu bereits gute Uberein-
stimmungen geliefert.

Um den Einflul der Stellaratorgeometrie auf Randschichtturbulenz experimentell
zu untersuchen, werden derzeit auch vergleichende Messungen paralleler Korrelationen
zwischen entfernten Messpunkten auf einer Feldlinie jeweils im Tokamak JET und
Stellarator W7-AS durchgefiithrt [37, 119]. Die dazu noétige zukiinftige theoretischen
Beschreibung dieser Messungen ist mit einem 2D Modell nicht mehr ausreichend und
wird erst mit dem dreidimensionalen Flufischlauchansatz aus der vorliegenden Arbeit
zur Finbeziehung der Stellaratorgeometrie erméglicht.

0.8~ \“ “\ N

0.6

Korrelation

0.4
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Abbildung 7.2. Autokorrelationsfunktion frp, von (mit den Methoden aus Kapitel 6) numerisch berechneten
Dichtefluktuationen in W7-AS und parallele Korrelation f,,,,; der Dichte nach einem toroidalen Umlauf der
Feldlinie.

In einer Simulation mit dem 3D-Fluischlauchmodell aus Kapitel 6 lassen sich
mit hoher Auflésung auch Zeitreihen von in der stationdren Phase fluktuierenden
GroBen, etwa n(t) oder ®(t), lokal auf ausgewahlten Gitterpunkten protokollieren. Da-
mit konnen nun Frequenzspektren oder Korrelationsfunktionen auch mit Fluktuationen
auf anderen rdumlich verschiedenen Gitterpunkten ermittelt werden. Der Aufwand an
Rechenzeit, um im quasistaionaren turbulenten Zustand (vergleiche Abb. 6.6) aus Fou-
riertransformation auch die niederfrequenten Teile des Frequenzspektrums adaquat zu
ermitteln, ist im Vergleich zu den Simulationen von Kapitel 6 ungleich (etwa um einen
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Faktor 5) héher. Eine Korrelationsfunktion f zwischen zwei Zeitreihen ¢(t) und h(?)
ist definiert als e

fan(r) = [ goyn(+ 7).
In Abb. 7.2 ist dies fiir die simulierte Autokorrelationsfunktion f,, der Dichte an einem
Diagnostikpunkt und fiir eine parallele Korrelation zwischen Dichtefluktuationen nach
einem toroidalen (und halben poloidalen) Umlauf der Feldlinie dargestellt. Die Groien

sind normiert auf fgh = fon/\/ fog fun-

7.3 Resonante Fliachen und magnetische Inseln

In Abschnitt 7.1 wurden die Schwierigkeiten der Simulation entlang nicht-niedrig ra-
tionaler FluBflichen (d.h. m,n > 1) im FluBschlauchmodell diskutiert. Andererseits
fithren gerade niedrig rationale Flachen (z.B. mit. =m/n =1/1,1/2,1/3,5/6...) durch
die Brechung der axialen Symmetrie im Stellarator generisch bereits beim Vakuumfeld
zur Bildung magnetischer Inselstrukturen durch Rekonnektion von Feldlinien. Unter
Abschnitt 8.2 wird diese Inselbildung veranschaulicht und die Auswirkungen dadurch
ergodisierter Driftflichen im Zusammenspiel mit vorgegebenen elektrostatischen Fluk-
tuationen durch Driftwellen auf den Einzelteilchentransport untersucht.

Es 1aBt sich umgekehrt aber auch vermuten, dafl die Anwesenheit magnetischer
Inseln eine Riickwirkung auf Driftwellen und deren Instabilitét selbst haben kann. In
numerische Simulationen zur Plasmaturbulenz wurden Inseln jedoch bisher noch nie
einbezogen. Ein Problem dabei ist die Divergenz der Metrik an den X-Punkten der
Inselketten.

In erster Linie 148t sich natiirlich eine Auswirkung auf die Mikroturbulenz durch
die Zulassung von instabileren k| &~ 0 Moden in den O-Punkten der Inseln gegeniiber
benachbarten nichtresonanten Flichen erwarten. Nach den Erkenntnissen der letzten
Kapitel tiber die geometrischen Effekte der Fluflichenform kann man jedoch auch an-
nehmen, daf} die durch Inselbildung auf geschlossene Flachen eingeprigte Verformung
ebenfalls einen Einfluf haben wird. In Abb. 7.3 ist gezeigt wie die charakteristischen
10/11 Inseln auch die darunterliegenden ungestorten Flachen in W7-AS verformen.

Abbildung 7.3. Links: Ungestorte FluBiflichen von W7-AS. Mitte: Bei einer Rotationstransformation
t(ao) = 1/2 am Plasmarand verformen sich durch Bildung von Inseln auch die darunterliegenden geschlosse-
nen FluBiflichen. Die Inseln sind hier aufgrund der verwendeten Fourierdarstellung (Anhang A) nicht gezeigt.
Rechts: Ein entsprechender Poincaré-Plot zeigt auch die Struktur der Inseln selbst.
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Diese Verformung bewirkt eine starke lokale Variation der Metrik. In Abb. 7.4 ist
die lokale Verscherung auf einer Fluiflache in W7-AS rdaumlich dargestellt, und beson-
ders in der Dreiecksebene ist ein starke Erhéhung durch die Inselstruktur zu erkennen.
Es a8t sich daher auch ein merkbarer Einflufl dieser Variation der Verscherung auf die
Driftwellenturbulenz erwarten. Durch die rasche poloidale Variation ist zu einer nume-
rischen Untersuchung jedoch die Behandlung einer nichtlokalen Metrik in y-Richtung
(und damit eine Umgestaltung des Codes) notig, was itber den Rahmen dieser Arbeit
hinausgeht. Dies sollte ein Gegenstand zukiinftiger Untersuchungen sein, der sich aus
dieser Arbeit ergeben hat.

Uber den Einfluf unterschiedlicher Inselstrukturen (d.h. Anzahl und Amplitude)
durch eine Variation der Rotationstransformation ¢(ag) am Plasmarand bei WT7-AS
iiber die lokale Verscherung auf den turbulenten Transport kann daher vorerst nur
spekuliert werden. Experimentell wurde ein starker Zusammenhang der im Plasma
gespeicherten diamagnetischen Energie mit ¢(ao) gefunden [19]. Das ruhige “high con-
finement” H-Moden Regime [120] verbesserten Einschlusses wird in wenigen Fenstern
der Rotationstransformation (z.B. 0.5 < ¢(ag) < 0.53) erreicht [58]. Auch besteht ein
moglicher Zusammenhang dieser bei einem Stellarator beobachteten Transportbarriere
am Plasmarand mit den internen Transportbarrieren (ITB) in avancierten Tokamaksze-
narien [110]. Bei letzteren kommt es um ein Maximum der Rotationstransformation zur
Ausbildung von Inseln, wobei eine wesentliche Reduzierung des Transports beobachtet
wird. Ob die induzierte lokale Magnetfeldverscherung hier jeweils gegeniiber Anderun-
gen in der poloidalen Geschwindigkeitsverscherung mehr als nur eine untergeordnete
Rolle spielen kénnte, miissen zukiinftige Untersuchungen zeigen.

Abbildung 7.4. Riumliche Darstellung der lokalen Verscherung in einer Periode von W7-AS (i¢(ag) = 1/2)
auf einer der letzten geschlossenen FluBiflichen: Die Struktur durch dariiberliegende magnetische Inseln fiihrt
zu einer starken Variation der lokalen Verscherung. Extrema sind qualitativ in blau und rot dargestellt, Gebiete
niedriger Verscherung sind griin. (Vergleiche Abb. 6.5)
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7.4 Zusammenfassung

Es wurde gezeigt, dafl der FluBschlauchformalismus fiir Geometrien mit beliebiger Ro-
tationstransformation nur eingeschrankt verwendbar ist und Erweiterungen der nume-
rischen Behandlung gefunden werden miissen. Die speziellen Eigenschaften der Helias-
Stellaratoren mit einer niedrigrationalen Rotationstransformation am Plasmarand er-
laubten aber nicht nur, wie in Kapitel 6 ausgefithrt, eine Untersuchung der geome-
trischen Einflissse auf die Driftwellenturbulenz: Es wurde weiterfithrend gezeigt, wie
sich laufende Experimente zu Fluktuationsmessungen auch fiir eine reduzierte Geo-
metrie von W7-AS durch Simulationen begleiten lassen. Eine Komplikation solcher
Rechnungen ist die Inselbildung am Plasmarand. Zur raumlichen Auflésung von de-
ren Verformungen der Geometrie geschlossener Flufiflichen oder gar zur Einbeziehung
der Inselstruktur selbst wird eine Umgestaltung des numerischen Codes nétig. Die
experimentellen Befunde zur Abhangigkeit des Plasmaeinschlusses von der Randrota-
tionstransformation in W7-AS motivieren jedoch zukiinftige Untersuchungen in dieser
Hinsicht.
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Kapitel 8

Anomaler Transport

Driftwellen und durch deren Instabilitdt induzierte Turbulenz sind ein wahr-
scheinlicher Kandidat zur Erklidrung des “anomalen” Transports in Fusions-
plasmen. In diesem Kapitel werden die bisher in einem Stellarator betrach-
teten Driftwellenmodelle auf die Auswirkungen beziiglich des radialen Trans-
ports untersucht. Es wird diskutiert, inwiefern sich die gefundenen Geometrie-
abhdngigkeiten der Instabilitit zu einer turbulenzreduzierenden Optimierung
eines Stellarators nutzen lassen kénnten.

Kleinskalige Fluktuationen niedriger Frequenz werden generell fiir die gegeniiber
Einzelteilchenstoprozessen erhéhten radialen Transportverluste in Fusionsplasmen ver-
antwortlich gemacht. Experimentelle Hinweise deuten auf Driftwellen als Verursacher
der zugrundeliegenden Instabilitdten [81, 116, 62]. Bereits aus den vereinfachten li-
nearen Modellen der Kapitel 4 und 5 lassen sich Transportkoeffizienten in der Mi-
schungswegnaherung abschétzen, in der die radiale Ausdehnung einer Mode als effektive
Schrittlange in einen diffusiven Transportprozess eingeht. Eine alternative Moglichkeit
ist es, die Einzelteilchenbewegung eines lons in gestorten elektrischen und magnetischen
Feldern zu verfolgen. Dazu kénnen sowohl aus der linearen als auch aus nichtlinearer
Theorie gewonnene Frequenzspektren als Stérung eingesetzt werden. Dieser Ansatz
1aBt sich mit einem Modell zum Aufbrechen von Fluiflichen und diffusiven Transport
von Feldlinien verkniipfen [61, 12]. In Abschnitt 8.2 wird ein neueres derartiges Modell
durch Integration von Teilchentrajektorien iiber fluflerhaltenden Abbildungen erstmals
auf Stellaratorgeometrie und dort berechnete Spektren angewandt.

Eine selbstkonsistente Beschreibung des turbulenten Transports liefert die direk-
te numerische Simulation, wie sie in den letzten beiden Kapiteln beschrieben wurde.
In Abschnitt 8.3 wird ausblickend erlautert, welche bisher vernachléssigten physikali-
schen Zutaten noch wesentlich erscheinen, um konkrete quantitative Vorhersagen zum
Transport und Einschluf} in Stellaratorplasmen zu erlauben.

Als abschlieender Ausblick wird zuletzt diskutiert, wie sich die Erfahrungen aus
dieser Arbeit nutzen lassen kénnen, um durch geeignete Formung der Flufiflichengeo-
metrie eine denkbare Reduzierung turbulenten Transports zu bewirken. Ein Stellarator
bietet im Prinzip die Méglichkeit zu einer derartigen Optimierung.
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8.1 Lineares Bild: Mischungsweg-Niherung

Betrachtet man einen E x B Wirbel als Hauptbestandteil von Fluktuationen, so ent-
steht im einfachen Driftwellenbild durch die Phasenverschiebung zwischen Dichte- und
Potentialstorung ein iiber das Magnetfeld den Druckgradienten hinab gerichteter kon-
vektiver Transport. Dies wird in Abb. 3.2 veranschaulicht: Eine Potentialstérung alleine
bewirkt bereits eine Rotation der Konvektionszelle.

Kommt ein Dichte- bzw. Druckgradient in negativer z-Richtung hinzu, so wird sich
bereits bei Abwesenheit einer Phasenverschiebung dy zwischen Dichte und Potential die
gesamte Struktur in y-Richtung fortbewegen. Eine adiabatische Elektronendynamik
koppelt die beiden Groflen, und es gibt keinen Nettotransport iiber Flachen von kon-
stantem z. Dies wird deutlich aus den Definitionen eines Teilchen- und Warmeflusses
einer Teilchensorte s tiber eine Flache A [62]:

1
FS = Z/AnSVEXB . df, (81)

3
QS = ﬂ A nsTsVExB * df (82)

Erst eine Phasenverschiebung (7. — ®) in Gleichung (3.12) bewirkt einen effektiven
Transport I'y = B~ [ ny(®)0,® dy d=.

Eine Berechnung des anomale Diffusionskoeffizienten aus der linearen Theorie kann
lediglich eine grobe Mischungswegabschatzung sein. Dies erméglicht jedoch bereits eine
erste Abschédtzung der GroBenordnung der Diffusion aus

D ~ A2, (8.3)

Der Mischungsweg beschreibt die mittlere freie Weglédnge fiir die Vermischung von
Fluidelementen im turbulenten Feld. Dabei wird angenommen, daf} die begrenzte typi-
sche Lebensdauer einer Storung der radialen Ausdehnung A, im Bereich der linearen
Anwachsrate v liegt. Zusammen mit einem Dichtegradienten ergibt sich daraus ein
effektiver Teilchenfluf I' ~ —D - V,n.

Durch die Ballooningnéherung [123, 33]

ky=5-A -k
erhdlt man unter der Annahme k; ~ 1/p, und k) ~ 1/A; dann
A, = pS/(SAC)' (8'4)

Darin ist S die (lokale) Verscherung und A, die parallele Modenausdehnung, wie sie
etwa in Kapitel 4.6 berechnet wurde:

JZ5 d¢|@*¢?

J2 dcle
In Abb. 4.9 ist die parallele Modenausdehnung in Abhangigkeit vom Radius in Wen-
delstein 7-AS aufgetragen. Zusammen mit den DTEM-Anwachsraten aus der gleichen
Abbildung 148t sich somit eine Diffusionsrate von etwa D ~ 0.7 m?/s ableiten. Die-
ser Wert liegt, trotz der zu seiner Ableitung stark vereinfachenden Annahmen, in der
experimentell bestimmten Groflenordnung.

AZ = (8.5)
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8.2 Teilchenbild: Aufbrechen von Driftflachen

Die Driftflichen von umlaufenden Teilchen im Plasma kénnen von den magnetischen
Flachen um die GréBenordnung eines Gyroradius abweichen. Aber auch dann kann die
Bahn der Teilchenbewegung in einem axialsymmetrischen System mit einem statischen
Magnetfeld aufgrund der Erhaltung des kanonischen Impulses noch integrabel sein, und
die Teilchen verbleiben auf den Driftflichen [63]. Ist diese Integrabilitat nicht mehr
erfiilllt, konnen sich Teilchenfliisse quer zum Magnetfeld ergeben: Ursachen dafiir sind
EinzelteilchenstoBe (klassische Diffusion), fluktuierende elektrische Felder (Driftwellen)
und auch Stérungen des magnetischen Feldes selbst. Im folgenden sollen jedoch nicht
zeitlich variiernde B (etwa durch Alfvénwellen) interessieren, deren direkte Auswirkung
auf den anomalen Transport auch bei reaktoriiblichen Werten des Plasma-Betas noch
gering ist und sich nur indirekt katalysierend in der parallelen Dynamik von Drift-
Alfvénwellen bemerkbar macht. Vielmehr werden generische statische Stérungen des
Gleichgewichtsfeldes selbst, wie sie von der Abweichung zur Axialsymmetrie in einem
Stellarator rithren, und deren Wechselwirkung mit Driftwellen betrachtet.

© B,

((xX) = n/m >

My

Abbildung 8.1. Urspriinglich ungestérte Fluiflichen formen durch Rekonnektion an resonanten Flichen

X-Punkt

magnetische Inseln. Wie in den letzten Kapiteln steht hier x fir die Flufiflichenkoordinate ¥ und y fir die
poloidale Koordinate 6.

Dazu wird das Magnetfeld in der Form B = V x A beschrieben und eine Feldlinie als
x(7), wobei 7 ein (beliebiger) Parameter zur Festlegung der Position darauf sei. Es zeigt
sich, daf} die Gleichung zur Beschreibung dieser Feldlinie aus einem Variationsprinzip

dx
5 [ A dr = .
(x) oAt 0 (8.6)
abgeleitet werden kann. Die Euler-Lagrange-Gleichungen hierzu ergeben
dx
A) x — —0. .
(V xA)x i 0 (8.7)

Das heiBt, x(7) erfiillt tatsichlich die Feldlinienbedingung (dx/dt)xB = 0. Die formale
Verbindung zur Hamiltonschen Mechanik wird deutlich, wenn das Vektorpotential in
der Form A = ¥V — yV( unter Benutzung von FluBlkoordinaten (siehe Anhang A)

geschrieben und das Variationsprinzip in der entsprechenden Form identifiziert wird:

A -dx=Vdi—xd{ < pdgq— Hdt (8.8)
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Damit lassen sich (6, V) als kanonische Variablen ansehen, die einen Phasenraum fiir
den Feldlinienfluf} beschreiben [61]. Ein Bruch der toroidalen Symmetrie fithrt zu einer
Abhéngigkeit xy = x(V,#), mit der sich die Hamiltonschen Gleichungen im {tiblichen
Sinne verwenden lassen:

dg oy dV ax

d¢ 0V’ d¢ 9’
In Feldlinienkoordinaten gilt dx/0V = ¢. Diese Gleichungen beschreiben die Verset-
zung der Feldlinie nach einem toroidalen Umlauf durch die Rotationstransformation
t. Die Differentialgleichung (8.9) fiir Hamiltonsche Systeme lafit sich nach Integration
iiber eine Umlaufperiode als Differenzengleichung durch eine sogenannte kanonische
Abbildung beschreiben [80]. Eine derartige Abbildung von Feldlinien ist flulerhaltend.
Zu einer detaillierteren Beschreibung von Abbildungen sei auf Anhang D verwiesen.
Das Hinzufligen einer kleinen Stérung A = Ay + €A zum Gleichgewichtspotential
A bewirkt eine verdnderte Hamiltonfunktion y. Unter Annahme von Periodizitat 148t
sich diese schreiben als

(8.9)

X = Xo(¥) + 37 Xm0, (8.10)
oder durch eine einfache Helizitat ausgedriickt auch als x = xo(V) + Xsm,» cos(mé —n().
Eine resonante Storung zu einer Flufiflaiche mit rationaler Rotationstransformation
¢ = n/m verandert die Topologie der Feldlinien, und es kommt zur Ausbildung einer
magnetischen Insel. Dies ist in Abb. 8.1 veranschaulicht.

fs=o
R

T

Abbildung 8.2. Charakteristische 5/5 Inseln am Plasmarand von Wendelstein 7-X. Links: ungestorte Fluf-
flichen. Vergrofierung rechts: Ergodisierung an der Separatrix durch Uberlagerung einer kleinen 5 /6 Stoérung.

Beinhaltet die Stérung mehrere Fourierkomponenten oder 148t eine starke Versche-
rung die Grofe der magnetischen Insel mit den radialen Absténden zweier niedriger
rationalen Flachen vergleichbar werden, so kénnen sich die Inseln iiberlappen, und
es entstehen ergodische Gebiete nahe der ehemaligen Separatrix. Die schnelle Diffu-
sion der Feldlinien durch dieses Gebiet bewirkt einen erhohten Transport von an die
Feldlinien gebundenen Teilchen. Im Stellarator ist die Axialsymmetrie gebrochen und
die durch helikale Periodizitat aufgeprigte Storung unvermeidbar. Im Helias-Konzept
wird versucht, durch geringe Verscherung niedrigrationale Fléachen zu vermeiden. Eine



Teilchenbild: Aufbrechen von Driftflichen 65

Rotationstransformation von ¢+ &~ 1 am Plasmarand fithrt zum Auftreten der charak-
teristischen 5/5 Inseln. Fiir die Darstellung in Abb. 8.2 wurde die Feldlinientopologie
eines zunachst als ungestort angenommenes Gleichgewicht von Wendelstein 7-X (links)
mit einer 5/5 Storung der Amplitude X1 = 0.05y, liber die aus (8.9) abgeleitete Ab-
bildung bestimmt. Der Ausschnitt rechts zeigt ein ergodisiertes Gebiet zwischen zwei
Inseln.

Eine Hamiltonsche Form wie in Gl. (8.9) 148t sich nicht nur fiir Feldlinien, sondern
analog auch fiir die Gyrozentrumsbewegung von Teilchen formulieren. Geschlossene
Driftflichen werden durch elektrische und magnetische Storfelder aufgebrochen und
erfahren eine verstarkte Diffusion. Im folgenden wird eine von Wobig und Pfirsch [127]
formulierte Theorie zur Verfolgung von zirkulierenden Driftbahnen unter dem Einfluf
zeitabhangiger elektromagnetischer Felder durch Abbildungsmethoden erstmals auf die
Geometrie eines Stellarators mit einer Stérung durch darin zuvor bestimmte Driftwel-
lenspektren angewandt. Die Abbildungsgleichungen werden ausfiihrlich in Ref. [127]
hergeleitet. Im wesentlichen wird dabei aus der Einteilchen-Lagrangefunktion im Plas-
ma [82, 23] eine neue Hamiltonfunktion K = K(F,t, ¥, 0, () definiert, die nun zuséatz-
lich von der Teilchenenergie £ und der konjugierten Zeit ¢ abhéngt.

Daraus ergeben sich Abbildungsgleichungen fiir eine konstante Magnetfeldstérung
und zeitabhangige elektrostatische Potentialstorung [127]:

Uy =W, + 63051, (8.11)
01 = 0o+ (U, F1) + g, S1, (8.12)
Ey = Ey + 0,5, (8.13)
t1=to+ T(Vq, £1) + 0g, S1. (8.14)

Der gestorte Teil der erzeugenden Funktion ist 51 = [ [ (9K;/00)d(dd mit dem ent-
sprechenden gestorten Anteil der Hamiltonfunktion [127]

Beo
Boy/2(E — p15Bo — q®)

Die verallgemeinerten “Frequenzen” sind gegeben durch «(V, F) = dKy/0V¥ fir die
Rotationstransformation der Teilchenbahnen und T(V¥, F) = 0K,/0F fir die toro-
idale Transitzeit. Die fluktuierenden elektromagnetischen Felder § B und §® werden
beispielsweise durch Driftwellen beschrieben.

Im weiteren wird eine auf die Nomenklatur der bisherigen Kapitel normierte Form
der Abbildungsgleichungen aufgestellt. Dazu werden Energien auf die thermische Ener-
gie K und Léangenskalen auf den kleinen Plasmaradius ao normiert: E = F /Er,
& = q®/Er und B = B,V = a;' B,V(. Weiter sind B, = B;/By und A = ugB,/Er.
Der Gyroradius ist ps = vVmFEr/qBy mit r. = ps/ag. Die Hamiltonfunktion ist normiert
zu

K, = (o B+ ¢éd). (8.15)

[(1 [(1 - B ¢,0

q¥(ao)  qBoad/2  \[i ¢, _ A

Die Variationen in K; = K1 + Klg werden durch Fourierreihen ausgedriickt,

[Xll = Z[dl El, und [XIQ - Z 1712 E17 7 (817)

{mn

vy [ASB + 60 (8.16)

Imn
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und man erhélt somit [127]:

(1 —exp[—w + iut))
—iv + e

S = Rez ]& W(B1, Wy ) =g explipbo)

1) -
= E ]'11 (E1, U % [cos(a) — cos(a + )] (8.18)

—exp[—in + ime + 1lwT))
—in + 1me + ilwT

- [cos(a) — cos(a + b)] . (8.19)

1
Sia = Re Z Azmn E1,pV¥y) - im - exp[imby + ilwto](

{mmn

= Z [’llnzn Elqull) '

Imn

m
b

Hierin wurden abgekiirzt a = (mby + lwip), b = (—n 4+ me + wT'), o = (pby) und
B = (—v + tu). Die Modenkoeffizienten lassen sich schreiben als

. A
[fll(El, \I/l) == BC,O \/E ~ é) (\II) ~ . fl(ql), (820)
K2 (B, 0)) = \/E - ?(Oq; — fa(W). (8.21)

Darin sind die Modenzahlen g und v fiir die magnetische Storung (fiir die auch eine
Zeitabhangigkeit, A = 0, vernachlassigt wurde) gewohnlich unterschiedlich zu m und
n fiir den elektrostatischen Anteil K'?. Die Summe iiber [ kann durch eine endliche
Reihe diskreter Werte fiir w; ersetzt werden.

Die Funktionen f(W) = f(W¥(s)) beschreiben die Amplitude der Fluktuationen in
Relation zum Hintergrund mit einer méglichen radialen Abhédngigkeit s. So wurde etwa
in Ref. [1] ein radiales Abklingen magnetischer Storungen mit wachsender Modenzahl
nach fi ~ s/~ angenommen. f, kann die radiale Struktur einer Driftmode widerspie-
geln. Die Ableitungen von S; erhdlt man nach Festlegung von ®(W¥) und aus

L = ('3\1;1 [(0 = Lo(qll) + 8\1;1 <BC70V E — é)o —A ) =

B A oA
= 1o(Uy) + CA’O Oy, o, und (8.22)
E—®y—A
A A A B
T =0p Ky= —2 (8.23)

Aus der Normierung fiir 7' folgt & = wag/c;s. FEine typische Frequenz von Driftwellen
ist die diamagnetische Frequenz der Elektronen w, = (kips)(ao/Ly), worin kips <
1 und L, = |0:Inn|™" & (0.005...0.5)as. Andere dimensionslose Parameter haben
GroBlenordnungen von EQO ~1,rfi =001, r.f,=01 £ =0.1..10, A = 0.1.

Die in den Abbildungsgleichungen benétigten Ableitungsfunktionen lassen sich da-
mit explizit schreiben:

04,51 = Z[xn'u [sin(a 4+ 3) — sin( —I—X:[’12

mnl [sin(a + b) — sin(a)] (8.24)

mnl
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Dy, ®
Oy, S1 = [’HM [cos(a) — cos(a + - [0y, In fi + _ %A 0
U201 Z ) ( 6)] [\IJ S Q(E—(I)O—A)
+ > [&mnl [cos(a) — cos(a + b)] - la\pl In fo + —= aq]lfi)o ] . (8.25)
0,5 = S K2, m;“’ [sin(a + b) — sin(a)], (8.26)

mnl

O, 51 = Z[&H'M [cos(a) — cos(a+ B)] - (1/2) (—E—|-(i)0—|-/\)_1

+S K2 T - [cos(a) — cos(a + b)] (1/2)(=F + &g+ A)7". (8.27)
mnl

In erster Naherung lassen sich ®; = 0 und f = konstant festlegen. Dann sind dg, 57 = 0
und ¢ = ¢9(W¥y), womit sich die Darstellung stark vereinfacht. Ist zudem m = 0, so
entkoppeln Gleichungen (8.13) und (8.14) vom Rest, und man erhilt die bekannte
Chirikov-Taylor Standardabbildung [80] zuriick mit stochastischen Lagen, die durch
unzerstorte KAM-Flachen [80] getrennt sind (sieche Anhang D). Sind alle drei Freiheits-
grade in diesem System angeregt und die Gleichungen nicht entkoppelt, so eréffnen sich
vielfaltige Moglichkeiten fiir Resonanzen, und KAM-Flachen existieren im allgemeinen
nicht mehr [80]. Ein neues Phanomen hierbei ist die Arnold-Diffusion [68], zu wel-
cher die urspriinglichen Testteilchenexkursionen innerhalb von getrennten resonanten
Schichten (bei zwei Freiheitsgraden) durch netzartig verwobene stochastische Struktu-
ren im Phasenraum erweitert werden. Die Diffusionsrate hdngt dabei vom Startpunkt
im (Wg, Fo) Raum ab. Wenn im folgenden die driftwelleninduzierte Diffusion in diesem
System bestimmt wird, wird dazu der Startpunkt (Wg, 8o, %) festgehalten und nur eine
Variation in der Anfangsbedingung zur Teilchenenergie Fy vorgenommen.

'\/\/\/\/\/

Abbildung 8.3. Links: Die Berechnung der durch die Magnetfeldstruktur gestorten Driftflichen ergibt ohne
zusdtzliche zeitabhéngige Stérungen noch intakte KAM-Flachen und Inseln. Rechts: Die stochastische Be-
wegung in drei Freiheitsgraden durch elektrostatische Driftwellenfluktuationen zerstort diese Strukturen und
fithrt zu einer Diffusion von am unteren Bildrand gestarteten Testteilchen tiber die Inseln hinweg.

Ein numerischer Diffusionkoeffizient kann definiert werden aus
<AZL’>2 1 (\I/l — \110)2

=Y Dy — L
2AL B 4r, 2 W, N

N—oo

D= (8.28)
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fiir N Iterationen der Abbildung. In der oben eingefithrten Skalierung von Frequenzen
aul ¢;/ag und Léangen auf ag entspricht die daraus folgende Normierung D = D/Dg
einem Bezug auf die Bohm-Diffusion Dg = pscs. Zur Auswertung werden aus den linea-
ren Rechnungen in Kapitel 4 ermittelte Resultate fiir Wendelstein 7-X gewdhlt. Dann
ist fiir die instabilste Driftmode m = n = 50 und /& = 0.65 mit einer angenommenen
Amplitude von 7, f; = 0.05. Als statische magnetische Storung wird eine Uberlagerung
der 5/5 und 5/6 Resonanzen mit Amplituden von r, f; = 0.1 gew&dhlt. Daraus 1afit sich
ein energieabhéngiger Diffusionskoeffizient D ermitteln, der in Abb. 8.4(a) fiir Fy =1
iiber N = 1.2 - 10* Tterationen aufgetragen ist. Es zeigt sich, daB D orts- und damit
auch zeitabhdngig ist und somit kein gutes Vergleichsmaf} fiir Parametervariationen
darstellt. Als den anomalen Transport charakterisierende Gréfle wird hier daher eine
“Finschluzeit” pw = Ty - Ny gewahlt, die beschreibt, nach wievielen Iterationen N,
das Teilchen erstmals den Radius s = 1 iiberschreitet und dem Plasma verloren geht.
Sie ist als Funktion der anféanglichen Teilchenenergie Fy fiir einen radialen Startpunkt
Uy = 0.25 in Abb. 8.4(b) aufgetragen. Die Anzahl der Iterationen ist dazu multipliziert
mit der Umlaufzeit Ty ~ 1/y/Eq. Die EinschluBzeit superthermischer Teilchen (Eq > 1)
ist dabei bedeutend hoher als diejenige thermalisierter Teilchen. Ein derartiges Verhal-
ten erweist sich als giinstig fiir die Abfuhr erkalteter Heliumasche, wahrend gleichzeitig
heifle a-Teilchen aus den Fusionsreaktionen ihre Energie effektiver im Plasma deponie-
ren kénnen.

Die Methode, Einzelteilchentrajektorien zu verfolgen, kann zwar wie gezeigt eine
Energieabhangigkeit des Transports darstellen. Allerdings lassen sich weder quantita-
tive Vorhersagen treflen, noch ist das Verfahren selbstkonsistent: Die Riickwirkung der
Teilchenbahnen auf die elektrischen Felder ist nicht enthalten. Zwar lieBen sich die
obigen Rechnungen erweitern durch Verwendung nichtlinear simulierter Potentialspek-
tren anstelle der einen instabilsten linearen Modenfrequenz. Der (energiegemittelte)
Transport 148t sich jedoch aus diesen Simulationen bereits konsistent direkt erhalten.

0.20— : : : ; ; 10—

i (a) 1 - (b)
| | | | | | | | | | |

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 00 1 2 3 4

N E. /E

Abbildung 8.4. Links: Arnold-Diffusionskoeffizient D(N) fiir driftwelleninduzierten Transport iiber magne-
tische Inseln in Wendelstein 7-X nach N Iterationen. Rechts: Energieabhéngigkeit der “Teilcheneinschlufizeit”
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8.3 Fliissigkeitsbild: konvektiver turbulenter Transport

In den Fluidsimulationen wird der Transport tiber eine Flache xr=konstant direkt aus
den berechneten Fluktuationen der Dichte und des Potentials mit der radialen Kom-
ponente der E x B Geschwindigkeitswirbel erhalten. Der mittlere Teilchenfluf} ist

I, = (vpyg - n). (8.29)

Der Vergleich von Teilchen- und Warmefliissen aus Tokamak-Turbulenzsimulationen
mit experimentellen Werten zeigt, dal die Rechnungen bereits die richtige Groflen-
ordnung wiedergeben kénnen [42]. Um jedoch quantitativ Transportkoeffizienten oder
Einschlufskalierungen vorherzusagen, sind die Simulationen bisher meist noch zu ver-
einfacht auf Teilaspekte konzentriert. Es wird notig, neben der genauen Geometrie
in der Gyrofluidbehandlung auch in geeigneter Weise Effekte gefangener Teilchen [4],
Nichtlokalitat in Gradienten [48] und poloidale Geschwindigkeitsverscherung [21] zu
beriicksichtigen. Weiter sind derzeit noch bestehende Diskrepanzen (bis zu einem Fak-
tor zwei in der Warmediffusivitat) zwischen gyrokinetischen und gyrofluiden Simulatio-
nen auszurdumen [42]. Ungeklart ist auch noch ein maoglicher Beitrag des Elektronen-
Temperaturgradienten (ETG) und Fluktuationen auf der Gréfenordnung des Gyrora-
dius der Elektronen zum Transport [66].

8.4 Turbulenzreduzierende Optimierung von Stellaratoren

Ein wohlbekannter Zugang zur Analyse der magnetohydrodynamischen Stabilitét ei-
nes Plasmas erfolgt iiber das Energieprinzip. Aus einer quadratischen Form lassen sich
dabei bereits Aussagen zur Destabilisierung, etwa durch ungiinstige Kriimmung, und
geeigneter geometrischer Optimierung zu deren Reduzierung in einem Stellarator tref-
fen [126].

Aus linearen Driftwellengleichungen wie GI. (4.11) 148t sich dagegen im allgemeinen
aufgrund der Nichthermitezitat des Operators (4.12) keine quadratische Form konstru-
ieren. Fiir den speziellen Fall eines einfachen stofifreien Modells der radialen Driftwel-
lengleichung konnte Antonsen [2] durch den Trick einer Erweiterung der reellen radialen
Koordinate in die komplexe Ebene und Drehung der Integrationsachse ein solches qua-
dratisches Stabilitatskriterium aufstellen. Der Ansatz wurde von Chen et al. [24] auf
dissipative Driftwellen erweitert, wobei gezeigt wurde, daB diese in verscherten zweidi-
mensionalen Anordnungen linear stabil sind. In der Formulierung als Eigenwertproblem
entlang der Feldlinie, um toroidale und helikale Variationen in allgemeiner Geometrie
darstellen zu kénnen, ist der Trick der komplexen Erweiterung nicht anwendbar.

Des weiteren wire die Anwendung eines derartigen linearen Stabilitatskriteriums
auf Transportvorhersagen anzweifelbar, da es durch die nichtlineare Charakteristik der
Driftwellenturbulenz selbst bei linearer Stabilitdt aller Eigenmoden zur Ausbildung
nichtlinearer selbsterhaltender Turbulenz und somit zu verstarktem Transport kom-
men kann [103]. Einfache analytische Kriterien zur Stabilisierung von Driftwellen in
dreidimensionaler Geometrie lassen sich also nicht angeben. Aus diesem Grund wurde
der Zugang tiber vergleichende numerische Studien gew&hlt.

In der linearen elektrostatischen Theorie fiir kalte Ionen (Kapitel 4) wurde dabei
gefunden, daf} die Instabilitdt selbst fiir &hnliche magnetische Konfigurationen durch



70 Anomaler Transport

lokale geometrische Unterschiede beeinflufit wird. Die geometrischen Gréfien ¢°°, E,
kN, kg und A treten in der mathematischen Formulierung wie in Gleichung (4.16)
gekoppelt auf, und deren Effekte lassen sich nicht konsistent trennen. Sowohl der Ver-
gleich von Anwachsraten unterschiedlicher Konfigurationen iiber deren lokale geometri-
sche Eigenschaften entlang einer Feldlinie, als auch die getrennte Variation von lokaler
Kriitmmung und Verscherung konnten auf eine dominierende Rolle der lokalen Versche-
rung zur Stabilisierung schlieflen lassen. Im Falle von DTEM Driftmoden unter Einbe-
ziehung gefangener Elektronen ergibt sich ein giinstiger Effekt durch die neoklassische
Optimierungsweise, die Spiegelgebiete moglichst in Gebieten niedriger Kriimmung zu
lokalisieren.

Die Untersuchung der elektromagnetischen gyrokinetischen I'TG-Instabilitat bei
endlichem Beta zeigte in Kapitel 5 deutlich einen fiir diese Moden relevanten Einflufl
der Kriimmungseigenschaften. Sowohl die Lokalisierung der Figenmoden entlang des
Magnetfelds als auch die Variation der Anwachsrate mit der Feldlinienmarke erga-
ben einen eindeutigen, auch quantitativen Zusammenhang mit der lokal ungiinstigen
Normalkriimmung. Auch die Skalierung mit steigendem Beta durch die Verschiebung
des Gleichgewichts mit wachsendem Plasmadruck hin zu (£yx)¢ > 0 im Feldlinienmit-
tel tendierte im selben Sinne. Die lokale Verscherung taucht bei ITG-Moden lediglich
in Zusammenhang mit der geodatischen Kriimmung £ in Gl. (5.10) auf, welche fiir
Helias-Konfigurationen minimiert ist. Diese Destabilisierung durch Kriitmmung ist auch
aus der Untersuchung der idealen MHD-Ballooningstabilitat bekannt. Hier wie dort
tritt die Normalkriimmung als Produkt £x/¢*® mit dem Abstand benachbarter FluB-
flichen auf. Eine magnetohydrodynamische Optimierungsstrategie, die magnetischen
Flachen in Gebieten ungiinstiger Kriimmung durch VergréBerung von ¢*° zu kompri-
mieren [126], wirkt sich auch bei ITG-Moden stabilisierend aus.

Die nichtlineare Simulation von Randschichtturbulenz in Stellaratoren wurde in
Kapitel 6 in erster Linie mit einem Modell fiir kalte Tonen durchgefiithrt. Die treibende
freie Energie ergibt sich wiederum durch den Dichtegradienten. Hierbei ergab sich eine
Bestatigung der bereits aus der linearen Theorie vermuteten démpfenden Rolle einer
starken lokalen Verscherung fiir Driftwellen. Die Untersuchungen in realer Geometrie
von Wendelstein 7-X ergaben, zumindest fiir die untersuchten resonanten Stérungen,
eine Lokalisierung der Turbulenz senkrecht zu den Feldlinien in Gebieten geringer abso-
luter mittlerer lokaler Verscherung. Ein wesentlicher stabilisierender Effekt zeigte sich
aus dem selben Grund auch bei den Modellmetriken mit ausgepragter Elliptizitat.

Die lokale Verscherung erreicht ihre Maxima in den “Ecken” der Fluiflichen (ver-
gleiche Abb. 6.5), deren Position sich aus der Verbindung der Gebiete starkster poloida-
ler Krimmung von der unteren Spitze der Bohnenebene helikal iiber die auflere Spitze
der Dreiecksebene zum oberen Ende der Bohnenebene erstreckt. Die dort lokal star-
ke Verformung ergibt sich aus der neoklassischen Anforderung, gefangene Teilchen in
den Gebieten zwischen hohen Spiegelfeldern moglichst geringer Magnetfeldkrimmung
auszusetzen [44]. In dieser Hinsicht ist die Forderung an eine turbulenzreduzierende Op-
timierung, die Feldlinien moglichst haufig durch Gebiete hoher lokaler Verscherung zu
fithren, ebenfalls bereits implizit in der bisherigen Strategie zu avancierten Stellaratoren
vertreten. Aus den Ergebnissen der letzten Kapitel 148t sich weitergehend ein Anspruch
auf zukiinftig explizite Beriicksichtigung von entlang einer Feldlinie moglichst oft auf-
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tretender hoher lokaler Verscherung als Optimierungskriterium geltend machen. Von
diesem Standpunkt aus erscheint auch die bisher betrachtete fiinfperiodische Helias-
Konfiguration geeigneter als kiirzlich unter dem Gesichtspunkt der Konzeption kom-
pakter Ziindexperimente mit geringerer Anzahl von Feldperioden bei &hnlich hohem
Randiota t(ag) ~ 1 entworfene Varianten [70]: Bei ahnlicher Feldstruktur der einzelnen
Perioden und ansonsten gleicher Rotationstransformation durchlaufen Feldlinien bei
einer hoheren Anzahl von Perioden auch mehr Gebiete hoher lokaler Verscherung.

Eine geeignete Plazierung magnetischer Inselstrukturen am Plasmarand durch Mo-
de, Phase und Amplitude der Stérung, wie sie beziiglich eines Inseldivertors durch Zu-
satzspulen bereits realisiert wird, kann die Anspitzung von Flufiflichen weiter verstarken.

Die Giite einer mikrostabilitatsoptimierten Konfiguration wird schlieilich wieder-
um durch numerische Simulationen zu testen sein. Erfahrungen aus der magnetohy-
drodynamischen Stabilitdtsanalyse zeigen, daB} sich dazu eine globale Behandlung der
gesamten Stellaratorflufifliche, wenn sie bei wachsender Rechnerkapazitat in Zukunft
praktikabel wird, als nétig erweisen konnte.

8.5 Zusammenfassung

Die Auswirkungen der betrachteten Driftwellenmodelle auf den turbulenten, sogenann-
ten “anomalen” Transport in Fusionsplasmen wurden diskutiert. Bereits das einfa-
che lineare Modell vermag die richtige Gréflenordnung des experimentell beobachte-
ten Transports wiederzugeben. In Verbindung mit einem Abbildungsalgorithmus zur
Verfolgung von Einzelteilchenbahnen konnte die Energieabhangigkeit der Teilchenein-
schlufizeit unter dem Einflu magnetischer Inselstrukturen ermittelt werden. Eine im
Falle ungestorter Flufiflichen selbstkonsistente Behandlung des Transports lieferte be-
reits intrinsisch die direkte numerische Simulation. Es wurde diskutiert, daB noch die
Einbeziehung von Nichtlokalitat und Spiegelteilcheneffekten sowie eine Globalisierung
der numerischen Behandlung weg vom Fluflschlauchmodell nétig sein werden, um quan-
titative Voraussagen zu Transport und Einschlufl bestehender Experimente und zukiinf-
tiger Reaktoren treffen zu kénnen. Qualitativ konnten jedoch aus den Erfahrungen der
letzten Kapitel vorlaufige Kriterien zu einer Reduzierung der Turbulenz durch geeignete
Formung der Magnetfeldgeometrie gefunden werden. Die bisherigen Optimierungsstra-
tegien avancierter Stellaratoren hinsichtlich MHD-Stabilitdat und neoklassischen Eigen-
schaften erwiesen sich dabei auch férdernd zur Stabilisierung von, respektive, ITG und
DTE Moden. Dichtegradientengetriebene Driftwellen und Drift-Alfvénwellen erfahren
eine dampfende Wirkung durch lokale Verscherung. Diese ist ein Nebenprodukt der
Helias-Optimierung durch die steigende Helizitat und die Torsion der Feldlinien an
den Spitzen von Dreicksebene und Bohnenebene. Sie 1a8t sich, sofern sich daraus keine
negativen Auswirkungen auf MHD-Stabilitét und Neoklassik ergeben, in zukiinftigen
Optimierungsschritten weiter verstarken und somit zu einer méoglichen Turbulenzredu-
zierung in Stellaratoren anwenden.
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Kapitel 9

Zusammenfassung

Konvektiver Transport durch turbulente Wirbel ist ein wesentlicher Verlustmechanis-
mus von Energie und Teilchen aus einem Fusionsplasma. Ursache dieser Turbulenz
sind destabilisierte niederfrequente Anregungen von Driftwellen im inhomogenen Plas-
ma. Diese treten in allen magnetischen Einschluflexperimenten auf, da sie ihre freie
Energie aus dem unvermeidbaren Druckgradienten in Zusammenhang mit einer nich-
tidealen Elektronendynamik entlang des Magnetfelds beziehen. Driftwellen sind daher
ein experimentell wie theoretisch intensiv studiertes Phanomen in der fusionsorientier-
ten Plasmaphysik.

Die Modellierung von Driftinstabilititen wurde jedoch bisher fast ausschlieBlich
in der einfachen Magnetfeldgeometrie des axialsymmetrischen zylindrischen Einschluf}-
konzepts vom Typ Tokamak behandelt. Darin ist die Theorie bereits weit fortgeschrit-
ten bis hin zur dreidimensionalen nichtlinearen Simulation von Plasmaturbulenz, und
auch werden wichtige Effekte aus endlicher Tonentemperatur oder elektromagnetischen
Fluktuationen immer weiter in den Modellen mitberiicksichtigt. Die Motivation da-
zu ist, daf} sich die Entwicklung in der Fusionsforschung immer mehr auf Entwurf
und Konzeption eines tatsiachlichen Experimentalreaktors (ITER) zubewegt, und das
Verstandnis des von Driftwellen induzierten turbulenten (“anomalen”) Transports von
grundlegender Bedeutung fiir Reaktorparameter und Ziindkriterien ist.

Eine alternative Form des toroidalen Plasmaeinschlusses durch Magnetfelder findet
sich im Stellaratorkonzept. Durch den Verzicht auf interne Plasmastréme zur Generie-
rung der Feldlinienverschraubung besteht bei einem Stellarator zwar die Moglichkeit
zu einem kontinuierlichen Betrieb, andererseits weist er auch eine unsymmetrische,
hochgradig dreidimensionale Form der Magnetfeldgeometrie auf.

Alle fiir zweidimensionale Tokamaks entwickelten Modelle zu Driftwelleninstabi-
litdten lassen sich prinzipiell auch auf komplexere Geometrien anwenden, wenn die
zugrundeliegenden Gleichungen und deren numerische Lésung an die Effekte eines va-
riterenden Magnetfeldes und einer krummlinigen Metrik angepafit werden: Denn der
grundséatzliche Mechanismus der Instabilitat von Driftwellen ist unabhéngig von der
Geometrie und der gleiche in einem einfachen axialsymmetrischen Tokamak wie in
einem dreidimensionalen Stellarator’. Die Antriebs- und Dampfungsmechanismen da-
gegen hangen generisch von geometrischen Faktoren wie Kriimmung und Verscherung
des Magnetfelds ab, welche sich in beiden Konzepten wesentlich unterscheiden.

1 Der hohe Toroidalstrom in einem Tokamak stellt zwar fiir bestimmte Instabilititen (z.B. Tearingmoden) eine Quelle
freier Energie dar, hat aber einen vernachlissigbaren direkten Einflufl auf Driftwellen und Turbulenz.
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Die theoretische Untersuchung von Driftwelleninstabilitdten in Stellarator-Plasmen
wurde jedoch bis vor wenigen Jahren fast voéllig vernachlassigt. Bis 1996 erschienen
dazu insgesamt fiinf Arbeiten, von denen sich nur eine mit toroidaler Geometrie be-
faite, die anderen behandelten eine gerade helikale Geometrie als erste Nédherung fiir
einen Stellarator. Alle Arbeiten hatten das einfachste, lineare elektrostatische Fliissig-
keitsbild eines Plasmas zur Grundlage. Zum Zeitraum des Beginns der vorliegenden
Arbeit sind erste Entwicklungen zur Theorie von Driftwellen in realen Stellaratoren
vollzogen worden. Die lineare Theorie elektrostatischer resistiver Driftwellen wurde
von Lewandowski (1997) fiir die dreidimensionale Geometrie des Heliac-Experiments
H1-NF angepasst [75, 77]. Diese ersten wichtigen Ansitze erlauben jedoch keine Ex-
trapolation hin zu anderen Konfigurationen aufgrund der spezifischen geometrischen
Eigenschaften unterschiedlicher Stellaratoren. Auch blieb bisher offen, welche Auswir-
kung die geometrischen Gréflen wie Kriitmmung und lokale Verscherung im Einzelnen
auf Instabilitdten haben, und ob sich ein Stellarator prinzipiell in Hinblick auf gerin-
ge Driftinstabilitat und damit geringen turbulenten Transport optimieren 1at. Dies ist
besonders von Interesse bei fortgeschrittenen Fusionskonzepten wie “Helias”, einer Mo-
dellfamilie von helikalen avancierten Stellaratoren, die bereits auf einen verbesserten
Einschluf von Einzelteilchen optimiert ist und dem Reaktorkonzept “HSR”? zugrun-
deliegt. In der vorliegenden Arbeit wurde nun erstmals die Theorie von Driftwellen
in dreidimensionalen Geometrien von Helias-Konfigurationen formuliert. Dazu wurden
bestehende lineare Modelle wesentlich erweitert und die numerischen Routinen zur
Berechnung der Instabilitaten hierfiir entwickelt. Erstmals wurden auch nichtlineare
Simulationen von Plasmaturbulenz in der Geometrie realer Stellaratoren durchgefiihrt
und die Auswirkungen aller Modelle auf den anomalen Transport hin betrachtet.

Die beiden einfachsten untersuchten linearen Driftwellenmodelle hatten das Fliissig-
keitsbild eines inhomogenen, magnetisierten Plasmas mit kalten Tonen zur Grundla-
ge. Die Naherung kalter lonen (7; = 0) ist gerechtfertigt fiir derzeitige Stellarator-
Experimente, in denen die Energiezufuhr ins Plasma durch Mikrowellen (ECRH?)
hauptséachlich iiber die Elektronen deponiert wird und 7, > T; gilt. Damit lassen sich
Korrekturen durch einen endlichen Gyrationsradius der lonen vernachlassigen, und
die Instabilitdt wird vom Dichtegradienten alleine getrieben. In Hinblick auf die de-
stabilisierende nichtideale (gestorte) parallele Elektronendynamik, die einen schnellen
Ausgleich von Fluktuationen verhindert, wurde zum einen eine konstante Dissipation
(“Nichtadiabatizitdt”) angenommen. In einem im Rahmen dieser Arbeit entwickelten
komplexwertigen numerischen Eigenwertcode wurden hierfiir Frequenz- und Moden-
zahlspektren verschiedener Stellaratoren erstmals in toroidaler Konfiguration spektral
untersucht und verglichen. Zum anderen wurden ebenfalls spektral die stérungstheore-
tische Behandlung gefangener dissipativer Elektronen und in Folge die Anwachsraten
dieser DTE Moden durch Integration der gefangenen Bewegung iiber Magnetfeldva-
riation und Modenstruktur untersucht. Als Grundlage diente hierfiir ein Ansatz von
Dominguez et al. [33]. Neben der Behandlung allgemeiner Geometrie wurde, iiber bisher
in der Literatur beschriebene Modelle hinausgehend, durch die Erweiterung auf asym-
metrische Moden erstmals auch eine Diskussion der poloidalen Variation der Spektren

2 HSR = Helias Stellarator Reaktor
3 ECRH = Elektronen-Cyklotron-Resonanz-Heizung
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ermoglicht. Diese zeigten eine komplexe Bandstruktur in den Eigenfrequenzen, welche
sich aus der Brechung der axialen Symmetrie bei einem Stellarator ergibt. Zur Unter-
suchung der Einfliisse von einzelnen der geometrischen Gréflen wurden die integrierte
lokale Verscherung und die Kriimmungen systematisch variiert. Aus Betrachtung des
vereinfachten Falls einer geraden helikalen Geometrie stellten Waltz und Boozer (1993)
die Vermutung auf, dafl in global (d.h. im Mittel) verscherungsfreien Stellaratoren die
lokale Verscherung eine tragende Rolle in der Stabilisierung tibernimmt [123]. Diese
Vermutung konnte hier fiir einen realen Stellarator numerisch bestétigt werden. Finige
Ergebnisse dieses Teils der Arbeit sind vom Autor verdffentlicht worden [69].

Im Hinblick auf die Reaktoreignung des Helias-Konzeptes sind die Einbeziehung
des Gradienten der lonentemperatur (ITG) und des im Verhéltnis zum Magnetfeld-
druck endlichen Plasmadrucks* (Beta) relevant. Die aus endlicher Tonentemperatur
resultierenden Gyroradiuseffekte sind in ein Fluidmodell nur eingeschréankt integrier-
bar, weshalb dazu auf die kinetische Darstellung iibergegangen wird. Um auch die
konsistente Behandlung eines endlichen Beta zu ermoglichen, ist erstmals die linea-
re elektromagnetische gyrokinetische Gleichung in einem Stellarator aufgestellt und
fiir das Reaktorkonzept HSR numerisch gelost worden. Hiermit konnte die Abhéngig-
keit der Mikroinstabilitét eines Stellarators vom Plasma-Beta untersucht werden. Die
bereits fiir einfache Tokamaks [38] beobachtete Stabilisierung elektrostatischer ITG-
Moden bei wachsendem Beta konnte auch im Stellarator HSR gefunden werden. Sta-
bilitdt und Lokalisierung sind dabei fiir ITG-Moden in erster Linie durch die Variation
der Krimmung entlang der Feldlinien bestimmt. Durch die Shafranov-Verschiebung
mit steigendem Beta wird eine stabilisierende giinstige magnetische Mulde in HSR
verstarkt. Es zeigte sich dadurch, dafl die konsistente Einbeziehung von endlich-Beta-
Effekten auch auf die Geometrie selbst ein essentieller Bestandteil solcher Mikrostabi-
litdtsbetrachtungen ist.

Mit den bereits genannten Methoden wurden wesentliche Erweiterungen gegeniiber
bisherigen linearen Driftwellenmodellen vorgenommen und durch relativ einfache Ver-
fahren neue Einsichten in die Auswirkungen der Magnetfeldgeometrie auf Instabilitaten
erzielt. Driftwellen sind jedoch im Grunde ein nichtlineares Phanomen. Zu einem wirk-
lichen Verstandnis des fiir den Plasmaeinschluff kritischen anomalen Transports ist
ebenso wie fiir die theoretische Beschreibung experimenteller Fluktuationsmessungen
eine direkte numerische Simulation nichtlinearer Plasmaturbulenz unumgéanglich. Eine
Schwierigkeit beim Ubergang von fiir Tokamaks entwickelten Simulationsmodellen auf
reale Stellaratorgeometrie ist dabei die breite Spannweite von Skalenlangen, die bei
der Entwicklung von Turbulenz in Plasmen im Spiel ist. Typische Wellenldngen (senk-
recht zur Magnetfeldrichtung) von Driftwellenturbulenz in der Randschicht heutiger
Fusionsexperimente liegen in der GroBenordnung eines Ionen-Gyroradius von einigen
Millimetern®: Der kleine Plasmaradius des Experiments Wendelstein 7-X etwa liegt
dagegen bei einem halben Meter. In der Richtung entlang des Magnetfeldes konnten
bisher immer die Symmetrien eines Tokamaks ausgenutzt werden: In einem Stellara-

4 Parametrisiert durch den auf die Magnetfeldstirke normierten Druck 8 = uop/B?.

5 Neue Ergebnisse zu vom Elektronentemperaturgradient (ETG) getriebenen Moden deuten darauf hin, da8 mitunter
sogar Effekte von der Ausdehnung eines Elektronengyroradius von Bedeutung sein kénnten, die die nétige Langenskala
zur Simulation der Turbulenz nochmals um zwei Gréfenordnungen nach unten erweitern wiirde [66].
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tor dagegen bedingen die ausgepréigten helikalen Variationen die Notwendigkeit einer
weitaus hoheren Auflésung. Nicht genug, daB eine Rechendoméne zur Beriicksichtigung
komplexer Geometrie mit geniigend hoher Auflésung bereits in einem einfachen Fluid-
bild an die Grenzen der Leistungsfahigkeit moderner Héchstleistungsrechner stoft: Ki-
netische Effekte wie Landaudampfung, endlicher Gyroradius und gefangene Teilchen
machten eigentlich eine gyrokinetische Beschreibung im sechsdimensionalen Phasen-
raum des Plasmas notig. Derzeit wird von mehreren Autoren versucht, einige dieser
Effekte genahert auch in sogenannten Gyrofluidmodellen zu beriicksichtigen.

Erstmals wurden nun in dieser Arbeit nichtlineare Simulationen in der dreidimen-
sionalen Geometrie realer Stellaratoren durch die Anpassung der Metrik vorbereitet
und durchgefiihrt. Hierzu wurde in einem bestehenden numerischen Code [106] die kon-
sistente Einbindung beliebiger, allgemeiner Geometrie, die beispielsweise aus magneto-
hydrodynamischen Gleichgewichten spezifiziert ist, in einen Flulschlauch-Formalismus
realisiert. Darin wird die Anisotropie der Plasmaturbulenz durch eine Anordnung des
Simulationsgebiets in einem Ausschnitt des Plasmas entlang der Feldlinie ausgeniitzt.
Poloidale und toroidale Variationen der Metrik und des Magnetfeldes werden dabei
vollstandig berticksichtigt. Das priméar hierzu zugrundegelegte Driftwellenmodell nahm
kalte Tonen und elektromagnetische, isotherme Elektronendynamik mit lokalem Dichte-
gradienten an. Auch in einem erweiterten Gyrofluidcode fiir endliche lonentemperatur
wurden erstmals Simulationen in Stellaratorgeometrie durchgefiihrt.

Durch Rechnungen in der realen Geometrie des Stellarators Wendelstein 7-X konn-
te so gezeigt werden, daf die lokalen geometrischen Eigenschaften wie Kriitmmung und
lokale Verscherung die Fluktuationsamplituden wesentlich beeinflussen und nahe einer
niedrigrationalen Rotationstransformation zu einer effektiven Lokalisierung der Tur-
bulenz auf bestimmte Feldlinien fithren kénnen. Um den Einflul der Geometrie auf
die Fluktuationen explizit zu untersuchen, wurden geeignete Ubergangsmetriken kon-
zipiert, die eine kontinuierliche und konsistente Variation zwischen der Geometrie eines
einfachen zylindrischen Tokamaks und den Eigenschaften eines W7-X-artigen Stellara-
tors zulassen. Dies wurde erzielt durch getrenntes Hinzufiigen von lokalen Verscherungs-
oder Kriimmungseffekten zur Tokamakgeometrie, was einer wachsenden Elliptizitat in
einem einfachen elliptischen (“1=2") Stellaratormodell, beziehungsweise einer verstark-
ten, toroidal periodisch modulierten Schwellung in einem ,Bumpy Torus® gegeniiber
einem kreisformigen Plasmaquerschnitt entspricht. Es wurde gezeigt, dafl beide Ef-
fekte zu einer merklichen Reduzierung der Fluktuationsamplituden fithren. Die Wir-
kungsweisen sind jedoch entgegengesetzt: Die lokale Verscherung bewirkt eine effektive
Dampfung der Turbulenz durch ein Aufbrechen der Wirbelstrukturen entlang raumlich
voneinander wegscherenden, urspriinglich benachbarten Feldlinien. Eine Modulation
der Krimmung, die unter anderem als Phasenfaktor zwischen Dichte- und Potenti-
alstorung wirkt, hat dagegen einen verringerten Antrieb der Instabilitat zur Folge.

Als weiteres wichtiges, jedoch aufgrund der unverdnderten Quellen freier Energie
nicht unerwartetes Resultat dieser Geometrievariationen wurde gefunden, daf} trotz
der teilweise wesentlichen Einfliisse auf Instabilitit und Transport die berechneten
Fluktuationsspektren in den diversen Geometrien kaum voneinander abweichen. Dies
bestitigt eine experimentell von Pedrosa et al. [94] gefundene empirische Ahnlichkeit
von gemessenen Spektren in unterschiedlichen Konfigurationen.
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Die Ergebnisse aus den verschiedenen behandelten Driftwellenmodellen der Arbeit
wurden weiter auf die Auswirkungen beziiglich des anomalen Transports hin unter-
sucht. Ausgehend vom linearen Modell wurde zunachst das Mischungswegbild zum kon-
vektiven Transport durch Fliissigkeitswirbel herangezogen, das zwar nur eingeschrankt
anwendbar ist, jedoch schon die GréBenordnung gemessener Werte gut wiederzuge-
ben vermochte. Realistischer ist es bereits, die Auswirkungen fluktuierender Felder auf
die Einzelteilchenbewegung im Plasma selbst zu betrachten. Hierzu wurde erstmals
eine neue Methode von Wobig und Pfirsch [127], die gestorte Trajektorien iiber Abbil-
dungsmethoden verfolgt, auf die Parameter und (im ersten Teil dieser Arbeit berech-
nete) Driftwellen-Frequenzspektren eines realen Stellarators angewandt. Die gefundene
Abhéangigkeit der Teilcheneinschlufizeit von der Anfangsenergie der Testteilchen hat
giinstige Auswirkungen auf den Einschlufl schneller a-Teilchen aus Fusionsreaktionen
und einer rascheren Abfuhr kiithler Heliumasche. Der Nachteil dieses Einzelteilchenbilds
ist, daBl es nur qualitative Aussagen erlaubt. Der energiegemittelte Transport durch
nichtlineare Turbulenz dagegen 1a8t sich bereits selbstkonsistent direkt aus den Simu-
lationen erhalten. Dieser zeigt im wesentlichen dieselben qualitativen Abhéngigkeiten
beziiglich der Feldgeometrie wie die Fluktuationsamplituden.

Die Entwicklungen dieser Arbeit erlauben nun auch erstmals die tatsachliche In-
teraktion von Theorie in realer Geometrie mit Experimenten. Vergleichende Messun-
gen zur Korrelation von Fluktuationen entlang Feldlinien in einem Tokamak (JET)
und Stellarator (W7-AS) werden derzeit durchgefithrt [119]. In diesem Zusammenhang
wurden numerische Diagnostiken in den nichtlinearen Code implementiert, die zukiinf-
tig einen direkten Vergleich mit den gemessenen Daten erlauben. Eine wichtige offene
Frage zu derzeitigen Experimenten ist die Abhéngigkeit des Plasmatransports an W7-
AS vom Randwert der Rotationstransformation. Es wurde erlautert, wie die Bildung
magnetischer Inseln bei niedrigen Rationalen der Rotationstransformation eine Defor-
mation selbst der geschlossenen Flufiflachen und dadurch eine verstéarkte Variation der
lokalen Verscherung bewirkt. Die Erfahrungen aus dieser Arbeit lassen einen merkba-
ren Einflul auf den Plasmatransport erwarten. An diesem Beispiel waren andererseits
auch die Grenzen des derzeitigen FluBschlauchmodells aufzuzeigen: Eine Simulation vor
dem Hintergrund der kleinskaligen Variationen der Flufiflachengeometrie durch Inseln
oder ausgepréigtem Spulenripple 1aB8t sich nur im Rahmen eines erweiterten Modells
realisieren, das die gesamte Flufifliche in die Simulation mit einbezieht. Die zukiinftige
Entwicklung eines solchen globaleren (und wesentlich rechenintensiveren) Modells ist
eine Aufgabe, die sich aus den Erkenntnissen dieser Arbeit ergibt.

Aus der Identifikation der fiir Instabilitdt und Transport relevanten Grélen durch
die betrachteten Modelle dieser Arbeit 148t sich die Frage nach der prinzipiellen Méglich-
keit zu einer turbulenzreduzierenden Optimierung von Helias-Stellaratoren positiv be-
antworten. Hierzu wurden vorldufige Optimierungskriterien aufgestellt. Diese werden
in Zukunft im Rahmen eines auf globale Simulation hin erweiterten Modells auf ihre
Giiltigkeit hin zu untersuchen und zu prézisieren sein. Es zeigte sich hierzu, dafl Helias-
Konfiguration einige der zu fordernden turbulenzreduzierenden Eigenschaften bereits
als Nebenprodukt der bisherigen magnetohydrodynamischen und neoklassischen Opti-
mierung aufweisen kénnen.
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Anhang A

Flu3flachenkoordinaten

Die Darstellung der dreidimensionalen Stellaratorgeometrie in dieser Arbeit beruht auf
der Verwendung von krummlinigen FluBflachenkoordinaten [32]. Die radialen, poloida-
len und toroidalen Koordinaten s, # und ¢ beschreiben Feldlinien, die in der 8- Ebene
auf den FluBflichen ¥ = (1/2)Bya3s liegen.

Numerische Routinen zur Bestimmung magnetischer Vakuumflachen aus der Spu-
lengeometrie (“Gourdon-Code”, basierend auf Ref. [43]) oder eines Plasmagleichge-
wichts bei endlichem Druck (“NEMEC?”, siehe Ref. [59]) erlauben eine Darstellung
geschlossener magnetischer Flachen in Zylinderkoordinaten X = (R, ¢, Z) durch eine
Fourierreprisentation in FluBflichenkoordinaten u = (u',u* u®) = (s, 6, ). Die Trans-
formation in ein SFL-System gerader Feldlinien (Boozer- oder Hamada-Koordinaten,
siehe [32]) erfolgt bereits im Rahmen dieser Codes'. Mit den Fouriermodenzahlen n

und [ und der Anzahl von Ny =5 Feldperioden sind

|B| = ZBnl ) cos(nf — 1(), (A.1)
R = Z Ryi(s) cos(nf —1(), (A.2)
7 = Z Zni(s)sin(nd — 1(), (A.3)
b == —|— — Zgbn; sin(nf — [¢). (A.4)

Man erhélt die Darstellung X = X(s,6,(). Daraus lassen sich die kovarianten
Basisvektoren

0X
ou’

und schlieBlich die kontravarianten Basisvektoren

e, =

el =Vu' = _ & xer
e; - (e]- X ek)

I Die in dieser Arbeit verwendeten Fourierdaten von Helias-Konfigurationen wurden freundlicherweise von Dr. E. Strum-
berger und Hr. J. Kifilinger zur Verfiigung gestellt.
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errechnen. Ein beliebiger Vektor 1aBt sich entweder in kontra- oder kovarianter Form
durch eine Linearkombination der Basisvektoren ausdriicken. Die metrischen Koeffizi-
enten g* ergeben sich aus dem Produkt der kontravarianten Basen:

g’ =¢e"-e =Vu' - Vu'
Diese Koeffizienten sind symmetrisch, und in einem orthogonalen Koordinatensy-

stem verschwinden die Nicht-Diagonalelemente. Die Jacobideterminante der Transfor-
mation in das krummlinige Koordinatensystem ist

J:el-egxegz(el-eQXeS)_l.

Die Vektorableitung V schreibt sich

.0
V:V Z—.
uau“

wobei doppelt auftretende Indizes ¢ eine Summation iiber deren Werte (1,2,3) impli-
zieren.

Die Feldlinienkriimmung ist iiber den Einheitsvektor b = B/B definiert als

fo B?
=b-Vb="=V,[p+— |~V . InB.
K B2 L(P-l-zluo) Lin

Die zweite Identitét folgt aus der Gleichgewichtsrelation Vp = I xB = ;5 (VxB) xB
unmittelbar unter Ausnutzung einiger Vektorbeziehungen. Die letzte Naherung gilt fiir
geringen Plasmadruck (8 < 1). Dann ist

k=0,nB-Vs+0dInB-V0+d,InB V(.
Der Magnetfeldvektor kann in FluBflichenkoordinaten ausgedriickt werden durch
B = 0,U(Vs x Va). (A.5)
Darin ist die Feldlinienmarke
a=0—1

definiert, welche in SFL-Koordinatensystemen konstant entlang einer Feldlinie ist.
Dann 148t sich die Rotationstransformation? auch schreiben als

o
o

L

(A.6)

Die umfassendste weiterfithrende Darstellung von Fluiflachenkoordinatensystemen fin-
det sich im Lehrbuch von D’haeseleer et al. [32].

2 In vielen alten Darstellungen findet sich oft die Schreibweise+ = (96/9¢) = (+/27). In dieser Arbeit wird ausschlieBlich
die Definition (A.6) verwendet.



Anhang B

Ballooning-Transformation

In einem toroidalen System haben Eigenfunktionen auf einer Flufliche eine doppelte
Periodizitiat in den Koordinaten 6 € [0...27] und ¢ € [0...27] zu erfiillen. Andererseits
ist die Dynamik von Driftwellen stark entlang der Magnetfeldlinien gekoppelt, und Ei-
genmoden werden sich in Filamenten entlang des Felds ausbilden mit einer parallelen
Wellenzahl k)| < k. Die Nutzung dieser Asymmetrie durch die WKB-Methode unter
Aufspaltung des Eigenmodenproblems in eine raumlich langsam variierende parallele
und eine stark oszillierende senkrechte Komponente zum Feld 148t sich nicht direkt
(etwa durch Fourierzerlegung in der senkrechten Koordinate) mit den Periodizitatsbe-
dingungen in Einklang bringen.

Eine modizfizierte WKB-Methode, die auf diese Anforderungen eingeht, wurde
von Connor et al. [27] eingefithrt und von Dewar und Glasser auf dreidimensionale

Geometrie weiterentwickelt [29]. Damit lassen sich Fluktuationen in einer Grofie F mit
kleiner Amplitude durch einen Eikonalansatz mit

F = Fi(s, () exp <3W) (B.1)

e

ausdriicken. Das Fikonal W = W (s, a) und die Amplitude F,(s, () sollen dabei langsam
auf der Skala von Anderungen der HintergrundgroBen variieren. Als parallele Koordi-
nate wird hier der auf die Feldlinie projizierte toroidale Winkel ( verwendet.

Das Eikonal hdngt von der radialen Koordinate s und der Feldlinienmarke

a=0—
ab. Dies erfiillt die Anforderung
kJ_ . B - 0
durch einen Ansatz |
k, = ;VW =k, Va+ k,Vs. (B.2)

Darin sind £, = 9,W und k;, = 0, . Unter der Annahme W = oz—l—W(s) laBt sich durch
Definition der grofen senkrechten Modenzahl m = ™' und einer radialen Wellenzahl

(= e 10, W/0,W auch schreiben

k;, =mVa+ (. Vs. (B.3)
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In niedrigster Ordnung der Entwicklung in ¢ reduziert dieser Ansatz das Eigenmo-
denproblem auf die Losung einer eindimensionalen Gleichung entlang der Feldlinie, in
der m und (j freie Parameter sind. Die Ballooning-Transformation von Connor et al.
[27] iiberfithrt diese nichtperiodischen Quasimoden der unendlichen parallelen Doméne
—o0 < ( < oo zuriick auf eine doppelt periodische Doméane mit periodischem Potential
F,. durch Summation in einer Reihe

Fuls, () = Jio F(s, ¢+ 2nl). (B.4)

l=—00

Die Quasimoden F erfiillen fiir abklingende Randbedingungen bei || — oo nun die-
selben Gleichungen wie F,. Wie von Antonsen and Lane [3] angemerkt wurde, erlaubt
diese Formulierung nach wie vor die konsistente Behandlung lokaler und globaler ma-
gnetischer Verscherung durch die Abhangigkeit von VW entlang der Feldlinie.

Eine Bestimmung des Ballooning-Parameters (; € [0...27] ist jedoch bei weitem
nicht trivial [28]. Daher wird in dieser Arbeit (; als freier Parameter angesehen. Die
Abhéangigkeit der Losungen fiir Driftwellengleichungen von (; wurde numerisch von
Lewandowski [79] diskutiert. Dabei wurde gezeigt, dal sowohl ideale wie auch resistive
Driftmoden in einem Stellarator mit niedriger Verscherung fiir einen Wert ¢ = 0 die
grofite Anwachsrate aufweisen. In den Kapiteln 4 und 5 wird daher durchgehend von
einem derartigen Wert ausgegangen.

Die Ballooning-Transformation wurde zunichst zur Berechnung magnetohydrody-
namischer Ballooningmoden aufgestellt und in Folge auch auf Driftwellen angewandt.
Fiir Ballooningmoden ist der Formalismus durch Entwicklung zu héherer Ordnung in
auch bereits auf die radiale Modenstruktur erweitert worden [29]. Jedoch ist das Auf-
finden globaler Moden in dreidimensionaler Stellaratorgeometrie ohne Axialsymmetrie
durch Losung von Ray tracing Gleichungen, welche die Eigenmoden entlang der Feld-
linien fiir die freien Parameter a, s, k, und k, koppeln, nicht allgemein praktikabel.
Diese Gleichungen haben die Struktur eines nicht integrablen vierdimensionalen Ha-
miltonschen Systems, das lediglich fiir den axialsymmetrischen Fall auch bei geringer
Abweichung von der Integrabilitat noch KAM-Flachen aufweist (vergleiche auch Kap.
8.2 und Anhang D).

Die in Kapitel 4 und 5 berechneten QQuasimoden sind daher lokale Approximatio-
nen zu eigentlich globalen Driftmoden. Die geometrischen Eigenschaften eines Stella-
rators sind in diesen reduzierten Gleichungen aber bereits vollstandig enthalten. Durch
den WKB-Ansatz ist die Behandlung auf kleine senkrechte Wellenlangen beschrankt,
was durch die experimentell in der Groflenordnung eines Gyroradius p, gefundenen
Strukturen in Fusionsplasmen gerechtfertigt wird. In toroidalen und linearen Plasma-
anordnungen niedriger Temperatur werden auch Driftmoden mit kleiner Modenzahl m
beobachtet, zu deren Beschreibung dieser WKB-Ansatz nicht mehr gentigt.

1 R.L. Dewar, private Mitteilung



Anhang C

Gyrofluid-Gleichungen

Normierte elektromagnetische Gyrofluidgleichungen. Aus Ref. [107]:
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Anhang D

Flulerhaltende Abbildungen

E :

Ceci n’est pas une pipe.
René Magritte'

In einem N-dimensionalen separablen System mit in der Zeit periodischen genera-
lisierten Koordinaten ¢; und p; 148t sich die zeitunabhangige Hamiltonfunktion

H =% Hi(pi,q)=)_ o
durch Ubergang zu Wirkungs-Winkel-Variablen ausdriicken. Darin entspricht das Wir-

kungsintegral
1 1 652(% Oé)
Ji:_]{'idi:_?{i’di
o J P = o0 dq; 7
neuen, konstanten Impulsen. S; sind die erzeugenden Funktionen. Die konjugierten
Koordinaten 6; haben aufgrund der integrablen Bewegungsgleichung 6; = d; H; die
Form

0; = wit + 0y,

in der w; und 6, Konstanten, und die Winkelvariablen 6; periodisch in 27 sind. In
zwei Dimensionen N = 2 spannt eine Trajektorie im so festgelegten vierdimensiona-
len Phasenraum einen dreidimensionalen Torus auf. In integrablen Systemen 148t sich
diese Bewegung mittels einer Poincaré-Darstellung aus den Durchstopunkten der Tra-
jektorie z.B. in einer .J; — 6; Ebene visualisieren. Diese Schnitte sind bei integrablen
Systemen gekennzeichnet durch festes .J; als Konstante der Bewegung und festgelegte
Intervalle 6,. Nach einem Umlauf in der festen Zeit At = 27 /wy dndert sich 6y entspre-
chend um wi At = 2ra(Jy), worin o = wy /wy das Verhiltnis der Umlauffrequenzen der
beiden Freiheitsgrade ist. Die Bewegung vom nten zum (n + 1)ten Schnitt wird dann

beschrieben durch die Abbildung

n+1 __ n
ST =
n+l _ gn n+1
077 =07 + 2ma(J7T).
1 “Dies ist keine Pfeife”. Der Kiinstler Magritte wollte verdeutlichen, daf8 es sich nur um die Abbildung einer Pfeife

handele. Manche grundlegende Figenschaft des tatsidchlichen Gegenstandes fehlt - so etwa kann man das Abbild sicherlich
nicht rauchen. Doch auch dieses Abbild verhilft bereits, wesentliche Merkmale einer Pfeife zu vermitteln.
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Die Indizes n sind dabei lediglich hochgestellt und bedeuten keine Potenz. Diese itera-
tive Berechnung tritt an die Stelle der Losung eines Bewegungsintegrals, welches eine
weitaus héhere Anzahl von Zeitschritten erfordern wiirde. Der Fall quasi-integrabler
Systeme mit kleiner Abweichung von einer konstanten Hamiltonfunktion, H(.J,0) =
Ho(J) + eHy(J,0), fiihrt zu gestorten, aber flichentreuen? Abbildungsgleichungen der

Form

Jn—}—l — Jn _I_ € - f({]n—}—l’e'n)
gt = om 4 27Toz(J”+1) + €. g(JnH, 6").

Darin sind f und g periodische Funktionen und aus einer dem Problem entsprechenden
erzeugenden Funktion bestimmt. Die Berechnung der obigen impliziten Form verein-
facht sich zu einer expliziten Iteration im Fall eines von .J unabhéngigen f und bei
g = 0. Durch Linearisierung von « beziiglich .J und f ~ sin 8, ergibt sich die bekannte
Chirikov-Taylorsche Standardabbildung

"t =77 Ksinf,,
9n+1 — Hn _I_ [n+1‘

Fiir sehr kleine Stérungen, hier parametrisiert durch K, sind alle Trajektorien wei-
terhin reguldar. Resonanzen treten bei rationalen Windungszahlen a = [/k aus dem
Verhiltnis ganzer Zahlen [ und k auf. In der Standardabbildung ergeben sich aufgrund
a ~ [ primdre Resonanzen bei 1/1, 1/2, 1/3, 2/3 usw. Um sich wiederholende fixe
Durchstofipunkte fiir resonante Trajektorien werden charakteristische Inselstrukturen
gebildet. Uberlappen sich benachbarte Inseln durch eine verstirkte Stérung oder durch
Uberlagerung anderer Harmonischer, so ergodisieren Gebiete um die ehemalige Sepa-
ratrix der Inseln. Fiir nicht zu grofle Stérungen existieren nach wie vor unzerstorte
KAM-Fliachen® zwischen den stochastischen Schichten.

Die umfangreiche Theorie zur Untersuchung regulérer und chaotischer Dynamik
mit Hilfe von Abbildungen ist detailliert im Lehrbuch von Lichtenberg und Lieber-
mann [80] beschrieben, auf dem auch die obige kurze Darstellung beruht. Bei Horton
und Reichl [61] findet sich eine Diskussion der Anwendung auf Fusionsplasmen zur

Beschreibung von Feldliniendynamik durch flulerhaltende Abbildungen.

Zum Zwecke qualitativer Untersuchungen wurde von M. Hénon eine moglichst ein-
fache quadratische flichentreue Abbildung konstruiert aus den Vorschriften

v = —y+pr— (1 —p)’
y' = +x —pa' +(1 —p)a:lQ.
Die Abbildung in der Einleitung dieser Arbeit, welche stark an eine Dreiecksebene

der FluBiflachen eines Stellarators erinnert, ist aus diesem einfachen Algorithmus mit
p = —0.8 erzeugt worden.

2 D.h. die Jacobideterminante ist 1.
3 nach A.N. Kolmogorov, V.I. Arnold und J. Moser.



Anhang E

Daten der Helias-Konfigurationen

GrofBe W7-AS W7-X  HSR Einheit
Grofler Radius Ry 2.0 5.5 22.0 m
Kleiner Radius ag 0.2 0.53 2.0 m
Magnetfeld auf Achse By 2.5 3 5 T
Dichte auf Achse ng 1.5-10%° 3-10° 3.10*° m™3
Temperatur auf Achse T, 5 15 150 keV
Rotationstransformation ¢(ag) 0.3-0.6 0.95 0.95

Abbildung E.1. Gréflenvergleich des Plasmavolumens der Helias-Stellaratoren Wendelstein 7-AS (Mitte),
Wendelstein 7-X und dem Reaktorkonzept HSR (Aufien).
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