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Zusammenfassung

Wellenpaketphédnomene in Rydbergatomen bilden den Rahmen der vorliegenden
Arbeit. Im Mittelpunkt stehen zum einen die Unterdriickung der Dispersion ra-
dialer Rydbergwellenpakete in Zwei-Elektronen-Atomen und zum anderen die
Laseranregung angularer Rydbergwellenpakete in Ein-Elektronen-Atomen.

In Zwei-Elektronen-Atomen kénnen radiale Rydbergwellenpakete gegen Di-
spersion stabilisiert werden, indem der Atomrumpf mit Hilfe eines geeigneten
Laserfeldes zu Rabi-Oszillationen getrieben wird. Dadurch kommt es zu langsam
zerfallenden, aber nichtzerflieBenden radialen Rydbergwellenpaketen. Dieser Ef-
fekt wird quantitativ am Beispiel von Calcium untersucht, wobei ein besonderer
Schwerpunkt auf die spontane Emission des Atomrumpfs gelegt wird. Es stellt
sich heraus, dafl der spontane Zerfall keinen nennenswerten Einflufl auf stabi-
lisierte Wellenpakete mit niedrigen mittleren Hauptquantenzahlen ausiibt. Bei
hoch angeregten Wellenpaketen jedoch wirkt sich der spontane Zerfall des Atom-
rumpfs negativ auf den Stabilisierungseffekt aus. Deshalb wird eine Erweiterung
des urspriinglichen Systems vorgeschlagen und untersucht. Sie besteht darin, den
Atomrumpf mit Hilfe zweier Laserfelder in Lambdakonfiguration zu treiben und
dadurch Rabi-artige Oszillationen zwischen einem stabilen und einem metastabi-
len Zustand des Atomrumpfs zu induzieren. In diesem erweiterten System kénnen
nichtzerfliefende radiale Rydbergwellenpakete beobachtet werden, die praktisch
keinem spontanen Zerfall unterworfen sind.

Des weiteren wird die Frage untersucht, ob mit einem einzigen Laserpuls geeig-
neter Frequenz, Intensitdt und Dauer ein angulares Rydbergwellenpaket in einem
Ein-Elektronen-Atom angeregt werden kann. Es werden sorgféltige Rechnungen
am Beispiel von Wasserstoff durchgefithrt, und zwar im Rahmen der Dipolndhe-
rung, die in diesem Fall eine sehr grobe, aber aus technischen Griinden unver-
meidbare Naherung darstellt. Die Rechnungen weisen auf kein Mischen der Dreh-
impulsquantenzahlen bei moderaten Laserintensitaten hin. Deshalb wird ein er-
weitertes Anregungsschema, das auf die Anwendung zweier aufeinanderfolgender
Laserpulse beruht, vorgeschlagen und untersucht. Dabei regt der erste Laserpuls
ein radiales Rydbergwellenpaket an. Der zweite Laserpuls besitzt eine geniigend
kleine Frequenz, so daf} bereits bei moderaten Laserintensititen Raman-artige
Uberginge zwischen den Rydbergzustinden induziert werden. In diesem Fall sind
die durchgefithrten Rechnungen in Dipolndherung uneingeschrankt giiltig und
zeigen ein Mischen der Drehimpulsquantenzahlen aufgrund der Raman-artigen
Uberginge. Es kommt zur Anregung radial-angularer Rydbergwellenpakete.



Abstract

Wave packet phenomena in Rydberg atoms represent the scope of the present
work. In the centre of interest are on the one hand the suppression of dispersion
of radial Rydberg wave packets in two-electron atoms and on the other hand the
laser excitation of angular Rydberg wave packets in one-electron atoms.

Radial Rydberg wave packets in two-electron atoms can be stabilized against
dispersion by applying a suitable laser field which induces Rabi oscillations of
the atomic core. This procedure gives rise to slowly decaying but nondispersing
radial Rydberg wave packets. Calcium serves as a realistic model for a quanti-
tative investigation of this stabilization effect. The investigation focusses on the
spontaneous emission of the core. It shows that stabilized wave packets with low
mean principle quantum numbers are practically unaffected by spontaneous de-
cay. In the case of highly excited wave packets, however, the stabilization effect
is impaired by the spontaneous emission of the core. Therefore an extension of
the original system is proposed and investigated. It rests upon the application
of two laser fields driving the core in lambda configuration and thereby inducing
Rabi-like oscillations between a stable and a metastable state of the core. In this
extended system nondispersing radial Rydberg wave packets can be observed,
which are practically unaffected by spontaneous decay.

Furthermore, the question is addressed whether an angular Rydberg wave
packet can be excited in a one-electron atom by a single laser pulse with suita-
ble frequency, intensity and duration. Hydrogen is used as a realistic model for
thorough calculations within the dipole approximation, which is a very rough
but for technical reasons inevitable approximation in the present system. The
calculations do not indicate any mixing of angular momentum quantum numbers
in the case of moderate laser intensities. Therefore an extended excitation sche-
me, which consists of the application of two consecutive laser pulses, is proposed
and investigated. The first laser pulse excites a radial Rydberg wave packet. The
second laser pulse possesses a frequency, which is sufficiently small to induce
Raman-like transitions between the Rydberg states even in the case of modera-
te laser intensities. In this system, the performed calculations within the dipole
approximation are completely valid and show mixing of the angular momentum
quantum numbers due to the Raman-like transitions. Radial-angular Rydberg
wave packets are excited.
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Einleitung

Das Konzept von Wellenpaketen in der Quantenmechanik geht urspriinglich auf
Schrodinger zuriick [1]. Im Jahr 1926 zeigte er fiir den quantenmechanischen
harmonischen Oszillator, dafl ,eine Gruppe von Eigenschwingungen mit hoher
Ordnungszahl n und kleinen Ordnungszahldifferenzen einen Massenpunkt dar-
zustellen vermag, welcher die nach der gewdhnlichen Mechanik zu erwartende
Bewegung ausfithrt“. In [1] préasentiert Schrodinger am Beispiel des harmoni-
schen Oszillators ein rdumlich lokalisiertes Wellenpaket und demonstriert dessen
energetische und dynamische Analogie zu einem klassischen Massenpunkt. Er
schlieft lakonisch mit der Bemerkung, daf es ,sich mit Bestimmtheit vorausse-
hen* 1a8t, ,,dafl man auf ganz dhnliche Weise auch die Wellengruppen konstruieren
kann, welche auf hochquantigen Keplerellipsen umlaufen und das undulationsme-
chanische Bild des Wasserstoffelektrons sind; nur sind da die rechentechnischen
Schwierigkeiten grofler als in dem hier behandelten, ganz besonders einfachen
Schulbeispiel“.

Diese Aussage 1afit kaum erahnen, wieviele Anstrengungen atomaren Wellen-
paketen seither gewidmet wurden (siehe [2] und darin enthaltene Referenzen).
In der Tat hat dieses Gebiet bis heute nichts an Aktualitat verloren, sondern
vielmehr seit Mitte der achtziger Jahre einen regelrechten Aufschwung erlebt.
Dieser Boom wurde ausgelost durch die Entwicklung von Laserquellen, welche
Laserpulse mit Pulslangen im Pikosekunden- und sogar Femtosekundenbereich
zur Verfiigung stellen. Derart kurze Laserpulse stellen ndmlich ein geeignetes
Hilfsmittel zur experimentellen Erzeugung und Untersuchung atomarer Rydberg-
wellenpakete dar.

Eine gewisse Sonderstellung unter den atomaren Wellenpaketen nehmen ra-
diale Wellenpakete in Rydbergatomen ein [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 2]. Unter einem
radialen Rydbergwellenpaket wird eine kohirente Uberlagerung von atomaren
Rydbergzustianden mit vielen verschiedenen Hauptquantenzahlen, aber nur sehr
wenigen verschiedenen Drehimpulsquantenzahlen verstanden. Wéhrend dabei die
Hauptquantenzahlen n um einen nicht zu kleinen Mittelwert (n) verteilt sein
miissen, diirfen die Drehimpulsquantenzahlen [ nur sehr kleine Werte besitzen.
Eine solche Uberlagerung von Zustianden kann unter geeigneten Bedingungen Lo-
kalisierung in der radialen, aber nicht in den angularen Variablen aufweisen. Inter-
essant ist die Dynamik eines radial lokalisierten Rydbergwellenpakets. Zunéchst



2 EINLEITUNG

fiihrt es eine radiale Bewegung aus, welche analog zu der Dynamik eines klas-
sischen Massenpunkts im Kepler-Potential ist. Allerdings ist das Wellenpaket
Dispersion unterworfen, so dafl es allméahlich zerflieit und dadurch seine lokali-
sierte Form verliert. Im Anschluf} an das Zerflieen besitzt die Wellenpaketdyna-
mik Merkmale, die mit der klassischen Mechanik nicht mehr verstanden werden
kénnen. Die Bedeutung der radialen Rydbergwellenpakete liegt nicht nur in ihrer
interessanten Dynamik, sondern auch darin, dafl sie experimentell sehr einfach
anzuregen sind. Dazu wird ndmlich im wesentlichen nur ein schwacher Laserpuls
benoétigt, dessen spektrale Breite geniigend groff ist, um einen energetisch tief
liegenden Anfangszustand an eine nicht zu kleine Anzahl von verschiedenen Ryd-
bergzustanden zu koppeln. Dieses Anregungsschema ist seit Mitte der achtziger
Jahre zur géngigen Praxis geworden.

Allerdings weichen die radialen Rydbergwellenpakete in zwei Punkten von
der Vorstellung Schrodingers eines quantenmechanischen Analogons zu einem
klassischen Massenpunkt im Kepler-Potential ab. Erstens kénnen die radialen
Rydbergwellenpakete nur in der radialen, aber nicht in den angularen Variablen
lokalisiert sein und zweitens behalten sie nicht die ganze Zeit {iber ihre lokalisierte
Form bei, sondern dispergieren. Die vorliegende Arbeit widmet sich diesen beiden
Aspekten.

Um der Dispersion eines atomaren Rydbergwellenpakets entgegenzuwirken, ist
eine zusétzliche Wechselwirkung nétig. Fine Moglichkeit zur Vermeidung der Di-
spersion radialer Rydbergwellenpakete in Zwei-Elektronen-Atomen (Atomen mit
zwei Valenzelektronen) bietet die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elek-
tronen. Ein entsprechendes Schema wurde von Hanson und Lambropoulos vorge-
schlagen [11, 12]. Es besteht darin, nach der Laseranregung eines radialen Ryd-
bergwellenpakets einen zweiten Laserpuls anzuwenden, der eine Rabi-Oszillation
des Atomrumpfs hervorruft. Unter geeigneten Bedingungen kommt es dann iiber
die Elektron-Elektron-Wechselwirkung zu einer Stabilisierung des Wellenpakets
gegen Dispersion. Die grundlegende Untersuchung dieses Systems [11, 12] wurde
in einem allgemeinen Zwei-Elektronen-Atom unter Vernachlédssigung spontaner
Emission durchgefiihrt. Da das System aber mit der heutigen Technologie expe-
rimentell realisierbar zu sein scheint und da entsprechende Vorexperimente mit
Calcium bereits durchgefiithrt wurden [13, 14], ist zusétzlich zu der grundlegen-
den Untersuchung eine quantitative Berechnung im konkreten Fall von Calcium
wiinschenswert. Dabei mufl auch der Einflul der spontanen Emission griindlich
untersucht werden, worauf Zobay und Alber erstmals hingewiesen haben [15]. Je
nach Bedeutung des Einflules spontaner Emission ist es sinnvoll, eine Variation
des Systems zu konzipieren, welche ebenfalls zu nichtzerflieBenden Wellenpaketen
fiithrt, aber gleichzeitig den spontanen Zerfall weitgehend unterdriickt. All diesen
Fragestellungen widmet sich ein groler Teil der vorliegenden Arbeit.

Eine weitere Moglichkeit zur Unterdriickung der Dispersion von Rydbergwel-
lenpaketen besteht in der nichtlinearen Kopplung des Elektrons, welches durch
das Wellenpaket beschrieben wird, an ein dufleres Feld. Dieses Prinzip wurde
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von Buchleitner und Delande theoretisch untersucht [16, 17], und zwar anhand
von Wasserstoffatomen, die an ein Mikrowellenfeld gekoppelt sind. Sie konnten
nachweisen, dafl in diesem System nichtdispergierende Wellenpakete existieren
kénnen. Fine experimentelle Realisation dieses Effekts steht jedoch noch aus.
Die Frage nach dem Einflul der spontanen Emission auf diese nichtdispergie-
renden Wellenpakete wurde ebenfalls untersucht [18]. Mittlerweile konnten auch
nichtdispergierende Wellenpakete der korrelierten Zwei-Elektronen-Dynamik in
Helium bei Kopplung an ein Mikrowellenfeld theoretisch nachgewiesen werden
[19, 20]. Diese Untersuchungen basieren auf eindimensionalen Rechnungen in der
sogenannten , Frozen-Planet-Konfiguration® des Helium-Atoms.

Zuvor wurde bereits erwdhnt, daf} ein radiales Rydbergwellenpaket keine an-
gulare Lokalisierung aufweisen kann, da es aus der Uberlagerung von Rydbergzu-
stdnden mit nur sehr wenigen verschiedenen Drehimpulsquantenzahlen [ besteht.
Im Gegensatz dazu ist ein angulares Rydbergwellenpaket ganz allgemein als eine
kohirente Uberlagerung von atomaren Rydbergzustinden mit einigen verschie-
denen Drehimpulsquantenzahlen [ definiert. Aufgrund der Verteilung der Dreh-
impulsquantenzahlen iiber einige verschiedene Werte kann diese Uberlagerung in
den angularen Variablen lokalisiert sein. Falls zusatzlich zu dieser Verteilung der
Drehimpulsquantenzahlen ! die Hauptquantenzahlen n eine Verteilung wie bei
einem radialen Rydbergwellenpaket besitzen, so kann zugleich radiale und angu-
lare Lokalisierung auftreten. In dem Fall handelt es sich um ein radial-angulares
Rydbergwellenpaket.

In den vergangenen Jahren wurden verschiedene Methoden zur Anregung an-
gularer und radial-angularer Rydbergwellenpakete vorgeschlagen und zum Teil
auch realisiert. Von nennenswerter praktischer Bedeutung sind die folgenden Bei-
spiele, die alle auf der Laseranregung von Rydbergzustinden in Anwesenheit
zusdtzlicher duflerer Felder beruhen. Lokalisierung in den angularen Variablen
aber nicht in der radialen Variablen kann durch Laseranregung in Anwesenheit
eines Radiofrequenzfeldes erzielt werden [21, 22]. Bei Laseranregung in Anwesen-
heit eines statischen elektrischen Feldes ergibt sich ein parabolisches Wellenpaket
[23], das aber auch keine radiale Lokalisierung aufweist. Lokalisierte Wellenpake-
te, welche klassischen Trajektorien folgen, entstehen durch die Laseranregung in
Anwesenheit von gekreuzten [24, 25, 26] oder parallelen [27] magnetischen und
elektrischen Feldern. Jedoch sind all die eben erwéhnten Verfahren zur Anregung
angularer bzw. radial-angularer Wellenpakete relativ schwierig und umstandlich
zu realisieren; bis heute ist kein einfaches Anregungsschema bekannt.

Vor diesem Hintergrund {iberrascht zunéchst der folgende schlichte Vorschlag
von Corless und Stroud. In [28] behaupten sie, daf ein einziger Laserpuls mode-
rater Intensitdt ohne zusédtzliche duflere Felder in der Lage ist, Population vom
Anfangszustand zu den Rydbergzusténden zu transferieren und gleichzeitig die
Drehimpulsquantenzahlen zu mischen. Dabei verstehen sie unter moderater In-
tensitdt eine Intensitét, die zwar stérker als diejenige bei der Anregung eines
radialen Rydbergwellenpakets ist, die aber dennoch im moderaten Bereich liegt.
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Corless und Stroud zufolge kénnten also angulare Rydbergwellenpakete genau-
so wie radiale Rydbergwellenpakete angeregt werden, falls nur die Intensitét des
Laserpulses geeignet gewéhlt wird. Die Population von Rydbergzusténden mit
héheren Drehimpulsquantenzahlen [ erklaren Corless und Stroud mit den sehr
groflen Dipolmatrixelementen zwischen Rydbergzusténden mit nahe beieinander
liegenden Hauptquantenzahlen n. Diese groflen Dipolmatrixelemente legen den
Schluff nahe, daff die Rydbergzustande bei moderaten Intensitédten stark anein-
ander koppeln, obwohl die Verstimmungen der betreffenden Ubergéinge sehr groB
sind. Corless und Stroud stiitzen ihre Aussagen auf eine Modellrechnung in Di-
polndherung und Langeneichung, bei der nur eine einzige n-Mannigfaltigkeit von
Rydbergzusténden (Menge aller Rydbergzustdnde mit einer bestimmten Haupt-
quantenzahl n) beriicksichtigt wird. Es ist jedoch fraglich, ob eine Beschrankung
der Rydbergzustédnde auf eine einzige n-Mannigfaltigkeit zulédssig ist, ob die Lén-
geneichung in einer derart beschriankten Basis ein relevantes Ergebnis liefern kann
und ob die Dipolniherung fiir Ubergénge zwischen Rydbergzustinden iiberhaupt
giiltig ist. Diese interessanten Fragestellungen unterstreichen die Notwendigkeit
einer sorgfaltigen, theoretischen Behandlung des Problems anhand eines realisti-
schen Ein-Elektronen-Atoms (Atom mit einem Valenzelektron). Je nach Ergebnis
dieser realitatsnahen Untersuchungen mufl auch eine Erweiterung des von Cor-
less und Stroud vorgeschlagenen Anregungsschemas in Betracht gezogen werden.
Dieser Themenkreis bildet einen weiteren grofien Teil der vorliegenden Arbeit.

Zur Behandlung der untersuchten Wellenpaketphanomene werden detaillierte
Informationen iiber die betrachteten atomaren Systeme benétigt. Deshalb widmet
sich diese Arbeit zusétzlich dem grofien Gebiet der Atomstrukturberechnungen.
Allerdings werden die Atomstrukturberechnungen, die in dieser Arbeit prasentiert
werden, ausschliellich in Bezug auf die Untersuchung der Rydbergwellenpakete
durchgefiihrt. Die Bedeutung der Rechnungen liegt also nicht darin, hochprazise
Werte einzelner atomarer Groflen zu erzielen, sondern vielmehr auf 6konomische
Weise die Werte der benotigten Groen mit einer Genauigkeit, die fiir die Wellen-
paketphdnomene ausreichend ist, zu erhalten. Durch einen erheblichen zeitlichen
und rechentechnischen Aufwand kénnte die Prazision der berechneten atomaren
Groflen weiter erhoht werden. Dies liegt jedoch nicht im Interesse der eigentlich
untersuchten Fragestellungen.

Die direkte Bedeutung der in dieser Arbeit behandelten Fragestellungen in
Bezug auf atomare Rydbergwellenpakete ist offensichtlich. Gleichzeitig stehen sie
aber auch mit anderen Themen der Atomphysik und der Wechselwirkung von
Atomen mit Laserfeldern in folgender Verbindung. Zum einen stellt die Anord-
nung fiir die nichtzerfliefenden radialen Rydbergwellenpakete in Zwei-Elektronen-
Atomen ein System dar, in dem gleichzeitig zwei inkoharente Zerfallsmechanis-
men vorhanden sind, ndmlich die Autoionisation und die spontane Emission. In
den vergangenen zwei Jahrzehnten bestand Interesse am Zusammenspiel dieser
beiden Zerfallsmechanismen in atomaren Systemen [29, 30, 31, 32]. Wihrend sich
jedoch Systeme, in denen es zu einem Zusammenspiel dieser Zerfallsmechanismen
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kommt, bislang einer experimentellen Untersuchung entzogen, handelt es sich bei
den nichtzerflieBenden Wellenpaketen in Zwei-Elektronen-Atomen um ein expe-
rimentell zugéngliches System dieser Art. Zum anderen ist der in dieser Arbeit
prasentierte Formalismus zur Untersuchung der Laseranregung angularer Ryd-
bergwellenpakete in Ein-Elektronen-Atomen in einem gréfleren Zusammenhang
von Bedeutung, da er ndmlich auch auf die vieldiskutierte Frage nach der Stabi-
lisierung von Atomen in starken Laserfeldern, die auf der Umverteilung von Po-
pulation in den Rydbergzustinden mittels Raman-Uberginge beruht [33, 34, 35],
anwendbar ist.
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Gliederung

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut.

Kapitel 1 und 2 sind relativ kurz und beinhalten Zusammenfassungen bekann-
ter Tatsachen und Methoden, die fiir die eigentlich untersuchten Fragestellungen
dieser Arbeit eine grundlegende Rolle spielen. So bietet Kapitel 1 einen Uberblick
iiber radiale Rydbergwellenpakete, auf die die in dieser Arbeit betrachteten Wel-
lenpaketphianomene aufbauen. Kapitel 2 widmet sich den Methoden zur Atom-
strukturberechnung von Ein- und Zwei-Elektronen-Atomen, die die technische
Grundlage fiir die Untersuchung der Wellenpaketphé&nomene bilden.

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind in den umfangreichen Kapiteln 3 und 4
dargestellt. Die Hauptthemen, die dabei eine grofie Rolle spielen, wurden bereits
in der Einleitung angesprochen. Konkret bezieht sich Kapitel 3 auf die Unter-
driickung der Dispersion von radialen Rydbergwellenpaketen in Zwei-Elektronen-
Atomen [11]. Im Mittelpunkt dieser Untersuchung stehen quantitative Rechnun-
gen am Beispiel von Calcium mit besonderem Augenmerk auf den Einflufl sponta-
ner Emission. Kapitel 4 widmet sich der Laseranregung von angularen Rydberg-
wellenpaketen in Ein-Elektronen-Atomen. Dabei wird ein entsprechender Vor-
schlag von Corless und Stroud [28] anhand einer realitatsnahen Untersuchung
iiberpriift und anschliefend modifiziert.

Eine Sonderstellung nimmt der grofle Anhang A ein, der sich auf die Kapitel
2 und 3 bezieht. In diesem Anhang wird die Berechnung derjenigen atomaren
Parameter prasentiert, die fiir Kapitel 3 benotigt werden. Gleichzeitig beinhal-
tet er damit auch ein Beispiel fiir eine konkrete Anwendung der in Kapitel 2
dargestellten Verfahren zur Atomstrukturberechnung.

In den Anhdangen B, C und D sind Anmerkungen ausgelagert, die an ver-
schiedenen Stellen dieser Arbeit von Bedeutung sind. In Anhang B wird auf die
theoretische Beschreibung von Laserpulsprofilen eingegangen. Anhang C widmet
sich der numerischen Integration von linearen Differentialgleichungssystemen er-
ster Ordnung. Anhang D gibt die benétigten Formeln zur Transformation von
Einheiten an.

Eine detaillierte Einfithrung und Gliederung jedes einzelnen Kapitels wird
jeweils zu dessen Beginn gegeben.
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Kapitel 1

Radiale Rydbergwellenpakete

In der Einleitung wurde bereits eine Definition fiir radiale Wellenpakete in Ryd-
bergatomen gegeben. Demzufolge ist ein radiales Rydbergwellenpaket eine kohé-
rente Uberlagerung von Rydbergzustinden mit vielen verschiedenen, um einen
Mittelwert (n) verteilten Hauptquantenzahlen n und mit nur sehr wenigen ver-
schiedenen, kleinen Drehimpulsquantenzahlen [. Solche Wellenpakete kénnen in
radialer Richtung lokalisiert sein, woraus ihre Namensgebung folgt. In den angu-
laren Koordinaten jedoch weisen sie keine Lokalisierung auf, sondern sind {iber
den gesamten angularen Raum hinweg delokalisiert. Die Bedeutung der radialen
Rydbergwellenpakete liegt zum einen darin, dafl ihre Anregung experimentell re-
lativ einfach zu bewerkstelligen ist (siehe [2] und darin enthaltene Referenzen).
Zum anderen besitzen diese Wellenpakete eine Dynamik, die in gewissem Sin-
ne typisch fiir quantenmechanische Wellenpakete in Systemen mit nichtlinearem
Energiespektrum ist.

Die Wellenpaketphédnomene, die in den Kapiteln 3 und 4 behandelt werden,
bauen auf die radialen Rydbergwellenpakete auf bzw. sind sehr nahe mit ih-
nen verwandt. Eine genaue Kenntnis radialer Rydbergwellenpakete ist fiir das
Verstédndnis der vorliegenden Arbeit also sehr wichtig. Deshalb werden sie in die-
sem Kapitel ausfithrlich dargestellt.

In Abschnitt 1.1 wird die Laseranregung radialer Rydbergwellenpakete be-
handelt. Abschnitt 1.2 widmet sich dann ihrer Dynamik.

1.1 Anregung

Die Laseranregung eines radialen Rydbergwellenpakets besteht typischerweise in
der Anwendung eines geniigend kurzen und schwachen Laserpulses auf ein Atom,
das sich zu Beginn in einem energetisch niedrigen Anfangszustand |g) mit klei-
ner Drehimpulsquantenzahl [ befindet. Dabei ist die Laserfrequenz so gewéhlt,
daf der Anfangszustand an eine Reihe von Rydbergzustéanden |n) koppelt, deren
Hauptquantenzahlen n um ein mittleres (n) verteilt sind. Die Intensitat des La-
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Abbildung 1.1: Termschema von Wasserstoff. Der Pfeil stellt die Wechselwirkung mit
dem Laserpuls dar.

serpulses darf nicht zu groB sein, so daB nur nahezu resonante Uberginge angeregt
werden und keine Effekte eines starken Feldes (z.B. laserinduzierte Verschiebun-
gen der Zustédnde) auftreten. Des weiteren mufl der Laserpuls so kurz sein, daf
seine spektrale Breite einige Rydbergzustinde iiberlappt.

Das Anregungsschema ist in Abb. 1.1 am Beispiel von Wasserstoff mit dem
metastabilen Anfangszustand 2s dargestellt. In diesem speziellen Fall stellen die
Wasserstoffeigenzustande np die anzuregenden Rydbergzustande dar.

1.1.1 Formalismus

Da der anregende Laserpuls schwach und kurz ist, kann die durch ihn induzierte
Photoionisation vernachléssigt werden. Somit kann die Wellenfunktion des Sy-
stems zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ nach den gebundenen Zustéanden |g) und
|n) entwickelt werden, so daf}

[ (1)) = ¢ot) lg) + D ealt) In) (1.1)

gilt. Damit ergibt sich aus der zeitabhangigen Schrédingergleichung das Differen-

tialgleichungssystem
ihéy(t) = Eycy(t) + E(t) cos(wt) Y prgnea(t) (1.2a)
then(t) = FEuea(t) + E(t) cos(wt)pingey(t) (1.2b)

fir die Entwicklungskoeffizienten bzw. Amplituden ¢,(t) und ¢,(t). £, und FE,
bezeichnen die Energien der Zustande und p,, bzw. p1,,, die Dipolmatrixelemente
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in Langeneichung zwischen den Zustanden. £(t) stellt die Amplitude der elektri-
schen Feldstarke und w die Frequenz des Laserpulses dar. Nach der Einfithrung
der langsam veranderlichen Variablen

¢y(1) = exp(iE,t/h) cy(t) (1.3a)
Ca(t) = exp(i(E,/h +w)t)e,(t) (1.3b)

kénnen zwei Naherungen gemacht werden. Zum einen kann die Drehwellennéhe-
rung (,rotating wave approximation“, RWA) durchgefiihrt werden, da die rele-
vanten Uberginge nahezu resonant mit dem Laserfeld sind. Zum anderen wird
angenommen, dafl aufgrund der schwachen Intensitdt und der Kiirze des Laser-
pulses die Entleerung des Anfangszustands vernachléssigt werden kann, so daf

é(t) =1 (1.4)
gilt. Daraus folgt die Gleichung

ihén(t) = (B, — B, —hw) &,(t) + ?MW : (1.5)

deren Losung zusammen mit Gleichung (1.3b) zu
: t
cu(t) = —%/,Lng exp (—iF,t/h) x / E(exp (i (E,/h— Ey;Jh —w)t') dt’
- (1.6)
fithrt. Mit den so ermittelten Entwicklungskoeffizienten ¢, (¢) ergibt sich die Wel-
lenfunktion des Wellenpakets zu

[owe () = D ealt) In) (1.7)

n

und die Populationen der Rydbergzustinde sind durch

palt) = lea(®)] (1.8)

gegeben.

Das Integral in Gleichung (1.6) entspricht fiir geniigend grofie Zeiten ¢, al-
so nach Abklingen des anregenden Laserpulses, der Fouriertransformierten des
Pulsprofils £(t). Zusammen mit den Gleichungen (1.6) und (1.8) folgt daraus,
dafl die Population eines Rydbergzustands nach dem Laserpuls ungefdhr pro-
portional zum Betragsquadrat der Fouriertransformierten von £(¢) an der Stelle
der Verstimmung 4, := E,/h — E,/h — w ist. Durch den Laserpuls werden also
diejenigen Rydbergzustande angeregt, die im Frequenzraum von dem Laserpuls
iiberlappt werden. Die Anzahl der angeregten Zustidnde héngt deshalb von der
spektralen Breite des Laserpulses ab, und die spektrale Breite ist fiir typische
Pulsformen (siehe Anhang B) antiproportional zur Pulsdauer. Da fiir ein Wellen-
paket eine Reihe von benachbarten Zustédnden signifikante Population besitzen
miissen, erfordert die Wellenpaketanregung somit also einen geniigend kurzen
Laserpuls.
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Abbildung 1.2: Verteilung der Population iiber die Hauptquantenzahl n

1.1.2 Beispiel

Um die Laseranregung eines radialen Rydbergwellenpakets anhand eines Beispiels
zu illustrieren, wird das System aus Abb. 1.1 herangezogen. Es wird also Was-
serstoff betrachtet, dessen metastabiler 2s-Zustand als Anfangszustand dient und
dessen Rydbergzustdnde np durch den Laserpuls angeregt werden. Die Frequenz
des Laserpulses ist in Resonanz mit dem Ubergang zwischen den Zustinden 2s
und 30p, betragt also w = 0.124a.u. = 3.4eV, so daBl Rydbergzustinde um
eine mittlere Hauptquantenzahl von (n) = 30 angeregt werden. Aufgrund des
Anfangszustands 2s ist die fiir die Wellenpaketanregung benétigte Frequenz w
wesentlich kleiner als bei einem Start im 1s-Zustand. Die Dauer des Laserpul-
ses betragt At = 33.9 x 10°a.u. = 0.82ps und die maximale Feldstiarke ist
Emax = 1,69 x 107%a.u., was einer maximalen Intensitit von /™ = 10° W/cm’
entspricht. Fiir den Laserpuls wird das cosinusformige Profil (B.4) angenommen
(siehe Anhang B). Mit den Gleichungen (1.6) und (B.8) lassen sich die Amplitu-
den der Zustdnde nach dem Laserpuls berechnen, woraus sich die Populationen
der Zustande {iber Gleichung (1.8) ergeben. Dazu werden konkrete Werte fiir
die Energien und Dipolmatrixelemente benétigt. Im Fall von Wasserstoff sind sie
durch analytische Formeln [36] gegeben.

Abb. 1.2 zeigt die Populationsverteilung tiber die Rydbergzusténde nach der
Wellenpaketanregung. Zunéchst fallt auf, daff die Gesamtpopulation des Wellen-
pakets kleiner als 107" ist. Diese Tatsache rechtfertigt nachtriglich die im Forma-
lismus durchgefiithrte Vernachléssigung der Entleerung des Anfangszustands. Des
weiteren zeigt Abb. 1.2, dafl durch den Laserpuls ca. sechs Zustdnde signifikan-
te Population erhalten. Thre Hauptquantenzahlen n sind um (n) = 30 zentriert,
wahrend ihre Drehimpulsquantenzahlen ausschliellich [ = 1 betragen. Damit ent-
spricht die Populationsverteilung in den Rydbergzustidnden der Definition eines
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radialen Rydbergwellenpakets. Fiir die rdumliche Wahrscheinlichkeitsverteilung
des Wellenpakets in radialer Richtung sei auf den folgenden Abschnitt 1.2 ver-
wiesen, in dem die Dynamik des Wellenpakets in radialer Richtung behandelt
wird. In den angularen Koordinaten besitzt das Wellenpaket dieselbe rdumliche
Verteilung wie ein einzelner Zustand mit Drehimpulsquantenzahl { = 1. Eine
rdaumliche Darstellung dieses Wellenpakets ist in Kapitel 4 in Abschnitt 4.4 gege-
ben, in dem dieses Wellenpaket als Vorstufe zur Anregung eines radial-angularen
Rydbergwellenpakets dient.

1.2 Dynamik

Neben der Anregung ist auch die Dynamik radialer Rydbergwellenpakete von
Interesse.

Experimentell kann sie auf mehrere Arten untersucht werden. So gibt z.B. die
spontane Emission Aufschluf iiber den momentanen Uberlapp des Wellenpakets
mit energetisch tiefer liegenden, raumlich kleineren Zustdnden. Befindet sich die
radiale Verteilung des Wellenpakets hauptsachlich in der Nédhe des Atomrumpfs,
so ist der spontane Zerfall des Wellenpakets relativ stark. Ist das Wellenpaket
hingegen weit vom Atomrumpf entfernt, dann ist die spontane Emission erheb-
lich reduziert. Damit kénnen aussagekraftige Messungen der Wellenpaketdynamik
durchgefithrt werden [3]. Vergleichbare Resultate liefert die Photoionisation des
Wellenpakets mit einem zeitverzogerten Probepuls [7, 9]. Auch in diesem Fall ist
das Signal um so starker, je ndher sich das Wellenpaket am Atomrumpf befindet.
Ein drittes Verfahren zur Messung der Dynamik des radialen Rydbergwellenpa-
kets besteht im sogenannten phasensensitiven Messen. Es wird in Abschnitt 3.5
ausfiihrlich erldutert. Bei dieser Methode wird mit einer Zeitverzogerung auf die
Wellenpaketanregung durch den Laserpuls ein weiteres Wellenpaket mit einem
identischen Laserpuls angeregt. Aus dem Interferenzmuster zwischen den beiden
Wellenpaketen 14t sich die Autokorrelationsfunktion (siehe Unterabschnitt 1.2.2)
gewinnen [37, 38, 39, 13], welche die Dynamik des Wellenpakets widerspiegelt.

Der vorliegende Abschnitt konzentriert sich auf die theoretischen Aspekte der
Dynamik eines radialen Rydbergwellenpakets.

1.2.1 Quasiklassische Bewegung, Zerflielen und Wieder-
kehr

Im folgenden wird der Fall betrachtet, dafl sich das radiale Rydbergwellenpa-
ket nach seiner Anregung frei, d.h. ohne Wechselwirkung mit &ufleren Feldern,
entwicklen kann. Nach der Wellenpaketanregung, welche zum Zeitpunkt ¢g,q. ab-
geschlossen ist, gehorchen die Amplituden der Rydbergzusténde wegen Gleichung
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(1.6) der Relation

cn(t) = cn(tEnde) exp (=1, (1 — tgnde) /R) =: & exp (—iE,t/h)  fiir t > trnde -
(1.9)
Aufgrund Gleichung (1.7) kann somit fir ¢ > tgyqe die Wellenfunktion des Wel-
lenpakets als
dwe(t)) = 3 S exp (—iBat/h) In) (1.10)
geschrieben werden. Aus diesem Ausdruck kénnen einige Eigenschaften der Wel-
lenpaketdynamik abgeleitet werden, falls die Energien F,, in Form der Taylorent-
wicklung

AFE,
An

A*E,

E, = Euy + ><(n—<n>)—|—% X A2 X (n—<n>)2—|—... (1.11)

n=(n)

n={n)

um die mittlere Hauptquantenzahl (n) dargestellt werden.

Die folgende Diskussion basiert auf der Annahme, daff die Terme der Taylor-
entwicklung (1.11) um so kleiner sind, je hoher ihre Ordnung ist. In diesem Fall
charakterisieren die verschiedenen Terme der Taylorentwicklung um so langere
Zeitskalen der Wellenpaketdynamik, je hoher ithre Ordnung ist. Diese Tatsache
wird deutlich, wenn die Taylorentwicklung (1.11) in die Wellenfunktion (1.10)
eingesetzt wird. Fiir die wesentlichen Charakteristika der Wellenpaketdynamik
sind jedoch nur die ersten Terme der Taylorentwicklung fiir die Wellenfunkti-
on des Wellenpakets (1.10) von Bedeutung. Diese Terme werden im folgenden
diskutiert.

e Der erste Term von Gleichung (1.11), d.h. der Term nullter Ordnung, fithrt in
der Wellenfunktion (1.10) lediglich zu einem Phasenfaktor. Dieser Term hat
also keinen Einfluf} auf die Observablen des Systems und schlédgt sich deswegen
nicht in der Wellenpaketdynamik nieder.

o Die Kurzzeitdynamik des Wellenpakets wird durch den zweiten Term der Tay-
lorentwicklung (1.11), d.h. durch den Term erster Ordnung charakterisiert. Bei
Vernachldssigung aller Terme héherer Ordnung sind die Energien der Ryd-
bergzustande aquidistant, so dafl das Energiespektrum dem Spektrum eines
quantenmechanischen harmonischen Oszillators entspricht.

Allgemein gilt, dal beim harmonischen Oszillator die klassische und die
quantenmechanische Entwicklung im Phasenraum dquivalent sind [40, 41]. Die
Erwartungswerte einer Wellenfunktion entwickeln sich beim quantenmechani-
schen harmonischen Oszillator genauso wie die entsprechenden Gréflen eines
klassischen harmonischen Oszillators. Sie fithren also eine regelméaflige Oszil-
lation aus. Dabei kommt es aufgrund der Linearitét des Spektrums nicht zu
einem Zerflieen der quantenmechanischen Wellenfunktion im Orts- oder Im-
pulsraum.
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Diese Tatsachen sind im Rahmen der betrachteten Naherung erster Ord-
nung des Energiespektrums direkt auf die radiale Kurzzeitdynamik des Ryd-
bergwellenpakets {ibertragbar. Zu Beginn der Zeitentwicklung fithrt also auch
das Rydbergwellenpaket eine periodische Oszillation in radialer Richtung aus,
und zwar ohne dabei zu zerflieen. Die Periodendauer dieser Oszillation ist

durch
-1
AE,
TKepler: 27‘[‘( ) (112)
n=(n)

An
gegeben. Laut den Gleichungen (1.10)—(1.11) gilt mit der N&herung erster

Ordnung ndmlich [¥wp(t + Tkepler)) = |wp(1)).
Falls das Spektrum einer Rydbergserie entsprechend der Quantendefekt-
theorie (QDT) [42, 43, 44, 40] naherungsweise durch

1
E, = RTrey (1.13)

(in atomaren Einheiten) mit dem Quantendefekt § gegeben ist, wie es im
weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit der Fall sein wird, ergibt sich mit
(1.12) die Periodendauer in atomaren Einheiten zu

Tkepler = 27 ((n) — §)° . (1.14)

Fir 6 = 0 wird in [45] dieselbe Periodendauer aus der Bohr-Sommerfeldschen
Quantisierungsbedingung hergeleitet. Des weiteren entspricht die Perioden-
dauer (1.14) auch der Periodendauer eines klassischen Massenpunktes ver-
gleichbarer Energie im Kepler-Potential [46], d.h. der sogenannten Kepler-
Periode. Auf dieser Tatsache beruht die Bezeichnung Tkepier gewéhlt.

e Der dritte Term der Entwicklung (1.11), d.h. der Term zweiter Ordnung, be-
wirkt eine Nichtlinearitiat des Energiespektrums F,,. Sie fithrt dazu, daff das
Wellenpaket allméhlich seine urspriingliche Form verliert, also zerflieit, da die
Relation |wp(t + Tkepler)) = [wp(f)) nur noch ndherungsweise erfiillt ist.
Diese Dispersion tritt ebenso im klassischen Fall auf, d.h. auch eine klassische
Verteilung von elektrisch geladenen Massenpunkten, die den klassischen Tra-
jektorien im Kepler-Potential folgen, ist dem Zerflielen unterworfen. Wéahrend
jedoch im klassischen Fall die Dispersion des Wellenpakets irreversibel ist,
tritt im quantenmechanischen Fall Interferenz zwischen Teilen der dispergier-
ten Wellenfunktion auf, die eine Wiederherstellung der urspriinglichen Form
des Wellenpakets ermoglicht. Dieses Phinomen wird Wiederkehr (,,revival®)
genannt und ist ein ausschlieflich quantenmechanischer Effekt [3, 47, 2].

Die Zeitdauer zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wiederkehren, die so-
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—1
) , (1.15)
n=(n)

weil zu den Zeitpunkten ¢ und ¢ + Trey die Auswirkungen des Terms zweiter
Ordnung der Taylorentwicklung (1.11) auf die Wellenfunktion (1.10) identisch
sind. Da Wiederkehren nur in quantenmechanischen Systemen auftreten, hat
die Wiederkehrzeit kein klassisches Analogon. Fiir ein Spektrum der Form

(1.13) gilt

genannte Wiederkehrzeit, betragt

1 A?’E,
TRev = |27 (— X

2 An?

Trew = 5 ((n) —8)' =

fiir die Wiederkehrzeit.
Zwischen den Revivals kommt es zu sogenannten fraktionierten Wieder-
kehren (,fractional Revivals“), bei denen Teile des zerflossenen Wellenpakets

((n) = &) Tiepter (1.16)

[OVR N W)

so interferieren, daf} die Form des urspriinglichen Wellenpakets in mehre-
ren kleinen Teilen der Wellenfunktion wiedergefunden werden kann [47]. Das
bedeutendste der fraktionierten Revivals ist die sogenannte Halbwiederkehr
(,half revival“) zur Zeit t = Trey/2. In diesem Moment ist wie bei einer vol-
len Wiederkehr die urspriingliche Form des Wellenpakets wiederhergestellt.
Darum wird die Halbwiederkehr in der Literatur auch manchmal nur als Wie-
derkehr bezeichnet. Allerdings ist bei der Halbwiederkehr die Oszillation des
Wellenpakets phasenverschoben zu der eines nichtzerflieBenden Wellenpakets,
d.h. das Wellenpaket ist genau dann nahe am Atomrumpf, wenn das nichtzer-
flieBende Wellenpaket weit entfernt davon wére, und umgekehrt.

e Die Terme dritter und noch héherer Ordnung der Entwicklung (1.11) fithren
dazu, daf} auch die Revivals nach einiger Zeit nicht mehr vollsténdig sind. Die
Zeitskala, auf der dieser Effekt auftritt, ist allerdings fiir die vorliegende Arbeit
nicht von Bedeutung.

Zusammenfassend stellt sich die Dynamik eines radialen Rydbergwellenpakets fol-
gendermaflen dar. Zunéchst fithrt das Wellenpaket eine periodische Bewegung in
radialer Richtung durch, d.h. die Erwartungswerte der radialen Orts- und Impuls-
operatoren oszillieren mit der klassischen Kepler-Periode. Nach einigen Kepler-
Perioden zerfliefit das Wellenpaket jedoch aufgrund der Nichtlinearitat des Spek-
trums. Durch die quantenmechanische Interferenz kommt es allerdings nach der
Wiederkehrzeit zu einer Wiederkehr des Wellenpakets, bei der die urspriingliche
Form und Dynamik des Wellenpakets wiederhergestellt wird. Daraufthin startet
der Bewegungsablauf von neuem.

Das ZerflieBen des Wellenpakets findet auf einer Zeitskala statt, die proportio-
nal zur Wiederkehrzeit ist. Aus Gleichung (1.16) folgt, dafl bei einem Spektrum
der Form (1.13) die Anzahl der Kepler-Perioden pro Wiederkehrzeit ungefahr
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proportional zur mittleren Hauptquantenzahl (n) ist. Es kénnen also um so mehr
quasiklassische Kepler-Umlaufe des Wellenpakets vor dessen ZerflieBen beobach-
tet werden, je hoher das Wellenpaket angeregt wird.

1.2.2 Autokorrelationsfunktion

Die zeitliche Autokorrelationsfunktion des Wellenpakets kann mit Hilfe der Wel-
lenfunktion |¢wp(t)) durch

[(Pwe (to)[owe(?))]
[(we (to)[we(to))]

definiert werden und stellt den normierten Uberlapp des Wellenpakets zur Zeit

fac(t to) == (1.17)

t mit demselben Wellenpaket zu einem Referenzzeitpunkt ¢y dar. Die Bedeu-
tung der Autokorrelationsfunktion besteht darin, daf} sie gute Auskunft iiber die
Wellenpaketdynamik geben kann. Typischerweise wird ¢y so gewahlt, daf} sich zu
diesem Zeitpunkt das Wellenpaket entweder ganz nahe am Atomrumpf oder ganz
weit entfernt davon befindet. In dem Fall gibt die Autokorrelationsfunktion an,
wie grof} der Anteil des Wellenpakets ist, der sich nahe am Atomrumpf bzw. weit
entfernt davon befindet.

Bereits weiter oben wurde erwédhnt, daf§ die Autokorrelationsfunktion eines
Wellenpakets experimentell durch die Methode des phasensensitiven Messens
[37, 38, 39, 13] zugénglich ist. Dadurch gewinnt die Autokorrelationsfunktion
zusitzliche praktische Bedeutung.

1.2.3 Beispiel

Zur Veranschaulichung der Wellenpaketdynamik wird das in Unterabschnitt 1.1.2
angeregte radiale Rydbergwellenpaket herangezogen. Dabei wird im folgenden
zunachst die Kurzzeitdynamik dieses Wellenpakets im Ortsraum dargestellt und
darauthin die Langzeitdynamik mit Hilfe der Autokorrelationsfunktion aufge-
zeigt. Alle konkreten Werte, die das Wellenpaket betreffen, kénnen Unterab-
schnitt 1.1.2 entnommen werden.

Fiir eine Beschreibung des Wellenpakets im radialen Ortsraum werden die
Rydbergzustiande entsprechend der Formel

tn(r)

7

|n> = ¢n(r7ﬁ799) = 1/1,0(1978«9) (118)

in einen radialen Anteil u,(r)/r und einen angularen Anteil Y o(¥, ¢) separiert.
Dabei sind r, ¥ und ¢ die Kugelkoordinaten. Im Fall von Wasserstoff sind die ra-
dialen Funktionen w,(r) analytisch bekannt [36]. Y1 (), ¢) ist eine Kugelflachen-
funktion und stellt die angulare Verteilung einer Wellenfunktion mit Drehimpuls-
quantenzahl [ = 1 und magnetischer Quantenzahl m = 0 dar. Um die Kurzzeit-
dynamik des Wellenpakets in radialer Richtung zu untersuchen, bietet es sich an,
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Abbildung 1.3: Radiales Rydbergwellenpaket zu verschiedenen Zeitpunkten ¢. Oberer
Graph: t = 0.5TKepler (durchgezogene Kurve), t = 0.67 Tkepler (gepunktete Kurve),
t = 0.83 Tikepler (gestrichelte Kurve) und ¢ = Tikepler (gestrichpunktete Kurve). Unterer
Graph: t = Tikepler (gestrichpunktete Kurve), ¢ = 1.17 Tkepler (gestrichelte Kurve),
t = 2.33 Tikepler (gepunktete Kurve) und ¢ = 1.5 Tikepler (durchgezogene Kurve).

die Grofle

2

(1.19)

> calt)ua(r)

n

prad(r, t):=

aufzuzeichnen. Sie folgt aus (1.7) mit (1.18) unter Unterdriickung des angularen
Anteils und des Faktors 1/r. Der Faktor 1/r wird weggelassen, um eine Singula-
ritat von p*ad(r,¢) bei r = 0 zu vermeiden.

In Abb. 1.3 ist das radiale Wellenpaket zu verschiedenen Zeitpunkten nach der
Anregung aufgezeichnet. Der obere Graph der Abbildung demonstriert die Bewe-
gung des Wellenpakets vom duferen Umkehrpunkt (¢ = 0.5 Tkepler) Zum inneren
Umkehrpunkt (¢ = Tkepler), und zwar wahrend des ersten Keplerumlaufs nach der
Wellenpaketanregung. Die Keplerperiode betrigt dabei Tkepler = 1.7 x 107° a.u. =
4.1ps. Die Oszillationen von p™d(¢) nahe des inneren Umkehrpunkts stammen
von der Interferenz des einlaufenden mit dem bereits wieder auslaufenden An-
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Abbildung 1.4: Autokorrelationsfunktion fac(t, o) des radialen Rydbergwellenpakets
zum Referenzzeitpunkt to = 0.5 Tkepler-

teil der Wellenfunktion. Der untere Graph von Abb. 1.3 zeigt das anschlieflende
Zuriicklaufen des Wellenpakets zum duBeren Umkehrpunkt (¢ = 1.5 Tkepler)-

Interessant ist ein Vergleich der Wellenfunktionen mit den klassischen Um-
kehrpunkten. Sie sind in atomaren Einheiten durch

re = (n)? & () y/{n)? = (1 4+ 1) (1.20)

gegeben [23] und betragen im konkreten Beispiel r_ = la.u. = 0.053nm und
ry = 1799a.u. = 95.2nm. Abb. 1.3 zeigt, dall das Wellenpaket wéhrend seiner
quasiklassischen Dynamik in radialer Richtung in etwa zwischen den klassischen
Umkehrpunkten oszilliert. Allerdings 1t sich bereits bei der ersten Riickkehr
des Wellenpakets zum duBeren Umkehrpunkt (t = 1.5 Tkepler) €inen deutlichen
Unterschied zum Wellenpaket beim ersten Erreichen des dufleren Umkehrpunkts
(t = 0.5 Tkepler) ausmachen. Dieser Unterschied deutet bereits auf das allméahliche
ZerflieBen des Wellenpakets hin.

Zur Demonstration der Langzeitdynamik des Rydbergwellenpakets bietet sich
die Autokorrelationsfunktion (1.17) mit Referenzzeitpunkt ¢ = 0.5 Tkepler (Wel-
lenpaket am dufleren Umkehrpunkt) an. Sie ist in Abb. 1.4 dargestellt und zeigt
alle in Unterabschnitt 1.2.1 besprochenen Charakteristika. Zunéchst erfolgt zu
kleinen Zeiten das quasiklassische Verhalten des Wellenpakets, auf das das Zer-
flieBen folgt. Um ¢ ~ 5 Tkepler zeigt die Autokorrelationsfunktion unregelméfBige
Strukturen, die in einer detaillierteren Untersuchung mit fraktionierten Wieder-
kehren erklért werden kénnten. Um ¢ & 11 Tiepler tritt wieder das quasiklassische
Kurzzeitverhalten auf, allerdings phasenverschoben. Es handelt sich zu dieser
Zeit also um die Halbwiederkehr. Ungeféhr zehn Keplerperioden spater kommt
es dann zur ersten vollen Wiederkehr, bei der das Wellenpaket wieder das phasen-
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richtige Kurzzeitverhalten zeigt. Danach wiederholen sich dieselben Strukturen
von neuem.



Kapitel 2

Atomstrukturberechnungen in
Ein- und
Zwei-Elektronen-Atomen

Zur Untersuchung der Wellenpaketphédnomene, iiber die in den Kapiteln 3 und 4
berichtet wird, werden detaillierte Informationen iiber die Struktur der betreffen-
den Atome bendétigt. Dabei handelt es sich um Ein- und Zwei-Elektronen-Atome,
d.h. Atome und lonen mit einem bzw. zwei Valenzelektronen, die durch den Ha-

N b 7 N ]
e S (R 2.1
(2 |ri|>+i]=1|ri—r]«| 1)

1<

miltonoperator

=1

(in atomaren Einheiten) beschrieben werden. N steht fiir die Anzahl der Elektro-
nen, Z fiir die Kernladungszahl, r; fiir den Ortsoperator und p; fiir den Impulsope-
rator des i-ten Elektrons. Dieser Hamiltonoperator ist giiltig, falls der Atomkern
als ruhend angenommen wird, und falls relativistische Effekte vernachlassigt wer-
den kénnen. Die erste dieser beiden Naherungen ist durch das sehr kleine Verhélt-
nis von Elektronen- zu Protonenmasse (me/m, ~ 0.000545 [40]) fiir alle Atome
gut gerechtfertigt. Die zweite, d.h. die nichtrelativistische Ndherung ist erfiillt fiir
nicht allzu schwere Atome mit Kernladungszahl 7 < 137 [40, 48]. Insbesondere
ist sie also hinreichend giiltig fiir Calcium mit Kernladungszahl 7 = 20, welches
im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine besondere Rolle spielen wird.

Bei den benétigten Informationen iiber die Struktur der Atome handelt es
sich in erster Linie um Energien und Ortswellenfunktionen von gebundenen und
freien Zustdnden sowie um Dipolmatrixelemente zwischen diesen Zustdnden. Es
miissen also zunéchst Losungen der stationdren Schrédingergleichung

HNU = BV (2.2)

im Ortsraum, d.h. die entsprechenden Energien £ und Ortswellenfunktionen W,
gefunden werden. Mit Hilfe der Ortswellenfunktionen kénnen dann die Dipol-

21
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matrixelemente berechnet werden. Um die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit
zu erhalten, wurde zur Losung der Schrodingergleichung (2.2) ein umfangrei-
ches Fortran-Programmpaket angewandt, welches urspriinglich von X. Tang und
Jian Zhang erstellt worden ist und seither laufend weiterentwickelt wird. Die
den Fortran-Programmen zugrundeliegende Prinzipien werden in diesem Kapitel
skizziert. Eine wirklich umfassende und detaillierte Darstellung der numerischen
Verfahren wiirde allerdings den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Darum sei in
diesem Zusammenhang auf die Literatur (siehe [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55]) ver-
wiesen.

Abschnitt 2.1 dieses Kapitels beinhaltet eine kurze mathematische Finfithrung
von B-Splines, die bei den Atomstrukturberechnungen als numerische Basis die-
nen. In Abschnitt 2.2 wird behandelt, wie radiale Ortswellenfunktionen nach B-
Splines entwickelt und radiale Hamiltonoperatoren damit diagonalisiert werden
kénnen. Abschnitt 2.3 widmet sich dem bei Ein-Elektronen-Atomen verwende-
ten Verfahren zur Ermittlung der Energien, Wellenfunktionen und Dipolmatrix-
elemente, wihrend Abschnitt 2.4 auf die Methoden zur Berechnung ebendieser
Groflen bei Zwei-Elektronen-Atomen eingeht. Aus dem Kapitel ausgelagert ist
Anhang A, in dem eine Anwendung der numerischen Verfahren auf Calcium be-
schrieben wird. Dort wird die Ermittlung derjenigen Parameter aufgezeigt, die
fiir die nichtzerflieBenden Rydbergwellenpakete in Kapitel 3 benétigt werden.

In dem vorliegenden Kapitel werden in den Formeln durchgehend atomare
Einheiten verwendet, da auch die beschriebenen Fortran-Programme auf dieser
Darstellung beruhen. Beim Arbeiten mit den Programmen werden gegebenenfalls
die gewonnenen Ergebnisse in andere, gewiinschte Einheiten transformiert (siehe

Anhang D).

2.1 B-Splines

Bei der numerischen Implementation der in diesem Kapitel beschriebenen Verfah-
ren werden die radialen Ortswellenfunktionen der atomaren Zustande auf einem
geniigend grof} gewidhlten, endlichen Intervall [0, rpa] nach B-Splines [56] ent-
wickelt. Bei B-Splines handelt es sich um stiickweise definierte Polynome, die im
folgenden definiert und diskutiert werden.

Definition:

Sei t := (t])?ii eine npg-elementige, nichtfallende Folge (d.h. t; < ¢, V1 < j <

kE < ngg). Dann ist
Bly() = (tigr — ) [ty oot (0 = 2)570 (w0 € [ty 1nye)) (2.3)

das i-te normierte B-Spline der Ordnung k auf der Knotenpunktfolge .
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Dabei bedeutet (a)y = max(a,0). Der Ausdruck [¢;,...,t,4x] g bezeichnet die
k-dividierte Differenz der Funktion g an den Punkten ¢;,...,¢;1%, welche als der
fiihrende Koeffizient desjenigen Polynoms der Ordnung k + 1 definiert ist, das
mit g an den Punkten ¢;, ..., ¢, ibereinstimmt. Die Platzhalternotation mit e in
Gleichung (2.3) bedeutet, daB die k-dividierte Differenz des Ausdrucks (o —z)%™
beziiglich e gebildet werden muf3.

Numerische Implementation:

Fiir die numerische Implementation von B-Splines ist eine direkte Auswertung der
obigen Definition aufgrund der zahlreichen Berechnungen der dividierten Diffe-
renzen sehr aufwendig und anféllig fiir numerische Fehler. Allerdings kann aus
der Definition eine Rekursionsformel abgeleitet werden [56], die numerisch ein-
fach und ohne nennenswerte Rundungsfehler umgesetzt werden kann. Fiir die
Rekursion wird mit B-Splines der Ordnung k = 1 gestartet, welche der Relation

1 firtd, <z<t,
1 _ 7 > 1+1
Bi () —{ 0 sonst (2.4)

geniigen. Dann wird mit jedem Rekursionsschritt

l’—ti

, livigi — T
Bii(w) + ————B,,(@) (2:5)

J+1 _
Bi,t (x) - ’L,t t . t
7+l T tetd

die Ordnung der B-Splines erhéht, bis die gewiinschte Ordnung k erreicht ist.

Eigenschaften:

Sowohl aus der Definition (2.3) als auch aus der Rekursion (2.4) / (2.5) lassen
sich eine Reihe von Eigenschaften der B-Splines ableiten, die fiir die Entwicklung
von Funktionen nach B-Splines von Bedeutung sind (siehe dazu wiederum [56]).

e Aus der Rekursion (2.4) / (2.5) folgt direkt
Bit(l') =0 \V/l' Qé [tiati-l—k] . (26)

Somit besitzen alle Matrizen, die durch die Entwicklung eines Operators nach
B-Splines entstehen, Bandstruktur und benétigen deshalb bei numerischen
Operationen (Inversion, Diagonalisierung, etc.) sowohl weniger Speicherplatz
als auch weniger Rechenzeit als vollbesetzte Matrizen. Diese Tatsache gehort
zu den Eigenschaften, die die B-Splines als numerische Basis sehr attraktiv
machen.

e Die B-Splines sind reell und nichtnegativ, d.h.

Bi(2) >0 Va € [ty L) - (2.7)
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e Die B-Splines sind normiert im Sinne von

nBs

Y Bh(w)=1 Va €[t (2.8)
=1

was mit Hilfe der Rekursion (2.4) / (2.5) induktiv gezeigt werden kann.

e Da die B-Splines nichtnegativ sind (siehe Gl. (2.7)) und fiir £ > 1 miteinander
tiberlappen (siehe Gl. (2.6)), sind sie nicht orthogonal. Insbesondere gilt

inpgg
A= / ’ Bﬁt(x)Bﬁt(x)dx #0 fir |0 —j] < k. (2.9)
t1

Die Uberlappmatrix A, die durch die Elemente A; ; definiert ist, spielt darum
bei der Behandlung von nach B-Splines entwickelten Funktionen eine wichtige

Rolle.

e Nach dem sogenannten Curry-Schonberg-Theorem [56] bildet die Menge von
B-Splines {Bft, ..., B~

nBs,t} eine vollstandige Basis aller auf ¢ stiickweise defi-

nierten Polynome der Ordnung k. Diese kénnen also exakt durch eine Ent-
wicklung nach den B-Splines dargestellt werden.

Notation:

In den folgenden Abschnitten werden der Ubersichtlichkeit halber die Indizes fiir
die Ordnung k und fiir die Knotenpunktfolge ¢ unterdriickt, so daB B;(z) fiir
B, (x) steht.

2.2 Allgemeines zur Entwicklung von radialen
Ortswellenfunktionen nach B-Splines

Bei den in diesem Kapitel vorgestellten Atomstrukturberechnungen miissen mehr-
mals radiale Schrodingergleichungen der Form

h(r)x(r) = Ex(r) (2.10)
mit "
h(r) = =55+ V() (2.11)

gelost werden. h(r) ist dabei der radiale Hamiltonoperator in Ortsdarstellung und
V(r) das radiale Potential. £ steht fiir die zu ermittelnden Energien und x(r) fiir
die zu berechnenden radialen Ortswellenfunktionen. Um das Eigenwertproblem
(2.10) / (2.11) numerisch zu behandeln, wird die Wellenfunktion x(r) auf einem
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geniigend grofien, endlichen Intervall [0, ry. ] nach einem geeigneten Satz von
B-Splines entwickelt, so daf sie der Darstellung

nBs
X(r) =Y eBi(r)  fiir e € [0, ropa] (2.12)
i=1
geniigt. Die weitere Aufgabe besteht nun also in der Bestimmung der Entwick-
lungskoeffizienten ¢;.

Da die radiale Ortswellenfunktion x(r) nicht aus stiickweise definierten Poly-
nomen besteht, kann sie auch nicht entsprechend dem Curry-Schénberg-Theorem
(siehe Abschnitt 2.1) exakt durch eine Entwicklung nach B-Splines dargestellt
werden, sondern allenfalls dadurch approximiert werden. Um trotzdem eine hohe
Genauigkeit in der Darstellung der Wellenfunktion erreichen zu kénnen, miissen
die Knotenpunktfolge ¢, die Ordnung k& und die Anzahl ngg der B-Splines so
gewahlt werden, daf} sie der Struktur der Wellenfunktion méglichst gerecht wer-
den. Damit ist in erster Linie gemeint, daf} die Knotenpunkte in denjenigen Berei-
chen, in denen die Wellenfunktion stark oszilliert, nahe beieinander liegen sollten,
wahrend sie in den anderen Bereichen weiter auseinanderliegen kénnen. Entspre-
chend Gleichung (2.7) existieren ndmlich zwischen zwei benachbarten Knoten-
punkten nur £ von 0 verschiedene B-Splines, nach denen die Wellenfunktion auf
diesem radialen Abschnitt entwickelt werden kann. Nun oszillieren die Wellen-
funktionen der gebundenen Zustédnde stark im inneren Bereich, so dafl dort vie-
le Knotenpunkte vonnéten sind. Die Wellenfunktionen der Kontinuumszustande
hingegen oszillieren gleichméfig im &ufleren Bereich, weshalb dort nahezu &qui-
distante Knotenpunkte angebracht sind. Als Kompromifl zwischen diesen beiden
Tendenzen hat sich fiir die Knotenpunktfolge ¢ bei fritheren Arbeiten [49, 50, 51]
vor allem eine sinusférmige Verteilung

0 firy=1,...,k
t;={ Tmaxsin {g (nljs‘ka)y} fir j= k+1,...,nps — k (2.13)
0 fﬁrj:nBs—k—l—l,...,nBS

bewahrt. In der Praxis wird bei der Implementation dieser Knotenpunktfolge die
Position des ersten von 0 verschiedenen Knotenpunkts ¢4, gewéhlt und der Wert
des Parameters y entsprechend bestimmt.

Die spezielle Wahl der Knotenpunktfolge bewirkt [57], dal die B-Splines an

den Intervallgrenzen r = 0 und r = ry.x die Werte

Bi(0) = { Lofiri=1" 0 Birme) = { bofird=mps 51y

0 sonst 0 sonst

annehmen. Damit kénnen Randbedingungen fiir die radiale Ortswellenfunktion
x(r) an den Intervallgrenzen leicht erfiillt werden. Zum Beispiel wird an der
inneren Intervallgrenze r = 0 im folgenden immer die Randbedingung

x(0)=0 (2.15)
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gefordert, um eine Singularitét von x(r)/r bei r = 0 zu vermeiden. Diese Rand-
bedingung ist wegen (2.14) mit
6 =0 (2.16)

automatisch erfiillt. Fine weitere Bedingung, die im folgenden mehrmals gefordert
wird, lautet

X(rmax) =0. (217)

Diese Randbedingung wird im weiteren Verlauf der Arbeit als ,feste Randbe-
dingung® bezeichnet und spielt sowohl beim Ein-Elektronen-Atom in Abschnitt
2.3 als auch beim Zwei-Elektronen-Atom in Unterabschnitt 2.4.1 eine wesentliche
Rolle. Die feste Randbedingung legt wegen (2.14) den Koeffizienten

Cops =0 (2.18)

fest. Im Gegensatz dazu wird beim Zwei-Elektronen-Atom in Unterabschnitt 2.4.2
keine Randbedingung an der dufleren Intervallgrenze gefordert, so dafl der Wert
von ¢, zundchst nicht festgelegt ist. In diesem Fall wird von der ,freien Rand-
bedingung® gesprochen.

Einsetzen von (2.12) in (2.10) und Projektion der entstehenden Gleichung auf
die B-Splines fithrt auf die verallgemeinerte Eigenwertgleichung

Hc = FAc. (2.19)

Dabei stellen die Koeffizienten ¢; (i = 1,...,npg) die Elemente des Vektors ¢ dar.
Die Elemente der Hamiltonmatrix H sind durch

Hi,j = <BZ| h(T) |B]> = / BZ(T)h(T)B](T)dT (Z,] == 1, ...,nBs) (220)
0
und die Elemente der Uberlappmatrix A durch
Ai,j = <BZ| B]> = / BZ'(T)B]‘(T)C[T (Z,] = 1, ...,nBs) (221)
0

gegeben. Dabei wird die Tatsache B(r) = B;(r) (siehe Abschnitt 2.1) beriicksich-
tigt, aus der — zusammen mit der Reellwertigkeit des radialen Hamiltonoperators
(2.11) — folgt, daB alle Matrixelemente (2.20) und (2.21) reell sind. Wie bereits in
Abschnitt 2.1 erwahnt wurde, besitzen die Matrizen H und A Bandstruktur und
sind deshalb numerisch mit vergleichsweise kleinem rechentechnischen Aufwand
handzuhaben.

Bei der festen Randbedingung (2.17) kann die Hamiltonmatrix (2.20) auf eine
(nps — 2) X (nps — 2)-Matrix reduziert werden, indem lediglich die Elemente H, ;
mit ¢,7 = 2,...,ngs — 1 betrachtet werden. Die extremsten Koeffizienten der Ent-
wicklung (2.11) sind in dem Fall ja bereits durch ¢; = 0 und ¢, = 0 festgelegt
(siehe oben, ¢,,. = 0 wegen fester Randbedingung). Die reduzierte Hamiltonma-
trix ist dann reell-symmetrisch, d.h. es gilt H;; = H;;Vi,5 = 2,...,ngs — 1, was
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durch zweifache partielle Integration der Integraldarstellung in (2.20) und unter
Anwendung von (2.14) gezeigt werden kann. Losen der verallgemeinerten Eigen-
wertgleichung (2.19) ergibt dann die Wellenfunktionen y;(r) mit den zugehorigen
Energien E; (j = 1,...,nps — 2).

Bei der freien Randbedingung, d.h. keiner Randbedingung an der &uferen In-
tervallgrenze r = rpay, ist nur der innerste Koeffizient ¢; = 0 festgelegt, so daf} die
Hamiltonmatrix nur auf eine (ngg — 1) X (ngs — 1)-Matrix reduziert werden kann.
In dem Fall ist die Hermitizitdt wegen H,, _1)nps 7 Hpps (ngs—1) verletzt, was
wiederum durch zweifache partielle Integration der Integraldarstellung in (2.20)
und unter Anwendung von (2.14) gezeigt werden kann. Das weitere Vorgehen in
diesem Fall wird in Unterabschnitt 2.4.2 erlautert.

2.3 Ein-Elektronen-Atome

Bei einem Ein-Elektronen-Atom mit insgesamt N Elektronen und Kernladungs-
zahl 7 wird das Eigenwertproblem (2.1) / (2.2) mit Hilfe eines Hartree-Fock-
Verfahrens mit eingefrorenem Atomrumpf (,,frozen-core Hartree-Fock“, FCHF-
Verfahren) gelost. Dieses Verfahren basiert auf der Annahme, daff die N — 1
Elektronen der vollstandig gefiillten inneren Schalen keine Anregung erfahren,
sich also immer im energetisch niedrigsten Zustand befinden. Unter dieser Vor-
aussetzung werden die Orbitale der inneren Elektronen mittels eines Hartree-
Fock-Verfahrens berechnet. Es wird also diejenige Slaterdeterminante (korrekt
antisymmetrisiertes Produkt der einzelnen Ein-Elektronen-Wellenfunktionen) er-
mittelt, welche entsprechend dem Ritzschen Variationsprinzip den Erwartungs-
wert des Hamiltonoperators HV~! (2.1) minimiert [40, 48]. Genauer gesagt wird
ein Hartree-Fock-Verfahren angewandt, bei dem die Ein-Elektronen-Wellenfunk-
tionen in der Slaterdeterminante — ebenso wie die Wellenfunktion des Valenz-
elektrons — als Eigenfunktionen des Einteilchenbahndrehimpulses angenommen
werden. All diese Wellenfunktionen kénnen somit entsprechend

n\T
Un,l,m,ms(r) = X 7;( )Ylm(ﬂ,gp)ams (222)

in die radialen Anteile y,,;(r)/r, die winkelabhéngigen Kugelflachenfunktionen
Yi.m(V, ¢) und die Spinoren o,,, separiert werden. Dabei stellen n, [, m und m; die
iiblichen Quantenzahlen und r, ¥ und ¢ den Ortsvektor in Kugelkoordinaten dar.
Mit dieser Separation fiithrt das Hartree-Fock-Verfahren fiir jeden gewiinschten
Bahndrehimpuls [ auf die Eigenwertgleichung

hF (r)a(r) = Epa(r) (2.23)
mit dem radialen Einteilchenhamiltonoperator

HF ez 1/ FCHF |
hl (T) ( ‘3 17"2 7 27“2 ! ) (22 )
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Losen dieses Eigenwertproblems liefert sowohl die Wellenfunktionen fiir die in-
neren Elektronen g i5,mq,m.,(r) als auch die Orbitale des &uBeren Elektrons
Up 1.m.m. () sowie die zugehérigen Energien E,,; bzw. E,;. Bei VU handelt
es sich um ein nichtlokales Potential, welches die Wellenfunktionen aller inne-
ren Elektronen enthélt. Dieses Potential besteht aus zwei Teilen. Der eine Teil
bedeutet physikalisch das elektrostatische Potential, das die inneren Elektronen
aufgrund ihrer Ladungsverteilung erzeugen. Dies ist ein lokales Potential. Der
andere Teil des Potentials stellt ein nichtlokales Austauschpotential dar, das sei-
nen Ursprung im Pauli-Prinzip hat. Da der Einteilchenhamiltonoperator Al (r)
(2.24) im Potential VF?UF bereits die Wellenfunktionen fiir die inneren Elektro-
nen enthélt, die durch Losen der Eigenwertgleichung (2.23) erst ermittelt werden
konnen, handelt es sich bei dem Eigenwertproblem (2.23) / (2.24) um ein nur
iterativ behandelbares Problem, fiir das eine selbstkonsistente Losung gefunden
werden muf}. In den verwendeten Fortran-Programmen wird es folgendermafien
gelost. Gestartet wird damit, daf fiir die Wellenfunktionen der inneren Elektronen
Wasserstoffeigenfunktionen angesetzt werden. Damit wird das Potential VFHF
in (2.24) gebildet und anschlieBend die Eigenwertgleichung (2.23) gelost. Dazu
wird das in Abschnitt 2.2 beschriebene Verfahren angewandt, welches die Wel-
lenfunktionen x,, 1, (r) bzw. x,(r) und die zugehérigen Energien E,, ;, bzw. E,;
unter Erfiillung der festen Randbedingung liefert. Mit den dadurch gewonnenen
Eigenfunktionen x,,,(r) wird das Potential V¥ erneut berechnet und das
Eigenwertproblem (2.23) / (2.24) wiederum gelost. Diese Vorgehensweise wird
wiederholt, bis die Energien und die Wellenfunktionen konvergiert sind.

Bei dem FCHF-Verfahren wird zunéchst nicht beriicksichtigt, dafl das Valenz-
elektron eine Polarisierung der inneren Elektronen bewirkt, wodurch sich auch
das durch sie erzeugte elektrostatische Potential dndert. Die Polarisierung der
inneren Elektronen wird durch ein Modellpotential [58, 59]

VPel(r) = % (1 - e—<7°/7“071>6> (2.25)
beriicksichtigt, bei dem « die statische Dipolpolarisierbarkeit der inneren Schalen
ist und die ro; Abschneideparameter fiir r — 0 darstellen. Um die Polarisierung
der inneren Elektronen miteinzubeziehen, wird folgendermaflen vorgegangen. Zu-
erst wird das oben beschriebene Hartree-Fock-Verfahren durchgefiihrt, bis Kon-
vergenz erzielt wird. Anschlieend wird das obige Modellpotential V' (r) zum
konvergierten Potential V'™ hinzuaddiert. Mit diesem so modifizierten Poten-
tial VIFCHF — VIFCHF + VPOI(T) wird das Eigenwertproblem (2.23) / (2.24) noch
ein einziges weiteres Mal gelost. Daraus ergeben sich dann die endgiiltigen Ener-
gien F,; und radialen Wellenfunktionen vy, (r) fiir die Zustinde des &ufleren
Elektrons. Falls die Werte fiir o und rg; nicht durch die Literatur bekannt sind,
miissen sie durch ein Optimierungsverfahren so bestimmt werden, daff die be-
rechneten Energiewerte F,; fiir ausgewdhlte, tief liegende Zustdnde moglichst
genau mit experimentell bekannten Werten {ibereinstimmen. Da die Form des
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Modellpotentials sinnvoll gewéhlt ist (vgl. z.B. [538, 59]), stimmen dann erfah-
rungsgeméfl auch die Energien der hoher liegenden Zustande zufriedenstellend
mit den experimentellen Energien iiberein. Und fiir sehr hoch liegende Zusténde
spielt die Polarisation der inneren Elektronen ohnehin eine sehr geringe Rolle, so
daf in dem Fall die Energien praktisch unabhéngig vom Modellpotential (2.25)
sind.

Die mit Hilfe des soeben beschriebenen Verfahrens gewonnenen Wellenfunk-
tionen , 1m m.(r) lassen sich gebundenen Zusténden mit negativer Energie und
Kontinuumszustdnden mit positiver Energie zuordnen. Dabei gehorchen zunéchst
alle Zustiande der Normierung

/ u:;/J/’m/’m/c(r)un’l’m’mS(r) d3r = 5n,n’5l,l’5m,m’5ms,m’s . (226)
R3 )

Die Anzahl der gewonnenen Zustédnde ist endlich, was in der Entwicklung der
Wellenfunktionen nach einem endlichen Satz von B-Splines begriindet liegt. Au-
Berdem erfiillen die Zustdnde die Summenregel fiir die Oszillatorenstarken, was
als Test fiir die Qualitat der numerischen Rechnung herangezogen werden kann.

Einige weitere Eigenschaften der numerisch ermittelten Orbitale wy, ;5 .m. (1)
lassen sich darauf zuriickfithren, dafl ihre radialen Anteile auf einem endlichen
Intervall [0, rmax] unter der festen Randbedingung

Xnd (Tmax) = 0 (2.27)

berechnet werden [60]. Wegen der festen Randbedingung kénnen namlich nur die-
jenigen physikalischen Wellenfunktionen gewonnen werden, die bei r = . auch
den Wert 0 annehmen. Diese Wellenfunktionen gehéren zum einen zu energetisch
tief liegenden gebundenen Zustédnden, deren Ortswellenfunktionen bei r = ryx
bereits asymptotisch zu 0 gegangen sind. Zum anderen gehoren sie zu energetisch
héher liegenden gebundenen Zusténden und Kontinuumszusténden, deren Orts-
wellenfunktionen bei r = ry.c einen Knotenpunkt besitzen. Die feste Randbedin-
gung bewirkt also, daf3 die energetisch tief liegenden, numerischen Wellenfunk-
tionen mit einer von ry, abhéngigen Anzahl von energetisch tief liegenden phy-
sikalischen Ortswellenfunktionen nahezu identisch sind, wahrend die energetisch
hoher liegenden, numerischen Wellenfunktionen (bis auf die Normierung) einzel-
nen ausgewéhlten physikalischen Zustdnden entsprechen. Diejenigen numerischen
Zustinde mit negativer Energie und mit Knotenpunkt bei r = ry,x werden oft
als Pseudozustande bezeichnet. Diejenigen numerischen Zustidnde mit positiver
Energie stellen ein diskretisiertes Kontinuum dar. Die feste Randbedingung fiithrt
also zu einer automatischen Diskretisierung des Kontinuums, wobei die Energi-
en der diskretisierten Zustande in erster Linie aus dem fiir rp,.x gewéhlten Wert
folgen und nicht gezielt ausgewahlt werden koénnen.

Je nach Anwendung macht es Sinn, die Normierung (2.26) der Kontinuums-
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wellenfunktionen so zu verdndern, daf sie im Sinne von

/ U 1t ()i d i (1) &r =8 (Epp— Ey)) (2.28)
R3 ;

auf die Energie normiert sind (§( F') ist dabei die Deltafunktion). Um diese Renor-
mierung zu erreichen, konnen zum einen die Radialanteile v, ;(r) der Wellenfunk-
tionen fiir geniigend groBle Werte von r an einen von Burgess [61] entwickelten
asymptotischen Ausdruck angefittet werden. Zum anderen kénnen die Orbitale
mit den Zustandsdichten der diskretisierten Kontinuumszustidnde multipliziert
werden [57], um sie auf die Energie zu normieren.

Sind die Ein-Elektronen-Wellenfunktionen w, ; . m.(r) fiir das auflere Elektron
bekannt, so lassen sich die Dipolmatrixelemente zwischen diesen Orbitalen durch
Auswerten des Integrals

“%ﬁ,l’,m’,m’s)(n,l,m,ms) = /3 u:;’,l’,m’,m’s(r) run,l,m,ms(r) dSr (229)
R

im Fall der Langeneichung bzw.

"I’Xz(’},l’,m’,m’s)(n,l,m,ms) = /ﬂ%s u:;’,l’,m’,m’s(r) (—ZV) un,l,m,ms(r) dSr (230)

im Fall der Geschwindigkeitseichung bestimmen. In beiden Fillen separieren die
Dipolmatrixelemente in jeweils einen radialen Anteil und einen Winkelanteil. Fiir
die Winkelanteile der Dipolmatrixelemente kénnen analytische Lésungen gefun-
den werden, wahrend die Radialanteile durch numerische Integration ermittelt
werden. Die Dipolmatrixelemente in Léngen- und in Geschwindigkeitseichung
héangen iiber die Relation

VG - La
“(n’,l’,m’,m’s)(n,l,m,ms) =1 (Enyl - En',l') “(n’,l’,m’,m’s)(n,l,m,ms) (231)
miteinander zusammen. Diese Tatsache bietet eine weitere Kontrollméglichkeit
fiir die verwendeten Computerprogramme, denn der Vergleich der numerischen
Werte fiir die Dipolmatrixelemente in beiden Eichungen mittels Relation (2.31)

gilt als gutes Maf fiir die Qualitdt der Rechnungen.

2.4 Zwel-Elektronen-Atome

In diesem Abschnitt werden zwei unterschiedliche Methoden zur Berechnung von
Zwei-FElektronen-Atomen mit insgesamt N Elektronen und Kernladungszahl 7
vorgestellt. Beide Verfahren besitzen verschiedene Vor- und Nachteile und sind
im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit von Bedeutung. Beide Methoden
setzen die Losung des Ein-Elektronen-Problems eines Tons mit N — 1 Elektronen
und Kernladungszahl Z voraus und bauen somit auf das im vorigen Abschnitt
2.3 beschriebene Verfahren auf.
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2.4.1 Methode mit fester Randbedingung

Bei der Methode mit fester Randbedingung werden die Zwei-Elektronen-Wellen-
funktionen als Linearkombinationen von Produkten der Ein-Elektronen-Wellen-
funktionen angesetzt und mittels Diagonalisierung des Hamiltonoperators H™
(2.1) bestimmt. Es handelt sich also um eine Konfigurationswechselwirkungs-
rechnung (CI-Rechnung). Als Ein-Elektronen-Orbitale dienen die Wellenfunk-
tionen w1 mm.(r), die mit Hilfe des in Abschnitt 2.3 beschriebenen Verfah-
rens auf dem endlichen radialen Intervall [0, 7. ermittelt werden und der fe-
sten Randbedingung (2.17) unterliegen. Aufgrund der nahen Verwandtschaft zu
den Ein-Elektronen-Ortswellenfunktionen werden auch die Ortswellenfunktionen
der Zwei-Elektronen-Zustande nur auf dem radialen Intervall [0, ryax] berechnet.
Auch sie nehmen bel r = ry.« den Wert 0 an.

Die konkrete Vorgehensweise wird im folgenden geschildert. Ausgegangen wird
von den korrekt antisymmetrisierten Produktwellenfunktionen

qb;lejzfj;;:z?vm% =A <un17117m17m51 (rl) Ung Iy ma,mey (r2)> ) (232)

wobei A fiir den Antisymmetrisierungsoperator steht und Ung Ji;mi s, (r;) (1 =
1,2) die Einteilchenortswellenfunktionen sind, die mit Hilfe des im letzten Ab-
schnitt beschriebenen Verfahrens gewonnenen wurden. Aus den Produktwellen-
funktionen wird der L-S-gekoppelte Zwei-Elektronen-Konfigurationsraum

QLI = N (-1 RL+ )28 + 1)

allem

lh 1y L : : S Ly
8 <m1 ma —M> ( ms, ms, —Msg qb7117117n2712 (2-33)

2

mit der magnetischen Quantenzahl M des Gesamtdrehimpulses I und der ma-
gnetischen Quantenzahl Mg des Gesamtspins S gebildet. In diesem Konfigurati-
onsraum werden dann die endgiiltigen Zwei-Elektronen-Wellenfunktionen

\I}£SMMS = Z C?f/SMMS (nh llv na, l2) (I)LSMMS (234)

n1,l1,m2,l2
n1,l1,m2,l2

C#SMMS (

entwickelt. Die Entwicklungskoeffizienten ni,l1,n2, ls) und die zugehori-

gen Energien EL9MMs werden so bestimmt, daf sie das Eigenwertproblem (2.1)
/ (2.2) losen.

Aus technischen Griinden wére es sehr aufwendig, die Zwei-Elektronen-Wel-
lenfunktionen (2.34) mit allen zur Verfiigung stehenden Zwei-Elektronen-Konfi-
gurationen (ng,ly,n2,lz) anzusetzen, die die korrekte, durch 4 und [y definierte
Symmetrie besitzen. Eine in diesem Sinne vollstandige Rechnung ist ndmlich in
der Praxis mit groBem Speicherplatzverbrauch und sehr langen Rechenzeiten ver-
bunden. Nun trifft es sich gut, daf} die Zwei-Elektronen-Wellenfunktionen in der
Regel nur aus sehr wenigen Konfigurationen aufgebaut sind, wéhrend der Beitrag
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aller anderen Konfigurationen praktisch vernachlassighar ist. Deshalb ist es sinn-
voll, in die numerische Berechnung nur eine begrenzte Anzahl von ausgewéhlten
Konfigurationen (ny, [, na,l) miteinzubeziehen. Ob die jeweilige Auswahl pas-
send ist, kann durch Variation der Menge der miteinbezogenen Konfigurationen
iiberpriift werden.

Wie beim Ein-Elektronen-Problem lassen sich die numerisch ermittelten Zwei-
Elektronen-Wellenfunktionen gebundenen Zusténden und Kontinuumszustanden
zuordnen (vgl. Abschnitt 2.3). Dazu sei E;e die Grundzustandsenergie des zu-
gehorigen Ein-Elektronen-Problems mit N — 1 Elektronen und Kernladungszahl
7. Fiir ELSMMs — ple stellt der n-te Zustand WLSMMs einen diskreten Zu-
stand dar, wihrend er fiir E25MMs > B} einen Kontinuumszustand beschreibt.
Zunéchst sind alle Zustdnde wie im Ein-Elektronen-Fall beziiglich der Integrati-
on iiber das Betragsquadrat der Wellenfunktion in Analogie zu Gleichung (2.26)
auf 1 normiert. Falls es fiir die weitere Arbeit mit den numerischen Wellenfunk-
tionen niitzlich oder nétig ist, kann aber auch im Zwei-Elektronen-Fall wieder
eine Renormierung der Kontinuumszusténde mittels Anfitten der radialen Wel-
lenfunktion nahe der dufleren Intervallgrenze r,.x an die korrekte asymptotische
Wellenfunktion oder mittels Multiplikation mit der Zustandsdichte vorgenom-
men werden [50, 51]. Die auf diese Weise renormierten Wellenfunktionen sind in
Analogie zu Gleichung (2.28) auf die Energie normiert.

Da die Zwei-Elektronen-Zustande aus den Ein-Elektronen-Wellenfunktionen
ermittelt werden, tragen sie auch einige der Eigenschaften der Ein-Elektronen-
Zustande, die in der festen Randbedingung (2.17) begriindet liegen. So kénnen
auch im Zwei-Elektronen-Fall die Energien und Wellenfunktionen einer gewis-
sen, von rp.x abhéngigen Anzahl von energetisch tief liegenden Zustanden mit
hoher Genauigkeit ermittelt werden. Auch Kontinuumszustande kénnen wieder
berechnet werden, die auch in diesem Fall einer automatischen, durch die fe-
ste Randbedingung auferlegten Diskretisierung unterliegen. Und ebenfalls wie im
Ein-Elektronen-Fall ergeben sich zwischen den energetisch tief liegenden, nume-
risch sehr gut beschriebenen, gebundenen Zusténden und den diskretisierten Kon-
tinuumszustanden eine Reihe von Pseudozusténden. Auch im Zwei-Elektronen-
Fall sind die Summenregeln fiir die Oszillatorenstarken erfiillt, womit wieder die
numerische Rechnung iiberpriift werden kann.

Die Dipolmatrixelemente zwischen den Zwei-Elektronen-Wellenfunktionen
kénnen mittels einiger Algebra auf die Dipolmatrixelemente zwischen den Ein-
Elektronen-Wellenfunktionen zuriickgefiihrt [51] werden. Sind also die letzteren
bekannt (siehe Abschnitt 2.3), so kénnen die Dipolmatrixelemente im Zwei-
Elektronen-Fall algebraisch aus den Dipolmatrixelementen im Ein-Elektronen-
Fall erhalten werden, ohne daf} die Zwei-Elektronen-Wellenfunktionen numerisch
integriert werden miissen.

Wie oben kurz erwédhnt wurde, unterliegen die Zwei-Elektronen-Kontinuums-
wellenfunktionen aufgrund der festen Randbedingung einer automatischen Dis-
kretisierung. D.h. durch die in diesem Unterabschnitt vorgestellte Methode erge-
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ben sich nur Kontinuumswellenfunktionen zu diskreten Energiewerten, auf die
der Anwender der entsprechenden Computerprogramme keinen gezielten Ein-
flul hat. Insbesondere ergeben sich fiir verschiedene Kontinua, die zwar gleichen
Gesamtdrehimpuls aber unterschiedliche lonisationsschwellen besitzen, Kontinu-
umszustande zu unterschiedlichen Energiewerten. Diese Tatsache erschwert die
Untersuchung entarteter Kontinuumszustdnde (mehrerer orthogonaler Kontinu-
umszustande zur gleichen Energie) erheblich. Schliefilich liefert die Methode auch
fiir entartete Kontinua stets nur einen Kontinuumszustand pro Energiewert, wird
also der Entartung nicht gerecht. Dieses Problem tritt auch bei anderen L*-
diskretisierten Basen auf und kann unter Beibehalten der festen Randbedingung
allenfalls mithsam umgangen werden [62, 63, 64, 65, 66].

2.4.2 Methode mit freier Randbedingung

Dieser Unterabschnitt widmet sich einer Methode zur Berechnung von Zwei-
Elektronen-Atomen, die nicht auf der festen Randbedingung (2.17) beruht. Die-
ses Verfahren ist zwar ungiinstig fiir gebundene Zustande, eignet sich dafiir aber
zur Behandlung entarteter Kontinua. Insbesondere ist es giinstig fiir Kontinua,
die im gleichen Energiebereich liegen, aber zu unterschiedlichen Zustanden des
ionisierten Atoms gehoéren. Wie bereits erldutert wurde, erfordert die Untersu-
chung entarteter Kontinua eine Moglichkeit, alle orthogonalen Kontinuumswel-
lenfunktionen zu einem gemeinsamen Energiewert zu bestimmen. Diese Aufga-
be wird im Rahmen der Methode mit freier Randbedingung bewiltigt, indem
die Zwei-Elektronen-Produktwellenfunktionen aus jeweils einer Ein-Elektronen-
Wellenfunktion und einem B-Spline zusammengesetzt werden, wobei fiir das B-
Spline keine Einschrankung in Form der festen Randbedingung gefordert wird.
Um das Verfahren mit der freien Randbedingung im Zwei-Elektronen-Fall
erklaren zu kénnen, mufl an dieser Stelle noch einmal auf den Ein-Elektronen-
Fall zurtickgegangen werden. Und zwar ist laut Abschnitt 2.2 im Fall der freien
Randbedingung die Hamiltonmatrix wegen H(,, 1) nps 7 Hpps,(nps—1) Dichther-
mitesch. Mit Hilfe der Gréfle v := H,,,, (ngs—1) = H(ngs—1),n5s 1aBt sich die verall-

gemeinerte Eigenwertgleichung (2.19) zu

0
<ﬁ - EA> c=| (2.35)
umschreiben. Dabei ist
H2,2 e HQ,(nBs—l) HQ,NBS
f.— : : : (2.36)
H(nBs—l),Q Tt H(nBs—l),(nBs—l) H(nBs—l),nBs
]_]71}3572 T H(ﬂBs—l)MBs HnBsﬂBs
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hermitesch, und es gilt

T = TChpye1 - (2.37)

Die allererste Komponente (mit Index 1) der Vektoren und Matrizen wird wie
in Abschnitt 2.2 weggelassen, da ¢; = 0 vorausgesetzt wird. Wird nun ein Ener-
giewert F gewdhlt, fiir den die entarteten Wellenfunktionen bestimmt werden
sollen, sowie ein beliebiger Wert fiir &, so 148t sich Gl. (2.35) nach ¢ auflosen,

sofern die Matrix <ﬂ — EA> regulér ist. Die beliebige Wahl von & erfordert eine

nachtréagliche Normierung von c¢. Nach dieser Renormierung liefert (2.12) dann
die Wellenfunktion zur gewiinschten Energie F.

Dieses Prinzip wird auf den Zwei-Elektronen-Fall erweitert, indem als Pro-
duktwellenfunktionen

By, (r2)
M1 ,Mgq M2, Ms n 2
qbnl,}l,nlgib = A (unlvllymlymsl (rl) :

L)

1/l2Jn2 (1927 9‘92) O-ms2> y (238)

d.h. die korrekt antisymmetrisierten Produkte von Ein-Elektronen-Wellenfunkti-
Onen Un, 1, .m;,m., (r1) mit B-Splines B,,(r;), Kugelflichenfunktionen Yy, .., (1, ¢)
und Spinoren o, angesetzt werden. (Vgl. im Gegensatz dazu Gleichung (2.32).)
Aus anschaulicher Sicht bedeutet dieser Ansatz im Fall von Kontinuumswellen-
funktionen, dafl Upy 1y ymy s, (ry) fiir die Wellenfunktion des inneren, nicht ioni-
sierten Elektrons steht, wédhrend der restliche Anteil der Produktwellenfunktion
(2.38) das auslaufende, ionisierte Elektron beschreibt. In einer anderen Sprechwei-
se definiert die Ein-Elektronen-Wellenfunktion den Zustand des inneren Elektrons
und damit den entsprechenden lonisationskanal. Mit den L-S-ungekoppelten Pro-
duktwellenfunktionen (2.38) werden dann die [-S-gekoppelten Produktwellen-
funktionen entsprechend Gleichung (2.33) gebildet. Aus ihnen werden letztendlich
die Linearkombinationen fiir die endgiiltigen Zwei-Elektronen-Wellenfunktionen
mit der gewiinschten Symmetrie wie in Gleichung (2.34) aufgebaut. Die Ent-
wicklungskoeffizienten dieser Linearkombination, zusammengefafit im Vektor C,
gehorchen der Relation

: (2.39)

i’N

die sich im Ein-Elektronen-Fall auf Gleichung (2.35) reduziert. Die hochgestellten
Ziffern sind die Indizes der einzelnen lonisationskanéle. Die Elemente der groflen
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Matrix auf der linken Seite von Gleichung (2.39) sind wiederum Matrizen, und
zwar sind die H' in Analogie zu Gleichung (2.36) und die A* entsprechend Glei-
chung (2.21) definiert. Die &' stehen fiir die Abstéinde der ausgewihlten Energie
E zur jeweiligen lonisationsschwelle. Die Vi folgen aus der Coulombwechselwir-
kung zwischen den beiden Valenzelektronen. Die freien Parameter ' sind nur
fiir die offenen Kanéle (Anzahl Nogen) von 0 verschieden. In Analogie zum Ein-
Elektronen-Fall werden fiir die Nyge, von 0 verschiedenen Parameter ' insgesamt
Noften linear unabhéngige Vektoren gewidhlt. Invertierung der Gleichung (2.39) fiir
jeden dieser linear unabhéngigen Vektoren fithrt zu Noge, unabhidngigen Losun-
gen flir C zur gewiinschten Energie . Die damit gewonnenen Wellenfunktionen
miissen allerdings noch normiert werden. Dazu werden die Wellenfunktionen wie-
der wie in Abschnitt 2.3 an einen asymptotischen Ausdruck fiir geniigend grofle
r angefittet [55]. Fiir weitere Details bei der technischen Umsetzung dieses Ver-
fahrens sei auf die Referenzen [52, 55] verwiesen.

Die Tatsache, dafl bei der Methode mit der freien Randbedingung im Prinzip
zu jeder beliebigen Energie I alle zugehorigen orthogonalen Wellenfunktionen er-
mittelt werden koénnen, stellt bei der Behandlung entarteter Kontinua einen sehr
groflen Vorteil gegeniiber der Methode mit der festen Randbedingung in Unter-
abschnitt 2.4.2 dar. Allerdings wird die Berechnung gebundener Zusténde bei der
Methode mit der freien Randbedingung wesentlich erschwert, da die Energie F
zu Beginn der Berechnung der Wellenfunktionen vorgegeben werden muf}. Bei der
Methode mit der festen Randbedingung hingegen ergeben sich die Energien der
gebundenen Zustinde automatisch. Um also Informationen sowohl {iber gebun-
dene Zustande als auch iiber entartete Kontinuumszustédnde erhalten zu kénnen,
ist eine Kombination beider Methoden sinnvoll. Ein Beispiel dafiir ist in Anhang
A anhand von Calcium gegeben.
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Kapitel 3

NichtzerflieBende radiale
Rydbergwellenpakete in
Zwei-Elektronen-Atomen

In Kapitel 1 wurde die Laseranregung und die allgemeine Dynamik radialer Ryd-
bergwellenpakete behandelt. Dabei stellte sich heraus, dafl diese Wellenpakete
direkt nach ihrer Anregung radiale Lokalisierung aufweisen und zunéchst in ra-
dialer Richtung eine quasiklassische Bewegung durchfithren. In der Anfangszeit
ihrer Dynamik behalten sie also ihre radial lokalisierte Form bei und oszillie-
ren mit der klassischen Kepler-Periode zwischen dem inneren und dem aufleren
klassischen Umkehrradius. Da das Spektrum der Rydbergatome jedoch nichtline-
ar ist, zerfliefen die Wellenpakete nach einigen dieser quasiklassischen Umlaufe.
Laut Einleitung besteht nun Interesse daran, diese Dispersion der Wellenpake-
te zu unterdriicken, wozu eine zusétzliche Wechselwirkung nétig ist. In Zwei-
Elektronen-Atomen, wie z.B. Calcium, stellt die elektromagnetische Wechselwir-
kung zwischen den Valenzelektronen eine solche zusatzliche Wechselwirkung dar,
die unter geeigneten Bedingungen die Erzeugung langsam zerfallender, jedoch
nichtzerflieBender radialer Rydbergwellenpakete ermoglicht [11]. Diesem Effekt
widmet sich das vorliegende Kapitel.

In Abschnitt 3.1 wird das in diesem Kapitel betrachtete System beschrie-
ben und das Auftreten nichtzerflieBender radialer Rydbergwellenpakete erklart
[11, 12]. Abschnitt 3.2 beinhaltet eine detaillierte quantitative Untersuchung und
Diskussion des Effekts der nichtzerflieBenden Wellenpakete am Beispiel von Cal-
cium. Diese Untersuchung wird zunéchst unter Vernachléssigung spontaner Emis-
sion durchgefiihrt. Der Einflufl der spontanen Emission auf die nichtzerflieBenden
Wellenpakete [15, 67] wird dann in Abschnitt 3.3 studiert. In Abschnitt 3.4 wird
das urspriingliche System so erweitert, dafl es nachwievor zu nichtzerflieBenden
Wellenpaketen fithrt, jedoch ohne spontaner Emission unterworfen zu sein [68].
Zuletzt geht Abschnitt 3.5 kurz auf aktuelle Experimente ein, die die Realisation
der nichtzerflieBenden Wellenpakete in greifbare Nahe riicken.

37



38 KAPITEL 3. NICHTZERFLIESSENDE RYDBERGWELLENPAKETE

3.1 Physikalische Erklarung der nichtzerflie3en-
den Wellenpakete

Das System, in dem die nichtzerflieBenden radialen Rydbergwellenpakete auf-
treten konnen, besteht in der Anwendung zweier Laserpulse auf ein Zwei-Elek-
tronen-Atom, das sich zu Beginn im Grundzustand befindet. Zuerst wird ein
kurzer und schwacher Laserpuls mit geeigneter Frequenz eingestrahlt, der wie in
Abschnitt 1.1 ein radiales Rydbergwellenpaket anregt. Nach der Wellenpaketan-
regung wird ein zweiter Laserpuls geeigneter Dauer und Intensitit angewandt,
der mit dem niedrigsten Ubergang des Atomrumpfs resonant ist. Dieser zweite
Laserpuls induziert eine Rabi-Oszillation des Atomrumpfs. Im folgenden wird der
erste Laserpuls auch als der anregende Laserpuls und der zweite Laserpuls auch
als der Atomrumpf-treibende Laserpuls bezeichnet.

Bei der soeben beschriebenen Anordnung handelt es sich um einen Spezial-
fall der sogenannten isolierten Atomrumpf-Anregung (,isolated core excitation®,
ICE) [44, 69, 70, 71]. Nachdem das Rydbergwellenpaket durch den ersten Laser-
puls angeregt worden ist, befindet es sich namlich in so grofler Entfernung vom
Atomrumpf, dafl es kaum an den zweiten Laserpuls koppelt. Der Atomrumpf
hingegen wechselwirkt mit dem zweiten Laserpuls praktisch genauso, als ob das
Wellenpaket gar nicht vorhanden wéare. Der Atomrumpf verhélt sich also so, als
ob er vom Wellenpaket isoliert wére, und kann deshalb auch theoretisch wie das
einfach positiv geladene Ton des Zwei-Elektronen-Atoms behandelt werden.

Wie bereits mehrfach erwédhnt wurde, fithrt ein radiales Rydbergwellenpa-
ket zunéchst eine quasiklassische Bewegung in radialer Richtung, die sogenannte
Kepler-Oszillation, aus. Allerdings ist es dabei Dispersion unterworfen, so daf} es
allmédhlich zerflieBt. Um nun das ZerflieBen des Wellenpakets im betrachteten Sy-
stem zu unterdriicken, wird die folgende Tatsache ausgenutzt: Jedesmal, wenn sich
der Atomrumpfim Laufe seiner Rabi-Oszillation im angeregten Zustand befindet,
liegt das Rydbergwellenpaket energetisch iiber der ersten lonisationsschwelle des
Atoms und kann darum aufgrund der Elektron-Elektron-Wechselwirkung autoio-
nisieren. Dieser Zerfall kann aber mit Hilfe der quasiklassischen Kepler-Oszillation
des Wellenpakets sehr effektiv unterdriickt werden. Dazu muf} erreicht werden,
dafl das Wellenpaket immer dann weit vom Atomrumpf entfernt ist, wenn sich
der Atomrumpf im angeregten Zustand befindet. Ist ndmlich das ,duflere” Elek-
tron, das durch das Rydbergwellenpaket beschrieben wird, weit vom ,jinneren®
Elektron im Atomrumpf entfernt, so findet kaum FEnergieaustausch zwischen den
beiden Elektronen statt, weshalb die Autoionisation sehr klein ist. Befindet sich
hingegen der Atomrumpfim Grundzustand, so ist die Autoionisation unmoglich —
unabhéngig vom momentanen Zustand des Rydbergwellenpakets. Um die Situa-
tion reduzierter Autoionisation zu erreichen, miissen also die Kepler-Oszillation
des Rydbergwellenpakets und die Rabi-Oszillation des Atomrumpfs geeignet syn-
chronisiert werden. Im Idealfall konstanter Intensitiat des Atomrumpf-treibenden
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Abbildung 3.1: Situation der optimalen Synchronisation: Wellenpaket dann nahe am
Atomrumpf, wenn dieser im Grundzustand ist = Autoionisation nicht moglich (linke
Bildhélfte); Wellenpaket dann weit entfernt vom Atomrumpf, wenn dieser im angereg-

ten Zustand ist = Autoionisation gering aufgrund des grofien Abstands zwischen den
beiden Elektronen (rechte Bildhilfte)

(zweiten) Laserfeldes ist die Synchronisation dann optimal, wenn Rabi-Frequenz
und Kepler-Frequenz gleich grofl sind und der zweite Laserpuls nach einer Kepler-
Periode startet, da das Wellenpaket in dem Moment zum ersten Mal zum Atom-
rumpf zuriickgekehrt ist. In Abb. 3.1 ist diese optimale Synchronisation von
Kepler- und Rabi-Oszillation illustriert.

Allerdings ist die Synchronisation, die zur Unterdriickung der Autoionisation
fiihrt, nur fiir das rdumliche Zentrum des Wellenpakets optimal, wéhrend des-
sen Seitenbereiche trotz Synchronisation autoionisiert werden. Und darin liegt
nun der Grund fiir die Unterdriickung des Zerflieens des Wellenpakets: Die sich
verbreiternden Seitenbereiche des Wellenpakets werden laufend durch Autoioni-
sation entfernt, wihrend das raumliche Zentrum des Wellenpakets praktisch nicht
autoionisiert wird. Dadurch wird die in radialer Richtung lokalisierte Form des
Wellenpakets laufend wiederhergestellt, so dafl sich ein zwar langsam zerfallendes
aber nichtzerfliefendes radiales Rydbergwellenpaket ergibt.

In engem Zusammenhang zu den nichtzerflieBenden Wellenpaketen steht die
sogenannte Atomrumpf-resonante lonisation (,core-resonant ionization“). Dabei
handelt es sich um die Multiphotonenionisation von Zwei-Elektronen-Atomen mit
einem Laserpuls, dessen Frequenz nahezu identisch mit der Ubergangsfrequenz
des Atomrumpfs ist. Theoretisch kann die Atomrumpf-resonante Ionisation sehr
dhnlich wie die nichtzerflieBenden Wellenpakete behandelt werden [72, 73]. Ex-
perimentell konnte die Atomrumpf-resonante Ionisation an Calcium beobachtet
werden [74].
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3.2 Grundlegende Aspekte der nichtzerflie3en-
den Wellenpakete

Nachdem im vorigen Abschnitt das System erldutert und eine physikalische Er-
klarung fiir die Existenz nichtzerflieBender radialer Rydbergwellenpakete gege-
ben wurde, folgt nun eine ausfithrliche Untersuchung des Effekts. Dabei wird wie
auch in den folgenden Abschnitten Calcium als konkretes Beispiel eines Zwei-
Elektronen-Atoms herangezogen. Die Wahl fiel auf dieses Element, weil es aus
technischen Griinden (Verfiigharkeit entsprechender Laserfrequenzen, etc.) fiir ei-
ne experimentelle Realisation besonders geeignet zu sein scheint (siehe Abschnitt
3.5). Die nichtzerfliefenden Wellenpakete kénnen jedoch grundsétzlich in jedem
Zwei-FElektronen-Atom erzeugt werden, und die Erkenntnisse dieses Kapitels sind
im wesentlichen auf alle Zwei-Flektronen-Atome iibertraghar. Lediglich die in
Abschnitt 3.4 untersuchte Anordnung zur Unterdriickung spontaner Emission
niitzt eine Eigenschaft der Struktur von Calcium aus, die nicht in jedem Zwei-
Elektronen-Atom gegeben ist.

In diesem Abschnitt wird die spontane Emission wie in [11, 12] nicht in den
Formalismus miteinbezogen. Diese Vernachldssigung ist im Rahmen einer grund-
legenden Untersuchung durchaus gerechtfertigt, da die spontane Emission im Ver-
gleich zur Autoionisation nur ein sehr schwacher, d.h. langsamer Zerfallsmecha-
nismus ist. Der Einflul des spontanen Zerfalls wird erst im nachsten Abschnitt
studiert. Die Ergebnisse des vorliegenden Abschnitts besitzen quantitativen Cha-
rakter und gehen deshalb iiber die in [11, 12] prasentierten Resultate hinaus.

3.2.1 Formalismus

Abb. 3.2 zeigt das Termschema von Calcium mit allen relevanten Zusténden und
Wechselwirkungen. Dabei bezeichnet D (gestrichelter Pfeil) die durch den er-
sten Laserpuls induzierte Kopplung des Grundzustands (4s)? an die nichtautoio-
nisierende 4snp-Rydbergserie. Diese Kopplung fiihrt zur Anregung des radialen
Rydbergwellenpakets. Die Bezeichnung D (durchgezogene gerade Pfeile) steht fiir
die Wechselwirkung mit dem zweiten Laserpuls. Die wesentliche Auswirkung der
Wechselwirkung mit dem zweiten Laserpuls besteht im Treiben des Atomrumpfs
und damit in der Kopplung der nichtautoionisierenden 4snp-Rydbergserie an die
autoionisierende 4pnp-Rydbergserie. (Mit dem Strich iiber der Hauptquanten-
zahl in der Bezeichnung 4pnp soll angedeutet werden, daf das ,duflere” Elektron
in diesem Zustand unter dem Einflufl eines anderen Atomrumpfs steht als im
4snp-Zustand.) Die autoionisierende Rydbergserie koppelt iiber die Konfigurati-
onswechselwirkung V' (runder Pfeil) an das 4s- und an das 3d-Kontinuum, d.h. an
diejenigen Kontinua, bei denen sich das nichtionisierte Valenzelektron im 4s- bzw.
3d-Zustand des einfach positiv geladenen Calcium-Ions befindet. D koppelt diese
Kontinua aufgrund der isolierten Atomrumpf-Anregung (ICE) zuséatzlich noch an
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Abbildung 3.2: Termschema von Calcium mit allen relevanten Zustdnden und Wech-
selwirkungen. Gestrichelter Pfeil: D®*  durchgezogene gerade Pfeile: D, runder Pfeil: V'
(vel. Text).

das hoher liegende 4p-Kontinuum. Neben all diesen Kopplungen sind in Abb. 3.2
auch noch die Photoionisation der Rydbergzusténde aufgrund des Atomrumpf-
treibenden Laserfeldes dargestellt. Die Photoionisation aufgrund des anregenden
Laserfeldes hingegen wird wegen dessen schwacher Intensitdt und kurzer Dauer
vernachlassigt.

Da in diesem Abschnitt die spontane Emission nicht beriicksichtigt wird, bie-
tet sich das Losen der zeitabhangigen Schrodingergleichung

e,
i () = H(1) [o(0) (31)

als Formalismus an. Dazu wird die Wellenfunktion |¢(¢)) zur Zeit ¢ in der Basis
der in Abb. 3.2 dargestellten Zustiande |g) := [(45)?), |n) := |4snp), |7) := |4pnp),
le1) = [ds +e7(gg,)), |c2) := [3d + e (e,)) und |é) := |4p + e (ez)) entwickelt

(€eys €c, und e; sind die jeweiligen Energien des freien Elektrons e™). Es gilt also

() = elt) |g>+zcn(t)|n>+zcﬁ(t)lﬁ>
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+Z/% MMJ/MM®M (3.2)

7=1,2

mit den zeitabhangigen Entwicklungskoeffizienten bzw. Amplituden ¢,(t), ¢, (1),
cal(t), co(t), e, (t) und cz(t). Die Basiszustdnde sind nicht die atomaren Eigen-
zustande, da die Konfigurationswechselwirkung V', die Bestandteil der internen
atomaren Wechselwirkungen ist, explizit in den Formalismus eingeht. Vielmehr
handelt es sich bei den Basiszustidnden um die Figenzusténde zum Hamilton-
operator H® := HA%™ — V_ wobei HA*M das feldfreie Atom beschreibt. Der
Hamiltonoperator des gesamten Problems lautet also

H(t) = H°+V + D(t) + D(t) . (3.3)

Durch Einsetzen von (3.2) und (3.3) in (3.1) und Projektion dieser Gleichung auf
die Basiszusténde ergibt sich das System gekoppelter Differentialgleichungen

ihey(t) = Eyey(t —|—ZD€X (3.4a)
ihé(t) = Euca(t) + D (1) —|—ZDW enlt
+ Z/ ne, (1)ce, (1) de; (3.4b)
71=1,2
ihén(t) = Enca(t)+ Y Dan(t)ea(t) + Y / Ve, (), (1) de;
n 7=1,2

+ / Dis(t)es(t) dé (3.4¢)
ihée,(t) = Eoco(t)+ Y Dealt)en(t) + Y Vijalt)en

n

+ / Deo(t)eo(t)de  fir j=1,2 (3.4d)
ihéo(t) = Eecot)+ Y Dal(t)ea(t) + Y / o (e, () de; . (3.4e)
n 7=1,2

Dabei gelten die Bezeichnungen E, := (a| H°|a) fiir die Energien der Zusténde
und Wyp(t) := (a| W (t)|b) fiir die Wechselwirkungsmatrixelemente, wobei |a)
und |b) fiir beliebige Zustédnde aus der Menge {|g),[n),[n),|cc, ), |ce, ), |€)} ste-
hen und W(t) eine beliebige Wechselwirkung aus der Menge {D*(¢), D(t),V'}
bezeichnet. Als erste Ndherung wird die Kopplung der Kontinua untereinander
vernachléssigt, d.h. D, (¢) = D7 (t) = 0 (j = 1,2) gesetzt. Diese Néherung ist
gerechtfertigt, da die verwendeten Intensitdten moderat sind und kein Interesse an
der Dynamik der Kontinua selbst besteht. Die Wechselwirkungsterme D¢X(¢) und
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D,5(t) lassen sich mit Hilfe der Dipolmatrixelemente g, zwischen den Zustanden
|

a) und |b) und der elektrischen Felder

EX(t) = &EX(1) cos(w™t) (3.5a)
E(t) = &o(t)cos(wt) (3.5b)
ausdriicken. Es ergibt sich
D) = DES(0) = g E55(1) cosfeo™) (3.60)
Dup(t) = Dpa(t) = ppa&o(t) cos(wt) (3.6b)

(fiir reelle Dipolmatrixelemente). Dabei steht w™ und w fiir die Frequenz des
anregenden bzw. des Atomrumpf-treibenden Laserpulses. Im nachsten Schritt
wird zu langsam verédnderlichen Variablen

¢y(t) = cy(t)exp (1B t/h) (3.7a)
eu(t) = eu(t)exp (i (E,/h+ w™)t) (3.7b)
ca(t) = ealt)exp (i (E,/h + w™ +w)t) (3.7¢)
Ee,(1) = co(t)exp (i (Ey/h 4+ w™ +w)t) fir y=1,2 (3.7d)
cz(t) = cx(t)exp (i (Ey/h 4+ w™ 4+ 2w)t) (3.7e)
ibergegangen. Mit ihnen ergeben sich aus dem Gleichungssystem (3.4a)—(3.4e)

und nach Durchfithren der Drehwellennéherung die Gleichungen

gex

ihé,(t) = Z,,Lgncn (3.8a)
iheat) = (Bu— hw™ — B)e(t) + gog(t)ungegu)
Eolt
+ % (Z i G Z //,anjccj dq) (3.8b)
n 7=1,2
zhéﬁ(t) = (B — hw™ — hw — Z / e Ce, (1) de;
7=1,2

gOT(t) (; panCn(t) + //«anéc(t) d0> (3.8¢)

. t
ihe (1) = (Es —ho™ — hw — E,)é, (1) + &

ncn

+ Z Vonéalt)  fiirj=1,2 (3.8d)

et) = (B —hot —2he — Be) + 2 S e, (380)



44 KAPITEL 3. NICHTZERFLIESSENDE RYDBERGWELLENPAKETE

Aufgrund der geringen Intensitét des ersten Laserpulses kann wie in Abschnitt
1.1 die Entleerung des Grundzustands |g) wiahrend der Wellenpaketanregung ver-
nachléssigt werden. Im Formalismus kann deshalb die rechte Seite von Gl. (3.8a)
zu 0 gesetzt werden, so dafl im Rahmen dieser Naherung ¢,(¢) = 1 gilt. Das Kon-
tinuum kann eliminiert werden, indem éc] (t)=0(y=1,2) und éa(t) = 0 gesetzt
wird. Diese Vorgehensweise entspricht der sogenannten adiabatischen Elimination
[75, 76], welche eine sehr langsame Verdnderung der zu eliminierenden Amplitu-
den gegeniiber der Verdnderung der restlichen Amplituden erfordert. Durch diese

Néherung lassen sich die Gleichungen (3.8d) und (3.8e) zu

Cj Ec] _ hwex _ hw _ Eg
2 E* Méﬁéﬁ(t)

i) = — T2 Lum 9b
(1) Fz — hw™ — 2hw — E, (3.9b)

fir y=1,2 (3.9a)

umschreiben und in die iibrigen Gleichungen substituieren. Es ist sinnvoll, die
von den elektrischen Feldern abhéngigen Definitionen

2
ILLC]

7 n
W) — = (1) := de-
sn(t) 27 Z/E —I—hwex—l—hw—E <

Eg(t Z Heyn|” e
pilE CJ E, —I—hwex—l—hw—Ec] K

7=1,2

(3.10a)

Ecj =E4+hw*+hw

J Eg(t)/ |/~Laﬁ|2 _
sall) =30l == | ey 2ho — 5.

52@) _ |M6ﬁ|2
== P/'O(EC) Eg 4+ hwex + 2hw — F; dE:

- T4 Zﬂ-p( ) |ILL E52E9+hwex+2hw (310b)

‘ 2

4 L ‘/c]ﬁ
" 27ﬁ'_j: /Eg—l—hwex—l—hw—EcJ

dC]‘

‘ 2

= P/ (E..) Yoy dE
" P ho™ + hw — By,

‘ 2

(3.10c)

Ecj =Ey4+hw*+hw
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ex & (1)
Qe (t) == 02 g (3.10d)
! gQ(t) Hney Heyn!
an/ t 1-— = 0 2 de;
()< qm,> 4 ];/E Fhet + hw— B,
gg(t) Mone; fe;n!
= P E. S dE.
4 Z /'0]( J)E + hw= 4+ hw — E J
71=1,2
E2(1) < |
_ 04 inp;(Ee,) (/,anj/,ccjn> B =By b o4 (3.10e)
71=1,2
i go(t) go(t / nc Hein!
Qﬁn’ t 1— = J J d .
()< %n/) 2 2 Z E, —I—hwex—l—hw—E <
50( ) B p Vnc],ucjn’ dE
2 E + hwe™= + hw — E K
7=1,2
Eo(t) )
- 9 Z ”TIOJ(ECJ) <Vﬁcj/“bcjnl> Ee;=Eq+hw™+hw (310f)
Vﬁc ‘/c n!
Qﬁﬁ/ t J ! d 7
()< %n/) Z/Eg—l—hwex—l—hw—EcJ K
4 53 (t) / Hnelien
4 E, 4+ hwe™ + 2hw — E;
— ZP/ (E.) Vie, Ve, dE
. Pite Ey, 4+ hw™ + hw — B, K
J=1,2 J
53@) - Hnellen
P Eg dEE
+ 4 /'0( )E 4+ hw* + 2hw — E;
- Z i7pi(Ee,) (Vie, Veyr) Eo,=Eg+hws*+hw
G=1,2 ’
2(1)
- 04 imp( L) (ncticnt ) Ee=Eg+hw* +2hw (3.10g)

1,2) und p die Zustandsdichten der Kon-

einzufithren. Dabei bezeichnen p; (j =
(3.10g) wird die Relation

tinua. In den Gleichungen (3.10a)-

1 1 1
= lim — =P —imd( By — E,) (3.11)
E,— E, e—ot Iy — B, + 1¢ B, — F,

[77, 78] verwendet. Das Symbol P bezieht sich dabei auf die Integration beider
Seiten der Gleichung (3.11) iiber eine der Energien F, oder Fj, mit geniigend
weit von der Polstelle entfernten Integrationsgrenzen. Das Symbol P besagt, dafl
bei einer derartigen Integration an der Polstelle der Cauchy’sche Hauptwert zu
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nehmen ist. Da alle Wechselwirkungsmatrixelemente W,;(¢) als reel angenom-
men werden, sind auch alle oben definierten Groflen reell, d.h. insbesondere gilt
Qup(t) = Qa(t) und gup = @pa. Physikalisch gesehen stellen die Groflen s,(t)
und v,(?) die Verschiebungen und Photoionisationsbreiten dar, die durch den
Atomrumpf-treibenden Laserpuls induziert werden. Die Parameter S, und , ,
sind die durch die Autoionisation bedingten Verschiebungen und Breiten. Die
GroBen Quu(1) (1 — i/qqp) konnen als verallgemeinerte Rabi-Frequenzen betrach-
tet werden. Mit den Definitionen (3.10a)—(3.10g) ergibt sich aus den Gleichungen
(3.8a)—(3.9b) das endgiiltige Gleichungssystem

ihé, (1) = (En + 5, (1) — hw™ — B, — i’m(i)) &(1) + Q5 (1)

2
- ;Qm/(t) (1 - an,> &u(t)
+ ; Qe (1) (1 —~ q:n> & (1) (3.12a)

Zhéﬁ(t) == (En + Sﬁ(t) + Sﬁ — hw™ — hw — Eg — E’Yﬁ(t) - = n) Eﬁ(t)

2
+ ;an’(t) (1 - Z > Ewlt)

4an’
i\ .
+ Z Qi (1) (1 — q/) énr(t) (3.12b)
Al#n nn

dessen Losung die Amplituden der gebundenen Zusténde des untersuchten Sy-
stems ergibt. Dieses Gleichungssystem kann kurz als ,,die Amplitudengleichun-
gen® bezeichnet werden.

Die soeben prasentierte Herleitung der Amplitudengleichungen ist &dquiva-
lent zum iiblicheren Resolventenoperator-Formalismus (siehe z.B. [77, 78]), wel-
cher auf einer Laplace-Transformation der Schrodingergleichung und des Zeit-
entwicklungsoperators beruht. Dabei ist der Resolventenoperator die Laplace-
Transformierte des Zeitentwicklungsoperators. Die transformierte Schréodinger-
gleichung wird nach den Basiszustanden entwickelt, und die Kontinua werden in
den dadurch entstehenden Gleichungen nach Durchfithrung der sogenannten Pol-
Néaherung eliminiert. Zuletzt werden dann die resultierenden Gleichungen in den
Zeitbereich zuriicktransformiert. Durch diese Vorgehensweise ergeben sich wie-
der die Amplitudengleichungen (3.12a)—(3.12b) sowie die Definitionen (3.10a)-
(3.10g).

Die Losung der Amplitudengleichungen (3.12a)—(3.12b) und damit die konkre-
te Berechnung der nichtzerflieBenden Wellenpakete setzt sich grundséatzlich aus
zwel Schritten zusammen. Zuerst miissen fiir das betrachtete Zwei-Elektronen-
Atom realistische Werte fiir die atomaren Parameter (3.10a)—(3.10g) bestimmt
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werden. Diese Aufgabe ist sehr aufwendig und erfordert eine griindliche Kennt-
nis der atomaren Struktur. Zu deren Untersuchung bieten sich die numerischen
Verfahren zur Atomstrukturberechnung an, die in Kapitel 2 beschrieben sind.
Die konkrete Ermittlung der Parameter (3.10a)-(3.10g) fiir Calcium ist in An-
hang A dargestellt. Der zweite Schritt zur Losung der Amplitudengleichungen
besteht in ihrer Integration unter der Anfangsbedingung ¢, (fsart) = 0 (¥n) und
¢rtstart) = 0 (V). Dabei ist tgiare ein Anfangszeitpunkt vor der Anregung des
Wellenpakets. Um das Gleichungssystem (3.12a)—(3.12b) praktisch handhaben zu
kénnen, muf} seine Dimension eingeschriankt werden, indem nur Rydbergzustande
mit pin < 7 < Ngax bZwW. Mit ngin < 1 < npax beriicksichtigt werden. Dabei
miissen die Parameter nyin und nmpmay die mittlere Hauptquantenzahl (n) umfassen
und Konvergenz gewéhrleisten. Um Konvergenz zu erzielen, muf} die Integration
der Amplitudengleichungen mehrmals mit fallendem n,;, und steigendem nax
durchgefiithrt werden, bis sich das Ergebnis nicht mehr andert. Die Vorgehensweise
bei der numerischen Integration des Differentialgleichungssystems ist in Anhang
C erldutert.

Sind schlieBlich die Amplituden ¢, (?) und ¢;(?) zu allen gewiinschten Zeiten
t ermittelt, so kénnen aus ihnen eine Reihe von Ergebnissen abgeleitet werden.
Zunéchst ergibt sich die Gesamtpopulation der nichtautoionisierenden Rydberg-
mannigfaltigkeit zu

Tmax

Pow(t) = > ea(t)) (3.13)

und die der autoionisierenden Rydbergmannigfaltigkeit zu

Tmax

Pap(t) = D leal(t)[* . (3.14)

N=Nmin

In ihnen zeigt sich die Rabi-Oszillation des Atomrumpfs. Die Gesamtpopulation
aller Rydbergzustande

pwe(t) = Prow(t) + pup(?) (3.15)

ist identisch mit der Population des Wellenpakets und gibt somit Aufschluf} {iber
dessen Zerfall. Die Wellenfunktion des Wellenpakets ist durch

e = 3 e ln) 4 Y. ealt)ln) (3.16)

gegeben, woraus die Autokorrelationsfunktion

[(Pwe (to)[Pwe(t))]
[(we (o) [we (o))

zum Referenzzeitpunkt ¢ty berechnet werden kann. Wie in Abschnitt 1.2 darge-
stellt wurde, liefert die Autokorrelationsfunktion Informationen {iber die Wellen-

fac(t to) = (3.17)

paketdynamik und ist zudem laut Abschnitt 3.5 experimentell zuganglich.
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3.2.2 Ergebnisse und Diskussion

Die folgenden Beispiele dienen einer griindlichen Beleuchtung des Effekts der
nichtzerflieBenden radialen Rydbergwellenpakete am konkreten Beispiel von Cal-
cium. Untersucht wird dabei zum einen der Fall optimaler Synchronisation von
Kepler- und Rabi-Oszillation, wie sie in Abschnitt 3.1 fiir die nichtzerflieBenden
Wellenpakete gewiinscht wird. Zum anderen werden auch Beispiele schlechterer
bzw. falscher Synchronisation préasentiert, um einen umfassenderen Eindruck von
dem untersuchten System zu vermitteln.

Dieses grundlegende Studium wird unter Vernachlédssigung spontaner Emissi-
on durchgefiihrt. In Abschnitt 3.3 wird gezeigt, dafl der Einflul spontanen Zerfalls
fiir Wellenpakete mit einer mittleren Hauptquantenzahl von (n) = 50 in der Tat
sehr gering ist. Damit ist die Naherung fiir die folgenden Beispiele, die sich alle
auf (n) = 50 beziehen, gerechtfertigt. Sie bringt erhebliche praktische Vorteile, da
die Dimension des zu 16senden Gleichungssystems im Formalismus ohne Bertick-
sichtigung spontaner Emission wesentlich geringer ist als die Dimension des Glei-
chungssystems im Formalismus mit Beriicksichtigung spontaner Emission (vgl.
Unterabschnitte 3.2.1 und 3.3.1). Die Ersparnis an numerischer Rechenzeit bei
Vernachldssigung des spontanen Zerfalls ist dadurch betrachtlich.

Die folgenden Beispiele unterscheiden sich ausschlieBlich im zeitlichen Verlauf
des Atomrumpf-treibenden Laserfeldes. Alle anderen Parameter, die das System
charakterisieren, sind immer gleich. Insbesondere werden fiir die atomaren Para-
meter immer diejenigen fiir Calcium verwendet, die in Anhang A aufgelistet sind.
Auch die Wellenpaketanregung erfolgt in allen Beispielen mit dem gleichen La-
serpuls. Die Frequenz des Atomrumpf-treibenden Laserfeldes ist ebenfalls in allen
Beispielen gleich grof, und zwar ist sie in Resonanz mit dem 4s¢+4p-Ubergang
im einfach positiv geladenen Calcium-Ion, so dafl w = 0.12a.u. = 3.1eV gilt.

Der Laserpuls, der das Wellenpaket anregt, wird durch die folgenden Da-
ten charakterisiert. Seine Frequenz ist in Resonanz mit dem Ubergang zwischen
dem Grundzustand (4s)? und dem Rydbergzustand 4s50p und betriagt konkret
w™ = 0.2186 a.u. = 5.945eV. Es wird also ein Wellenpaket mit mittlerer Haupt-
quantenzahl (n) = 50 angeregt. Die Kepler-Periode des Wellenpakets bestimmt
sich aus Gleichung (1.14) mit dem iiber die 4snp- und 4pnp-Rydbergserien ge-
mittelten Quantendefekt § ~ 1.8 (sieche Anhang A) zu Tkepler = 7.04 x 10° a.u. =
17.0ps. Die Amplitude des elektrischen Feldes E5¥(¢) besitzt den cosinusformi-
gen Verlauf von Gleichung (B.4). Dabei betriagt die Dauer des anregenden La-
serpulses At = Tkepler/3 = 2.35 x 10°a.u. = 5.7ps. Seine maximale elek-
trische Feldstarke ist ™™ = 107%a.u., was einer maximalen Intensitit von
[evmax — 3 5] % 10% VV/Cm2 entspricht. Bei einem Wellenpaket, das mit einem
derartigen Laserpuls angeregt wird, konnen die Hauptquantenzahlen der mit in
die Rechnung einbezogenen Rydbergzustiande durch ny,;, = 10 und npax = 90 be-
grenzt werden. Das zu losende Gleichungssystem (3.12a)—(3.12b) besteht in dem
Fall aus 162 komplexen, d.h. 324 reellen Gleichungen.
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In allen folgenden Beispielen sind jeweils verschiedene Groflen iiber die Zeit
aufgetragen und einander gegeniibergestellt. In den oberen Graphen sind die Am-
plituden der elektrischen Feldstarken der Laserpulse aufgetragen. Die mittleren
Graphen beinhalten die Gesamtpopulation des Wellenpakets pwp(t) (siehe Glei-
chung (3.15)) und die Gesamtpopulation der nichtautoionisierenden Rydberg-
zustande pow(t) (siehe Gleichung (3.13)). In den unteren Graphen ist die Autokor-
relationsfunktion fac(t, Tkepler) zum Referenzzeitpunkt tg = Tikepler (siehe Glei-
chung (3.17)) dargestellt. Alle diese GroBen besitzen eine unterschiedliche Aussa-
gekraft. Die elektrischen Feldstirken sind der Ubersichtlichkeit halber aufgefiihrt,
da sie die unterschiedlichen Beispiele charakterisieren. Die Gesamtpopulation des
Wellenpakets gibt Aufschluf} iber dessen Zerfall und damit auch tiber die Stabi-
lisierung gegeniiber Autoionisation. Die Gesamtpopulation der nichtautoionisie-
renden Rydbergzustiande reflektiert die Rabi-Oszillation des Atomrumpfs, da die
nichtautoionisierenden Rydbergzustande immer dann besetzt sind, wenn sich der
Atomrumpf im Grundzustand befindet. Die Autokorrelationsfunktion gibt den
normierten Uberlapp zwischen der Wellenfunktion des gesamten Systems zum
Zeitpunkt ¢ mit der Wellenfunktion zum Referenzzeitpunkt tg = Tkepler an (vgl.
dazu Abschnitt 1.2). Beim Referenzzeitpunkt tg = Tkepier befindet sich der Atom-
rumpf im Grundzustand und das Wellenpaket in der Nahe des Atomrumpfs. Die
Autokorrelationsfunktion zum Zeitpunkt ¢ hat also einen um so gréfleren Wert,
je mehr das System dieser Situation zum Referenzzeitpunkt ¢y entspricht. Die
Autokorrelationsfunktion liefert somit Auskunft iiber die Dynamik des Systems.

Aufgrund der isolierten Atomrumpf-Anregung (ICE) bestimmt sich die Rabi-
Frequenz des Atomrumpfs in sehr guter Nédherung iiber die Gleichung

QRabi = /«Lj{swlpgo (3.18)

mit dem totalen Dipolmatrixelement z}, sap zWischen dem 4s- und dem 4p-Zu-
stand des einfach positiv geladenen Calcium-lons und der Amplitude &, des
Atomrumpf-treibenden elektrischen Feldes. Die Periodendauer der Rabi-Oszil-

lation ist damit durch
27

QRabi

Thabi = (3.19)

gegeben.

Nach all diesen Vorbemerkungen kénnen nun die einzelnen Beispiele disku-
tiert werden. Um einen Vergleich fiir die nichtzerflieBenden Rydbergwellenpakete
zu haben, ist in Abb. 3.3 zunéchst ein Wellenpaket ohne Atomrumpf-treibendes
Laserfeld dargestellt. Es handelt sich also um ein radiales Rydbergwellenpaket,
das sich frei entwickeln kann. Da kein Atomrumpf-treibendes Laserfeld vorhanden
ist, bleibt die gesamte Population in der nichtautoionisierenden Rydbergserie, so
daf} keine Population durch Autoionisation oder Photoionisation verloren geht.
Deshalb ist die Gesamtpopulation des Wellenpakets identisch mit der Gesamt-
population der nichtautoionisierenden Rydbergserie und zeitlich konstant. Die



50 KAPITEL 3. NICHTZERFLIESSENDE RYDBERGWELLENPAKETE

— 5e-06
4e-06 ] !
3e-06 - !
2e-06 - !
le-06+ !
507 it ey
4e-07} !
3e-07" !
2e-07+ !
1e-071 !
1.0 - d e ]
0.8 |
0.6
0.4 ]
02t .
00! 7

elektr. Feldst. (a.u

Populationen

Autokorrelationsfkt.

PR S | PR 1
-2 0 2 4 6 8 10

T T T S A
12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
t/T,

Kepler

Abbildung 3.3: Radiales Rydbergwellenpaket in Calcium ohne Atomrumpf-treibendes
Laserfeld. Oberer Graph: Amplituden der elektrischen Feldstirken des Wellenpaket-
anregenden Laserpulses (gepunktete Kurve) und des Atomrumpf-treibenden Laserpul-
ses (durchgezogene Kurve, in diesem Beispiel auf der x-Achse liegend). Mittlerer Graph:
Gesamtpopulation des Wellenpakets (durchgezogene Kurve) sowie der nichtautoioni-
sierenden Rydbergzustinde (gepunktete Kurve). In diesem Beispiel liegen diese beiden
Kurven aufeinander. Unterer Graph: Autokorrelationsfunktion fac(¢, Tkepler) des Wel-
lenpakets.

Autokorrelationsfunktion besitzt die typischen Merkmale von Dispersion und
Wiederkehren, die bereits in Abschnitt 1.2 bei der allgemeinen Dynamik eines
freien, radialen Rydbergwellenpakets diskutiert wurden. Dabei betragt die Wie-
derkehrzeit Trey & 32 Tkepler (siche Gleichung (1.16)). Deutlich sichtbar ist die
quasiklassische Dynamik zu Beginn der Wellenpaketentwicklung. Um ¢ & 9 Tkepler
ist das Wellenpaket zerflossen, um ¢ ~ 17 Tkepier tritt die erste Halbwiederkehr
auf und um t & 33 Tkepler kommt es zur ersten vollen Wiederkehr (im Bild nicht
mehr aufgezeichnet).

Beim ersten Beispiel eines nichtzerflieBenden Rydbergwellenpakets, dargestellt
in Abb. 3.4, ist die Situation der optimalen Synchronisation realisiert (vgl. Ab-
schnitt 3.1). Das Atomrumpf-treibende Laserfeld ist also konstant, startet zum
Zeitpunkt ¢ = Tikepler und besitzt genau diejenige Intensitét, bei der die Pe-
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Abbildung 3.4: Radiales Rydbergwellenpaket in Calcium mit Atomrumpf-treibendem
Laserfeld, welches bei ¢t = Tiepler startet und Rabi-Oszillationen mit Trabi = TKepler
induziert. Beschreibung der Kurven: siehe Abb. 3.3.

riode Tgap; der Rabi-Oszillation des Atomrumpfs gleich groff wie die Kepler-
Periode Tikepier des Wellenpakets ist. Die Amplitude der elektrischen Feldstérke
des Atomrumpf-treibenden Laserfeldes betriagt nach dessen Start & = 4.1 x
10~%a.u. und entspricht damit einer Intensitit von I = 5.9 x 10°> W/cm®. Die
Gesamtpopulation des Wellenpakets zeigt nun einen Verlauf, der mit Hilfe der
in Abschnitt 3.1 gegebenen Erklérung verstanden werden kann: Direkt nach dem
Start des Atomrumpf-treibenden Laserfeldes bei ¢ = Tkepier verliert das Wellen-
paket einen Teil seiner Population. Diese anféanglich relativ starke lonisation kann
darauf zuriickgefiihrt werden, dafl die rdumliche Verteilung des Wellenpakets in
radialer Richtung zunéchst dem Stabilisierungseffekt angepafit werden muf}. Und
zwar geschieht diese Anpassung dadurch, daf3 diejenigen Anteile des Wellenpa-
kets autoionisiert werden, die nicht stabilisiert werden kénnen. Die verbleibenden
Anteile des Wellenpakets werden dann entsprechend der in Abschnitt 3.1 gegebe-
nen Erklarung sehr effektiv gegen Autoionisation stabilisiert. Nach sehr wenigen
Kepler-Perioden verringert sich deshalb die lonisationsrate signifikant, und das
Wellenpaket zerfallt nur noch sehr langsam, was im mittleren Graphen von Abb.
3.4 deutlich wird. Das Wellenpaket zerfallt insbesondere wesentlich langsamer, als
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es die Autoioisationsrate , n—50 = 4.4 X 107%.u. erwarten 1éBt, die ja eine Lebens-
dauer von nur 7r=50 = 1/, n=s0 = 0.3 TKepler, also von weniger als einer Kepler-
Periode impliziert. Bei einem gegen Autoionisation und gegen Dispersion stabili-
sierten Wellenpaket wird ndmlich der Zerfall in erster Linie durch die Dispersion
des Wellenpakets bestimmt, da laut Abschnitt 3.1 nur die sich verbreiternden
Seitenbereiche des Wellenpakets ionisiert werden. Je gréfler also die Dispersion
des Wellenpakets bei Abwesenheit der Stabilisierung wére, desto schneller zerféllt
das stabilisierte Wellenpaket. Die Stabilisierung des Wellenpakets gegen Disper-
sion kann der Autokorrelationsfunktion entnommen werden. Sie zeigt eine sehr
regelméfige Oszillation. Zwar kommt es zu einer Modulation ihres ansonsten pe-
riodischen Verlaufs in denjenigen Zeitbereichen, in denen das nichtstabilisierte
Wellenpaket im vorigen Beispiel zerflossen war. Diese Unterstruktur liegt dar-
an, dafl das Wellenpaket trotz der Stabilisierung nicht vollsténdig forminvariant
bleibt, sondern durch den Stabilisierungsprozefl lediglich laufend seine Seiten-
bereiche verliert. Deshalb {iberrascht es nicht, daf} die urspriinglichen Struktur
von ZerflieBen und Wiederkehren noch andeutungsweise vorhanden ist. Entschei-
dend ist jedoch, daf} die Oszillation der Autokorrelationsfunktion zur Zeit der
Halbwiederkehr um ¢ ~ 17 Tiepler die gleiche Phase besitzt wie zu Beginn seiner
Zeitentwicklung. Daraus kann namlich geschlossen werden, dafl das Wellenpaket
zwischenzeitlich nicht zerflossen ist. Es liegt also tatséchlich Stabilisierung gegen
Dispersion vor.

Das néachste Beispiel dient der Demonstration dessen, was bei sehr schlech-
ter Synchronisation von Wellenpaket- und Atomrumpfdynamik passiert. Wieder
startet das konstante Atomrumpf-treibende Laserfeld bei ¢ = Tkepier- Nach dem
Start ist dessen Feldstirkenamplitude mit & = 2.05 x 107¢ a.u. bzw. Intensitit
mit I = 2.95 x 10> W/em® allerdings so gewihlt, daB die Rabi-Frequenz des
Atomrumpfs nur halb so grof} wie die Kepler-Frequenz des Wellenpakets ist. Die
Synchronisation ist in diesem Fall auf das Empfindlichste verletzt, da das Wellen-
paket nach jedem zweiten Kepler-Umlauf den Atomrumpf in seinem angeregten
Zustand vorfindet und somit autoionisieren kann. Deswegen wird das Wellenpa-
ket nun nicht gegen Autoionisation stabilisiert und ist dadurch auch Dispersion
unterworfen. In Abb. 3.5 werden diese Tatsachen sichtbar. Die Gesamtpopulati-
on des Wellenpakets zerfallt nun auf der Zeitskala der ununterdriickten Autoio-
nisation, ndmlich innerhalb nur sehr weniger Kepler-Perioden. Auch die ausge-
pragte Struktur von Zerfliefen und Wiederkehren der Autokorrelationsfunktion
einschliellich Phasenverschiebung zur Zeit der halben Wiederkehr kann wieder
ausgemacht werden.

Bei den bisherigen Beispielen wurde lediglich der Fall eines zeitlich konstan-
ten Atomrumpf-treibenden Laserfeldes betrachtet. Diese Annahme ist jedoch
heutzutage noch unrealistisch, da noch keine konstanten Laserquellen mit ent-
sprechender Frequenz und Intensitdt zur Verfligung stehen. Aber auch mit lan-
gen, langsam zeitabhédngigen Laserpulsen, deren Intensitit iiber einen geniigend
groflen Zeitraum hinweg einigermaflen konstant bleibt, kénnen die nichtzerflie-
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Abbildung 3.5: Radiales Rydbergwellenpaket in Calcium mit Atomrumpf-treibendem
Laserfeld, welches bei ¢ = Tiepler startet und Rabi-Oszillationen mit Trani = 2 TKepler
induziert. Beschreibung der Kurven: siehe Abb. 3.3.

Benden Rydbergwellenpakete realisiert werden. In diesem Fall wird das Wellen-
paket nicht vor dem Atomrumpf-treibenden Laserpuls, sondern wéahrend dieses
Laserpulses angeregt. Diese Vorgehensweise fithrt zu keinen unerwiinschten Ne-
beneffekten, da das Atomrumpf-treibende Laserfeld vor der Wellenpaketanregung
mit keinem atomaren Ubergang resonant ist und erst an das Atom koppelt, nach-
dem das Wellenpaket angeregt worden ist. In Abb. 3.6 ist ein Wellenpaket unter
dem Einfluf} eines nichtkonstanten Atomrumpf-treibenden Laserpulses illustriert.
Die Form des Atomrumpf-treibenden Pulses ist entsprechend Gleichung (B.6)

cosinusférmig. Seine Dauer betrdgt At = 20 Tkepler = 340ps, und die maxi-
male Feldstiarke ist M = 5 x 107%a.u., was einer maximalen Intensitit von
[max = 8.8 x 10° VV/Cm2 entspricht. Das Maximum des Laserpulses wird zum

Zeitpunkt 1™ = 7.5 Tkepler = 128 ps erreicht. In diesem Fall ist die Stabilisierung
gegen Autoionisation zwar nicht so ausgepriagt wie im Fall optimaler Synchroni-
sation (vgl. Abb. 3.4). Der Stabilisierungeffekt ist aber trotzdem deutlich vorhan-
den: Die Gesamtpopulation des Wellenpakets zerfallt wesentlich langsamer als in
Abb. 3.5, und die Autokorrelationsfunktion weist eine sehr regelmafBige Oszillati-
on ohne ausgepragte Struktur von ZerflieBen und Wiederkehren auf. Insbesondere
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Abbildung 3.6: Radiales Rydbergwellenpaket in Calcium mit zeitabhingigem Atom-
rumpf-treibendem Laserfeld. Genaue Daten dieses Feldes: siehe Text. Beschreibung der
Kurven: siehe Abb. 3.3.

fehlt der Autokorrelationsfunktion wie in Abb. 3.4 die Phasenverschiebung zur
Zeit der Halbwiederkehr um ¢ ~ 17 Tkepler, was bereits zuvor als Beweis fiir die
Unterdriickung der Dispersion herangezogen wurde. Unter giinstig gewéhlten Be-
dingungen kann also auch bei Verwendung von zeitabhéngigen Laserpulsen eine
Stabilisierung des Wellenpakets gegen Tonisation und Dispersion erreicht werden.
Diese Tatsache riickt das untersuchte System néaher an eine experimentelle Rea-
lisation.

An dieser Stelle konnten noch mehr Beispiele von Wellenpaketen im unter-
suchten System prasentiert werden. So kann u.a. auch noch der Fall untersucht
werden, dafl der Atomrumpf-treibende Laserpuls eine Rabi-Oszillation induziert,
deren Frequenz ein ganzzahliges Vielfaches der Kepler-Frequenz ist. Interessant
ist auch der Fall eines leicht verstimmten Atomrumpf-treibenden Laserfeldes. Es
konnte berechnet werden, daf} in beiden Féllen Stabilisierung gegen Autoionisati-
on und gegen Dispersion auftritt, die zwar weniger effektiv aber dennoch deutlich
vorhanden ist. Allerdings wiirde es den Rahmen dieser Arbeit sprengen, auch die-
se Beispiele noch ausfiihrlich aufzufithren.
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3.3 Effekte spontaner Emission auf die nichtzer-
flieBenden Wellenpakete

Bisher wurde bei der Untersuchung der nichtzerflieBenden radialen Rydbergwel-
lenpakete die spontane Emission nicht beriicksichtigt. Dabei ist jedoch zunéachst
unbekannt, welchen Einfluf} sie besitzt und unter welchen Bedingungen sie ver-
nachlassigt werden kann. Deshalb ist es im Rahmen einer quantitativen Un-
tersuchung wichtig, den Einfluf} des spontanen Zerfalls detailliert zu studieren
[15, 67, 79]. In diesem Abschnitt dient wiederum Calcium als konkretes Beispiel
fiir die Untersuchung.

Bei den nichtzerflieBenden Wellenpaketen, die in diesem Kapitel untersucht
werden, kann lediglich der spontane Zerfall des Atomrumpfs eine signifikante
Rolle spielen. Von Bedeutung ist also nur die spontane Emission derjenigen Ryd-
bergzustiande, die iiber den Ubergang des Atomrumpfs spontan zerfallen kénnen.
Diese Aussage folgt aus den extrem langen Lebensdauern (beziiglich spontaner
Emission) derjenigen Rydbergzustande, bei denen sich der Atomrumpfim Grund-
zustand befindet. Thre Lebensdauern liegen namlich im Bereich von Mikrosekun-
den [44] und sind somit um mehrere Gréflenordnungen langer als die in diesem
Kapitel beobachteten Zeitraume. Viel kleiner hingegen ist die Lebensdauer 75
des angeregten Atomrumpf-Zustands, die iiber die Gleichung

=1/, (3.20)

aus der Zerfallsbreite , S® folgt. In Calcium betrigt sie 7°F = 2.6 x 10%a.u. =
6.4 ns, falls nur der Zerfall des 4p-Zustands zum 4s-Zustands beriicksichtigt und
der um iiber eine Groenordnung langsamere Zerfall des 4p-Zustands zum 3d-
Zustand vernachléssigt wird. Nun betragen die Zeitrdume, die fiir die nichtzer-
flieBenden Wellenpakete relevant sind, typischerweise viele Kepler-Perioden. Da-
durch wird fiir Wellenpakete mit einer mittleren Hauptquantenzahl von (n) > 50
der Nanosekundenbereich erreicht, auf dem sich die spontane Emission des Atom-
rumpfs abspielt. Darum ist dieser Zerfallsmechanismus nicht ohne weiteres ver-
nachléssigbar.

An diese Abschéitzung schlieit sich die Frage an, was der spontane Zerfall des
Atomrumpfs {iberhaupt bewirkt. Zunéchst koppelt er das Wellenpaket ja nicht
an das atomare, d.h. elektronische Kontinuum und fithrt somit nicht zu einer
direkten Ionisation des Atoms. Allerdings zerstort er die im vorliegenden System
auftretende Kohérenz, die fiir die Unterdriickung von Autoionisation und Disper-
sion essentiell ist. Deshalb ist ein negativer Einflufl der spontanen Emission auf
die Stabilisierung gegen Autoionisation und Dispersion zu erwarten. Und diese
Verminderung der Stabilisierung fithrt indirekt zu einer Verstéarkung der Ionisati-
on. Diese Erkenntnis folgt auch aus der semiklassischen Sichtweise, die von Zobay
und Alber vorgeschlagen wurde [15]: Die spontane Emission eines Photons zu ei-
nem beliebigen Zeitpunkt zerstort die in Abschnitt 3.1 erlduterte Synchronisation
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von Wellenpaket- und Atomrumpfdynamik, auf der die Stabilisierung beruht.

Neben der Bedeutung der spontanen Emission fiir eine quantitative Unter-
suchung der nichtzerflieBenden Rydbergwellenpakete ist die Fragestellung auch
von allgemeinerem Interesse, wie bereits in der Einleitung angedeutet wurde. Es
liegt ndmlich ein System vor, bei dem gleichzeitig zwei inkoharente Zerfallsme-
chanismen vorhanden sind. Zum einen kommt es aufgrund der Autoionisation
und der Wechselwirkung mit den Laserfeldern zu einem Zerfall ins elektronische
Kontinuum. Zum anderen tritt spontaner Zerfall ins photonische Kontinuum auf.
Die damit verwandte Frage nach der Interferenz von spontanem Zerfall und Au-
toionisation eines einzigen atomaren Zustands wurde bereits vor ca. 20 Jahren
untersucht [29]. Damals wurde festgestellt, daf§ die spontane Emission nur im Fall
von hochgeladenen Tonen mit relativ hoher Kernladungszahl Z von Bedeutung
ist, da dort die Lebensdauern beziiglich spontanem Zerfall und Autoionisation
vergleichbar sind. Bei neutralen Atomen jedoch ist die Lebensdauer beziiglich
Autoionisation typischerweise wesentlich kleiner als die Lebensdauer beziiglich
spontaner Emission. Deswegen ist der atomare Zustand in der Regel 1angst durch
Autoionisation zerfallen, bevor der spontane Zerfall iberhaupt eine Rolle spielen
kann. Lediglich fiir sehr hohe atomare Zusténde mit Hauptquantenzahlen von
mindestens n &~ 200 zeigt die spontane Emission einen Einfluf}, da in diesem
Fall die Autoionisation sehr schwach ist. Einzelne Rydbergzustiande mit solch ho-
hen Hauptquantenzahlen sind jedoch nur sehr schwer anzuregen, weil dazu ein
Laserpuls mit extrem geringer spektraler Breite notig ist. Deshalb ist eine experi-
mentelle Untersuchung eines autoionisierenden Zustands, der spontaner Emission
unterworfen ist, sehr schwierig.

Eine dhnliche Fragestellung besteht in dem Einflufl spontaner Emission auf
stark getriebene autoionisierende Resonanzen. Sie wurde Anfang der 80er Jah-
re theoretisch untersucht [30, 31]. Dabei ist interessant, dafl der Effekt starken
Treibens auf die Linienform autoionisierender Zustdnde tiberhaupt erst vor weni-
gen Jahren experimentell beobachtet werden konnte [80, 81] — 15 Jahre nach der
urspriinglichen theoretischen Vorhersage [82, 77, 83, 84].

Mit den nichtzerflieBenden Wellenpaketen am engsten verwandt ist die Unter-
suchung des Effekts spontaner Emission auf einen durch starkes Treiben stabili-
sierten autoionisierenden Zustand [77, 85, 32]. In diesem System wirkt sich bei
einer idealisierten Untersuchung (d.h. unter Vernachlassigung aller Zerfallskanéle
aufler der Autoionisation und der spontanen Emission) der spontane Zerfall eben-
falls negativ auf die Stabilisierung gegen Autoionisation aus. Auch in diesem Fall
wird ndmlich durch den spontanen Zerfall die Koharenz zerstort, die fiir die Stabi-
lisierung verantwortlich ist. Bei einer realistischeren Untersuchung jedoch, welche
alle relevanten Zerfallskanéale beriicksichtigt, kann der Einflufl spontaner Emission
in diesem System nicht uneingeschrankt beobachtet werden. Der spontane Zerfall
wird ndmlich von den anderen Zerfallskanilen, insbesondere der Photoionisation
durch das relativ starke Laserfeld, dominiert [32].

Im Gegensatz zu den eben erwéhnten Systemen stellen die nichtzerflieBen-
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den radialen Rydbergwellenpakete ein experimentell zugéngliches System dar,
anhand dessen das Zusammenspiel von spontaner Emission und Autoionisation
in neutralen Atomen untersucht werden kann.

3.3.1 Formalismus

Zobay und Alber, die erstmals auf den Einflufl spontaner Emission auf die nicht-
zerlielenden radialen Rydbergwellenpakete hingewiesen haben, verwenden fiir ih-
re Untersuchungen [15, 79] einen Monte-Carlo-dhnlichen Ansatz in Kombination
mit der Mehrkanal-Quantendefekttheorie (MQDT). In der vorliegenden Arbeit
hingegen wird der in Abschnitt 3.2 verwendete Formalismus erweitert, indem die
entsprechenden Dichteoperatorgleichungen aufgestellt werden, in die die spon-
tane Emission relativ unproblematisch miteinbezogen werden kann. Der Dichte-
operatorformalismus ist vorteilhaft, da er sehr flexibel und zudem giinstig fiir die
quantitativen Berechnungen ist.

Der Hamiltonoperator des Systems vor der Einfithrung spontaner Emission
ist durch Gleichung (3.3) gegeben. Ausgegangen wird nun von der Liouville-
Gleichung

ihplt) = [H(1), p(0)] = [H°+V + D™(1) + D). p()]  (3:21)

fiir den Dichteoperator p(t). Dabei bezeichnet V' wieder die Konfigurationswech-
selwirkung, die zusammen mit H® den ungestérten atomaren Hamiltonoperator
HAtm — [0 + 'V ergibt. Die Wechselwirkungen D®(¢) und D(t) des Atoms mit
den aufleren Laserfeldern sind wie in Gleichungen (3.6a) und (3.6b) {iber die elek-
trischen Felder (3.5a) und (3.5b) definiert. Die Liouville-Gleichung wird nach den
Basiszustanden {|g),[n),|n),|n),|c1),|c2),|€)} entwickelt, die im Termschema
in Abb. 3.2 dargestellt sind und bereits in Unterabschnitt 3.2.1 benutzt wur-
den. Aus dieser Vorgehensweise ergibt sich ein System von linearen Differential-
gleichungen erster Ordnung, in welche die spontane Emission eingefiithrt werden
kann. Dabei wird aus den zuvor angegebenen Griinden nur die spontane Emission
des Atomrumpfs beriicksichtigt, und zwar nur der Zerfall des 4p-Zustands zum
4s-Zustand. Der Zerfall des 4p-Zustands zum 3d-Zustand kann vernachléssigt wer-
den, da die entsprechende Zerfallsrate um mehr als eine Gréflenordnung kleiner
als diejenige des Zerfalls zum 4s-Zustand ist (siehe Anhang A). Nach Einfithrung
der spontanen Emission mit der Zerfallsrate , 5* besitzen die Differentialgleichun-
gen die Form

ihpgy = ... (3.22a)
hpny = (En — Ey)pny + (3.22b)
ihprg = (Bn—E,—1,%/2)png + ... (3.22¢)
thpe,y = (Eey — Eg)peyg+...  fiir j=1,2 (3.22d)
thpey = (Ez— B, —1, SE/Q)PEg + (3.22e)
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Bpimy = (Eny — o)) poimy + 1 5500, s vy + - - - (3.22f)
hprin, = (En — Eny —1, %% /2)pan, + ... (3.22¢g)
ihpe,n = (Bef — En)pen+ ... fur y=1,2 (3.22h)
ihpen (Bo— B, — 1, % 2)pep + ... (3.22i)
ihpnn, = (En — Eny —1, ") pan, +... (3.22))
ihpen (Be, — By — 1, %% 2)pen + ... fir j=1,2 (3.22Kk)
ihpen = (Be—En—1,)pe +... . (3.221)

Dabei ist 0, ,, das Kroneckersymbol. Wieder bezeichnen F, die Energien der
Zustinde. Aus Platzgriinden und fiir eine bessere Ubersichtlichkeit sind in den
obigen Gleichungen diejenigen Anteile weggelassen, die die Wechselwirkungen
mit den Laserfeldern und die Elektron-Elektron-Wechselwirkung enthalten. Diese
Terme sind weiter unten bei den endgiiltigen Gleichungen wieder aufgefithrt. Im
Prinzip kénnte die Art und Weise, wie , °¥ in die Dichteoperator-Gleichungen
eingeht, explizit hergeleitet werden. Dazu miifite das Vakuumfeld zunéchst in
den Formalismus miteinbezogen und unter Voraussetzung schwacher Kopplung
an das Vakuumfeld und nach Durchfithren der Born-Markov-Naherung eliminiert
werden. Dies ist jedoch eine bekannte und oft angewandte Vorgehensweise [78]
und muf} an dieser Stelle nicht explizit wiederholt werden.

Wie in Unterabschnitt 3.2.1, der die Beschreibung des Formalismus bei Ver-
nachldssigung spontaner Emission enthélt, ist es giinstig, zu langsam veranderli-
chen Variablen

Oge(t) = pgy(l) (3.23a)
Ong(t) = png(t) exp (1w™t) (3.23b)
Tuglt) = prglt)exp (i (o + ) 1) (3,230
Oeg(t) = pegt)exp (2 (w™ +w)t) firy=1,2 (3.23d)
oz(t) = pz(t)exp (1 (W™ +2w)t) (3.23e)
Ty (1) = Prymy (1) (3.23f)
Oy (1) = payn, () exp (iwt) (3.23g)
Oeinlt) = pen(t)exp(iwt) firj=1,2 (3.23h)
ozn(t) = pan(t)exp (2iwt) (3.23i)
Ty (1) = pyna (1) (3.23))
oo,alt) = pea(t) fir j=1,2 (3.23k)
oam(t) = pa(t)exp (iwt) (3.231)

tiberzugehen. Das weitere Vorgehen ist nun sehr dhnlich zu Unterabschnitt 3.2.1.
Wieder wird die Drehwellenndherung durchgefithrt und anschlieend das Konti-
nuum adiabatisch eliminiert. Dadurch ergeben sich wieder die Parameter (3.10a)—
(3.10g), deren Definitionen durch die Miteinbeziehung der spontanen Emission
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nur sehr geringfiigig durch das Auftreten von , 5F veridndert sind. Diese Un-

terschiede konnen jedoch aufgrund der Kleinheit von , 5% getrost vernachlissigt
werden, so dafl bei Beriicksichtigung der spontanen Emission dieselben atoma-
ren Parameter wie bei deren Vernachldssigung verwendet werden kénnen. Mit
den laserinduzierten Verschiebungen s,(¢) und Breiten v,(¢), den durch die Au-
toionisation bedingten Verschiebungen S, und Breiten , ,, den Rabi-Frequenzen
Q%%(¢) und den verallgemeinerten Rabi-Frequenzen Qg (¢)(1 — i/qq) (mit a,b €
{g,n,n,¢c.,c.,,c}) ergibt sich letztendlich der endgiiltige Satz von Dichteopera-
torgleichungen zu

ihos(1) = 3010w, (1) = 30 0%, (10u(1) (3.24)

n' n'

glt) = (B4 50(0) = (By %) = Snl0) ) 0] + 0500
+ Y Dt (1 —~ q) Tpry (1)

n'#n

ihomy(t) = ((1;+5> (£, +wex+w)_;<7n+7SE>> _
()
+Zﬂ (1 qm,)anfg<t>—;ﬂ:;’fg<t>am/ (3.24¢)

Al#R
= (B + 50, (0) = (B 50 0) = 500 (04900 ) (0
+ iv SE(SM n20 717y (t)

+ Qz)ig 09n2 Z inn (1 - ) On'ny (t)

I
Wt Gnin

+ ; (1) (1 - i, ) Tt (1)

4nin’
ex J
— an2 O'nlg g Qn n2 ( . ) 0-711n'(t)
Wy e

ih&ﬁlm (t) = ((Enl + Sﬁl) - (En2 + Sn2(t) + w) - % <7 n1 + Tna (t) + ’ SE))

) () (3.24d)

Qn'ns
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X Oy (1) + Z Qn, (1) (1 _ ) iy (1)

Qﬁln’

+ ) Q) (1 - )Un’w(t)

7l
ﬁ/;éﬁl qnln

9, 00 = 3 Q) (14 ) a0

n'#ny
N Q1) (1 +— ) Gy (1) (3.24e)
p Anin,

ih&ﬁﬂb (t) = ((Em + Sﬁl) - (Eﬁ2 + Sﬁz) - %(7 n1 +, ﬁz) - iv SE) Uﬁlﬁz(t)

+;mww0—i)wdﬂ

Qﬁln’
?
‘I_ Z Qﬁlﬁ/(t) <1 - q7 /) Uﬁ/ﬁQ (t)
A'£m mn

_ Z Qny (1) (1 + ql> o7 ()
_ Z Qo () (1 + |

n'#ny

> o (t). (3.24f)
qn'7s
Die Losung dieses Differentialgleichungssystems teilt sich wie in Unterabschnitt
3.2.1 in zwei Schritte ein. Zuerst miissen die atomaren Parameter bestimmt wer-
den. Dann wird die Anzahl der Rydbergzustiande eingeschrankt, indem fiir die
Hauptquantenzahlen die Bedingungen npyi, < 7 < npax und ngin < n < ngax
mit konvergierten Parametern ny;, und npy. gefordert werden. Die numerische
Integration des Gleichungssystems unter der Anfangsbedingung o,,(tstars) = 1
und ogp(tseart) = 0 fiir {ab} # {gg} erfolgt {iber die Verfahren, die in Anhang
C dargestellt sind. Dabei ist tg¢ar der Startzeitpunkt der Integration vor Beginn
des anregenden Laserpulses.

Die Gesamtpopulation der nichtautoionisierenden Rydbergmannigfaltigkeit
ergibt sich im Dichteoperatorformalismus durch Summation der relevanten Dia-
gonalelemente der Dichtematrix zu

Tmax

Pow() = > pualt) (3.25)

und die Gesamtpopulation der autoionisierenden Rydbergmannigfaltigkeit be-
rechnet sich entsprechend iiber

pup(t) = Z Pm(t)- (3.26)

N=Nmin
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Die Gesamtpopulation des Wellenpakets ist wieder durch

pwe(t) = Prow(t) + pup(?) (3.27)

gegeben. Um mit Hilfe des Dichteoperators p(t) die Autokorrelationsfunktion zu
einem Referenzzeitpunkt ¢y berechnen zu kénnen, wird zunachst angenommen,
das Wellenpaket sei durch einen reinen Zustand gegeben, so daf} es durch die Wel-
lenfunktion [wp(t)) beschrieben werden kann. In dem Fall gilt (vgl. Gleichung
(3.16))

[(bwe (to)[bwe())[* = Tr {p(to)p(1)} (3.28)
(Tr{O} bezeichnet die Spur des Operators O), und die Gleichung

Tr{p(to)p(t)}

pWP(tO)

fac(t to) = (3.29)

fiir die Autokorrelationsfunktion des Wellenpakets zum Referenzzeitpunkt ¢4 ist
dquivalent zu Gleichung (3.17). Auch bei einer Verallgemeinerung auf gemisch-
te Zustande ist Gleichung (3.29) sinnvoll und dient darum der Berechnung der
Autokorrelationsfunktion bei Beriicksichtigung spontaner Emission.

3.3.2 Ergebnisse und Diskussion

Mit Hilfe des soeben hergeleiteten Formalismus kann quantitativ untersucht wer-
den, wie der Einflufl der spontanen Emission von der mittleren Hauptquantenzahl
(n) des Wellenpakets abhéngt. Dazu wird als konkretes Atom wieder Calcium
herangezogen. Mit der mittleren Hauptquantenzahl (n) &ndert sich in erster Li-
nie die Kepler-Periode des Wellenpakets — sie ist um so grofier, je hoher (n) ist.
Damit mufl auch die Intensitat des Atomrumpf-treibenden Laserfeldes gedandert
werden, um Stabilisierung im Fall optimaler Synchronisation zu erreichen. Vor
allem jedoch hangt von der Kepler-Periode der interessante Zeitbereich ab, auf
dem die nichtzerflieBenden Wellenpakete beobachtet werden kénnen. Dieser in-
teressante Zeitbereich betragt typischerweise einige zehn Kepler-Perioden und ist
damit um so langer, je hoher (n) ist. Im Gegensatz dazu ist die spontane Zerfalls-
rate , ¥ und die damit verbundene Lebensdauer 7% des angeregten Atomrumpfs
unabhéngig von (n).

Zunichst seien die Gemeinsamkeiten der folgenden Beispiele aufgezéhlt. Fir
die atomaren Parameter werden stets die Werte aus Anhang A verwendet. Die
Wellenpaketanregung erfolgt iiber einen Laserpuls, der in Resonanz mit dem
Ubergang zwischen Grundzustand (4s)? und dem Rydbergzustand 4s(n)p ist.
Dieser anregende Laserpuls besitzt den cosinusférmigen Verlauf aus Gleichung
(B.4) mit einer Dauer von At = Tkepler/3 und einer maximalen elektrischen
Feldstirke von £5°™* = 107% a.u., die einer maximalen Intensitat von [®*™ma* =
3.51 x 10* VV/cm2 entspricht. Des weiteren beziehen sich alle folgenden Beispiele
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auf die optimale Synchronisation zwischen Wellenpaket- und Atomrumpfdynamik
(vgl. Abschnitt 3.1). Das Atomrumpf-treibende Laserfeld ist also zeitlich konstant
und startet zum Zeitpunkt ¢ = Tikepler- Seine Frequenz ist in Resonanz mit dem
4s¢34p-Ubergang im Calcium-Ton, d.h. sie betrigt w = 0.12a.u. = 3.1eV. Die
Intensitdt des Atomrumpf-treibenden Laserfeldes ist so gewahlt, dafl die Kepler-
Periode und die Periodendauer der Rabi-Oszillation gleich grofl sind. Dabei be-
stimmt sich die Kepler-Periode Tkepler aus Gleichung (1.14) mit dem iiber die
4snp- und 4pnp-Rydbergserien gemittelten Quantendefekt von & = 1.8 (siehe
Anhang A). Die Periode der Rabi-Oszillation Trapi berechnet sich aus Gleichung
(3.19). Die Anzahl der in der Rechnung beriicksichtigten Rydbergzustande kann
durch npin = (n) — 40 und npmax = (n) + 40 beschrankt werden. Das zu lésen-
de Gleichungssystem (3.24a)—(3.24f) besteht also aus 26 569 reellen Gleichungen.
Seine Dimension ist damit um ein Vielfaches gréfler als bei den Amplitudenglei-
chungen im Fall vernachlédssigbarer spontaner Emission (324 reelle Gleichungen),
so dafB} seine Losung um ein Vielfaches mehr Rechenzeit erfordert.

In den folgenden Beispielen werden die Wellenpakete, die unter Beriicksichti-
gung spontaner Emission gewonnen wurden, den Wellenpaketen, die unter Ver-
nachldssigung spontaner Emission berechnet wurden, gegeniibergestellt. Die Ab-
bildungen der einzelnen Beispiele sind in zwei Teile aufgegliedert. In den oberen
Graphen sind die Gesamtpopulation des Wellenpakets pwp(t) (sieche Gleichung
(3.27)) und die Gesamtpopulation der nichtautoionisierenden Rydbergzustédnde
Plow () (siehe Gleichung (3.25)) dargestellt. Die unteren Graphen beinhalten die
Autokorrelationsfunktion fac(t, Tkepler) zum Referenzzeitpunkt tg = Tikepler (siche
Gleichung (3.29)). Die Aussagekraft all dieser Grofien wurde bereits im vorange-
gangenen Abschnitt 3.2 erldutert. Grundséitzlich beziehen sich in den folgenden
Beispielen die durchgezogenen und die gepunkteten Kurven auf die Wellenpakete,
die unter Beriicksichtigung des spontanen Zerfalls mit Hilfe des oben préasentier-
ten Dichteoperatorformalismus berechnet wurden. Im Gegensatz dazu zeigen die
gestrichelten Kurven zum Vergleich die Ergebnisse bei Vernachléssigung sponta-
ner Emission, die ebenfalls aus dem Dichteoperatorformalismus, aber mit , 5% = 0
gewonnen wurden.

Zuerst wird ein Wellenpaket mit einer mittleren Hauptquantenzahl von (n) =
50 betrachtet. Um optimale Stabilisierung zu realisieren, ist eine Amplitude der
elektrischen Feldstirke von & = 4.1 x 107%a.u. vonnéten. Die entsprechende
Intensitét betragt I = 5.9 x 10> W/cm®. Abb. 3.7 bezieht sich auf dieses Bei-
spiel. Bei Vernachlassigung des spontanen Zerfalls ist das Wellenpaket identisch
mit dem Wellenpaket bei optimaler Stabilisierung, das bereits in Unterabschnitt
3.2.2 untersucht und diskutiert wurde (vgl. Abb. 3.4). Fiir eine Diskussion der
in Abb. 3.7 aufgetragenen Groéfien sei darum auf Unterabschnitt 3.2.2 verwiesen.
Nur zwei Dinge seien kurz wiederholt: Die Gesamtpopulation des Wellenpakets
nimmt insgesamt nur sehr langsam ab und belegt deshalb die Stabilisierung des
Wellenpakets gegen Auotionisation. Die Autokorrelationsfunktion besitzt ein sehr
regelméfiges Verhalten, das die Stabilisierung des Wellenpakets gegen Dispersion
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Abbildung 3.7: Radiales Rydbergwellenpaket in Calcium mit (r) = 50 im Fall optima-
ler Synchronisation. Oberer Graph: Gesamtpopulation des Wellenpakets (durchgezoge-
ne Kurve) sowie der nichtautoionisierenden Rydbergzustidnde (gepunktete Kurve) unter
Beriicksichtigung spontaner Emission. Auflerdem Gesampopulation des Wellenpakets
unter Vernachldssigung spontaner Emission (gestrichelte Kurve). Unterer Graph: Au-
tokorrelationsfunktion fac (¢, Tkepler) des Wellenpakets unter Beriicksichtigung (durch-
gezogene Kurve) und unter Vernachldssigung (gestrichelte Kurve) spontaner Emission.

unter Beweis stellt.

Das eigentlich Interessante an Abb. 3.7 ist der Vergleich zwischen der Berech-
nung des Wellenpakets unter Beriicksichtigung bzw. unter Vernachlassigung des
spontanen Zerfalls. Es stellt sich heraus, daf im Fall von (n) = 50 der Unter-
schied sehr gering ist. Zwar zerféllt die Gesamtpopulation des Wellenpakets bei
Beriicksichtigung des spontanen Zerfalls geringfiigig schneller. Dennoch bleibt das
Wellenpaket tiber viele Kepler-Perioden stabilisiert gegen Autoionisation. Bei der
Autokorrelationsfunktion ist fast kein Unterschied zwischen den beiden Kurven
auszumachen. Daraus folgt, dafl es auch bei der Beriicksichtigung des spontanen
Zerfalls zu einer Stabilisierung des Wellenpakets gegen Dispersion kommt. Das
Verhiltnis von Kepler-Periode zu spontaner Lebensdauer im Fall von (n) = 50
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Abbildung 3.8: Radiales Rydbergwellenpaket in Calcium mit (n) = 100 im Fall opti-
maler Synchronisation. Beschreibung der Kurven: siehe Abb. 3.7.

betragt TKepler/TSE = 2.7x 1073, Dieser sehr kleine Wert legt nahe, daf sehr viele
Kepler-Perioden betrachtet werden miissen, bevor ein signifikanter Einfluf} der
spontanen Emission festgestellt werden kann.

Abb. 3.8 bezieht sich nun auf ein Wellenpaket mit einer mittleren Haupt-
quantenzahl von (n) = 100. In dem Fall betragt die fiir eine optimale Stabi-
lisierung benétigte Amplitude der elektrischen Feldstirke & = 4.9 x 1077 a.u..
Sie entspricht einer Intensitit von I = 8.4 x 10> W/cm®. Das Verhiltnis von
Kepler-Periode zu spontaner Lebensdauer betrédgt in diesem Beispiel immerhin
TKepler/TSE = 2.2 x 1072, Es kann also erwartet werden, dafi innerhalb einiger
Kepler-Perioden ein Unterschied zwischen den Kurven aufgrund der spontanen
Emission zu beobachten ist. In der Tat kommt es bei Beriicksichtigung der spon-
tanen Emission zu einer deutlichen Beeintrachtigung des Stabilisierungseffekts,
so dafl die Gesamtpopulation des Wellenpakets schneller zerfallt, als bei Ver-
nachlssigung der spontanen Emission. Auflerdem besitzen die Oszillationen der
Autokorrelationsfunktion bei Beriicksichtigung der spontanen Emission eine im-
mer kleiner werdende Amplitude. Dies ist auf einen Zerfall der Kohérenz der
Wellenfunktion zuriickzufithren. Der urspriinglich reine Zustand des Systems geht
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Abbildung 3.9: Radiales Rydbergwellenpaket in Calcium mit (n) = 200 im Fall opti-
maler Synchronisation. Beschreibung der Kurven: siehe Abb. 3.7.

mehr und mehr in einen gemischten Zustand tiber, d.h. die zunachst quantenme-
chanische, kohirente Uberlagerung der Rydbergzustiande weicht mit der Zeit einer
statistischen, inkohirenten Uberlagerung.

Das nachste Beispiel in Abb. 3.9 behandelt den Fall einer mittleren Haupt-
quantenzahl von (n) = 200. Die Amplitude der elektrischen Feldstérke des Atom-
rumpf-treibenden Feldes betragt nach dessen Start & = 5.9 x 107% a.u. und
entspricht damit einer Intensitit von I = 122W/em®. Bei (n) = 200 betrigt
das Verhéltnis von Kepler-Periode zu Lebensdauer des angeregten Atomrumpf-
Zustands TKepler/TSE = 0.19, so daf} ein sehr starker Effekt des spontanen Zer-
falls zu erwarten ist. Tatsdchlich sind in Abb. 3.9 alle Eigenschaften, die durch
die spontane Emission bedingt sind, wesentlich ausgepragter als im vorigen Bei-
spiel. Die Gesamtpopulation des Wellenpakets zerféllt nun sehr schnell und die
Oszillation der Autokorrelationsfunktion hort innerhalb 50 Kepler-Perioden fast
vollstandig auf. Aulerdem endet auch die Rabi-Oszillation des Atomrumpfs, die
sich in der Gesamtpopulation der nichtautoionisierenden Rydbergserie zeigt. Die-
ses Abklingen der Rabi-Oszillation ist darauf zuriickzufiithren, dafl der Atomrumpf
durch die spontane Emission mit der Zeit in eine inkohérente, statistische Uber-
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lagerung von Grundzustand und angeregtem Zustand iibergeht. Das Resultat fiir
ein Wellenpaket mit (n) = 200 ist in guter Ubereinstimmung mit dem Ergebnis
in [15]. In dieser Publikation wurden die numerischen Parameter entsprechend
dem Fall Tkepler/ 758 = 0.2 gewihlt, allerdings nicht bezogen auf das spezifische
Beispiel Calcium.

Zusammenfassend folgt also, dafi die grundsétzliche Auswirkung der sponta-
nen Emission in der allmé&hlichen Zerstérung der Kohérenz der Atomrumpfdy-
namik besteht. Dadurch kann nach einer gewissen Zeit keine Stabilisierung des
Wellenpakets gegen Autoionisation und gegen Dispersion mehr stattfinden, was
sich in erster Linie in einer erhdhten lonisation zeigt. Das Ausmaf, in welchem
die spontane Emission den Stabilisierungseffekt beeintrachtigt, hingt von der
Kepler-Periode des Wellenpakets ab. Typischerweise werden fiir die Beobachtung
der nichtzerflieBenden Wellenpakete einige zehn Kepler-Perioden benétigt. Nur
wenn dieser Zeitraum der Zeitskala der spontanen Emission entspricht, kann es zu
einem Einflufl des spontanen Zerfalls kommen. Fiir Wellenpakete mit einer mitt-
leren Hauptquantenzahl von ungefahr (n) < 50 ist der Beobachtungszeitraum
wesentlich kleiner als die Zeitskala des spontanen Zerfalls, so dafl die Wellen-
pakete weitgehend ungestort von der spontanen Emission gegen Autoionisation
und Dispersion stabilisiert werden kénnen. Fiir Wellenpakete mit einer mittle-
ren Hauptquantenzahl von ca. (n) > 100 ist die Kepler-Periode jedoch so grofi,
daf} der Beobachtungszeitraum vergleichbar mit der Lebensdauer des angeregten
Atomrumpfs ist und deshalb der destabilisierende Einflufl des spontanen Zerfalls
zum Tragen kommt.

3.4 Unterdriickung der spontanen Emission

Die vorigen Abschnitte 3.2 und 3.3 widmeten sich dem Studium von radialen Ryd-
bergwellenpaketen in dem urspriinglichen System, das in Abschnitt 3.1 vorgestellt
wurde. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen zeigten zum einen die prinzipielle
Stabilisierung der Wellenpakete gegen Autoionisation und gegen Dispersion. Zum
anderen zeigten sie aber auch, daf} die spontane Emission einen Einfluf} ausiibt,
der sich negativ auf den Stabilisierungseffekt auswirkt. Insbesondere stellte sich
heraus, dafl dieser negative Einflufl um so starker ist, je hoher das Wellenpaket
angeregt wird, also je grofier die mittlere Hauptquantenzahl (n) ist. Obwohl bei
Calcium der Einflufl der spontanen Emission fiir mittlere Hauptquantenzahlen
von ungefahr (n) < 50 vernachldssigbar ist, wére es wiinschenswert, den sponta-
nen Zerfall vermeiden (also sozusagen ausschalten) zu kénnen.

Am Beispiel von Calcium bietet sich eine Moglichkeit, das bisher untersuch-
te System sinnvoll abzuwandeln. Sie niitzt die Tatsache aus, dafl die drei nied-
rigsten Zustédnde des Calcium-lons (und damit auch des Atomrumpfs von Cal-
cium) eine Lambda-Anordnung aufweisen, wie es in Abb. 3.10 dargestellt ist.
Bisher dienten die 4pnp-Rydbergzustande, die zum 4p-Zustand des Atomrumpfs
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R 3d

4s

Abbildung 3.10: Termschema des Calcium-Atomrumpfs, der mit zwei Laserfeldern
wechselwirkt. Fys, F4p und Esq bezeichnen die Energien der Zusténde, D; und D, sind
Wechselwirkungen mit den Laserfeldern und A steht fiir die gemeinsame Verstimmung
beider Laserfelder vom 4p-Zustand.

gehoren, als autoionisierende Rydbergserie, welche fiir die Stabilisierung gegen Di-
spersion notwendig ist. Kénnten nun stattdessen die 3dnp-Rydbergzustande, die
zum 3d-Zustand des Atomrumpfs gehéren und ebenfalls autoionisierend sind, die
Rolle der 4pnp-Rydbergzustiande iibernehmen, so kénnte der Einfluf} spontaner
Emission praktisch vollstandig unterdriickt werden. Der 3d-Zustand ist ndmlich
metastabil und besitzt damit eine Lebensdauer, die wesentlich langer als die in
diesem Kapitel betrachteten Zeitraume ist. Um die Rolle der 4pnp-Serie spielen
zu konnen, kann die 3dnp-Serie iiber die Lambda-Anordnung getrieben werden,
so wie es in Abb. 3.10 dargestellt ist und im néchsten Unterabschnitt ndher
erlautert wird. Allerdings ist dazu ein zweites Atomrumpf-treibendes Laserfeld
notwendig. Diese Tatsache beinhaltet zwar eine experimentelle Komplikation, die
die Anordnung aber dennoch nicht unrealisierbar macht.

Eine Lambda-Anordnung der drei niedrigsten Zustande des Atomrumpfs ist
zwar nicht in jedem Zwei-Elektronen-Atom realisiert. Aber sie tritt immerhin in
einigen verschiedenen Atomen, wie z.B. in Calcium, Strontium und Barium auf,
so dafl das vorgeschlagene System als hinreichend allgemein betrachtet werden
kann.

3.4.1 Drei-Niveau-System in Lambda-Anordnung

Bevor in den folgenden Unterabschnitten das vollsténdige, erweiterte, atoma-
re System beschrieben und untersucht wird, werden in diesem Unterabschnitt
zunachst die grundlegenden FEigenschaften und die Dynamik des Atomrumpfs
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zusammengefafit. Wie bereits zuvor erwdhnt wurde, bildet der Atomrumpf ein
Drei-Niveau-System in Lambda-Anordnung, das entsprechend Abb. 3.10 mit zwei
Laserfeldern getrieben wird. Nur der obere Zustand dieses Lambda-Systems kann
zerfallen, wahrend die unteren Zustédnde stabil bzw. metastabil sind. Im folgenden
werden die Intensitaten der Laserfelder als zeitlich konstant angenommen.

Die Motivation, solch ein Lambda-System zu betrachten, stammt u.a. von
dessen Moglichkeit, einen sogenannten dunklen Zustand (,dark state“) einzu-
nehmen, der nicht vom Zerfall des oberen Zustands betroffen ist [86]. Und zwar
gibt es unter bestimmten Bedingungen fiir die Frequenzen und Intensitdten der
beiden Laserfelder einen Figenzustand des getriebenen Drei-Niveau-Systems, bei
dem sich die gesamte Population ausschliellich in den beiden unteren Zustianden
der Lambda-Anordnung befindet, obwohl diese Zusténde ja durch die Laserfelder
an den oberen, zerfallenden Zustand gekoppelt sind. In einem solchen dunklen
Zustand besitzt der obere Zustand also keine Population, so dafl dessen Zerfall
effizient unterdriickt ist. Nun besteht das Ziel dieses Unterabschnitts ja genau
darin, in Hinblick auf die nichtzerfallenden Wellenpakete den spontanen Zerfall
des oberen Zustands des Atomrumpfs zu vermeiden.

Die Stabilisierung der radialen Rydbergwellenpakete gegen Autoionisation
und Dispersion kann aber nicht iiber einen stationaren Zustand des Atomrumpfs
erfolgen. Vielmehr ist eine Rabi-Oszillation des Atomrumpfs erforderlich. Fiir die
Unterdriickung der spontanen Emission muf} eine Rabi-Oszillation zwischen den
beiden unteren Zustdnden der Lambda-Anordnung angestrebt werden. Darum
wird im folgenden die Dynamik des getriebenen Drei-Niveau-Systems untersucht.

Die Untersuchung wird wieder am speziellen Beispiel von Calcium illustriert.
Sie erfolgt unter der Annahme, dafl beide Laserfelder um den gleichen Betrag A
vom 4p-Zustand verstimmt sind (vgl. Abb. 3.10), so daf} die Bedingungen

Ef —Ef = hw +hA (3.30a)
Ef —Efy, = hw+hA (3.30b)

erfiillt sind. Dabei sind £}, Ez'p und Ej, die Energien der verschiedenen Zustéinde
und w; bzw. wy bezeichnen die Laserfrequenzen. Fiir die Amplituden css(t), cap(t)
und csq(t) der Zustande ergibt sich aus der zeitabhéngigen Schrodingergleichung
das Differentialgleichungssystem

ihé(t) = —hAcy(t) + Dica(t) (3.31a)
ihéa(t) = Dicw(t) + Docyplt) (3.31D)
ihésa(t) = —hAcsa(t) + Docp(t) . (3.31c)

Dabei hédngen die konstanten Kopplungsstarken [y und D, {iber

D1 == qull—sH4p5071/2 (332&)
Dy = p3ye4pE02/2 (3.32b)
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mit den zeitunabhéngigen Amplituden der elektrischen Feldstéarken & ; und &
und den Dipolmatrixelementen /,Lé"l"SH4p und /,LEI))_dH4p zwischen den Zustdnden zu-
sammen. Um die analytische Losung des obigen Gleichungssystems unter den
Anfangsbedingungen c¢4(0) = 1 und ¢4p(0) = ¢34(0) = 0 zu finden, wird der
Ansatz

cap(t) = o (exp(—iQt) — exp(i§t)) (3.33)

mit den noch zu bestimmenden Konstanten «, €2, und €, gemacht. Einsetzen die-
ses Ansatzes in (3.31a) und (3.31c) fiithrt zu entkoppelten Differentialgleichungen
fiir c45(t) und esq(), welche direkt integriert werden konnen. Die Losungen

Dy (exp(—i(ﬂb +A)) -1

cas(t) = exp(iAt) [1 + @

h O+ A
N exp(l(%z :i)t) - 1)] (3.34a)
csa(t) = exp(iAt)Oé}fz (exp(—l(ﬂfzb—:-AA)t) —1
N exp(i(%z :i)t) - 1) (3.34b)

erfiillen genau die geforderten Anfangsbedingungen. Werden Gleichungen (3.33),
(3.34a) und (3.34b) in (3.31b) eingesetzt, so ergeben sich die Konstanten zu

Qup = \/ (D2 + D3) 1 + A2/4 £ |A] /2 (3.35)
und .
a= - . (3.36)
2h/(D} + D3) h* + A?/4
Damit ist die Dynamik der Populationen der Zustande
Pas/ap/3d(t) = ‘045/4p/3d(t)‘2 (3.37)
durch
pas(t) = 1= pap(t) — paalt) (3.38a)
DDy \’[ @ . ,/1 Q ., /1
t) = 4 -t —t
palt) (D%+D%> {ﬂawb ) Tare e
& (%) (3.38b)
D% _I_D%p4p .
(1) Dy in? (210, + )1 (3.35)
Pav D21 D2+ (hA)y2/4 " \ gV T e

gegeben, falls sich bei ¢ = 0 die gesamte Population im 4s-Zustand befindet.
Insbesondere sei nun der Fall gleicher Kopplungsstarken |Dq| = |Dy| =: D und
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grofler Verstimmung |A| < D/h betrachtet. Mit Hilfe der Gleichungen (3.38a)—
(3.38¢) kann direkt gezeigt werden, dafl unter diesen Bedingungen der 4p-Zustand
praktisch unbesetzt bleibt, wahrend zwischen dem 4s- und dem 3d-Zustand ein
nahezu vollstdndiger, periodischer Populationstransfer stattfindet. Die Frequenz
dieser Rabi-artigen Oszillation ist durch

Orani = O = /2(D/h)2 + AZJ4 — |A|/2 ~ 2(D/h)?/|A] . (3.39)

gegeben. Die Rabi-artige Oszillation des Atomrumpfs erlaubt es schlielich, in
dem erweiterten, atomaren System eine Synchronisation zwischen Atomrumpf-
und Wellenpaketdynamik vorzunehmen, die in Analogie zu Abschnitt 3.1 steht
und wieder zu nichtzerflieBenden Rydbergwellenpaketen fithrt. Da nun der 4p-
Zustand des Atomrumpfs wéhrend der ganzen Zeit praktisch keine Population
erhédlt und da der 4s-Zustand des Atomrumpfs stabil und der 3d-Zustand des
Atomrumpfs metastabil ist, spielt die spontane Emission in dem erweiterten Sy-
stem keine nennenswerte Rolle.

3.4.2 Vollstandiges System und Formalismus

Abb. 3.11 enthélt eine Skizze des vollstdndigen, erweiterten Systems, in welchem
laut dem vorigen Unterabschnitt unter den geeigneten und angestrebten Bedin-
gungen die spontane Emission keine signifikante Rolle spielt. Sowohl Abb. 3.11
als auch die folgenden Untersuchungen beziehen sich wieder auf das konkrete
Beispiel von Calcium. Da der spontane Zerfall vernachlassigt werden kann, wird
bei diesem erweiterten System derselbe Formalismus wie beim urspriinglichen
System ohne spontane Emission (siehe Unterabschnitt 3.2.1) angewandt.

Mit den Abkiirzungen |n) := |4snp), |n) := |[4pnp) und |n) := |3dnp) fir die
Rydbergzustinde und mit den zugehérigen Amplituden ¢, (%), ¢z (¢) und ¢; () ist
die Wellenfunktion des radialen Rydbergwellenpakets durch die Entwicklung

[Uwe(t)) =Y ealt) In) + Z ca(l) |n) + Z ca(l) |n) (3.40)

gegeben. Der Hamiltonoperator lautet
H(t) = H°+V + D™(t) + Dy(t) + Da(1) (3.41)

mit dem atomaren Anteil H4*™ = [° 4+ V', der Konfigurationswechselwirkung
V, der Wechselwirkung mit dem anregenden Laserpuls D®*(¢) und den Wech-
selwirkungen mit den Atomrumpf-treibenden Laserfeldern Dy(¢) und Dy(t). Die
elektrischen Feldstarken der Laserfelder sind durch

EX(t) = &EX(1) cos(w™t) (3.42a)
Ei(t) = & o(t)cos(wit) (3.42b)
Et) = &Eypo(t) cos(wsat) (3.42c)
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4s+e 4dp+e 3d+e 4s+e
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Abbildung 3.11: Termschema von Calcium mit allen relevanten Zustinden und mit
den meisten der relevanten Wechselwirkungen. Gestrichelter Pfeil: D®*, gerade Pfeile:
Dy, gepunktete Pfeile: Dy, runde Pfeile: V' (vgl. Text). Lediglich die Photoionisation
der 4snp-Zustdnde in das 3d-Kontinuum, die der 4pnp-Zustinde in die 4s- und 3d-
Kontinua und die der 3dnp-Zustdnde in das 4s-Kontinuum sind in dieser Abbildung
nicht dargestellt, obwohl sie prinzipiell in den Formalismus miteingehen.

mit den Frequenzen w®, w; und wy gegeben. Wie in Unterabschnitt 3.2.1 wird
zuerst die Schrodingergleichung nach den Basiszusténden (in dem Fall nach den
in Abb. 3.11 gezeigten Zustédnden) entwickelt, dann zu langsam veradnderlichen
Variablen {ibergegangen, die Drehwellenndherung durchgefithrt und zuletzt das
Kontinuum und der Anfangszustand (4s)? eliminiert. Letztendlich ergeben sich
fiir die transformierten Amplituden

Cn(t) = en(t)exp (i (B, + hw™)1) (3.43a)
éa(t) = ealt)exp (i (Ey + hw™ 4 hwy)t) (3.43b)
G = cilt)exp (i (B, + hw®™ 4+ hwy — hws)t) (3.43¢)

(3.43d)

die Differentialgleichungen

ihén(t) = (En + 5, (1) — hw™ — B, — %Mt)) &a(t) + Q5 (1)
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+3 Q) (1 ! >6n/(t)

n'#n Gnn!
AN
+ Z Qi (1) (1 — %n/) énr() (3.44a)

Zhéﬁ(t) = (En —I‘ Sﬁ(t) —I‘ Sﬁ — hwex — hCU1 — Eg — E’Yﬁ(t) — i n) Eﬁ(t)

+;an/(t) (1— i >5n’(t)

Grn’
2 ~
+ Z Qﬁﬁ/(t) (1 — q,) Cﬁ/(t)
A'£n nn

ihés(t) = (E Fosa(t) + Sz — hw™ — oy + hws — By — —ya(t) — — ) & (1)

+3 0alt) (1 ) utt) (3.41b)

Sie enthalten wieder die durch Photoionisation bzw. durch Autoionisaton indu-
zierten Verschiebungen und Breiten s,(¢) und ~,(¢) bzw. S, und , ,, die Rabi-
Frequenzen Q¢¥ und die verallgemeinerten Rabi-Frequenzen Qg (¢)(1 —1/qqs) (mit
a,b € {n,n,n}). Diese Parameter sind zum Teil genauso wie in (3.10a)—(3.10g)
definiert, zum Teil in Analogie dazu. Aus Griinden des Platzes und der Uber-
sichtlichkeit sind die abweichenden und neuen Definitionen an dieser Stelle nicht
aufgefiihrt.

Um die Wellenpakete im erweiterten System berechnen zu koénnen, miissen
— wie in den vorangegangenen Abschnitten — wieder zwei Schritte durchgefithrt
werden. Zuerst miissen die atomaren Parameter bestimmt werden, was in An-
hang A fiir Calcium dargestellt ist. Im Anschlufl daran mufl das Differential-
gleichungssystem (3.44a)—(3.44b) numerisch gelost werden. Um diesen zweiten
Schritt praktisch durchfithren zu kénnen, miissen die Hauptquantenzahlen der
Rydbergzustiande wieder mit Hilfe von konvergiertern Parametern n,;, und npax
eingeschrankt werden. Die Integration des Gleichungssystems unter der Anfangs-
bedingung ¢, (tstart) = 0, ¢a(fstart) = 0 und &;(fseart) = 0 mit einem Anfangszeit-
punkt fsiart vor dem anregenden Laserpuls kann laut Anhang C erfolgen.

Sind die Amplituden ¢, (1), ¢z(t) und ¢;(t) zu den gewiinschten Zeiten ¢ be-
kannt, so kbnnen aus ithnen wieder eine Reihe von interessanten Groflen abgeleitet
werden. Die Gesamtpopulation der nichtautoionisierenden 4snp-Rydbergzustan-
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de berechnet sich aus

Tmax

Pow(t) = Y lea(D) (3.45)

die Gesamtpopulation der autoionisierenden 4pnp-Rydbergzustande aus

Tmax

Pmid(t) = Z e (1)]? (3.46)

und die Gesamtpopulation der autoionisierenden 3dnp-Rydbergzustande aus

Tmax

pap()= Y lea(t)* . (3.47)

Die Gesamtpopulation des Wellenpakets betragt
pwe(t) = Prow(t) + Pmia(t) + pup(t) - (3.48)

Die Autokorrelationsfunktion des Wellenpakets zum Referenzzeitpunkt ¢, ist wie
in Unterabschnitt 3.2.1 durch

[(Pwe (to)[Pwe(t))]
[(we (o) [we (o))

mit der Wellenfunktion des Wellenpakets |¢wp(?)) aus Gleichung (3.40) gegeben.

fac(t to) = (3.49)

3.4.3 Ergebnisse und Diskussion

Nun wird ein nichtzerflieBendes radiales Rydbergwellenpaket in der erweiterten
Anordnung présentiert, welches keiner spontanen Emission unterworfen ist, ob-
wohl es eine relativ hohe mittlere Hauptquantenzahl von (n) = 100 besitzt. Dabei
beziehen sich die Ergebnisse wieder auf Calcium, und die atomaren Parameter
kénnen wieder in Anhang A gefunden werden.

Die Wellenpaketanregung erfolgt mit einem cosinusférmigen Laserpuls ent-
sprechend Cleichung (B.4). Er ist in Resonanz mit dem Ubergang zwischen
Grundzustand (4s)? und dem Rydbergzustand 4s100p, so daB seine Frequenz
w™ = 0.2187 a.u. = 5.950eV betriagt. Es wird also ein Wellenpaket mit mittlerer
Hauptquantenzahl (n) = 100 angeregt, dessen Kepler-Periode sich iiber Glei-
chung (1.14) mit dem iiber die verschiedenen Rydbergserien gemittelten Quan-
tendefekt 6 = 1.8 (vgl. Anhang A) zu Tkepler = 5.95 X 10° a.u. = 144 ps bestimmt.
Die Dauer des anregenden Laserpulses ist At = Tikepler/3 = 48 ps und seine ma-
ximale elektrische Feldstirke betrigt ™" = 107°a.u., was einer maximalen
Intensitét von 7992 = 351 x 10* W/cm® entspricht. Das so angeregte Wellen-
paket kann mit einer Begrenzung der Hauptquantenzahlen durch die Parameter
Temin = 60 und 7y, = 140 berechnet werden.
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Abbildung 3.12: Radiales Rydbergwellenpaket in Calcium mit zwei Atomrumpf-
treibenden Laserfeldern im Fall optimaler Synchronisation. Oberer Graph: Gesamtpo-
pulation des Wellenpakets (durchgezogene Kurve), Gesamtpopulation der nichtautoio-
nisierenden 4snp-Rydbergzustinde (gepunktete Kurve) sowie Gesamtpopulation der
autoionisierenden 4pnp-Rydbergzystinde (gestrichelte Kurve). Unterer Graph: Auto-
korrelationsfunktion fac (¢, TKepler) des Wellenpakets.

Die Atomrumpf-treibenden Laserfelder sind so gewahlt, dafl die optimale Syn-
chronisation zwischen der Wellenpaketdynamik und der Rabi-artigen Oszillation
des Atomrumpfs gewéhrleistet ist. Dazu starten beide Laserfelder zum Zeitpunkt
t = Tkepler- Fiir die Frequenzen und Amplituden der elektrischen Feldstérken
gilt die Kombination der Werte & ; = 6.33 x 107" a.u., &2 = 1.17 x 107* a.u.,
w; = 0.106a.u. = 2.90eV und wy; = 0.044a.u. = 1.20eV. In dem Fall sind
die Periodendauer der Rabi-artigen Oszillation Trabi = 27/Qgrabi (vgl. Gleichung
(3.39)) und die Kepler-Periode Tkepler gleich groB. Die Feldstérken entsprechen
Intensitdten von oy = 1.41 x 10® VV/Cm2 und o, = 4.80 x 10® W/sz. Die Fre-
quenzen bedeuten eine gemeinsame Verstimmung von A = 9 x 107% a.u.. Vergli-
chen mit den Laserfrequenzen ist die Verstimmung A a 0.08w; & 0.20w; relativ

klein.
Abb. 3.12 zeigt im oberen Graphen die Gesamtpopulation des Wellenpakets
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pwe(t) (siehe Gleichung (3.48)), die Gesamtpopulation der nichtautoionisieren-
den 4snp-Rydbergserie piow(t) (siehe Gleichung (3.45)) und die Gesamtpopula-
tion der autoionisierenden 4pnp-Rydbergserie (siehe Gleichung (3.46)). Im un-
teren Graphen ist die Autokorrelationsfunktion fac(t, Tkepler) des Wellenpakets
zum Referenzzeitpunkt tg = Tiepler aufgetragen. Zunéchst sei darauf hingewiesen,
daf} die Gesamtpopulation der 4pnp-Rydbergserie verschwindend gering ist. Die-
se Beobachtung stiitzt die Tatsache, dafl der 4p-Zustand des Atomrumpfs stets
praktisch unbesetzt bleibt und damit auch nicht spontan zerfallen kann. Dadurch
wird die Vernachléssigbarkeit der spontanen Emission unter Beweis gestellt und
die Giiltigkeit der Amplitudengleichungen bestatigt. Interessant ist ein Vergleich
mit Abb. 3.4. Diese Abbildung bezieht sich auf ein nichtzerflieBendes radiales
Rydbergwellenpaket im urspriinglichen System im Fall optimaler Synchronisati-
on. Die Ubereinstimmung dieser Abbildung 3.4 und der aktuellen Abb. 3.12 in
den wesentlichen Ziigen ist ausgeprdgt. Auch im erweiterten System tritt eine
deutliche Stabilisierung gegen Autoionisation auf, was am langsamen Zerfall des
Wellenpakets in Abb. 3.12 deutlich wird. Die Stabilisierung gegen Dispersion kann
wieder der Autokorrelationsfunktion entnommen werden, die keine Anzeichen von
ZerflieBen besitzt. Prinzipiell kénnen alle Eigenschaften der Grofien, die bei Abb.
3.4 im Fall des urspriinglichen Systems bei optimaler Synchronisation diskutiert
wurden, auch auf das aktuelle Beispiel im erweiterten System iibertragen werden.

In diesem Abschnitt konnte also gezeigt werden, dal durch den zusédtzlichen
Aufwand eines zweiten Atomrumpf-treibenden Laserfeldes der Einflufl der spon-
tanen Emission auf die nichtzerflieBenden radialen Rydbergwellenpakete unter-
driickt werden kann.

3.5 Erste experimentelle Ergebnisse

Fiir die in diesem Kapitel besprochenen nichtzerflieBenden radialen Rydbergwel-
lenpakete sind aus experimenteller Hinsicht zwei Publikationen von besonderer
Relevanz. Beide sind im Jahr 1998, also wahrend der Anfertigung der vorlie-
genden Arbeit erschienen. Sie berichten von Experimenten an Calcium, die mit
den nichtzerflieBenden Wellenpaketen in direktem Zusammenhang stehen. Streh-
le, Weichmann und Gerber [13] prasentieren eine effiziente und aussagekraftige
Methode zur Beobachtung radialer Rydbergwellenpakete in Calcium und fithren
ein unmittelbares Vorexperiment zu den nichtzerflieBenden Wellenpaketen durch.
Chen und Yeazell [14] nehmen die erste Beobachtung der nichtzerflieBenden Wel-
lenpakete fiir sich in Anspruch.

Der Versuchsaufbau von Strehle, Weichmann und Gerber [13] sieht folgen-
dermaflen aus. Ein effusiver Strahl von Calcium-Atomen wird in eine Hochvaku-
umkammer geleitet, in der sich sowohl die Wechselwirkungszone der Atome mit
den duBeren Laserfeldern als auch ein Flugzeit-Spektrometer befindet. Wahlweise
kénnen damit entweder die Ionen oder die Elektronen detektiert werden, die durch
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die Wechselwirkung mit den Laserfeldern entstehen. Als Quelle fiir die Laserpulse,
die zur Wellenpaketanregung dienen und aufgrund der schnellen Wellenpaketdy-
namik im Femtosekundenbereich sein miissen, dient ein Ti:Saphir-Lasersystem.
Es wird so manipuliert, daf§ es paarweise Laserpulse mit einer Dauer von ca.
80 fs und einer Wellenldnge von A = 408 nm erzeugt, wobei der zeitliche Abstand
zwischen jeweils zweien dieser Laserpulse iiber eine Michelson-artige Anordnung
kontrolliert werden kann. Mit jeweils einem dieser Laserpulse kann mittels Zwei-
photonenabsorption ein radiales Rydbergwellenpaket in der 4snd-Rydbergserie
von Calcium angeregt werden.

Um die Dynamik dieses Wellenpakets zu detektieren, kann nach einer Zeit-
verzogerung auf dessen Anregung ein weiterer Laserpuls angewandt werden, der
das Wellenpaket ionisiert. Allerdings ist die Ionisation von Rydbergzustanden
mit Photonen im sichtbaren oder ultravioletten Bereich so schwach, dafl die Wel-
lenpaketdynamik mit dieser Methode kaum beobachtet werden kann. Darum
wenden Strehle, Weichmann und Gerber das sogenannte phasensensitive Mes-
sen [37, 38, 39] an, welches nach geeigneter Auswertung des gemessenen Signals
die Autokorrelationsfunktion des Wellenpakets (vergleichbar zu den Gleichun-
gen (3.17), (3.29) und (3.49)) ergibt. Das Prinzip des phasensensitiven Messens
besteht darin, zwei identische Laserpulse mit einer Zeitverzégerung anzuwenden.
Der erste Puls, der sogenannte Pumppuls, regt das zu untersuchende Wellenpaket
an, und der zweite Puls, der sogenannte Probepuls, regt ein identisches Wellen-
paket an, welches mit dem ersten Wellenpaket interferieren kann. Anschliefend
wird die Gesamtpopulation der Rydbergzustinde detektiert, indem sie mit Hil-
fe eines weiteren, langen Laserpulses ionisiert wird. Die Gesamtpopulation der
Rydbergzusténde hangt nun von der Zeitverzégerung zwischen den beiden iden-
tischen Laserpulsen ab. Wird das zweite Wellenpaket, das ja an seinem inneren
Umkehrpunkt erzeugt wird, dann angeregt, wenn das erste Wellenpaket am &dufle-
ren Umkehrpunkt ist, so ist die Gesamtpopulation der Rydbergzustande einfach
die Summe der Populationen beider Wellenpakete. Wird das zweite Wellenpaket
jedoch dann angeregt, wenn sich das erste Wellenpaket auch gerade am inne-
ren Umkehrpunkt befindet, dann kénnen die beiden Wellenpakete entweder kon-
struktiv oder destruktiv interferieren. Wird nun die Zeitverzégerung zwischen den
Laserpulsen variiert, so zeigt die Gesamtpopulation der Rydbergzustiande einen
konstanten Wert, wenn sich das erste, also das zu untersuchende Wellenpaket am
duBeren Umkehrpunkt befindet. Wenn sich hingegen das erste Wellenpaket am in-
neren Umkehrpunkt befindet, so weist die Gesamtpopulation starke Oszillationen
auf. Aus der Amplitude dieses Signals 1a8t sich dann die Autokorrelationsfunkti-
on ableiten. Die dadurch gewonnenen und in [13] présentierten Resultate fiir ein
Wellenpaket mit mittlerer Hauptquantenzahl (n) = 20 zeigen sehr gute Auflésung
und stimmen qualitativ gut mit der in Abb. 3.4 in Abschnitt 3.2 gezeigten theore-
tischen Autokorrelationsfunktion eines sich frei entwickelnden Wellenpakets mit
(n) = 50 tiberein. Diese soeben beschriebene Detektionsmethode ist ebenso ge-
eignet fiir die Messung der nichtzerflieBenden Wellenpakete.



3.5. ERSTE EXPERIMENTELLE ERGEBNISSE 77

Als weiterer Schritt in Richtung der nichtzerflieBenden Wellenpakete présen-
tieren Strehle, Weichmann und Gerber in [13] ein weiteres Experiment, und zwar
diesmal mit einem Atomrumpf-treibenden Laserpuls. Mit zeitlichem Uberlapp
wird sowohl ein radiales Rydbergwellenpaket erzeugt als auch der Ubergang
des Atomrumpfs mit einem Nanosekundenpuls angeregt. Durch die Lange des
Atomrumpf-treibenden Pulses ergibt sich ein zeitlich integriertes Signal der Au-
toionisation der zu dem angeregten Atomrumpf gehérenden Rydbergzusténde,
ohne jedoch die Dynamik des Wellenpakets auflésen zu kénnen. Aber das zu-
gehérige Spektrum kann aufgezeichnet und damit die Ubergangsfrequenz des
Atomrumpfs einschliellich der Feinstrukturaufspaltung des angeregten Zustands
des Atomrumpfs gemessen werden. Die so ermittelten Frequenzen stimmen sehr
gut mit den Literaturwerten fiir einfach positiv geladenes Calcium iiberein. Dar-
aus kann gefolgert werden, daf} sich der Atomrumpfin der Tat kaum vom Calci-
um-lon unterscheidet. Der Atomrumpf spiirt also praktisch nichts von dem Ryd-
bergelektron und verhélt sich deshalb nahezu wie ein Calcium-Ion, so wie es in
den Rechnungen der vorliegenden Arbeit stets angenommen wird.

Chen und Yeazell [14] behaupten nun, einen tatsidchlichen experimentellen
Nachweis fiir die nichtzerflieBenden radialen Rydbergwellenpakete erbracht zu
haben. Thr experimenteller Aufbau ist im Prinzip vergleichbar zu dem oben ge-
schilderten. Fiir die Detektion verwenden sie ebenfalls die Methode des pha-
sensensitiven Messens. Allerdings detektieren sie nicht die Dynamik des durch
den Pumppuls angeregten Wellenpakets in Abhéngigkeit von der Zeit. Vielmehr
varileren sie die Frequenz von Pump- und Probepuls und damit die mittlere
Hauptquantenzahl der Wellenpakete. In Abhéngigkeit von der mittleren Haupt-
quantenzahl messen sie den Uberlapp des zu untersuchenden ersten Wellenpakets
mit dem nach einer festgelegten Zeitverzogerung durch den Probepuls angereg-
ten Wellenpaket. Dadurch wird gemessen, wie sehr ein Wellenpaket nach der
festen Zeitverzogerung noch dem Wellenpaket zum Zeitpunkt seiner Anregung
dhnelt. In Ref. [14] zeigen Chen und Yeazell zunichst das Ergebnis fiir freie Wel-
lenpakete ohne Atomrumpf-treibendes Feld. Der Uberlapp der Wellenpakete ist
immer dann grof}, wenn die feste Zeitverzogerung zwischen Pump- und Probepuls
ein ganzzahliges Vielfaches der Kepler-Periode ist. In dem Fall befindet sich das
Wellenpaket ndamlich nach der festen Zeitverzogerung wieder ungefahr am Aus-
gangspunkt. Dadurch ergeben sich einige Maxima des Uberlapps in Abhingigkeit
von der mittleren Hauptquantenzahl der Wellenpakete. Wenn dann zusétzlich das
Atomrumpf-treibende Laserfeld angewandt wird, dann bleibt dasjenige Maximum
ausgepragt, bei dem die Kepler-Frequenz zusétzlich noch mit der Rabi-Frequenz
des Atomrumpfs iibereinstimmt, bei dem also die Synchronisation von Kepler-
und Rabi-Oszillation realisiert ist. Diejenigen Maxima hingegen, die zu anderen
mittleren Hauptquantenzahlen gehéren, verlieren relativ an Hohe.

Prinzipiell scheint diese Mefimethode plausibel zu sein. Allerdings besitzen
die Ergebnisse von Yeazell und Stroud aus mehreren Griinden eine nur bedingte
Aussagekraft. Erstens betrigt die festgelegte Zeitverzogerung gerade einmal zwei
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Kepler-Perioden fiir das stabilisierte Wellenpaket. Wahrend der ersten beiden
Kepler-Perioden 1at sich jedoch die Stabilisierung des Wellenpakets gegen Au-
toionisation prinzipiell noch nicht in vollem Umfang beobachten, was z.B. an Abb.
3.4 in Abschnitt 3.2 leicht abzulesen ist. Wahrend der ersten Kepler-Perioden muf}
das Wellenpaket namlich durch Autoionisation erst in die Form gebracht werden,
in welcher es zu spéteren Zeiten gegen Autoionisation immun ist. Des weite-
ren sind die in [14] dargestellten Daten nur in beliebigen Finheiten angegeben,
so daf} die absolute Autoionisation wahrend der Zeitverzoégerung nicht ablesbar
ist. Somit kann auch nicht unterschieden werden, ob die verminderte Hohe der
Maxima, welche zu unsynchronisierten Wellenpaketen gehéren, wirklich von der
Abwesenheit der Stabilisierung herriihrt, oder ob sie lediglich daher kommt, daf
die Autoionisation von Rydbergzustidnden mit niedrigeren Hauptquantenzahlen
starker ist. In [14] wird zwar ein Vergleich mit theoretischen Rechnungen auf-
gefiithrt. Allerdings basieren die theoretischen Kurven auf einem vereinfachten
Formalismus [87]; die verwendeten Parameter werden nicht angegeben.

Beide soeben erlduterten Vorexperimente wurden mit Calcium durchgefiihrt.
Daher erscheint es gerechtfertigt und sinnvoll, dafl im vorliegenden Kapitel stets
Calcium als quantitatives Beispiel herangezogen wurde.



Kapitel 4

Laseranregung angularer
Rydbergwellenpakete in
Ein-Elektronen-Atomen

Eine allgemeine Definition fiir angulare und radial-angulare Rydbergwellenpake-
te wurde bereits in der Einleitung gegeben. Sie besagt, daf} es sich bei einem
angularen Rydbergwellenpaket um eine kohirente Uberlagerung von mehreren
atomaren Rydbergzustdnden mit einigen verschiedenen Drehimpulsquantenzah-
len [ handelt. Solch ein Wellenpaket kann Lokalisierung in den angularen Varia-
blen aufweisen. Falls zudem die Hauptquantenzahlen n um einen nicht zu kleinen
Mittelwert (n) verteilt sind, kann zugleich radiale und angulare Lokalisierung
auftreten. In diesem Fall handelt es sich um ein radial-angulares Rydbergwellen-
paket. In der Einleitung wurden einige Anregungsmoglichkeiten fiir angulare und
radial-angulare Rydbergwellenpakete aufgefithrt. Darunter befindet sich jedoch
kein Anregungsschema, welches einigermaflen einfach zu realisieren wére.

Eine tiberraschend einfache Méglichkeit zur Laseranregung von angularen
Rydbergwellenpaketen wurde vor ca. zwei Jahren von Corless und Stroud vorge-
schlagen. In Referenz [28] behaupten sie anhand eines einfachen Modells, daf} bei
der Anregung von Rydbergzustdnden mit einem einzigen Laserpuls moderater
(d.h. nicht zu schwacher aber auch nicht zu starker) Instensitit die Drehim-
pulsquantenzahlen [ gemischt werden. Diese Aussage beruht auf den sehr grofien
Dipolmatrixelementen in Léngeneichung zwischen Rydbergzustanden mit nahe
beeinander liegenden Hauptquantenzahlen n und verschiedenen Drehimpulsquan-
tenzahlen [. Die enorme Grofle dieser Dipolmatrixelemente fithrt zu der Vermu-
tung, dafl die Rydbergzustande unter dem Einflul des moderaten Laserpulses
aneinander koppeln konnen, obwohl die entsprechenden Ubergénge stark ver-
stimmt sind. Demzufolge konnte also ein angulares Rydbergwellenpaket durch
die Anwendung eines einzigen Laserpulses moderater Intensitdt angeregt werden.
Die Anregung angularer Rydbergwellenpakete wére also nicht komplizierter als
die Anregung radialer Rydbergwellenpakete (vgl. Kapitel 1).

79
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Weitere theoretische Untersuchungen zu diesem Vorschlag anhand vereinfach-
ter Modelle folgten [88, 89], die jedoch zu unterschiedlichen und widerspriichli-
chen Aussagen tiber das Mischen der Drehimpulsquantenzahlen kommen. Da bis-
lang noch keine experimentelle Untersuchung erfolgt ist, kann nur eine griindliche
Rechnung anhand eines realistischen Systems Klarheit bringen [90]. Das vorlie-
gende Kapitel widmet sich einer solchen realistischen Untersuchung. Dabei tritt
eine Reihe von interessanten Aspekten der theoretischen Behandlung zutage, z.B.
die Gegeniiberstellung von Langen- und Geschwindigkeitseichung und die Frage
nach der Giiltigkeit der Dipoln&herung.

In Abschnitt 4.1 wird zunédchst etwas ausfithrlicher auf das urspriingliche Mo-
dell von Corless und Stroud eingegangen. Abschnitt 4.2 enthélt den Formalismus
zur Berechnung der Laseranregung angularer Rydbergwellenpakete, der in dieser
Arbeit angewandt wird. Damit wird in Abschnitt 4.3 das von Corless und Stroud
vorgeschlagene Anregungsschema anhand eines realistischen Systems im Rahmen
der Dipoln&herung untersucht. Da im Rahmen dieser Untersuchungen jedoch bei
moderaten Laserintensitdten kein Mischen der Drehimpulsquantenzahlen gefun-
den werden kann, wird das Schema in Abschnitt 4.4 erweitert. Das neue System
erlaubt dann die Anregung radial-angularer Rydbergwellenpakete [90]. Zuletzt
gibt Abschnitt 4.5 einen Ausblick auf die noch zu untersuchenden Aspekte des
Projekts.

4.1 Urspriingliches Modell

Das von Corless und Stroud in [28] vorgeschlagene Modell besteht aus einem ener-
getisch tief liegenden Anfangszustand, in dem sich zunéchst die gesamte Popu-
lation befindet, sowie einer einzigen n-Mannigfaltigkeit von Rydbergzusténden,
wobei unter n-Mannigfaltigkeit die Menge aller Rydbergzustande mit Haupt-
quantenzahl n verstanden wird. Auf diese Zustdnde wird ein langer Laserpuls
moderater Intensitit angewandt, der mit dem Ubergang zwischen Anfangszu-
stand und n-Mannigfaltigkeit resonant ist. Was in diesem Zusammenhang ,,mo-
derate Intensitat® bedeutet, wird weiter unten erldutert. Da der Laserpuls als
linear polarisiert angenommen wird, werden im Rahmen der Dipolnéherung die
magnetischen Quantenzahlen m nicht gemischt. Da die magnetische Quantenzahl
m also fiir alle relevanten Zustédnde den gleichen Wert (ndmlich den des Anfangs-
zustands) besitzt, wird sie im folgenden in der Notation nicht berticksichtigt. In
Dipolndherung und Langeneichung lassen sich die zeitabhidngigen Amplituden
Cnp0(1) und ¢, () fiir den Anfangszustand |ng,0) und die Rydbergzustande |n,[)
(l=0,...,n — 1) durch Losen des Differentialgleichungssystems

théng o(t) = FrgoCngo(t) + E(1) Cos(wt)/,c%gp)(n’l)cn’l(t) (4.1a)

n—1

ihéni(t) = Enicoi(t) + E(t) cos(wt) | 81116000000 (E) + D iey(ainyCnir (1)

{'=0
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fir{=0,....,n—1, (4.1b)

welches aus der zeitabhéngigen Schrodingergleichung hervorgeht, bestimmten.
Dabei sind FE,, o und £, ; die Energien der Zustande, und /,L{fop)(n’l), M%ﬁl)(no,o)
und M%?Sl)(n,l’) sind die Dipolmatrixelemente in Langeneichung zwischen den Zu-
stdnden. &(1) bezeichnet die Amplitude der elektrischen Feldstiarke und w =
(En1 — En0) /I die Frequenz des Laserfeldes. 6, ist das Kroneckersymbol.

Im Gleichungssystem (4.1a) / (4.1b) wird die Kopplung der Rydbergzustande
|n,l) (I =0,...,n — 1) untereinander beriicksichtigt. Daher kann die Losung des
Gleichungssystems ergeben, daff Population nicht nur vom Anfangszustand |ng, 0)
zum Rydbergzustand |n, 1), sondern auch zu Rydbergzustanden |n, ) mit [ > 1
transferiert wird. Die Starke dieses Populationstransfers hin zu héheren Dreh-
impulsquantenzahlen héangt von den Gréenverhéltnissen zwischen der Laserfre-
quenz w, der Amplitude der elektrischen Feldstarke £(¢) und den Dipolmatrix-
elementen /,L%fl)(m,) ab. Da die Verstimmungen zwischen den Rydbergzustianden
ungefahr gleich grofl wie die Laserfrequenz w sind, miissen die Dipolmatrixele-
mente zwischen den Rydbergzustanden und/oder die Amplitude der elektrischen
Feldstérke des Laserpulses sehr grofl sein, damit Rydbergzustiande mit [ > 1 be-
setzt werden kénnen. Nun wachsen die Dipolmatrixelemente /,L%fl)(mﬂ) ungefahr
proportional zu n? fiir [ < n [36]. Die kritische elektrische Feldstérke, ober-
halb derer die Drehimpulsquantenzahlen gemischt werden, skaliert also in etwa
mit n~? und die kritische Intensitit I. somit mit n~*. Corless und Stroud ge-
ben in [28] fiir eine Hauptquantenzahl von n = 30 den konkreten Richtwert von
1. ~ 10" W/cm® an, der im moderaten Intensititsbereich liegt.

Diese Abschatzung bezieht sich lediglich auf das einfache Modellsystem. Des-
halb sollte aus ihr noch nicht geschlossen werden, daff es auch in einem realen
Atom bei der Anregung von Rydbergzustanden mit einem einzigen Laserpuls mo-
derater Intensitdt zu einem Mischen der Drehimpulsquantenzahlen kommt und
dadurch angulare Rydbergwellenpakete angeregt werden. Vielmehr muf} zunachst
das Modell auf seine Anwendbarkeit auf ein reales System untersucht werden. Zu-
erst drangt sich dabei die Frage auf, ob es iiberhaupt zulassig ist, die Rechnung
auf eine einzige n-Mannigfaltigkeit von Rydbergzusténden zu beschranken. Cor-
less und Stroud rechtfertigen diese Naherung, indem sie darauf hinweisen, daf}
die Dipolmatrixelemente zwischen Zustidnden aus benachbarten n-Mannigfaltig-
keiten nur ca. 20% der Dipolmatrixelemente zwischen Zustdnden innerhalb einer
n-Mannigfaltigkeit betragen [28]. In einer kritischeren Betrachtungsweise konnen
allerdings — je nach Lange des Laserpulses — auch die geringeren Dipolmatrixele-
mente zwischen benachbarten n-Mannigfaltigkeiten zu einem signifikanten Popu-
lationstransfer zwischen den verschiedenen n-Mannigfaltigkeiten fithren. Daf} in
der Tat die Beschrénkung auf eine einzige n-Mannigfaltigkeit fraglich ist, demon-
striert die folgende Rechnung.

Wird das urspriingliche Modell erweitert, indem alle Zustande mit Haupt-
quantenzahlen ng < n < nyay beriicksichtigt werden, so gehorchen die zeitab-
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héngigen Amplituden ¢,, o(t) und ¢, (t) der beteiligten Zustande dem Differen-
tialgleichungssystem

Tmax

thén, o(t) = FEugoCng0(t) + E(1) cos(wt) Z M no 0)( ,l)cn/J(t) (4.2a)
thén (t) = (Eng— 19a0(1)/2) cna(t) + E(t) cos(wt)
Nmax 7 '—1
5111“711)(710007100 ZZM?%I /[/cn’l’()
n'=ng l'=

fiir n = ng, ..o, Pmax und [ =0, ...,;n — 1 mit (n,{) # (no,0), (4.2b)

wobei fiir die Wechselwirkung wieder die Langeneichung herangezogen wird. Die
Photoionisation der Zustédnde wird durch die Breiten v, ;(¢) beriicksichtigt, welche
mit v,,(t) = ¥,uE*(t)/4 proportional zum Quadrat der elektrischen Feldstarke
sind.

Im folgenden wird — wie in Kapitel 1 — Wasserstoff mit dem metastabilen
Anfangszustand 2s (d.h. ng = 2) als konkretes Beispiel herangezogen. Fiir Was-
serstoff kénnen die Wert fiir die Energien F, o und FE, ;, die Dipolmatrixelemen-
te M(no 0)(n,1)? M%ﬁl)(no,o) und /,L%fl)(n,J,) und die Proportionalitatsfaktoren 7, ; aus
bekannten Formeln und Verfahren gewonnen werden [36, 91, 92]. Fiir einen Ver-
gleich mit den Ergebnissen von Corless und Stroud ist es sinnvoll, einen Laserpuls
entsprechend der in [28] aufgefithrten Angaben zu wéhlen. So wird eine mittle-
re Hauptquantenzahl von (n) = 30 betrachtet. Der Laserpuls ist in Resonanz
mit dem Ubergang zwischen den Zustanden 2s und 30p, so daB seine Frequenz

= 0.124a.u. = 3.4eV betragt. Die maximale elektrische Feldstarke des La-
serpulses ist €M = 1.2 x 1072 a.u., so daf sich die maximale Intensitit mit
™2 = 5 % 10'©W/cm® oberhalb der von Corless und Stroud vorgeschlagenen
kritischen Intensitit von I. &~ 10 W/cm® befindet. Die elektrische Feldstirke
besitzt den cosinusformigen Verlauf von Gleichung (B.4) mit einer Dauer von
At = 3.4 x 10° a.u. = 8.2 ps (siehe Anhang B).

Diese relativ lange Pulsdauer impliziert eine spektrale Breite, die zu schmal
ist, um Zustdnde mit n = (n) — 1 = 29 und n = (n) + 1 = 31 zu iberlap-
pen. Nach der Argumentation von Corless und Stroud, die auf der vorigen Seite
wiedergegeben wurde, miifite in dem Fall die Population in den Zustanden mit
n # (n) = 30 stets vernachldssigbar sein, so daf diese Zustande in der Rech-
nung gar nicht beriicksichtigt werden miifiten. Die Ergebnisse in Abb. 4.1 zeigen
jedoch das Gegenteil. Sie wurden durch numerische Integration (siehe Anhang
C) des erweiterten Differentialgleichungssystems (4.2a) / (4.2b) unter der An-
fangsbedingung ¢, o(—1.375A¢) = 1 und ¢, ;(—1.375A¢t) = 0 firr {n,{} # {no,0}
gewonnen. In Abb. 4.1 ist die Summe der Populationen aller Rydbergzustédnde
mit Drehimpulsquantenzahl [ am Ende des Laserpulses iiber [ aufgetragen, und
zwar einmal fiir eine maximal miteinbezogene Hauptquantenzahl von n,, = 42
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Abbildung 4.1: Summe der Populationen aller Zustinde mit Drehimpulsquantenzahl [
am Ende des Laserpulses fiir nyax = 42 (durchgezogenes Histogramm) und nyay = 52
(gestricheltes Histogramm).

(durchgezogenes Histogramm) und einmal fiir nyae = 52 (gestricheltes Histo-
gramm). Offensichtlich bewirkt das Miteinbeziehen der Rydbergzustdnde mit den
Hauptquantenzahlen (n) 4+ 13 < n < (n) + 22 einen signifikanten Unterschied im
Endergebnis. Daraus folgt direkt, daf} bei einer Rechnung in Langeneichung in der
Basis der Wasserstoffeigenfunktionen auch n-Mannigfaltigkeiten mit n # (n) eine
wesentliche Rolle spielen. Zudem ist aus Abb. 4.1 eine gewisse Tendenz hin zu
geringerem Mischen der Drehimpulsquantenzahlen bei groflerem ny,.x abzulesen.
Es ist anhand dieser Abbildung nicht zu entscheiden, ob und wie stark sich die-
ser Trend fortsetzt, insbesondere ob das Mischen der Drehimpulsquantenzahlen
iiberhaupt noch vorhanden ist, wenn wesentlich mehr Wasserstoffeigenfunktio-
nen — insbesondere auch Kontinuumszustiande — in der Rechnung beriicksichtigt
werden. Diese Untersuchung am erweiterten System legt also nahe, daf} die Be-
schrankung auf ein Modell mit nur einer einzigen n-Mannigfaltigkeit fragwiirdig
ist.

Ein wichtiger Aspekt, der von Corless und Stroud in [28] nicht beriicksichtigt
wird, ist die Frage, ob in ihrem Modell die Rechnung in Léngeneichung tiberhaupt
angebracht ist. Da die Physik eichungsunabhéngig ist, gilt folgendes: Wird bei
der Behandlung eines Problems zur Wechselwirkung von Atomen mit Laserfeldern
eine vollstandige Basis von Funktionen verwendet, nach der die atomare Wellen-
funktion entwickelt wird, so ist das Ergebnis unabhéngig davon, ob es mit einer
Rechnung in Langen- oder in Geschwindigkeitseichung gewonnen wurde [93]. Es
ist lediglich méglich, dafl in der Praxis eine der Eichungen wesentlich 6konomi-
scher ist und ihr deshalb der Vorzug gegeben wird [94]. Wird allerdings nur ein
unvollstandiger Teil der Basis in die Rechnung miteinbezogen, so ist insbesondere
bei verstimmten Ubergingen Vorsicht bei der Wahl der Eichung geboten (siehe
Aufgabe Ery.2 in [93]). In der Tat ist die Aquivalenz von Langen- und Geschwin-
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digkeitseichung in dem von Corless und Stroud vorgeschlagenen Modell, das ja in
einer extrem reduzierten atomaren Basis besteht, auf das Empfindlichste verletzt.
Am besten 1a8t sich diese Tatsache am Beispiel von Wasserstoff verdeutlichen, bei
dem wegen der Entartung der n-Mannigfaltigkeiten fiir die Dipolmatrixelemente
in Geschwindigkeitseichung

/«sz,}z)(n,lﬂ) =—1 (En,lil - En,l)M(Lfl)(n,lﬂ) =0 (4-3)

gilt (vgl. Gleichung (2.31)). In Geschwindigkeitseichung gibt es also keine Kopp-
lungen zwischen den Rydbergzusténden einer n-Mannigfaltigkeit. Eine Rechnung
in Geschwindigkeitseichung im Modell von Corless und Stroud wiirde deshalb zu
keinerlei Mischen der Drehimpulsquantenzahlen fithren. Die Wahl der Eichung
wird in Abschnitt 4.3 weiterdiskutiert.

Ein weiterer Kritikpunkt an dem von Corless und Stroud vorgeschlagenen
Modell bezieht sich auf die Dipolndherung, die ja nur dann gilt, wenn die raum-
liche Ausdehnung Az des Atoms wesentlich kleiner als die Wellenlénge A des
Laserlichts ist. Die rdumliche Ausdehnung des Wellenpakets 148t sich in grober
Néherung durch den mit dem Rydbergzustand |(n) ,[) gebildeten Erwartungswert
(r) des radialen Ortsoperators abschétzen, und zwar durch Az ~ 2(r). Fiir Ryd-
bergzustande |(n),[) in Wasserstoff mit kleinen Drehimpulsquantenzahlen [ gilt
in atomaren Einheiten (r) ~ 1.5 (n)? [36]. In dem zuvor untersuchten Beispiel
von Wasserstoff mit Anfangszustand 2s und einer mittleren Hauptquantenzahl
von (n) = 30 ist Az ~ 143nm und A ~ 366 nm. Damit ist die Voraussetzung
Az < A fir die Giiltigkeit der Dipolnaherung nicht iiberzeugend erfiillt. Noch
weniger ist die Bedingung Az < A erfiillt, wenn der Grundzustand 1s als An-
fangszustand gewahlt wird, was eine noch kleinere Wellenlénge des Laserpulses
impliziert.

Allerdings muf} die Frage nach der Giiltigkeit der Dipolndherung differenzier-
ter betrachtet werden, als es die Abschdtzung des Gréflenverhéltnisses zwischen
réumlicher Ausdehnung des Wellenpakets und verwendeter Wellenlange zulafit.
So ist zum Beispiel die Dipolniherung bei Ubergingen zwischen einem ener-
getisch tief liegenden Zustand und einem Rydbergzustand anwendbar, obwohl
die Voraussetzung Ax < A fiir den Rydbergzustand nicht erfiillt ist. Die Be-
griindung fiir diesen Sachverhalt beriicksichtigt die kleine raumliche Ausdehnung
des tief liegenden Zustands. Es kommt namlich auf den rdumlichen Bereich an,
in dem die Wellenfunktionen der beiden Zustande iiberlappen, und der ist wegen
der Kleinheit des unteren Zustands gering. Er ist insbesondere wesentlich klei-
ner als die angewandte Wellenlange. Diese Argumentation kann aber nicht auf
Ubergiinge zwischen zwei Rydbergzustinden, die ja beide rdumlich ausgedehnt
sind, libertragen werden. In dem Fall ist ein Vergleich der Dipolwechselwirkung
mit der Quadrupolwechselwirkung und eventuell weiteren Multipolwechselwir-
kungen héherer Ordnung nétig, um eine sichere Aussage iiber die Giiltigkeit der
Dipolndherung erhalten zu koénnen. Im Idealfall miifite die Dipolwechselwirkung
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mit der gesamten Wechselwirkung, die alle Terme der Multipolentwicklung bein-
haltet, verglichen werden. Eine Untersuchung dieser Art fiir die Kopplung von
Rydbergzusténden innerhalb einer n-Mannigfaltigkeit von Wasserstoff wurde von
Madsen, Hansen und Nilsen in Hinblick auf das Mischen der Drehimpulsquanten-
zahlen mit einem Laserfeld durchgefithrt [95]. Dabei stellte sich heraus, daf$§ fiir
Laserlicht, welches mit dem 1s <+ np-Ubergang resonant ist, die Dipolndherung
fiir Hauptquantenzahlen von n > 15 ungiiltig ist.

Der Vorschlag von Corless und Stroud zur Laseranregung angularer Rydberg-
wellenpakete rief in der Zwischenzeit eine Reihe von weiteren Untersuchungen der
Fragestellung hervor. Nilsen, Hansen, Selstg und Madsen verwenden in [88] ein
Modell, welches im wesentlichen aus den gebundenen Wasserstoffeigenfunktionen
besteht, aber das atomare Kontinuum vernachldssigt. Im Rahmen dieses Modells
bestatigen sie das Mischen der Drehimpulsquantenzahlen. Muller und Noordam
hingegen betrachten in einer Publikation, die erst kurz vor Beenden der vorlie-
genden Arbeit erschienen ist, ein Modell, das aus unendlich vielen, dquidistanten
n-Mannigfaltigkeiten aufgebaut ist [89]. Mit Hilfe einer analytischen Rechnung
zeigen sie, daf} es in diesem System zu keinem Mischen der Drehimpulsquan-
tenzahlen kommt. Die endgiiltige Entscheidung kann aber — gerade in Hinblick
auf die Fiille der oben angefithrten Kritikpunkte am urspriinglichen Modell und
der Widerspriichlichkeit der Ergebnisse bei der Anwendung anderer vereinfachter
Modelle — nur eine umfassende Rechnung an einem realistischen System (siehe
Abschnitt 4.3 und [90]) und/oder ein aussagekraftiges Experiment bringen.

4.2 Formalismus fiir realistische Systeme

In Abschnitt 4.1 wurde deutlich, wie wichtig es bei der theoretischen Behandlung
der Laseranregung angularer Rydbergwellenpakete ist, eine vollsténdige Beschrei-
bung des Atoms durchzufithren. Dazu gehort auch eine addaquate Behandlung
des atomaren Kontinuums. In diesem Zusammenhang bietet sich die Arbeit mit
L2-diskretisierten Basen an, die bereits mit viel Erfolg auf die nichtperturbati-
ve Losung zahlreicher anderer zeitabhangiger Probleme der Wechselwirkung von
Atomen mit Laserfeldern angewandt worden sind (siehe [55] und darin enthaltene
Referenzen).

Die L2-diskretisierten Basen, die in den Rechnungen dieses Kapitels benutzt
werden, basieren auf dem in Abschnitt 2.3 beschriebenen Verfahren zur Atom-
strukturberechnung von FEin-Elektronen-Atomen. Die folgenden beiden Eigen-
schaften dieser Basen sind bei der Behandlung der Laseranregung angularer Ryd-
bergwellenpakete besonders wichtig. Zum einen ist in den Basen das atomare
Kontinuum diskretisiert, so dafl es durch eine endliche Anzahl von Zusténden
beschrieben wird. Zum anderen werden die Basiszustdnde auf einem endlichen
radialen Intervall [0, rpax] bestimmt, dessen Grofie ray dariiber entscheidet, wie-
viele der energetisch tief liegenden Basiszusténde den physikalischen, tief liegen-



86 KAPITEL 4. ANGULARE RYDBERGWELLENPAKETE

den, atomaren Figenzustdnden entsprechen. Da diejenigen physikalischen Ryd-
bergzustédnde, aus denen das angeregte Wellenpaket aufgebaut ist, gut durch die
Basiszustdnde beschrieben werden miissen, muf} rp.x sehr groff gewahlt werden.
In einer physikalischen Sichtweise muf das Intervall [0, ryax] ndmlich das gesamte
angeregte Rydbergwellenpaket umfassen. Diese Forderung macht die im folgenden
prasentierte numerische Rechnung zwar technisch umstandlich und langwierig, da
sie zu groflem Speicherplatzverbrauch und langen Rechenzeiten fiithrt. Sie stellt
aber kein prinzipielles Hindernis fiir die vorgestellte Methode dar.

Im folgenden wird der Fomalismus fiir die Wechselwirkung eines durch ei-
ne L2-diskretisierte Basis beschriebenen Atoms mit einer beliebigen Anzahl NV
von linear polarisierten Laserpulsen (Polarisationsachse fiir alle Laserpulse gleich)
dargestellt. Dabei wird die Dipolndherung als giiltig angenommen. Die Ortswel-
lenfunktionen der Basiszusténde entsprechen

n\T
(1) = 2y ), (14)

(vgl. Gleichung (2.22)) mit einem radialen, einem angularen und einem Spin-
Anteil, wobei der Ortsvektor r in den Kugelkoordinaten r, ¥ und ¢ dargestellt
wird. [, m und m, iibernehmen die Rollen der iiblichen Drehimpulsquantenzahl,
magnetischen Quantenzahl und Spinquantenzahl. n numeriert die gewonnenen
Basiswellenfunktionen durch und ist fiir diejenigen Basiszustédnde, die die physi-
kalischen Wellenfunktionen gut beschreiben, mit der Hauptquantenzahl identisch.
Da sich die magnetische Quantenzahl m und die Spinquantenzahl mg bei der Di-
polwechselwirkung mit linear polarisiertem Licht nicht &ndern, werden sie im
folgenden in der Notation unterdriickt. Die Basiswellenfunktionen werden also
kurz mit

V() 1= U 1 mm. (T) (4.5)

bezeichnet, die Energien mit £, ; und die Dipolmatrixelemente zwischen den Ba-
siszustdnden mit /,sz?‘l)(n,J,) (Geschwindigkeitseichung) bzw. mit /,L%fl)(n,J,) (Léan-
geneichung). Sei nun Np,gs die Anzahl der Basiswellenfunktionen und .y <
NBasis die maximale Drehimpulsquantenzahl, die in der Rechnung beriicksichtigt

wird. Damit ist die Wellenfunktion des Systems zur Zeit ¢ durch

Imax NBasis

Pl =Y Y cna(t)bn(r) (4.6)

=0 n=Il+1

gegeben.

Die Entwicklungskoeffizienten bzw. Amplituden ¢, () folgen aus der zeit-
abhdngigen Schrodingergleichung in Dipolndherung, welche in der verwendeten
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Basis in Geschwindigkeitseichung zu dem Differentialgleichungssystem

N NBasis
ihén, (1) = En(t) + (Z Ai(t) coswﬁ) 23 D DD WRTHS S )
=1 U=i£1 n/=l'41
0<l <lmax
(4.7)
und in Langeneichung zu dem entsprechenden Differentialgleichungssystem
NBasis
thén (t) = (ZE ) sin w; ) X Z Z M w1y Cnr (1)
=l+1 n'=l'4+1
ogl'glmax
(4.8)

flir { = 0,...,lhax und n = [ + 1,..., Npags flithrt. Dabei werden fiir die N Laser-
pulse die Bezelchnungen &) fur dle Einhiillenden der Feldstarken, A;(¢) fiir die
Einhiillenden der Vektorpotentiale und w; fiir die Frequenzen (jeweils ¢ = 1, ..., N)
verwendet. Die Einhiillenden von Feldstarke und Vektorpotential hdangen {iber

Ai(t) = &) Jw;  firi=1,..,N (4.9)

miteinander zusammen, falls sich die Einhiillenden nur sehr langsam im Vergleich
zu den optischen Perioden 27 /w; (1 = 1,..., N) verdndern. Wegen der grofien Ver-
stimmungen, die bei der Laseranregung angularer Rydbergwellenpakete auftreten
konnen, kann keine Drehwellennaherung in den Gleichungssystemen (4.7) und
(4.8) durchgefithrt werden, so dafl die schnellen, zeitabhédngigen Terme cos w;t
bzw. sinw;t (i = 1,..., N) in den Gleichungen explizit erhalten bleiben.

Um die Amplituden ¢, (t) zu ermitteln, miissen die Gleichungssysteme (4.7)
bzw. (4.8) unter der Anfangsbedingung ¢, 0(tstart) = 1 und ¢, (tstare) = 0 fiir
{n,l} # {no,0} integriert werden, wobei {g ein Zeitpunkt vor Beginn des Laser-
pulses bzw. der Laserpulse ist. Die numerische Integration von Gleichungssyste-
men der entsprechenden Form ist in Anhang C beschrieben. Da im Formalismus
grundsétzlich alle dipolerlaubten Kopplungen des atomaren Systems ohne Riick-
sicht auf die jeweiligen Verstimmungen miteinbezogen werden, ist die numerische
Integration sehr langsam. Um sie etwas zu beschleunigen, wird eine maximale
Energie E.x eingefiihrt, oberhalb derer die Basiszustdnde aus dem Formalismus
ausgeschlossen werden. D.h. es werden nur diejenigen Basiszustande in die nu-
merische Integration miteinbezogen, deren Energie E,, ;| < Eiax ist. Des weiteren
kann im konkreten Fall von Wasserstoff mit Anfangszustand 2s auch der Grund-
zustand 1s in der Rechnung vernachlédssigt werden, da er zu weit verstimmt ist,
um Population erhalten zu kénnen.

Der soeben beschriebene Formalismus beinhaltet eine Reihe von technischen
Parametern (im wesentlichen die Anzahl der Basiszustande Npags, die Intervall-
grofle rpax, der maximale Drehimpuls [haxy und die maximale Energie Fiay),
fiir welche Konvergenz erzielt werden mufl. Die Rechnung fiir ein bestimmtes
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Beispiel muf also einige Male fiir immer gréflere Werte der Parameter durch-
gefithrt werden, bis sich die Ergebnisse nicht mehr &ndern. Dabei ist es sinnvoll,
nicht nur die Populationen der gebundenen Zustdnde zu iiberpriifen, sondern
auch die sogenannten ,,above-threshold-ionization“-Spektren (ATI-Spektren). Die
ATI-Spektren folgen aus den Populationen der Kontinuumszustande und geben
Information dariiber, ob die Ergebnisse auch beziiglich der Kontinua konvergiert
sind. Letztendlich besteht ein guter Test fiir die Richtigkeit der Ergebnisse darin,
die Aquivalenz von Lingen- und Geschwindigkeitseichung zu iiberpriifen. Dieser
Vergleich ist jedoch aus praktischen Griinden nur bei relativ kleinen Systemen
moglich, was im néchsten Abschnitt ausfithrlich erldutert wird.

Falls die ermittelten Amplituden ¢, (t) der Basiszustdnde in den technischen
Parametern konvergiert sind, kénnen sie als zuverldssig im Rahmen der Di-
polnaherung betrachtet werden. Auswerten der Gleichung (4.6) ergibt dann also
die realistische Wellenfunktion des Systems. Um die Wellenfunktion des angereg-
ten Rydbergwellenpakets zu erhalten, diirfen nur die gebundenen Zusténde ober-
halb des Anfangszustands miteinbezogen werden. Im folgenden wird die Haupt-
quantenzahl des obersten gebundenen Basiszustands mit Drehimpulsquantenzahl
[ als nmax(l) bezeichnet. Damit gilt

lmax Mmax (l)

@/)WP(I',ZL) = cn7l(t);/)n7l(r) . (410)

{=0 n=max(no+1,/+1)

Nun sei tgnde €in Zeitpunkt, bei dem der (letzte) Laserpuls abgeklungen ist. Dann
kénnen aus den ermittelten Amplituden die Verteilung der Population tiber die
Hauptquantenzahlen n

min(n—1,lmax)

Dy = Z ¢ (tEnde)|2 fiir ng < n < max(Nmax(1), s Pmax(lmax))
=0
(4.11)
(d.i. die Summe der Populationen aller Rydbergzustiande mit Hauptquantenzahl

n) sowie die Verteilung der Population iiber die Drehimpulsquantenzahlen [

nmax(l)
= Z |t (LEnae)|” fir 0= 7 < linax (4.12)

n=min(ng+1,/+1)

(d.i. die Summe der Populationen aller Rydbergzustinde mit Drehimpulsquan-
tenzahl ) des angeregten Rydbergwellenpakets gewonnen werden.

Eine sehr angenehme Eigenschaft dieses Formalismus besteht darin, daf} er auf
Wasserstoff und auf alle nicht zu schweren Alkali-Atome gleichermaflen anwend-
bar ist. Mit ihm stellt es also keinerlei Schwierigkeiten dar, nicht nur Wasserstoff
zu behandeln, sondern auch andere Ein-Elektronen-Atome, sofern sie nichtrelati-
vistisch beschrieben werden kénnen.
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4.3 Wellenpaketanregung mit einem Laserpuls

Nun wird der Vorschlag von Corless und Stroud, mit einem einzigen Laserpuls
moderater Intensitat ein angulares Rydbergwellenpaket anzuregen, in einem rea-
listischen Zusammenhang untersucht. Dazu wird der in Abschnitt 4.2 eingefiihrte
Formalismus angewandt. Als konkretes Beispiel wird wieder Wasserstoff mit dem
metastabilen Anfangszustand 2s betrachtet. Fiir ein entsprechendes Experiment
wiirde die Praparation des 2s-Zustands als Anfangszustand zwar eine Kompli-
kation, aber keine grundsétzliche Schwierigkeit darstellen. Der Vorteil des 2s-
Zustands als Anfangszustand gegeniiber dem 1s-Zustand liegt in der Frequenz,
die zur Wellenpaketanregung nétig ist. Im Fall des 2s-Zustands ist sie experi-
mentell besser zugénglich. AuBlerdem entspricht sie einer Wellenldnge, bei der die
Dipolnéherung fiir die gegenseitige Kopplung von Rydbergzustanden mit Haupt-
quantenzahlen n /~ 30 zwar nicht unbedingt giiltig ist, aber dennoch eine weniger
dramatische Naherung darstellt als im Fall des 1s-Zustands als Anfangszustand
(siehe Abschnitt 4.1). Des weiteren dhnelt die Frequenz bei Start im 2s-Zustand
derjenigen bei der Wellenpaketanregung in einem Alkali-Atom, dessen Grund-
zustand als Anfangszustand gewahlt wird. Durch die Wahl des 2s-Zustands als
Anfangszustand bietet die Untersuchung in Wasserstoff also ein relativ allgemei-
nes Bild.

Das betrachtete System ist in Abb. 4.2 dargestellt. Anhand dieser Skizze 148t
sich erkennen und erklaren, warum es durch den Laserpuls zu der Anregung eines
angularen Wellenpakets kommen kénnte. Zunachst koppelt das Laserfeld den An-
fangszustand 2s an die Rydbergzustiande np mit Drehimpulsquantenzahl [ = 1.
Je nach der spektralen Breite des Pulses wird dadurch eine gewisse Anzahl von
verschiedenen Hauptquantenzahlen n besetzt, die um die mittlere Hauptquan-
tenzahl (n) verteilt sind. Falls der Laserpuls stark und lange genug ist, indu-
ziert er auBerdem Raman-artige Uberginge zwischen den Rydbergzustinden mit
ungeraden Drehimpulsquantenzahlen . Diese Uberginge transferieren Populati-
on zu héheren I’s. Dabei haben die Raman-artigen Uberginge keine einzelnen,
speziellen Zwischenzustédnde. Stattdessen erfolgen die Kopplungen der Zustinde
mit Drehimpulsquantenzahlen [ und [ + 2 iiber die gesamte Mannigfaltigkeit von
Zustianden mit Drehimpulsquantenzahl [ + 1. Diese Kopplungen sind in Abb. 4.2
durch nach oben und nach unten zeigende Pfeilepaare angedeutet.

Das konkrete Beispiel bezieht sich auf eine mittlere Hauptquantenzahl von
(n) = 30. Die Frequenz des Laserpulses ist in Resonanz mit dem Ubergang zwi-
schen den Zustdnden 2s und 30p und betrédgt somit w = 0.124a.u. = 3.4eV.
Die Dauer des Laserpulses ist At = 3.4 x 10°a.u. = 0.82ps. Seine maximale
Intensitit betragt "™ = 10" W/em® und ist damit um eine GroBenordnung
starker als die von Corless und Stroud angegebene kritische Intensitat I.. Des-
halb sollte es dem urspriinglichen Modell zufolge in diesem Beispiel zu einem
Mischen der Drehimpulsquantenzahlen [ kommen. Da in diesem Abschnitt Rech-
nungen in Langeneichung mit Rechnungen in Geschwindigkeitseichung verglichen
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Abbildung 4.2: Termschema von Wasserstoff (die grauen Flidchen représentieren die
atomaren Kontinua). Die Pfeile stellen die Wechselwirkung mit dem Laserpuls dar.

werden, wird neben der Amplitude der elektrischen Feldstérke £(¢) auch die des
Vektorpotentials A(t) benétigt. Fiir beide Amplituden werden die cosinusformi-
gen Profile (B.4) und (B.5) aus Anhang B verwendet, und zwar mit den Ma-
ximalwerten €™ = 1.7 x 107 a.u. und A™> = 1.4 x 1072 a.u., die der oben
angegebenen Intensitat I™** entsprechen. Die Parameter der verwendeten Basis
betragen ry.x = 5000a.u. = 265 nm, Npags = H00 und 0 > 5 und wurden auf
Konvergenz beziiglich der Rechnung in Geschwindigkeitseichung tiberpriift.
Abb. 4.3 widmet sich der Konvergenz der Berechnung des durch den Laserpuls
angeregten Wellenpakets beziiglich der Wahl der Eichung und der verwendeten
Parameter. Aufgetragen ist jeweils die Populationsverteilung des Wellenpakets
iiber die Drehimpulsquantenzahl [, d.h. die Summe der Populationen aller Ryd-
bergzustande mit Drehimpulsquantenzahl [, und zwar nach dem Laserpuls (vgl.
Gleichung (4.12)). Die verschiedenen Histogramme beziehen sich auf verschiede-
ne Eichungen und/oder verschiedene Werte von Fi,.y (maximale Energie der in
die Rechnung miteinbezogenen Basiszustande) und [,y (maximale Drehimpuls-
quantenzahl der in die Rechnung miteinbezogenen Basiszustande). Dabei liegt der
Energienullpunkt fiir Fy,.x auf der lTonisationsschwelle, d.h. bei einer maximalen
Energie von F.x = 0a.u. = 0eV werden nur die gebundenen Basiszustande in
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Abbildung 4.3: Summe der Populationen aller Zustinde mit Drehimpulsquanten-
zahl [ am Ende des Laserpulses bei Rechnung in verschiedenen Eichungen und mit
unterschiedlichen Parametern: Geschwindigkeitseichung, Fax = 0a.u. = 0eV bzw.
Fmax = 0.05a.u. = 1.36eV und [y = 5 (durchgezogene Histogramme); Langenei-
chung, Fpax = 0a.u. = 0eV und [y = 5 (gepunktetes Histogramm); Langeneichung,
Fax = 0.02a.u. = 0.54eV und lyax = 5 (gestricheltes Histogramm); Langeneichung,
Fax = 0.02a.u. = 0.54eV und lpax = 9 (gestrichpunktetes Histogramm)

die Rechnung miteinbezogen.

Die beiden durchgezogenen Histogramme in Abb. 4.3 (sie liegen aufeinander)
beziehen sich auf Rechnungen in Geschwindigkeitseichung mit maximalen Ener-
gien von F.x = Oa.u. = 0eV bzw. E.c = 0.05a.u. = 1.36eV und mit einer
maximalen Drehimpulsquantenzahl von [,.x = 5. Die beiden Histogramme sind
praktisch nicht voneinander zu unterscheiden. Da sie sich weiteren Rechnungen
zufolge, die an dieser Stelle der Ubersichtlichkeit halber nicht aufgefiithrt werden,
auch bei einer Variation von [, nicht d&ndern, kénnen sie als das konvergierte
Resultat in Geschwindigkeitseichung betrachtet werden. Dieses Ergebnis weist
keinerlei Mischen der Drehimpulsquantenzahlen [ auf; durch den Laserpuls wird
lediglich ca. 90% der Population in die np-Zustiande gebracht, so daf} ein radiales
Rydbergwellenpaket entsteht.

Das gepunktete Histogramm in Abb. 4.3 bezieht sich auf eine Rechnung in
Léngeneichung mit E.x = O0a.u. = 0eV und [,,x = 5. Das Ergebnis zeigt ein
signifikantes Mischen der Drehimpulsquantenzahlen [ und weicht damit deutlich
von dem konvergierten Resultat in Geschwindigkeitseichung ab. Bei der Rech-
nung in Langeneichung ist nach dem Laserpuls nur ca. 40% der Population in den
Zustanden mit [ = 1, wahrend sich tiber 10% der Population in den Zustanden
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mit [ = 3 und [ = 5 befindet. Dabei handelt es sich jedoch nicht um ein kon-
vergiertes Frgebnis, was die Rechnungen in Langeneichung mit den erweiterten
Parametern Fia.y = 0.02a.u. = 0.54eV und layx = 5 (gestricheltes Histogramm)
und Fpax = 0.02a.u. = 0.54eV und lpay = 9 (gestrichpunktetes Histogramm)
beweisen. Werden ndmlich die maximale Energie F,,,, und die maximale Drehim-
pulsquantenzahl [, erhoht, so wird das Mischen der Drehimpulsquantenzahlen
[ immer geringer, bis letztendlich auch die Rechnung in Léngeneichung zu dem
Ergebnis in Geschwindigkeitseichung konvergiert.

Aus technischer Hinsicht kann aus diesen Resultaten zunachst geschlossen
werden, dafl die Rechnungen in Léngen- und in Geschwindigkeitseichung — sofern
sie konvergiert sind — zum gleichen Resultat fithren. Diese Aquivalenz entspricht
der Erwartung, da die Physik ja eichungsunabhéngig ist (siehe Abschnitt 4.1
und [93]), und untermauert die Korrektheit des angewandten Formalismus. Die
Parameter, die die Konvergenz gewahrleisten, sind jedoch fiir die verschiedenen
Eichungen unterschiedlich. So konvergiert die Rechnung in Geschwindigkeitsei-
chung bereits fiir kleinere maximale Energien F,,,; und kleinere maximale Dreh-
impulsquantenzahlen [,y als die Rechnung in Léngeneichung. Bei der Geschwin-
digkeitseichung muf also ein kleineres Gleichungssystem gelost werden, was eine
erheblich geringere Rechenzeit erfordert. Eine sehr instruktive Gegeniiberstellung
der Berechnung von ATI-Spektren in Léngen- und in Geschwindigkeitseichung
befindet sich in [94]. Auch dort stellt sich die Geschwindigkeitseichung als die
numerisch 6konomischere Fichung heraus.

Aus physikalischer Hinsicht besagen die Ergebnisse in Abb. 4.3, dafl das
angeregte Wellenpaket nur aus Rydbergzustdnden mit Drehimpulsquantenzahl
[ =1 besteht und deshalb lediglich radialen Charakter besitzt. Im Rahmen einer
Untersuchung in Dipolnéherung kann also die Anregung eines angularen Ryd-
bergwellenpakets mit Hilfe eines einzigen Laserpulses moderater Intensitat nicht
bestatigt werden, was den Ergebnissen von Corless und Stroud in Referenz [28]
widerspricht. Erst bei hohen Intensititen von ™ = 10,10 W/cm® erge-
ben provisorische Rechnungen Hinweise auf ein Mischen der Drehimpulsquanten-
zahlen. Diese Rechnungen benétigen jedoch soviel Rechenzeit, daf3 das Erzielen
von Konvergenz fiir so grofle Laserintensitdten mit heutigen computertechnischen
Méglichkeiten unrealistisch ist. Auflerdem sind auch aus physikalischen Griinden
Laserpulse mit so groflen Intensitéten ungilinstig fiir die Wellenpaketanregung,
und zwar nicht nur, weil sie zu starker Photoionisation fithren, sondern auch weil
sie starke, zeitabhéngige Verschiebungen der Rydbergzusténde induzieren. Diese
Verschiebungen machen eine gezielte Anregung weniger, bestimmter Rydberg-
zustdnde nahezu unmoglich.

Wie bereits mehrfach erwdhnt wurde, basieren die Rechnungen dieses Kapitels
auf der Dipolndherung. Deshalb mufl auch die soeben durchgefithrte Schlufifolge-
rung iiber das Mischen der Drehimpulsquantenzahlen [ vor diesem Hintergrund
gesehen werden. Fiir die Kopplung der Rydbergzustiande untereinander mit ei-
nem Laserpuls der betrachteten Frequenz ist die Dipolndherung ndmlich eventuell
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Abbildung 4.4: Termschema von Wasserstoff (die grauen Flidchen représentieren die
atomaren Kontinua). Der gestrichelte Pfeil stellt die Wechselwirkung mit dem anre-
genden Laserpuls dar; die durchgezogenen Pfeile stellen die Wechselwirkung mit dem
mischenden Laserpuls dar.

gar nicht erfiillt (siehe [95] und Abschnitt 4.1). Deshalb ist es durchaus méglich,
dafl die Drehimpulsquantenzahlen doch durch den Laserpuls gemischt werden,
wenn neben der Dipolwechselwirkung auch die Quadrupolwechselwirkung und
eventuell auch Multipolwechselwirkungen noch héherer Ordnung im Formalis-
mus beriicksichtigt werden. Eine Erweiterung des verwendeten Formalismus iiber
die Dipolndherung hinaus ist jedoch extrem aufwendig, da die Multipolwechsel-
wirkungsterme hoherer Ordnung auch Zusténde mit verschiedenen magnetischen
Quantenzahlen m miteinander koppeln. Die Rechnung kénnte in dem Fall al-
so nicht mehr auf Zustande mit einem einzigen Wert fiir m beschréankt werden.
Dadurch wiirden die zu lésenden Gleichungssysteme so grofl werden, dafl ein
konvergiertes Ergebnis unter den heutigen computertechnischen Gegebenheiten
praktisch nicht zu erzielen ist.

4.4 Wellenpaketanregung mit zwei Laserpulsen

Nachdem im vorigen Abschnitt 4.3 die Anregung eines angularen Rydbergwellen-
pakets mit Hilfe eines einzigen Laserpulses mit einer Untersuchung im Rahmen
der Dipolndherung nicht demonstriert werden konnte, wird in diesem Abschnitt
ein erweitertes Anregungsschema prasentiert und untersucht. Dieses neue Sche-
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Abbildung 4.5: Termschema von Wasserstoff (die grauen Flidchen représentieren die
atomaren Kontinua). Die gestrichelten Pfeile stellen die Wechselwirkung mit dem an-
regenden Laserpuls dar; die durchgezogenen Pfeile stellen die Wechselwirkung mit dem
mischenden Laserpuls dar.

ma besteht darin, zuerst mit einem schwachen und kurzen Laserpuls ein radiales
Rydbergwellenpaket anzuregen (vgl. Kapitel 1) und danach einen zweiten La-
serpuls geeigneter Dauer und wesentlich kleinerer Frequenz anzuwenden, der das
Mischen der Drehimpulsquantenzahlen bewirken soll. Der erste Laserpuls wird im
folgenden auch als der anregende Laserpuls und der zweite Laserpuls als der mi-
schende Laserpuls bezeichnet. Das erweiterte System ist in den Abb. 4.4 und 4.5
dargestellt, und zwar wieder am Beispiel von Wasserstoff mit Anfangszustand
2s. Dabei bezieht sich Abb. 4.4 auf die Anregung des radialen Rydbergwellen-
pakets mit einem Einphotoneniibergang, wéhrend in Abb. 4.5 die Anregung des
radialen Rydbergwellenpakets iiber einen Zweiphotoneniibergang erfolgt. Die Be-
griindung fiir den beabsichtigten Transfer von Population zu Rydbergzusténden
mit hoheren Drehimpulsquantenzahlen [ > 2 beruht wieder auf den Raman-
artigen Ubergingen zwischen den Rydbergzustanden, die in diesem Fall durch
den mischenden Laserpuls induziert werden.

Durch das zeitliche Separieren der anfénglichen Anregung der Rydbergzu-
stdnde und des beabsichtigten Mischens der Drehimpulsquantenzahlen beinhaltet
dieses neue System zwei grundséatzliche Vorteile gegeniiber dem vorigen System.
Erstens konnen die Dauer und die Intensitdt des anregenden Laserpulses ohne
Riicksicht auf das Mischen der Drehimpulsquantenzahlen gewé&hlt werden. Da-
durch kann gezielt eine um eine mittlere Hauptquantenzahl (n) zentrierte Vertei-
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lung von Hauptquantenzahlen populiert werden, so dafl das Wellenpaket zunachst
radial lokalisiert ist (vgl. Kapitel 1). Sollte es in diesem System also zum Mischen
von Drehimpulsquantenzahlen kommen, so konnten radial-angulare Wellenpake-
te entstehen, die sowohl in der radialen als auch in den angularen Variablen
Lokalisierung aufweisen. Zweitens kann die Frequenz des mischenden Laserpulses
praktisch frei gewé&hlt werden und mufl nicht dem energetischen Abstand zwi-
schen Anfangszustand und angeregten Rydbergzustanden entsprechen, wie es im
vorigen System in Abschnitt 4.3 der Fall war. Durch die dadurch erméglichte
Variation der Wellenlédnge kann die Starke der in Abb. 4.4 dargestellten Raman-
artigen Uberginge erheblich beeinflut werden, wie es sich im weiteren Verlauf
dieses Kapitels herausstellen wird. Insbesondere kann die Wellenlange so grof3
gewahlt werden, dafl die Dipolndherung erfiillt ist und der in Abschnitt 4.2 ein-
gefithrte Formalismus adaquat und aussagekraftig ist.

4.4.1 Erweiterung des Formalismus

Fiir die Untersuchung des erweiterten Anregungsschemas, das auf zwei Laser-
pulsen beruht, wird der in Abschnitt 4.2 dargestellte Formalismus verwendet.
Allerdings wird nun lediglich die Geschwindigkeitseichung beriicksichtigt, da sich
in Abschnitt 4.3 die Rechnungen in Geschwindigkeitseichung als wesentlich ef-
fizienter als die Rechnungen in Langeneichung herausgestellt haben. Bei den in
Unterabschnitt 4.4.2 dargestellten Beispielen ist aufgrund der verwendeten physi-
kalischen sowie technischen Parameter eine Rechnung in Langeneichung ohnehin
so langwierig, daf} sie als praktisch undurchfithrbar betrachtet werden muf.

Die Effizienz des Formalismus kann bei der Anregung mit zwei Laserpulsen
erh6ht werden, falls der anregende und der mischende Laserpuls zeitlich nicht
iiberlappen und falls die Intensitdt des anregenden Laserpulses so klein ist, daf}
der Anfangszustand nicht nennenswert entleert wird. Unter diesen Bedingungen
kann die durch den ersten Laserpuls induzierte Anregung eines radialen Ryd-
bergwellenpakets wie in Kapitel 1 analytisch berechnet werden, wodurch sich die
numerische Rechenzeit verkiirzt.

Um diese Modifikation des Formalismus konkret auszufithren, wird angenom-
men, daf} die Amplituden der Vektorpotentiale der Laserpulse durch Gleichung
(B.7) aus Anhang B beschrieben werden, also cosinusférmige Profile besitzen.
Der erste, anregende Laserpuls mit Dauer At; startet somit zum Zeitpunkt
et = —1.375A¢;, nimmt sein Maximum zur Zeit #"® = 0 an und endet bei
tlEnde = 1.375At;. Der mischende Laserpuls mit Dauer At, besitzt eine Zeit-
verzogerung von 7 auf den anregenden Laserpuls, d.h. er startet zum Zeitpunkt
tStart = 7 1.375At,, nimmt sein Maximum bei ¢9'®* = 7 an und endet schlieflich
zur Zeit 1579 = 7 4+ 1.375At,. Bei zeitlich nicht iiberlappenden Laserpulsen, d.h.
falls ¢iinde < ¢5tart oilt wirkt im Zeitraum 52t < ¢ < ¢Pnde nur der schwache, an-
regende Laserpuls. In dem Fall kénnen alle Kopplungen, die nicht die Uberginge
zwischen dem Anfangszustand |ng,0) und den Rydbergzustanden |n, 1) betreffen,
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vernachlassigt werden. Auflerdem kann die Drehwellenndherung durchgefiihrt und
die Entleerung des Anfangszustands vernachlassigt werden. Nach diesen Naherun-
gen kann das Gleichungssystem (4.7) fiir 7% < ¢ < 5% unter der Anfangsbe-
dingung c,, o(t7%) = 1 und ¢, (¢7**) = 0 fiir {n,{} # {no, 0} durch analytische
Integration gelost werden.

Im Fall der Wellenpaketanregung mit einem Einphotoneniibergang ergibt sich
konkret

1

cno,O(tgtart) = exp <_%En0,0 <t§tart . t?tart)) (413&)

1 1
Cn,1(t§tart) = —5/,5?;(?'1)(71070) exp (—%Eml (tgtart o t§tart>>
t]{]nde Z

X / Al(t/) exp (-g (En,l — EnO,O — wl) t/> dt/ (413b)
t?tart

cml(tgtart) = 0 sonst (4.13c)

zum Zeitpunkt 5% wobei die Lésung des Integrals in Gleichung (4.13b) durch
(B.8) gegeben ist. Bei der Wellenpaketanregung mit einem Zweiphotonentiber-

gang gilt

cno,O(tgtart) = exp <_%En0,0 <t§tart o t?tart)) (414&)

Z- NBasis ILLVG , ILLV(/} Z
cnp(tgtart) — Z ( (n,0)(n', 1) (n ,1)(710,0)) exp (_%Emo <t§tart . t?tart))

En',1 - Eno,o — w1

n'/=1
Ende
tl

X / A2(t) exp (-% (Eno — Frpo — 2w1) t’) dt"  (4.14b)
t?tart

i (8 iy )P ) (n0.0) i
ar 7172 n/71 n/71 e 70 ar ar
Coa(15™Y) = 1 ( > - ) exp (‘gEn,z (5 — o t))

En',1 - Eno,o — w1

n'=1
t]{]nde Z
X / A%(t') exp <—% (Enz — Fryo — 2w1) t’) dt'  (4.14c)
t?tart
cml(tgtart) = 0 sonst , (4.14d)

wobei die Losung der in den Gleichungen (4.14b) und (4.14¢) auftretenden Inte-
grale in Gleichung (B.9) gefunden werden kann. Die Bezeichnungen in den obigen
Gleichungen sind in Abschnitt 4.2 definiert.

Im Zeitraum tgtart <t < tgnde wirkt der mischende Laserpuls und es sind keine
Vereinfachungen des Differentialgleichungssystems (4.7) moglich. Fiir 3% < ¢ <
tEnde muf das Gleichungssystem also wie in Abschnitt 4.2 numerisch integriert
werden. Als Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢ = ¢5'*" dienen die durch die

Gleichungen (4.13a)—(4.13¢) bzw. (4.14a)—(4.14d) gegebenen Amplituden.
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Zum Zeitpunkt t£"d¢ kann die numerische Integration beendet werden, da
danach keine Laserfelder mehr anwesend sind und sich deshalb die Amplituden
frei bewegen, also der Gleichung

Cua(t) = cm(tgnde) exp (—%Eml (t — tgnde>> fiur t > tgnde (4.15)

gehorchen.
Alle anderen Aspekte des Formalismus, wie z.B. das Erzielen von Konvergenz,
entsprechen den in Abschnitt 4.2 erlauterten Umsténden.

4.4.2 Ergebnisse und Diskussion

Fiir die folgenden Beispiele wird wieder das System Wasserstoff mit dem me-
tastabilen Anfangszustand 2s herangezogen, d.h. ng = 2. Das radiale Rydberg-
wellenpaket, das durch die Wechselwirkung mit dem ersten Laserpuls entsteht,
wird entweder iiber einen Fin- oder {iber einen Zweiphotoneniibergang angeregt
und besitzt eine mittlere Hauptquantenzahl von (n) = 30. Seine Keplerperiode
betrigt somit wegen Gleichung (1.14) Tkepler = 1.70 x 10° a.u. = 4.1 ps.

Der mischende Laserpuls, der in den folgenden Beispielen verwendet wird, be-
sitzt eine Frequenz von wy = 0.0043 a.u. = 0.12eV. Sie liegt im infraroten Bereich
und steht experimentell zur Verfiigung, da sie der Frequenz eines CO,-Lasers
entspricht. Diese Frequenz ist wesentlich kleiner als diejenige im Fall der Wel-
lenpaketanregung mit nur einem einzigen Laserpuls (vgl. Abschnitt 4.3), worin
der Hauptunterschied zwischen dem aktuellen Anregungsschema mit zwei Laser-
pulsen und dem urspriinglichen Anregungsschema mit nur einem Laserpuls be-
steht. Die Dauer des mischenden Laserpulses betragt Aty = 2TKepler/D = 67.9 X
10% a.u. = 1.64 ps und sein maximales Vektorpotential ist A7 = 6.8 x 1072 a.u.,
was einer maximalen Intensitat von I = 3 x 107 W /cm? entspricht. Diese In-
tensitdt ist etwas kleiner als die kritische Intensitat I., die Corless und Stroud in
[28] fiir das urspriingliche Modell vorgeschlagen haben.

Es ist sinnvoll, die Zeitverzégerung 7 zwischen den Laserpulsen sorgféltig
auszuwahlen, da das radiale Rydbergwellenpaket, das durch den ersten Laser-
puls angeregt wird, in dem Augenblick am stérksten an den zweiten Laserpuls
koppelt, wenn es sich an seinem inneren Umkehrpunkt befindet. Fiir ein maxi-
males Mischen der Drehimpulsquantenzahlen erreicht der mischende Laserpuls
sein Maximum also idealerweise in dem Moment, in dem das Wellenpaket sehr
nahe am Atomrumpf ist. Mit 7 = 4.0ps & Tkepler beim Einphotoneniibergang
und 7 = 4.5 ps & Tiepler beim Zweiphotoneniibergang ist diese Bedingung in den
konkreten Beispielen jeweils zufriedenstellend erfiillt.

Die technischen Parameter, fiir welche Konvergenz erzielt wurde, sind ry.x =
7000 a.u. = 370nm, Npasis = 700, Fhax = 0.05a.u. = 1.35eV und [,.c = 9. In-
teressant ist ein Vergleich von dem maximalen Intervallradius ry.x = 370 nm mit
der Wellenlange des mischenden Laserpulses Ay = 10640 nm. Da die Rechnungen
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beziiglich 7.« konvergiert sind, kann davon ausgegangen werden, dafl sich die
gesamte relevante Physik innerhalb des radialen Intervalls [0, ryax] abspielt. Da
nun Ay um einen Faktor von ca. 30 grofler als ryax ist, kann die Dipolnéherung
im vorliegenden Problem als giiltig betrachtet werden, so dafl der angewandte
Formalismus tatsachlich aussagekraftig ist.

Bei der Prasentation der folgenden Ergebnisse werden jeweils die Verteilungen
der Populationen iiber die Hauptquantenzahlen n entsprechend Gleichung (4.11)
und iiber die Drehimpulsquantenzahlen [ entsprechend Gleichung (4.12) sowie die
rdumlichen Verteilungen dargestellt. Dabei wird die raumliche Verteilung eines

Wellenpakets durch die Grofle

p(r,t) = |T¢WP(r7t)|2 (4'16)

reprasentiert, in der die Wellenfunktion des Wellenpakets ¢wp(r,t) (vgl. Glei-
chung (4.10)) mit der radialen Koordinate r multipliziert wird, um eine Singula-
ritdt am Ursprung r = 0 zu vermeiden. Da das Wellenpaket nur aus Zustdnden
mit magnetischer Quantenzahl m = 0 aufgebaut ist, was im wesentlichen in der
linearen Polarisation der Laserpulse und in der Dipolnédherung begriindet liegt,
ist die Wellenfunktion des Wellenpakets rotationssymmetrisch beziiglich der La-
serpolarisationsachse. Fiir ein vollsténdiges Bild der rdumlichen Verteilung des
Wellenpakets muf also p(r,t) lediglich entlang einer Ebene, die die Laserpolari-
sationsachse enthilt, aufgezeichnet werden. In den folgenden Abbildungen ist die
Laserpolarisationsachse mit der z-Achse identisch. Die Wellenpakete werden im
folgenden nicht direkt nach ihrer Anregung aufgezeichnet, sondern erst zu dem
Zeitpunkt, an dem sie zum ersten Mal nach ihrer Anregung den &uferen Umkehr-
punkt erreichen. Am &dufleren Umkehrpunkt werden namlich sowohl die radiale
als auch die angulare Lokalisierung deutlicher sichtbar als zu einem beliebigen
Zeitpunkt der Wellenpaketdynamik.

Zunachst wird nun der Fall der Anregung des radialen Rydbergwellenpakets
iiber einen Finphotoneniibergang mit anschlieBendem Mischen der Drehimpuls-
quantenzahlen diskutiert. Der erste Laserpuls besitzt dabei eine Frequenz von
w; = 0.124a.u. = 3.4eV und eine Dauer von At; = Tkepler/5 = 33.9 X 10% a.u. =
0.82ps. Sein maximales Vektorpotential betriagt AP = 1.4 x 1077 a.u. und ent-
spricht einer Intensitit von I = 10° W /cm®.

Bevor das Wellenpaket, das durch die Anregung mit beiden Laserpulsen ent-
steht, prasentiert und diskutiert wird, ist in Abb. 4.3 zum Vergleich das radiale
Wellenpaket nach dem anregenden aber vor dem mischenden Laserpuls gezeigt.
Die Populationsverteilung p,, iiber die Hauptquantenzahlen n ist um die mittlere
Hauptquantenzahl (n) = 30 zentiert. Die Populationsverteilung p; iber die Dreh-
impulsquantenzahlen [ besitzt nur einen einzigen Beitrag bei [ = 1. Es handelt
sich also um ein radiales Rydbergwellenpaket, was auch an der rdumlichen Ver-
teilung deutlich wird. Diese ist namlich in der radialen Variablen stark lokalisiert,
wahrend sie in den angularen Variablen lediglich eine p-Symmetrie aufweist (wie
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Abbildung 4.6: Radiales Rydbergwellenpaket nach dem anregenden aber vor dem mi-
schenden Laserpuls. Der obere Graph beinhaltet die Populationsverteilung p,, iiber die
Hauptquantenzahl n (siehe Gleichung (4.11)). Im mittleren Graphen befindet sich die
Populationsverteilung p; iiber die Drehimpulsquantenzahlen [ (siehe Gleichung (4.12)).
Die untere Abbildung zeigt die riumliche Verteilung des Wellenpakets (siehe Gleichung
(4.16)). Die z-Achse ist die Laserpolarisationsachse.
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Abbildung 4.7: Radial-angulares Rydbergwellenpaket nach dem mischenden Laserpuls.
Der obere Graph beinhaltet die Populationsverteilung p,, iiber die Hauptquantenzahl n
(siehe Gleichung (4.11)). Im mittleren Graphen befindet sich die Populationsverteilung
p; iber die Drehimpulsquantenzahlen [ (siehe Gleichung (4.12)). Die untere Abbildung
zeigt die rdumliche Verteilung des Wellenpakets (siehe Gleichung (4.16)). Die z-Achse
ist die Laserpolarisationsachse.
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Abbildung 4.8: Dynamik des radial-angularen Rydbergwellenpakets wiihrend der er-
sten Kepler-Periode nach dem mischenden Laserpuls.
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oben erwihnt, ist das Wellenpaket rotationssymmetrisch beziiglich der z-Achse).
Dieses Wellenpaket ist identisch mit dem, dessen Anregung bereits in Abschnitt
1.1 beschrieben wurde.

Das interessantere Ergebnis ist in Abb. 4.7 dargestellt, in der das Wellenpa-
ket nach beiden Laserpulsen gezeigt wird. Die Populationsverteilung p,, iiber die
Hauptquantenzahlen n ist dhnlich wie beim radialen Wellenpaket in Abb. 4.6.
Die Verteilung ist lediglich geringfiigig breiter aufgrund der spektralen Breite des
zweiten Laserpulses. Allerdings ist die Population in den Zustdnden um (n) = 30
nach dem zweiten Puls geringer als nach dem ersten Puls, da Teile der Populati-
on dieser Zustdnde durch den mischenden Laserpuls photoionisiert bzw. zu tiefer
liegenden, nahe resonanten Zustdnden gebracht werden. So erhalten Zustédnde
mit der Hauptquantenzahl n = 10 etwas Population, da sie mit den zunéchst
angeregten Rydbergzustanden z.T. beinahe resonant sind. Zusténde mit n = 6
werden populiert, da sie um ca. zwei Photonenenergien von den Zustdnden mit
n = 10 entfernt sind und deshalb iiber einen Zweiphotoneniibergang erreicht
werden konnen. Quantitativ betrédgt die Population des Wellenpakets nach dem
ersten Laserpuls 2.3 x 1079, wihrend sie nach dem zweiten Laserpuls zu 5.0 x 10~7
zerfallen ist. Die Populationsverteilung p; iiber die Drehimpulsquantenzahlen [ de-
monstriert klar die Umverteilung von Population hin zu Zustdnden mit hoheren,
iiberwiegend ungeraden Drehimpulsquantenzahlen [. Wéhrend nach dem ersten
Laserpuls die gesamte Population des Wellenpakets in Zustdnden mit [ = 1 ist,
befindet sich nach dem zweiten Laserpuls ca. 64% der Wellenpaketpopulation in
Zusténden mit [ > 1. Daf} sich die Population {iberwiegend in den Zustanden
mit ungeraden I’s befindet, liegt an den Raman-artigen Ubergingen, die fiir das
Mischen der Drehimpulsquantenzahlen verantwortlich sind. Die geringe Popu-
lation in Zustdnden mit [ = 0,2,4 ist identisch mit der kleinen Population in
den Zusténden mit n = 6 und n = 10. Die Auswirkung der gemischten Dreh-
impulsquantenzahlen auf die rdumliche Verteilung ist im unteren Teil von Abb.
4.7 dargestellt. Das Wellenpaket weicht nach dem mischenden Laserpuls deutlich
von dem radialen Wellenpaket in Abb. 4.6 ab. Es ist viel starker entlang der
z-Achse, der Laserpolarisationsachse, lokalisiert. Da es neben dieser angularen
Lokalisierung zusatzlich noch radial lokalisiert ist, stellt es ein radial-angulares
Rydbergwellenpaket dar.

In Abb. 4.8 ist die Dynamik des radial-angularen Rydbergwellenpakets wah-
rend seines ersten Umlaufs (ausgehend vom &duferen Umkehrpunkt) nach der
Anregung dargestellt. Die radiale Dynamik des Wellenpakets ist vergleichbar zu
der eines radialen Rydbergwellenpakets (vgl. Abschnitt 1.2). Die angulare Lo-
kalisierung entlang der Polarisationsachse wird wéahrend des gesamten Umlaufs
beibehalten. In dem Moment, in dem das Wellenpaket zum zweiten Mal den
aueren Umkehrpunkt erreicht, ist es &hnlich wie zu dem Zeitpunkt, bei dem es
zum ersten Mal dort war, aber nicht vollig gleich. Auch das radial-angulare Wel-

lenpaket dispergiert, und zwar sowohl in der radialen als auch in den angularen
Variablen.
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Im soeben diskutierten Beispiel befindet sich nach den Laserpulsen signifikan-
te Population nur in Zustidnden mit ungeraden Drehimpulsquantenzahlen [. Der
Grund hierfiir liegt offensichtlich in der Anregung des radialen Rydbergwellenpa-
kets tiber einen Einphotoneniibergang, so dafl zundchst nur Zustidnde mit [ = 1
besetzt werden, und im Mischen mit Hilfe von Raman-artigen Ubergéngen, die
die Drehimpulsquantenzahlen [ jeweils um den Wert 2 verdndern. Bei einem Zwei-
photoneniibergang fiir die Anregung des radialen Wellenpakets hingegen werden
zunachst die Rydbergzustinde mit [ = 0 und [ = 2 besetzt, so dafl nach dem
Mischen der Drehimpulsquantenzahlen hauptsachlich Zusténde mit geraden {’s
Population besitzen (vgl. Abb. 4.5) sollten.

Dies wird im folgenden Beispiel untersucht. Dazu wird ein anregender La-
serpuls mit einer Frequenz von w; = 0.062a.u. = 1.7eV und einer Dauer von
Aty = 2TKepler/D = 67.9 x 10% a.u. = 1.64 ps betrachtet. At; wurde doppelt so
grofl wie beim Einphotoneniibergang gewahlt, um eine zur Einphotonenanregung
vergleichbare Breite der Populationsverteilung p, iiber die Hauptquantenzahl n
zu erreichen. Das maximale Vektorpotential des anregenden Laserpulses betrigt
Amax — 8.6 % 10~*a.u., was einer Intensitit von 1™ = 10*W /cm® entspricht.
Der mischende Puls und die technischen Parameter sind identisch zum Fall des
Einphotoneniibergangs.

Das Wellenpaket, das iiber den Zweiphotoneniibergang mit anschlieBendem
mischendem Laserpuls angeregt wird, ist in Abb. 4.9 dargestellt. Dabei ist die
Populationsverteilung p, iiber die Hauptquantenzahl n wieder um die mittlere
Hauptquantenzahl (n) = 30 lokalisiert. Die Populationsverteilung p; tiber die
Drehimpulsquantenzahl [ besitzt im wesentlichen nur Beitréage fiir gerade [’s und
entspricht somit dem vorhergesehenen Mischen der geraden Drehimpulsquan-
tenzahlen. Die rdaumliche Verteilung des Wellenpakets ist in seinen wesentlichen
Ziigen sehr ahnlich zu derjenigen im Fall der Einphotonenanregung. Wieder ist
das Wellenpaket entlang der Laserpolarisationachse und zudem auch in radialer
Richtung lokalisiert und kann also als ein radial-angulares Rydbergwellenpaket
bezeichnet werden.

Die Rechenzeit, die fiir die numerische Integration der soeben présentierten
Wellenpakete bei einem konvergierten Satz von Parametern benétigt wird, ist
betrachtlich. Bei den Maschinen, die bei der Anfertigung der vorliegenden Arbeit
zur Verfiigung standen, liegt die Rechenzeit im Bereich von mehreren Wochen. Da
die numerische Integration viele Male mit unterschiedlichen Parametern durch-
gefithrt werden muf}, um Konvergenz zu erreichen, vervielfacht sich die Rechenzeit
entsprechend.

4.5 Ausblick

Das in diesem Kapitel diskutierte Projekt beinhaltet eine Reihe von interessanten
Erweiterungsmoglichkeiten, die allerdings in dem in diesem Kapitel verwendeten
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Abbildung 4.9: Radial-angulares Rydbergwellenpaket fiir den Fall, daf§ der erste Puls
einen Zweiphotoneniibergang anregt. Der obere Graph beinhaltet die Populationsver-
teilung p,, iiber die Hauptquantenzahl n (siehe Gleichung (4.11)). Im mittleren Graphen
befindet sich die Populationsverteilung p; iiber die Drehimpulsquantenzahlen [ (siehe
Gleichung (4.12)). Die untere Abbildung zeigt die rdumliche Verteilung des Wellenpa-
kets (siehe Gleichung (4.16)). Die z-Achse ist die Laserpolarisationsachse.
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Formalismus aufgrund der langen Rechenzeiten sehr zeitaufwendig oder unter den
heutigen computertechnischen Gegebenheiten iiberhaupt noch nicht zu behandeln
sind.

In den Beispielen des Abschnitts 4.4 wurden Form und Dauer des mischenden
Laserpulses nahezu beliebig gewahlt. Die Absicht bestand dabei lediglich darin,
die prinzipielle Moglichkeit der Anregung von radial-angularen Rydbergwellenpa-
keten zu demonstrieren. Es ist zu erwarten, dafl mehr Drehimpulsquantenzahlen
gemischt werden, wenn die Intensitdt und/oder die Dauer des mischenden La-
serpulses erh6ht werden. In dem Fall ist die Rechenzeit bei einer theoretischen
Untersuchung jedoch noch lédnger als bei den im vorigen Abschnitt gezeigten
Beispielen. Deshalb ist ein Experiment unter Umstdanden besser geeignet, um
Frequenz, Intensitdt und Dauer fiir ein maximales Mischen der Drehimpulsquan-
tenzahlen zu ermitteln. Z.B. bei der Photodissoziation von Molekiilen wurde die
experimentelle Optimierung von Laserpulsen bereits mit Erfolg durchgefiihrt [96].
Eine Optimierung des mischenden Laserpulses ist auch dann angebracht, wenn
spezielle Forderungen an die Verteilung der Drehimpulsquantenzahlen des Wel-
lenpakets gestellt werden.

Im Rahmen der Dipolnédherung kénnen nur rotationssymmetrische Wellenpa-
kete angeregt werden, da die magnetischen Quantenzahlen m nicht gemischt wer-
den. Wiirde jedoch die Wellenlange verkleinert bzw. die Ausdehnung des Wellen-
pakets vergréfiert werden, so kamen auch die Quadrupolwechselwirkung und even-
tuell sogar Multipolwechselwirkungen noch héherer Ordnung ins Spiel. Bereits
die Quadrupolwechselwirkung koppelt Zustidnde mit unterschiedlichen m’s an-
einander und ist damit in der Lage, die magnetischen Quantenzahlen zu mischen.
Dadurch kénnte die Rotationssymmetrie des angeregten Wellenpakets beziiglich
der Laserpolarisationsachse aufgehoben werden. Durch Variation des Verhéltnis-
ses von Wellenldnge des mischenden Laserpulses zu rdumlicher Ausdehnung des
Wellenpakets sollte also die Symmetrie des Wellenpakets gezielt beeinflulbar sein.

Letztendlich steht die theoretische Untersuchung der Laseranregung radial-
angularer Rydbergwellenpakete in Alkali-Atomen noch aus. Grundsétzliche Un-
terschiede im Vergleich zu Wasserstoff sind zwar nicht zu erwarten, aber manche
Alkali-Atome, wie z.B. Natrium oder Rubidium stellen ein experimentell leichter
zu untersuchendes System als Wasserstoff dar.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden unterschiedliche Aspekte atomarer Rydberg-
wellenpakete untersucht. Die Hauptthemen bildeten dabei zum einen die Un-
terdriickung der Dispersion radialer Rydbergwellenpakete in Zwei-Elektronen-
Atomen und zum anderen die Laseranregung angularer Rydbergwellenpakete in
Ein-Elektronen-Atomen.

Bei dem zuerst untersuchten System handelte es sich um ein Zwei-Elektronen-
Atom, in dem zuerst ein radiales Rydbergwellenpaket angeregt wird und anschlie-
Bend der Atomrumpf mit Hilfe eines Laserpulses zu Rabi-Oszillationen getrieben
wird. In fritheren Arbeiten konnte gezeigt werden, dafl in diesem System bei einer
geeigneten Synchronisation von Wellenpaket- und Atomrumpfdynamik nichtzer-
flieende radiale Rydbergwellenpakete existieren. Dieser Effekt beruht auf der
Autoionisation der sich verbreiternden raumlichen Seitenbereiche des Wellenpa-
kets, wiahrend dessen raumliches Zentrum praktisch nicht von der Autoionisation
betroffen ist. In der vorliegenden Arbeit wurde dieser Stabilisierungseffekt am
Beispiel von Calcium quantitativ untersucht, wobei zunéchst die spontane Emis-
sion vernachlassigt wurde. Fiir die quantitativen Untersuchungen wurden Atom-
strukturberechnungen an Calcium durchgefithrt. Die Stabilisierung des radialen
Rydbergwellenpakets gegen Dispersion konnte iiber viele Kepler-Perioden hinweg
beobachtet werden.

Im néchsten Schritt wurde der spontane Zerfall des Atomrumpfs berticksich-
tigt. Der spontane Zerfall beeinflufit die Dynamik des Atomrumpfs und beein-
trachtigt dadurch dessen Synchronisation mit der Wellenpaketdynamik. Die Un-
tersuchungen ergaben deshalb, dafl die Stabilisierung des Wellenpakets gegen
Zerfliefen aufgrund der spontanen Emission unter Umstdnden nicht in vollem
Ausmaf} realisierbar ist. Zusatzlich stellte sich heraus, dafl es von der mittleren
Hauptquantenzahl des Wellenpakets abhéangt, wie stark der Stabilisierungseffekt
von dem spontanen Zerfall beeintrachtigt wird. Je héher namlich die mittlere
Hauptquantenzahl ist, desto grofler ist die Kepler-Periode des Wellenpakets und
damit die Zeitskala, auf der die Stabilisierung des Wellenpakets gegen Dispersion
stattfindet. Die Zeitskala, auf welcher die spontane Emission stattfindet, ist hin-
gegen unabhangig von der mittleren Hauptquantenzahl des Wellenpakets. Ist nun
die Zeitskala der Wellenpaketdynamik vergleichbar mit der Zeitskala der sponta-
nen Emission, so ist der Einflufl des spontanen Zerfalls signifikant. Je héher also
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das Wellenpaket angeregt wird, desto weniger kann es gegen Dispersion stabili-
siert werden. Im Fall von Calcium konnte als grobe Richtlinie ermittelt werden,
dafl die spontane Emission bei Wellenpaketen mit einer mittleren Hauptquan-
tenzahl von (n) < 100 keinen bedeutenden Einflufl besitzt, wahrend sie sich fiir
(n) > 100 deutlich negativ auf den Stabilisierungseffekt auswirkt. Fiir (n) = 200
konnte die Stabilisierung praktisch nicht mehr beobachtet werden.

Allerdings konnte eine Moglichkeit gefunden werden, das System so zu er-
weitern, dafl in ihm nach wie vor nichtzerflieBende radiale Rydbergwellenpakete
existieren, jedoch ohne spontaner Emission unterworfen zu sein. Dazu wurde die
Lambda-Anordnung der drei niedrigsten Zustiande des Atomrumpfs von Calci-
um ausgenutzt. Das erweiterte System besteht darin, mit Hilfe eines zusétzlichen
Laserpulses eine Rabi-artige Oszillation zwischen den beiden unteren Zustanden
der Lambda-Anordnung zu induzieren und damit das Wellenpaket wie zuvor ge-
gen Autoionisation und Dispersion zu stabilisieren. Da nun die beiden unteren
Zustdande des Atomrumpfs stabil oder zumindest metastabil sind, tritt in diesem
System kein signifikanter spontaner Zerfall auf. Deshalb konnten im erweiter-
ten System nichtzerflieende radiale Rydbergwellenpakete mit praktisch beliebig
hohen mittleren Hauptquantenzahlen nachgewiesen werden.

Das zweite grofle Thema dieser Arbeit stellte die Laseranregung angularer
Rydbergwellenpakete dar. Dabei wurde zunachst der Vorschlag einer anderen For-
schungsgruppe, mit Hilfe eines einzigen Laserpulses moderater Intensitat das Mi-
schen der Drehimpulsquantenzahlen zu erzielen, unter die Lupe genommen. Diese
Idee beruhte auf den groflen Dipolmatrixelementen in Langeneichung zwischen
Rydbergzustanden mit nahe beeinander liegenden Hauptquantenzahlen und ver-
schiedenen Drehimpulsquantenzahlen und wurde zunachst nur anhand verein-
fachter Modelle untersucht. In der vorliegenden Arbeit wurde der Vorschlag in
einem realistischen Kontext am Beispiel von Wasserstoff mit Anfangszustand 2s
studiert. Im Rahmen der Dipolnédherung stellte sich heraus, dafi die Anregung
eines angularen Rydbergwellenpakets mit nur einem einzigen Laserpuls nicht bei
moderaten Laserintensitdten sondern allenfalls bei sehr hohen Laserintensitidten
erreicht werden kann. Da es allerdings nicht garantiert ist, dafl bei dieser Anord-
nung die Dipolndherung iiberhaupt giiltig ist, war eine endgiiltige Aussage {iber
das Mischen der Drehimpulsquantenzahlen bei der Wellenpaketanregung mit ei-
nem einzigen Laserpuls moderater Intensitét nicht moglich. Eine aussagekriftige
Rechnung, die tiber die Dipolndherung hinausgeht, konnte namlich aufgrund der
heutigen computertechnischen Gegebenheiten nicht durchgefithrt werden.

Im Anschlufl an die Untersuchung des urspriinglichen Vorschlags zur Laseran-
regung angularer Rydbergwellenpakete wurde eine Variation des urspriinglichen
Systems in Betracht gezogen. Die Erweiterung des Systems bestand darin, zuerst
mit einem schwachen Laserpuls ein radiales Rydbergwellenpaket anzuregen und
danach mit einem weiteren, separaten Laserpuls das Mischen der Drehimpuls-
quantenzahlen zu bewerkstelligen. Die Wellenlédnge des mischenden Laserpulses
konnte nun wesentlich grofler gewéhlt werden als im Fall eines einzigen Laser-
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pulses, so daf} sich die Dipolndherung in dem Fall als giiltig erwies. Aufgrund
der kleineren Frequenz des mischenden Laserpulses konnte schon bei modera-
ten Intensitaten ein Mischen der Drehimpulsquantenzahlen demonstriert werden.
Aus diesem Mischen der Drehimpulsquantenzahlen resultierte eine Lokalisierung
des Wellenpakets in den angularen Variablen entlang der Laserpolarisationsachse.
Zusétzlich trat radiale Lokalisierung auf, da von dem zunéchst angeregten, radia-
len Rydbergwellenpaket ausgegangen wurde. In dieser Arbeit konnte also gezeigt
werden, daf die Laseranregung radial-angularer Rydbergwellenpakete méoglich ist.
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Anhang A

Berechnung einiger Parameter in
Calcium

Dieser Anhang dient zweierlei Zwecken. Zum einen beinhaltet er ein konkretes
Beispiel fiir die Anwendung der Methoden zur Atomstrukturberechnung, die in
Kapitel 2 beschrieben wurden. Zum anderen werden in diesem Anhang genau
diejenigen Parameter ermittelt, die fiir die Untersuchung der nichtzerflieBenden
Rydbergwellenpakete in Kapitel 3 verwendet werden. Bei der Diskussion der be-
rechneten Atomstrukturparameter wird oft auf die Wellenpakete Bezug genom-
men. Deshalb setzt ein eingehendes Verstdandnis des vorliegenden Anhangs neben
der Kenntnis des Kapitels 2 auch die des Kapitels 3 voraus. Wenn im folgenden
von der ,Methode mit fester Randbedingung® die Rede ist, so wird damit auf
dasjenige Verfahren Bezug genommen, das in Unterabschnitt 2.4.1 beschrieben
ist. Fir die ;Methode mit freier Randbedingung® sei auf Unterabschnitt 2.4.2
verwiesen.

Wo immer es moglich ist, werden in diesem Anhang berechnete Werte mit
experimentellen Daten verglichen. Dabei liegt die Intention aber nicht darin, sehr
hohe Prazision einzelner Werte zu erreichen. Vielmehr wird angestrebt, auf éko-
nomische Weise die benétigten Parameter mit einer Genauigkeit zu berechnen,
die fiir das eigentliche Problem der nichtzerflieBenden Rydbergwellenpakete in
Kapitel 3 sinnvoll ist. Mit einem erheblichen rechentechnischen Aufwand kénnte
die Genauigkeit der ermittelten Parameter weiter erhoht werden. Dies liegt je-
doch nicht im Interesse des eigentlich behandelten Projekts der nichtzerflieBenden
Wellenpakete.

Neben dem Vergleich der Ergebnisse mit experimentellen Daten kénnen die
verwendeten Programme noch anderweitig getestet werden. Und zwar kénnen die
Spektren fiir Uberginge zwischen einem gebundenen Zustand und einem nichtent-
arteten Kontinuum sowohl mit der Methode mit fester Randbedingung als auch
mit der Methode mit freier Randbedingung berechnet und miteinander vergli-
chen werden. Solche Vergleiche wurden wéhrend der Anfertigung dieser Arbeit
fiir einige Uberginge in Magnesium und Calcium durchgefithrt, und es konnte
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eine zufriedenstellende Ubereinstimmung der Spektren erzielt werden. Allerdings
wiirde es den Rahmen dieser Arbeit sprengen, die verglichenen Spektren detail-
liert aufzuzeigen.

Der Anhang gliedert sich folgendermafien. Abschnitt A.1 bezieht sich auf ein-
fach ionisiertes Calcium (Ca®) und Abschnitt A.2 auf neutrales Calcium (Ca).
Abschnitt A.3 fafit die ermittelten Daten zusammen.

A.1 Einfach ionisiertes Calcium

Im Zusammenhang mit den nichtzerflieBenden Wellenpaketen in Kapitel 3 werden
nur Parameter fiir atomares Ca, aber keine direkten Daten iiber einfach positiv
geladenes Ca™ benétigt. Trotzdem sind sowohl die Energien £, EIp und £, der
drei niedrigsten Zusténde 4s, 4p und 3d von Ca™ als auch die Dipolmatrixelemen-
te /,L1'5H4p und /,LEI))_dH4p zwischen diesen Zustdnden im folgenden von Bedeutung.
Und zwar werden diese Werte fiir die Extrapolation von Parametern fiir hohe
Rydbergzustinde in Ca benéotigt (siehe Abschnitt A.2). Alle berechneten Cat-
Daten in diesem Anhang wurden mit Hilfe des in Abschnitt 2.3 beschriebenen
Verfahrens fiir Ein-Elektronen-Atome gewonnen.

In Tabelle A.1 werden die berechneten Energien der betrachteten Zustédnde
dargestellt und mit experimentellen Werten [97] verglichen. Der Energienullpunkt
liegt dabei stets auf der Doppelionisationsgrenze, d.h. er entspricht der Energie
des zweifach positiv geladenen Ca®™t-Tons im Grundzustand. Beim Vergleich der

berechnete berechnete experimentelle
Zustand Energie Energie Energie
in a.u. in cm™! in em™!
4s —0.436 279 —95 752.1 —95 748.0
4p —0.320 820 —70411.9 —70 407.9
3d —0.373 878 —82 056.7 —82061.4

Tabelle A.1: Energien der Cat-Zustinde

berechneten mit den experimentellen Daten fallt auf, dafl die berechneten um
ca. 4cm™! ober- bzw. unterhalb der experimentellen liegen. Diese Diskrepanz
kénnte durch eine noch sorgfaltigere Wahl der Parameter in den von der Dreh-
impulsquantenzahl [ abhéngigen Modellpotentialen (2.25) bereinigt werden. Eine
entsprechende Optimierung der Modellpotentialparameter wiirde jedoch einen
groflen rechnerischen Aufwand erfordern. Diese Bemiihungen sind in Hinblick
auf die Wellenpakete in Kapitel 3 nicht erforderlich, da die berechneten Ener-
gieabstinde mit relativen Abweichungen von nur 3.9 x 107*% (4s < 4p) bzw.
7.5 x 1072% (3d ¢ 4p) ausgezeichnet mit den experimentellen Werten iiberein-
stimmen.
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Tabelle A.2 widmet sich den totalen Dipolmatrixelementen in Langeneichung
zwischen den Zusténden. Zum Vergleich werden die berechneten Dipolmatrixele-
mente in die dimensionslosen Absorptionsoszillatorenstarken umgerechnet [98],
fiir welche experimentelle Werte vorliegen [97]. Die Ubereinstimmung der berech-

berechnetes berechnete experimentelle
Ubergang totales Dipol- Absorptions- Absorptions-
matrixelement oszillatoren- oszillatoren-
in a.u. starke starke
4ds « 4p 2.18 1.100 1.040
3d < 4p 1.18 0.075 0.072

Tabelle A.2: Dipolmatrixelemente zwischen den Cat-Zustinden

neten und experimentellen Oszillatorenstarken ist mit relativen Abweichungen
von 5.8% (4s <> 4p) bzw. 4.2% (3d « 4p) zufriedenstellend. Fiir die Quadratwur-
zeln aus den Oszillatorenstiarken, die proportional zu den eigentlich bené&tigten
Dipolmatrixelementen sind, ist die Ubereinstimmung mit 2.8% bzw. 2.1% sogar
noch etwas besser.

A.2 Neutrales Calcium

In diesem Abschnitt wird nun die Berechnung derjenigen Parameter fiir neutra-
les Ca aufgezeigt, die in Kapitel 3 fiir die nichtzerflieBenden Rydbergwellenpakete
benétigt werden. Dabei beziehen sich wieder alle Energien auf die Doppelionisa-
tionsgrenze, sofern nicht explizit eine andere Nullpunktsenergie angegeben wird.

Die Wellenpakete in Kapitel 3 besitzen mittlere Hauptquantenzahlen von
(n) = 50, 100 oder sogar 200. Mit den in Kapitel 2 beschriebenen Verfahren zur
Atomstrukturberechnung kénnen jedoch mit vertretbarem computertechnischem
Aufwand (beziiglich Rechenzeit und Speicherplatz) nur Rydbergzustinde mit
Hauptquantenzahlen von kaum mehr als 20 ermittelt werden. Um dennoch auch
fiir die hoher liegenden Rydbergzustande die bendtigten Parameter zu erhalten,
werden die Parameter der tiefer liegenden Rydbergzusténde extrapoliert. Dazu
werden Formeln aus der Quantendefekttheorie (QDT, siehe z.B. [42, 43, 44, 40])
angewandt.

Energie des Grundzustands:

Mit Hilfe der Methode mit fester Randbedingung bestimmt sich die Energie des
Grundzustands (4s)? zu

E, = —0.655 063 a.u. = —143 769.7cm ™" . (A1)
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Sie stimmt zu 0.9% mit dem experimentellen Wert —145 053.95cm™" [97, 99]
iiberein. In Hinblick auf die Wellenpakete ist es jedoch sinnvoller, den Energieab-
stand zwischen Grundzustand und erster lonisationsschwelle zu betrachten. Dabei
ist die Energie der Ionisationsschwelle durch die Grundzustandsenergie EJ von
Ca™ gegeben (siche Abschnitt A.1 sowohl fiir den berechneten als auch fiir den
experimentellen Wert von E}). Fiir den Energieabstand zwischen Grundzustand
und erster lonisationsschwelle besteht eine relative Abweichung von immerhin
2.6% zwischen Experiment und theoretischer Berechnung. Es ist bekannt [55], daf
es mit der verwendeten Methode ausgesprochen aufwendig ist, eine sehr genaue
Grundzustandsenergie zu ermitteln. Ein exakterer Wert konnte ndmlich nur durch
die Miteinbeziehung von wesentlich mehr Zwei-Elektronen-Konfigurationen in die
Produktwellenfunktionen (siehe Abschnitt 2.4.1) erzielt werden. Dann miifite aber
—um das Problem in Hinblick auf Rechenzeit und Speicherplatz tiberhaupt sinn-
voll 16sen zu kénnen — insgesamt die Basis verkleinert werden. D.h. die Grofle
des Intervalls [0, rmax], aul dem die radialen Wellenfunktionen berechnet wer-
den, und die Anzahl von B-Splines miifiten reduziert werden. In dem Fall kénn-
ten aber nicht mehr geniigend Rydbergzusténde aufgelost werden. Deshalb wird
auf weitere Anstrengungen, die Grundzustandsenergie zu verbessern, verzichtet.
Im Formalismus fiir die Wellenpakete in Kapitel 3 treten ohnehin nur die Ver-
stimmungen zwischen Grundzustand und den Rydbergzustanden auf, so daf} die
Grundzustandsenergie gar nicht explizit, sondern nur in Kombination mit der
Laserfrequenz in den Formalismus eingeht.

Energien der 4snp-Rydbergserie:

Die Energiewerte fiir die Serie der gebundenen Zustdnde mit Gesamtdrehimpuls
L =1 koénnen ebenfalls mit der Methode der festen Randbedingung gewonnen
werden. Sie sind in Tabelle A.3 aufgefiihrt. Obwohl das Intervall [0, .| mit
max = 1000a.u. ~ 53nm bei der konkreten Rechnung sehr grof} ist, kénnen
nur 4snp-Rydbergzustinde mit Hauptquantenzahlen bis zu ca. n = 20 ermittelt
werden. Zur FErlauterung der Tabelle sei folgendes erwahnt. Die Fnergien F,, des
4dsnp-Rydbergzustdnde beziehen sich wieder auf die Doppelionisationsschwelle.
Die ,,Relativenergie® steht hingegen fiir den Energieabstand zur ersten lonisati-
onsschwelle, deren Energie wieder durch die Grundzustandsenergie £} von Cat
gegeben ist (siehe Abschnitt A.1). 6, bezeichnet den Quantendefekt des 4snp-
Zustands entsprechend der Formel

1
E,=FEf - ———— A2
4s 2 (n _ (Sn)Q ( )
(in atomaren Einheiten) mit Ef = —0.436 279a.u. (siche Abschnitt A.1). Fiir
die Berechnung von é,, werden die berechneten Werte fiir £, herangezogen.
Die Serie der gebundenen Zustande mit Gesamtdrehimpuls L = 1 besteht
nicht nur aus 4snp-Zustanden, sondern enthélt fiir niedrige Energien einen Stérer
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berechnete berechnete berechnete experimentelle
Konfi- n Energie Relativ- Relativ- Relativ- On
guration energie energie energie
in a.u. in a.u. in em™! in cm™!

4sdp 4 —0.552 224 —0.115945 —25447.0 —25 652.6 1.92
4shp 5 —0.493 014 —0.056 735 —12451.9 —12 574.3 2.03
4s6p 6 —0.470 203 —0.033 924 =7 445.5 —7626.9 2.16
3d4p - —0.459 713 —0.023 434 —5143.2 —5372.5 -

4sTp 7 —0.453 351 —0.017072 —3746.9 —3 880.6 1.59
4s8p 8 —0.448 873 —0.012594 —2764.1 —23826.1 1.70
4s9p 9 —0.445799 —0.009 520 —2089.4 —2121.6 1.75
4s10p 10 —0.443 682 —0.007 403 —1624.8 —1643.9 1.78
4s11lp 11 —0.442 186 —0.005907 —1 296.4 —1 308.5 1.80
4s12p 12 —0.441 095 —0.004 816  —1 057.0 —1065.4 1.81
4s13p 13 —0.440 279  —0.004 000 —877.9 —883.9 1.82
4s14p 14 —0.439 652 —0.003 373 —740.3 —744.9 1.82
4s1hp 15 —0.439 161 —0.002 882 —632.5 —636.1 1.83
4s16p 16 —0.438 770 —0.002 491 —546.7 —549.5 1.83
4s17p 17 —0.438 453 —0.002 174 —477.1 —479.4 1.83
4s18p 18 —0.438 193 —0.001 914 —420.1 —421.9 1.84
4519p 19 —0.437 977 —0.001 698 —372.7 —374.1 1.84
4s20p 20 —0.437 780 —0.001 516 —332.8 —334.0 1.84

Tabelle A.3: Energien der 4snp-Rydbergserie in Ca

(,Perturber”) mit anderer Symmetrie. Ublicherweise wird der vierte Zustand der
Serie mit diesem Storer identifiziert und mit 3d4p bezeichnet. Fiir den Storer
ist die relative Abweichung der berechneten von der experimentellen Relativ-
energie [99] mit 4.3% relativ groB, wihrend jedoch fiir die hoheren Rydberg-
zustande die Abweichung deutlich unter 1.0% liegt. Die Energiewerte fiir den
Storer und seine benachbarten Zustiande kénnten wieder — wie die Grundzu-
standsenergie — durch eine erhebliche Erweiterung der miteinbezogenen Zwei-
Elektronen-Konfigurationen verbessert werden. In der Tat wurden wéhrend der
Anfertigung dieser Arbeit separate Rechnungen mit kleinen IntervallgréBen riax
und unter Erweiterung der Zwei-Elektronen-Konfigurationen und Variation der
iibrigen Parameter des verwendeten Verfahrens durchgefiihrt. Tatsachlich konnte
eine bessere Ubereinstimmung der berechneten mit den experimentellen Ener-
giewerten fiir niedrige Zustédnde erzielt werden. Jedoch konnten in dem Fall we-
gen der geringen Intervallgrofe rp,. nur sehr wenige Rydbergzusténde aufgelost
werden. Fiir groflere Intervallgréfien r,., hingegen erfordert eine entsprechend
genaue Rechnung zu viel Speicherplatz und zu lange Rechenzeiten. Aus prak-
tischen Griinden ist also ein Kompromifl zwischen Genauigkeit und Anzahl der
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gewonnenen Rydbergzustiande notig. Was die Genauigkeit der Energien der Ryd-
bergzustédnde in Tabelle A.3 angeht, so kann sie durchaus als ausreichend fiir die
Wellenpakete in Kapitel 3 betrachtet werden. Dort ist die Population namlich
iiber einige Rydbergzustiande hinweg verteilt, so dafl es nicht kritischerweise auf
die exakte Position einzelner Zustinde ankommt.

Da sich unter den héher liegenden Rydbergzustanden mit Gesamtdrehimpuls
L =1 keine weiteren Storer befinden, so dafi die Quantendefekte §,, ein glattes
Verhalten zeigen, kénnen die Energien der 4snp-Rydbergzustiande mit n > 20
mit Hilfe der Formel

E,=E} — % mit Ef = —0.436 279a.u. und §*=1.9 (A.3)
2(n — %)

(in atomaren Einheiten) angenahert werden (vgl. Gleichung (A.2)). Der effektive
Quantendefekt §* wurde durch Extrapolation der 4, fiir n > 50 bestimmt, weil
die Wellenpakete in Kapitel 3 mittlere Hauptquantenzahlen von (n) = 50, 100
bzw. 200 besitzen.

Da die 4snp-Rydbergzustiande energetisch unterhalb der ersten lonisations-
schwelle liegen, besitzen sie keine Autoionisationsbreiten. Ihre fiir das vorliegende
Problem relevanten Photoionisationsbreiten werden weiter unten ermittelt.

Rabi-Frequenzen zwischen Grundzustand und 4snp-Rydbergzustin-
den:

Die in Tabelle A.4 aufgefithrten, berechneten Dipolmatrixelemente p,,, und Ab-
sorptionsoszillatorenstarken folgen aus den zuvor mit der Methode mit fester
Randbedingung ermittelten Wellenfunktionen des Grundzustands (4s)? und der
gebundenen Zusténde mit Gesamtdrehimpuls L = 1. Bei der numerischen Berech-
nung wurden die Dipolmatrixelemente sowohl in Léangen- als auch in Geschwindig-
keitseichung bestimmt, und aus beiden dieser Gréflen wurden die Absorptions-
oszillatorenstirken ermittelt. Die Ubereinstimmung beider Oszillatorenstirken
stellte sich als zufriedenstellend heraus, was einen aussagekriftigen Test fiir die
Richtigkeit und Genauigkeit der numerischen Rechnung darstellt (vgl. Kapitel 2).
In Tabelle A.4 sind nur diejenigen Absorptionsoszillatorenstarken aufgefiihrt, die
aus den Dipolmatrixelementen in Langeneichung folgen. Des weiteren sind in der
Tabelle auch die experimentellen Absorptionsoszillatorenstarken [97] aufgelistet
sowie Parameter /,ng, die mit den berechneten Dipolmatrixelementen p,, iiber
die Relation
L

Ping = CET N
zusammenhéangen. Die Formel enthélt die Quantendefekte §,,, die zuvor bei der
Berechnung der Energien der entsprechenden Rydbergzustdnde ermittelt wurden.
Auf den ersten Blick erscheint die Ubereinstimmung zwischen den berechneten
und den experimentellen Absorptionsoszillatorenstarken nicht besonders gut zu

(A4)
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berechnetes berechnete  experimentelle
Ubergang n  totales Dipol-  Absorptions-  Absorptions- g
matrixelement oszillatoren-  oszillatoren-  in a.u.
in a.u. starke starke
(4s)? ¢ 4sdp 4 3.03 1.89 1.75 9.09
(4s)? <> 4shp 5 1.02 x 1071 3.36 x 1072 9.00 x 1074 0.52
(4s)? ¢ 4s6p 6 2.69 x 107* 2.67 x 1072 4.33 x 1072 2.02
(4s)? ¢» 3ddp - 3.92 x 107! 6.02 x 1072 7.00 x 1072 -
(4s)* <> 4sTp T 3.25 x 107! 4.26 x 1072 3.33 x 1072 4.09
(4s)? > 4s8p 8 2.19 x 107¢ 1.98 x 1072 1.26 x 1072 3.46
(4s)? +» 4s9p 9 1.51 x 107! 9.51 x 1072 - 2.95
(4s)? «» 4s10p 10 1.10 x 1071 5.16 x 1072 - 2.59
(4s)? «» 4sllp 11 852 x 1072 3.09 x 1072 - 2.38
(4s)® <+ 4s12p 12 6.83 x 1072 2.00 x 107? - 2.22
(4s)? «» 4s13p 13 5.65 x 1072 1.37 x 1073 - 2.11
(4s)? «> 4sldp 14 4.77 x 1072 9.81 x 1074 - 2.03
(4s)? «» 4sl5p 15 4.11 x 1072 7.29 x 1074 - 1.96
(4s)? +» 4s16p 16 3.59 x 1072 5.57 x 1074 - 1.91
(4s)? «> 4s17p 17  3.17 x 1072 4.36 x 107* - 1.87
(4s)? «» 4s18p 18  2.83 x 1072 3.48 x 1074 - 1.84
(4s)? «> 4s19p 19 2.55 x 1072 2.83 x 1074 - 1.81
(4s)? +» 4s20p 20  2.32 x 1072 2.33 x 1074 - 1.80

Tabelle A.4: Dipolmatrixelemente zwischen Grundzustand und 4snp-Rydbergzustin-
den in Ca

sein. Allerdings muf} beriicksichtigt werden, dafl die experimentellen Werte mit
einem geschitzten Fehler von bis zu 50% behaftet sind. Fiir eine Verbesserung der
berechneten Werte kénnen — wie zuvor beschrieben — Rechnungen mit kleineren
IntervallgroBen rpax und unter Variation der iibrigen Parameter durchgefiihrt
werden. Allerdings kénnen in dem Fall wieder nicht geniigend Rydbergzustédnde
gewonnen werden.

Da die Rydbergwellenpakete in Kapitel 3 mittlere Hauptquantenzahlen von
(n) = 50, 100 bzw. 200 besitzen, ist eine Extrapolation obiger Daten mit Hilfe
der Gleichung

10

/,Lng = W mlt ILLO = 1 und 545 = 19
n — s

(A.5)
(in atomaren Einheiten) aus der Quantendefekttheorie sinnvoll (vgl. Gleichung
(A.4)). Die dabei durchgefiithrte Ndherung mag zunéchst als sehr grob erscheinen,
da die pp, fiir n & 20 noch kein konstantes Verhalten zeigen. Jedoch sind auch in
Wasserstoff die Dipolmatrixelemente erst fiir héhere Hauptquantenzahlen n > 20
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proportional zu n=%/2. AuBerdem ist der exakte Wert von p° im Zusammenhang
mit den Wellenpaketen zweitrangig, da er iiber die Rabi-Frequenzen
_ &)

st = 2, (A6)

(E5*(1) ist die Amplitude der elektrischen Feldstarke des anregenden Laserpul-
ses) lediglich bestimmt, wieviel absolute Population das Wellenpaket bei seiner
Anregung erhélt. Die Wellenpaketdynamik jedoch, die im Zentrum der Unter-
suchungen in Kapitel 3 steht, ist von der Gesamtpopulation des Wellenpakets
unabhéngig.

Energien und Autoionisationsbreiten der 3dnp-Rydbergserie:

Zunéchst ist eine kurze Frlauterung der im folgenden benutzten Bezeichnungen
hilfreich. Und zwar stehen ,4s-“, ,3d-* bzw. ,4p-Kontinuum* jeweils fiir die Men-
ge der Kontinuumszusténde, bei denen sich das nichtionisierte Valenzelektron im
4s-, 3d- bzw. 4p-Zustand von Ca™ befindet. Entsprechend bezeichnet ,4s-“,  3d-“
bzw. ,4p-lonisationsschwelle® die Schwelle des 4s-, 3d- bzw. 4p-Kontinuums. Die
Energien dieser Ionisationsschwellen sind mit den Energien £}, Ff; und Ez'p der
Zustdnde von Ca™ identisch.

Die autoionisierenden 3dnp-Rydbergzustdnde befinden sich energetisch zwi-
schen der 4s- und der 3d-lTonisationsschwelle und sind iiber die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung an das 4s-Kontinuum gekoppelt. Zu ihrer Berechnung eignet sich
die Methode mit freier Randbedingung, welche L-S-gekoppelte Zusténde zu vor-
gegebenem Gesamtdrehimpuls L und Gesamtspin S ermittelt. Bei der Berech-
nung der Wellenpakete in Kapitel 3 ist es jedoch nicht giinstig, in der Basis der
L-S-gekoppelten Zustiande zu arbeiten. Der Grund dafiir liegt in dem speziellen
Anregungsschema (ICE, siehe Kapitel 3), bei dem — ausgehend vom Grundzu-
stand (4s)? — zuerst ein Wellenpaket in der 4snp-Rydbergserie angeregt wird, und
danach mittels Anregung des Atomrumpfs die 4pnp- bzw. die 3dnp-Rydbergserie
besetzt wird. In einer vereinfachten Sichtweise werden also die Valenzelektronen
einzeln angeregt, so dafl anstelle des Gesamtdrehimpulses L die Drehimpulse [y
und [, der einzelnen Elektronen festgelegt werden. Die gesamte Anregung er-
folgt iiber die Dipolwechselwirkung mit linear polarisierten Laserpulsen. Daraus
folgen zwei Tatsachen fiir die angeregten Rydbergzustande: Erstens handelt es
sich bei ihnen ausschlieflich um Singulett-Zustande (d.h. Gesamtspin S = 0), da
der Grundzustand (4s)? ein Singulett-Zustand ist und die Wechselwirkung mit
den Laserpulsen den Spin unbeeinflufit 1a8t. Zweitens nehmen wegen der linearen
Polarisierung alle relvanten magnetischen Quantenzahlen, d.h. die zu den Dreh-
impulsen der einzelnen Elektronen und damit auch die zum Gesamtdrehimpuls,
den Wert 0 an.

Die 3dnp-Zustédnde, nach denen die Wellenpakete in Kapitel 3 entwickelt wer-
den, werden im folgenden als L-S-ungekoppelte Zusténde bezeichnet. Thre Wel-
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Abbildung A.1: Spektrum (Betragsquadrat der Dipolmatrixelemente in Geschwin-
digkeitseichung) fiir den Ubergang zwischen dem 4s3d 'D-Zustand und dem 'P-
Kontinuum. Gestrichelt eingezeichnet: Angepafite Fano-Kurve fiir die 3d5p-Resonanz.

lenfunktionen Wsqz, hédngen mit den Wellenfunktionen \Ilgdﬁp und \Ilgdﬁp der L-5-
gekoppelten Zustinde mit L =1 bzw. L = 3 und 5 = 0 {iber

2 3
Vsdap = —\/;‘Ilgdnp + \/;‘Ilgdnp (A7)

zusammen, was sich mit Hilfe von [40, 98] und etwas Algebra ergibt. Daraus
lassen sich die Relationen fiir die Resonanzenergien

2 3
s + S5 =t Baarp = 5E§dﬁp + 5E§dﬁp 7 (A.8)

in denen die Verschiebungen S5 enthalten sind, und fiir die Autoionisationsbreiten

2 3
» @+ 3dap — 5’ gdﬁp + 5’ gdﬁp (A.9)

der L-S-ungekoppelten Zustédnde ableiten.

Zuerst werden also die Energien und Autoionisationsbreiten der L-S-gekop-
pelten Zustédnde ermittelt. Dazu werden die Betragsquadrate der Dipolmatrixele-
mente in Geschwindigkeitseichung fiir die Uberginge zwischen dem gebundenen
4s3d 'D-Zustand und den 'P- bzw. 'F-Kontinuumszustinden im gewiinschten
Energiebereich berechnet. Abb. A.1 und A.2 zeigen diese Spektren, die jedoch
neben den 3dnp-Resonanzen noch viele weitere Resonanzen anderer Symmetrie
enthalten.
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Abbildung A.2: Spektrum (Betragsquadrat der Dipolmatrixelemente in Geschwin-
digkeitseichung) fiir den Ubergang zwischen dem 4s3d 'D-Zustand und dem 'F-
Kontinuum. Gestrichelt eingezeichnet: Angepafite Fano-Kurve fiir die 3d5p-Resonanz.

Falls die einzelnen Resonanzen ndherungsweise als geniigend isoliert betrach-
tet werden koénnen, lassen sich ihre Energien und Autoionisationsbreiten, die ja
vom Anfangszustand unabhingig sind, durch Anpassen der Fano-Kurve [100]

P/F
(¢ + 5)2 ) E— E3dﬁp
F(q,e) x — mit = —55—— (A.10)
1 —I_ < ’ SC{ﬁp/Q

an die Spektren ermitteln. Dabei ist ¢ der Asymmetrie-Parameter bzw. Fano-
Parameter, der ein Maf fiir die Asymmetrie der betreffenden Resonanz darstellt.
Der Asymmetrie-Parameter ist vom Anfangszustand abhéngig, wird in Kapitel 3
nicht benétigt und deshalb im folgenden auch nicht ausgewertet. Exemplarisch
sind in Abb. A.1 und Abb. A.2 jeweils die angepafite Fano-Kurve fiir die 3d5p-
Resonanz dargestellt.

Durch Anpassen aller gewiinschten Resonanzen ergeben sich die untenstehen-
den Tabellen A.5 und A.6 fiir die Energien und Autoionisationsbreiten. Dabei
gehorcht der Quantendefekt d5 der Beziehung

Egdﬁp — E?—)I—d - (All)

(in atomaren Einheiten), wobei die berechnete Energie der 3d-lonisationsschwelle
E}, = —0.373 878 a.u. (siehe Abschnitt A.1) betrigt. In Tabelle A.5 bezeichnet
die Relativenergie den Abstand der 3dnp 'P-Resonanz zur 3d-Ionisationsschwelle,
d.h. sie ist durch Egdﬁp—E;'d gegeben. Der Parameter , ¢ in Tabelle A.6 entspricht
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der Relation .
i = iﬁaﬁ)?’ : (A.12)
berechnete experimentelle
Zu- n E:)P))dﬁp Relativ- Relativ- Egdﬁp Esarp 0=
stand in a.u. energie energie in a.u. in a.u.
in em™! in em™!
3d5p 5 —0.4182 —9727.6 —9916.8 —0.4219 —-0.4204 1.72
3d6p 6 —0.4024 —6259.9 —6 365.8 —0.4018 —0.4020 1.84
3d7p 7 —-0.3912 —3801.7 —3819.8 —0.3922 —-0.3918 1.63
3dSp 8 —0.3859 —2638.5 —2716.8 —0.386 7 —0.3864 1.63

Tabelle A.5: Energien der 3dnp-Rydbergserie in Ca

Es liegen nur experimentelle Daten fiir die Energien der 3dnp 'P-Resonanzen
vor [99], nicht jedoch fiir die Energien der 3dnp 'F-Resonanzen. Laut Tabelle
A.5 stimmen die berechneten Relativenergien mit Abweichungen von 0.5% bis
2.9% relativ gut mit den experimentellen Daten {iberein. Dieses FErgebnis mag
iiberraschen, weil die 3dnp-Resonanzen in den obigen Spektren nur bedingt als
isolierte Resonanzen behandelt werden kénnen, da sie energetisch parallel zur
3dnf-Resonanzserie liegen. Die 3dnp-Resonanzlinien werden durch die Nachbar-
schaft zu diesen anderen Resonanzen verzerrt und das Anpassen des Fano-Profils
kénnte deshalb mit einem betréchtlichen Fehler versehen sein. Daf} die berechne-
ten Energien dennoch so gut mit den experimentellen Werten iibereinstimmen,
unterstreicht die Bedeutung der Methode. Die Energien kénnen durch die Rela-
tion

1

. — t S
b = Faa 2 (n — §3d)?

mit B, = —0.373 878a.u. und §* = 1.7 (A.13)

(in atomaren Einheiten, vgl. Gleichung (A.11)) angendhert werden, wobei der ef-
fektive Quantendefekt §°d aus der Mittelung der d5 hervorgeht. Fiir die in Tabel-

Zu- n \ 3d7p \ Sdip » 3diip , 3
stand in a.u. in a.u. in a.u. in a.u.
3d5p 5 3.9 x 1073 3.7 x 1072 3.8 x 1073 0.13
3d6p 6 1.9 x 1073 1.7 x 1073 1.8 x 1073 0.13
3d7p 7 2.3 x 1073 8.0 x 1074 1.4 x 1073 0.22
3d8p 8 9.9 x 1074 4.8 x 1074 6.8 x 1074 0.18

Tabelle A.6: Autoionisationsbreiten der 3dnp-Rydbergserie in Ca
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le A.6 aufgelisteten Autoionisationsbreiten konnten keine experimentellen Daten
gefunden werden. Die Ubereinstimmung der berechneten Autoionisationsbreiten
mit der Quantendefektformel

3d,0
A= -———= mit , 30 = 0.2au. und &41=1.7 (A.14)
(n — 63d)

(in atomaren Einheiten, vgl. Gleichung (A.12)) ist akzeptabel. , 340 ergibt sich
durch Mittelung der , 2.
In den Abb. A.1 und A.2 sind keine héheren Zustande als 3d8p aufgelost. Die
Maxima der Spektren oberhalb der 3d8p-Resonanzen kénnen nadmlich mit kei-
nen physikalischen Zustdnden assoziiert werden. Sie sind lediglich Artefakte der
numerischen Methode. Um hohere Resonanzen auflésen zu kénnen, miifiten die
Parameter der numerischen Rechnung deutlich erweitert werden, was einen hohen
rechentechnischen Aufwand erfordern wiirde. Allerdings kénnte dadurch das Pro-
blem mit der parallel liegenden 3dnf-Rydbergserie nicht beseitigt werden, welches
die bedeutendste Einschrankung fiir die Genauigkeit der ermittelten Parameter
darstellt. Die 3dnf-Resonanzen erschweren namlich nicht nur das Anpassen der
Fano-Kurve an die gesuchten Resonanzen. Vielmehr sind die verwendeten Quan-
tendefektformeln fiir die Energien und Autoionisationsbreiten nur im Fall von
ungestorten Rydbergserien wirklich zutreffend [101, 40], so dafl ihre Anwendung

auf die 3dnp-Rydbergserie eine betrachtliche Ndherung beinhaltet.

Energien und Autoionisationsbreiten der 4pnip-Rydbergserie:

Die autoionisierenden 4pnp-Rydbergzustdnde befinden sich energetisch oberhalb
der 4s- und der 3d-Ionisationsschwelle und sind iiber die Elektron-Elektron-Wech-
selwirkung sowohl an das 4s- als auch an das 3d-Kontinuum gekoppelt. Es liegt
also der Fall entarteter Kontinua und somit mehrerer Zerfallskanile vor. Fiir
den Zusammenhang zwischen den L-S-ungekoppelten und den L-S-gekoppelten
Zustédnden gelten bei der 4pnp-Rydbergserie die Gleichungen

1 2
Wypiip = —\/;\Ilipnp + \/;\I/Epnp (A.15)

fiir die Wellenfunktionen und

1 2
Er 4 S5 =t Egprp = gEfpﬁp + gEjﬁpﬁp (A.16)
fiir die Resonanzenergien sowie
1 2
» @ T+ 4pAp — §7 ipﬁp + §7 4Dpﬁp (A17)

fiir die Autoionisationsbreiten. Aufgrund der Entartung der Kontinua kénnen
die autoionisierenden Resonanzen fiir jeden Gesamtdrehimpuls L in mehrere, als
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Abbildung A.3: Spektren (Betragsquadrat der Dipolmatrixelemente in Geschwindig-
keitseichung) fiir den Ubergang zwischen dem 4s4p 'P-Zustand und den 'S-Kontinua.
Die durchgezogene Kurve bezieht sich auf das 4ses 'S-Kontinuum und die gepunktete
Kurve auf das 3ded 'S-Kontinuum.

unabhingig angenommene Kontinua zerfallen. Und zwar koppeln die 4pnp 'S-
Resonanzen an die 4ses 1S- und 3ded 'S-Kontinua, und die 4pnp 'D-Resonanzen
koppeln an die 4sed 'D-, 3des 'D-, 3ded 'D- und 3deg 'D-Kontinua. Fiir jede
durch L definierte Symmetrie miissen die Resonanzenergien und Autoionisations-
breiten fiir die einzelnen Zerfallskanéle separat bestimmt werden. Die Energien
Efpﬁp bzw. EEpﬁp ergeben sich dann nadherungsweise durch Mittelung iiber die
Resonanzenergien beziiglich der einzelnen Zerfallskanéle, und die Autoionisati-
onsbreiten , ipﬁp bzw. , 4Dpﬁp werden ndherungsweise durch Addition der Autoio-
nisationsbreiten beziiglich der einzelnen Zerfallskanéle ermittelt.

Abb. A.3 und A.4 zeigen die Spektren, die in diesem Fall durch die Betrags-
quadrate der Dipolmatrixelemente in Geschwindigkeitseichung zwischen dem ge-
bundenen 4s4p 'P-Zustand und den 'S- bzw. 'D-Kontinuumszustinden im ge-
wiinschten Energiebereich gegeben sind. Jede einzelne Kurve in den Abb. A.3
und A.4 gehort dabei zu einem speziellen Zerfallskanal. In den Spektren treten
praktisch keine stérenden Resonanzen ungewiinschter Symmetrie auf, so daf§ das
Anpassen der Fano-Kurve wesentlich einfacher und genauer moglich ist als im
Fall der 3dnp-Rydbergserie. Im Fall von mehreren entarteten Kontinua koénnen
die Spektren beziiglich einzelner Zerfallskandle um einen nahezu konstanten Wert
nach oben verschoben sein (siehe z.B. Abb. A.3, Spektrum beziiglich 4ses *S-
Kontinuum). Diese Verschiebung kann zum Beispiel im Rahmen der Mehrkanal-
Quantendefekttheorie (MQDT) erklart werden [101] und mufl beim Anpassen der
Fano-Kurve an die Resonanzen beriicksichtigt werden.

Die Tabellen A.7 und A.8 beinhalten die durch das Anpassungsverfahren er-

mittelten Energien und die Autoionisationsbreiten. Dabei entspricht der Quan-
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Abbildung A.4: Spektren (Betragsquadrat der Dipolmatrixelemente in Geschwindig-
keitseichung) fiir den Ubergang zwischen dem 4s4p 'P-Zustand und dem 'D-Kontinua.
Die durchgezogene Kurve bezieht sich auf das 4sed 1D-Kontinuum, die gepunktete Kur-
ve auf das 3des 'D-Kontinuum, die gestrichelte Kurve auf das 3ded 'D-Kontinuum und
die gestrichpunktete Kurve auf das 3deg 'D-Kontinuum.

tendefekt 4, der Relation
E4pﬁp — Ez;) -

(A.18)

(in atomaren Einheiten) mit der berechneten Energie der 4p-lonisationsschwelle
Ef = —0.320 820 a.u. (siehe Abschnitt A.1). Die Grofe , 9 wird iiber die Glei-
chung

0
 dpnp = " ,_n(gﬁ)?’ (A.19)
bestimmt.
Zu— n Espﬁp Eﬁ]ljpﬁp E4pﬁp 5ﬁ

stand in a.u. in a.u. in a.u.

4pdp 5 —0.357 7 - - -

4pbp 6 —0.343 8 —0.349 4 —0.347 5 1.67

4pTp 7 —0.336 4 —0.339 4 —0.338 4 1.67

4p8p 8 —0.3319 —0.333 9 —0.333 2 1.64

Tabelle A.7: Energien der 4pnp-Rydbergserie in Ca

Da die Maxima bzw. Minima der 4p5p 'D-Resonanzen nicht beziiglich aller
einzelnen Kontinua vollstandig aufgelést sind, gestaltet sich das Anpassen dieser

-0.38 -0.37 -0.36 -0.35 -0.34 -0.33 -0.32
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Zu- n ’ ipﬁp ’ 4Dpﬁp » 4pap ’ %
stand in a.u. in a.u. in a.u. in a.u.
4p5p 5 5.4 x 1077 — — —
4pbp 6 2.8 x 1073 8.0 x 1073 6.3 x 1072 0.51
4pTp 7 1.6 x 1073 4.3 x 1073 3.4 x 1073 0.51
4p8p 8 1.2 x 1073 2.8 x 1073 2.3 x 1072 0.59

Tabelle A.8: Autoionisationsbreiten der 4pnp-Rydbergserie in Ca

Resonanz als sehr schwierig und fehlerhaft. Darum macht es keinen Sinn, die
dabei gewonnenen Werte anzugeben. Die iibrigen Resonanzen gehorchen gut der
Relation

1

Eq+ Sp=Bf, — ————
P2(n - gte)?

mit EAII;) — —0.320 820a.u. und &% =1.7

(A.20)
(in atomaren Einheiten, vgl. Gleichung (A.18)), wobei der effektive Quantende-
fekt 5% aus der Mittelung der d; folgt. Auch die Autoionisationsbreiten zeigen
eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit der Formel

4p,0

sp = ————= mit PO —05au. und &P =1.7 A.21
(n — &%)
n — §4p

(vgl. Gleichung (A.19)). Dabei ergibt sich , **? aus der Mittelung der , 9.

Experimentelle Ergebnisse fiir die 4pnp-Rydbergserie konnten in [102] gefun-
den werden. Allerdings sind sie nicht in L-S-Kopplung, sondern in j-j-Kopplung
gegeben. Fiir einen Vergleich mit den berechneten Werten miissen die experi-
mentellen Werte also zuerst in die L-S-Kopplung transformiert werden [98, 103].
Fiir diese Transformation miissen Daten fiir alle Zustédnde in j-j-Kopplung mit
relevanter Symmetrie vorliegen. Dies ist allerdings in [102] nicht der Fall. Es
kénnen lediglich die L-S-gekoppelten 4pnp 'S-Zustinde aus den experimentellen
Daten gewonnen werden, und zwar nur diejenigen mit den Hauptquantenzahlen
n = 12...16. Aufgrund dieser relativ hohen Hauptquantenzahlen ist kein direkter
Vergleich mit den berechneten Werten méglich. Um dennoch eine Abschéatzung
zu erhalten, kénnen die vorliegenden, berechneten Werte der 4pnp 'S-Zustinde
mit Hilfe der Quantendefektformeln (beide in atomaren Einheiten)

1
s S _ o+ _ : + _ 4p,S _
E; +S; = EY, 2 (n — gws)? mit  F 0.320 820a.u. und ¢ 1.3
(A.22)
und
4p,S,0
yh= e mit , ™% =03au. und §*"° =13 (A.23)
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extrapoliert werden. Bei den Energien ist es am sinnvollsten, die Energieabstande
zu vergleichen, um die Ungenauigkeit eines Energienullpunkts (z.B. Grundzu-
stand oder Doppelionisationsgrenze) zu vermeiden. Fiir die Energieabstédnde der
4pnp 'S-Zustinde mit Hauptquantenzahlen von n = 12...16 betragen die Abwei-
chungen zwischen den experimentellen und den extrapolierten, berechneten Wer-
ten bis zu 15%. Bei den Autoionisationsbreiten ist die Abweichung noch grofer,
da die berechneten Werte um das zwei- bis dreifache oberhalb der experimentellen
Werte liegen.

Trotz dieser relativ groflen Abweichungen kann die Genauigkeit der ermittel-
ten Parameter fiir die Wellenpaketphdanomene in Kapitel 3 als zufriedenstellend
betrachtet werden, solange kein direkter, sehr genauer Vergleich der Wellenpakete
mit einem Experiment gefragt ist. Die Genauigkeit der berechneten Parameter
liegt namlich deutlich innerhalb einer Gréflenordnung. Wie bereits zuvor erwahnt
wurde, sind sehr exakte Energiepositionen nicht unbedingt nétig, da bei den Wel-
lenpaketen eine ganze Reihe von energetisch verschiedenen Zusténden besetzt
werden, so dafl es nicht auf einzelne Zustdnde ankommt. Bei den Autoionisa-
tionsbreiten ist eine groBenordnungsmafige Ubereinstimmung zufriedenstellend,
da in diesem Fall die Zeitskala der Autoionisation korrekt wiedergegeben wird.
Und bei den in Kapitel 3 untersuchten Fragestellungen kommt es in erster Linie
auf die Zeitskalen der betrachteten Dynamik an. Auflerdem wird der schwache
Zerfall eines gut stabilisierten, nichtzerflieBenden Wellenpakets in erster Linie
durch die Dispersion des Wellenpakets und nicht durch die Autoionisationsrate
der einzelnen Zustdnde bestimmt.

Laserinduzierte Verschiebungen der Rydbergzustinde:

Bei der Anordnung fiir die nichtzerflieBenden Rydbergwellenpakete in Kapitel 3
werden die Laserintensitiaten fiir die Anregung des Atomrumpfs so gewahlt, dafl
die Rabi-Frequenzen mit kleinen ganzzahligen Vielfachen der Kepler-Frequenz
des Wellenpakets {ibereinstimmen. Konkret sind die verwendeten Intensitidten
maximal in der Gréfenordnung von 10° W/em®, also moderat. Darum liegt die
Vermutung nahe, daf die laserinduzierten Verschiebungen der Rydbergzustédnde
vernachlédssigbar sind. Fiir eine gréflenordnungsméfige Abschatzung dieser Ver-
schiebungen ist es sinnvoll, die ponderomotive Verschiebung

6252

. =
P 4w?

(A.24)

[104, 55] mit Elementarladung ¢, Amplitude des elektrischen Feldes £ und Laser-
frequenz w zu berechnen. Laut [104] kann die laserinduzierte Verschiebung von
Rydbergzustianden namlich sehr gut durch die ponderomotive Verschiebung an-
gendhert werden. Diese Aussage ist physikalisch leicht verstédndlich, da einerseits
die ponderomotive Verschiebung identisch mit der Energie eines freien Elektrons
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im Laserfeld ist, und da andererseits ein Rydbergelektron aufgrund seiner schwa-
chen Bindung an den Atomrumpf als nahezu frei betrachtet werden kann.

Fiir eine obere Abschatzung U;"* der ponderomotiven Verschiebung im Fall
der in Kapitel 3 benutzten Laserfelder eignen sich die Werte £ = 2 x 107* a.u.
(maximale Feldstarke) und w = 0.04 a.u. (minimale Frequenz). Damit ist U &
6 x 107%a.u., also vergleichbar mit den Energieabstinden zwischen Rydberg-
zustanden mit n / 50, aber um einige Gréflenordnungen kleiner als die verwen-
deten Laserfrequenzen. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl alle Rydberg-
zustdnde um praktisch den gleichen, minimalen Fnergiebetrag verschoben wer-
den, ist es gerechtfertigt, die laserinduzierten Verschiebungen zu vernachléssigen,
also

sp(t) =0, sz(t)=0 und sz(t)=0 (A.25)

in den betreffenden Gleichungen zu setzen.

Photoionisation der Rydbergzustéande:

Soeben wurde gezeigt, dafl aufgrund der moderaten Laserintensitéten die laser-
induzierten Verschiebungen der Rydbergzusténde vernachlassigt werden kénnen.
Deshalb scheint es moglich zu sein, dafl auch die Photoionisationsbreiten der
Rydbergzusténde vernachldssigbar klein sind. Die Berechnung der benétigten
Photoionisationsbreiten mit Hilfe der in Kapitel 2 beschriebenen Verfahren ist
allerdings nahezu unméglich. Im Formalismus zur Berechnung der Wellenpakete
in Kapitel 3 werden ndmlich die Wellenfunktionen der autoionisierenden Reso-
nanzen in einen gebundenen Anteil und einen reinen Kontinuumsanteil separiert,
die tiber die Konfigurationswechselwirkung V' aneinander koppeln. Die gesuchten
Photoionisationsbreiten beziehen sich dabei nur auf den reinen Kontinuumsan-
teil der Wellenfunktionen, so dafl zur Berechnung der Photoionisationsbreiten
die Dipolmatrixelemente zwischen den Rydbergzustanden (Anfangszustéande der
Photoionisation) und den reinen Kontinuumsanteilen (Endzustande der Photoio-
nisation) bendétigt werden. Die bislang verwendeten Programme zur Atomstruk-
turberechnung hingegen liefern die vollstandigen Kontinuumswellenfunktionen,
und zwar ohne daf} es direkt moglich wire, sie in ithren gebundenen Anteil und
ihren reinen Kontinuumsanteil aufzuspalten. Deshalb miissen die Photoionisati-
onsbreiten im folgenden auf anderem Wege abgeschitzt werden.

Fiir eine grobe Abschétzung der Gréflenordnung der Photoionisationsbrei-
ten kann Wasserstoff herangezogen werden. Bei den Ausgangszustanden fiir die
Photoionisation handelt es sich namlich um Rydbergzustiande in Calcium, bei
denen sich eines der Valenzelektronen nahe beim Atomrumpf, das andere jedoch
in grofler Entfernung davon befindet. Aufgrund seiner schwachen Bindung an den
Atomrumpf wird in erster Linie das weit entfernte Valenzelektron photoionisiert.
Dieses Elektron ist jedoch aufgrund seiner groflen Entfernung vom Atomrumpf
im wesentlichen einem Coulombpotential unterworfen, so dafl seine Photoioni-
sation grofenordnungsméfig der Photoionisation eines gleich hoch angeregten
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Elektrons in Wasserstoff entspricht. Im Rahmen dieser Abschétzung kénnen die
Photoionisationsbreiten der Rydbergzustande 4snp, 4pnp und 3dnp als vergleich-
bar betrachtet werden.

Das quasiklassische radiale Matrixelement fiir Wasserstoff zwischen einem
Rydbergzustand mit Hauptquantenzahl n und Drehimpulsquantenzahl [ und ei-
nem Kontinuumszustand mit Energie £ (in dem Fall Energienullpunkt auf der
lonisationsschwelle) und Drehimpulsquantenzahl [ + 1 lautet

0.4108

n3/2,,5/3

(n,d|r|E,1+1) = (A.26)
fiir wl® < 1 (in atomaren Einheiten) [45, 105], wobei zwischen Energie £ und
Ubergangsfrequenz w die Relation w = I + 0.5/n? (in atomaren Einheiten) gilt.
Zwei konkrete Félle werden im folgenden untersucht.

Zunichst dienen in Zusammenhang mit den Abschnitten 3.2 und 3.3 die
Werte n = 50 (minimale mittlere Hauptquantenzahl), w = 0.1a.u. (minimale
Frequenz) und & = 107° a.u. (maximale elektrische Feldstirke) fiir eine obere
Abschéatzung der relevanten Photoionisationsbreiten. Aus dem quasiklassischen
Matrixelement (A.26) berechnet sich damit eine maximale Photoionisationsbreite
von ca. Y™ &~ 10712 a.u. & 4 x 10* s™! (siehe z.B. Definition (3.10a)). Sie ist da-
mit um sechs bzw. vier Groflenordnungen kleiner als die Autoionisationsbreiten
fiir die Zustande mit n & 50 bzw. n ~ 200 (siehe oben) und um drei GroéBenord-
nungen kleiner als die spontane Emission (siehe unten). Deshalb scheinen Autoio-
nisation und spontaner Zerfall im vorliegenden System die wesentlich stérkeren
Zerfallsmechanismen als die Photoionisation zu sein. Noch aussagekraftiger ist
der Vergleich der betrachteten Zeitskalen. Der Zerfall durch Photoionisation er-
folgt auf einer sehr langen Zeitskala von 1/4™** a~ 24ms, wihrend der in den
Abschnitten 3.2 und 3.3 maximal betrachtete Zeitraum nur ca. 60 ns betrégt. Die
Vernachldssigung der Photoionisation in den Abschnitten 3.2 und 3.3 ist also sehr
gut gerechtfertigt.

Des weiteren kénnen fiir Abschnitt 3.4 n = 100 (mittlere Hauptquantenzahl,
w = 0.044 a.u. (minimale Frequenz) und € = 2 x 10~* a.u. (maximale Feldstérke)
fiir die obere Abschatzung der Photoionisationsbreiten herangezogen werden. In
diesem Fall folgt mit dem quasiklassischen Matrixelement (A.26) eine maximale
Photoionisationsbreite von ca. v™* ~ 107% a.u. ~ 4 x 10" s~! und damit immer-
hin um zwei Gréflenordnungen kleiner als die Autoionisationsbreiten der Zusténde
mit n &~ 100. Ein Vergleich mit der Breite der spontanen Emission macht in dem
Fall keinen Sinn, da in Abschnitt 3.4 die spontane Emission keine Rolle spielt.
Am aussagekraftigsten ist wieder die Tatsache, dafl der im betreffenden Abschnitt
betrachtete Zeitraum mit 5ns deutlich kleiner als die durch Photoionisation be-
dingte Zerfallsdauer 1/4™* =~ 25ns ist. Auch in diesem Fall scheint also der
Einflul der Photoionisation vernachlassighar zu sein.

Um obige Abschiatzung der Photoionisationsbreiten zu untermauern, kénnen
die gewonnenen Breiten mit den Ergebnissen eines numerischen Naherungsverfah-
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rens, das die radialen Matrixelemente in Wasserstoft zwischen Rydbergzustianden
und dem Kontinuum ermittelt [91], verglichen werden. Aus diesem Verfahren
folgen Photoionisationsbreiten fiir kleine Drehimpulsquantenzahlen, die um bis
zu 50% geringer als die mit obiger Abschiatzung gewonnenen Werte sind. Es ist
also nicht zu erwarten, dafl die durch das quasiklassische Matrixelement A.26 ab-
geschétzten Photoionisationsbreiten die wirklichen Photoionisationsbreiten un-
terschatzen. Dies steht in Einklang mit dem in [106] verdffentlichten Vergleich
zwischen des quasiklassischen Matrixelementen (A.26) und den exakten Matrix-
elementen. Damit besteht hinreichend Grund zur Annahme, dafl die Photoionsa-
tion in Kapitel 3 vernachlédssigt werden kann, d.h. daf

T(t) =0, 7a(t)=0 und ~5(t) =0 (A.27)

gilt.

Verallgemeinerte Rabi-Frequenzen zwischen den Rydbergzustinden:

Die Definitionen der verallgemeinerten Rabi-Frequenzen Q. (¢) (1 — 7/qus) (a,b €
{n,n,n}) kénnen zum Teil in den Gleichungen (3.10e)—(3.10g) gefunden werden.
Ihre Real- und Imaginéarteile miissen separat ermittelt werden.

Einige der Realteile Q,,(¢) dieser verallgemeinerten Rabi-Frequenzen kénnen
vernachlassigt werden, und zwar kénnen

Q) =0, Quw(1) =0 und Qsns(t) =0 (A.28)

gesetzt werden, da diese Groflen Kopplungen von Rydbergzustianden iiber Konti-
nua entsprechen, die vollig gegeniiber direkten, beinahe resonanten Kopplungen
von Rydbergzustanden vernachlassigbar sind. Fiir die iibrigen Q,,(¢) kann eine in
[107] hergeleitete und anschliefend fiir grofie Quantenzahlen vereinfachte Relation
[11] angewandt werden. Sie fithrt zu den Gleichungen

E4SH4p(t) _ sinm(n — 6% —n' 4 §*%)
Qo (t) = 22— (1) A2
( ) 2 ( ) M4sH4p W(ﬁ _ 54p o n, _I_ 545) ( 9)
und
B EgdH‘lp(t) , sinm(n — 53— 4 §1P)

Qﬁﬁ’(t) - 7(_1)7:1_% /’L;—dﬁﬁlp 71'(: — ) (A30)

mit den in Abschnitt A.1 berechneten Dipolmatrixelementen von Ca™

ey = 21820 und  pdy = 1.18a.u. (A.31)
und den zuvor ermittelten Quantendefekten

=19, =17 und =17 (A.32)
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E39 (1) und 397 (1) stehen fiir die Amplituden der elektrischen Feldstéirken
der Laserfelder, die die betreffenden Kopplungen hervorrufen. Die Formeln (A.29)
und (A.30) beriicksichtigen nur die Dipolmatrixelemente der direkten Kopplun-
gen, wahrend die Kopplungsanteile tiber die Kontinua (Hauptwertanteile in Glei-
chungen (3.10e)—(3.10g) vernachléssigt werden.

Die Imaginérteile Q44(t)/qas der verallgemeinerten Rabi-Frequenzen miissen
mit den anderen Imagindrteilen der Gleichungen, die die Wellenpakete in Ka-
pitel 3 beschreiben, verglichen werden, d.h. sie miissen zu den Breiten =, (),
Y2 (1), va(t), s ny » 7 und , ; der Rydbergzustinde in Relation gesetzt werden.
Nun hédngen die Imaginéarteile der verallgemeinerten Rabi-Frequenzen direkt von
den Breiten ab, was aus den Definitionen (3.10a)—(3.10g) hervorgeht. Insbhesonde-
re sind die Imaginéarteile der verallgemeinerten Rabi-Frequenzen im wesentlichen
proportional zu den Breiten und kénnen also nicht vernachlassigt werden. Um mit
den Definitionen der Breiten und der verallgemeinerten Rabi-Frequenzen konsi-
stent zu sein, konnen die Imaginérteile der verallgemeinerten Rabi-Frequenzen
naherungsweise iiber

Qow(t) 1 Q) 1
’ = —/ V() (t) =0, =/, s v(t) =0,
S = VD) 2 = VD)
7 I ﬁ t ) n! = 07
2V
! = — Ty I d ! = — 5 ﬁ7 ﬁ/ A33
Gnn’ 477 " I, 4 (A.33)

berechnet werden, wobei bereits beriicksichtigt wurde, dafl die Photoionisations-
breiten laut Gleichung (A.27) vernachlassigt werden konnen.

Spontane Emission:

Die Breiten fiir die spontane Emission des Atomrumpfs ergeben sich aus den
zuvor ermittelten Groflen fiir Cat iiber die Gleichungen [98, 44]

1e* (Ef, = B3)” (Hiaw)” .
= = P 2 2L =3.79 x 1077 .. (A.34)
und
16 (B, — B3 (nh0ap)” ]
 Ipad = e = LS x 107 A, (A.35)

(mit e = la.u., h = la.u. und ¢ = 137.037a.u.). Weitere Breiten fiir den spon-
tanen Zerfall werden laut Kapitel 3 fiir die Berechnung der nichtzerflieBenden
Wellenpakete nicht benotigt.
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A.3 Zusammenfassung der ermittelten Daten

Fiir die Diskussionen in Kapitel 3 werden einige der in diesem Anhang ermittel-
ten Groflen explizit ben6tigt. Im wesentlichen sind dies die Quantendefekte der
Rydbergserien

=19, =17 und =17, (A.36)

die Dipolmatrixelemente der relevanten Uberginge von Ca™t
fiveap = 21820 und  pdy o = 1.18a.u. , (A.37)

die Breiten der Autoionisation

0.5 0.2
T = L7y mnd 8= (A.38)
n — 1.

und die Breiten des spontanen Zerfalls von Ca™

=t =379 x 107 au. und ,f o, =1.08x107%au . (A.39)

) 4p—4s ’ 4p—3d T

Fiir die Werte derjenigen atomaren Parameter, die in Kapitel 3 nicht explizit
bendtigt werden, sondern lediglich in die Rechnung eingehen, sei auf die folgen-
den Gleichungen verwiesen: Gleichung (A.1) fiir die Energie des Grundzustands,
Gleichungen (A.3), (A.13) und (A.20) fiir die Energien der Rydbergzustiande,
Gleichung (A.25) fiir die laserinduzierten Verschiebungen der Rydbergzustande,
Gleichung (A.27) fiir die Photoionisationsbreiten der Rydbergzustande, Gleichun-
gen (A.5) und (A.6) fiir die Rabi-Frequenzen zwischen dem Grundzustand und
den 4snp-Rydbergzustanden und Gleichungen (A.28)—(A.33) fiir die verallgemei-
nerten Rabi-Frequenzen zwischen den Rydbergzustanden.



132 ANHANG A. BERECHNUNG EINIGER PARAMETER IN CALCIUM



Anhang B

Theoretische Form von
Laserpulsen

Die Anregung der atomaren Rydbergwellenpakete, die in der vorliegenden Arbeit
betrachtet werden, erfolgt stets durch einen oder mehrere Laserpulse. Die zeitliche
Form der Amplitude der elektrischen Feldstarke bzw. des Vektorpotentials eines
typischen Laserpulses kann theoretisch am zutreffendsten durch die Gaufifunktion

FB(t) = exp (—21n 2 (t/At)2> (B.1)

beschrieben werden. Dabei steht At fiir die volle Breite bei halber Hohe (,,full
width at half maximum®, FWHM) der Intensitat

162981y o [FO8(1)) (B.2)

At wird in der gesamten vorliegenden Arbeit als die Dauer des Laserpulses be-
zeichnet.

Fiir die theoretischen Untersuchungen in dieser Arbeit ist es jedoch nicht be-
sonders giinstig, die Amplitude der elektrischen Feldstérke durch die Gaufifunk-
tion (B.1) zu beschreiben. Die Behandlung der Wellenpaketphanomene in den
Kapiteln 3 und 4 erfordert namlich die z. T. sehr zeitaufwendige numerische In-
tegration von umfangreichen Differentialgleichungssystemen iiber die Zeit. Dabei
muf} die Integration in denjenigen Zeitbereichen durchgefiihrt werden, in denen
elektrische Feldstérken bzw. Vektorpotentiale anwesend sind. Nun geht die Gauf}-
funktion (B.1), welche proportional zur Amplitude der elektrischen Feldstarke
bzw. des Vektorpotentials ist, fiir sehr kleine und sehr grofle Zeiten zwar asym-
ptotisch gegen 0, aber nie vollstandig. Es ist also nicht eindeutig bestimmt, zu
welchen Zeitpunkten die numerische Integration gestartet und beendet werden
soll. Deshalb ist es sinnvoll, die Gaufifunktion durch das cosinusférmige Profil

2.75A1
0 sonst

2 7t . o
fcos(t):{ cos? ( ) fiir — 1.375A¢ <t < 1.375A¢ (B.3)

133
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Abbildung B.1: Vergleich von gaufiférmigem Puls (durchgezogene Kurve) und cosi-
nusférmigem Puls (gestrichelte Kurve)

anzundhern. Abb. B.1 zeigt die beiden Pulsformen (B.1) und (B.3) im Vergleich.
Fiir groBe Werte von f98 bzw. feos d.h. fiir Zeiten um den Nullpunkt, stimmen
beide Kurven sehr gut miteinander tiberein. An den Seitenbereichen des Profils
geht der cosinusférmige Puls jedoch wesentlich schneller gegen 0 und erreicht die-
sen Wert schlieilich vollstandig, so dafl in diesem Fall Anfangs- und Endpunkt
der numerischen Integration eindeutig bestimmt sind. Frfahrungsgemaf kann ca.
30% der Rechenzeit bei der numerischen Integration entsprechender Differential-
gleichungssysteme eingespart werden [55], wenn anstelle des gauBférmigen Puls-
profils ein cosinusférmiges herangezogen wird. Deshalb wird in der vorliegenden
Arbeit immer die Form (B.3) verwendet, um die Amplituden der elektrischen
Feldstéarken bzw. Vektorpotentiale von Laserpulsen zu beschreiben.

Konkret gehorcht im Fall eines einzigen Laserpulses die Amplitude der elek-
trischen Feldstérke der Gleichung

o) fiie — 1.375A <t < 1.375A¢

2
g(t) — Fmax o { BOS <2.75At (B4)

sonst

(€M ist die maximale elektrische Feldstarke), und die Amplitude des Vektorpo-
tentials wird durch Gleichung

cos? (A5) fiir —1.375A¢ < ¢ < 1.375A¢

2.75A1
0 sonst

A(l) = Am { (B.5)

(A™2 st das maximale Vektorpotential) beschrieben. Im Fall mehrerer, zeitlich
versetzter Laserpulse unterschiedlicher maximaler elektrischer Feldstdrken &M%
bzw. maximaler Vektorpotentiale A™** und Dauern At;, welche zu den Zeitpunk-

ten £"** ihre Maxima erreichen, sind die Amplituden der elektrischen Feldstarken
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durch

m(t—tmex)
gl(t) — glmax % C082 ( 2.75A¢;

0 sonst

) fiir (M2 — 1 375A¢; < ¢ < 1 4 1.375AL,

(B.6)
und die Amplituden der Vektorpotentiale durch

o [ m(t—tmx)
Ai(t) = Ames {0 ( PREINE

0 sonst

) fiir (M2 — 1 375A¢; < ¢ < 1 4 1.375AL,

(B.7)
gegeben.
Falls die Anregung von Wellenpaketen mit einem einzigen, schwachen Laser-
puls erfolgt, so kann diese Laseranregung auch analytisch behandelt werden (vgl.
Kapitel 1 und 4). Dabei wird im Fall eines Einphotoniibergangs das Integral

1.375A¢
i (Aw,At) = /1375A fee(t) exp(iAwt’) dt’
—1.375At

sin(1.375AwAt)

B.
Aw (1 — (1.37ThAwAL)? /n?) (B-8)
und im Fall eines Zweiphotoneniibergangs das Integral
1.375A¢
I(Aw,At) = / [fcos(t’)]2 exp(iAwt’) dt’
—1.375A¢
_ 3sin(1.37hAwAL) (B.9)

4Aw (1 — (1.375AwAL)?/72) (1 — (0.6875AwAL)? /12)

benotigt.
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Anhang C

Numerische Integration der
Differentialgleichungssysteme

In der vorliegenden Arbeit miissen mehrmals lineare Differentialgleichungssyste-
me erster Ordnung unter bestimmten Anfangsbedingungen gel6st werden. Die
allgemeine Struktur der Differentialgleichungen kann mit den Vektoren c(t) (ge-
suchte Losung) und a(t) (Inhomogenitat) und mit der Matrix M(t) als

ie(t) = M(t)e(t) + a(t) (C.1)

dargestellt werden, wobei ¢ fiir die Zeit steht. Die Anfangsbedingung ist zu einem
Anfangszeitpunkt ¢ in der Form

c(to) = co (C.2)

gegeben.

In diesem Anhang werden die verwendeten Verfahren zur Losung dieses An-
fangswertproblems erlautert. Abschnitt C.1 beschreibt die Lésung fiir den Fall,
daB a(t) und M(t) explizit zeitabhangig sind. Abschnitt C.2 beinhaltet ein ande-
res Verfahren, das bei zeitunabhéngiger Matrix M(?) =: Myonst und verschwin-
dender Inhomogenitét a(t) = 0 anwendbar ist.

C.1 System mit expliziter Zeitabhingigkeit

Sind im Differentialgleichungssystem (C.1) sowohl M(t) als auch a(t) explizit
zeitabhéngig, so bietet sich die direkte numerische Integration des Anfangswert-
problems (C.1)/(C.2) mit Hilfe kommerzieller Integrationsroutinen an. Bei der
Anfertigung der vorliegenden Arbeit wurden fiir jeden Problemkreis jeweils die
Routinen DIVPRK und DIVPAG der IMSL-Library (siehe [108] fiir eine Beschrei-
bung) miteinander verglichen. DIVPRK verwendet ein Runge-Kutta-Verner-Ver-
fahren fiinfter und sechster Ordnung, und DIVPAG verwendet wahlweise entwe-
der ein Adam’s-Moulton- oder ein Gear’s-BDF-Verfahren. In der Praxis wurde fiir
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jede physikalische Problemstellung jeweils anhand eines typischen Beispiels die
Aquivalenz all dieser Verfahren festgestellt. AnschlieBend wurde fiir alle weiteren
Rechnungen das jeweilig schnellste Verfahren verwendet. Bei den nichtzerflieBen-
den Wellenpaketen in Kapitel 3 stellte sich das Gear’s-BDF-Verfahren als das
effizienteste heraus, wahrend es bei angularen Wellenpaketen in Kapitel 4 das
Adam’s-Moulton-Verfahren war. Bei allen verwendeten Routinen gibt es im we-
sentlichen einen Parameter, namlich die Toleranz, die die Qualitét der Ergebnisse
bestimmt. Die Konvergenz der Frgebnisse beziiglich dieses Parameters wurde ga-
rantiert, indem die Toleranz stetig verkleinert wurde, bis sich das Ergebnis nicht
mehr dnderte.

C.2 System mit konstanten Koeffizienten und
ohne Inhomogenitit

Falls im Differentialgleichungssystem (C.1) die Matrix M(¢) =: Myonst konstant
und die Inhomogenitét a(t) = 0 ist, so reduziert sich das Anfangswertproblem
(C.1)/(C.2) auf
1€(t) = Myonstc(?) (C.3)
mit
C(to) =Cp . (04)
Dieses Anfangswertproblem kann selbstverstiandlich wie in Abschnitt C.1 durch
numerische Integration gelost werden. Oft ist jedoch die Lésung mittels einer
numerischen Diagonalisierung von My,,st vorteilhaft. Dazu werden zunéchst alle

Eigenwerte A\ und Eigenvektoren xj; von My.ne bestimmt, wobei £ = 1,.... N
und N := dim(Mjyopst) ist. Der Ansatz

= Zak exp (=t (1 — to)) X (C.5)

k=1

16st nun die Differentialgleichung (C.3), da

N N

¢(t) = =i agexp(—idg(t—to)) Mxp = =1 Y agexp (—idy (1 = to)) Mxy,
k=1 k=1

= —iMjonsic(t) (C.6)

gilt. Die Koeffizienten oy, sind durch Anfangsbedingung (C.4) festgelegt. Bei ihrer
Bestimmung muf} beriicksichtigt werden, dafl My,ns 1m allgemeinen Fall nicht-
hermitesch ist, und deshalb die Eigenvektoren x; in der Regel nicht orthogonal
zueinander sind. Wird Gleichung (C.5) zum Zeitpunkt ¢ = ¢ von links mit al-

len komplexkonjugierten Eigenvektoren xi multipliziert, so entsteht das lineare
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Gleichungssystem

N
X:Co = Z Ozk/X:Xk/ Vk= 1, ceey N 5 (C?)

k'=1

dessen Losung die Entwicklungskoeffizienten oy ergeben. Mit ihnen l&at sich
durch Auswerten von (C.5) zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ die gesuchte Losung
c(t) angeben.

Die soeben beschriebene Methode ist von Vorteil gegeniiber einer direkten nu-
merischen Integration, wenn Losungen zu relativ groflen Zeiten ¢ ben6tigt werden.
Eine numerische Integration mufl ndmlich grundsétzlich vom Anfangszeitpunkt
o bis zur gewiinschten Zeit ¢ ausgefithrt werden, was oft zu erheblichen Rechen-
zeiten fithrt. Bei dem in diesem Abschnitt beschriebenen Verfahren hingegen mufl
eine einmalige Diagonalisierung der Matrix My,nst und Bestimmung der Koefhi-
zienten aj, durchgefithrt werden. Dafiir wird eine gewisse Rechenzeit benotigt.
Danach aber 148t sich die Losung zu jedem beliebigen Zeitpunkt praktisch in-
stantan durch Auswerten von Gleichung C.5 ermitteln.

Bei der Untersuchung der nichtzerflieBenden Wellenpakete (siehe Kapitel 3)
konnte die in diesem Abschnitt beschriebene Methode angewandt werden, und
zwar im Fall konstanter Atomrumpf-treibender Laserfelder (M(¢) = Myonst) und
nach der Wellenpaketanregung (a(t) = 0). Dabei wurde fiir die Diagonalisie-
rung der Matrix die IMSL-Routine DEVCCG und fiir die Lésung des linearen
Gleichungssystems (C.7) die IMSL-Routine DLINCG (siehe wiederum [108]) ver-

wendet.
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Anhang D

Niitzliche
Einheitentransformationen

Berechnungen atomarer Systeme werden meistens in atomaren Einheiten durch-
gefiithrt, da in diesem Fall viele Naturkonstanten, wie z.B. die Elementarladung
e und das Planck’sche Wirkungsquantum h, praktischerweise den Wert 1 anneh-
men. Jedoch sind die Ergebnisse oft aussagekréftiger, wenn sie in experimentell
iblicheren und vertrauteren Einheiten vorliegen. Die Gleichungen, die die Trans-
formation zwischen atomaren Einheiten und anderen Einheitensystemen angeben,
konnen zwar in vielen Quellen nachgeschlagen werden (z.B. [36, 41, 57]). Trotz-
dem werden in diesem Anhang der Vollstandigkeit halber diejenigen Transforma-
tionsgleichungen angegeben, die in der vorliegenden Arbeit eine Rolle spielen.

Dabei wird die folgende Notation verwendet. Wird das Symbol einer physi-
kalischen Grofle und dahinter eine entsprechende Einheit in eckigen Klammern
angegeben, so wird durch diesen Ausdruck der Zahlenwert der Gréfle in der an-
gegebenen Einheit bezeichnet.

o Die Zeit t in Sekunden héngt iiber
t[s] = 2.4189 x 107" x t[a.u.] (D.1)
mit der Zeit in atomaren Einheiten zusammen.
o Die Linge [ in Meter folgt mit
I[[m] = 5.2918 x 107" x [[a.u.] (D.2)
aus der Linge in atomaren Einheiten.
o Die Intensitit [ eines Laserfeldes in Watt pro Quadratzentimeter kann iiber
I[W /em®] = 3.5093 x 10'® x (E[a.u.])? (D.3)

aus der Amplitude der elektrischen Feldstirke £ in atomaren Einheiten be-
rechnet werden.
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o Die Energie F in Elektronvolt, die Energie in Rydberg und die Energie in
atomaren Einheiten hdngen iiber die Identitat

EleV] = 13.6058 x E[Ryd] = 13.6058 x 2 x E[a.u.] (D.A4)

miteinander zusammen. Bei spektroskopischen Daten wird anstelle der Energie
auch oft die Wellenzahl 1/A = F/27he (c: Lichtgeschwindigkeit) in Einheiten

von cm™! angegeben. Sie folgt mit
1/A[em™] = 109737.3 x E[Ryd] (D.5)

aus der Energie in Rydberg.
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