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Einleitung

Um den steigenden Energieverbrauch bei immer knapper werdenden natiirlichen
Ressourcen decken zu koénnen, arbeiten weltweit Forscher daran, neue Moglich-
keiten der Energiegewinnung realisierbar zu machen. So werden z.B. am Max-
Planck-Institut in Garching Tests zur Kernfusion durchgefiihrt. Hierbei verschmel-
zen Deuterium und Tritium bei ca. 100 Millionen Grad Celsius zu Helium und
liefern zusétzlich frei werdende Energie. Um die Reaktionsteilnehmer auf eine
solche Anfangstemperatur zu bringen werden erfolgreich sogenannte Gyrotrons
eingesetzt. Diese erzeugen eine elektromagnetische Welle mit einer Leistung von
etwa 1 MegaWatt. Aufgrund dieser enormen Leistung ist man bestrebt, den Wir-
kungsgrad eines Gyrotrons zu optimieren.

In Zusammenarbeit mit namhaften Physikern auf dem Gebiet von Gyrotrons
(E. Borie, O. Dumbrajs) wurden die sich im Bauteil des Gyrotron Resonators
abspielenden wichtigen Differentialgleichungen hergeleitet. Dabei werden alle ge-
machten Annahmen und Vereinfachungen explizit aufgezeigt. Man erhélt ein ge-
koppeltes Differentialgleichungssystem fiir die Impulse der Elektronen und der
anzuregenden elektromagnetischen Welle. Fiir die Elektronen stellt das System
ein Anfangswertproblem dar, und fiir die Welle ist ein Randwertproblem zu 16sen.
Durch die Kopplung beider Probleme treten allerdings Schwierigkeiten auf.

Ziel dieser Arbeit ist es, die bei dem gekoppelten Differentialgleichungssy-
stem auftretenden Probleme zu analysieren, charakteristische Eigenschaften der
Losungen zu erarbeiten und numerische Verfahren und Algorithmen zur Losung
des Systems aufzuzeigen und zu optimieren.

Eine von den Physikern nicht selten gestellte Frage ist “wieviele Elektronen
soll man bei der Berechnung des Systems verwenden?” Hierzu wird zunéchst ge-
zeigt, dafl es fiir die Differentialgleichung der Elektronen eine Hamilton-Funktion
gibt. Folglich erhélt man im kontinuierlichen Fall (fiir unendlich viele Elektronen)
eine Erhaltungsgrofie: den von ihnen im Phasenraum dargestellten, eingeschlos-
senen Fliacheninhalt. Bei entsprechender Diskretisierung kann der Fehler unmit-
telbar an der gemachten Abweichung ermittelt werden. Desweiteren wird gezeigt,
dal das gesamte System eine weitere Invariante besitzt: den Energieflul durch
eine Querschnittsflache.



2 Einleitung

Die Arbeit unterteilt sich in drei Abschnitte. Das erste Kapitel stellt das zu
behandelnde System vor. Es werden Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen sowohl
fiir das gesamte System als auch fiir dessen Teilprobleme getroffen. Desweiteren
werden die beiden oben beschriebenen Erhaltungsgrofien hergeleitet und disku-
tiert. Obwohl von den Elektronen erwartet wird, ihre Energie zugunsten der Wel-
le abzugeben, kann das erstaunliche Phanomen bewiesen werden, dafl es immer
Elektronen geben muf, die sogar Energie aufnehmen! SchlieBlich wird fiir die am
Reonatorende entstehende Welle eine Stabilitdtsanalyse durchgefiihrt.

Das zweite Kapitel zeigt die Herleitung des Differentialgleichungssystems und
die Einfiihrung dimensionsloser Grofien. Alle getroffenen Annahmen und gemach-
ten Vereinfachungen werden hierbei explizit aufgezeigt.

Mit der Diskretisierung des Systems beschéftigt sich das dritte Kapitel. Am
Beispiel zweier Integrationsverfahren wird der lokale Fehler berechnet. Fiir die
diskrete Version des Energieflusses konnen entsprechende Erhaltungseigenschaf-
ten gezeigt werden. Anhand der beiden obigen Invarianten zeigt sich der Erfolg
einer Gitteradaption beziiglich der Anzahl der verwendeten Elektronen.



Kapitel 1

Mathematische Modellierung
eines Gyrotron Resonators

Neben einer allgemeinen Einfithrung {iber die Verwendung und die Funktions-
weise von Gyrotrons wird in diesem Kapitel das zu behandelnde Differentialglei-
chungssystem (P) eingefithrt. Daneben werden weitere Modelle und Teilprobleme
definiert, welche fiir spétere Betrachtungen von Interesse sind — insbesondere fiir
die gemachten Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen.

Aus den Differentialgleichungen fiir die Impulse p der Elektronen und der Am-
plitude f der elektromagnetischen Welle kann eine Erhaltungsgrofie, der Ener-
giefluf, gewonnen werden. Desweiteren existiert fiir p eine (-abhéingige Hamil-
ton-Funktion, aus der gefolgert werden kann, dafl die von der Parameterkurve
p(+, ¢) umschlossene Fliache konstanten Inhalt besitzt. Dies ist eine weitere Erhal-
tungsgréfe. Mit ihr kann gezeigt werden, dafl es auch bei Gyrotrons mit hohem
Wirkungsgrad Elektronen geben muf, die ihre Energie nicht abgeben sondern
sogar Energie aufnehmen. Fiir die erhaltene Welle f am Resonatorende wird an-
schlieBend eine Stabilitdtsbetrachtung durchgefiihrt.

Zirka 84% des Energieverbrauchs in Deutschland wird durch die Verfeuerung
von fossilen Brennstoffen wie Kohle, Erdél und Erdgas gedeckt [5]. Da diese
Ressourcen in der Natur nicht unbeschrinkt vorkommen, werden sie nach und
nach aufgebraucht. Aus diesem Grund ist man auf der Suche nach alternati-
ven Moglichkeiten der Energiegewinnung. Durch Verwendung neuer Technologi-
en konnen Wind-, Wasserkraft- und die Solarenergie verstirkt genutzt werden.
Zusétzlich wird geforscht, welche Alternativen zur Verfiigung stehen.

Neben der Energiegewinnung durch Kernspaltung werden Forschungen auf
dem Gebiet der Kernfusion vorangetrieben. Hierbei liefert die Verschmelzung der
Kerne der beiden Wasserstoffisotope Deuterium und Tritium zu einem resultie-
renden Heliumkern und einem frei werdenden Neutron den Hauptbestandteil der
ablaufenden Reaktionen. Zum Starten eines Fusionsexperimentes wird eine An-
fangstemperatur von etwa 100 Millionen Grad Celsius benotigt. In diesem Stadi-
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4 1 Mathematische Modellierung eines Gyrotron Resonators

um liegen die Reaktionsteilnehmer als Plasma vor — einem vollsténdig ionisierten
Gas —, welches aus geladenen Teilchen besteht und nach auflen elektrisch neutral
ist.

Das Heizen des Plasmas auf die fiir die Fusion benétigte Temperatur kann mit
mehreren verschiedenen Methoden erreicht werden, z.B. mittels elektromagneti-
scher Strahlung, welche in heutige Fusionsexperimente eingespeist wird. Dabei
unterscheidet man entsprechend der verwendeten Frequenz der Welle unterschied-
liche Arten wie zum Beispiel “lonen Zyklotron Resonanz Heizung” (ICRH) und
“Elektronen Zyklotron Resonanz Heizung” (ECRH). Die elektromagnetischen
Wellen fiir die Tonen Zyklotron Resonanz Heizung liegen im Frequenzbereich von
10 — 100 MHz. Hierbei kann die Energie direkt von den Ionen absorbiert werden.
Im Bereich von typischerweise 100 — 300 GHz sind die Wellen fiir die Elektronen
Zyklotron Resonanz Heizung angesiedelt. Analog zur ICRH wird bei der ECRH
die Energie dieser Wellen von den Elektronen aufgenommen. Durch Wechselwir-
kung mit den Ionen geschieht hierbei ein Weitertransport der Heizenergie auch
an die Ionen.

In einem Gyrotron wird ein Elektronenstrahl in einem Hohlleiter einer be-
stimmten Form zunéchst beschleunigt und dann wieder abgebremst. Dabei krei-
sen/gyrieren die einzelnen Elektronen entlang von Magnetfeldlinien eines von
auBen angelegten homogenen Magnetfeldes und besitzen eine relativistische Flug-
geschwindigkeit. Bei diesem Vorgang werden elektromagnetische Wellen aufgrund
von Resonanz im Hohlleiter zum Schwingen angeregt, die als Heizstrahl {iber ein
Spiegelsystem zum Fusionsexperiment weitergeleitet werden kénnen (ECRH). Im
Fusionsexperiment selber wird die Welle zunéchst von den Elektronen absorbiert.
Durch Wechselwirkung mit den vorherrschenden Atomkernen kénnen sie Energie
iibertragen. Dies fiihrt zu einer Temperaturerhohung des gesamten Plasmas.

Momentan werden Gyrotrons vor allem zum Heizen von Plasmen verwendet.
Allerdings gibt es aufgrund ihres breiten Frequenzspektrums und ihrer hohen
Energiedichte bereits Vorhersagen, dal Gyrotron-MASER (Microwave Amplifi-
cation by Stimulated Emission of Radiation) in Zukunft d&hnlich viele Anwendun-
gen haben werden, wie LASER (Light Amplification by Stimulated Emission of
Radiation) heute schon haben.

1.1 Gyrotronmodelle

Fiir die Beschreibung der Vorgénge im Resonator eines Gyrotrons gibt es mehre-
re unterschiedliche mathematische Modelle. Je nachdem, welche Vereinfachungen
bzw. Annahmen bei der Modellbildung getroffen werden, erhélt man ein ent-
sprechend einfacheres bzw. ein komplexeres System. Dabei dienen die verschiede-
nen Modelle dazu, unterschiedliche Aspekte der sich im Resonator abspielenden
Vorgéinge niher zu untersuchen. Die wesentlichen physikalischen Gréfien in den
meisten Modellen sind der Impuls p der Elektronen und die Amplitudenfunktion



1.1 Gyrotronmodelle 5)

f der erzeugten Welle. Ein einfaches aber grundlegendes Modell ist das soge-
nannte “cold-cavity”’-Modell. Hierbei werden die Impulse p der Elektronen iiber
Differentialgleichungen simuliert, jedoch die Amplitude f als eine feste Funkti-
on (meist als Gaufiglocke) vorgegeben. Das bedeutet, dafl eine Wechselwirkung
der Welle mit den Elektronen vernachléssigt wird. Untersuchungen zum “cold-
cavity”-Modell finden sich z.B. in [18].

Ein Modell, welches die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und der
zu generierenden Welle beriicksichtigt, wird als “selbst-konsistent” bezeichnet. In
einem solchen Modell beschreiben die Elektronen aufgrund eines bereits angeleg-
ten homogenen Magnetfeldes vermittels der Lorenzkraft eine Flugbahn, welche
aufgrund der Maxwell-Gleichungen eine Welle im Innern des Resonators zum
Schwingen anregt. Diese erzeugte Welle beeinfluflt ihrerseits iiber die Lorenzkraft
wiederum die Elektronen. Somit ergibt sich ein gekoppeltes System fiir die Elek-
tronen und die Welle.

In dieser Arbeit wird das selbst-konsistente Modell (1.1) mathematisch und
numerisch ndher untersucht. Bei seiner Herleitung in Kapitel 2 werden die getrof-
fenen Annahmen und Vereinfachungen aufgezeigt. Von diesem Modell aus gibt
es eine Reihe verschiedener moglicher Erweiterungen: So kénnen beispielsweise
die Grolen p und f zusitzlich zeitabhéngig betrachtet werden. Solch ein Modell
kann dazu verwendet werden um z.B. Einschaltvorgidnge néher zu untersuchen.
Werden anstelle einer Welle f (meist die mit der zu erwartenden maximalen
Amplitude) mehrere Wellen f;, modelliert, so kann die sogenannte ‘Modenkon-
kurrenz’ (“mode-competition”) simuliert werden. Dabei handelt es sich um die
Betrachtung der sich in der Zeit verdndernden Amplituden der Wellen f (siche
z.B. [4]). Weitere Gyrotronmodelle erhélt man beispielsweise durch Verwendung
einer anderen Bauart des Resonators, wie z.B. der eines koaxialen Resonators
(siehe z.B. [24]).

Um einen Eindruck von einem selbst-konsistenten, zeitabhéngigen Modell ei-
nes Gyrotrons im Bereich des Resonators (nicht-koaxial) zu erhalten, sei das
Differentialgleichungssystem fiir p : R* — € und f : R®* — C hier exemplarisch
gegeben:

%H(A— 1+ p)p = if, firalle (0,(,67) € Dy x De x De x D,
2f  of of I [ .
8—(’2_18_5_15—'—5]( = 5 i pdd, fir alle (¢,&,7) € D¢ x De x D

mit der Anfangsbedingung
p[czgo = 6“9, Y€ Dy = [0, 271']

fiir p und Randbedingungen bei ( = (o, (o fiir f. Hierbei sind A, § und [
gegebene Konstanten und Dy, D¢, D¢ und D, reelle Intervalle. f héngt von der
Lange ¢, der WinkelgroBle £ und der Zeit 7 ab. p hidngt zusétzlich zu ¢, £ und 7
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noch vom Phasenwinkel 9 ab. Ungewdchnlich ist, dal fiir p ein ganzes Intervall
von Anfangswerten 9 € Dy simultan betrachtet werden muf}, wobei fiir f die
Abhéngigkeit von ¢ aufgrund des Integrals verschwindet. Fiir mehr Details siehe
z.B. [2, 36].

Interessiert man sich dafiir, den Wirkungsgrad eines so modellierten Gyrotrons
zu maximieren, so erhélt man zusétzlich ein Optimierungsproblem.

In Bezug auf die Problemstellung von Gyrotrons gibt es wenig mathematische
Literatur. Zumeist findet man Referenzen in elektrotechnischen und physikali-
schen Zeitschriften, Dissertationen und Biichern, z.B. [7], [13], [22]. Diese liefern
allerdings keine oder nur vereinzelt mathematische Aussagen iiber das zu behan-
delnde Modell. Das in dieser Arbeit mathematisch untersuchte selbst-konsistente
Gyrotronmodell wird im folgenden Abschnitt vorgestellt.

1.2 Problemstellung (P)

Beziiglich dem weiter oben auf Seite 5 besprochenen Modell wird in diesem Ab-

schnitt ein verwandtes, aber einfacheres Differentialgleichungssystem vorgestellt.

Fiir eine explizite Herleitung der im folgenden verwendeten Gleichungen wird auf

Kapitel 2 verwiesen. Dort wird auch die Realitdtsnéhe dieses Modells diskutiert.
Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

Liyf = 2 [Fpdd,  fir ¢ €D,

fiir die Funktionen p : Dyx D¢y — C und f : D — C mit den Definitionsbereichen
Dy := [0, 2] und D¢ := [Co, Cout] C R (siehe z.B. [11]). Hierbei bezeichnet p(¥, -)
den normierten Impuls eines Elektrons zum Parameter ¢. Fiir p gilt die folgende
Anfangsbedingung:

p(¥, () =€, fiir alle ¥ € Dy = [0, 27]. (1.2)

Fiir den gesamten Strahl von Elektronen miissen alle ¥ € Dy betrachtet werden.

f ist die normierte Amplitudenfunktion der von allen Elektronen gemeinsam
erzeugten elektromagnetischen Welle. In (1.1) werden p und f iiber ihre rechten
Seiten miteinander gekoppelt. Durch die Funktion

VR) = (s = 5) (13)
geht die Form des Resonators mit R in das System ein. Eine typische Funktion
R: D; — R*, die den Radius des rotationssymmetrischen Resonators beschreibt,
zeigt die linke Grafik in Abbildung 1.1. Rechts ist y(R(()) dargestellt. Man be-
achte, dafl v zunidchst negativ ist, und nach einem Vorzeichenwechsel bei etwa
¢ = 20 positiv bleibt. Fiir die verwendeten Konstanten i,k = 1,.. ., 5 siehe (3.28)
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Abbildung 1.1: Verwendete Radiusfunktion R(¢) mit entsprechendem ~(R(()) fiir
0< ¢ <60.

in Abschnitt 3.5.

Im Gegensatz zu p ist fiir f keine Anfangsbedingung, sondern Randbedingun-
gen zu erfiillen:

Z—QW = VARG - F(G). (1.4)
A o imtos =~V EGaa)) S (o) (15)

Definition 1 (Problem (P)). Die Suche nach einer Léisung (p, f) mit p €
CY(Dy x D¢, €) und f € C*(D.,C), welche die Differentialgleichungen (1.1),
die Anfangswerte (1.2) fir p und die Randbedingungen (1.4) und (1.5) fir f
erfillen, wird als Problem (P) bezeichnet.

Ein Ma# fiir die Effizienz eines Gyrotrons ist der Wirkungsgrad, welcher durch
den Ausdruck

n,=1-— —/ (9, Cour)|? dV (1.6)

mit dem Wertebereich | — 0o, 1] gegeben ist. Hierbei entspricht der Integralterm
der Bewegungsenergie aller Elektronen (siche Abschnitt 1.5) beim Verlassen des
Resonators. Je mehr Energie die Elektronen abgegeben haben, desto energierei-
cher ist die elektromagnetische Welle.

Neben der Bestimmung einer Losung (p, f) von (P) soll der Wirkungsgrad
maximiert werden. Dies wird in Abschnitt 3.5 behandelt.
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1.2.1 (P) in Polarkoordinaten

Sowohl der Querschnitt des Resonators als auch die Uberlegungen aus Abschnitt
1.2.2 legen es nahe, das Problem (P) auf Polarkoordinaten zu transformieren.
Hierfiir werden die komplexen Groflen p und f in deren Radial- und Winkelkom-
ponenten 7, und r¢ bzw. ¢, und ¢ umgeschrieben:

p(0,¢) = 1,(9,¢)e O
f(¢) = Tf(C)ei‘Pf(C).

Diese Darstellungen werden in das Gleichungssystem (1.1) eingesetzt:

(rl +irph)€r +i(cr + 12 — D)rpe’ = irpe?s
(7 + 2ty =y + i) +
+7(R(Q)) rye's = 52 02” rpe e do.

Das erhaltene System kann in Real- und Imaginérteil getrennt und anschlieBend
beziiglich seiner Ableitungen aufgelost werden. Man erhélt das folgende reelle
Differentialgleichungssystem fiir die Radius- und Winkelfunktionen von p und f:

o = resin(p, — @f) }
p SR T 0 € Dy (1.7
e, = rreosle,—pp) — (o~ 14, fr V€D (D
2m
Co
o = 5 [ rcosto, - en) 40 = 2(RIO) -1y
0
" ’o Ca o .
TPyt 2re = o i rpsin(e, — @) dv

mit der Kurzschreibweise ' = % und ” = %. Die Anfangs- und Randbedingungen

ergeben sich entsprechend zu:

rp(9,C0) =1, (9, ) =0, fiir alle ¥ € Dy,
THC=C0 = _7<R(C0)) ) Tf’C=C0? Solf‘CZCo =0, (1'8)

T‘lf‘c:cout = 07 (plf’C:Cout = - V f)/(R(CO’U,t))

Im obigen Differentialgleichungssystem besitzen die Funktionen ¢} bzw. gp’Jﬁ die
Vorfaktoren r, bzw. ry. Wahrend der numerischen Berechnung dieses Systems
kann es vorkommen, dal eine der Parameterfunktionen p(4,-) oder sogar die
Amplitudenfunktion f durch den Nullpunkt verlauft. In diesen Féllen wiirden
die Funktionen r, bzw. ry verschwinden, was in obigem System numerisch zu
Problemen bei der Berechnung von ¢, bzw. ¢ und ¢ fiihrt.

Um diese Probleme zu umgehen, wurde fiir die numerische Losung des Diffe-
rentialgleichungssystems nicht die Darstellung in Polarkoordinaten, sondern die
Darstellung in kartesischen Koordinaten verwendet.
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Abbildung 1.2: Vektorfeld F(-; f) mit den Werten f = 0.1 (linke Grafik) bzw.
f = 0.1¢ (rechte Grafik), erzeugt in Maple mit dem Befehl DEplot.

1.2.2 Rotationssymmetrie

In diesem Abschnitt wird die Differentialgleichung fiir p in (1.1) néher untersucht.
Betrachtet man darin den Wert f({) = const als Parameter, so erhélt man fir p
das komplex geschriebene Vektorfeld:

F(p; f) == —i(cr — L+ |p[P)p+if. (1.9)

Zur Veranschaulichung sind in Abbildung 1.2 zwei Vektorfelder F'(-; f) gezeich-
net. Dabei wurden fiir f die Werte 0.1 bzw. 0.1 gewahlt. Fiir die Darstellung der
Vektorfelder wurde das Computeralgebrasystem Maple mit dem Befehl DEplot
verwendet. Mit ihm werden die Richtungen des Vektorfeldes auf den auszuwer-
tenden Gitterpunkten als Pfeile mit normierter Lange dargestellt, wodurch zwar
die Richtungen des Vektorfeldes klar erkennbar sind, jedoch nicht die Stérke des
Feldes. Da F von p in der Gréflenordnung von p? abhiingt, sind dessen Richtungs-
vektoren fiir p mit etwa |p| < 0.5 nicht mehr erkennbar. Ein Bild des Vektorfeldes
ohne Normierung ist in [18] gegeben. In Abbildung 1.2 wurden zudem jeweils 5
Losungskurven eingezeichnet. Die Feststellung, dafl es sich anscheinend um ge-
schlossene Kurven handelt, liefert ein Indiz dafiir, da8 (1.9) zu einer Hamilton-
Funktion fiihrt. Untersuchungen hierzu finden sich in Abschnitt 1.6.1.

Wie in Abbildung 1.2 dargestellt, erfahrt das Vektorfeld F'(+; f) bei einer Dre-
hung von f um den Ursprung ebenfalls eine Drehung um den Ursprung um den-
selben Winkel. Diese Eigenschaft ergibt sich direkt aus (1.9):

F(e“p;e”f) = —i(cs — 1+ [e“p|*) e“p+ie” f
— R ) (1.10)

Unter Verwendung dieser Eigenschaft erhélt man den folgenden



10 1 Mathematische Modellierung eines Gyrotron Resonators

Satz 1. Sei (p, f) Ldsung von (P). Dann ist fiir jedes o € R auch €“(p, f)
Lésung von (P).

Beweis: Mit (p, f) ist auch e (p, f) Losung der Differentialgleichung fiir p in
(1.1):

(1.10)

d, d , , :
d_C<€ZUp) — GZU_p — €ZUF<p, f) F(elo'p7 elo'f)

dg
mit der rotationssymmetrischen Anfangsbedingung (1.2) fiir p. Desweiteren erfiillt
e (p, f) ebenfalls die Randbedingungen (1.4), (1.5) und die Differentialgleichung
fiir f in (1.1), da diese linear in p und f sind. Folglich ist mit (p, f) auch € (p, f)
Losung von (P). n

Aufgrund von Satz 1 kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit der Wert
fir f({o) so gewéhlt werden, dafl gilt

(o) € RT UA{0}.

Fiir den Spezialfall f((y) = 0 kann eine Losung von (P) explizit angegeben
werden, und diese ist von der Funktion R unabhéngig:

p(9,¢) = ePe ¢ f(¢) =0, fiir € Dy, (€ Dg.

Die Losung fiir f als Nullfunktion zeigt, dal am Resonatorende keine Welle ent-
standen ist, und sich entsprechend der Wirkungsgrad nach (1.6) zu i, = 0 be-
rechnet. Fiir ein Gyrotron in der Praxis, sollte jedoch der Wirkungsgrad positiv
sein. Daher wird fiir die weiteren Uberlegungen

f(G) e RT

gewdhlt.

1.2.3 Qualitatives Verhalten der Funktion f

Fiir ein besseres Verstandnis des gesamten Differentialgleichungssystems von (P)
wird in diesem Abschnitt die Differentialgleichung fiir f naher untersucht. Die
komplexe Funktion f geniigt der Differentialgleichung 2. Ordnung

d2f c 2
d—e:_7f+§/o pdv. (1.11)

Aufgrund des kleinen Wertes fiir ¢; (co = 0.0021) und der Bedingung

2 2
/ P9, ¢) dV|e—o = / e di) =0
0 0
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fiir das Integral am Resonatoranfang ¢ = 0, kénnte man vermuten, dafl (1.11)
durch Vernachléssigung dieses Summanden auf eine gewohnliche Differentialglei-
chung 2. Ordnung

F _ 1.12

d—C2 =—f (1.12)
mit reellwertiger Funktion v = v(R(¢)) und den Randbedingungen (1.4) und
(1.5) reduziert werden darf. Dies ist nicht korrekt, denn ist der Anfangswert
fo = f({) € R" bekannt, so kann die Funktion f nach (1.12) nur Werte
{z € C|z = fy - R} annehmen. Hieraus folgt, daf die Randbedingung (1.5) bei
Cour nur erfiillt werden kann, wenn f((,u) = 0 ist. Diese mathematische Losung
liefert allerdings nicht das gewiinschte Resultat einer elektromagnetischen Welle
am Resonatorende, welche durch f((,,:) # 0 gegeben sein muf. Diese Uberlegung
zeigt, dafl der Integralterm in der Differentialgleichung (1.11) durchaus nicht ver-
nachléssigt werden kann und daher einen wichtigen Kopplungsterm zwischen den
Impulsen p der Elektronen und der Amplitude der elektromagnetischen Welle
f darstellt. In spéteren numerischen Berechnungen bestétigt sich, dafl es gera-
de dieser Term ist, welcher fiir die Erfiillung der Randbedingung fiir f bei (,u
verantwortlich ist.

1.3 Weitere Modelle

1.3.1 Modelle (F), (]50)

Problem (P) stellt fiir f ein Randwertproblem dar. Bei den spédteren numeri-
schen Berechnung wird allerdings hauptséchlich das auf das Anfangswertproblem
umgeschriebene Problem (F,) verwendet:

Definition 2 (Problem (F7)). Sei fo € C gegeben. Gesucht sind Funktionen p
und f mit p € C*(Dy x D¢, C) und f € C*(D¢,C), welche die Differentialglei-
chungen

Dy ier 1+ pP)p=if. firalle (9,() € Dy x D,
Sheaf =g [T pdo,  firalleCe Dy,

und die Anfangs- und Randbedingungen

p(¥,¢) =€, fiir alle Y € Dy,
F(Go) = for,  Fle=eo = V=1(R(G)) - f(Co)

erfillen. Diese Aufgabenstellung wird als Problem (Py) bezeichnet.

Unter Verwendung von g := % und allgemeineren Anfangsbedingungen kann
Problem (F) als Differentialgleichungssystem erster Ordnung geschrieben wer-
den. Vorher wird allerdings noch der dabei verwendete Banachraum Y™ ein-

gefiihrt:
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Definition des Raumes Y"

Mit n € IN U {0} sei C3 (Dy,C) der Raum der n-mal stetig differenzierbaren,
2m-periodischen Funktionen von R nach C, welche auf das Intervall Dy = [0, 27]
eingeschréinkt sind. Hierfiir gelte die Norm

lpll = ;gégglwl-

Desweiteren sei der Banachraum Y := CJ (Dy,C) x € x C mit der entspre-
chenden Norm

lylly= = lIpll + |f[ +lgl, mity=(p,f,g9)" €¥" (1.13)

gegeben. Hiermit kann (F) in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung
umgeschrieben werden:

Definition 3 (Problem (]50)). Sein € IN und fy,g90 € C. Gesucht sind stetig
differenzierbare Funktionen p, f, g mit p : Dy x D¢ — C und f,g : D¢ — C,
welche die Differentialgleichung

d [P —i(cr = 1+ |p[*)p +if
|- - —F(Cp.fg)  (114)
9 (RO + 52 [y p(9,0)dvd

fir alle (9,C) € Dy x D¢, sowie die Anfangsbedingung

(p(-,€0), f(C0), 9(C0))" = (po(-), for 90) € Y™

erfillen.

Diese Darstellung wird vor allem spéter in Abschnitt 1.4.1 Verwendung finden.

Um eine Vorstellung von der Losung p zu erhalten, wurde (f’o) in ¥ mit
n = 128 Elektronen diskretisiert. In ( wurde eine konstante Schrittweite A =
0.1 gewihlt und mit dem Runge-Kutta-Verfahren (A.4)! in ¢ integriert. Fiir fy
wird der Wert 1.0 - 107® verwendet. Abbildung 1.3 zeigt das berechnete |p| in
Abhéangigkeit von (1, ().

1.3.2 Modelle (G), (CC)

Fiir eine spéter einfachere Referenzierung werden im folgenden noch zwei Pro-
blemstellungen definiert. Die Erste betrachtet bei vorgegebenem f lediglich die
Lésung von p, und die Zweite stellt einen Spezialfall der Ersten dar:

lsiehe Anhang A
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(9, Q)]

mit &dquidistantem Gitter in Dy und D, mit

und A = 0.1. Fiir die Darstellung wurde ein groberes Gitter ver-

wendet. Zusétzlich wurden farblich entsprechende Hohenlinien eingezeichnet. Die

)

)l

¢

 [p(Y,

Abbildung 1.3: (¥,¢
= 13

A

scheinbare Singularitét bzgl. ¢ €]0, 1] wird u.a. in den Abbildungen 3.3-3.5 besser

aufgelost.
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Definition 4 (Problem (G)). Sei f € C(D.,C) gegeben. Gesucht ist eine ste-
tig differenzierbare Funktion p : Dy X D — C, welche

g—f+i(01—1+|p|2)p:if, fir alle (9,¢) € Dy x D¢,
p(9, ¢o) = €, fir alle ¥ € Dy

erfillt. Diese Aufgabenstellung wird als Problem (G) bezeichnet.

Bemerkung: Da f fiir Probleme (G) beliebig vorgegeben werden kann, kénnen
wir bei Aussagen iiber Problem (G) immer an (p, f) aus Problem (P) denken.
Ein einfacher Spezialfall von (G) ist das sogenannte “Cold-Cavity”-Modell.
Hierbei wird fiir die Funktion f : R — R eine Gaufiglocke vorgegeben, und damit
studiert, wie sich die Elektronen aufgrund der Differentialgleichung verhalten
(siehe z.B. [18]). Mit den Intervallen Dy = [0,27] und D¢ = [(p, out) und den
Parametern p; = ¢, g und 3 in den entsprechenden Intervallen D., = [0.3,0.8],
D,, =1[5,30] und D,, = [0.01,0.25] ist das cold-cavity Modell wie folgt gegeben:

2

Definition 5 (Problem (CC)). Sei

RRERECECY

Gesucht ist eine stetig differenzierbare Funktion p : Dy x D — C, welche

D 4 ifer — 1+ pl2)p = iusf,  fir alle (9,) € Dy x Dy,
(0, ) = e, fiir alle ¥ € Dy

erfillt. Diese Aufgabenstellung wird als Problem (CC') bezeichnet.

Der Wirkungsgrad 1, des Gyrotrons berechnet sich weiterhin nach (1.6). In
(CC) kann die Differentialgleichung fiir p als eine einzige komplexe Gleichung
betrachtet werden, wobei die einzelnen Losungen p(1, ) fiir jeden Parameterwert
¥ € Dy separat berechnet werden konnen. Erst die Untersuchung des Wirkungs-
grades erzeugt eine Kopplung der Losungen aller ¢ € Dy. Wie in [18] beschrieben
kann mit den Parametern p; € D,,., i = 1,2, 3 der Wirkungsgrad zu 72% optimiert
werden. Desweiteren zeigt sich bei numerischen Simulationen, daf§ es in Dy wie er-
wartet Intervalle gibt, in denen die Elektronen Energie abgeben (|p(¥, (out)| < 1).
Allerdings gibt es auch immer Bereiche in Dy, deren Elektronen Energie aufneh-
men (|p(, (oue)| > 1). Im berechneten Fall mit n, = 72% ist:

(Y, Cour)| < 1 fiir ¥ € [0,0.5[U]1.4, 27],
Ip(9, Cour)| > 1 fiir ¥ € [0.5,1.4].

Mit Hilfe der Hamilton-Funktion in Abschnitt 1.6.1 wird in Satz 7 eine ent-
sprechende Aussage fiir Modell (G) formuliert. Da hierbei f beliebig ist, gelten
die Aussagen von Abschnitt 1.6.1 auch fiir p im selbst-konsistenten Modell (P).
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1.3.3 Integral-Darstellung der Losung von (G)

Zwar kann fiir das Problem (G) keine explizite Losung fiir p angegeben werden,
jedoch gibt es hierfiir die Darstellung (siehe [12])

p(¥,¢) = (p(ﬁ, Co) + i C Fx)e o dx) L0 (1.15)
¢o
mit .
Y, ¢) = (1 —c1)(¢ —C) — i p(¥,t)|*dt € R. (1.16)

Dies 148t sich durch Differentiation verifizieren:

¢
% = (0.6) w1 [ Fe 00 i) 00 g (if(Qee0) oo
= (0,0 wa Q) +if(0
= (0,01~ — Ip(0, ) + ().

Obwohl (1.15),(1.16) keine explizite Darstellung fiir p angeben, kénnen sie ver-
wendet werden, um p bei gegebener beschrinkter Funktion f abzuschétzen:
Abschitzung von p bei beschrianktem f

Mit den Anfangsbedingungen fiir p nach (G) kann p auf dem Gebiet D = Dy x D,
bei gegebener beschrankter Funktion f € C(D,, C) abgeschétzt werden:

¢
s [p0. O 2 e |(p(0.G) 1 | fO0e O d) 0
< max[p(d, Go)l + (max |FOO]) - (Cout = o)
= 1+ max|f(Q)] (Cour — Co)- (1.17)
€D¢

Somit ist p fiir jedes beschrénkte Intervall D¢ beschrénkt.

1.3.4 Vergleich mit der Landau-Gleichung

Aufgrund ihrer Ahnlichkeit zur Differentialgleichung fiir p wird fiir v : R — C
die folgende Gleichung betrachtet:

d
Pl dyu + dy|ulu. (1.18)

Mit dy,dy € C fithrt sie zu einer Landau-Gleichung fiir die Amplitude |u| [8,
Seite 371]. Wie auch bei der Differentialgleichung fiir p enthélt sie mit dju sowohl
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einen linearen als auch mit dy|u|*u einen nichtlinearen Term. Trotz dieses Terms
kann eine analytische Losung berechnet werden, welche im folgenden hergeleitet
wird. Anschliefend wird versucht, die Methode zur Berechnung der Losung auf
die Differentialgleichung fiir p anzuwenden.

Nach Multiplikation von (1.18) mit u* kann die linke Seite nach ¢ integriert
werden, und man erhélt

d 5 5
() = dful? + doful?

mit dj, := 2R(d) € R, k = 1,2. R bezeichnet den Realteil. Sind d; = dy = 0,
so gilt |u| = const. Es wird jetzt di,dy # 0 und |u(t)] # 0 fur alle t € R
vorausgesetzt. Dann gilt fiir den Ausdruck ﬁ die Ableitung

d(l)z_ﬁwm (el + dlul?) =~ (1) o

dt \Jul? [t Juf? [ul?

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir ﬁ, deren Losung leicht angegeben
werden kann. Es ist

1 d i
LI
|ul dy
bzw. aufgelost nach |u|
i -
lu| = ( — = + Cre @t (1.19)
d

mit einer Konstanten C; € R. Hier erkennt man, dafl fiir gewisse Werte dy, do,
C7 # 0 der Nenner Null werden kann, |u| einen Pol hat und somit dieses u eine
blow-up Losung darstellt.

Mit u(t) = |u(t)|e”® erhilt man aus der Anfangsgleichung eine Differential-
gleichung fiir die Phase ¢:

d 1

L= S(dy) + S(dy) - —.

dt¢ ‘9( 1)+‘$( 2) ’u’2

Hier bezeichnet & den Imaginérteil. Durch Einsetzen des Ausdrucks fiir |u| erhélt
man:

3(dy)

O(t) = ——<L In(—dy + Crdie M) + (3(dy) — %(dQ)%)t + Oy

d2 2

mit einer Konstanten Cy € R. Aus ¢ und |u| erhélt man schliefllich eine explizite
Darstellung fiir u(t) = |u(t)| e*®.
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Verfahren angewendet auf Dgl fiir p

Ahnlich zur Landau-Gleichung enthilt die Differentialgleichung fiir p in (1.1)
sowohl lineare Terme in p als auch Terme der Art |p|*p. Im Gegensatz zur homo-
genen Landau-Gleichung enthélt die Differentialgleichung fiir p den inhomogenen
Term if. Wendet man die Idee der Berechnung auf die Gleichung fiir p an, so
erhélt man

d—clpl2 =i(fp* — f*p) = —2S(fp")

(vergleiche hierzu (1.35)). & bezeichnet den Imaginérteil. Da in diesem Fall fiir
die Konstanten dy = —i(c; — 1), dy = —i gilt und folglich R(d;) = R(d2) = 0 ist,
fallen die zu erwartenden Terme mit |p|> und |p|* weg. Allerdings bleibt ein (-
abhéngiger Term mit f iibrig. Fiir f als Nullfunktion kann p problemlos berechnet
werden (siehe Seite 10). Die Idee bei der Losung der Landau-Gleichung mit einer
Transformation auf eine Dgl fiir ﬁ fithrt im betrachteten Fall zu

d ( 1 ) 2
(=) = =3,
d¢ \|pl*/ |pl*

Diese Gleichung ist leider weder in h}% linear noch 148t sich unmittelbar fiir all-
gemeines [ eine explizite Losung fiir p angeben. Betrachtet man jedoch die Dif-
ferentialgleichungen fiir p und f gemeinsam, so fiithren verwandte Uberlegungen
zu neuen Erkenntnissen (siehe Abschnitt 1.5).

1.4 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Existenz von Losungen von Problem
(P) unter mehreren verschiedenen Gesichtspunkten. Zunéchst wird das Theorem
von Picard und Lindelof auf das Anfangswertproblem (F,) angewendet, und zwar
auf das zugehdrige System von drei Differentialgleichungen 1. Ordnung, (Pp). Es
wird gezeigt, daf} fiir jede mindestens stetige Anfangsfunktion po(9) = p(9J, (o),
v € Dy genau eine Losung (p, f) existiert, wobei p in ¥ so glatt ist wie pg. Das
sich aus diesem Satz ergebende (-Intervall ist allerdings kurz. Lésungen von Glei-
chungen mit nur lokal lipschitzstetigen Termen koénnen fiir ein ¢, < oo authéren
zu existieren, wenn blow-up geschieht. Grundsétzlich kénnen Gleichungen vom
Typ @ = dyu+ do|ul*u, di, dy € C blow-up Losungen haben, wie man aus Losung
(1.19) von Gleichung (1.18) in Abschnitt 1.3.4 unschwer sehen kann. Wie man
dort ebenfalls sieht, ist dafiir aber $(dy) # 0, k = 1, 2 nétig. In der Gleichung fiir
p gilt jedoch R(d;) = R(dy) = 0.

Da die lokale Existenz von Losungen (p, f) von Problem (F) gesichert ist, ist
es sinnvoll die zwei gekoppelten komplexen Gleichungen einzeln zu betrachten:
* Problem (G): Anfangswertproblem fiir p bei beliebig vorgegebenem f,

« Problem (F'): Randwertproblem fiir f bei beliebig vorgegebenem P.
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In Abschnitt 1.3.3 wurde fiir Problem (G) die Abschétzung (1.17) hergeleitet.
Daraus folgt, daf3 |p| bei beschréanktem |f| hochstens linear mit der Intervallinge
|Cout —Co| Wéchst. Dieses lineare Wachstum kann man auch aus der Differentialglei-
chung (1.7) fiir r, in Abschnitt 1.2.1 folgern (Darstellung in Polarkoordinaten). In
Abschnitt 1.6.4 wird mit Hilfe des Hamiltonformalismus fiir Problem (G) gezeigt,
daB fiir (-unabhéngiges f(() = fo eine (-unabhéngige Schranke fiir |p| existiert.

Da Problem (F') ein lineares Randwertproblem vom Typ Lf = P ist, dessen
Randwerte die Losung f(¢) = 0 fiir P(¢) = 0 erlauben, werden zunéchst die Be-
dingungen fiir die Existenz von nichttrivialen Losungen untersucht. Dafiir wird
in Abschnitt 1.4.5 das Eigenwertproblem Lf -+ Af = 0 mit den Randbedingungen
(1.4), (1.5) numerisch untersucht. Es zeigt sich, dal A = 0 kein Eigenwert ist. Aus
der Fredholmschen Alternative (Satz 3) folgt somit, dal Problem (F) fiir vorge-
gebenes P genau eine Losung hat. Wegen der Linearitat der Differentialgleichung
und ihrer Randbedingungen ist f proportional zu P. f ist also in { beschrankt,
wenn P in ¢ beschrankt ist.

Insgesamt erhalten wir also:
Die Losung p von Problem (G) ist beschrinkt, wenn f beschrénkt ist, und die
Losung f von Problem (F') ist beschrankt, wenn p beschriankt ist.

Die Beschrianktheit der Losung (p, f) ohne Annahmen iiber die Beschrankt-
heit von p oder f konnte nicht gezeigt werden. Aber alle numerisch erhaltenen
Losungen existieren bis (,,; und dariiber hinaus (sieche z.B. Abbildung 3.7 und
Kapitel 3).

1.4.1 Satz von Picard und Lindelof

Fiir das Anfangswertproblem (P,) wird eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage
formuliert. Dabei werden die verwendeten Konstanten L und K zunéchst vor-
ausgesetzt. Eine Abschétzung dieser beiden Groflen geschieht im darauffolgenden
Abschnitt.

Das verallgemeinerte Theorem von Picard und Lindelof [37, Seite 78] liefert
eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir die Losung einer gewhnlichen Dif-
ferentialgleichung in einem Banachraum. Bei Formulierung dieses Theorems fiir
das Anfangswertproblem (P[)) erhéilt man die folgende Aussage (der hier verwen-
dete Banachraum Y™ ist auf Seite 12 eingefiihrt):

Satz 2. Seien {; € R, n € Ny, (po, fo,g0)" € Y™ und a,b > 0 fest gewdbhit.

Qb = {<C7p7 f7 g)T eERXxY": ‘C - CO‘ < a, H(p7 fa g)T - <p07f0790)THY" < b}
Sei R : [Co — a, (o + a] — R stetig, und es gebe feste L > 0 und K > 0 mit

||F<Cap1af1agl) - F(C:anf2792)||Y" S L“(pl:fl:gl)T - <p27f2792)T||Y"7
fiir alle (C,p1, f1,91), (¢, P2, fa2, 92) € Qp
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und
IE(Cp, f,9)llyn < K, fiir alle (¢, p, f,9) € Q.

Sei ¢ so gewdhlt, dafs 0 < ¢ < a und K -c < b gelte. Dann besitzt (]50) genau eine
stetig differenzierbare Losung (p, f,9)* (+) im Intervall [(y — ¢, o+ ¢|. Desweiteren
hingt die Funktion (p, f,g)*(:) stetig vom Anfangswert (po, fo,go0)” ab.

Anwendung des Theorems von Picard und Lindelsf auf (P,):
Entsprechend des eingefiithrten Banachraumes Y = C (Dy,C) x C x € kann
das Theorem von Picard und Lindeldf auf (]50) angewendet werden. Dabei ist
noch zu zeigen, daf§ F': @), — Y stetig ist:

In Gleichung (1.14) sind die ersten beiden Komponenten von F autonom. Man
erkennt ebenso, dafi diese beiden Komponenten von F' stetig beziiglich (p, f, g)
sind. Fiir die dritte Komponente [F]3 von F gilt wegen der vorausgesetzten Ste-
tigkeit von R, der in (1.3) definierten Funktion v und der Abschétzung

2 2
5 [ 0.0 =52 [ 0.0 0] < ol =l
fir alle py,ps € C3 (Dy,C), die Stetigkeit dieser Komponente und damit die
Stetigkeit von F'. Satz 2 ist anwendbar, sobald L und K gefunden sind. &

Es soll darauf hingewiesen werden, daf§ L und K im allgemeinen von der Wahl
von n abhéngig sind. Es ist zu erwarten, daf fiir gréfleres n sich die Werte fiir L
und K vergroflern. Dies hat zur Folge, daff sich die theoretische Abschéatzung fiir
das Intervall, in dem die Losung existiert, verschlechtert, und sich die Lénge des
Intervalls verkleinert. Eine Abschédtzung der Konstanten L und K fiir n = 0 ist
im néchsten Abschnitt in Hilfssatz 1 angegeben.

Eine interessante Eigenschaft der eindeutigen Losung (p, f, g)T des Problems
(1.14) ist, daBl mit dem Anfangswert p, € C3 (Dy, C) auch alle weiteren Funk-
tionen p(-, () fur festes ¢ € [(y — ¢, (o + ¢] dem Raum C% (Dy,C) entstammen.
Sie besitzt also in ¢ die gleiche Differenzierbarkeitsklasse.

1.4.2 Bestimmung von L und K

Ziel dieses Abschnittes ist es, Konstanten L und K fiir die in (1.14) definierte
Funktion F': R x Y™ — Y™ fiir n = 0 anzugeben.

Hilfssatz 1 (Lipschitzbedingung und Beschrinktheit).
Zu jeder Zahl M > 0 und zu jedem Intervall D C D¢ = [Co, Cout] gibt es mit

7 = max |[y(R(())| (1.20)

¢eD

fiir die Menge Dy = {(p, f,9) € Y°|||(p, f,9)T|| < M} eine Konstante
L :=max{|c; — 1] + |eo| +3M?, 1+ 7}, so daf gilt

1F'(¢,v1) — F(Cy2)llyo < Ly — yallyo, fiir alle yy,y2 € Dy, C € D.
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Desweiteren gilt fiir die Konstante
K =max{[c; — 1|+ |ea|, e = 1+ M|+ |ca|, 1 +7}- M
die Abschdtzung

|F(Cp, fo9)llyo < K, fir alle (¢, p, f,9) € D x Dy.

1. Bestimmung der Lipschitzkonstanten L

Zunichst sei D C D, gegeben. Aufgrund der in (1.13) gegebenen Norm fiir den
Raum Y kann die Abschitzung der Lipschitzbedingung der Funktion F kompo-
nentenweise vorgenommen werden. Der Einfachheit halber wird zuerst die zweite
Komponente der Funktion F' abgeschétzt, dann die dritte und zuletzt die erste.
Fiir die zweite Komponente [F]y der Funktion F gilt

[[F'(C 1, fr, 91))2 = [F(C 02, f2, 92)]2| = 91 — g2l (1.21)

Die dritte Komponente [F'|3 der Funktion F' a8t sich wie folgt abschétzen:

[[F(Cp1s fr,91)]s = [F(Cp2, fos g2)3 | =
— =R+ 2RO+ 52 [ @) do = 22 [ o) o

|CQ| 2

< VRO = fol + 5 i p1(V) — pa (V)] dV)
< [VREODIf1 = fol + ez max [p1 (V) — p2(V)]
<lea|llp1 = pall +7 | f1 — fol (1.22)

mit 4 = maxcep [7(R(C))]. Zur Lipschitzbedingung der Funktion F wird die noch
fehlende Bedingung fiir die erste Komponente abgeschétzt:

| [F'(C, p1s f1,91)10 = [F(C, pa, fa, g2) 1 ||
= max | (—i(cy — 1+ [p1(9)*)p1(9) +if1)

YEDy
— (=i(er = L+ |p2(9)[P)p2(9) +ifs) |
=max | —i[(ct — 1+ |[p1(¥9)[)p(V)

= (e1 = 1+ [p()*)p2(9)] +i(fr — fo)]
< max(|(c1 — L+ |p1(9)[*)p1(9) — (e1 = 1+ [p2(9)*)p2(9)| + [ f1 — fl)

< max(le; — 1|p1(9) — pa(9)] + | [p1(9)*p1(9) — [p2(9)Pp2(9) |

+fi = fal)- (1.23)
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Der erste und der letzte Summand haben fiir die gesuchte Lipschitzbedingung
bereits die gewiinschte Form. Dagegen mufl der mittlere Term etwas aufwandiger
abgeschétzt werden.

Der Ubersichtlichkeit halber wird im folgenden das Argument o fiir p; und
po weggelassen und erst spéiter zur Zusammenfassung wieder notiert. Fiir den
néchsten Schritt gilt es eine Abschétzung des in (1.23) notierten mittleren Terms
in der Maximumfunktion zu finden.

Bei gegebenem M > 0 gilt:

|Ip1*p1 = [p2]?p2| < 3M?|p1 — pal, fiir alle |p1], |p2| < M. (1.24)

Zur Verifizierung von (1.24) wird diese quadriert und der Term links vom Gleich-
heitszeichen auf die rechte Seite gebracht. Zusétzlich werden die komplexen Gréfien
p1 und ps in Polarkoordinaten umgeschrieben:

p1=re¥ und py = se'”,  mit ||, |s| < M
Die Abschéitzung lautet nun wie folgt:

9M* Ip1 — - lef P1— ’P2’2p2|2
= 9M4|re se'T|2 — |rPre — sse'|?
— OMA(rei® — seiT)(re ¥ — se™iT) — (13l — P (P — SPeT)
= 9M* (r* — 2rscosh(i(t — ¢)) + %) — (r® = 2r%s® cosh(i(T — ¢)) + 5°)
= 9M* (r* — 2rscos(t — @) 4+ s*) — (r® = 2rs® cos(T — ) + 5°)
= 9M* (r* — 2rs(1 = 2sin*(@)) + s*) — (r® — 2r%s*(1 — 2sin*(a)) + %)
= 9M*(r* — 2rs+ s*) — (r® = 2r%s® + %) + drssin®(a) (9M* — r*s?)
= 9M*(r — 5)* — (r* — *)? + drssin®(a) (8M* + (M* — r?s%))
= 9M*(r — s)* — (r — 8)*(r* + rs + 5°)* + drssin®(a) (8BM* + (M* — r*s?))
2 4 212 .2 4 4,202
= (r—s)*(OIM* — (r* + rs + s%)*) +4rssin (a)(S\J\L (M* —r?s?))

>0 <3M? >0 20 >0
>0
>0,
wobei o := *5*. Hiermit ist die Abschétzung (1.24) bewiesen. O

Die in (1.24) angegebene Ungleichung ist strikt: Fiir den Faktor 3M? auf der
rechten Seite gibt es keine kleinere Konstante C' | fiir die die Ungleichung erfillt
werden kann.

Dies soll mittels eines Widerspruchsbeweises gezeigt werden: Angenommen, es
giibe eine nichtnegative Zahl C' < 3M?, welche die Ungleichung

|[p11p1 = [p2p2| < Clp1 — p2l, fiir alle |p1|, |po| < M
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erfiillt. Insbesondere gilt dann speziell fiir die Punkte py = M und ps = M — h
fir alle h €]0, M] die folgende Abschétzung:

(M?M — (M —h)* (M —h)) < Ch
= 3M?h —3MR*+h* < Ch |:h#0
— 3M? —C < h(3M — h)
N—— —_——
>0, fest o)

An der letzten Ungleichung erkennt man, daf es fiir jeden fest gewihlten Wert
C < 3M? Werte fiir h > 0 gibt, welche die Ungleichung nicht erfiillen. Dieser
Widerspruch zeigt, dafl die Annahme nicht richtig ist. Folglich ist 30?2 der kleinste
Faktor, fiir den die Ungleichung (1.24) erfiillt werden kann. &

Mit Hilfe von (1.24) kann die Abschétzung (1.23) vereinfacht werden:

H [F(C7p17f17gl)]1 - [F(<7p27f2792)]1 H
< er = 1{lpr — pal| + 3M?||lpy — p2|| + | 1 — fol
< (ler = 11+ 3M?)|[p1 — pal| + | f1 — fol. (1.25)

Zusammenfassend erhélt man die Lipschitzbedingung fiir die Funktion F' wie
folgt:

|F(C 15 fr,91) — F(C, P2, fa, 92)||yvo =

(1.21),(1.22),(1.25) ) 3
< (ler = 1] + |ea| 4+ 3M7)[Ipr = pal| + (L + [FD1f1 = fol + |91 — g2]

< max{|er — 1 + [eo| +3M% 1+ 3} - [[(p1, f1,91)" — (D2, 2, 92)" [[vo,
fiir alle (p1, f1,91)7, (P2, fo, g2)T € YO mit ||py]|, [|[p2l| < M. Hieraus erkennt man,
daf3 F' lokal lipschitzstetig ist — allerdings nicht global.
2. Ermittlung der Konstanten K

Hierzu wird die Norm von F' abgeschétzt:

||F<C’p7 f’g)”YO =
= max (| = i(er = 1+ |p(0) )p(9) +if]) + Ig

HHRQ + 52 [ poal
< max ([(e1 = 1+ @) Pp@)]) + 111+ gl + R +lesll
< max (Je = 1+ )] ol + (1 + (R + 1ol +lesll

< max {|er = 1, [er = L+ [plP[} ol + L+ [V (ROIDIS] + 19l + leallpll
< (max{]e; — 1f, ler = L+ [IpIP[} + lea]) Il + (L + [y (ROIDLf] + 1]
< Kl(Cap)’Kp? f?g)THYO (126)
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mit, K1(C,p) = max {ler — 1 +[ea, [er = L+ [[p[?| + [ea] . 14 [7(R(C))[}-
Unter Berticksichtigung aller (¢, p, f,g) € D x Dy erhélt man fiir den Ausdruck
Ki(¢,p)|l(p, £, 9)%||yo die obere Schranke

K=K, max |(p,f,9) lyo=K:M (1.27)

(p7f7g)eD1W

mit Ky = max {|c; — 1|+ |ca|, |1 — 1+ M|+ |ca| , 1+ 7}

1.4.3 Abschitzung fiir ein maximales Integrationsinter-
vall

Im folgenden soll mittels des Satzes 2 und der in Hilfssatz 1 angegebenen Grofien
L und K ein maximales Integrationsintervall in ¢ fiir (Py) angegeben werden. Es
sei yo = y(Co) = (p(<o), f(Co), 9(Co))T. Mit vorgegebenen a, b > 0 kann die Menge
@y aus Satz 2 gegeben. Es gilt

Iyl < lly = woll + lvoll = b+ llyoll =: M, fiir alle y € Q. (1.28)

Mit den Werten fiir ¢; und ¢; nach (3.28), dem Wert 4 ~ | — 1.1896| ~ 1.2 nach
(1.20) und dem Anfangswert fiir p nach (1.2) erhélt man:

L=|c; =1+ |ea| +3M?, K =max{|c; — 1+ M|+ |cs|, 1 +7} - M.

Nach Satz 2 gibt es im Intervall [y, (o + ¢] mit
0 < ¢ < min{ b }
¢ < min{a, —}.
'K

eine eindeutige Losung (p, f, ). Da weder L noch K in der Abschitzung von a
abhéangig sind, kann a entsprechend grof§ gewéhlt werden, so daf fiir ¢ lediglich
die Beschrankung gilt:

b

b
D<e< — = — . 1.29
K~ maxla 110+ Tl ol 155 - w2

Aus den Anfangswerten fiir p und deren zu erwartender Losung p(4, -) (zu Beginn
bewegen sich die Punkte p(¢J, () nahezu exakt auf dem Einheitskreis) ist fiir b ein
Wert von mindestens 2 zu nehmen. Mit ||yo|| & [1| 4 [1.0-1078] + [v/1.1896 - 1.0 -
1078| ~ 1.0 gilt fiir die Abschitzung von c:

b b
O<e< —= < 0.2731.
K (ea+ca=1+b0+yll)- 0+ llyoll) ~

Bei Wahl eines grofieren Wertes fiir b erhédlt man bei der Abschétzung einen noch
kleineren Wert. Dies zeigt, daf§ unter einmaliger Verwendung der Abschéitzung
die Existenz einer Losung daher lediglich fiir das kurze Anfangsintervall I; :=
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[0,0.2731] (der Einfachheit halber wird der rechte Rand des Intervalls mitge-
nommen) bewiesen werden kann. Im folgenden wird versucht durch Stiickelung
mehrerer solcher Abschéatzungen ein lingeres Gesamtintervall zu erhalten. Doch
leider wird sich zeigen, dafl es immer noch kiirzer ist als das geforderte Intervall

D¢ = [0,60].

Stiickelung von Intervallen

Ausgehend von ¢ = 0 werden im folgenden analog zu (1.29) Teilintervalle Iy,
k € IN berechnet. Durch Stiickelung dieser soll eine bessere Abschétzung fiir das
Gesamtintervall [, := U2, [}, erreicht werden.

Wird derselbe Wert b fiir alle Intervalle Iy, k& € IN verwendet, so gilt aufgrund
(1.28) fiir die dort jeweilige Anfangsfunktion yq j,:

oz |l < lwoll + (k —1)b, k€ IN.

Daher ist die Linge Acy := |I;| des Intervalls I entsprechend (1.29) gegeben

durch
b

max{|cr — L+ kb + [lyoll| + [eal, 1+ 7} - (kb + [|y0l])

bzw. mit den Werten fiir ¢;,¢o,5 und ||yo|| durch

Ack =

1

Acy, = .
Ck max{“"‘f“ +k, 286y (1 1

(1.30)

Hier erkennt man, daf fiir jedes b > 0 und geniigend grofle k gilt: Ac, < k—IQ
Daher ist die Gesamtintervallinge |I,| = > 7~ Ac¢; fir alle b > 0 endlich. Um
eine Vorstellung von der Grofie von |I,| zu bekommen zeigt Abbildung 1.4 den
mit (1.30) berechneten Ausdruck Z}gl Acy, bei verschiedenen Werten von b. Der
hier gemachte Fehler aufgrund der verwendeten endlichen Reihe kann durch

o0 o0 1 B
YA < Y ﬁ<1.0-106
k=106+1 k=106+1

abgeschitzt werden. Trotz dieser verbesserten Abschitzung (vgl. mit dem oben
verwendeten Fall b = 2) iibersteigt die maximale Gesamtlédnge nicht den Wert
0.9. Das ist aber fiir eine Existenzaussage im betrachteten Gyrotronmodell mit
D, = [0, 60] nicht ausreichend.

1.4.4 Problem (F)

In &hnlicher Weise wie Problem (G) ein Teilproblem vom Gesamtproblem (P)
ist, wird jetzt Teilproblem (F) eingefiihrt. Bei vorgegebener Funktion P({) =

5= 027r p(¥, ¢) d¥ wird das Randwertproblem fiir f betrachtet:



1.4 Existenz und Eindeutigkeit 25

08|
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. .5 2 21.;5 3 35 4 45 5
Abbildung 1.4: Numerisch berechnete maximale Intervallinge |I,| = Y7 | Ay, &

21160:61 Acy, in Abhéngigkeit von b.

Definition 6 (Problem (F')). Sei P € C(D¢,C) gegeben. Gesucht ist eine ste-
tig differenzierbare Funktion f : D. — C, welche das Randwertproblem

jc_sz +vf = P fiir alle ¢ € D,
Z_{-k:co = —v(R(Co)) - f(Co),
%’C=Cout = — V 7<R(Cout)) : f(Cout)

erfullt. Diese Aufgabenstellung wird als Problem (F') bezeichnet.

1.4.5 Eigenwertproblem zu (F)

Um die Existenz von Losungen von Problem (F') zu kliren, wird das zugehorige
homogene Problem betrachtet. Zu kléren ist, ob es nichtverschwindende Losungen
gibt, d.h. ob das Eigenwertproblem den Eigenwert A = 0 hat. Das zu betrachtende
Eigenwertproblem lautet:

LF+(+Nf =0,
Loy = V—1R(G)) - f(G), (1.31)
%k:Cout —1 V 7<R(Cout)) ) f(Cout)

mit den in Abschnitt 1.2 eingefiihrten Gréflen v, R, De.

Problem (1.31) ist gemé&B [19, Seite 45] ein Sturm-Liouville Problem. Die
in (1.31) angegebenen Randbedingungen sind separierte Randbedingungen und
erfiillen die Voraussetzungen fiir das Theorem 4.6 in [19, Seite 49]. Dies besagt,
daB Problem (1.31) eine unendliche Anzahl von Eigenwerten A besitzt. In [19,
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Abschnitt 4.6, Seite 61] werden selbst-adjungierte Sturm-Liouville Probleme de-
finiert. Diese besitzen laut [19, Theorem 4.12] die Eigenschaft, da8 deren Eigen-
werte A alle reell sind. Es 148t sich leicht nachrechnen, daf§ die Randbedingungen
von (1.31) nicht den Definitionen fiir ein selbst-adjungiertes Sturm-Liouville Pro-
blem geniigen. Bestétigend dafiir sieht man an den berechneten Eigenwerten in
Abschnitt 1.4.6, daf§ zumindest keiner der ersten 47 Eigenwerte reell ist.

Aufgrund der Funktionen v und R werden die Eigenwerte und -funktionen
nicht analytisch sondern numerisch berechnet. Dazu wird das Intervall D, dqui-
distant diskretisiert: AC := £ (Cour—C0), o := Co+ ALk, fro = f(G), k=0,...,n

Die Ableitungen werden in der iiblichen Weise diskretisiert:

d? Jed1 — 2k + fre
d—gg (Ck) ~ ik Ackg £ 1? k_oa y 1
df| ~ fl f*
=G =~ 9AC )
df fn-&-l_fn—l.

|C Cout ~ 2A<~

Sowohl f_; als auch f,;; kénnen eliminiert werden. Man erhilt das resultierende
homogene Gleichungssystem

(A= M) f=0
mit
ay; —2
L ALCQ 1 as 1 |
-1 apmm —1
=2 pt1n+1
an = 24200/ —7(R(G)) — ACH(R )),
arpg = 2= ACY(R(G)), k=2,
Untintl = 2+2AQ\/T AC’Y ))
und

f: (f())fl’"'?fn)T'

Auffallend an der Matrix A ist, daf§ lediglich der Eintrag a,41,+1 einen nicht-
reellen Wert besitzt. Alle anderen Eintrége sind rein reell.

Mit der Matlab-Routine eigs [26] wurden Eigenwerte der Matrix A berech-
net. Hierbei wurde die Option SR’ (smallest real part) verwendet, wodurch die
Eigenwerte nach ihren Realteilen aufsteigend sortiert berechnet werden — begin-
nend mit dem Kleinsten. Bei einer Diskretisierung mit n = 1024 sind die ersten
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Abbildung 1.5: Die obere Grafik zeigt die mit der Matlab-Routine eigs berech-
neten ersten 47 Eigenwerte A von A aufsteigend sortiert nach ihren Realteilen
(beginnend mit dem Kleinsten). In der Grafik unten links sind die entsprechenden
ersten 10 Eigenfunktionen f mit blauem Real- und rotem Imaginérteil dargestellt.

Daneben f als Parameterkurve, also (R(f(¢)), S(f(€))).
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47 Eigenwerte in der oberen Grafik in Abbildung 1.5 dargestellt. Die Grafik unten
links zeigt die dazugehorigen Eigenfunktionen f zu den ersten 10 Eigenwerten
(sortiert von oben nach unten). Sie wurden mit maxcep, |f(¢)] = 1 normiert.
Dort ist jeweils der Realteil blau und der Imaginérteil rot gezeichnet. Unmittel-
bar rechts daneben ist f als Parameterkurve in der komplexen Ebene dargestellt,
also (R(f(€)), S(f(€))). Man beachte, dal f mit einer komplexen Zahl multipli-
ziert werden diirfte, welches neben einer Streckung i.a. auch eine Drehung der
angegebenen Kurven bewirkt.

Das Entscheidende an den berechneten Ergebnissen ist, dal A = 0 kein Eigen-
wert ist (siehe obere Grafik in Abbildung 1.5), und es folglich fiir das betrachtete
Randwertproblem mit A\ = 0 fiir f nur die triviale Losung existiert.

1.4.6 Loésungen von Problem (F)

Entsprechend dem Theorem 1.2.3 aus [23] gilt fiir Problem () die folgende Fred-
holmsche Alternative:

Satz 3. Seien ¢1((), ¢2(C) und P(C) stetig auf [a,b]. Dann gilt fiir beliebige o, 5 €
C die Alternative:
Entweder hat das Randwertproblem

Lf=f"+a(Qf + @) f =PQ), [fla)=af(a), f(b)=p5f0b) (1.32)

eine eindeutige Losung, oder das Randwertproblem

Lf =0, f'(a)=af(a), f'(b)=p5f() (1.33)
hat eine nichttriviale Losung.

Beweis: Seien [, f@ Losungen der Anfangswertprobleme

LfW =P(C), fDa) =1, fV'(a)=a
L@ =0,  fOa)=1, f(a)=a

Aufgrund der Stetigkeit von ¢i, ¢» und P sind f® und f® eindeutig bestimmt.
Dann hat u((; s) := fM(¢) + sfP(¢) die beiden Eigenschaften:

¥ Lu= LfY +sLf® = P(¢),
*  gu(a;s) = FO'(a) +sf@'(a) = o+ sa = a1l + s) = au(a; s)

Das bedeutet, dafl v in (1.32) sowohl die inhomogene Differentialgleichung Lu =
P als auch die Randbedingung d%u(a; s) = au(a; s) bei a erfillt. Um die Rand-
bedingung bei b zu erfiillen miifite gelten:

qulb;s) = Pu(b;s)
& s(fO0) - prA0) = O 0) +8/O0)

=:Z
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Hier gibt es zwei Alternativen:

x Z # 0: Hieraus folgt aus der soeben erhaltenen Gleichung, daf§ ein eindeutiges
s € C existiert, und somit u eindeutige Losung von (1.32) ist.

% Z = 0: Dies bedeutet laut Definition von Z, da f® die Randbedingung
FO(b) = A (b) erfiillt und somit Losung von (1.33) ist. Aufgrund seiner obigen
Anfangsbedingung handelt es sich bei f®) um eine nichttriviale Losung. n

Aus diesem Satz und aus den berechneten Eigenwerten A folgt fiir das Randwert-
problem (F'), dafl es fiir jede stetige rechte Seite P(() = 2 027r p(v, () di eine
eindeutige Losung f besitzt.

1.5 Erhaltung des Energieflusses

Bei der mathematischen Modellierung eines physikalischen Problems — wie im
Fall des Gyrotron Resonators — gilt natiirlich in erster Linie das Augenmerk z.B.
der Bewegungsgleichung der Elektronen beziehungsweise der Wechselwirkung mit
einem elektromagnetischen Feld. Nachdem die Gleichungen mittels Néherungen,
Vereinfachungen und Abschéatzungen hergeleitet worden sind, stellt sich die Frage,
ob das erhaltene Modell weiterhin spezielle, aber grundlegende physikalischen
Eigenschaften besitzt. Hierzu zéahlt zum Beispiel die Energieerhaltung. Aus den
gegebenen Differentialgleichungen (1.1) fiir ein Gyrotron kann eine Konstante der
Bewegung gewonnen werden, die den Energieflul des Systems widerspiegelt.

Satz 4. Sei (p, f) Losung des Differentialgleichungssystems (1.1) und sei p auch
bzgl. U stetig differenzierbar. Dann gibt es eine Erhaltungsgrofie E € R, welche
gegeben st durch

27
E = const = 26—2/ > dv +2S(f f¢),  fiir alle ¢ € De. (1.34)
T Jo

Um die GroBe des Energieflusses E der Welle in (1.34) einfach auswerten
zu konnen, kann er auch in kartesischen Koordinaten zu folgendem Ausdruck
umgeformt werden:

2T N\ T
C2 2 2 z —Jfy .
E=— dd + (2 f 11 De.
2m 0 <pw+py) +< (fgj) ( fac ))’ we eCE ‘

Hier bezeichnet der Index x bzw. y den Real- bzw. Imaginirteil der jeweiligen
Funktion und ’ die Ableitung nach (.

Die Idee des Beweises ist es, die Differentialgleichungen fiir p und f in den
Gyrotrongleichungen (1.1) so umzuformen, daf§ der entsprechende Ausdruck be-
ziiglich ¢ integriert werden kann. Das Integral (1.34) stellt sich als konstant und
reell heraus.
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Beweis: Zunichst wird die Differentialgleichung fiir p aus (1.1) mit dem konju-
giert komplexen p* multipliziert:
p'pe = —i(er =1+ [p|*)pp" +ifp".
Addiert man zu dieser Gleichung die entsprechende komplex konjugierte Glei-
chung, so verschwindet der Summand mit dem Ausdruck pp*, und man erhélt:
p'pc +pp;=i(fp" — f'p).

Aufgrund der Kettenregel (p*p)c = p*pc + pp; 1aBt sich die Gleichung weiter
umformen:

(p"p)c = i(fp" — D). (1.35)
In analoger Weise 148t sich aus der Differentialgleichung fir f in (1.1) die Glei-
chung

2
* * C * *
Phe- 1l =5 [ wr-phas (1.36)
0
gewinnen, wobei entsprechend fiir die linke Seite gilt:
(FIE= T fde =TT — e (1.37)

Nun wird (1.35) iiber ¥ integriert und dabei Differentiation und Integration mit-
einander vertauscht. Unter der Annahme einer stetig differenzierbaren Funktion
p ist dies erlaubt.

d o * : . o * * : 2m * *
e 2 [ = a0 g = g
(137 2mi d . epy 2w o
= Zd—c(ffg—f fc)—c—2<—2\5(ff<)>~

Mit p*p = |p|? erhiilt man nach Integration iiber ¢

27
5—; Ip|> dv = —23(ff5‘) + const, fir alle ¢ € D.
0

Neben —23(f f¢) ist auch der Integralterm fOQ7r |p|? dV reellwertig. Folglich gilt

2
E:constzg/ > dv +23(f ff) € R.
2m Jo
|

Der erste Summand in (1.34) spiegelt physikalisch die Gesamtenergie der Elek-
tronen wieder welche sich in einer senkrecht zur z-Achse gelegten Querschnitts-
fliche bei ¢ befinden. Der zweite Summand représentiert die Energie, welche in
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dieser Querschnittsfliche im elektromagnetischen Feld gespeichert ist und durch
die Funktion f beschrieben wird. Folglich bezeichnet die Grofle F den Energief-
lufl des Systems. Doch welchen Wert besitzt diese Invariante? Zur Beantwortung
dieser Frage wird die Funktion f in Polarkoordinaten betrachtet:

F(Q) =rp(Q)er 9. (1.38)

Damit kann der Ausdruck 23(ffZ) in (1.34) weiter umgeformt werden:

Co
2 Jg

2w d
E = pPav+ (- 2r%- d_c(pf)’ fiir alle ¢ € D (1.39)
Am Eingang des Resonators, also bei ¢ = 0, ist ¢ # 0 sehr klein, und nach (1.8)
gilt
d
—@rle=0 = 0.
ac ¥ 1e=0

Eingesetzt in (1.39) erhdlt man den Wert des Energieflusses E des Systems zu

21
C2 (1.2)
E = (— 2d19> 0 = Co. 1.40
o /0 p| \c-o C2 ( )

Geben die Elektronen Energie ab (52 fo% Ip]2dVY < ¢3), so flieBt diese in die
elektromagnetische Welle (—QTJ% . d%(p 7> 0). Deren Energie kann daher entweder
durch eine Vergréflerung ihrer Amplitude r oder durch eine Erhohung des Aus-
drucks d%gof erreicht werden. Aus der Polardarstellung von f erhilt man nach
(1.8) fiir f bei (,y die Bedingung

d
d_C(pf‘CZCout =V 7(R<Cout))

Damit 148t sich der Energiebetrag der Welle bei Verlassen des Resonators in der
Form

d
_QT]Q“ ’ d_C(sz|C:Cout = QT]Q“(Cout) : ’7<R(Cout))

schreiben und somit — bei konstanter Radiusfunktion R — in einfacher Weise allein
durch 7¢((oue) auswerten.

Eine erzeugte Welle am Resonatorende besitzt einen positiven Energiebetrag,
d.h. —27”]% . d%(pf > 0. Folglich ist hier d%(pf < 0. Anschaulich bedeutet dies,
daf} die Welle am Resonatorende eine mathematisch negativ orientierte Drehbe-
wegung ausfiihrt. Diese Feststellung steht sowohl im Einklang mit der in (1.8)
angegebenen Randbedingung fiir f bei (,,; als auch mit den numerisch berech-
neten Ergebnissen (siehe hierzu Abbildung 3.7, Seite 100).

Wie wir spéter in Abschnitt 3.3 sehen werden, gibt es fiir den Energieflufl
auch eine beziiglich ¢ semidiskretisierte Form, welche bei Verwendung geeigneter
Integrationsverfahren ebenfalls konstant in ( ist.
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Aufgrund (1.40) gibt es zwischen dem Energiefluf F, der Energie der Elek-
tronen

27
Cy 2

E = 9 dv

/O =5 [ .0

und dem Wirkungsgrad (1.6) den folgenden Zusammenhang;:
1 [ E — Ey(Cou
no= 1- Gy p(9, Cour) P A9 = #

T Jo

1.6 Hamiltonsystem fiir p

Ein weiterer Formalismus beziiglich der Energieerhaltung kann iiber die Hamilton-
Funktion fiir p erhalten werden. Im Unterschied zu vorherigem Abschnitt wird in
diesem nicht das gesamte System bestehend aus Elektronen und Welle betrachtet,
sondern nur Problem (G) und zwar zunéchst lediglich fiir ein einzelnes Elektron.
Anschliefend konnen Aussagen beziiglich der Menge aller Elektronen getroffen
werden.

1.6.1 (-abhingige Hamilton-Funktion
Betrachtet wird in (G) die Differentialgleichung fiir p bei festgehaltenem Wert 9:

d
Dy i(cp — 1+ [p|*)p=if, fiiralle( € D¢, ¥ € Dy fest

dg

mit stetiger Funktion f. Hieraus wird im folgenden eine (-abhéngige Hamilton-
Funktion H berechnet. Es werden zunéchst p und f in ihre Real- und Imaginértei-
le zu u = R(p), v =3(p) bzw. x = R(f), y = I(f) getrennt:

p=u-+iv und f=uz+7iy. (1.41)

Eingesetzt in die Differentialgleichung fiir p erhélt man das reelle System

= —y+(@a-1+a®+0) (1.42)
fl_z = z—(c — 1+u?+vH)u. '
Eine Hamilton-Funktion H hat die beiden Bedingungen
d oH d 0OH
- v (1.43)

" o0 MY AT T ou

zu erfiillen (siche z.B. [16]). Im betrachteten Fall (G) kann eine Funktion H durch
Integration des reellen Systems (1.42) zu

1 1
H(u,v) = Z<U2 +0?)? + 5(01 —1)(u?® +v?) — 2u —yv (1.44)
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berechnet werden. Uber 2(¢) und y(¢) ist H von ¢ abhiingig.
Wie man bereits an Abbildung 1.2 erkennen kann, besitzt H die folgende
Symmetrie:

Satz 5. Sei ( fest, (z(¢),y(¢)) = (z,y) € R*. Dann ist die in (1.44) angegebene
Funktion H : R*> — R symmetrisch zur Ebene {(a,b,c) € R*|ya — 2b = 0}.

Beweis: Betrachtet man den Ausdruck (u?+ v?)%+ 3(c; — 1)(u? + v?) der er-
sten beiden Summanden von H, so erkennt man, dafl dieser beziiglich v und v
rotationssymmetrisch zur z-Achse {(a,b,c) € R* a = 0,b = 0} ist. Also ist er ins-
besondere auch symmetrisch beziiglich jeder Ebene, welche die z-Achse enthilt.
Der Ausdruck —zu —yv, welcher die letzten beiden Summanden von H darstellt,
ist in v und v symmetrisch beziiglich der Ebene {(a,b,c) € R?|ya — 2b = 0}.
Dies wird ersichtlich in der Darstellung als Skalarprodukt:

—zu —yv = —(x,y) (Z) :

Fat man beide Betrachtungen iiber die einzelnen Teilausdriicke in der Hamilton-
Funktion zusammen, so erhélt man, daf§ H in v und v symmetrisch zur Ebene
{(a,b,c) € R*|ya—xb = 0} ist. Folglich sind alle Lésungskurven von H (u,v) = C
achsensymmetrisch zu dieser Ebene. "

Anhand der linken Grafik in Abbildung 1.2 auf Seite 9 soll dieser Sachverhalt
exemplarisch gezeigt werden: Der fiir die Grafik verwendete Wert f = 0.1 liefert
mit seinem realen und imaginéren Teil x = 0.1 und y = 0 die Symmetrieebene
{(a,b,c) € R*| —0.1-b=0}. Das ist genau die z-2-Ebene.

1.6.2 Eigenschaft der Flichenerhaltung

In sehr vielen mechanischen Systemen ist die Hamilton-Funktion lediglich von wu,
v abhéngig, jedoch nicht von der Integrationsvariable (. In einem solchen Fall
kénnen zwei Aussagen iiber das System getroffen werden:

Zum einen hat eine (-unabhéngige Hamilton-Funktion H die Eigenschaft, daf3
sie entlang einer Losungstrajektorie (u(1d,.), v(1,.))? fiir festes 9 konstant ist:

H(u(197 C)’ U(ﬁa C)) = H(U(’ﬁ7 CO)a U<19a CO)) = COIlSt, fiir alle C > CO;

¥ € Dy fest. (1.45)

Meist entspricht hierbei der Wert von H entlang der Trajektorie der Energie des
Teilchens (u,v), welche wihrend der Integration erhalten bleibt.

Zum anderen hat das System die Eigenschaft der Flichenerhaltung. Das be-
deutet, daB alle Punkte (u, v)T einer bei (; gegebenen Fliche A((y) C R? vermoge
der Differentialgleichungen (1.43) auf eine Fliche A(() fir ¢ > 0 abgebildet wer-
den, welche den gleichen Fliacheninhalt |A(()| besitzt. Es ist

|A(C)| = const, fiir alle ¢ > (. (1.46)
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Betrachtet man die fiir unseren Fall berechnete Hamilton-Funktion (1.44),
so stellt man fest, dal H nicht nur iiber v und v, sondern zusétzlich iiber die
Funktionen x und y (Real- und Imaginérteil von f) von ¢ abhéngig ist. Dies hat
unmittelbar zur Folge, daf (1.45) im allgemeinen nicht mehr erfiillt ist.? Dennoch
ist die Bedingung (1.46) einer flichentreuen Abbildung weiterhin erfiillt, da das

du dv

von der Hamilton-Funktion erzeugte (-abhéngige Vektorfeld (d—<7 d_C)T fiir alle ¢

divergenzfrei ist (siche z.B. [32]):

du vy Odu Odv _ 0 0H 0 0H
¢’ d¢

div( Ou d¢ * Ov dC Ju Ov  Ov Ju

Fiir die Losung (u, v) des Differentialgleichungssystems (1.42) bedeutet dies spezi-
ell, daB8 der Flicheninhalt |A(()|, welcher von der Kurve (u(.,¢),v(.,¢)) C R? bei
festem ( eingeschlossen wird, fiir alle ( konstant bleibt. Obwohl sich der Rand der
Flache A aufgrund der Differentialgleichung veréindern wird, kann der Fléchen-
inhalt |A| aufgrund der bekannten Anfangsbedingung p(9,(y) = €, 9 € [0, 27]
explizit angegeben werden:

1A(Q)] = |A(G)| = / dudv = 7 ~ 3.14159265, fiir alle ¢ > (.
A

Die Eigenschaft der Flachenerhaltung kann dazu verwendet werden, die nume-
rischen Fehler zu untersuchen. Dies soll fiir das Problem (F,) vorgefiihrt werden:
Bei der Berechnung einer Losung p = u + 7v und der anschlieBenden Berechnung
der von der Kurve (u(-,(),v(+,()) bei festem ¢ > 0 eingeschlossenen Fliche tre-
ten drei numerische Fehler auf: Der erste resultiert aus der Diskretisierung des
Intervalls Dy. Der zweite entsteht durch das Losen der Differentialgleichung in
¢. Und der dritte numerische Fehler entsteht schliefllich bei der Berechnung der
Flache |A(C)].

Abbildung 1.6 zeigt die eingeschlossene Fliache A(() fir ¢ = 24.940 (linkes
Bild), ¢ = 32.081 (mittleres Bild) beziehungsweise fiir ¢ = 40.190 (rechtes Bild).
Die hier durchgefiihrten Berechnungen wurden in Matlab programmiert. In o wur-
de ein dquidistantes Gitter mit der Schrittweite hy = i—’; mit ny = 2048 gewéhlt.
Zur Integration in ¢ wurde das Runge-Kutta-Verfahren (A.5)* der Ordnung 3(4)
mit adaptiver Schrittweite verwendet. Zur Berechnung von |A| wird zunéchst die
Leibniz-Sektorformel (siche z.B. [28]) betrachtet. Mit ihr berechnet sich der orien-
tierte Flacheninhalt |A(()| der geschlossenen doppelpunktfreien Parameterkurve

2Fiir eine nicht-autonome Hamilton-Funktion H(u,v,() ldBt sich formal immer eine auto-
nome Hamilton-Funktion H angeben:
- dv OH
H a~7,~ =H aa~ ~, it u = s TR T, T A
(u, @, v,0) (u,v,@) + 0, mita:=¢ i ac
Dieser Weg wird hier nicht weiter verfolgt.
3siche Anhang A
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|A| = 3.14159 |A| = 3.14089 |A| = 3.07206
¢ =24.94 ¢ =32.08 ¢ =40.19

05 05 05

S(p)o S(p)o S(p)o

-15 -15 -15
-15 -1 -0.5 05 1 15 -15 -1 -05 0 05 1 15 -15 -1 -05 0 05 1 15
R(p) R(p)

Abbildung 1.6: Numerisch berechnete Flichen |A(C)]| fiir ¢ = 24.94 (linkes Bild),
¢ = 32.08 (mittleres Bild) und ¢ = 40.19 (rechtes Bild)

R(p)

(u(-, ), v(-, )T, ¢ € R fest, zu

1

A01=5 [ W0.0%0.0 0@ 0@ Ol (147)

Fiir eine numerische Auswertung dieses Ausdrucks werden die durch die Diskreti-

sierung bekannten Punkte (uy,v)T = (u(%f—;r, q), v(%f—;, NT, k=0,...,ny linear
interpoliert. Man erhélt:
ny—1 1 U, Ug+1 — Uk
A = ) [AALQ)],  mit [AA(Q)] = ol L R (1.48)
k=0 0 0

Hierbei werden die einzelnen Dreiecks-Fléchenstiicke A A (() iiber das Kreuzpro-
dukt berechnet und aufsummiert. Da iiber das Kreuzprodukt bereits die Ori-
entierung der einzelnen Dreiecksflachen berticksichtigt ist, kann mit (1.48) der
orientierte Flacheninhalt einer von einer beliebigen doppelpunktfreien Kurve ein-
geschlossenen Flédche in der Ebene approximiert werden.

Zusammenfassend gilt der folgende

Satz 6. Sei p Losung von Problem (G). Dann gibt es die Erhaltungsgrifie |Al
mat

1. [* dp d
|A|:Zi/0 (pﬁ—ﬁﬁ)dﬁzﬂ', fiir alle ¢ > 0.

Beweis: Aufgrund der in Problem (G) verwendeten stetigen Funktion f ist p
nach (1.17) beschréinkt. Folglich ist der Ausdruck F' = —i(c; —1+|p|*)p+if in der
Differentialgleichung fiir p nach der in (1.25) gemachten Abschétzung lipschitz-
stetig und somit ist p eindeutig bestimmt. Hieraus folgt, dafy die Parameterkurve
p(-, ) fiir festes ¢ aufgrund ihrer Anfangsbedingung p(1J,0) = ¢, 9 € Dy eine
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doppelpunktfreie Kurve erzeugt. Die Verwendung der Leibnitz-Formel (1.47) ist
daher erlaubt. Unter Verwendung von (1.41) und der Umformung

1, dv du 1 du dv 1 dp
1 dv du I P oy dudvee 1o (L dp
2 ~ ) y S+ i)(T5 —igg) = 3 (”(pcw))
_ 1(@_@)_12<@_@—)
T 1Py T Pay) T 1"WPay T
erhdlt man die angegebene Formel fiir die Erhaltungsgrofie |A|. m

Abbildung 1.6 zeigt, daB fiir fortschreitendes ¢ der numerisch berechnete Wert
fiir | A(¢)] leicht abnimmt. Der mit zirka 2.2% groBe Fehler in |A(¢)] fir ¢ = 40.190
beziiglich seines Sollwertes von 7 stammt allerdings wohl in erster Linie nicht aus
der Diskretisierung in ( und deren Integration, sondern aus der Diskretisierung in
¥ und dem Fehler bei der Berechnung der Fliache |A(¢)|. Wie man in der rechten
Grafik in Abbildung 1.6 sieht, geht durch die Linearisierung zwischen den be-
rechneten Punkten (ug,v)? ein nicht unwesentlicher Flichenanteil verloren. Die
dort weit auseinanderliegenden Punkte (ug,vi)? besitzen die zugehorigen Para-
meterwerte 0.35 < 1) < 0.55, in denen die Losung empfindlich von den Anfangs-
bedingungen abhéngt. Weitere Untersuchungen hierzu finden sich in Abschnitt
3.4.

Wie man vor allem in der rechten Grafik in Abbildung 1.6 erkennen kann,
konnte die Fldche |A| besser approximiert werden, wenn die Parameterkurve
p(+, () adaptiv angepaBt und entsprechend verfeinert werden wiirde. Eine Git-
teradaption von p in ¥} wird in Abschnitt 3.7 diskutiert.

1.6.3 Unvermeidbare Energieaufnahme von Elektronen

Betrachtet man in Abbildung 1.6 die rechte Grafik, so erkennt man, daf} sich
viele Elektronen, welche mit je einem Stern * gekennzeichnet sind, im Innern des
Einheitskreises befinden und diese zum Nullpunkt eine Entfernung von ca. 0.5
besitzen. Das bedeutet, dafl sie einen Teil ihrer Energie abgegeben haben (siehe
Abschnitt 1.5). Diesen Prozess des Anhdufens, welcher sich bereits in der linken
Grafik in Abbildung 1.6 abzeichnet, wird als “bunching” bezeichnet. Aufgrund
der in Abschnitt 1.6.2 betrachteten Aussagen iiber die Flachenerhaltung erkennt
man, daf es neben den vielen Elektronen, welche Energie abgeben (d.h. |p| < 1),
auch welche geben mu8, die Energie aufnehmen (d.h. |p| > 1), damit gewéhrleistet
wird, daB die von der Kurve (u(-,¢),v(+,¢))T eingeschlossene Fliche A weiterhin
einen Inhalt von 7 besitzt.
Aus der Eigenschaft der Flachenerhaltung erhélt man daher den folgenden

Satz 7. Seien die Voraussetzungen von Satz 2 erfillt, und die Anfangsbedingung
(1.2) fiir p gegeben. Gibt es ¥ € [0,2n] und ¢ €]0,c] mit [p(¥,¢)| < 1, dann
ezistiert ein Intervall D C [0,2x] mit |p(9, ()| > 1 fir alle ¥ € D.
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Dgl. fiir p

5 G]C(Ja C]
Abbildung 1.7: Skizze zum Beweis von Satz 7.

Beweis: Eine Skizze zum Beweis ist in Abbildung 1.7 dargestellt. Mit p := p(0, ()
gibt es aufgrund |p| < 1 eine e-Umgebung U := B(p,e) € € mit € > 0 um p,
welche im Einheitskreis liegt: U € B(0,1). Aufgrund der stetigen Abhéingigkeit
von den Anfangswerten nach Satz 2 gibt es fiir p(@, Co) = € eine J-Umgebung
B(p(9,¢),8) € € von p(¥, () mit § > 0, sodaB alle Punkte dieser Umgebung
vermittels der Differentialgleichung fiir p in U abgebildet werden. Aufgrund der
Anfangsbedingung (1.2) fiir p besitzt die Menge U; := B(p(7, (), 6)\B(0, 1) einen
Flacheninhalt von mehr als %71’52. Aufgrund der Anfangsbedingung fiir p und
der Lipschitz-Stetigkeit der Differentialgleichung erhilt man fiir p(-, () fiir jedes
0 < ¢ < c eine einfach geschlossene, doppelpunktfreie Kurve in C — also ei-
ne Jordankurve. Damit teilt p(-,() die komplexe Ebene in ein inneres und ein
duBeres Gebiet (Jordanscher Kurvensatz [25, Theorem 9.4.1]). Aufgrund obiger
Konstruktion gehort U; zum dufleren Gebiet. Das Bild Ul von U; vermittels der
Differentialgleichung fiir p gehort ebenfalls zum &dufleren Gebiet und hat die Ei-
genschaft U, ¢ U C B (0,1). Desweiteren gilt aufgrund der flichenerhaltenden
Eigenschaft (1.46): |Uy| = |Uy| > smo?. Mit U, wurde eine Fliche konstruiert,
welche einen nicht-verschwindenden Fléacheninhalt besitzt, nicht Teilmenge der
von der Parameterkurve p(-, f) umschlossenen Fléche A((~ ) ist und im Einheits-
kreis liegt.

Die getroffenen Vorbereitungen erlauben es, einen Widerspruchsbeweis zu fithren:
Es gelte die Annahme [p(9, )| < 1, fiir alle ¥ € [0, 27]:

Aufgrund obiger Konstruktion befinden sich im Einheitskreis mindestens die bei-
den disjunkten Flichen A(() und Uy, welche allerdings Aufgrund des Satzes 6
einen Flicheninhalt von |A(() U Uy| = |A(Q)| + |Uh] > 7 + sm6? > m besitzen,
was einen Widerspruch erzeugt. Folglich gibt es ein ¢ € [0, 27] mit |[p(¥,¢)| > 1.
Sowohl fiir ¥ € {0;27} als auch fiir ¥ €]0, 27| existiert aufgrund der Stetigkeit
der Parameterkurve p(-,¢) ein Intervall D C [0,2x], so daB gilt: [p(¥, )| > 1 fiir
alle 9 € D. [

Aufgrund des Ausdrucks |p|, welcher in Satz 4 zur Berechnung der Bewe-
gungsenergie der Elektronen verwendet wird, 148t sich die Aussage von Satz 7
physikalisch wie folgt interpretieren:
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Immer wenn es Elektronen gibt, die Energie abgeben, wird es Elektronen geben,
die Energie aufnehmen. Auch bei einem Gyrotron mit hohem Wirkungsgrad 7,
bei dem viele Elektronen moglichst viel ihrer anfédnglichen Energie zugunsten der
Welle f abgeben, wird es immer Elektronen geben, welche Energie aufnehmen.
Dieses Ergebnis ist sehr erstaunlich, zumal es physikalisch nicht zwingend not-
wendig zu sein scheint (betrachte hierzu die Grafiken in Abbildung 1.6).

Da die Eigenschaft der Flachenerhaltung eine Eigenschaft der Differentialglei-
chung fiir p ist und daher bereits im Cold-Cavity Modell vorhanden ist, kann man
sich die Aussage von Satz 7 im Nachhinein an den in [18, Seiten 17-19] gemachten
Parameterstudien ansehen und bestéatigen.

1.6.4 Beschrinkte Losung p fiir konstantes f

Im Fall einer konstanten Funktion f # 0 ist die in (1.17) gegebene Abschitzung
von |p| fiir beliebiges Intervall D, nicht beschrankt. Speziell hierfiir kann mit-
hilfe der in Abschnitt 1.6.1 berechneten Hamilton-Funktion H eine Abschétzung
angegeben werden, bei der |p| fiir alle ( beschrankt ist.

Satz 8. Sei fo € C und f: R — C mit f({) = fo, fir alle { > (o. Dann besitzt
(G) eine eindeutige und beschrinkte Lisung p:

p(9, Q)| < rp,  fir alle ) € Dy, >

mat rp > 0.

Beweis: Gegeben sei die beziiglich ¢ konstante Funktion f(¢) = fo, sowie die in
(G) gegebene stetige Anfangsbedingung fiir p zu po(9, ( = 0) := €', ¥ € Dy. Aus
Abschnitt 1.6.1 ist bekannt, daB fiir die Hamilton-Funktion H = §(u® 4 v*)? +
(e = 1)(u? + v?) — 2u — yv in (1.44) fiir Lésungen p(d,-) = u(d,-) + v (¥, ),
¥ € Dy fest, u = R(p), v =(p) mit f =z + iy, x,y € R nach (1.45) gilt:

H(u(9,(),v(v,¢)) = H(u(v, (), v(, ) = const =: Cy,  fiir alle ¢ >0,
¥ € Dy fest.

Aufgrund der Stetigkeit von pg, der Stetigkeit von H und der Kompaktheit des
Intervalls Dy existiert Cr := maxyep,(Cy) € R, so dafl gilt:

Cy < CT, fir alle ¢ € Dy. (149)

Die in (1.44) gegebene explizite Darstellung der Hamilton-Funktion H wird im
folgenden naher betrachtet. Mit

rp = Vu? +v?
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und dem Real- und Imaginérteil von f zu f = x+iy, x,y € R gilt der Grenzwert

H ) 1.1 1
lim (M) 029 Jim (—(—7"4 + S(e = 1)) —au — yv))

rp—00 7“;% Tp—700 7”3 4 2
) 1 1 1 zu+yv
- Yo ng - =)
Tpl—r>noo 4+ 2(61 )Tg s
?"1:}00
1
4

Dieses Ergebnis zeigt, dafl die Hamilton-Funktion H fiir jede Parameterkurve
(u(¥,-),v(d,-)) mit r, — oo unbeschréinkt wichst:

lim H(u,v) = oc.
Folglich ist die Menge Dy := {(u,v) € R?| H(u,v) < Cr} beschrinkt. Das heifit,
es gibt ein rp > 0, so daf3 gilt:

vu? 402 <rp, fiir alle (u,v) € Dp.

Da {(u(9,¢),v(9,¢)) € R*|Y € Dy, > (o} C Dy aufgrund von (1.49) erfiillt
ist, ist auch jede Parameterkurve (u(¥,-),v(d,-)), 9 € Dy und folglich die ge-
samte Losung p der Differentialgleichung fiir p in (1.1) mit obigem Anfangswert
beschrankt:

Ip(-, Q)| < rp, fiir alle ¢ > (.
Aufgrund dieser Beschrankung erhélt man fiir die Differentialgleichung %p =
—i(cy — 1+ [p|*)p +if = F(p) eine globale Lipschitz-Stetigkeit:

[F(p1) = F(p2)l = [(cr =1+ pif*)pr = (2 = L+ [paf*)p2|
< (lev =1 +2r7) - [p1 = pa.
Dies liefert die Eindeutigkeit der Losung p. "

1.7 Stabilitdtsbetrachtungen

In diesem Abschnitt wird die Losung des Differentialgleichungssystems (1.1) spe-
ziell am Resonatorende, also fiir ( > (,,; untersucht. Hierzu wird die in der Dif-
ferentialgleichung auftretende (-abhéngige Funktion R als konstante Funktion
fortgesetzt. Damit wird ein dem Resonator anschlieSender zylindrischer Hohllei-
ter modelliert. Da fiir die Funktion f in diesem Bereich eine Welle erwartet wird,
kénnen hier durch Verwendung eines entsprechenden Ansatzes fiir die Funktio-
nen p und f analytische Losungen berechnet werden. Dies wird in Abschnitt 1.7.1
durchgefiihrt. Fiir eine Stabilitdtsuntersuchung werden in Abschnitt 1.7.2 die er-
haltenen analytischen Losungen mit Storfunktionen versehen und mittels linearer
Stabilitdtsanalyse die Eigenwerte des Systems berechnet.
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1.7.1 Lo6sung im Hohlzylinder

Im folgenden wird die Losung des Differentialgleichungssystems (1.1) eines Gyro-
trons betrachtet, wobei das Augenmerk nicht auf der Losung fiir ¢ € Dy liegt, son-
dern darin, wie sich die Losung nach Verlassen des Resonators, also fiir ( > (u,
verhélt. Dazu wird die Radiusfunktion R fir ( > (y mit dem Wert R(Cout)
konstant fortgesetzt. Damit gilt fiir die nach (1.3) definierte Funktion ~:

’7(R<C)) - 7<R(Cout)) = const, fiir C > Cout-

Im Fall der vorgegebenen Funktion R nach Abbildung 1.1 und den in (3.28) gege-
benen Konstanten ¢, k = 1,...,5 berechnet man v(R((,:)) ~ 0.8571. Betrachtet
wird das Differentialgleichungssystem

ap+tile—1+p)p = if. 9e€Dy

d2 o co 2 (150)
fiir ¢ > (- Da erwartet wird, daf} sich fiir f eine Welle ausbildet, wird fiir eine
analytische Losung der folgende Ansatz gewéhlt:

p(9,¢) = pe,  f(Q) = fee, (1.51)

mit den Konstanten p, f € C, Ap, Af € R. Zu beachten ist, dafl der Ausdruck fiir
p in (1.51) bereits vereinfacht ist, wobei er als unabhéngig von ¢ angenommen
wird. Diese Vereinfachung ermdoglicht es, den Integralterm in der Differentialglei-
chung fiir f analytisch berechnen zu kénnen. Nach Einsetzen von (1.51) in obiges
Differentialgleichungssystem erhélt man das Gleichungssystem

Ao+ =1+ p*)p feltamw)e

(=X = eape e

fiir die unbekannten Grofen p, f, Ap und Ay, Auf der linken Seite steht jeweils
ein konstanter Ausdruck, wiahrend die rechte Seite von  abhéngig ist. Damit die
Gleichungen fiir alle ( > (,; erfiillt werden kénnen, mufl gelten:

Af=A, =X oder (f=0undp=0).

Aufgrund der Erhaltung des Energieflusses (siche Abschnitt 1.5) ist es aufgrund
von ¢g > 0 nicht moglich, dafl p und f gleichzeitig 0 werden. Sonst némlich wiirde
nach (1.34) gelten: £ = 2 [¥70d9 + 23(0 - f) = 0, obwohl nach (1.40) gilt
E = ¢,. Folglich muf8 die Bedingung Ay = A, = A gelten. Das Gleichungssystem
kann daher weiter vereinfacht werden:

I
—

(A+cr— 1+ [pf)

p
G- = o )
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Hier kann man aus der ersten der beiden Gleichungen folgern, dafl mit f # 0 auch
p # 0 gilt. Durch Elimination von f erhélt man die folgende reelle Gleichung:

A+ e =1+ ) (v = X°) = ca. (1.53)

Fiir jeden Wert p € C gibt es fiir die gegebenen Werte ¢; und ¢y nach (1.53)
drei Werte \g, k = 1,2, 3 fiir A\, mit denen man z.B. aus einer der Gleichungen in
(1.52) drei entsprechende Werte fk, k =1,2,3 fiir f erhalten kann. Jedes Tupel
(P, fk) k = 1,2,3 liefert beziiglich der getroffenen Vereinfachungen (1.51) eine
analytische Lt')sung des Systems (1.50).

Fiir eine Abschétzung der Werte A\g, k = 1,2, 3 wird die Konstante ¢, aufgrund
ihres mit 0.0021 (siehe (3.28)) kleinen Wertes in (1.53) vernachldssigt, wodurch
sich die drei Nullstellen ndherungsweise zu

Ao~ /7~ 09259, g~ 1—c — |p (1.54)

ergeben.

Fiir eine weitergehende Betrachtung spielt lediglich der Wert A3 eine physika-
lische Rolle, da er mit seinem betragsméfig kleineren Wert die sich in ¢ langsam
verandernde Losung beschreibt. Die beiden anderen Nullstellen A;, Ay sind ledig-
lich von analytischem Wert. In der Stabilitdtsuntersuchung, welche im folgenden
Abschnitt durchgefiihrt wird, wird daher A3 verwendet. Mit ¢; = 0.439 und dem
Wertebereich [0, 1.1] von |p| ist es ausreichend, A3 im Bereich [—0.6,0.6] zu be-
trachten.

1.7.2 Stabilitidt der Losungen

Wie in Abschnitt 1.7.1 berechnet erhélt man fiir jeden Wert p # 0 und den nach
(1.53) entsprechenden Werten fiir A und f # 0 die analytischen Losungen

p(¢) = pe™ und  f(Q) = fe

von System (1.50) fir ¢ > (. Fiir eine Stabilitdtsanalyse der berechneten
Losungsfunktionen p und f werden diese mit Storfunktionen p; und f; verse-
hen:

p(Q) = pe™ (1 +pi(Q),  f(C) = fe* (1 + f1(C)). (1.55)

Da laut vorigem Abschnitt § # 0, f # 0 gilt, erhélt man nach Einsetzen von
(1.55) in (1.50) und Verwendung von g; := %fl ein System erster Ordnung:

pre = —i(l+p)A+e— 1+ PP +pif?) +iL(1+ f)
Jic 91 )
gi¢c = Cz?m - Cz%ﬁ — 2i\gy
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Dieses System ist nichtlinear beziiglich p;. Daher wird fiir eine Stabilitédtsanalyse
die erste Gleichung in p; linearisiert. Man erhélt

Pig :-4«A+q—1+@H+4A+q—1+2w%m+uﬁm)+%u+fo
fic = ¢ ) )
Jic = 02%91 — 02%f1 — 2iA\g;

Hieraus erhélt man mit (1.52) fiir
y= (o +pio =05 i S = o+ an o — g

das lineare Gleichungssystem

d
—y=A
dCy Y
mit
0 —ik 0 ik 0 0
—i(8k —2(A 4+ ¢ — 1)) 0 ik 0 0 0
A 0 0 0 0 1 0
N 0 0 0 0 0 1 ’
v — N 0 —(y =A%) 0 0 -2\
0 v — A2 0 —(y =A%) —2i)\ 0
wobel .
E— 2
7= A

verwendet worden ist. Man erkennt, dafl bei gegebenen Werten ¢; = 0.439, ¢5 =
0.0021 und v = 70.8571 am Ende des Resonators die Matrix A nur noch von A
abhéangig ist. Das charakteristische Polynom von A in z 148t sich berechnen zu

2 (ot + Ki2® 4 K)) (1.56)
mit den A-abhéngigen Koeffizienten

Ki = 242X\ 4 3k — 2k — 2key + 2k
Ky = 2k%y 4+ 10k20% — 6ky\ — 2kX3 — 2922 + \?
+~2 — 2kvyey + 29k — 6kN2c; + 602k

Man erkennt zunéchst, dafl (1.56) die doppelte Nullstelle x15 = 0 besitzt. Mit
der Substitution X := 22 besitzt das noch verbleibende Polynom

X2+ K1 X + K, (1.57)

zwei Nullstellen X;o. Abbildung 1.8 zeigt K; und K, in Abhéngigkeit von A.
Man erkennt deutlich, daf§ fiir A € [—0.6,0.6] beide Koeffizienten stets positiv
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Ky

-1

I I I I I I I I I I I
-1 —0.8 —-0.6 —0.4 —0.2 o 0.2 0.4 o.e o.8 1

A
Abbildung 1.8: Koeffizienten K, Ky, und K? — 4K, bei gegebenen Werten ¢; =
0.439, ¢ = 0.0021 und v = 0.8571 in Abhéngigkeit von A\ im Bereich [—1.1,1.1].

sind. Auch die Diskriminante K? — 4K, ist in diesem Bereich grofer oder gleich
Null. Zusammen bedeutet dies, daff die beiden Losungen X, X, von (1.57) gilt:
X1, Xy € R™U{0}. Dies hat zur Folge, da§ die noch fehlenden Nullstellen z von
(1.56) auf der imagindren Achse liegen, und somit insgesamt gilt

S(x) =0, fiir alle Nullstellen  von (1.56), mit A € [—0.6, 0.6].

Wiren die Realteile aller Eigenwerte der Matrix A negativ, dann wére die in
Abschnitt 1.7.1 gefundene Losung (p, f ) asymptotisch stabil. Wire der Realteil
auch nur eines Eigenwertes von A positiv, so wére die Losung (p, f) instabil.
Im betrachteten Fall fiir A3 aus (1.54) mit A3 € [—0.6,0.6] sind allerdings die
Realteile aller Eigenwerte gleich Null. Somit 1d8t sich leider keine Aussage iiber

die Stabilitdt bzw. Instabilitdt der gefundenen analytischen Losung machen.
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Kapitel 2

Herleitung der verwendeten
Gleichungen

In diesem Kapitel wird das System (1.1) hergeleitet. Eine Zusammenstellung der
in diesem Kapitel verwendeten Bezeichnungen physikalischer Grofien ist in Tabelle
2.2 auf Seite 73 gegeben.

Die Herleitung des selbst-konsistenten Differentialglchungssystems (1.1) wird
in drei Schritten durchgefiihrt: In Abschnitt 2.1 wird eine Eigenmode einer TE-
Welle in einem Gyrotron-Resonator berechnet. Die Herleitung der Bewegungsglei-
chungen fiir die Flugbahnen der Elektronen geschieht in Abschnitt 2.2. Die beiden
Resultate werden schliellich in Abschnitt 2.3 zusammengefiigt. Es resultiert ein
System, welches das elektromagnetische Feld und die Elektronen miteinander
koppelt.

Ausgehend von den Maxwell-Gleichungen werden die Eigenmoden in einem
zylindrischen Hohlleiter berechnet. Diese stellen eine gute Naherung an die Ei-
genmoden eines Gyrotron-Resonators dar. In dieser Arbeit werden nicht mehrere
Moden betrachtet, sondern nur diejenige, welche den Hauptanteil bei der Wechsel-
wirkung mit den Elektronen ausmacht. Die Bewegungsgleichungen der Elektronen
im Resonator lassen sich durch ein mittels Spulen erzeugtes homogenes Magnet-
feld mit Hilfe der Lorenzkraft beschreiben. Um hieraus ein selbst-konsistentes
Modell zu erhalten, werden die Bewegungsgleichungen der Elektronen dazu ver-
wendet, die Amplitudenfunktion der betrachteten Eigenmode zu bestimmen. So-
mit erhélt man ein Modell, welches die Elektronenbewegung mit der angeregten
Schwingung koppelt.

Beim sogenannten “cold-cavity”-Modell, welches z.B. in [18] behandelt wird,
wird die Amplitudenfunktion der Eigenmode als Gaufiglocke fest vorgegeben, und
die Impulse der Elektronen werden iiber entsprechende Differentialgleichungen
berechnet. In diesem Modell erfolgt keine Riickkopplung auf die Amplituden-
funktion. Untersuchungen der Modellgleichungen eines Gyrotrons fiir die “cold-
cavity”-Approximation finden sich z.B. in [9].

45
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Die in diesem Kapitel durchgefiihrte Herleitung des selbst-konsistenten Dif-
ferentialgleichungssystems fiir die Bewegungsgleichungen der Elektronen und die
Amplitudenfunktion der Resonanzfunktion in einem Gyrotron-Resonator lehnt
sich an [14] an, wobei die dort nichtausgefiihrten Schritte und Berechnungen in
der vorliegenden Arbeit ausgefiihrt sind. Auch werden alle dort meist stillschwei-
gend getroffenen Annahmen und Vereinfachungen aufgezeigt, sowie manch trick-
reiche Umformung spezieller mathematischer Ausdriicke, wie insbesondere der
Bessel-Funktion, explizit vorgefiihrt. Desweiteren liefert z.B. [4] eine Erweiterung
beziiglich mehrerer betrachteter Moden (welche in dieser Arbeit nicht gemacht
wird).

Abbildung 2.1 zeigt im Querschnitt den schematischen Aufbau eines Gyro-
trons. Durch die ringférmige Hauptspule wird ein starkes, zeitlich konstantes
Magnetfeld erzeugt, welches im Innern des Resonators nahezu homogen ist. Die
Elektronen, die von der ringférmigen Elektronenkanone emittiert werden, fliegen
auf helikalen Bahnen (siehe Abbildung 2.2) entlang der Feldlinien des Magnetfel-
des durch den Resonator. Nach dessen Verlassen prallt der Strahl der Elektronen
auf die Platten des Kollektors und wird dort aufgefangen. Beim Durchfliegen der
Elektronen durch den Resonator wird in ihm aufgrund der helikalen Bewegung
der Elektronen eine Eigenmode des Resonators zum Schwingen angeregt. Dabei
handelt es sich um eine elektromagnetische Schwingung, welche mit ihrer Fre-
quenz mit der Frequenz der oszillatorischen Bewegung der Elektronen nahezu
iibereinstimmt. Wie in Abbildung 2.1 dargestellt wird die angeregte elektroma-
gnetische Strahlung iiber die Antenne seitlich ausgekoppelt, mittels Reflektoren
gebiindelt und verlédit schlielich iiber das Ausgangsfenster das Gyrotron.

Die Bewegungsgleichungen der Elektronen im Resonator leiten sich aus der
Lorenzkraft

F=q(E+7xB) (2.1)

ab (siehe [21]). Diese Kraft F' erfihrt ein Teilchen mit Ladung ¢ und Geschwindig-
keit U, welches sich in einem Feld mit elektrischer Komponente E und magneti-
scher Komponente B bewegt. Im betrachteten Fall der Bewegung eines Elektrons
ist ¢ die Elementarladung e. Herrscht kein elektrisches Feld (E = 0), und ist das
magnetische Feld B im betrachteten Bereich konstant und homogen, so erfahrt
das Elektron eine Lorenzkraft, welche zu einer helikalen Flugbahn “entlang der
Magnetfeldlinien” fithrt (siehe Abbildung 2.2). Aufgrund der Gestalt dieser Flug-
bahn spricht man von “gyrierenden” Elektronen. Davon abgeleitet ist auch der
Name “Gyrotron”.

Zwischen der Elektronenkanone und dem Kollektor ist eine Spannung ange-
legt, welche die Elektronen auf eine Geschwindigkeit von etwa 30% der Lichtge-
schwindigkeit beschleunigt. Daher sind bei der Herleitung schwach-relativistische
Effekte mit zu beriicksichtigen. Nach [21] ist der relativistische Impuls @ eines



2 Herleitung der verwendeten Gleichungen 47

Kollektar
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Abbildung 2.1: Schematischer Aufbau eines Gyrotrons mit zugrunde liegendem
Koordinatensystem.

]}

N

Abbildung 2.2: Flugbahn eines Elektrons in einem zeitlich konstanten, homogenen
Magnetfeld.
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Elektrons gegeben durch den Ausdruck
U = moyv (2.2)

mit der Ruhemasse mq des Elektrons, dem relativistischen Faktor

V= (2.3)

mit v = || und der Lichtgeschwindigkeit ¢. Das magnetische Feld B im Innern
des Resonators setzt sich aus der Uberlagerung zweier Magnetfelder zusammen:
Zum einen dem von auflen angelegten, homogenen und zeitlich konstanten Ma-
gnetfeld By und dem Magnetfeld ée, welches aufgrund der Anregung einer Mode
im Resonator entsteht. Es ist daher

B =B, +B,. (2.4)

Das Magnetfeld By sei im Bereich des Resonators axial zur z-Achse ausgerichtet
(sieche Abbildung 2.1) und hat somit die Form

By:=(0,0,B)" = By-%, mit ByeR (2.5)

und dem Einheitsvektor 2 = (0,0,1)” in 2-Richtung.

Aufgrund der Beziehung

= d
F=—u 2.6
il (2:6)
zwischen der Kraft F' und dem Impuls @ kann die Gleichung (2.1) umgeformt

werden:

F,

—tU—eilx By=e(E+UXxB.,) = F,=| F, |. (2.7)
F,

Hierbei wurde jener Term mit F; = (F,, F,, F.)" bezeichnet, welcher die Lorenz-
kraft darstellt, die lediglich vom angeregten elektrischen und magnetischen Feld
herriihrt. Mit der Herleitung dieses Feldes beschéftigt sich der néchste Abschnitt.

2.1 TE-Welle

Fiir die Berechnung der Eigenschwingungen, welche in einem rotationssymmetri-
schen Resonator mit vorgegebener Radiusfunktion R(z) entstehen kénnen, wird
zunéchst der Fall eines zylindrischen Hohlleiters betrachtet (siehe Abbildung 2.3).
Die z-Achse des kartesischen Koordinatensystems stimme dabei mit der Sym-
metrieachse iiberein. Es gibt in einem zylindrischen Hohlleiter drei Typen von
Schwingungen, die auftreten konnen: TEM-Moden, TE-Moden und TM-Moden.
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z
Y
N
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Abbildung 2.3: links: zylindrischer Hohlleiter mit Radius R. rechts: rotationssym-
metrischer Hohlleiter mit z-abhéngiger Radiusfunktion R(z).

Die TEM-Moden (transversal elektro-magnetisch) zeichnen sich dadurch aus, daf
sowohl die elektrische z-Komponente als auch die magnetische z-Komponente
verschwinden: Ez(x,y, z,t) =0, éz(x,y,z,t) = 0 fiir alle Raumpunkte (z,y, 2)
im Resonator und fiir alle ¢ € R. Fiir die TE-Mode (transversal elektrisch) gilt
dementsprechend lediglich die Bedingung Ez(x, y,z,t) = 0 fiir alle Raumpunkte
(x,y,2) im Resonator und fiir alle ¢ € R, und fiir die TM-Mode (transversal
magnetisch) ist die Bedingung Ez(x,y, z) = 0 fiir alle Raumpunkte (z,y,z) im
Resonator und fiir alle t € R erfiillt. Aufgrund der Flugbahn der Elektronen,
die durch die Lorenzkraft senkrecht zur z-Achse beschleunigt werden, werden
hauptséchlich die TE-Moden zum Schwingen angeregt. Daher werden fiir die
weiteren Untersuchungen die TE-Moden in einem zylindrischen Hohlleiter mit
Radius R betrachtet (siehe z.B. [13] oder [31]).

Fiir eine elektromagnetische Welle mit elektrischem und magnetischem Anteil
E und H , welche mit der Frequenz w schwingt, gelten im Vakuum und ohne
Quellterme die Maxwell-Gleichungen in der Form

VxE = —iw,uoﬁ

V x ]—Z = iweOE (2.8)
V-E =0

V-H = 0

mit V := (a%—’ a%’ %)T, der Permeabilitit ¢y und der Permittivitat pg. Fiir diese

beiden Naturkonstanten gilt
1

V4 Eo#o'

Neben der Separation der Zeit ¢ durch den Faktor e kann entsprechend der Form
des zylindrischen Hohlleiters ein Separationsansatz beziiglich der Ausbreitungs-

(2.9)

C =
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richtung einer Welle in z-Richtung mit der Wellenzahl k. durchgefiihrt werden:

E_:(‘T?y)z)t) = ( ) 74kzZ wt —
(@ (2,y) + &z, y))et==eit,

) (2.10)
H(x,y,z,1t)

ikyz jiwt
yet=ret =

(s,
= (i) + Bala,y))ete

Fiir die z- und y-abhéngigen Felder ¢ und h wird kein zusétzlicher Separationsan-
satz verwendet. In (2.10) wurden sie lediglich in ihre transversalen (x-y-Richtung)
und longitudinalen (z-Richtung) Komponenten getrennt: € = €, +¢, h=hi+h..
Da uns die Bestimmung der TE-Welle mit Ez(x, Y, z,t) = 0 fiir alle Raum-
punkte (z,y, z) im Zylinder und fiir alle t € R interessiert, gilt in unserem Fall

g, =0, (2.11)

und folglich

—

E = ¢y ef=met, (2.12)

Zur Berechnung von €, in (2.12) werden die Maxwell-Gleichungen (2.8) benétigt.
Aus ihnen wird zunéchst h, berechnet, mit dem A, und schliellich €, berechnet
werden kann. Zunéchst wendet man “Vx” auf die 2. Gleichung in (2.8) an:

Vx(VxH) = Vx(iwekE)
= V(VH)-V?H = iwe(V x E)

=0

= —V2H = iwey(—iwpoH)
2

—~  VH+ZH =0
c

Bei Einsetzen der Darstellung von H in (2.10) in die soeben erhaltene Gleichung
ergibt sich aus V3 := 8302 + ayQ und V2 := 88—;2, und somit V2 = V2 + V2 die
Beziehung

2

0 = Vi(h(z,y) ") + =5 (hlx,y) )
2

- ) - . w* - .
= 0 = (Vih(z,y))e™* + h(z,y) (—kie™?) + gh(fc, y) €=
= 0 = [(V2+&)h(z,y)e™=*
= 0 = (V2 +k)(he+h),

wobei die transversale Wellenzahl &, iiber die Gleichung

w2

k== — k2 (2.13)

c2



2.1 TE-Welle o1

definiert wird. In der vektorwertigen Gleichung fiir h 1 und f_iz konnen die lon-
gitudinalen und transversalen Komponenten getrennt betrachtet werden. Man
erhélt

longitudinal: 0= (V2 +k3)h,, (2.14)
transversal: 0= (V2 +k2)h.. '

Die Gleichung fiir ﬁz = Zh, mit dem Einheitsvektor Z in z-Richtung stellt in ihrer
dritten Raumkomponente eine eindimensionale Differentialgleichung fiir h, dar,
welche auf dem Querschnitt des zylindrischen Hohlleiters, also einem Kreis, zu
losen ist. Dementsprechend stellt sich diese Gleichung in Polarkoordinaten (p, )

wie folgt dar
? 10 1 0?
==+ Ek)h. =0.
<3ﬁ_%p@p+7ﬁ302+ D

Ein Separationsansatz

ha(p,9) = J(p) - V()

liefert mit der Transformation # = k,p und J(7) = J(p) in einem Kreis mit
Radius R fiir die beiden Faktoren die Differentialgleichungen

P2J + 7] 4+ (77 —m?)J = 0, mitm € Ny, (2.15)
V' = —m*V.

Die erste Gleichung ist die Differentialgleichung fiir Bessel-Funktionen erster Art
(siche (2.62)). Fiir eine stetige, beschriankte, in ¥ periodischen Losung h, erhélt
man mit der m-ten Bessel-Funktion J,, die Losungen

J(p) - Jm(kJ_mnp>7 kj_mn = jan’ ne N7
Jmn ist die n-te Nullstelle von J,,, (jmn > 0)  (2.16)
V() = Cppe™™?, m € 7, C, € R beliebiger Faktor.

Hierbei ist die physikalische Bedingung beriicksichtigt, dafl das magnetische Feld
an der Metallwand des zylindrischen Hohlleiters, welche als idealer Leiter ange-
nommen wird, verschwindet:

hy(p,9)|per =0, fiir alle ¥ € [0, 27].

An den Faktoren J(p) und V(¥) erkennt man, daB der azimutale Index m die
Anzahl der Schwingungen von h, in Richtung ¢} angibt, wobei der Index n auf
die durch die Bessel-Funktion angegebenen geddmpften Schwingungen in radia-
ler Richtung verweist. Uber die Formel (2.13), welche k; und k, miteinander
verkniipft, werden aufgrund der speziellen Wahl der Werte zu k_,,,, die entspre-

chenden Werte , , ,
A — w__kQ _ Y Jmn
zmn 2 1mn 2 R2?



52 2 Herleitung der verwendeten Gleichungen

definiert. Um die komplette Losung der z-Komponente des Magnetfeldes einer
TE-Welle im zylindrischen Hohlleiter mit Radius R zu erhalten, miifiten alle Ei-
genfunktionen J,,(k L,,mp)e*"m19 aufsummiert werden. Da in dieser Arbeit nicht
iiber den Energieaustausch oder die Konkurrenz verschiedener Moden eingegan-
gen wird, reicht es aus, sich auf eine bestimmte Mode mit Indizes m und n zu
konzentrieren. Unter dieser vereinfachenden Annahme erhélt man:

ho(p,9) = Codp(kLmmp)e ™™ p € [0, R],9 € [0, 27]. (2.17)

Um eine Beziehung der noch fehlenden Komponenten h. und schlieBlich & L
aus dem soeben berechneten h, = (0,0, h.)? zu erhalten, werden die Felder E
und H mit der Bedingung (2.11) fiir die TE-Welle in der Darstellung (2.10) in

die erste der vier Maxwell-Gleichungen in (2.8) eingesetzt. Mit V| := (8%, 8%, 0)7
und V. := (0,0, 2)7 erhilt man
(VL +V.) x ((EL)ek=m?) = —iwpg(hy + h,)etk=mn
= (VJ_ X é‘L)eikzng + Zkzmn(é’ X él)eikzmnz = —iwuo(hj_ + hz)eikzmnz_

Nach Trennung der Komponenten in transversalen und longitudinalen Anteil
erhélt man die beiden Gleichungen

longitudinal: V| xXé = —iwugﬁz (2.18)
transversal: komn(Z2 X €1) = —wpoh . '

Analog erhélt man aus der zweiten der Maxwell-Gleichungen die in longitudinalen
und transversalen Anteil getrennten Bedingungen:

longitudinal: V| X ﬁL = JWEYE, @11) 0 (2.19)

transversal: Vi X h, +ikmn(Z X hy) = iwee] .

Mittels der Gleichung fiir &, in (2.18) und der Gleichung fiir &, in (2.19) kann
h, durch das bereits berechnete h, ausgedriickt werden:

T _kzmn ~ o
hy = o (2xé)
_kzmn ~ 1 = . . =
= X (VX e b (2 ¢ )
Z-kzmncg ~ - . R .
= (5 X (Vo X e ka2 X 1)
0 — - - ) _ o L
- w2 <(VJ-<Z hZ)_hZ(VJ_‘Z)> +Zkzmn<z(z hJ_)_hJ_<Z'Z)>)
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Nach 7, aufgelost erhalt man

Jetzt kann h, mittels des bekannten Ausdruckes fiir A, in (2.17) berechnet wer-
den. Aufgrund der Verwendung von Polarkoordinaten (p,?) fiir h, wird der
Nabla-Operator V| ebenfalls in Polarkoordinaten verwendet. Dabei bezeichnet p
den Einheitsvektor in radialer Richtung und ¥ den Einheitsvektor in azimutaler
Richtung:

- z'k 8 ~1 0
B _ zmn 19__ h

zkzmn 0 Al 0

J_mn< 8p p@ﬁmeJm( LmnP)€ )
C kzmn q\ ,—im
- = ((kaj (Lmnp))f + (2 - (/ﬁmnp)w)e 0,
1Lmn

Um den gewiinschten Ausdruck fiir €, zu erhalten wird die Gleichung fiir die
transversale Komponente in (2.18) von links mit “Zx” multipliziert:

Fomn(2 X (2 X €1)) = —wpo? X by
aln o S s oa —Who
2(z-€)—¢€1(z-2) = Xhl
L-ne =

él = MO?:’X}_L’L

zmn

In die soeben erhaltene Gleichung kann das berechnete Ergebnis fiir hi eingesetzt
werden. Man erhélt die transversale Komponente des elektrischen Feldes einer
TE-Mode in einem zylindrischen Hohlleiter:

5 = omn(<—%J (ELmn)) + (i T () ) €™ (2.20)

mit ~
CUM[)Cm
/{32

1Lmn

Con =

Fafit man die bisher berechneten Ergebnisse zusammen, so erhélt man aufgrund
(2.10), (2.11) und (2.20) das elektrische Feld wie folgt:

E = (€, +&,)ehmzeit —

m N |
= Cun <(_?Jm<kj_mnp))p (ZkJ_an (kj_mnp))ﬁ) et gikzmnz piwt
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Im folgenden wird der Ausdruck fiir €, welcher von z und ¢ unabhéngig ist,
normiert. Hierzu wird der Normierungsfaktor C,,,, so berechnet, dafl gilt

/ el et da=1. (2.21)
K(0,R)

Die Flache K (0, R), iiber die zu integrieren ist, ist die Querschnittsfliche des
Resonators — ein Kreis um den Ursprung mit Radius R. In der Formel bezeichnet
* die Komplexkonjugation. Man erhélt:

/ el - et da=
K(0,R)

ot [ [ (i) 4 KT pdp
2 (Co)? /JZ (—J2( )+ FUL()?) dF.

Hier wurde die Substitution 7 = k,,,,p vorgenommen. Mit partieller Integration
und der Differentialgleichung fiir die Besselfunktion erster Art in (2.62) kann der
zweite Term des Integrals umgeformt werden:

[ =

= D) PP / " (DRI + T )

=0, da Jm(]mn)z()

]mn 1

S GG ACRE AT

.
]mn 1

(222)/ 2 (F) (7 = m?) dF,
0

und man erhalt

jmn
/ el -efda = 21(Chn)? / 7J2 (F) dF
(0,R) 0
Subst:

1
I ()’ / FI2 (o) di
0
= 7T<Omn)2]72nn<‘]7,n(]mn))2
Fiir die Berechnung des Integrals im letzten Schritt wurde (2.68) verwendet.
Insgesamt erhilt man die Normierungskonstante

1

Cmn = - _— .
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Der in unserem Modell verwendete Resonator ist ein rotationssymmetrischer
Hohlleiter, bei dem der Radius R des Querschnittskreises von z abhéngig ist
(siche Abbildung 2.3). Das berechnete elektrische Feld E einer TE-Welle wurde
soeben fiir einen zylindrischen Hohlleiter mit Radius R hergeleitet. Unter der
Annahme, dafl die Struktur der Wellen beider Hohlleiter identisch sind, ist es fiir
eine einfachere Rechnung ausreichend, das fiir den Zylinder erhaltene Feld €, in
(2.20) auf den jeweiligen Radius R(z) des Resonators zu strecken. Die TE-Mode
in einem in z-Richtung axialsymmetrischen Resonator mit Radiusfunktion R(z)
hat demzufolge die Form

B = O (=7 )P+ (Kt ()0 ) ()6
= &L f(z)e™ (2.22)
mit

f2) = 1f(2)]e ™, (2) = kamn, (2.23)
él = m((_%JmU{lmnp))ﬁ + (iklmn‘];rxklmnp))ﬁ)eiimﬁ' (2'24)

Da die Funktion f die Amplitude der elektromagnetischen Schwingung wieder-
gibt, wird f auch als “Profilfunktion des elektrischen Feldes” bezeichnet.

(2.22) liefert eine recht gute und vor allem praktikable Naherung fiir die weite-
ren Berechnungen. Es darf natiirlich 'nicht zu stark’ von der Form eines Zylinders
abgewichen werden. Untersuchungen hierzu finden sich in [3] und [22].

2.2 Bewegungsgleichung der Elektronen

Ausgehend von der Lorenzkraft wird eine Gleichung fiir den relativistischen Im-
puls eines Elektrons beim Durchgang durch den Resonator hergeleitet. Dazu wird
die in (2.22) berechnete TE-Welle verwendet.

Auf ein Elektron, welches sich im Vakuum befindet und eine Geschwindig-
keit ¢ besitzt, wirkt aufgrund vorhandener elektrischer oder magnetischer Felder
E bzw. B die sogenannte Lorenzkraft (2.1). Herrscht lediglich ein homogenes
Magnetfeld ohne ein elektrisches Feld vor, so fliegt das Elektron auf einer Helix-
Bahn “entlang der Magnetfeldlinien”. Durch die Guiding Center Approximation
[33] beschreibt die Flugbahn des Elektrons bei Projektion auf eine zu den Magnet-
feldlinien senkrechte Ebene eine Kreisbahn mit dem sogenannten Larmor-Radius
rr und der Winkelgeschwindigkeit Q2. Abbildung 2.4 zeigt einen Querschnitt durch
den Resonator eines Gyrotrons. Die Elektronen, die von der ringférmigen Elektro-
nenkanone (siehe Abbildung 2.1) als Hohlstrahl in den Resonator fliegen, kreisen
um ihr jeweiliges Gyrationszentrum, welches sich im Abstand R, von der z-Achse
befindet. Ry ist als konstant angenommen. Fiir den Ort (z,y) eines Elektrons
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Abbildung 2.4: Projektion einer Elektronenbahn auf eine Querschnittsebene
durch den Resonator

erhélt man folgende Polardarstellung:
x4+ iy = Ry + rpe, (2.25)

wobel
E=WT+¢ und 7:=t—1. (2.26)

Hierbei bezeichnet ty den Zeitpunkt, zu dem das Elektron in den Resonator ein-

tritt, und
Qo = Qli=y, = GES mit = GES (2.27)
Yoo AL

die Gyrationsfrequenz des Elektrons (siehe [21]) zum Zeitpunkt to. Es ist 7o :=
7|t,- In der Definition von ¢ in (2.26) beschreibt Qy7 den Winkel eines mit kon-
stanter Gyrationsfrequenz )y kreisenden Elektrons. Der zusétzliche, zeitabhéngi-
ge Summand ¢ gibt die Abweichung im Winkel £ beziiglich der konstanten Kreis-
bewegung an. Fiir die weiteren Uberlegungen werden Driftbewegungen vernach-
lassigt, die aufgrund der sich &ndernden Geschwindigkeit der Elektronen auftre-
ten. Dies bedeutet, dal das in Abbildung 2.4 dargestellte Gyrationszentrum bei
Ry festgehalten wird.

Leitet man (2.25) mit den zeitabhéngigen Grofien x,y, 7y und £ nach der Zeit
t ab und verwendet v, := ”Cll—f und v, = % fiir die - bzw. y-Komponente der
Geschwindigkeit, so erhélt man

3

. L i& - i€
Vp + 120, = ——e* +rp—1e".
Yt Lt
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Im folgenden wird die Annahme getroffen, dafy der Ausdruck d;—tL vernachléssigbar

klein ist. In der Formel verschwindet daher der erste Summand auf der rechten
Seite. Aufgrund dieser Néherung gilt fiir die transversale Geschwindigkeit v, :=
TL%, und folglich ist:

v, + v, = v ie, (2.28)

bzw. fiir den relativistischen Impuls @ = (ug, u,, u,)” mit transversaler Kompo-
nente @, = (U, uy,0)" mit u; := |@,| und der z-Komponente @, = (0,0, u,)"
gilt mit (2.2):

Uy + iU, = u ie. (2.29)

Mit dem relativistischen Impuls ©; und dem homogenen Magnetfeld By in (2.5)
148t sich der Larmor-Radius nach [33] zu

V1 o(227) YMoUL (22) UL
’]”L = — = =

Q |6|B0 N |6|B0

(2.30)

berechnen. Um eine Vorstellung der Gréfe fiir den Larmor-Radius r;, zu erhalten
berechnet sich dieser bei gewéhlten Werten v = 0.3¢, v; = 0.2c und By = 4 Tesla
zu r;, = 8.9 - 107?mm. Dahingegen betrigt der Radius R des Gyrotrons, welches
in dieser Arbeit numerisch simuliert wird, zirka 29mm.

Um fiir die Funktionen w; und ¢ Differentialgleichungen zu erhalten, wird
(2.29) nach der Zeit t abgeleitet, wobei zwecks einer kiirzeren Schreibweise * fiir
die Ableitung % verwendet wird:

d : o
%(ux +iuy) = Uy + i,
= i(0e® +u i(Q + P)e')
i1 (cos(€) + isin(€)) + ui(Qo + ¢)(cos(€) + isin(€)))
= [—u1sin(§) —ui(Q + ¢) cos(§)] ‘
+i[ty cos(§) — ur(Q + ¢) sin(E)].

Durch einen Vergleich der Real- und Imaginérteile erhélt man das folgende lineare
Gleichungssystem:

e = —iysin(§) — ui(Q + ¢) cos(€)

Gy = i cos(€) — ui(Q + ¢) sin(€),
welches sich aufgrund von det (;sls(lg) :Z?jég) = 1 fiir alle Winkel ¢ eindeutig
nach @, und u, (Qy + ¢) auflosen 1iBt:

Uy = —Ugsin(§) + 1, cos(§)

u (Qo+d) = —it,cos(€) — i, sin(€). (2.31)
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Im folgenden wird die rechte Seite dieses Differentialgleichungssystems wei-
ter umgeformt. Hierzu werden %, und %, bendtigt, welche aus der Bewegungs-
gleichung (2.7) berechnet werden konnen. In den erhaltenen Ausdruck werden
anschliefend die Komponenten des Feldes E aus (2.22) eingesetzt. Als Ergebnis
erhélt man ein Differentialgleichungssystem fiir v, und ¢ in Abhéngigkeit des
elektromagnetischen Feldes.

Nun zu den Details: Aus (2.7) erhilt man nach Ausmultiplizieren des Kreuz-
produktes und Einsetzen des Feldes B, nach (2.5) die Beziehungen

Uy F, + eByv,
uw, | = F,—eBov,s |, (2.32)
U, F,

welche in (2.31) eingesetzt werden konnen:

. u, = —F,sin(§)+ F,cos(§) (2.33)
u (p+Qo—Q) = —F,cos(§) — Fysin(§). (2.34)

Hierbei wurden die Eigenschaften

()80 = (2)-(25) <22
v,) " \sin(e) v,) \ = cos(€) e
anhand von (2.2) und (2.28) verwendet. Die Kraft F mit ihren Komponenten
F, und F), erhdlt man aus dem elektrischen Feld E , welches in Abschnitt 2.1 zu
(2.22) hergeleitet ist.

Neben der verwendeten TE-Welle (“transverse electric wave”) existieren in ei-
nem Hohlleiter auch TM-Wellen (“transverse magnetic wave”) und TEM-Wellen
(“transverse electromagnetic wave”), welche hier vernachlissigt werden, da sie
eine sehr geringe Wechselwirkung mit den Elektronen zeigen. Desweiteren wird
das von den Elektronen erzeugte magnetische Feld ebenfalls vernachléssigt. Somit
gilt insgesamt:

—

B. = 0.
Aus (2.7) erhélt man (fiir £,, Ey siehe Abbildung 2.4):

F, E, E, cos(¥) — Eysin(0)
F, | =e| E, | =—le|| E,sin(¥)+ Eycos(¥) | . (2.35)
F, 0 0

Aufgrund der dritten Komponenten von (2.32) und (2.35) bleibt der Impuls u,
des Elektrons erhalten:

u, = const = (Ymov,)|i=t, = Y0MoVs0-
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Jetzt kann (2.33) weiter umgeformt werden, indem die Terme fiir die Kréfte F,
und F}, nach (2.35) eingesetzt und anschliefend die unterschiedlichen Koordinaten

zusammengefafit werden. Aufgrund der komplexwertigen Darstellung von E ist
zu beachten, dafi beim Einsetzen jeweils nur der Realteil R verwendet werden

darf. Fiir die Winkel werden die Abkiirzungen « = —md +wt —¢ und =€ —
verwendet:

w, = —Fpsin(&) + F,cos(§)
= e ((Ep cos(V) — Eysin(V)) sin(§) — (Ey cos(¥) + E, sin(1))) cos(§)>

E,(cos()sin(§) — sin(¥) cos(€)) — Ey(sin() sin(§) + cos(V) COS(E)))
E,sin(f5) — By cos(ﬁ))

%[—cmn%efmwmp)f(z)e@'mﬁe”ﬂ sin(3)

= el

le]

/N 77 N 7N

g
~RIComnik LT}, (k) f(2)e ] cos(3))
= JelCon (= 7 T )£ ()R] sin)
_klmnjrln<klmnp)|f(z)|%[iei(_mﬂ+m_¢)] COS(ﬁ))
= 1elCulFE( = =k imap) cos(er) sin(3)
+k 1 mndp, (K Lmnp) sin(a) COS(B))
6lCon £(2)| (= =T (s unp) cos() sin5)
i k)] sin() cos(9))
= 16lCal A1 (5 Inkimnp)(— cos() sin(3) + sina) cos(3))
_klanm—i-l(kLmnp) Sin(a) COS(ﬁ))

€| Comnl £(2)] (%memp) Sin(ar = B) = ki Js1 (kL mnnp) sina) cos(9) )

+kJ_mn [_Jerl (kJ_mnp) +

(2.69)

(2.64)

1o (B2 1 () + o1 (e sin = 9

—k L mnImi1 (K Lmnp) sin(a) cos(ﬁ))

k mn .
= 1elConnl F) (5™ T s Uk snnp) sin(er = 9)

o1 (i) (5 Sin(ex = 8) = sin(a) cos()))




60 2 Herleitung der verwendeten Gleichungen

el (N (s () sin — )

2
it (k Lmp) sin(a + ﬁ)). (2.36)

Um eine Darstellung in Zylinderkoordinaten (p, v, z) zu erhalten, werden die Win-
kelfunktionen sin(a— 3) und sin(a+ ) aus (2.36) in Terme mit der Abhéngigkeit
in ¥ getrennt:

sinfa —f3) = sin(—md +wt —p — &+ )
= sin(jwt —¢ — &) = [(m —1)9]) = sin(a - §) =
ae he
(229) A A

sin(&) cos(f) — cos(&) sin(/3).

Eine analoge Umformung gilt auch fiir den Ausdruck sin(a + (3). Daher kann der
folgende Teilausdruck in (2.36) umgeformt werden:

Im—1(kLmnp) sin(a — )

A ~

= Jm1(kLmnp)(sin(a) cos(3) — cos(a) sin(3))
—  sin(a) (Jm,l(kmp) cos((m — 1)19))

— cos(@) <Jm_1(klmnp) sin((m — 1)0))

) (e i Tt R o) Tk cos(k(m — )
~ cos(d) f; Turis (ks Bo) Iy (k) sin(k(r — €)))
_ f; Tocrebk s Ro) e (k) sin@) cos(k(r — €))
: — cos(@) sin(k(m — 5)))
- f; (1) o144 O Ro) ) (sin(@) cos(k€)) + cos() sin(k€) )
2.0 f; (1) o1 s o) Je U Lys) sin (@ + k)
_ ki (DT 1o (Lo Ro) T Lo ) sin (et — 36 -+ (k — 1)E).

Hierbei wurde fiir das Dreieck mit den Seiten Ry, r; und p in Abbildung 2.4
das “Additionstheorem von Graf” (2.65) verwendet. Die Bezeichnungen der dort



2.2 Bewegungsgleichung der Elektronen 61

angegebenen Winkel und Seiten des betrachteten Dreiecks sind in Abbildung 2.5
dargestellt.

Zur Umformung des zweiten Ausdrucks in (2.36) miissen entsprechende Re-
chenschritte durchgefiihrt werden. Man erhélt:

Tmi1(KLmnp) sin(a + 3)
= D (DT (b LmnRo) Ji(k Lmnrr) sin(wt — 1 + (k + 1)8).
k=—o00

Die Umformungen der beiden Ausdriicke J,,—1 (k1 mnp) sin(a—03) und Jy i1 (K Lmnp)
sin(a + () konnen in (2.36) eingesetzt werden:

[e.o]

i = 1elCual S ST (1) Tk )

k=—o00

Imk—1(kLmnRo) sin(wt — ¥ 4+ (k — 1)§)
— m+k+1<kLmnR0) Sin(wt — w + (k + 1)5) .

Um die zwei Terme in der eckigen Klammer zusammenfassen zu kénnen, wird eine
Indexverschiebung durchgefiihrt. Fiir den ersten Term wird 1 —k — k verwendet,
und fiir den zweiten Term wird —1 — k — k verwendet. Dadurch erhélt man
zusammen mit (2.66):

k mn - .
LQ Z Jm—k (kL mnRo) sin(wt — 1 — kE) -

iy = |e|Cpnlf(2)]

k=—o0

(Jk_l(kmm) - Jk+1(@mm)) (2.37)

In dieser Differentialgleichung fiir u, ist die t~-Abhéngigkeit auf der rechten Seite
allein durch das Argument des Sinus gegeben:
(2.26)
wt—1—kE =" wt—Y—k(Qor+¢) = (w—EkQ)t — ¢ — ko + kQoto.

Man erkennt, dafl neben der sich in ¢ langsam veréindernden Funktion ¢ die zeit-
liche Abhéngigkeit dieses Ausdrucks hauptsichlich durch die Zahl k& bestimmt
wird. Fiir die beiden Konstanten w und €0y gilt bei einem Gyrotron aufgrund
der beabsichtigten Resonanz: w & ). Daher erhélt man in (2.37) lediglich fiir
k = 1 eine sich in ¢t langsam verdndernde rechte Seite. Fiir alle anderen Werte
k € Z\{1} erhélt man stark oszillierende Anteile, welche bei den weiteren Be-
rechnungen vernachléssigt werden. Physikalisch bedeutet dies die Resonanz der
Elektronen mit der Grundschwingung des elektromagnetischen Feldes. Natiirlich
kann man auch die Resonanz mit einer Oberschwingung betrachten, jedoch erhalt
man hier eine viel schwichere Kopplung. Daher wird im folgenden lediglich der
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Summand mit Index k = s verwendet (und spater wird meist s = 1, welches der
Grundschwingung entspricht, verwendet):

kLmn

UL - |e|Cmn|f<Z)| Jm—s<kjlmnR0) (Js—l(kLmnTL) - Js+1(kLmnTL)>
-sin(wt — ¥ — s§).

In analoger Weise erhélt man aus (2.34) eine entsprechende Differentialgleichung
fiir den Winkel ¢:

k mn
¢ = _|e|0mn|f<Z)|;—Jm—s(kLmnRO) COS(W{: - ¢ - 36)
Ul
' (Jsfl<kj_mnrlj) + Js+1<kj_man)> + Q- QO-

Durch Einfiihrung des sich zeitlich langsam verédndernden Phasenwinkels (“slow
time scale phase variable”)

A= (g — Q)7 + %to _ (2.38)

und Verwendung von (2.30) fiir den Larmor-Radius und (2.26) lautet das Diffe-
rentialgleichungssystem fiir v, und A:

. k mn .
U = [e|Cpnlf(2)] = Jim—s (K Lmn L) sin(sA — 1)

2
kj_mnuj_ kj_mnuj_
(s —Js : 2.39
(a5 = ona(55) (2:39)
A= el Gl F ()T e Bo) cos(sA = )
kj_mnuj_ kJ_mnuJ_ w
| Jso Js ——Q). 2.40
(s + Ao (FED) + (5= 9) (240

Betrachtet man die Ausdriicke fiir die Besselfunktionen, so kann eine Vereinfa-
chung durch Verwendung von Néherungen gemacht werden. Auf Seite 57 wurde

eine Abschitzung fiir die Grofle des Wertes von rp = ‘g‘—go gemacht. Aufgrund
dessen konnen die Terme fiir J5+1(%) vernachléssigt werden. Zusétzlich wird

fiir die Besselfunktion Js_; eine Ndherung um den Entwicklungspunkt 0 gemacht.
Aus der Reihendarstellung nach (2.67) erhélt man

(%kLman)Sil

= (2.41)

Js—1<klmn7"L) ~

Die Differentialgleichungen (2.39), (2.40) kénnen daher vereinfacht werden zu
uj_ — Kmns’f(Z)’ Sin(SA — w)uifl’
A 1
A = Kpons|f(2)|cos(sA — ¢)u_ui—1 + “_g
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mit der Konstanten

1 1 kJ_mn s—1
Kmns = mnzvIimndm—s mn ( . 2.42
[e1Cnn 5T (k Lo Bo) o5, 2\eyBO> (242)

Die beiden erhaltenen reellen Differentialgleichungen fiir 4, und A kénnen mittels
pi=uje (2.43)

in einer komplexwertigen Differentialgleichung fiir p zusammengefafit werden:
p = iue_m — i/\uLe_

= (Kopms| f(2)|[u e ™) (sin(sA — b)) — i cos(sA — ¢b)) — z(g — Quye

iA

= —i(Knal f()|uf e M)A — (= —q)p
S
f _?:Kmns‘f(z)|€7i¢uiilei(871)A o Z(g . Q)p

= —iKpnsf(2)- ()" — i(= — Q)p.

w
s
Dabei bezeichnet * die komplex konjugierte Gréfle. Man erhélt letztendlich eine
Differentialgleichung fiir p:

PHi(= = Qp = =K f(2) - (7)) (2.44)

Es ist zu beachten, daf§ 2 nach (2.27) keine Konstante ist, sondern iiber v, und
daher tiber v und @ wiederum von p abhéngig ist. Fiir diese Abhéngigkeit wird
in Abschnitt 2.4 eine Taylor-Entwicklung durchgefiihrt.

Um eine moglichst grofle Wechselwirkung der Elektronen mit dem elektrischen
Feld zu erzielen wird der Gyrationsradius Ry, welcher bisher noch nicht festgelegt
ist, aufgrund des Faktors K, in (2.42) fir gewohnlich so gewihlt, dafi er mit
dem (ersten) Maximum der Besselfunktion J,,_s tibereinstimmt. Damit erhélt p
die groBtmoglichste Interaktion mit f.

2.3 Profilfunktion des elektrischen Feldes

Im Gegensatz zum “cold-cavity”-Modell (siche z.B. [18]), bei dem die Profilfunkti-
on f explizit vorgegeben wird, wird in diesem Abschnitt eine Differentialgleichung
fiir f hergeleitet. Im selbst-konsistenten Modell geschieht die Wechselwirkung der
Welle mit den Elektronen iiber die Maxwell-Gleichungen:

OE
ot’

4 OH
E = —pug—. 2.4
V X Ho ot ( 6)

—

VxH = J+¢ (2.45)
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Hier beschreibt H das Magnetfeld, E das elektrische Feld, J die Stromdichte,
welche durch die Elektronen erzeugt wird, und €, bzw g ist die elektrische bzw.
magnetische Dielektrizitdtskonstante in Vakuum. Im folgenden wird eine Diffe-
rentialgleichung fiir das in Abschnitt 2.1 berechnete elektrische Feld (2.22) und
dessen Profilfunktion f hergeleitet.

Leitet man die linke Seite von (2.45) partiell nach ¢ ab, so erhélt man

) . 0 - (2.46) — -1 = 2 7

—(VxH) = Vx=H o x(vxE V-(V-E)-(V)’E

5 (V< H) 5 VX (VX E) = (V- (V- E) = (V)F)
_ 1y (2.47)

Ho

Da das betrachtete elektrische Feld im Resonator quellenfrei ist, gilt VE = 0.
Aus (2.47) erhélt man zusammen mit (2.45)

0 - O*E
—V2F = =
MOV 8tJ+€O el

bzw. unter Verwendung von (2.9)

2 - 2= .
VL 2 p Mo tJ. (2.48)

Neben der zeitlich periodischen elektromagnetischen TE-Welle E nach (2.22) zu
E =& f(z)e™

gelte fiir den Strom J ebenfalls die Annahme einer mit der Frequenz w schwin-
genden Funktion

J = L(x,y,z)em.
Damit erhélt man aus (2.48) die zeitunabhéngige Differentialgleichung
—)ELf(2)) = iwpo . (2.49)
Setzt man den Ausdruck fiir z. aus (2.18) in (2.14) ein, so erhilt man

= 2 =
Ve, =—ki, €L

Hiermit kann die linke Seite von (2.49) umgeformt werden:

(V+DETE) = (it o+ ) (@f(2)
= (V LeJ-)f—i_eJ-d f+w f
d2 wQ
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und man erhélt
p d> w2 5 , =
(ﬁ + — — k) f = iwpgd,. (2.50)
Um hieraus eine Differentlalglelchung fiir f zu erhalten, mufl man sich noch des
Faktors €, entledigen. Daher wird diese Gleichung wird mit €7, dem Komplexkon-
jugierten von €', multipliziert und anschliefend iiber die gesamte Querschnitts-
fliche K (0, R) des Resonators, einem Kreis um den Ursprung mit Radius R,
integriert. Aufgrund der berechneten Normierung (2.21) von €, gilt
2 2
(d— +E R >f — ngw/ & - J, da. (2.51)
dz? " K(0,R)

Im folgenden wird das Integral auf der rechten Seite ndher betrachtet. Fiir eine
einfache Berechnung des Skalarproduktes €7 - J_; werde zunéchst der Ausdruck
€} mit den in (2.24) gegebenen Polarkoordinaten auf kartesische Koordinaten
umgeschrieben (vgl. Abbildung 2.4):

(eotie,)” = e —ic;
= (ep cos(9) — e sin(¥)) — i(e} sin(9) + ¢ cos())
= cos(9) (e} — ich) — isin(V)(c) — ie)

= (e, + zeﬁ)*e_w.

Setzt man die Komponenten e, und ey aus (2.24) in e, + iey ein, so erhdlt man
mit Bessel-Umformungen

(e, +ieg) = Com ((—%Jm(mmnp)) ik Ly " (K L p)))eﬁmﬁ

, m
= Omn eileg( - ;Jm(kJ_mnp) - kJ_an;n(kJ_mnp)>

(2.63)

, 2m
Cmn 671m19< - 7Jm(kLmnp) + k?Lanm—i-l(kLmnp))

2.64 —im
( = ) Cmn € ﬁ<_kLanm—1(kLmnp))

= _kj_mnc'mn=]mfl(kJ_mnp)eiim19
und somit |
(ex +iey)* = =k LmnComndm—1(kLmnp)e ™ D7,

Mit dem Additionstheorem von Graf (2.65) kann fiir den Term J,, 1 (kL p) e’ D7
eine Ndherung gemacht werden:

Jm_l(klmnp)ei(m—l)ﬁ — Z Jm_1+k(kLmnR0)Jk<klmnTL)ei(k(7r—f))

k=—0c0

- Z Jm71+k(kJ_mnR0)Jk<kJ_man)(_1)k71€7ik£-

k=—o00
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Wie bereits vorher wird hier von allen Moden lediglich die Grundmode der
Schwingung genommen. Fiir obigen Ausdruck ist dies fiir s = 1 — k£ der Fall.
Mit (2.66) erhélt man die Naherung

Jmfl(kj_mnp)ei(m—l)ﬁ — —Jmfs<kj_mnR0)J3,1(kJ_mnyaL)ei(sfl)f.
Insgesamt erhélt man
(6.7: + i@y)* — klmnCanm_s<klmnR0)Js_l<klmn7"L)€i(S_1)§. (252)

Als néichstes wird der Ausdruck J, in (2.51) néher untersucht. Der Strom J
wird dafiir in seine transversale und axiale Komponente getrennt:

j:jl-f-Jz?:’.

Da die durchzufiithrende Berechnung des Skalarproduktes €7 - J unabhéngig von
der z-Komponente J,Z ist, wird im folgenden lediglich J, betrachtet. Aus J;
erhilt man mittels Fourier-Transformation die Komponente mit der Frequenz w:

. 1 2

Joy Jie ™ d(wt) (2.53)

= % ;
Es gilt
JL = puL

mit der Ladungsdichte p, welche gegeben ist durch den Gesamtstrom [, durch

_ —1y
p = .
Uy
Folglich ist
> I :
A (2.2) _[OU_L
4 U/z

1
/ é:@n ' Jw da = —i 0 kLmnCanm—s(kLmnRO)
A 2mu,

2T
/ JS,I(kLman)uLei(S£’Wt) d(wt)
0

berechnet werden. Zusammen mit (2.38) lautet nun die Differentialgleichung

(2.51) fiir f:

d? 2 1
( el = fow OkJ_mnCanmfs(kJ_mnRO)

2
PRy _kLmn>f

2mu,

27
. / Js,l(kLman)uLe’“A d(wt).
0
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Unter Verwendung der Naherung (2.41) fiir Js_1(kimnrr), der Definition des
Larmor-Radius (2.30) und (2.43) erhélt man

2
@_’_C _kLmn

kLmn Cmn Jm—s (kLmn RO)

kj;:?,ln 271— S
.(2‘6‘30)81@_1)!/0 prdwt).  (2.54)

Um das Integral auf der rechten Seite auswerten zu konnen, wird mit
1
t= to + / —dz
Uy

Vv, UZ’t:to = Uy (255)

(d2 w_j )f _ Howly

z

die Naherung

getroffen, wobei v,o die axiale Geschwindigkeit des Elektrons bei Eintritt in den
Resonator bezeichnet. Damit kann das Integral iiber wt durch ein Integral {iber
wtq ersetzt werden. Desweiteren gilt wegen

(2.38) W :
No = Aliyy = gto —¢o  mit  gg = Pli=,

die Beziehung
d(wto) = Sd(Ao)

und somit lautet (2.54) nun:

pow o
2mu,

< > w?

ot B ) T = B0 Co (b R0)

kjfl 2
. mn SdA,. 2.56
@l Bo) (s = 1)!/0 p'dho. (2:56)

2.4 Einfiihrung dimensionsloser Gréfien

Die in den Abschnitten 2.2 und 2.3 hergeleiteten Differentialgleichungen (2.44),
(2.56) fiir p und f lauten mit (2.42):

d
P+ = Qp = =K f(2)- (p)
? W? Komsptowly [*"
- 42 g2 = e S dAy.
(d22 * 2 Lm”>f |elu, /0 Pt

Man erkennt, dafi die Ableitungen in den Differentialgleichungen noch von un-
terschiedlicher Art sind: p wird nach t abgeleitet, und f wird nach z abgeleitet.

Mit )
t_t0+/—d22t0+/m0,yd2
Uy U0
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wird die Differentialgleichung fiir p auf eine fir p({(¢)) := p(t) transformiert:

d 1 w 1
i Q)= —iK,, . — (5F) L
dzpﬂvz(s )= —i mnsvzf(Z) (p")

~ 1
P:=—19p (2.57)
Ulg
erhalt man:
d -~ 1 w . 1 -
—P+i—(——QP =—iK,,,,—— (P
dz + sz ( B ) VN mns UzULOf<Z) (ULOP )

Hier 148t sich mittels Taylor-Entwicklung fiir den Faktor vor P ecine Néherung
angeben:

l w wymy sle[By,  wyomo, v sle|Bo
~(Zog) = Ll Sy o] Sd
U, S SUy wymo Suy Yo o WYMo
w
= (l —1+9)
SUz0 70
W ﬁio 12
~ —(|P]* =1 )
(LB~ 1) +9)
mit
B 1
6::1—8‘6’ 0’ Yo ‘= ,
WYMo V1—p52— i
v v, v v,
5L =, ﬁz =, ﬂJ_O = _L‘t:toa ﬁzO = —|t=to-
c c c c
Eingesetzt in die Differentialgleichung fiir P erhélt man
d =~ w3 2 Lo~ 1 -
—P+it (5 — 14+ |PP)P = —iK e —— (u P L
TP i (G = L+ [PR)P = iR () (01 )
Mit 5
A:i=—F
Bt
und der Transformation auf die dimensionslose Variable
ﬁio w
— il 2.58
(=3 5.0 (2.58)

erhalt man mit

P(C(2)):=P(z) und f(C(2)) := f(2) (2.59)
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die Differentialgleichung

d 1 25V, =
—P+i—(A =1+ |PPP = —iKpps——o— S(ut  PF)STL
JEP A= L IPRIP = ik S F(0) - (1oP)
Die rechte Seite dieser Differentialgleichung kann unter der Annahme v, ~ v,
mit o,
S ~
Fe) = Z58mns.
(€)= o T ©)
zu q .
d—CP +i=(A =1+ |P])P = —iF(u’,P*)* .. (2.60)
S

vereinfacht werden.
Unter Verwendung der Transformation (2.58) auf ¢ erhélt man entsprechend
die Differentialgleichung fiir F' zu:

> 4p% k3 8s K2, s1olov? o
&P C )F: mnsH0-0Yz0 PY¥dh,  (2.61
(dCQ ﬁJQ_O ( w2 ) 71_|e|(J‘}2516_01u0u20 /0 (uroP) 0 ( )

Die Gleichungen (2.60) und (2.61) stellen ein selbst-konsistentes System fiir
die Elektronen (mit der dimensionslose GroBe P fiir den normierten transversalen
Impuls) und der Amplitude des elektromagnetischen Feldes (mit der dimensions-
losen Grofle F') dar. Neben diesem System gibt es einige Erweiterungen, welche
allerdings in dieser Arbeit nicht betrachtet werden:

e Betrachtung mehrerer Eigenmoden des Resonators (vergleiche (2.17) und
vorangehenden Abschnitt)

e explizit zeitliche Abhéngigkeit des Systems. Dies kann zur Modellierung
von FEin- und Ausschaltvorgéingen verwendet werden. Unter Hinzunahme
mehrerer Eigenmoden kann zudem der Energieaustausch einzelner Moden
untereinander betrachtet werden (“Modenkonkurrenz”)

e Verwendung einer anderen Resonatorform (z.B. koaxialer Resonator)

Fall: s =1

Bei der Herleitung der Gleichungssystems (2.60), (2.61) wurde bei der Resonanz
der Elektronen mit der Welle lediglich eine Mode s betrachtet. Fiir gewohnlich
wird hier die Grundschwingung mit s = 1 verwendet, da hierbei die Resonanz am
effektivsten stattfindet. Natiirlich kann auch Resonanz mit einer Oberschwingung
der zu erwartenden Frequenz betrachtet werden. So wird beispielsweise zur Zeit
in Japan versucht, ein Gyrotron mit s = 4 zu betreiben. Es zeigt sich aber, dafl
der Wirkungsgrad dieses Gyrotrons erwartungsgeméafl weit geringer ist als eines,
welches bei s = 1 betrieben wird.
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Betrachtet man bei der Resonanz der Elektronen mit der Welle die Grund-
schwingung der Welle mit s = 1, so erhélt man das System:

d
PHile =1+ IPP)P = —iF, fiir (Ao, ) € [0, 2] x [Co, Goul:
d2 ~ C 2 .
(d—(? +7>F — ﬁ PdAg, fiir ¢ € [Co, Cout]
0
mit
462 02j2
(R - 20 1— Lmn
Y(R) ﬁio( W2 R2 );
c = A,
- 16K, 1o lov2

|efw 25&)“/20

Anfangs- und Randbedingungen

Aufgrund der Normierung (2.57) erhélt man fiir die Elektronen unter der Annah-
me einer Gleichverteilung beim Eintritt in den Resonator die Anfangsbedingung

Ple—g = €™, Ay € [0,27).

Aufgrund der Form des Resonators ist fiir /' am Resonatoranfang eine anwach-
sende Welle vorgesehen, welche der Bedingung

d N
d—CFlg:o =1/ —Y(R[¢=0) Fl¢c=0

geniigt, und eine propagierende Welle (Randbedingung ohne Reflexion) am Reso-
natorende mit

d .-
d_CF|<:O =1 7<R|<:Cout) F|<:Cout‘

2.5 Absichtliche Idealisierungen und ungewollte
Imperfektionen

Bei der Betrachtung jedes Gyrotronmodells mufl man sich immer vor Augen hal-
ten, dafl es sich um ein vereinfachtes Abbild der Realitéit handelt. Zum einen
werden bei der Herleitung Idealisierungen und Néherungen verwendet, um das
Problem leichter behandelbar zu machen. Zum anderen gibt es natiirlich in der
Praxis ungewollte Imperfektionen. An ein paar Beispielen soll dies jeweils aufge-
zeigt werden:

Idealisierungen in den Gleichungen:
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e Bei der Resonanz zwischen den Elektronen und dem elektromagnetischen
Feld wurde die Grundmode des elektromagnetischen Feldes verwendet. Hohe-
re Moden wurden vernachléssigt. (Seiten 62, 69)

e Fiir die Berechnung der Eigenmode im Resonator wurde das elektrische Feld
der TE-Mode verwendet. Dessen magnetische Komponente sowie TEM- und
TM-Moden wurden vernachléssigt. (Abschnitt 2.1)

e Aufgrund der nahezu zylindrischen Form des Resonators wurden die Eigen-
moden unter Verwendung der Eigenmoden eines idealen Zylinders berech-
net. (Seite 55)

e Durch die Guiding Center Approzimation [33] beschreibt die Flugbahn des
Elektrons bei Projektion auf eine zu den Magnetfeldlinien senkrechte Ebene
eine Kreisbahn. Eine Anderung des Gyrationszentrums aufgrund von Ge-
schwindigkeitsénderungen (Drift der Elektronen) wird vernachléssigt. (Seite
56)

Imperfektionen der real existierenden Gyrotrons:

e Schwankungen in der Stromstérke der Elektronenkanone bzw. in der Be-
schleunigungsspannung fithren zu Schwankungen in den Anfangsbedingun-
gen der Elektronen

e nicht-exakte Einhaltung der verwendeten Parameter

e Abweichungen in der materiell verwendeten Resonatorform durch unver-
meidbare Produktionstoleranzen (zusitzlich wird der Resonator durch die
entstehende Hitze beansprucht)

e durch Verunreinigungen im Ausgangsfenster (sieche Abbildung 2.1) kénnen
Teile der erzeugten Welle reflektiert werden und gelangen so als Storgrofie
in den Resonator zuriick

Trotz dieser Unvollkommenheiten stellt dieses Modell eine akzeptable Naherung
der Realitéit dar. Es ist daher zum Design von Gyrotrons benutzt worden [22, 30].
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Bessel-Funktionen:

o 2LL() 42+ (2212 J(2) =0
J(2) = =Jua(z) + £Ju(2)
. 2 J,(2) = Jya(2) + Ty (2)
Seien u,v,w,a und y wie in
° Abbildung 2.5 gegeben. Dann gilt:
Jo(W) GovX = D20 oo Jvan(u) Je(v) G ka
. Jou(2) = (=1)"]u(2)
o J(2) = (32 Ty mis
Sei Jjmn (Jmn > 0) die n-te Nullstelle
von J,,. Dann gilt

fo ]mn 2dt = %[J (Jmn)]Qa
firm > —1,n > 0

Trigonometrische Funktionen:

sinfa + 3) = sin(a) cos(3) + cos(a) sin(3)
cos(a+ (3) = cos(a)cos() — sin(«) sin(3)

. 358, (9.1.1)] (2.62)
. 361, (9.1.27), IV] (2.63)
. 361, (9.1.27), 1] (2.64)

363, (9.1.79)]  (2.65)

. 358, (9.1.5)] (2.66)
. 360, (9.1.10)]  (2.67)

. 485, (11.4.5)]  (2.68)

(2.69)

Tabelle 2.1: Verwendete Umformungen fiir Bessel-Funktionen und trigonometri-

sche Funktionen.

Abbildung 2.5: Bezeichnungen der Winkel und Seiten des Dreiecks bei der Ver-

wendung des Additionstheorems von Graf (2.65).
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B Magnetfeld im Resonator; (2.4), S. 48

By homogenes Magnetfeld; von Hauptspule erzeugt; (2.4), S. 48

c Lichtgeschwindigkeit (¢ = 2.99792458 - 10%[Z]); S. 48

E elektrisches Feld im Resonator; (2.1), S. 46

e Elementarladung (e = —1.60217733 - 1079[C]); S. 46

€., €1 x-, y-abhingige Komponenten von E; (2.10), S. 50; (2.24)

€0, o Permittivitit (eo = 8.85418781762 - 10'2[£2]) und
Permeabilitét (1o = 47 - 1077[2]); (2.8), S. 49

F Kraft auf ein Elektron (Lorenzkraft); (2.1), S. 46

F,,F,,F, .y, zKomponenten des Feldes F: (2.7), S. 48

f Profilfunktion der angeregten elektromagn. Welle; (2.23), 55

0% relativistischer Faktor; (2.3), S. 48

H Magnetfeld im Resonator; (2.8), S. 49

hy, hy 2-, y-abhingige Komponenten von H, (2.10), S. 50

J Stromdichte; (2.45), S. 63

I m-te Besselfunktion erster Art; (2.16), S. 51

Jmn n-te Nullstelle der Besselfunktion J,,; (2.16), S. 51

k., ki Wellenzahl in z- bzw. transversaler Richtung; (2.10), S. 50

A zeitlich langsam verdndernder Phasenwinkel der
Elektronen; (2.38), 62

mo Ruhemasse eines Elektrons (mg = 9.1093897 - 103! [kg]);
(2.2), S. 48

m,n azimutaler und radialer Index; (2.16), S. 51

P transversaler Impuls; (2.43), S. 63

P normierter transversaler Impuls; (2.57) u. (2.59), S. 68

é (2.26), S. 56

q Ladung; (2.1), S. 46

R Querschnittsradius des Resonators; S. 48; Abb. 2.4

Ry Hohlstrahlradius; Abb. 2.4

T Larmor-Radius; (2.30), S. 57; Abb. 2.4

p,U Polarkoordinaten; Abb. 2.4

¢ Zeit: (2.10), S. 50

u relativistischer Impuls eines Elektrons; (2.2), S. 48

0l Geschwindigkeit eines Elektrons; (2.1), S. 46

T,Y, 2 kartesische Koordinaten; Abb. 2.1; Abb. 2.4

Q Winkelgeschwindigkeit; (2.27), S. 56

w Frequenz der angeregten Welle; (2.8), S. 49

¢ (2.26), S. 56; Abb. 2.4

Z, P, J Einheitsvektoren in axialer, radialer und azimutaler Richtung;
S. 48;S. 53

Tabelle 2.2: Ubersicht der in Kapitel 2 verwendeten Bezeichnungen
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Kapitel 3

Diskretisierungen

In Kapitel 1 wurde gezeigt, dafl der Energieflul des Systems eine Erhaltungsgrofie
in (¢ ist. In diesem Kapitel wird gezeigt, dafl fiir jede Semi-Diskretisierung in o
und fiir spezielle Integrationsverfahren in ¢ der Wert des diskreten Energieflusses
erhalten bleibt. Die Losung selbst und die Teilenergien von Elektronen und Ma-
gnetfeld werden allerdings von Diskretisierungsfehlern beeinflufit. Dieser Einflufl
wird fiir zwei Diskretisierungsverfahren néher untersucht.

Zunichst wird ein Modellproblem, Gleichung (3.1), néher untersucht. Es wird
gezeigt, dafl der Fehler im Wesentlichen aus zwei Beitrégen besteht, die fiir man-
che Verfahren miteinander wechselwirken, d.h. es gibt

e Fehler in Av, die durch die numerische Approximation des Integrals I ent-
stehen, und von der Ordnung des benutzten Verfahrens sind,

e Fehler in A(, die durch die Lésung der Differentialgleichung in ¢ entstehen,
und von der Ordnung des benutzten Verfahrens sind, und

e gemischte Fehler in AC - Ad, die von niedrigerer Ordnung sein kénnen als
die benutzten Verfahren.

Da die verwendete Quadraturformel zur Berechnung des in der Problemstel-
lung vorkommenden Integrals nicht unwesentlich zu den Fehlertermen beitrégt,
wird dieser Fehler ndher analysiert und fiir zwei Verfahren 4. Ordnung miteinan-
der verglichen.

Dann wird die numerische Approximation der Gyrotrongleichungen selbst be-
trachtet. Welches Verfahren zu empfehlen ist, hingt vom gesteckten Ziel ab: Fiir
eine robuste Berechnung des Wirkungsgrades eignet es sich am besten, in v ein
dquidistantes aber feines Gitter zu nehmen und in ¢ eine adaptive Integrationsme-
thode. Dabei ist fiir die Berechnung des Integrals I die Trapezregel ausreichend.
Im Gegensatz hierzu ist fiir eine fein aufgeloste Kurve p(+, () eine Gitteradaption
in ¥ zu verwenden. Dementsprechend sollte hierbei das Integral I mit Splines
berechnet werden, um Fehler bei der Quadratur zu vermeiden.

5
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Anschlieend wird untersucht, ob sich eine Fourierzerlegung in 9 als giinsti-
ger erweist: dies scheint zunéchst naheliegend, da sich dadurch die Formulierung
der Gleichungen vereinfacht. Doch leider stellt sich heraus, dal die Anzahl der
benotigten Moden mit fortschreitendem ( so rasch anwéchst, daf3 sich eine Appro-
ximation der Losung mittels Fourierzerlegung als nicht praktikabel herausstellt.

3.1 Fehlerentwicklungen

Im folgenden wird die Differentialgleichung
d

ke f,¢,u, I(Cu))  fiir alle (9,¢) € D C R? (3.1)
betrachtet mit D := [0, 1] x [0,1], u : D — R, dem Integralterm
1
Gy i= [ u(0.0)do (3.2
0
und der Anfangsfunktion
u(¥,0) = up(V), fir alle ¥ € [0, 1]. (3.3)

Hierbei sei f: [0,1] x [0,1] x R X R — R gegeben , und f und u als so glatt vor-
ausgesetzt, dafl alle im folgenden auftretenden Ausdriicke existieren. (3.1) enthalt
die beiden einfachen Spezialfille:

e Hat die Funktion f die Form (4, (,u), so kann die Losung w fiir jedes ¢ € [0, 1]
separat berechnet werden:

dicu(ﬁ, Q)= f(¥,¢,u), u(?,0)=ug(d), firjedes d € 0,1].

e Hat f die Form f((, 1), so kann die Losung u wie folgt berechnet werden:
d 1
u9,€) = wo(®) +1Q) = 100), ST = (C.1) 10)= [ wv)a.
0
Im folgenden betrachten wir den Fall, in dem f tatséchlich von allen Variablen

abhéngt. Auf Dy = [0, 1] wird das folgende Gitter eingefiihrt:

Dy ={0€Dy| 0=V < <...<0 1<, =1,

3.4
Aﬁk = 19k+1 - 19]@; hﬁ = Hlan<A19k)} ( )

In Dy = [0, 1] sei die folgende Diskretisierung gewé&hlt:

QC;:{CeDC‘O:C0<(1<...<Cm,1<(m=1, AG = Q1 — Q) (3.5)
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CAN
s Uk, 141
_l’_
G
Ukl
S 9
0 I 1 -

Abbildung 3.1: Benotigte Werte ug;, &k = 0, ..., n fiir die Berechnung von w11
auf dem Gitter {0y in ¥ und €2¢ in (.

Auf Qy kann das Integral I zu

1(¢) =Y pru(th, )

mit Gewichten pg, kK = 0,...,n entsprechend der gewéhlten Quadraturformel
ausgewertet werden. Es sei eine Quadratur der Ordnung ¢ verwendet:

I(¢) = I(C) = O(hy).
Fiir die Auswertung von I bzw. I bei ¢; werden die Abkiirzungen
I :=1(¢) und I :=1(()

verwendet.
Mit den eingefiihrten Diskretisierungen benétigt man zur Berechnung von

Up g1 = (g, Gi1)
aufgrund des in (3.1) auftretenden Integrals I alle Werte
Uk,1 = U(ﬁk, Cl)v k= 0,...,n

(sieche Abbildung 3.1). Im folgenden werden fir (3.1) zwei Integrationsmethoden
in ¢ ndher betrachtet und deren lokaler Fehler untersucht. Es handelt sich zum
einen um das explizite Euler-Verfahren und zum anderen die (implizite) Trapez-
Regel.

Lokaler Fehler in ¢ und ( bei explizitem Euler-Verfahren in (

Satz 9. Sei die Differentialgleichung (3.1) mit der Anfangsbedingung (3.3) gege-
ben und f stetig differenzierbar. Mit dem Gitter (3.4) in O und der Diskretisierung
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(3.5) in ¢ erhdlt man bei Verwendung des expliziten Euler-Verfahrens in ¢ fir den
lokalen Fehler g in C die folgende lineare Entwicklung:

U — U T
TR = maX‘M_f(ﬁkvclaukh[l)’

< Oy = I| 4+ CoAC + . ..

Ci = maXy, |%f|(ﬁk£uukl,h)|
C, = Lmax, <|a%f+ 21 fl+ 12 f] -C3>|(19k,cl,ukz,fz)
03 = maXyep, ’f(ﬁa Clan’Cl)vIl)’-

Beweis: Der lokale Fehler 75 148t sich in Fehlerterme trennen die sowohl aus-
schliefilich von der Diskretisierung in ¢ abhéngig sind, als auch Fehlerterme auf-
grund des Quadraturfehlers I — I:

u — U s
TE = rrggzzﬂ%ﬂ—f(l%;fhukl;]l”
" B
- X <| Wiic - f(ﬁk;Claukl;]l) |+ [k, G, L) — f (O, G ua, hl')
k '
WV :B
—A

(3.6)

Fiithrt man fiir den Ausdruck w41 in A eine Taylor-Entwicklung um (9, (;) aus,
so lautet A wie folgt:

d 1 d?
A4 = ( dC ulwi.q) +_ Cd<2 @) T - >_f<79k7Clyukl7[l)

A/_/
=f(I%,C uri, 1)
d2
dc?
d

1

276
1

= EACd_Cﬂ(ﬁk,Cz,ulil) + ..
1
2

u’(ﬁk’cl) + T

BG(ged + et - 1+ i+ 5@ oy + - (3D

Hier wurde der Fehler in A¢ von linearer Ordnung notiert. Im Ausdruck B wird
mit I; = I;—([;—1I;) eine Taylor-Entwicklung von f (9, (, ug, I;) um (9., ¢, ur, 1)
durchgefiihrt und lautet damit:

~. 0
B = f(ﬁka Claukla Il) - (f(ﬁka Clvukla Il) - (Il - Il)af‘(ﬁk:gaukl:[l) + . >

-~ 0
= ([l - Il)af‘(ﬁk:@,ukl,ll) + .
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Auch hier ist der Fehler in I; — fl nur von linearer Ordnung notiert. Zusammen
erhalt man

¢
U= B S o] + -] (3.5)

T < %%X [%AC< —f+ _f f+ f C ’)‘ (F5,Coyuna 1)

Hier ist noch der Faktor d ! |¢, abzuschétzen. Es gilt:

d_Cj—dC/ w(9, ¢) dv) = /—uﬁgcw /f19Cu19C))

und damit ist p
— <m 0, . .
|d<I’Cz‘ _ﬁe%);‘f( 7Clvu<797<l)?[l)’ (3 9)

(3.8) liefert eine lineare Fehlerentwicklung in A¢ und I; — I; fiir den lokalen Fehler
bei Verwendung des FEuler-Verfahrens in (. "

Man erkennt am lokalen Fehler 7z, dafi die linearen Fehlerterme in A{ und
I,— I, unabhiingig voneinander sind. So bleibt beispielsweise bei gewihltem Gitter
Qg der Quadraturfehler I, — I, erhalten, auch wenn man die Schrittweite AC gegen
Null gehen 148t.

Lokaler Fehler in ¥ und ( bei Trapezregel in (

In dhnlicher Weise wird der lokale Fehler bei Verwendung der (impliziten) Tra-
pezregel hergeleitet.

Satz 10. Sei die Differentialgleichung (3.1) mit der Anfangsbedingung (3.3) ge-
geben und [ zweimal stetig differenzierbar. Mit dem Gitter (3.4) in ¥ und der
Diskretisierung (3.5) in ( erhdlt man bei Verwendung der Trapezregel in ¢ fir
den lokalen Fehler Tr die folgende lineare Entwicklung:

Ukl+1 — Ukl
Tr = max|—————

1 T ~
Uk A¢ 2 (fwk’ G ity 1) + f (Frs Qs w1, Iz+1)>’
< KL= L)+ KA L — I + ..
mit

K, = maxy, ‘ gjf‘ (O sCourt,11) ‘

Ky = Ymaxy, (15252 + f oot + & F 801+ 15 1K) Lo oy

K3 = maxyep, |f(9, G, u(?, (), 1)
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Beweis: In der Definition von 77 gilt fiir den letzten Term f die folgende Taylor-
Entwicklung:

FOh Gony i, L) = F0h G+ A u(@r, G + AQ), I(G + AQ))
. d
= f(ﬁk; G, U, ]l) +AC- d_<f|(19ka<l7ukljl) T

Mit der Entwicklung von Aic(uk,lﬂ — uy) und der von B aus dem Beweis fiir das
Euler-Verfahren erhilt man

1 A d? 1 N
Tr = maX|< i ul,.c) + Cd(2 lwec) + - > 2(f(19k,Cl,ukl,]l)

[f<19k’ Cl’ Ukt ]l) + AC Cf| (CTQRTIN () + . i|>|
= max | f (O, Gy urr, 1) — f(Ok, Gyt ]zl
k

g

=B

1 d d
+§AC ' <d_<f|(19k’q’ukl’ll) B d_<f|(79k7<lvukljl)> +
Es ist
d_<f|(19k£l,ukzjl) - d_cf|('l9k7Claukl L—(I,-1L))
d d d
- <d_gf N <]l 1)8] dCf+ >|(ﬁk7<l7ukl7ll)
und damit gilt
i) 1 0 d
T = %%X |<]l - ]l)aﬂ(ﬁk,cl,ukl,ll) + EAC(IZ Il)(ﬁd_gf”wk’g’“kl’h) + o |
mit
Ed_cf N 8[(8(f+ ol g f _C>
0? 0? 0
- 4
818cf+a]a Ff+s f ]f—|—8]2f i

Die hier auftretende Ableitung -% <1 kann wiederum nach (3.9) abgeschétzt werden.
Insgesamt erhélt man fiir 7 die Entwicklung:

-0
= max|(L = L) 57 o

42 A((
+...|

f+f f f f+ 8[2f CI)‘ (CPRERIAN )

)(azag ou’ oI

Mit der Dreiecksungleichung erhélt man die Aussage im Satz. u
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Die lineare Entwicklung des lokalen Fehlers 7 zeigt, dafl — obwohl die Tra-
pezregel ein Integrationsverfahren zweiter Ordnung in ¢ ist — hier der Fehlerterm
A(|I; — I;| vorhanden ist.

3.2 Auswertung des Integralterms

Die rechte Seite der Differentialgleichung (3.2) enthélt das Integral

16w = [ u.0a

wobei u in ¢ als geniigend glatte Funktion vorausgesetzt wird, so daf} alle im fol-
genden auftretenden Ausdriicke existieren. Da in der Modellierung des Gyrotrons
dieser Term eine wichtige Rolle spielt und — wie in vorigem Abschnitt gesehen —
die verwendete Quadratur unmittelbar in die Fehlerabschiatzung eingeht, wird die
numerische Berechnung von /(¢) im folgenden ndher betrachtet.

Mit den Diskretisierungen (3.4) und (3.5) in ¥ bzw. ¢ ist bei der Auswertung
von [ zu beachten, daf fiir jedes (; lediglich die durch die Differentialgleichung
bereits berechneten Werte

up = u(Vg, ¢), mit Jy € Qy

gegeben sind. Das bedeutet, dafl die Funktion u nicht ohne weiteres an Zwischen-
stellen ¥ mit v < ¥ < Ygyq1, ¢ > 0 zu u(v, () ausgewertet werden kann und
dafl Methoden wie die Simpson’s-, die Milne- oder die 3/8-Regel nicht ohne wei-
teres verwendet werden konnen, da sie zusétzliche Funktionsauswertungen dieser
Art benotigen wiirden. Eine einfache Integrationsmethode, welche lediglich die
bereits bekannten Werte uy;, k = 0, ..., n bei festem Wert (; verwendet und auf
periodischen Integranden besonders vorteilhaft ist, ist die Trapezregel:

- 1
1) = ZTk; Tu(G) == §A19k(ukl + Upt1,)

mit ihrem lokalen Fehler

Fpr1 1
T (G1) —/ u(V,G) dv = —A (d192 (fm@z)) ,  fiir ein &, €]Ug, Vpqa|
I
(3.10)
(siche z.B. [35]). Fiir ein dquidistantes Gitter in ¥ mit Ay = A9 erhélt man bei
nicht-periodischem Integranden einen globalen Fehler der Ordnung 2:

2

1
0~ [ ul0.0)a0] < 5 m [T5(0.0)] - A2
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und bei einer in ¥ periodischen Funktion sogar einen Fehler der Ordnung 4.
Die Trapezregel liefert ein robustes und schnelles Verfahren fiir die Berechnung
des Integrals I, bei dem die Funktionswerte ug;, £ = 0,...,n linear interpoliert
werden.

Eine bessere Approximation erreicht man durch Interpolation der Funktions-
werte mit Polynomen héherer Ordnung, z.B. durch Splines dritter Ordnung.
Fiir jedes der Intervalle [Jy, 91 1], K = 0, ..., n—1 sei das Polynom dritten Grades
wy, definiert durch

wk(ﬁ) = ak(ﬁ — 19]03 + bk<19 — 19k)2 + Ck<19 — ﬁk) +di, V€ [19k, 19k+1],

und den zu bestimmenden Koeffizienten ay, by, ¢ und di. An den Stellen ¥
sollen die Polynome wj nicht nur stetig, sondern auch ihre ersten und zweiten
Ableitungen stetig sein. Dies liefert Bedingungen der Art

wk<79k+1) = wk+1(191c+1)
ddﬁ%wk<ﬁk+1) = %9211)]{(19]6+1) s k= 0,...,7’L— 1.
22 Wk (Vry1) = Jgrwr(Urs1)

Analog zum Modell des Gyrotrons sei die Funktion u(-,¢;) als eine in ¢ periodi-
sche Funktion mit der Periode 1 angenommen. Mit den sich daraus ergebenden
zusétzlichen Bedingungen

d d d? d?
@wn—l(ﬁn) = %wo(ﬁo), 2wn—1(19n) = —2w0(190)

1(9,) = v, il
Wn, 1( n) wo( 0), a0 a0
lassen sich die Koeffizienten b, der Polynome wy zu

Ay + AV AV, Ady
AY 2(A% + Aty) A N
1 ( 1' 2) . 2 | P B
Ady A, 1 2(AG 1 + Ady)
mit . B
b= (b07 b17 cee 7bn727 bnfl)T7 D= <D07 Dh cee 7Dn727 anl)T
und .
D, = (i — it
D, = (Mt W) g

berechnen. Die fehlenden Koeffizienten ay, ¢, und d; erhdlt man aus

deukl, k:(),...,n—l

_ brai—bg _ _ bo—bn—1
Uk = “5Ag, k=0,....,n—2, Un—1 = 351>
_ dpp1—dg 1 _
Ck—iAﬁk —g(bk+1+2bk)A19k k—O,...,?”L—Q7

Cp_1 = dOA;ii_ll — %(bo + 2bn71)A19n71-
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Fiir das Teilintervall [¢y, Ux41] ergibt sich das Integral tiber das Polynom wy
folglich zu

k1 1 , 1 , 1 )
w(¥)dd = ZakAﬁk + gbkAﬁk + §ckA19k + dp AV, =
Ig

1 1 1
= (oA + 3b) AV + S ) Ay + dp) Ady, k=0,...on— 1.
Durch Summation aller Teilintegrale erhédlt man aus der Interpolation der gege-

benen Punkte (U, ur), k = 0,...,n mittels einer periodischen Spline-Funktion
eine Néherung Ig((;) des Integrals I((;) zu

—_

n—

- 1 1 1
I(G) = Is(G) == (((Zakﬁﬁk + gbk)Aﬁk + 5%)&91« + di) Ay,
k=0
mit den oben berechneten Koeffizienten ay, by, ¢, und dp mit £k =0,...,n — 1.

Nach [35] gilt fiir eine Spline-Funktion w die folgende Fehlerabschitzung:

4
(@, C) — w()| < gkgm(k_glax (A0y))", e alle o € 0,1

mit den Konstanten

d*u
P (0, Q)

=U,...,

K5 := max
9€[0,1]

Der lokale Fehler bei der Berechnung des Integrals 1(¢;) kann folglich mittels

Frr1 Vpot1 7 4
| (@, ) dd — / w(®) did| < Aﬁk—K3K4< max (Az?k)) (3.11)
9 9 8 k=0 1

abgeschétzt werden.

3.3 Erhaltung des diskreten Energieflusses

In Abschnitt 1.5 wurde die Erhaltung des Energieflusses fiir das System (1.1)
gezeigt. Analog dazu soll in diesem Abschnitt gezeigt werden, daf fiir jede Semi-
Diskretisierung in ¥ und fiir spezielle Integrationsverfahren in ¢ der Wert des
diskreten Energieflusses erhalten bleibt.

3.3.1 Semi-Diskretisierung in v

Sei

d
w:=(p, f,g), mitg:= d_gf
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klassische Losung des Differentialgleichungssystems (1.1). In ¥ sei ein Gitter

Qy:={9 €Dy| 0=V < <...<V,1 <0, =2,

3.12
Aﬂk = ﬁk+1 — ﬁk, hﬁ = Hlan<A19k)} ( )

gegeben. Desweiteren wird mit

un(€) = (p1(C), -, pal€), f(C), 9(0)" € €™ (3.13)

eine Semi-Diskretisierung von u bzgl. 9 bezeichnet, wobei

pi(CQ) = p(Ur, C), k=1,....n.

Wegen der 27-Periodizitdt von p in ¢ aufgrund der Anfangsbedingung (1.2) gilt
Po(¢) = pn(¢) und deshalb k& > 1. Geméf Qy werde das Integral in (1.1) durch
die folgende Quadraturformel

n 1 2
> k() = g/ p(¥, Q) di — Fi(C) (3.14)
k=1 0
approximiert mit den Gewichten p, >0, k. =1,...,n mit

d =1 (3.15)
k=1

und dem Quadraturfehler F5(¢). Die Differentialgleichung (1.1) lautet in dieser
Semi-Diskretisierung;:

d d

d_Cuh:d_C(pla"'vp’mfvg)T:F<uh7C) (316)
mit
—i(e; = 1+ |p1]?) - p1 +if
FlunsQ)i= | —i(er = 1+ [pa?) - pu + if

g
—vf +cadr_y PrDk

Unter Verwendung der py, kann eine hermitesche Sesquilinearform (-, -) : C"*2x
C"™*? — € definiert werden:

" 1 2% 2% 1%
(i) = (> i PaDy) +i(f 9 — f9). (3.17)
k=1
Speziell fiir &h:éh: uy, erhdlt man den diskreten Energieflufs

E(uh) = <uh,uh> = Ep(uh) -+ Ef(lbh) R (318)
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mit
Ep(un) = () pelpel) >0 und  Ep(up) :=23(fg") €R.
k=1

Es sei angemerkt, dafl E(uy) fir entsprechend gewihlte Komponenten f und g
auch negativ werden kann. Daher stellt ||us]|*> = (un,up) keine Norm dar. Ein
Vergleich mit (1.34) zeigt, daB E(u;,) den beziiglich ¥ diskretisierten Ausdruck
des Energieflusses wiedergibt.

Satz 11. Sei (1.1) mit den Anfangsbedingungen (1.2) fir p und der Randbedin-
gung (1.4) fir f bei { = (o gegeben. Dann gilt fir jede Semi-Diskretisierung
(3.12):

E(un(G)) = c2.

Beweis: Es ist

E(un(Co)) c2 > pilpe(Go)” +23(f(C)g(¢o)")

VL Y e 2 VA RIG) SU@G))
k=1 1

=0

(3.15)
= Co.

Satz 12. Sei das komplexwertige Differentialgleichungssystem (1.1) fir u gege-
ben. Die durch (3.13) gegebene Semi-Diskretisierung uy, erfille (3.16). Dann gilt
mit der in (3.17) definierten hermiteschen Sesquilinearform

%E(uh(o) —0, fir alle C € D. (3.19)

E(uy) stellt also in ¢ eine Erhaltungsgrofie dar, den diskreten Energieflufs.

Beweis: Wie leicht nachgerechnet werden kann, definiert (3.17) eine Sesquiline-
arform: (-, -) ist linear im ersten Argument

(N h g Uy un) = Mg, ) + p(tp, ), fiir alle A, g € C, up, ty, up€ €2
und hermitesch

<11Lh712th> = <12Lh’lth>*7 fir alle &]Mahe @n+2.



86 3 Diskretisierungen

Folglich gilt:
(un, F(up, ¢)) = C2<Zpkpk(—i(01 — 1+ |pel)px + if)*>
k=1

—H‘(g*-g— f- (@ipkpk —Vf)*)

k+1
= oo 3 pemeliter = 1+ i — i)
=1
+i(lg]> = fe2 > papi +If1?)
=1
= i62< pr(cr — 1+ kaIQ)kaIQ) —icy Y pr( "o + [P}
=2 Re(f*px)
+i(lgl* + 1)
€ i-R, firalle (e D, (3.20)
und damit erhalt man
d d d d d d
d_CE(uh) = d_C<UhaUh> = <d—Cuh,Uh> + (up, d_CUh> = (up, d_Cuh>* + (up, d_CUh>
= 2R(up, F(up, ()) (320 0, fiir alle ¢ € D,.

Nach Satz 12 ist E(uy) fiir jede gewihlte Diskretisierung (3.12) in ¢ eine Erhal-
tungsgrofe in . Da nach Satz 11 fiir die speziellen Anfangsbedingungen (1.2),
(1.4) der Wert E(up((o)) ebenfalls unabhéngig von der Diskretisierung in v ist,
gilt:

E(up(€)) = cg, fiir alle ¢ und alle Q.

3.3.2 Diskretisierung in ¢ und ¢

In ¢ sei auf dem Intervall D¢ = [y, (out| eine Diskretisierung

QC = {Cl < Dc‘ CO < Cl <... < Cm = Couty ACZ = Cl+1 - Clv hC = mlaX(ACl)}

(3.21)
gegeben. Die numerisch berechneten Werte von wuj; an den Stellen (;, [ =0,...,m
werden mit U; bezeichnet,

Ul ~ uh(<1)7
E = F(Ul,g), l:O,...,m.
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Satz 13. Wir betrachten die folgenden Verfahren

(V1) Us1=U + AQF (expliziter Euler),

(V2) U1 =U + AQF (impliziter Euler),

(V3) U1 = Ui+ AG(F) + Fipa) ( Trapezregel),

(V4) U1 = Ui+ AQF (3(Uy + Upya)) - (impl. Mittelpunktregel).

Dann gilt fir Verfahren (Vi) die Aussage (Ai), i =1,...,4, mit:

(A1) Ui, Unst) = (U U + AGR, FY)
(A2) (U, Upir) + A Fry, Fra) = (UL UY)

(A3)  (Uir, Uipr) + 3AG(Fr1, Frn) = (UL U) + AG(FL F)
(A4) <Ul+1’ Ul+1> = <Ul’ Ul>

Nach Aussage (A4) erhélt die implizite Mittelpunktregel den diskreten Ener-
gieflufl:

E(U) =c; = E(up(()), furallel=0,...,mund alle ( € D.

(vergleiche Satz 11 und Satz 12). Nach Aussage (A3) wird bei der Trapezregel fir
konstante Schrittweite A(; = A( ein benachbarter diskreter Energieflufl erhalten:

1
(U, Up) + ZACQ(FZ, F) = const, firallel =0,...,m,

wihrend sich bei einer Schrittweitensteuerung der diskrete Energiefluff mit A¢?
andert. Fir die beiden Euler-Verfahren dndert sich im allgemeinen der diskrete
Energieflul von Schritt zu Schritt.

Beweis: Zum Beweis der Aussagen (Al)-(A3) wird die 6-Methode
Ul+1 == Ul + ACl(l — G)E + AC[9E+1 (322)

verwendet, fiir die man bei Verwendung der speziellen Werte 6 = 0, 6 = % bzw.

6 =1 die Verfahren (V1)-(V3) erhilt. Es gilt:

(Ups1, Ui + AQEO* (Fria, Fiyy) — 2AG0 R(Up 41, Fiir)
-0
= (Uiy1 — AGOF 41, U — AGOF 1)
B2 U+ AG(L— 0L U+ AG(1 — 0)F)
———

=0

Hieraus erhédlt man die Aussagen (A1)-(A3) fiir die entsprechenden Werte fiir 6.
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ep =4.26-107°

B ER) Er) 56 o C Exs) £ ET) Es) ES) o C

Abbildung 3.2: linke Grafik: Diskreter Energieflul E(U;), I = 0,...,m nach
(3.26). Zur Integration in ¢ wurde Verfahren (A.4) verwendet und A¢ = 27
AC = 0.1 . Hier ist 2.1-1073 < E(U}) < 2.109- 10,1 =0,...,m, 0 < ¢ < 60.

rechte Grafik: Darstellung der Gréfen F, F, und Ey.

Der Beweis von Aussage (A4) benétigt eine andere Strategie:

3.20 1 1
0 2 R(GW+ Vi), PG+ Uia))))
1 1
= R(gag (U + Uien, AGF U+ Uii)))
(V4) 1
= %<2AQ (U + U1, U _Ul>>
_ Ml(—mmwwnmgwwmmw)
2A<l ) +1 + ) +
(3.18) 1
= m( — (U, Uy) + (Uig1, Uz+1>)-
Nach Multiplikation mit 2A¢; > 0 ergibt sich die Behauptung (A4). .

Die in Satz 13 betrachteten Verfahren sind Runge-Kutta-Verfahren erster bzw.
zweiter Ordnung. In der Praxis werden meist numerische Verfahren héherer Ord-
nung eingesetzt. Als Beispiel ist in Abbildung 3.2 E(U;) = (U,,U)), L =0,...,m
berechnet. Dabei wurde ein Gitter mit Av = %—Z und A¢ = 0.1 verwendet. Zur
Auswertung des Integrals I = % f02ﬂpd19 wurde die Trapezregel und in ( das
Runge-Kutta-Verfahren (A.4)! 4-ter Ordnung verwendet. Der maximale relative

Fehler des diskreten Energieflusses sei wie folgt definiert:

€= mMmax ‘E<UZ) — E<U0)’
P Zom EB(U,) "
Damit erhélt man fiir das in Abbildung 3.2 berechnete Beispiel ex = 4.26 - 1073.
Tabelle 3.1 zeigt eg fiir weitere Diskretisierungen A und Ad. Hier erkennt man
lsiehe Anhang A
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ANAY ) F | F ||
0.2 [ 0.00623] 0.00713 | 0.00777 | 0.00798
0.1 | 0.00447 | 0.00426 | 0.00414 | 0.00403
0.05 | 0.00221 | 0.00215 | 0.00202 | 0.00211

0.025 0.00108 | 0.00107 | 0.00100 | 0.00103

Tabelle 3.1: Berechneter Wert ez bei den verwendeten Diskretisierungen A¢ und
AP, Fiir % f027r p dv wurde die Trapezregel, und in ¢ das Runge-Kutta Verfahren
(A.4) verwendet.

sehr schon, daf eg bei fest gewédhltem A nahezu konstant bleibt. Damit bestéti-
gen die Beispiele, daf der diskrete Energieflufl F(U;) unabhéngig von der Diskre-
tisierung in ¢ ist. Nach Satz 13 ist zu erwarten, daf fiir nicht-speziell gewéhltes
Verfahren bei der Integration in ¢ ein Fehler ez zu erwarten ist, der von der
Schrittweite A abhéngt. Betrachtet man eg in Tabelle 3.1 fiir festes A1), so er-
kennt man dafl dieser in einem linearen Zusammenhang zu A( steht — und dies
obwohl in ( ein Verfahren 4-ter Ordnung verwendet worden ist. Dieser Verlust
der Integrationsordnung wurde bereits in Abschnitt 3.1) an zwei Beispielen néher
betrachtet und wie man sieht, zeichnet dieser sich wie erwartet auch fiir Verfahren
héherer Ordnung ab.

Das fiir Abbildung 3.2 benutzte Verfahren (A.4) ist nicht symplektisch (A.3)2.
Fiir symplektische Runge-Kutta-Verfahren gilt die folgende Aussage [32, Theorem
10.1 auf Seite 136)):

Satz 14. Sei E(y) = +yT Sy, mit der reellen, konstanten, symmetrischen Matriz

2

S eine Erhaltungsgrofie eines (nicht notwendigerweise hamiltonschen) autonomen
Systems d%y = F(y), mit einer geniigend glatten Funktion F : R" — R". Dann
bleibt I/ auch erhalten, wenn das System mit einem symplektischen Runge-Kutta-

Verfahren integriert wird:
Lonra i ;
§(y )" Sy’ ist konstant fir alle l.

Dieser Satz ist nicht unmittelbar auf die reelle Version von System (3.16)
anwendbar, weil System (3.16) nicht-autonom ist. Es ist jedoch auffallend, da8
die Aussagen von Satz 13 groBe Ahnlichkeit mit entsprechenden Aussagen fiir
autonome Systeme besitzen ([20], [32]). Insbesondere gilt auch fiir System (3.16)
und die symplektische, implizite Mittelpunktregel (U1, U;11) = (U, Up). Es soll
deshalb kurz eine Verallgemeinerung von Satz 11 auf nicht-autonome Systeme
betrachtet werden:

2Definition im Anhang A
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Satz 15. Es sei die Differentialgleichung y = F(y, () mit geniigend glattem F :
R" x R — R" gegeben. Fuxistiert eine reelle, konstante, symmetrische Matrix
S € R™™ mit der Eigenschaft

y'SF(y,() =0, firalleyecR", (<R, (3.23)

dann gilt

y(O)T'Sy(¢) = const  fiir alle ¢ € R. (3.24)
Erfiillt ein Runge-Kutta-Verfahren (A.1),(A.2) mit FY = F(Y;,§ + ¢;AQ) fiir
allel =0,...,m die Bedingung
biaij ("Y' SEV + bjay(FO)TSFV — bibi(F*)TSFII =0 fiir alled,j =1,...,s,

(3.25)

so gilt: .

Ey") == "' Sy' = const, fir alle .

Beweis: Die Aussage (3.24) erhélt man durch folgende Differentiation:

Mit F9 = F(Y;, G + ¢;A¢) und (A.1) 148t sich der Ausdruck (y'"™)7 Sy wie
folgt berechnen:

(3:29)

TSy = (yl+ACZbiFii)TS(yl+ACijF‘jj)

i=1 j=1
= (WHTsy +2A§Zb HTSF 4 AC? be (FTSF,
=1 7,7=1

Der zweite Summand wird im folgenden umgeformt. Nach Auflésen und FEin-
setzen von y' aus (A.2) verschwinden aufgrund von (3.23) alle Summanden mit
(Y))TSF9, i,5=1,... s Esist:

Zb HTgpit = (Zb TSF“+Zb TSF”)

(A.2) ji i - ij ij
& —§A§< Z biag (F*)TSF* 4 37 bjaji(Fﬂ)TSFN)
i,j=1 4,j=1
Zusammen erhalt man:

S

TSy = (HTSy — A<2Z (biaij(Fii)TSFji_i_

ij=1
bja;(F9)TSFiT — bibj(F“)TSFﬂ)

Hier erkennt man die im Satz gegebene Aussage. u
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Fiir Satz 15 werden nun zwei Spezialfille ndher betrachtet:
1. Fall: F autonom
Fiir autonomes F reduziert sich (3.25) mit der Darstellung " := F(Y;) zu

0 = bay(F)'SFI +bja;;(F)'SFI — bb;(F)" SFI
= (biaij—i—bjaji—bibj)(Fi)TSFj i,j:17...,8

=m;;

und man erhilt fiir ein symplektisches Runge-Kutta-Verfahren mit m,;; = 0,
i,j = 1,...,s das Ergebnis (y""1)7Sy!*! = (y!)TSy’. Dieser Fall entspricht der
Aussage von Satz 14.

2. Fall: Einstufiges Runge-Kutta-Verfahren

Bei Verwendung eines einstufigen Runge-Kutta-Verfahrens gilt ¢ = 7 = 1, und
man erhélt aus (3.25) die Bedingung

0 = blau(Fu)TSFH + blan(FH)TSFH — b1b1<F11)TSFH
= b1(2a11 — bl)(Fll)TSFH.

Fiir ein konvergentes einstufiges Runge-Kutta-Verfahren gilt b = 1. Demzufolge
ist a;; = % zu wihlen, um die Bedingung (3.25) unabhéngig von F'!' zu erfiillen.
Dieses einstufige, symplektische Runge-Kutta-Verfahren ist gerade die implizite
Mittelpunktregel, welche bereits in Satz 13 betrachtet worden ist.

Zur Uberpriifung der Anwendbarkeit dieses Satzes auf System (3.16) muf
dieses zuerst als reelles System geschrieben werden. Es lautet:

T —fot (e =1+ 23 +y)y

Y1 fi— (e =1+ 23+ 9y3)m
d | —fot+ (a1 =T+ 20+ yn)yn -
vl I e A e P T I e

N1 I3

J2 J4

f3 —vfi + 2Dy PrTk

fa —Yfo + 2Dy PrYK

Fiir dieses System kann fiir den Vektor vy, = (21, Y1, - - Tny Un, J1, f2, f3, f1)T €
R*"™ die reelle, symmetrische Bilinearform

1 2 1 2 1 2 1 2

71}7; Su, = o Zpk(ik%k + Zl/kf/k) + (fofs + fafo) = (foifa+ [af1)  (3.26)
k=1
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mit
cap - 1da

Copn - Ida

-1

und der Einheitsmatrix Id, € R**? angegeben werden. Dies ist die reelle Version
von (3.17). Mit der Schreibweise Wy, := (¢; — 1+ 27 +yi), k=1,...,n wird die
im Satz 15 angegebene Bedingung (3.23) erfiillt:

d

ng(d—th)

= & Z Pk (fEk(—f2 + Weyr) + yr(f1 — kak))
k=1
+<f2(—’7f1 + Zpkiﬁk) + f3f4)
k=1

—<f1(—7f2 + e Zpkyk) + f4f3)
k=1
= 0.

Daher erhilt man die Erhaltungsgréfie v] Svy, also Aussage (3.24).

3.4 Lokale Verfeinerung in v

Betrachtet man Problem (F), so stellt sich die Frage nach der Diskretisierung fiir
die Variable ). Die linke Grafik in Abbildung 3.3 zeigt die bei ( = (s berechnete
Funktion |p(9, (our)|, ¥ € [0, 27], wobei in ¥ dquidistant mit der Gitterweite A =
5% diskretisiert worden ist. In { wurde die Schrittweite zu A( = 0.2 gewéhlt, und
fir die Integration in ¢ Verfahren (A.4) verwendet. Man erhilt eine relativ glatt
aussehende Funktion [p(¥, ()| in ¥, welche allerdings bei etwa ¥ ~ 0.45 eine
sehr schnelle Anderung aufweist. In der rechten Grafik in Abbildung 3.3 ist der
Ausschnitt fiir 9 € [0.3,0.6] dargestellt. Zwischen den berechneten Werten, welche
mit Punkten markiert sind, wurde die Funktion linear interpoliert. Es hat den
Anschein, da die Funktion |p(¥, (,u)| in ¢ glatt ist.

Halbiert man die Schrittweite in ¥ zu A = % und berechnet abermals die
Funktion |p(¢, (out)|, so erhilt man das Ergebnis, welches Abbildung 3.4 zeigt.
Vor allem an der rechten Grafik, welche wieder den Ausschnitt fiir 1 im Bereich
[0.3,0.6] zeigt, erkennt man, dafl hier eine weit feinere Struktur vorzufinden ist,
als dal diese in der Berechnung mit AYJ = 52% aufgelost werden konnte. Um
eine bessere Darstellung der Funktion |p(., (yu)| in diesem Bereich zu erhalten,

wurden zusétzlich zu den Gitterpunkten in ¢ mit Ad = 5%, die Punkte im
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‘1{7(797 CO’I‘At)‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘1{7(797 Cou‘t)‘

Abbildung 3.3: Berechnete Kurve (9, [p(9, (our)|) mit AY = 2% AC = 0.2.

5127

Intervall von etwa [0.4,0.55] durch 500 dquidistant verteilte Punkte ersetzt. Das
Ergebnis ist in der linken der beiden Grafiken in Abbildung 3.5 dargestellt. Durch
die feinere Auflosung in diesem Bereich ist die Struktur deutlicher zu sehen.
Auffallend ist hierbei, daf sich die komplette Funktion nach links verschoben hat.
Der Grund hierfiir liegt in der numerischen Berechnung des Integralterms 1({) =

02Tr p(¥, () dd. Um I(¢) auch bei einer grofien Anzahl von Punkten (J, p(J, ()),

k =0,...,n moglichst schnell auswerten zu kénnen wurde die Trapezmethode

—_

n—

FQ) = 32 (Fhr = 00) 5600, ) + P01, )

i

verwendet. Da am Resonatoranfang, also bei ( = (j fiir p die Anfangsbedingung
(1.2) gilt, ist zu erwarten, daf gilt I(0) ~ 0 + i - 0. Dies ist allerdings aufgrund
der durch die nichtsymmetrisch auf dem Einheitskreis hinzugefiigten Punkte fiir p
nicht der Fall. Bei der Trapezmethode erhélt man daher fiir die oben beschriebene,
nicht-dquidistante Verteilung der Punkte in 9 den Wert I(0) = (0.1638, 0.0850)7 -
10~°. Da bei ¢ = ¢, der Funktionswert fiir f noch sehr klein ist, werden durch sein
nahezu exponentielles Wachstum auch kleine Fehler des Integrals verstérkt (siehe
Abschnitt 1.2.3). Diese Abweichung von f iibertréigt sich wihrend der Integration
auf p und fiihrt in diesem Falle zu einer Verschiebung von p in 4.

Um den Term I(¢) genauer auszuwerten, wurden die Punkte (U, p(V,())
lokal mittels kubischer Splines interpoliert. Im konkreten Fall wird fiir die oben
beschriebene Verteilung der Punkte in 9 der Wert 7(0) = (0.5297,0.2440)7 - 101
berechnet. An der rechten Grafik in Abbildung 3.5 erkennt man, dal trotz der
hohen Auflésung im Bereich [0.4, 0.55] die Kurve nicht verschoben ist — wie es in
der linken der beiden Grafiken der Fall ist.

Man erkennt vor allem in Abbildung 3.5 die rasche Anderung von |p(-, Cou)|
fiir ¢ im Intervall [0.3,0.6]. So eine empfindliche Abhéngigkeit der Losungen vom
Anfangswert ist auch schon fiir das Cold-Cavity Modell (C'C) in der Diplomarbeit
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‘}3(797 Coyt)‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘1{7(797 Cou‘t”

Abbildung 3.4: Berechnete Kurve (9, [p(¥, (our)|) mit AY = 22 A¢ = 0.2.

1024°

|£)(197 Cogt)| ‘ ‘ ‘ ‘ |1]5)(197 CO’U‘,t)|

Abbildung 3.5: Berechnete Kurve (9, [p(9, (out))| mit nicht-dquidistant verteilten
Punkten in 9, aber konstanter Schrittweite A¢ = 0.2. Fiir die linke Grafik wur-

de zur Berechnung von [(¢) die Trapezregel verwendet. Bei der rechten Grafik
wurden Splines verwendet (Details im Text).
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[18, Seite 13] beobachtet worden. In Abschnitt 3.7 wird eine Gitteradaption in
v behandelt, mit der die Kurve p(+, () im gesamten Intervall Dy fein aufgelost
werden kann. Das Ergebnis ist in Abbildung 3.10 zu sehen. Abbildung 3.8 wurde
mit einem dquidistanten Gitter in ¢ mit AvJ = 2%—18 erzeugt. Ein Vergleich zeigt,
daf} sich auf einem langen Kurvenstiick auferhalb des Einheitskreises mit |p| < 1.5
nur verhédltnisméBig wenige Elektronen befinden, und dafl es sich hierbei also
um ein sehr kurzes ¥-Intervall handelt. Dies macht die rasche Anderung von
|p| plausibel. Der Grund liegt im ‘bunching’ (vergleiche Seite 36). Je hoher der
Wirkungsgrad des Gyrotrons ist, das heifit je mehr Elektronen Energie abgeben
und somit einen kleinen Wert |p| besitzen, desto ausgeprigter mufl der ‘Peak’
sein, damit Fldchenerhaltung (vergleiche Satz 7 auf Seite 36) gilt.

Verfolgt man die Kurve in Abbildung 3.10 spiralférmig von auflen nach innen,
so stellt man fest, daBl deren Abstand |p| zum Ursprung nicht monoton fallend
ist (vergleiche mit dem schwarz eingezeichneten Einheitskreis), sondern mehrfach
nach innen und anschliefend wieder leicht nach auflen geht. Man erkennt, daf
die Spirale leicht nach oben links verschoben ist. Dies erkléirt das Auf und Ab der
Kurve rechts vom ‘Peak’ in Abbildung 3.5.

3.5 (P) mit Optimierung

Betrachtet man die Problemstellung (P), so gibt es zunéchst mehrere Moglich-
keiten, eine Losung fiir (p, f) zu berechnen und dabei den Wirkungsgrad 7, zu
optimieren. Eine Mdoglichkeit scheint zu sein, das gesamte Problem (P) auf ein
Randwertproblem umzuformulieren. Bei erhaltener Losung (p, f) ist eine Opti-
mierungsroutine aufzusetzen, welche die freien Parameter ¢, k = 1,...,5 derart
berechnet, dafl der Wirkungsgrad 7, optimiert wird. Eine andere Moglichkeit be-
steht darin, das auf ein Anfangswertproblem umformulierte Problem (P) zu be-
rechnen und in der anschlieSenden Optimierungsroutine sowohl die rechte Rand-
bedingung von f (diese wird in (3.27) modifiziert) als auch den Wirkungsgrad zu
optimieren.

(P) als Randwertproblem mit Optimierung

Um bei vorgegebenen Parametern ¢, £ = 1,...,5 eine Losung (p, f) zu be-
rechnen, kann man aufgrund der Randbedingung fiir f das gesamte System als
Randwertproblem darstellen und lésen. Hierzu sei in ¢ ein Gitter €2y nach (3.12)
und in ¢ eine Diskretisierung (2 nach (3.21) gegeben. Fiir die folgenden Be-
trachtungen wird der Einfachheit halber eine dquidistante Diskretisierung in ¢
angenommen mit A(; = A(. Die zu berechnenden Funktionswerte p(¥y, (;) und
f(Q) firk=1,...,n,1=0,...,m werden mit py;, bzw. f; bezeichnet. Fiir den
Vektor

U = (p107 <o sPims -+ 5 Pnos - - - 7pnm7f07 o '7fm)T € (D(n+1)(m+1)
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kann nun ein lineares Gleichungssystem aufgestellt werden. Aufgrund der ge-
gebenen Anfangsbedingungen fiir pyy nach (1.2) ist fiir die Diskretisierung der
Ableitung d%p die Riickwéartsdifferenz

(ﬁk, Q) ~ Pkl — Pkl—1

ac” AC

empfehlenswert. Mit der iiblichen Diskretisierung von % f zu

d_Qf(Q) = 2fl2+ Jia
dg A
erhélt man das Gleichungssystem
Au=1>
mit der Besetzungsstruktur
A1 D1
A= ' e
A, D,
B B, M

den (m + 1) x (m + 1)-Untermatrizen

* 0
. N
A= " o , Dy = . ;
* %k *
* %
* .
Bk— ) M = * ‘ )
* .. .-
*
k=1,...,n und dem Vektor
b= (%0,...,0, ... ,%0,...,0, 0,...,0)T.

Die mit % markierten Eintrage stellen nichtverschwindende komplexe Eintrige
dar. Dies ist ein komplexes lineares Gleichungssystem der Dimension (n+1)(m +
1). Bei einer fiir das Problem ‘groben’ Diskretisierung mit n = 32 und m = 100
erhdlt man bereits ein System der Dimension 3333 fiir v — und entsprechend
grofler, schwach-besetzter Matrix A. Aus diesem Grund ist das Umschreiben des
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Systems auf ein Randwertproblem nicht ratsam. Auch Versuche das System durch
geschickte Umformung zu reduzieren brachten keine nennbaren Verbesserungen.

Daneben ist vor allem bei einer sich anschlieBenden Optimierung zu beden-
ken, dafl das Randwertproblem nicht nur einmal, sondern etliche Male berechnet
werden miiffite. Hieran sieht man den sich in diesem Fall ergebenden erheblichen
Aufwand.

(P) als Anfangswertproblem mit Optimierung

Die Randbedingung fiir die Funktion f bei (yy ist durch die Gleichung (1.5) ge-
geben. Mit ihr soll ausgedriickt werden, dafl die komplexe Funktion f am Reso-
natorende bei (,,; eine fortschreitende Welle beschreibt. Die Bedingung ist daher
zwar notwendig, allerdings ist sie nicht hinreichend, da es sich bei (1.5) um eine
Bedingung handelt, welche lediglich an einem ‘Punkt’, ndmlich bei (,,;, ausgewer-
tet wird. Um bei f eine fortschreitende Welle der Form A mit A # 0 numerisch
identifizieren zu konnen, wird die Bedingung

. ‘dcf Q) + i/ (R(C)) - f(C)
CelComrcal Q) —iy/(R(Q) - f(Q)

nach [22, Seite 37] verwendet. Hierbei entspricht der Zéhler der Randbedingung
bei (,u, welche allerdings auf einem gesamten Intervall ausgewertet wird. Der
Nenner stellt eine Normierung dar. Bei bekanntem Wert fiir (,,; ist (;, > (our SO
zu wihlen, dafl f im betrachteten Intervall [(,.:, ;] noch mindestens eine Periode
durchlduft. Die Radiusfunktion R werde in [(,u, (] als eine Konstante Funktion
mit dem Wert R((,,) fortgefithrt, was einen dem Resonator anschlieBenden Hohl-
leiter modelliert. Damit kann (P) durch die Berechnung von (FPy) mit f, € R*
(vgl. Abschnitt 1.2.2) und anschlieender Minimierung des Fehlers erry, im rech-
ten Rand ersetzt werden. Im Idealfall ist erry,. = 0. Bei zusétzlicher Optimierung
des Wirkungsgrades 7, ist dieser Term als ein zusétzlicher (entsprechend gewich-
teter) Summand der Zielfunktion hinzuzufiigen.

Fiir die Randbedingung von f bei (j ist keine weitere Umformulierung notwen-
dig. Dies ist der Fall, da aufgrund der Anfangsbedingung fiir p gilt fo% pdd =0
(vergleiche hierzu die Differentialgleichung fiir f in (1.1)), und dies auch fiir klei-
ne Werte von | f| ndherungsweise so bleibt. Mit den zu Beginn negativen Werten
von 7 ist somit gewéhrleistet, dal f hier eine anwachsende Welle beschreibt.

Bei der Umformulierung eines Randwertproblems in ein Anfangswertproblem
stoBit das einfache Schiefiverfahren [35] meist schnell an seine Grenzen. Der Grund
hierfiir liegt in der meist groflen Lipschitz-Konstanten sowie langen Integrati-
onsintervallen, wodurch ein anfinglich gemachter Rundungsfehler im Laufe der
Integration sehr stark anwéchst. Nicht selten sind Beispiele, bei denen der nume-
rische Fehler derart schnell exponentiell wichst, dafl die zu erwartende Losung
von diesem dominiert wird. Abhilfe bietet in solchen Féllen die Mehrzielmetho-
de, bei der das Integrationsintervall in mehrere Teilintervalle unterteilt wird, auf

| (3.27)

erTy, 1=



98 3 Diskretisierungen

denen das einfache Schiefverfahren angewendet wird. Eine hier verwendete Null-
stellenbestimmung (z.B. mit Newton-Verfahren) soll sowohl die Erfiillung der
Randbedingung als auch den stetigen Ubergang der Teilfunktionen erreichen.
Beim betrachteten Gyrotronproblem (P) ist bereits eine zu Beginn exponen-
tiell anwachsende Losung f zu erwarten. Diese ist explizit erwiinscht, was sich
durch das negative Vorzeichen der Funktion v in der Differentialgleichung fiir f
zu Beginn zeigt (siehe Abbildung 1.1). Trotz des oben beschriebenen Vorteils der
Mehrzielmethode erhélt man ein entsprechend gréfleres Optimierungsproblem:
Bereits bei Verwendung einer ‘groben’ Diskretisierung in 9 mit 32 Punkten und
Unterteilung des Gesamtintervalles [(y, (o] in 5 Teilintervalle erhélt man bei der
Mehrzielmethode fiir die Nullstellenbestimmung ein reelles System der Dimension
2(4-\3%/—#5-\1//) = 266 (die Anfangswerte fiir p sind bereits nach (1.2) gegeben).

p f
Im Gegensatz hierzu liefert das einfache Schiefiverfahren lediglich ein Optimie-
rungsproblem der Dimension 6 — néamlich fiir die freien Parameter ¢, k =1,...,5

und fy. Aus diesem Grund wurde fiir die Berechnung von (P) bzw. Optimierung
der verwendeten Parameter das einfache Schiefiverfahren verwendet. Mit den zu
optimierenden Gréfen n; und erry, erhélt man das Pareto-Optimierungsproblem:

Minimiere py - (1 —mny) + o -erry,
mit (p, f) erfiillt Problem (Py) mit f(() = fo € RT.

(freie Parameter: fo, 1, o, c3, ¢4, C5)

Die beiden Parameter pq, pto > 0 legen eine Gewichtung der beiden Terme 1 —n,
und erry, fest.

Neben den bereits verwendeten freien Parametern besteht zusétzlich die Mog-
lichkeit, die Form des Resonators — also die Funktion R — zu optimieren. Sie
wére als Steuerfunktion der Problemstellung hinzuzufiigen. Dies wurde aller-
dings nicht durchgefiihrt. Zur Optimierung wurde das bereits in [18] verwendete
SQP-Verfahren EO4UCF von NAG verwendet. Abbildung 3.6 zeigt eine schema-
tische Darstellung der Optimierung. Grundséatzlich gibt es in der Unterroutine
OBJFUN die Méglichkeit, die partiellen Ableitungen der Zielfunktion pq (1 —mn,) +
foerry,. nach den freien Parametern entweder als auszuwertende Ausdriicke vor-
zugeben oder aber diese numerisch berechnen zu lassen. Aufgrund der komplexen
Abhéngigkeit konnen die partiellen Ableitungen allerdings leider nicht vorgege-
ben werden, sondern miissen mittels Differenzenverfahren ausgewertet werden.

Durchgefiihrte Optimierung

Mit g1 = 1 und py = 10 wurden bei vorgegebener Form des Resonators R die
freien Parameter optimiert. Man erhélt die folgenden Werte:

fo=1.0-1078, ¢; := 0.4390, ¢y := 0.0021,

cg = 1.0760, ¢4 := 12.6996, c5 := 11065.56. (3.28)
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freie Parameter ¢, k=1,...,5, fy

!

SQP Verfahren

' ‘ x lose (FPp)

Zielfunktion: Berechnung der
pa (1 —=mnL) + pzerry, Zielfunktion * berechne
N, erv’r

<
<

Bedingung fiir
Optimum erfillt?

.

Abbildung 3.6: Schematische Darstellung der Verwendung eines SQP-Verfahrens
mit Auswertung der Zielfunktion.

Soweit nicht anders angegeben wurden diese Daten fiir alle Berechnungen von An-
fangswertproblemen verwendet. Der bei der Optimierung erzielte Wirkungsgrad
liegt bei n; = 63%, und die Randbedingung fiir f bei (,,; wird mit erry, = 0.030
recht gut erfiillt.

Abbildung 3.7 zeigt das Resultat fiir f. Fiir die Darstellung wurde ein an den
Resonatorbereich ¢ € [0,60] angeschlossener zylindrischer Hohlleiter bis (, =
200 hinzugefiigt. Die Integration in { wurde mit dem Runge-Kutta-Verfahren
nach (A.4) durchgefiihrt, wobei die Schrittweite A = 0.1 verwendet worden ist.

Mit einer Diskretisierung von A = 27” mit n = 512 in ¥ wurde das Integral

02Tr p(¥, ) dv unter Verwendung von Splines ausgewertet (sieche hierzu Abschnitt

3.2). Die linke Grafik zeigt den Realteil (blau), den Imaginérteil (rot) und den
Absolutbetrag von f fiir ( € [0,200]. Die rechte Grafik zeigt die Parameterkurve
(R(f),S(f)) in der komplexen Ebene. |f| erreicht bei ( = 27.1 mit 0.08598775
sein Maximum. Man erkennt gut, dafl sich fiir den Bereich des Hohlleiters (¢ €
[60,200]) eine recht schone Welle ausgebildet hat. Die kleinen, aber zum Teil
unregelméfBigen Schwankungen in diesem Bereich stammen von p, welche sich
iiber den Term - fo% p(¥, () d auf f auswirken.

3.6 Referenzlésung

Um die verschiedenen Betrachtungen der Gitteradaption in Abschnitt 3.7 bewer-
ten und mit den Diskretisierungen in Abschnitt 3.8 vergleichen zu kénnen, wird
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i i I i i i
-0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

¢ R(S)

Abbildung 3.7: Berechnete Funktion f (Details siehe Text): links ist der Realteil
R(f) (blau), der Imaginirteil I(f) (rot) und der Absolutbetrag |f| von f fiir
¢ € [0,200] dargestellt. Die rechte Grafik zeigt f als Parameterkurve (R(f), S(f))
in der komplexen Ebene.

eine Referenzlosung (p, f) mit folgenden Daten berechnet:

Lasung (p, f) von (Pp) mit dquidistantem Gitter Qy mit A = 557

Fiir die Integration in ¢ wurde Verfahren (A.5) mit rel. und abs.

Fehler 1.0 - 1078 verwendet. Es wurden die Parameter (3.28) (3.29)
verwendet. Der erhaltene Wirkungsgrad wird mit 7,.¢ bezeichnet

und es ist 7. = 0.62807162.

Abbildung 3.8 zeigt p der Referenzlosung bei ( = 60. Abbildung 3.9 zeigt den
Vergleich mit weiteren Losungen bei Verwendung groberer Gitter. Die Abbil-
dung zeigt den Wirkungsgrad 7, von Problem (F,) bei Verwendung verschiede-
ner dquidistanter €2y und Q. So wurde AvY = 27” mit n = 16, 32,256, 2048 und
A( mit Werten von 0.025 bis 0.35 verwendet. Man erkennt, dafl mit n = 2048 die
Diskretisierung in 9 geniigend fein gewéhlt ist, so dal der Wirkungsgrad nahe-
zu unabhéngig von der gewéhlten Schrittweite in ¢ ist. Wahlt man eine grobere
Diskretisierung in 1, so dndert sich nicht nur der Verlauf der Kurve von 7, (in
Abhéangigkeit von A(), sondern auch dessen Grenzwert fiir AC — 0. Dieser Fehler
in der Diskretisierung in 9 wurde bereits in Abschnitt 3.1 an zwei exemplarischen
Methoden diskutiert.

Obwohl der Wirkungsgrad mit der bei der Referenzlosung verwendeten Dis-
kretisierung ausreichend genau berechnet werden kann, erkennt man an der in
Abbildung 3.8 dargestellten Parameterkurve p(-,¢ = 60) vor allem zwischen den
Punkten mit [p| > 1 groBere Liicken. Eine hierfiir hilfreiche Gitteradaption in ¢
wird im folgenden Abschnitt behandelt.
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Abbildung 3.8: Referenzlosung p bei { = 60.
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Abbildung 3.9: Berechnete Werte 7, von Problem (F,) bei dquidistanter Schritt-
weite A = %”, n = 16, 32,2506, 2048 und dquidistanter Schrittweite A¢ mit Wer-
ten von 0.025 bis 0.35. In ¢ wurde das Runge-Kutta-Verfahren (A.4) verwendet.
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3.7 Gitteradaption in ¥

Wie man in Abbildung 1.6 auf Seite 35 sehen kann, wird die Parameterkurve p(-, ()
aufgrund der fest gewéhlten dquidistanten Diskretisierung in ¢ mit Ad = 2(2)28
mit groffer werdendem ¢ immer unsauberer dargestellt. Die Abbildungen zeigen
die Berechnungen fiir ( = 24.940, ¢ = 32.081 und ¢ = 40.190. Fiihrt man die
Berechnung bis ( = 60.0 fort, so wird der Abstand benachbarter Punkte immer
grofler, wie wir schon in Abbildung 3.8 gesehen haben. Hier erkennt man nur noch
mit Miihe, wie die eigentliche Kurve p(-, () zwischen den berechneten Punkten
verlauft. Daher wird in diesem Abschnitt eine Gitteradaption in ¢ am Modell
(3.1),(3.2),(3.3) betrachtet.

Da weder die Funktion u(-,(;) an einer Zwischenstelle ¥ mit J; < ¥ < ¥y
ausgewertet werden kann, noch die Differentialgleichung Informationen beziiglich
des Verhaltens von wu(-,(;) liefert, ist man bei einer Gitteradaption in ¥ aus-
schlieBlich auf die Werte uy; = u(J, ;) angewiesen. Dabei liefert der Fehler bei
der Berechnung des Integrals 7(¢) im folgenden die Grundlage.

Gitterverfeinerung

Obwohl (3.11) eine Abschétzung fiir den lokalen Fehler von I((;) bei der Ver-
wendung von Splines darstellt, eignet sie sich aufgrund des schwer zu berech-
nenden Koeffizienten K3 nicht sehr gut. Besser eignet sich die Formel (3.10) fiir
eine Abschitzung des bei der Trapezregel gemachten lokalen Fehlers. Der darin
vorkommende Ausdruck %(fk, (;) kann durch die numerische Berechnung der
zweiten Ableitung von u(-, (;) an den Stellen 95 und ¥y mittels

d*u o Aﬁk_lukHJ — (Aﬁk_l + Aﬁk)ukl + Aﬁkuk_u
—— (U, Q) = gy = 1
T AU AU (AT + Ady)

3.30
T2 (3.30)
approximiert werden. Fiir den lokalen Quadraturfehler bei der Berechnung des

Integrals I im Intervall [y, ¥y 1] mittels der Trapezregel erhidlt man die folgende
Néherung:

Frr1 1
@) = [ a0, 0] < T AT e[l )
k

Der Fehler bei der Berechnung des Integrals 7((;) soll im Absolutbetrag nicht
groBer sein, als ein vorgegebener maximaler Fehler €; > 0. Fiir den lokalen Qua-
draturfehler im Intervall [Jy, J41] bedeutet dies dementsprechend

AUy,
"Dy

~1I

1 _
A (|, | ) < € (331)

mit der Lange |Dy| = 1 des Intervalls Dy = [0,1]. Ist (3.31) erfiillt, so muf
im betrachteten Intervall [y, ¥y 41] kein weiterer Punkt hinzugefiigt werden. Gilt
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die Ungleichung fiir alle Teilintervalle [J¢, ¥%i1], & = 0,...,n — 1, so wird die
geforderte Genauigkeit €; bei der Berechnung des Integrals ((;) erreicht.

Wird (3.31) nicht erfiillt, so ist im betrachteten Intervall [J, ¥41] das Gitter
durch Hinzufiigen eines neuen Punktes zu verfeinern. Die einfachste Moglichkeit
einer Gitterverfeinerung kann mittels linearer Interpolation der bekannten Punkte
(O, ugg) und (Vg41, ug41,) erreicht werden:

1 1
neuer Gitterpunkt: (5(1% + Vgi1), §(ukl + Uk+1,l)>-

Besser allerdings eignet sich eine Interpolation héheren Grades, z.B. eines Poly-
noms dritten Grades:

wk(ﬁ) = ak(ﬁ — 19k)3 -+ bk<19 — ﬁk)2 -+ Ck<19 — 19]@) + dk7 Y e [ﬁk, 19k+1].

Um fiir eine lokale Gitterverfeinerung im Intervall [J, ¥y41] nicht eine komplette
Spline-Funktion beziiglich aller vorhandenen Gitterpunkte v, k =0,...,n — 1
berechnen zu miissen, wird eine Spline-Funktion berechnet, welche lediglich die
4 Gitterpunkte bei ¥5_1, Vg, U1 und Y, o interpoliert. Fiir die Berechnung der
Kriimmung der Spline-Funktion in den beiden Randpunkten bei ¥;_; und ¥4 o
wird die Ndherung (3.30) verwendet. Fiir dessen Auswertung werden zusétzlich
die Werte u an den Stellen 9J;_5 und 9,3 benotigt.

Aus den Beriihrbedingungen der Polynome wy, bei 9, und 95,1 und den Be-
dingungen fiir die Funktionswerte und die zweiten Ableitungen bei ¥y und ¥4
148t sich ein lineares Gleichungssystem fiir by und by, ; aufstellen:

( 2(AVy, + Al 1) Ay ) ( by ) _ ( Dy — Ayit_y )
Al 2(AVp11 + AVkyo) bit1 Diy1 — Aoty

mit

Uk+1,0 — Ukl Ukl — Uk—1,1
D, =3 . — ’
k=3 AV, Ay, )

Die fehlenden Koeffizienten ay, ¢, und dj berechnen sich zu

bys1 — b djsr —dp 1
Sl Tk = B TR 2 (b + 20 Ay,

dp = ug, a = 380, Ck_Tﬁk 3

fiir die entsprechenden Werte fiir k. Mit den Koeffizienten ay, by, ¢k, di ist wy
bestimmt. Jetzt kann fiir eine Gitterverfeinerung ein neuer Punkt im Intervall
[Ug, V)41] hinzugefiigt werden:

Neuer Gitterpunkt: (0, wy(?)), mit 0 = %(19;c + Vgy1).
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Gittervergroberung

Im Fall des Gyrotrons kommt es durch das “bunching” (siehe Seite 36) vor, daf
sich ein Teil der Elektronen anhéuft. Daher stellt sich die Frage, ob man fiir eine
schnellere Berechnung speziell hier einige Elektronen ausdiinnt.

Analog zur Gitterverfeinerung ist bei der Gittervergroberung ein Fehler v; > 0
vorzugeben. Nach (3.31) lautet hier die entsprechende Aussage

1 ( AV + Avy
12 |Dy| '
Ist (3.32) erfiillt, so kann der Punkt (9, uy;) geloscht werden. Im folgenden Ab-
schnitt wird diese Gitteradaption an einem Beispiel gezeigt.

Ay + A0 min(i_ | [, [a, ) > v (3.32)

Berechnetes Beispiel

Unter Verwendung der oben vorgestellten Gitteradaption in ¢ wurde (P,) fiir
verschiedene €7, vy gerechnet. Stellvertretend zeigt Abbildung 3.10 das Ergeb-
nis mit den Parametern ¢; = 0.025 und v; = 0.0025. Fiir die Integration in
¢ wurde Verfahren (A.5) mit absolutem und relativem Fehler 1.0 - 1072 fiir die
Schrittweitensteuerung verwendet. Die obere Grafik zeigt (R(p), S(p)) bei ¢ = 60.
Man erkennt, da hier die Parameterkurve p(-,() sehr fein aufgelost wird. Ei-
ne Berechnung der von p(-, () eingeschlossenen Fliche |A| zeigt, daBl diese mit
|A(¢ = 60)| = 3.08444418 einen zu 7 um lediglich 1.8% abweichenden Wert be-
sitzt (vergleiche Abschnitt 1.6.1). Wie schon in Abschnitt 3.4 erwéhnt ist eine
Verschiebung der Losungskurve in ¢ auf die Verwendung der Trapezregel bei der
Berechnung des Integrals fo% p(¥, ) dv zuriickzufithren.

Die linke untere Grafik zeigt die Anzahl der Gitterpunkte in ¢ gegeniiber
(. Die bei ¢ = 0 in Dy dquidistant verteilten 64 Gitterpunkte werden bei fort-
schreitendem (¢ angepafit. Es werden hierbei sowohl Punkte aufgrund des “bun-
chings” (siehe Seite 36) der Elektronen geloscht, als auch neue Punkte hinzugefiigt.
Bei ¢ = 60 erhélt man schlieflich 786 Gitterpunkte in . Das rechte Bild zeigt
die diskreten Energiefliisse F, E, und Ey (siche (3.18)). In Abbildung 3.11 ist
|p(¥, Cour)| dargestellt. Hier erkennt man sowohl im Intervall [0, 27| (linkes Bild)
als auch im Ausschnitt [0.3,0.5] die Gitteradaption in ¥. Der Wirkungsgrad wird
hier zu n, = 0.63353672 berechnet. Dieser liegt etwa 0.9% iiber dem der Refe-
renzlosung.

Wie man sehr schon an der oberen Grafik in Abbildung 3.10 sehen kann, wird
durch eine Gitteradaption in ¥ sowohl die Parameterkurve p(-,() als auch die
GroBe der von ihr eingeschlossenen Fliache |A| sehr gut wiedergegeben. Jedoch
zeigt die fiir den Wirkungsgrad entscheidende Kurve |p(+, (opue)| in Abbildung 3.11
einige kleinere "Unsauberkeiten’. Diese sind dadurch zu begriinden, dafl durch
das Hinzufiigen eines Gitterpunktes ein Fehler bei der Berechnung des neuen
Funktionswertes entsteht. Dieser wirkt sich fiir das restliche Integrationsintervall
in ¢ aus.
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Dabher ist fiir eine verlafliche Berechnung des Wirkungsgrades eine fest gewéhl-
te Diskretisierung in ¢ vorzuziehen. Wird diese nicht-dquidistant gew&hlt, so sollte
fiir die Berechnung des Integrals fo% p(¥, ) dv nicht die Trapezregel sondern eine
Quadratur mit Splines verwendet werden (vergleiche Abschnitt 3.4).

3.8 Fourier-Zerlegung in v

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob System (1.1) von Problem (F,) beziiglich
¥ fourierzerlegt werden sollte. Da die Funktion p fiir alle ¢ € [y, Cout] bzgl. ¥ die
Periode 27 hat, scheint dies sinnvoll. Ganz besonders auch, weil sich sowohl der
Anfangswert fiir p als auch das Integral iiber p in der Differentialgleichung fiir f
jeweils durch eine einzige Fouriermode darstellen lassen.

Obwohl Fourier-Reihen fiir glatte Funktionen i.a. gut konvergieren, stellt sich
sehr schnell heraus, dal mit fortschreitendem ¢ immer mehr Moden nétig werden.
Bei ¢ = 34.4 sind schon etwa 80 Moden zu verwenden (vgl. Abbildung 3.12,b,c),
bei ¢ = (oue etwa 178 Moden (vgl. Tabelle 3.2). Daher wird die zur Auswertung
der rechten Seite der Differentialgleichung verwendete Prozedur nicht optimiert.

Zur Untersuchung des Langzeitverhaltens dissipativer Systeme sind nichtli-
neare Galerkin-Methoden entwickelt worden [27, 34|, die den Rechenaufwand
erheblich reduzieren kénnen. Da die hier untersuchten Gleichungen jedoch nicht
autonom und nicht dissipativ sind und es hier auch nicht um das Langzeitverhal-
ten geht, sind diese Methoden hier nicht anwendbar.

3.8.1 Fourier-Transformation

Es wird p(¢J, ) als Fourierreihe in ) dargestellt:

[e'e) 2
p(0.¢) = Y ar(()e™’,  und ak@):% /O p(0,¢)e ™ dv . (3.33)
k=—o00

Dabei sind die Koeffizienten a; (-abhéngig. Unter der Voraussetzung der Kon-
vergenz dieser Reihe, wird sie in (F) zu

@p = —ilen =1+ pP)p+if

™ 3.34
@l = e .

und den Anfangsbedingungen

p<19a CU) - 6“97
f(Co) = fo, g_]gk:Co =V —7(R(Co)) - f(Co) (3.35)
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|A| = 3.08444418
¢ =60.0

15

Abbildung 3.10: Das obere Bild zeigt die berechnete Losung p von (Fy) bei ¢ = 60
bei verwendeter Gitteradaption in ¥ mit e; = 0.025, v; = 0.0025. In ¢ wurde (A.5)
mit einem relativen und absoluten Fehler von 1.0-10~® verwendet. Im linken Bild
ist die Anzahl der verwendeten Gitterpunkte in 9 gegeniiber ( aufgetragen. Bei
einer anfinglich dquidistanten Diskretisierung in ¥ mit 64 Punkten erhélt man bei
¢ = 60 schlieSlich 786 Punkte. Das rechte Bild zeigt die diskreten Energiefliisse
E, E, und E;. Hierbei bleibt E im Bereich von 2.0984 - 102 bis 2.1006 - 10~3.
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‘lps(ﬂ: Cou‘t)‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘g(ﬂ’ Cout)‘

Abbildung 3.11: (9, |[p(¥, (our)|) mit dem berechneten p von Abbildung 3.10 fiir
das Intervall [0, 27| (links) und dem Ausschnitt [0.3,0.5] (rechts).

bei gegebenen Funktionen v : R — R und R : [y, (i) — R eingesetzt. Man
erhélt:

— d ik : S ik |2 S ik :

—ap)e”™’ = —i(cg — 1+ ape’ ( ael>+z ,
Z<d(k) (@ DY ae®P)( D w f
ﬁzfoo =T k=—o00 k=—0c0 =T

:‘7,—’1 =T3

d2

—f = - Colg .

dCQ ’Yf + 240
Um die einzelnen Differentialgleichungen fiir die Koeffizienten ay, k = —o0, ..., 00
zu erhalten wird die obere der beiden Differentialgleichungen mit e, [ =
—00,...,00 multipliziert, anschliefend in ¥ von 0 bis 27 integriert und mit dem
Faktor i multipliziert. Fiir die vier Terme T}, k = 1,...,4 werden zunéchst die

einzelnen Rechenschritte durchgefithrt und anschlieend die Ergebnisse zusam-
mengefafit. Mit dem Kronecker-Symbol

1, fiir k=1
e ::{ iir

0, sonst

148t sich der transformierte Ausdruck 77 wie folgt berechnen:

1 2T e d - 9 0 d 1 2r
- i i —ild g9 — - - i(k—=1)9 Ao
o J, ( 2. (Geax)e )6 2. <d(ak)27r/0 ‘

k=—0c0 k=—0c0
= d
— kz_oo<d_cak)5kl

d
= 2 (3.36)
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Der mit 75 ausmultiplizierte Summand lautet nach der Transformation:

[e'S)
1 21

— < —i(c; — 1) Z akeikﬁ)e_im dy =
2m Jo R
1
_ _ 1 il z(k 0 do
ier k_zoo ak 2T
= Z(Cl — 1) Z ak(Skl
k=—o00
= —i(cg — Doy

Der mit T3 ausmultiplizierte Summand lautet transformiert:

1 2 - o) i 00 . o i y
% . (—Z( Z akleku?)( Z aj,e kgﬁ)( Z Gk3€k3ﬂ)>€ W g9 —

ki=—00 kngoo ks=—o0
= —z—/ E A, Q) Uy € ik =k tks =0V 19
k1,k2,k3=—0c0
1 2w
= — E gy A,y Uy =— gl k1—haths =)0 g9
2m Jo
k1,ko,k3=—00
o0
. *
= -1 § , Ay A, Ao '5k1*k2+k3:l :
k1,ko,k3=—00

Und schlieBlich lautet T transformiert:

1 2T ) 1 27 )
(i) = o / e dY = ifsy .
2m Jo 2m J,

FaBt man die berechneten Ergebnisse zusammen, so erhélt man fiir das Intervall
D¢ = [Co, Cout] das folgende Differentialgleichungssystem fiir die Koeffizienten ay:

d%ak = —i((Cl - 1)ak + Zkl ko,kg=—00 aklak ak3> + zfé()k,
k1—k2+k3=Fk
fir k = —o00,...,00 (3.37)

dCQf = _ﬁyf+c2a0 .

Aus der Anfangsbedingung p(4J, (o) = €', ¥ € [0, 2x] fiir p erhilt man nach (3.33)
fiir die Fourierkoeffizienten a; die Anfangsbedingungen

ap(Co) = 01k, k= —o0,...,00. (3.38)
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Die Anfangsbedingungen fiir f bleiben unveréndert. Den Wirkungsgrad n, erhilt
man entsprechend zu:

1 2
= l-o v 2 dy
nL 271'/0 |p< aCout)|
(323) 1_i/27r| i u (C )eikﬂ|2d19
oI 0 . k\Sout
1 21 oo s 0o . o
= 1—% . ( Z ak1<CO’ut)e >( Z akZ(Cout>€ >d19
k1=—co ko=—00
N 1 o i(k1—ka2)Y
= 1 - Z ak:l (Cout)a%(gout)%/o 61( 1—k2) dﬁ
k1,ko=—00
= 1= Z akl@out)azz (Cout) * Oky o
k1,ko=—00
- L= Z ‘ak(gout)P- (339)
k=—o00

3.8.2 Galerkin-Methode

Verglichen mit den Ausgangsdifferentialgleichungen (3.34) fiir p und f erkennt
man, dafl in (3.37),(3.38),(3.35) die Problematik beziiglich der Diskretisierung
des Integrals in (3.34) und der Wahl einer passenden Quadraturformel entféllt.
Allerdings werden diese Probleme dahingehend verlagert, dafl nun eine abzéahlbare
Menge an Differentialgleichungen, némlich fiir die Fourierkoeffizienten ay, k =
—00, ..., 00, zu losen ist. Unter Anwendung der Galerkin-Methode wird die Suche
nach einer Losung fiir p auf den endlichen Teilraum Span{e*’|k = —N,... N},
N € NN eingeschréinkt. Hieraus erhélt man ein System von Differentialgleichungen
fiir ag, k = —N, ..., N. Speziell bei ( = 0 erhélt man mit der Anfangsbedingung
(3.38) lediglich fiir £ = 0 und k = 1 eine nichtverschwindende rechte Seite. Bei
allen anderen Indizes verschwindet die rechte Seite.

Fiir eine adaptive Anpassung beziiglich der Anzahl der verwendeten Fou-
riermoden wurde bei der Berechnung von (3.37),(3.38),(3.35) zunéchst mit einer
geringen Anzahl von Moden gestartet, und zwar fiir k = —N,..., N mit N = 5.
Wiéhrend der Integration in ( wurde nach jedem Schritt iiberpriift, ob fiir die
beiden 'Randmoden’ mit £ = —N und k£ = N stets gilt

x| < e, (3.40)

mit vorgegebenem ¢, > (. Bei Nichterfiillung dieser Ungleichung werden zwei
neue Koeffizienten initiiert a_ny_1 = 0, ayy; = 0, und anschlieBend N um 1
erhoht (N — N + 1). Damit wird das System in seiner Dimension der gefor-
derten Genauigkeit angepaft. Aufgrund der Bedingung k; — ko + k3 = k fiir die
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Indizes ki, ko, k3 und deren bei der Berechnung eingeschrénkten Wertebereich
von —N bis N kann die Summe in (3.37) bei dem jeweils gegebenen k durch zwei
geschachtelte for-next-Schleifen ausgewertet werden:

for k1 = -N:1:N
k2min = max( -N , ki1-k-N)
k2max = min( N , ki1-k+N)
for k2 = k2min:1:k2max
k3 = k-k1+k2
> Berechnung und Addition von ay,ay, ag,
next
next

Probeldufe zeigen, daf fiir p viele Fouriermoden notwendig sind (siehe Abschnitt
3.8.4), was zur Folge hat, dafl die Berechnung der rechten Seite des Systems und
damit die Integration in ¢ sehr zeitintensiv wird. Daher wurden zwei Modifika-
tionen vorgenommen:

- Da die gesuchte Losung komplexwertig ist, ist es zweckméafig, die verwen-
deten Fouriermoden nicht von —/N bis N zu verwenden, sondern von N; bis
Ny mit Ny, Ny € Z und N; < N,. Dabei wird iiber das Kriterium (3.40)
entschieden, ob bei £ = Ny oder kK = Ny neue Moden hinzugefiigt werden.

- Existiert in (3.37) ein Summand ay, a;, ax, mit k; # k3, so existiert dieser
zweimal, und zwar einmal fiir £y < k3 und einmal fiir £; > k3. Diese beiden
Terme konnen bei der Auswertung zusammengefafit werden, wodurch sich
die Anzahl der Rechenoperationen reduzieren 1aft.

Unter Beriicksichtigung dieser beiden Modifikationen lauten die zu berechnenden
Terme:

N2 N2
* 2 x
E 2ak1ak2ak3> + ( E (ag,) ak2>. (3.41)
k1,kg,k3=Ny k1,ka=Ny
kq—ko+kg=k 2k —ko=Fk
kq<k3

Bei entsprechender Programmierung kann der Rechenaufwand im Vergleich zu
vorigem Verfahren nahezu halbiert werden. Die verwendete Prozedur zur Aus-
wertung von (3.41) lautet:
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kimin = max( N1 , k+N1-N2 )
kimax = min( N2 , [3(k+N2-1)] )
for k1 = kimin:1:klmax

k2min = max( N1 , 2-k1-k+1 )

k2max = min( N2 , k1-k+N2 )

for k2 = k2min:1:k2max

k3 = k-k1+k2
> Berechnung und Addition von 2ay, ay, Ay,

next
next

kimin = max( N1 , [1(k+N1)] )
kimax = min( N2 , [5(k+N2)] )
for k1 = klmin:1:k2max
k2 = 2:kl1-k
> Berechnung und Addition von (ay, )?aj,

next

Sicherlich liefe sich die Auswertung noch weiter optimieren. Dies wird hier aller-
dings nicht weiter verfolgt.

Aus den berechneten ap, k = Ny, ..., Ny lafit sich eine Ndherung 7, fiir den
Wirkungsgrad 7, (vgl. (3.39)) und p (vgl. (3.33)) wie folgt berechnen:

Ny
Na = - Z ‘ak<Cout)’27 (342)
k=N
No
p(0.¢) ~ Y ar(Q)e*’ (3.43)

3.8.3 Konvergenz der Fourier-Reihe

Sei p(-,¢) € C"71[0, 27] eine 27-periodische Funktion, n € NU{0} und -2=p(4, ¢)
integrabel in 9. Aus den in (3.33) definierten ay, sei

N

pn(9,0) == > ax(¢)e™”.

k=—N
Dann gilt die folgende Konvergenzaussage [17]:

1
|p<19a C) - pN(197 C)| = O(m% fiir festes (19, C) und N — oo.
Dies bedeutet, da py mit der Ordnung ﬁ punktweise gegen p konvergiert. Da
sich diese Aussage auf das asymptotische Verhalten bezieht, folgt daraus leider
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nicht, daf§ wenige Moden ausreichen, um die Funktion p(-,() zu beschreiben.
Wieviele man tatséchlich benétigt, wird im folgenden Abschnitt untersucht.

3.8.4 Anzahl bendétigter Moden

Mit den Werten N; = —5, Ny = 5 bei ( = 0, ¢, = 1.0 - 1078, dem Verfah-
ren (A.4) und einer Schrittweite A = 0.1 in ¢ wurde eine Berechnung von
(3.37),(3.38),(3.35) gestartet. Nach ca. 3.5 Stunden wurde das Programm bei
¢ = 34.4 abgebrochen, da bis dahin Moden a; mit den Indizes von —45 bis
92 hinzugefiigt worden sind. Fiir jede dieser 138 Moden muf (3.41) in jedem
Schritt in ¢ ausgewertet werden, was die Rechenzeit sehr schnell anwachsen 148t.
Hieraus erkennt man, daf es nicht sinnvoll ist, die Integration bis nach (,,; = 60.0
fortzusetzen, da sich dabei die Anzahl der Moden noch weiter erhohen und die
Rechenzeit dementsprechend drastisch verlangern wiirde. Abbildung 3.12.a) zeigt
die erhaltene Losung bei ¢ = 34.4. Dieselbe Losung mit einer reduzierten Anzahl
an Moden ay, ist in den Abbildungen 3.12.b) und 3.12.c¢) gegeben. Man erkennt,
daB bei Verwendung von zuwenig Moden die Losung stark deformiert wird (sie-
he Grafik unten rechts). Obwohl Abbildung 3.12.b) nahelegt, dafl ¢, = 5.0 - 10~*
akzeptabel wiire, fiihrte Weiterrechnen mit e, = 5.0-10~* fiir hohere ¢ zu sehr un-
befriedigenden Ergebnissen. Als Beispiel sei hier Abbildung 3.13 gegeben, welches
das mit (3.43) ausgewertete p bei ( = 50.8 zeigt.

Fiir eine Abschéitzung beziiglich der Anzahl der zu verwendenden Moden ay
bei (,,s wurden deshalb von der Referenzlosung (3.29) die Fourierkoeffizienten
von p nach (3.33) berechnet. Fiir die Quadratur wurde die Trapezregel verwen-
det. Da p in ¢ mit einer Diskretisierung von 2048 Punkten berechnet worden
ist, darf fiir die Berechnung von a; mit einer maximalen Frequenz |k| = 1024
‘abgetastet’” werden. Abbildung 3.1/ zeigt p mit seinen Fourierkoeffizienten ay,
k = —1000,...,1000.

Werden weniger Moden verwendet, so sieht man an (3.39), dafl sich der Wert
1, erhoht. Je nach Anzahl und Grofle der weggelassenen Moden ay, ergibt sich eine
entsprechende Abweichung in 7, . In Tabelle 3.2 wird der relative Fehler beziiglich
dem Wirkungsgrad 7,.r der Referenzlosung berechnet, wenn &duflere Moden ay,
abgeschnitten werden. Man erkennt, dafl bei einem relativen Fehler von etwa 1%
im Wirkungsgrad die Rechnung fiir mindestens 178 Moden durchzufiihren wére.
Aufgrund der bereits durchgefiihrten, zeitintensiven Berechnung mit 138 Moden
(bis ¢ = 34.4) ist eine Berechnung mit mehr Moden nicht anzuraten.

Der Ansatz, Fouriermoden zur Berechnung der Gyrotron-Differentialgleichung
zu verwenden, klingt zwar im ersten Moment recht vielversprechend, zumal die
Anfangsbedingung fiir p und das Integral i 02Tr p(¥, ) dv durch jeweils eine Fou-
riermode dargestellt werden konnen. Allerdings zeigt es sich, dafl zur Darstel-
lung der Losung p(19, ¢) bei (y viele Moden verwendet werden miifiten, um eine
verlaflliche Aussage iiber den Wirkungsgrad zu erhalten. Daher ist dieser Ansatz
fiir eine numerische Berechnung nicht empfehlenswert.
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0.45} C - 344 1
ol e =10-10"8 | i
] | |
=50 0 k 50 10'0 -15 -1 -0.5 §R 0 0.5 1 15
Abbildung 3.12.a) ®)
0.45 C - 344
o e =10-10"8 1
035 ohne 1
o lag| < 5.0-10~* | il
|ag| oz S(p) o
=50 100 -15 -1 -0.5 §R 0 0.5 1 15
Abbildung 3.12.b) ®)
0.45} C - 344 1
o e =10-10"8 | i
0as| ohne |
. lag| < 1.0-1072 |
Jax o S(p)
k - Rp) |

Abbildung 3.12.c)

Abbildung 3.12: Die linke Spalte zeigt die berechneten Fourierkoeffizienten |ay|
nach (3.37) bei ¢ = 34.4. In der rechten Spalte sind die zugehorigen p (mit (3.33)
ausgewertet) gezeigt. Fiir Abbildung a) wurde ¢, = 1.0 - 107® verwendet. Man
erhélt 138 Moden (N; = —45, Ny = 92). In Abbildung b) wurden Moden mit
lar| < 5.0-10~* unterdriickt (N; = —9, Ny = 69). In Abbildung ¢) wurden Moden
mit |ax| < 1.0-1072 unterdriickt (N; = —5, Ny = 41). Vergleiche hierzu Abbildung
1.6 auf Seite 35.
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er = 1.0- 1078 fiir ¢ € [0, 34.4]
er =5.0- 107" fiir ¢ € [34.4, 50.8)
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

R(p)
Abbildung 3.13: Mit den ay, aus Abbildung 3.12.b) wurde bis ¢ = 50.8 mit €, =
5.0 - 10~* weitergerechnet. Die Grafik zeigt p(J,( = 50.8), ¥ € Dy nach (3.43)
ausgewertet. Man erkennt, dafl zuwenig Moden beriicksichtigt worden sind. Ein
Weiterrechnen bis ¢ = 60.0 kann man sich hier ersparen.

¢ =60.0 ¢ =60.0
Nres = 0.62807162 N = 0.62808398

‘p(ﬁa Cout>|

1A

0 1 2 3 4 5 6 71U000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

Abbildung 3.14: Referenzlosung p (siche (3.29)) und ihre Fourierkoeffizienten ay,
(ausgewertet mit (3.33)). Der relative Fehler des nach (3.42) ausgewerteten Wir-
kungsgrades 7, = 0.62808398 gegeniiber dem Referenzwert n,.; = 0.62807162
betrigt 2.0 - 1075,
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N N Gesamtanzahl rel.Fehler

€a ! 2 —N; + Ny +1 "l von 1,
—1000 | 1000 2001 0.62808398 | 2.0-107°
1.0-1073 | —314 | 896 1211 0.62827621 | 3.3-1074
5.0-107% | —119 58 178 0.63449907 | 1.0-1072
1.0-1072 | —105 40 146 0.63616602 | 1.3-1072

Tabelle 3.2: Berechneter relativer Fehler (1, —nyes)/mres von 1, beziiglich des aus
der Referenzlosung p berechneten Wirkungsgrades 7 = 0.62807162. Aus der
Referenzlosung wurde a, kK = —1000, . ..,1000 berechnet (vergleiche Abbildung
3.14) und die dufleren Moden abgeschnitten: bei gegebener Schranke €, werden
ausgehend von a; mit £ = —1000 und k£ = 1000 alle Moden abgeschnitten, fiir die
gilt |ax| < €, und deren &uflerer Nachbar aj_; bzw. aj,1 ebenfalls vernachlissigt
wird. 7, wird gemé$ (3.42) ausgewertet.
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Anhang A

Runge-Kutta-Verfahren

Ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren hat die Form

lerl —_ yl —|— h Z b1F<YZ, tl + Czh) (Al)
i=1
mit den Stufen
Yii=y' +hY ayF(Yjti+ch), i=i,...s (A.2)
j=1

und dem Koeffizientenschema

C1| a1 ... Qig
Cs | Qg1 ... Qgg
b b

Ein RK-Verfahren heift symplektisch, wenn gilt
mg; ‘= biaij + bjaji - blb] = O, Z,] = 1, L., S (A3)

Fiir die in Satz 13 (Seite 87) betrachteten Verfahren (V1) - (V4) lauten die
Runge-Kutta-Schemata

0
oo, 1|1, 1] 1 ‘bzw. 1|3
T—1
1 | [z 3 1
mit den entsprechenden m;; zu
~1 9
my =-1, mp=1, M= (my)= 04 1), mu=0.
4
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Das Koeffizientenschema des ‘klassischen’ Runge-Kutta-Verfahrens der Ordnung
4 lautet:

(A.4)

o= O

o= O Ol
wl— Ol

Wl =

T

6

Das Runge-Kutta-Verfahren “Zonneveld 4(3)” 4-ter Ordnung mit Schrittweiten-
steuerung 3-ter Ordnung hat das Koeffizientenschema

0
1 1
12z
31 0 3
1lo 0 1 (A.5)
305 7 13 _ 1
4 32 32 32 32
D R (R G I S i
P——— 4
i 3 3 6 O

Fiir die o.a. Verfahren (A.4) und (A.5) wurde jeweils die Matrix M = (m;;) nach
(A.3) auf vier Nachkommastellen berechnet:

0.0278 —0.1111 0.0556  0.0278
—0.1111 0.1111 —0.0556  0.0556
0.0556 —0.0556  0.1111 -0.1111
0.0278  0.0556 —0.1111  0.0278

Maay =

0.2500 —2.3333 —1.1667 —1.0833 3.5000

—2.3333 5.4444 4.2778 5.0556 —11.2778

M(A.5) = —1.1667 4.2778 5.4444 2.8889 —10.2778
—1.0833 5.0556 2.8889 4.6944 —11.7222

3.5000 —11.2778 —10.2778 —11.7222 28.4444
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