Zur Dynamik des Falk-Modells

fiir Formgedichtnismaterialien

Matthias Lepschi

Technische Universitat Miinchen
2006






ZENTRUM MATHEMATIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT MUNCHEN
LEHRSTUHL UNIV.-PROF. DR. J. SCHEURLE

Zur Dynamik des Falk-Modells fiir
Formgedichtnismaterialien

Matthias Lepschi

Vollstandiger Abdruck der von der Fakultét fiir Mathematik der Technischen Universitét
Miinchen zur Erlangung des akademischen Grades eines

Doktors der Naturwissenschaften

genehmigten Dissertation.

Vorsitzender: Univ.-Prof. Dr. Jiirgen Richter-Gebert
Priifer der Dissertation: 1. Univ.-Prof. Dr. Jiirgen Scheurle
2. Priv.-Doz. Dr. Christof Eck, Friedrich-Alexander-Universitét
Erlangen-Niirnberg

Die Dissertation wurde am 7.9.2005 bei der Technischen Universitdt Miinchen eingereicht
und durch die Fakultét fiir Mathematik am 31.1.2006 angenommen.






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1.1 Das Falk-Modell in einer Ortsdimension . . . . . . . . .. ... ... ... ....
1.1.1 Die freie Energie ® . . . . . . . . . ...
1.1.2 Die Gleichungen . . . . . . .. .. ...
1.1.3 Rand- und Anfangsbedingungen . . . ... ... ... ... ........
1.1.4 Stand der Forschung in einer Ortsdimension . . . . . . . . ... ... ...

1.2 Das Falk-Modell in héheren Ortsdimensionen . . . . . . . ... ... ... ....

1.3 Notation . . . . . . . . . . e

1.4 Kapiteliibersicht . . . . . . .. .

Wohlgestelltheit der Bewegungsgleichung
2.1 Der Losungsbegriff zur Bewegungsgleichung . . . . . . .. ... ... ... ....
2.1.1 Zugeordnetes System gewohnlicher Differentialgleichungen . . . . . . ..
2.2 Der Existenzsatz . . . . . . . . ...
2.3 Beweis des Existenzsatzes . . . . . . ... o
2.3.1 Wohldefiniertheit von S . . . . . . . . .. ... o
2.3.2  Kontraktivitdt . . . . . . . ...
2.4 Die Abhéngigkeit der Losung von den Anfangswerten. . . . . . . . . . ... ...
2.4.1 Operatoren bei verschiedenen Anfangswerten . . . ... .. .. ... ...
2.5 Die Abhéngigkeit der Losung von 6 . . . . . . . . . ... o
2.5.1 Operatoren zu verschiedenen Temperaturen . . . . . . . .. .. ... ...
2.6 Glattheit der Losung fir vy >0 . . . . .. . ... oo
2.7 Die induzierte zweiparametrige Evolution Wvto 000,
2.7.1 Dynamisches System bei zeitperiodischer Temperatur . . . .. .. .. ..

Existenz und Eindeutigkeit zum vollen Falk-System

3.1 Der Losungsbegrift . . . . . . . . oo
3.1.1 Problematik der Randbedingungen . . . . . . . . . ... ... ... ....
3.1.2  Zugeordnetes System gewoOhnlicher Differentialgleichungen . . . . . . . . .

3.2 Der Existenzsatz . . . . . . . . . ..

3.3 Beweis des Existenzsatzes . . . . . . . ... Lo
3.3.1 Entwicklung eines Losungsausdrucks . . . . . . .. ... ... ... ....
3.3.2 Der Operator S'. . . . . . . . . e
3.3.3  Abschétzungen zu S und Existenz von Fixpunkten . . . . . . . ... ...
3.3.4 Eindeutigkeit und stetige Abhéingigkeit von den Anfangsdaten . .. .. .

3.4 Die induzierte zweiparametrige Evolutionsabildung . . . . . . ... .. ... ...
3.4.1 Dynamisches System zu periodischen Randdaten . . . . ... .. ... ..
3.4.2 Bemerkungen . . . . ... Lo

— © 00 00 Oy Ut W N =

[

W W WNNLILNIDINDNDLN —H = = =
IO 00D DWDO © oS W



ii

INHALTSVERZEICHNIS

3.5 Regularitdt der Losungen zu glatteren Anfangsdaten . . . . . .. ... ... ... 52
Eigenschaften von Wit 55
4.1 Die linearisierten Bewegungsgleichungen . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 55
4.2 Differenzierbarkeit von Wttto 57
4.2.1 Differenzen zweier Losungen bei gleicher Temperatur 6 . . . . . . . . . .. o7
4.2.2 Differenzierbarkeit . . . . . . . ... .. 59
4.3 Eigenschaften von W% im Fall 32 —4y >0, ~v>0. .. ... ... ... .... 60
4.4 Beweis des Satzes 4.3 . . . . .. e 61
4.4.1 Definition von V), und Vp ........................... 62
4.4.2  Die Projektionen Py, und PVp ......................... 63
4.4.3 Norm der Projektionen Py, und PVP ..................... 63
444 Aquivalente Normen in Z . . . . . . ... 66
4.4.5 Die Operatoren Sund QQ . . . . . . . . .. ..o 67
4.4.6 Nachweis der Kontraktion von @ . . . . . . . ... ... ... .. ..... 69
4.4.7  Wohldefiniertheit von @ . . . . . . . . ... oo 71
4.4.8 Definition von E(z0,t0) - - v v v v i 71
4.4.9 Eigenschaften der Projektionen . . . . . . . .. .. ... 72
4.4.10 Abhéngigkeit der Losung von zg und von 0 . . . . . . .. .. ... ... 74
4.4.11 Lipschitzstetigkeit von Q.+ und W, 4, beziiglich zo und to . . . . . . . . 76
Konstruktion einer ,inertialen Mannigfaltigkeit* (4
5.1 Schichtung von Z fiir 32 —4v >0, ~v>0. . .. .. .. . 78
5.1.1 Bestimmendes DGL-System der Fasern . . . . . .. ... ... ...... 79
5.1.2 Die Lénge von Faserabschnitten . . . .. . ... ... ... .. ...... 80
5.1.3 Parametrisierung von S . . . . .. ..o o e 80
5.2 Modifikation des Raumes Vp zu Vp,mod ........................ 81
5.3 Reduktion auf endlichdimensionales System W5 . . . .. ... .. ... ..., 87
5.4 Der Fehler Wiz, — \Ilf}’tozo ............................. 89
5.5 Evolution der Volumenelemente . . . . . . . . .. ... .. ... .......... 93
Attraktoren bei gewissen zeitperiodischen Temperaturfunktionen 95
6.1 Die Dynamik bei zeitlich konstanten Temperaturfunktionen . . . . . ... . ... 95
6.2 Dynamik der Bewegungsgleichungen zu einer Klasse von Temperaturfunktionen . 98
6.2.1 Eine gewisse Klasse von Temperaturfunktionen 8 . . . . . . .. ... ... 98
6.2.2 Positiv invariante beschrinkte Mengen B unter 7 . . . . ... ... ... 99
6.2.3 Existenz eines Attraktors . . . . . . . . ... ... ... .. ... 100
6.3 Struktur des Attraktors A im Fall f2 —4y >0 . . .. ... ... ... ...... 100
Numerische Resultate in einer Ortsdimension 103
7.1 Naherungslosungen zum vollen Falk-Modell . . . . ... ... ... ... ..... 103
7.1.1 Das Gitter G . . . . . . . . e 104
7.1.2 Finite Differenzen . . . . . . . . ... ... 104
7.1.3 Das diskretisierte System gewohnlicher Differentialgleichungen . . . . . . 105
7.1.4 Numerische Ergebnisse . . . . . . . . . .. . ... ... . 106
7.2 Das reduzierte diskrete System . . . . ... ..o L o Lo 107
7.2.1 Linearisierung des diskreten reduzierten Systems . . . . .. .. ... ... 109

7.2.2 Konvergenz bei Verfeinerung des Gitters . . . . . . .. . .. .. ... ... 110



INHALTSVERZEICHNIS

7.3 Quasiplastizitit und Pseudoelastizitat . . . . . . .. ... ... ... ...
7.3.1 Energien und Randdaten . . . . . . ... ... ... ... . ..
7.3.2 Resultate . . . . . . . . . e

8 Numerische Resultate in zwei Ortsdimensionen
8.1 Das Falk-Modell in hoheren Ortsdimensionen . . . . . . ... ... .. ... ...
8.1.1 Die freie Energie . . . . . . . ...
8.2 Numerische Implementierung . . . . . . . . . .. . .. .. ...
8.2.1 Das Gitter . . . . . . . . e
8.2.2 Finite Differenzen . . . . . . . . . . ...
8.2.3 Ortsdiskretisierung . . . . . . . . . ...
8.2.4 Ergebnisse. . . . . . ..

A Verwendete Sitze und Lemmata

Abschitzungen nichtlinearer Terme
B.1 Nichtlineare Terme . . . . . . . . . . . . . . . e
B.2 Elementare Abschétzungen . . . .. .. .. ... o oo

C Untersuchung gewisser Reihen

D Literaturverzeichnis

iii

112
112
114

117
117
118
120
120
120
120
121

127

129
129
129

131

131



iv

INHALTSVERZEICHNIS



INHALTSVERZEICHNIS v

Zusammenfassung

Zunichst wird gezeigt, dafl eine gewisse Klasse von Falk-Systemen auf dem Ortsgebiet [0,1] C R
bei nichtverschwindender Viskositdt in geeigneten unendlichdimensionalen Phasenrdumen ein
dynamisches System erzeugt. Dies geschieht sowohl unter Einbeziehung einer parabolischen Re-
gularisierung als auch ohne.

Dariiberhinaus wird die Wohlgestelltheit des Systems bei beliebig vorgegebener stetiger Tempe-
raturfunktion gezeigt. Im parabolischen Fall wird fiir letzteres System eine endlichdimensionale
ninertiale Mannigfaltigkeit* konstruiert. Fiir gewisse zeitperiodische Temperaturfunktionen be-
sitzt die Periodenabbildung des betrachteten Systems einen nichttrivialen Attraktor.
Zusétzlich werden numerische Approximationen des Falk-Systems vorgestellt, die auf Semidis-
kretisierung im Ort mittels finiter Differenzen beruhen. Eine Konvergenzanalyse sowie Simu-
lationsergebnisse in einer und zwei Ortsdimensionen runden die Arbeit ab. Die Resultate der
Simulationen zeigen fiir passend gewihlte Randbedingungen unter anderem materialtypische
Hysteresiskurven der Pseudoelastizitéit und Quasiplastizitit, wie sie auch experimentell zu be-
obachten sind.

Abstract

First we show that a class of Falk-systems on the spatial domain [0;1] C R with nonvanishing
viscosity induces a dynamical system in appropriate infinite-dimensional phase spaces. This is
accomplished with parabolic regularisation as well as without it.

Furthermore the wellposedness of the system for an arbitrary given continuous temperature
function is shown. In the parabolic case we construct a finite-dimensional ,,inertial manifold“ for
this system. For certain time-periodic temperature functions there exists a nontrivial attractor
with respect to the period-map of the system.

Additionally we present numerical approximations of the Falk-system relying on a spatial semi-
discretisation using finite difference schemes. An analysis of convergence and simulation results
in one and two spatial dimensions conclude the work. The results obtained for suitable chosen
boundary conditions show hysteresis-loops of pseudo-elasticity and quasi-plasticity that also can
be observed in experiments.
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Kapitel 1

Einleitung

Die mathematische Modellierung von Formgedéchtnismaterialien und deren dynamischem Ver-
halten unter dufleren Anregungen ist eine Fragestellung, die sowohl von mathematischer Seite
als auch von der Anwendungsseite her von grofler Bedeutung ist. In vermehrtem Mafle werden
diese Werkstoffe beispielsweise in der Industrie oder in der Medizin zum Finsatz gebracht —
beispielsweise als Aktoren von Robotern, als Mirkobauteile in aktiver und passiver Form oder
als biologisch vertrigliche medizinische Implantate.

Die Entwicklung von Gerédten oder Bauteilen, deren Funktionalitéit auf den speziellen Eigen-
schaften der Formgedéichtnismaterialien beruht, erfordert mathematische Modelle, die in der
Lage sind, diese typischen Effekte auch auf analytischer oder numerischer Ebene wiederzuge-
ben.

Es gibt mittlerweile eine ganze Reihe von mathematischen Modellen, welche zur Beschreibung
von Formgedédchtnismaterialien verwendet werden, und die auf unterschiedlichen Ansétzen be-
ruhen. Zu nennen sind hier unter anderem (vgl. auch die Uberblicke in [Rou00, Zim00]):

e Die Makro-Modelle von Miiller und Seelecke [MS01], die auf den Prinzipien der statisti-
schen Mechanik beruhen. Diese Modelle bestehen aus gew6hnlichen Differentialgleichungen
fiir die prozentualen Anteile der verschiedenen Phasen (Austenit, Martensit) eines eindi-
mensionalen Formgedichtnismaterials (Stab, Draht) und der Temperaturgleichung. Damit
sind zwar Aussagen auf Makroebene moglich, jedoch wird die Mikrostruktur nicht auf-
gelost. Fiir Simulation und Optimalsteuerung eindimensionaler Formged#chtniswerkstiicke
(etwa Dréhte oder diinne Stébe) hat sich die Modellklasse sehr gut bew&hrt.

e Mischungsmodelle wie zum Beispiel das Frémond-Modell [FM98] oder das Modell von
Helm [HelO1]. Hier sucht man die Phasenanteile an jedem Punkt des Materials. Tempera-
tur und Verschiebung werden iiber ein System gekoppelter partieller Differentialgleichun-
gen bestimmt, weitere auftretende innere Variablen durch Evolutionsgleichungen in Form
von Variationsungleichungen bzw. gewohnlichen Differentialgleichungen. Diese Modelle lie-
fern nur statistische Aussagen iiber die Mikrostruktur im untersuchten Material an einem
gegebenem Materialpunkt.

e Die Klasse der Falk-Modelle, ausgehend von [Fal80a, Fal80b]. Hier werden Temperatur
und Verschiebung iiber ein System gekoppelter partieller Differentialgleichungen bestimmt.
Losungen der Modelle geben fiir jeden Materialpunkt den Verzerrungszustand wieder, die
Mikrostruktur wird also (nicht nur in statistischem Sinne) aufgelost. Die typischen Eigen-
schaften von Formgedéchtnismaterialien werden iiber die zugrundeliegende freie Energie
modelliert, die in gewissen Temperaturbereichen nicht konvex ist.



2 1. Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Klasse von Falk-Modellen, und dabei gréfitenteils
mit der Situation in einer Ortsdimension. Sie verfolgt zwei Hauptziele:

e Zuniichst werden fiir das Falk-System Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen erbracht und
die Abhéngigkeit von den Daten untersucht. Der in dieser Arbeit verwendete Losungs-
begriff erlaubt es, Anfangsdaten geringerer Regularitéit zu verwenden als bisher in der
Literatur bekannt.

e Daraufhin wird das Teilsystem der Bewegungsgleichungen des Falksystems zu vorgege-
bener Temperatur genauer untersucht. Ist die Temperaturfunktion a-priori als Parameter
vorgegeben und nicht mehr Teil der Losung, vereinfacht sich das Problem, und es wird eine
weitergehende Untersuchung der Dynamik der Losungen moglich. In einem Phasenraum-
raum Z wird durch die Bewegungsgleichungen eine zweiparametrige Evolutionsabbildung
induziert. Fiir diese existiert fiir gewisse (Material-)Parameter eine Art von inertialer Man-
nigfaltigkeit des Systems, eine zeitvariable, endlichdimensional parametrisierbare Menge
in Z, welche alle Losungen der Bewegungsgleichungen exponentiell schnell anzieht.

Begonnen wird mit einer Einfithrung des Falk-Modells und der Spezifikation der freien Energie,
einem der grundlegendsten Elemente dieses Modells.

1.1 Das Falk-Modell in einer Ortsdimension

Um einen eindimensionalen Korper (ein Werkstiick aus Formgedichtnislegierungen) mathema-
tisch beschreiben zu kénnen, wird von einer Referenzkonfiguration 2 C R ausgegangen, vgl.
dazu die Einfithrung in [Ant95]. Jedem Punkt = € Q dieser Konfiguration entspricht genau ei-
nem Materialpunkt des betrachteten Korpers.

Darauthin kann die Temperatur 6 als eine skalare Funktion 6 : 2 — R eingefiihrt werden; sie
hingt aulerdem vom Parameter ¢, der Zeit, ab. Der Wert 6(z) gibt dementsprechend die Tem-
peratur des Materialpunktes x an.

Unter der Verschiebung u ist der Differenzvektor des Ortes eines Materialpunktes beziiglich

u(xg)

y

x

Abbildung 1.1: Im oberen eindimensionalen ,Stab“ die Verschiebung u(xg) eines Materialpunk-
tes xo gegeniiber seiner Referenzlage (Stab unten). Der verschobene Materialpunkt ist durch die
ungefillte Ellipse im Gegensatz zur unverschobenen gefillten Ellipse in der Ausgangskonfigura-
tion gekennzeichnet.
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seines Ortes z in der Referenzkonfiguration 2 zu verstehen. Befindet sich in dieser Ausgangs-
konfiguration der Materialpunkt an der Stelle x, so befindet er sich zur Zeit ¢t an der Stelle
x 4+ u(x,t), sieche Abbildung 1.1. Die Verschiebung ist also eine Funktion u :  — R, die zusitz-
lich noch vom Parameter ¢ abhéngt. Als Ausgangskonfiguration wird der unverzerrte Zustand
bei hohen Temperaturen verwendet, also ein Material komplett in der sogenannten Austenit-
Phase’.

Als Verzerrung wird die Ableitung der Verschiebung v nach x bezeichnet. Anschaulich gespro-
chen gibt der Wert der Verzerrung u,(x) an einem Materialpunkt = € Q an, ob das infinitesimale
Volumenelement an diesem Punkt gestaucht oder gestreckt ist. Die Verzerrung geht neben der
Temperatur als ausschlaggebende Grofle in die freie Enegie ein.

0

N

Abbildung 1.2: Skizzenhafte Darstellung eines infinitesimal kleinen Elements. Oben das unver-
zerrte Element, links unten ein zusammengestauchter Zustand, rechts unten ein gedehntes FEle-
ment.

Indem man — je nach Temperatur — den Verzerrungszustinden gewisse freie Energien zuweist,
kann man die typischen Materialeigenschaften von Formgedéichtnismaterialien modellieren.

1.1.1 Die freie Energie ¢

Als freie Energie (ohne den thermischen Anteil) werden in dieser Arbeit Ausdriicke der Art
P = O(uy, 0) = P1(ug) + (0) - Pa(uy)

verwendet, also Funktionen der Verzerrung u, und der Temperatur 6. Dabei hat die Energie ®
als Funktion in wu, fiir grofle Temperaturen 6 nur ein globales Minimum bei u, = 0, beispielswei-
se wie bei der rechten der drei Energien in Abbildung 1.4. Dies bedeutet, dafi der unverzerrte
Zustand des Materials bei hohen Temperaturen energetisch am giinstigsten ist (in Abbildung
1.2 also der obere). Physikalisch spricht man von der Austenit-Phase. Typischerweise sind die
Gitterzellen der zugrundeliegenden Kristallstruktur in dieser Phase von hoher Symmetrie.

Fiir kleine Temperaturen 6 kann die Energie ® mehrere verschiedene globale Minima auch
auBerhalb von u, = 0 besitzen (Abbildung 1.4 Mitte und links), und damit sind in diesem
Temperaturbereich die jeweils entsprechenden verzerrten Zusténde energetisch am giinstigsten,
beispielsweise die beiden unteren in Abbildung 1.2. Man spricht in diesem Zusammenhang von
Martensit-Phasen; zumeist treten diese Martensitphasen in der Praxis in ,,Zwillingen* auf.

Fiir den ersten Summanden ®;(u,) der freien Energie ® soll gelten:

'Der Begriff Austenit wird bei der Spezifikation der freien Energie genauer gefat werden
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C

=

Der Anteil ®; der Energie ist eine Energie quadratischer Form, wie sie in der linearen Elas-
tizitdtstheorie Verwendung findet. Der Parameter C; kann dementsprechend als die Steifheit
beziehungsweise die Elastizitit des Materials interpretiert werden. Der zu ®; gehorende Span-
nungstensor o1 = % ist aufgrund der quadratischen Form der Energie eine lineare Funktion

der Verzerrung u,.

<I>1(ux) =

Um die typischen nichtlinearen Effekte von Formgedichtnismaterialien zu modellieren, wird auf
diesen quadratischen Anteil der Energieanteil ¢(0) - ®o(u,) aufgesetzt. Der erste Faktor ¢(6)
dieses Produkts bringt die Temperaturabhdngigkeit der freien Energie ins Spiel. Er steht fiir eine
Abschneidefunktion, beziehungsweise allgemeiner fiir eine Interpolationsfunktion in der Tem-
peratur 6, welche den Umschlag der freien Energie bei niedrigen Temperaturen hin zu hohen
Temperaturen bewerkstelligt, vgl. Abbildung 1.3. Nur innerhalb eines Temperaturintervalles
[Ostart, Oeng] dndert sich die Funktion.

Der zweite Faktor ®o(u,) beschreibt einen Anteil, dessen zugehoriger Spannungstensor nichtli-
near ist. Mit ihm konnen weitere lokale bzw. globale Minima der freien Energie erzeugt werden.
In diesem Anteil werden die typischen Eigenschaften von Formgedichtnismaterialien modelliert.

Insgesamt werden an die freie Energie in dieser Arbeit folgende Forderungen gestellt:

b (y)®o () € C?(RxR)

|®o(x)| < C3

%(m) < (O

003 < C,

77 (T) < Ce V z€R, V yeR (1.1)
[9(y)] < 1

Zo(y) = G

% (y) = 0 fir 0 ¢ [estartaeend]

(C209)* <

Diese Voraussetzungen lassen eine verhéltnisméflig grofie Klasse von Energien zu, nédmlich fallen
unter anderem die typischen double- bzw. multi-well-Potentiale, wie sie in Abbildung 1.3 skiz-
ziert sind, in diese Gruppe. Insbesondere die Verwendung der multi-well-Potentiale erlaubt die

ot d)l (u) 1 T

Abbildung 1.3: Links der quadratische Energieanteil ®, fiir C1 = 2, rechts ein Beispiel fir die
Interpolationsfunktion ¢(0)
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Modellierung von materialtypischen Effekten wie Quasiplastizitdt und Pseudoelastizitdt, verglei-
che die Ergebnisse aus Kapitel 7.

Abbildung 1.4: Beispiele fiir ®(u,,0) fir konstantes 0, angetragen iber der u, — Achse. Ei-
ne double-well-Energie wie in der linken Skizze wird in Kapitel 7 zur Erzeugung numerischer
Lésungen verwendet. Die anderen beiden Energien erlauben die Nachbildung der materialtypi-
schen Effekte der Quasiplastizitit bzw. der Pseudoelastizitdt, ebenfalls in Kapitel 7.

Der Spannungstensor

Mit der Abkiirzung

. 0) = 52 (,)0(0)
schreibt sich der Spannungstensor ¢ als Ableitung der freien Energie nach der Verzerrung als
o(ug,0) = g—i(um,ﬁ) = Chuy + 7(ug,0) (1.2)
Nach den Voraussetzungen (1.1) gilt
|7 (ug, )] < Co

Auflerdem ergibt sich daraus die Abschétzung

009 (uz,0)] < Cs
mit
d

590)| (13)

05 = 02 a0 .

1.1.2 Die Gleichungen

Ausgehend von der freien Energie leitet man mittels Impuls- und Energieerhaltung wie auch
unter der Beriicksichtigung der Clasius-Duhem-Ungleichung die Evolutionsgleichungen fiir u
und 6 her; vgl. [Zim00] bzw. [Ant95].

Der Grofiteil der Arbeit beschéftigt sich mit der eindimensionalen Variante des Falk-Modells auf
dem Ortsgebiet 2 = [0;1]. Die Gleichungen dafiir schreiben sich

Uy = Og (u:ca 9) — YUgzzr T+ ﬁut:c:c
0; = Kbzp + 0g(ug, 0)vy + o2
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beziehungsweise nach Einfiithrung der neuen Variable v := u; als System erster Ordnung der
Bauart

Ut = U

V¢ = Ux(uxa 9) — YUgzzr T+ ﬁvxx (14)

0; = Kbyp + 00g(ug, 0)vy + B2

In das Modell gehen die Materialparameter (3, , x ein. Durch den ersten Parameter 5 > 0 wird
Viskosit#t eingefiihrt; anschaulich ergibt , Bewegung“ durch den Term (v auf der rechten Seite
der Temperaturgleichung einen Temperaturzuwachs in Form eines Quelltermes.

Der Parameter £ > 0 kennzeichnet wie iiblich die Warmeleitfahigkeit des Materials.

Ist der sogenannte Ginzburg-Parameter ~ positiv, wird eine Art von Grenzflichenenergie ein-
gefiithrt, welche mathematisch nichts anderes als eine Regularisierung der Loésung bedeutet:
Durch sie wird das Auftreten von abrupten Spriingen in der Verzerrung u, energetisch , be-
straft“; es entstehen stattdessen ,flieBende Ubergiinge bzw. Grenzschichten der Gréfienordnung
~. Die mathematische Analyse vereinfacht sich in diesem Fall erheblich. In dieser Arbeit werden
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen sowohl fiir v > 0 als auch v = 0 erbracht.

Die typischen Effekte von Formgedichtnismaterialen gehen also iiber die freie Energie & =
®(uy, 0) und iiber den aus der Energie abgeleiteten Spannungstensor o = o(ug, #) mit

09
 Quy

g

in die Bewegungsgleichung fiir v ein. An dieser Stelle weist das Modell eine Nichtlinearitéit auf,
nédmlich gerade den Summanden r des Spannungstensors o.

1.1.3 Rand- und Anfangsbedingungen

Um eine groflere Klasse von Temperatur,rand“werten untersuchen zu koénnen, fithrt man
zunéchst eine Funktion g = g(x,t) der Art

gECAXR), g — Kgas € Lajoe (R: Ly()) (1.5)

ein. Setzt man 6 = 6 + g, so ergibt sich fiir § aus der Temperaturgleichung des Falk-Systems die
modifizierte Gleichung

0, = KO+ (04 g)og(us, 0+ g)ve + BV + g1 — Kgra (1.6)

Mit dieser Version der Temperaturgleichung wird weitergearbeitet. Um die Schreibweise einfach
zu halten, wird der Bezeichner 6 wieder durch 6 ersetzt. Insgesamt ergibt sich also das System

Ut = v
vy = Cluxx — VUgzzz + ﬂvx:c + Tx(uxa 0+ g) (17)
0 = Kb0pe+ 0+ 9)00(us, 0+ g)vp + BUF + gt — KGra

In vorliegender Arbeit sollen diese Falk-Gleichungen auf dem Ortsgebiet Q = [0, 1] betrachtet
werden, also anschaulich ein eindimensionaler Stab oder Draht der Linge 1 aus einer Form-
gedéchtnislegierung.

Um ein mathematisch wohlgestelltes Problem zu bekommen, miissen Rand- und Anfangswerte
vorgeschrieben werden, um die passenden Réume zu identifizieren, in denen das Problem geltst
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werden kann. Dabei sind — je nachdem, welche physikalische Situation nachgebildet werden soll
— verschiedene Félle moglich. Konkret wahlen wir als Randbedingungen in dieser Arbeit fiir die
Verschiebung u

u(0,t) =u(l,t) =0

Dies bedeutet anschaulich eine Einspannung des Materials an den Endpunkten.

Es ist zunéchst nicht zu erwarten, mit dieser Forderung allein neben der Existenz auch die
Eindeutigkeit von Losungen zeigen zu konnen. Ublicherweise erfordert die rechte Seite im Falle
~v > 0, also beim Auftreten des Terms —7yu,., das Stellen von weiteren Randbedingungen an u
bzw. ug,, genauso wie der Term (v,, Randbedingungen an v erfordert. Auch fiir die Tempera-
turgleichung stellt man tiblicherweise Randbedingungen an 6, um Eindeutigkeit zu bekommen.
In dieser Arbeit wird jedoch ein so schwacher Losungsbegriff verwendet, dafl das Stellen dieser
zusétzlichen Randbedingungen a-priori keinen Sinn macht, weil in diesem Losungsbegriff die
entsprechenden ,, Funktionen® nur in Ly(€2) oder sogar noch gréferen Distributionenrédumen lie-
gen und damit im Allgemeinen nicht stetig sind.

Allerdings stellt sich im Laufe der Arbeit heraus, dafl es der gewéhlte Losungsbegriff dennoch er-
laubt, dem Falk-System ein unendlichdimensionales System gew6hnlicher Differentialgleichungen
zuzuordnen, welches in passenden Ridumen auch ohne das Stellen der fraglichen Randbedingun-
gen eindeutig l6sbar ist.

Auflerdem wird ausgefiihrt, daf fiir hinreichend regulire Anfangsdaten die zugehorigen Losungen
des modifizierten Systems (1.7) iiber ausreichend hohe Regularitiit verfiigen und die zusétzlichen
Randbedingungen der Art

Ugz(0,1) = uge(1,8) =0 fir >0
v(0,t) =v(1,t) =0
0(0,t) =0=06(1,t) =0

wenigstens fast tberall in der Zeit erfiillen. Dies bedeutet fiir das urspriingliche System (1.4)
fast iiberall in der Zeit:

Upg (0,1) = Uy (1,8) =0 fir v>0
v(0,t) =v(1,t) =0
0(0,t) = g(0,t), 6(1,t) = g(1,?)

In diesem Sinne kann man also fiir hinreichend reguldre Anfangsdaten mittels der Funktion g
von Null verschiedene Temperaturranddaten einfiithren.

Insbesondere kann zu zwei Funktionen go(t), g1(¢) auf R, die auf jedem beschriinkten Intervall
I C R ihres Definitionsgebietes in W3 (I) liegen, also eine schwache Ableitung in L (1) besitzen,
ein passendes g konstruiert werden durch:

g(a,t) = go(t)(1 — =) + g1 (t)=
Damit ergibt sich
guz(x,t) =0, gr(x,t) = gor(t)(1 — ) + g1e(t)x
mit
19t 1y (1, 20000) < Nl90tl 2y 1y + N91el 1y 1)
Damit erfiillt g die Bedingungen (1.5).
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Anfangswerte

Natiirlich miissen auch Anfangswerte fiir u, v = u; und 6 vergeben werden, ndmlich
u(z,0) = ug, v(x,0) = vy, 0(x,0) =6

also die Anfangsverschiebung, die Anfangsgeschwindigkeit und die Anfangstemperatur. Welche
Regularitdten diese Anfangswerte erfiillen miissen, um Existenz und dariiber hinaus Eindeutig-
keit der Losungen garantieren zu kénnen, wird im Laufe der Arbeit spezifiziert.

1.1.4 Stand der Forschung in einer Ortsdimension

Existenz global in der Zeit und Eindeutigkeit fiir das eindimensionale Falk-System wurden
in der Literatur sowohl fiir v > 0 als auch v = 0 und unter verschiedenen S&tzen von
Randbedingungen eingehend behandelt:

Zu verhiltnisméBig glatten Anfangsdaten wird Existenz und Eindeutigkeit fiir v > 0 in [HZQ2]
zu eingespannten Enden und Dirichlet-Temperaturranddaten gezeigt. In [Spi95] wird Existenz
und Eindeutigkeit lokal in der Zeit und zu anderen, technisch einfacher zu behandelnden
Temperaturranddaten, gezeigt. In [SZ98] werden dariiberhinaus — allerdings zu homogenen
Neumann-Temperaturranddaten, also im energetisch abgeschlossenen Fall — Aussagen iiber die
Langzeitdynamik dieses Systems gemacht.

Im Falle v = 0 wird in [CH94] wie auch in [Wat00] fiir eingespannte Enden Exis-
tenz und Eindeutigkeit von Losungen zu Anfangsdaten in Holderrdumen, némlich
ug € C*(Q), vy € C?T(Q), 0 € C*T*(Q) gezeigt. In [Qin01] wird fiir ebensolche Anfangs-
daten Existenz, Eindeutigkeit und Asymptotik zu einfacheren Randbedingungen diskutiert,
ebenso auch in [HL98] zu thermisch isolierten Enden. In [RZ97] wird zu speziellen Randdaten
mithilfe der Pego-Transformation Existenz, Eindeutigkeit und Asymptotik zu Anfangsdaten der
Art ug € HL (2),v9 € HL(R),00 € H3 () gezeigt, und zwar ebenfalls bei thermisch isolierten
Enden. Ahnliche Ergebnisse werden auch in [SZZ98] prisentiert.

An dieser Stelle ist zu erwéhnen, daB Zimmer in [Zim00] die Existenz von Lésungen zum
Falkmodell in 2 bzw. 3 Ortsdimensionen beweist. Die dabei verwendeten Methoden sind auch
in einer Ortsdimension anwendbar und fiithren auf die Existenz von Losungen zu Anfangsdaten
der Art ugy € ﬁ%(Q),vo € Ls(Q),00 € L1(). Die Eindeutigkeit dieser Losungen ist jedoch ein
offenes Problem.

1.2 Das Falk-Modell in hoheren Ortsdimensionen

Unter naheliegenden Verallgemeinerungen der Begriffe Verschiebung und Verzerrung (vgl.
[Zim00]) schreibt sich die mehrdimensionale Version des Falk-Modells als

puy = Div(o(Vu,8) + BpVuy) — yA2u
0 = KAO+00p(Vu,): Vuy + BVuy : Vuy
Auch hier werden Spannungstensoren o = o(Vu, 6) bzw. freie Energien ® = ®(Vu, #) mit

0%
7= oVu
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verwendet, wobei
D(Vu,0) = 0o(0) + 21(Vu) + ¢(0)P2(Vu)

Existenz und Eindeutigkeit zum mehrdimensionalen Falk-Modell auf Gebieten mit C?-Rand und
unter gewissen Sdtzen von Randbedingungen wurde fiir v > 0 in [PZOO] bewiesen; weitergehende
FErkenntnisse zur Dynamik liegen unseres Wissens zur Zeit nicht vor. Im Falle von v = 0 wird
die Existenz in [Zim00] in bewiesen, wobei die Temperatur im Raum L, ((0,7"), L1(£2)) liegt.

1.3 Notation

Hier werden einige Schreibweisen eingefiihrt, die in der vorliegenden Arbeit gebraucht werden.

Gebiete und Basisfunktionen. Es bezeichnet 2 das Ortsgebiet
Q= [07 1]

das Symbol @); steht fiir den Orts-Zeit-Zylinder

Q= Q x [0,1]
Weiterhin wird definiert
ex(z) = V2sin(krz), keN,
eke(z) = %ek(x)

Es gelten fiir diese Funktionen die Orthogonalitétsrelationen

/ekesdx = O
Q

wobei 0y, fiir das Kronecker-Delta steht.

Funktionenrdume iiber Q. Mit Lo(f2) wird der Raum der iiber © quadratintegrierbaren
Funktionen(klassen) u = u(x) bezeichnet. Er ist wie tiblich mit der Norm

lullg = el oy =/ | wda

Mit W¥(Q) werden — wie in der Literatur gebriiuchlich — die Sobolevriume von Funktionen mit
verallgemeinerter Ableitung der Ordnung k in Lo(Q2) iiber 2 bezeichnet.

versehen.

Der Raum Ly (2) 148t sich alternativ darstellen als

Ly(Q) == 1in{ek}keN”'”L2<Q>
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und mit u = "7 | axey, ergibt sich mit den Orthogonalitétsrelationen fiir die Norm der Ausdruck

o0
lullg = | >_a?
k=1

Motiviert dadurch werden fiir u = Y . agey die Funktionen- bzw. Distributionsriume Hj(£2)
eingefiithrt durch

H3(Q) = Tn el ey 5

beziiglich der Norm

HUHHg =

Unter dem Skalarprodukt

Z(k}ﬂ')zsakbk
k=1

fir v =377 byey, sind diese Rdume Hilbertrdume, vgl. [Tem97].
Nur fiir s > 0 sind die Elemente der Réume H3(€2) und H; () allerdings Funktionen im klassi-
schen Sinne; fiir s < 0 mufl man sie als Distributionen interpretieren.

Nach bekannten Einbettungssitzen gilt fiir s > % in einer Ortsdimension
u € H5(Q) = u e C'Q)

Damit kann in diesem Falle sinnvoll von Randwerten «(0) und u(1) gesprochen werden. Aufgrund
der Darstellung des Raumes H3$(2) als lineare Hiille der Sinusfunktionen ej verschwindet fiir
s > & automatisch jedes u € H3(2) am Rand: u(0) = u(1) = 0.2

Funktionenrdume iiber ;. Analog zum bisherigen Vorgehen auf dem Ortsgebiet Q wird
mit Ly(Q;) der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen u = u(x,t) auf @; bezeichnet. Die
Norm wird abgekiirzt mit

g = Iy = \//Q (u(z,t))* d(z, 1)

Desweiteren werden die in der Literatur gebrauchlichen Bezeichnungen

Ly ((0,T); H5(Q)),  Lec ((0,7): H5(Q)),  C%([0,T]; H5(2))

fiir banachraumwertige Funktionen iiber einem Zeitintervall [0, 7] verwendet. Abkiirzenderweise
werden die Argumente (z,t) desofteren weggelassen, um die Notation nicht zu iiberfrachten.

2Im Gegensatz zur in der Literatur gebriuchlichen Notation HQS (Q) fiir Funktionen mit Nullrandbedingungen
wird in vorliegender Arbeit also nur H3(€2) verwendet; der Nullrand kommt durch die Wahl der Basisfunktionen
e automatisch ins Spiel.
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Notation von Ableitungen. Ableitungen einer Funktion v = wu(z,¢) nach z oder nach ¢
werden aus Platzgriinden oft durch Subskripte abgekiirzt:

d d?
Uy 1= %u, Ugpy — wu, usw
d
Ut = au, usw.

Bisweilen werden auch indizierte Funktionen noch abgeleitet und entsprechend abgekiirzt:

2
Slx = %517 621‘1‘ = @627 usw.
d
U 1= —u, usw.
T dt

1.4 Kapiteliibersicht

Im vorliegenden ersten Kapitel wurde das Falk-Modell mit seinen Daten vorgestellt und die
verwendete freie Energie spezifiziert. Es wurde ein kurzer Uberblick {iber bereits bekannte Exis-
tenzresultate gegeben. Desweiteren wurde die in der Arbeit verwendete Notation eingefiihrt.
Im folgenden wird eine Zusammenfassung der Inhalte der einzelnen Kapitel gegeben.

In Kapitel 2 wird das auf die Bewegungsgleichung reduzierte Falk-System

Ut = O'm(uxye) — YUgzzr + ﬁutxx ﬁ >0 Yy >0

zu den Randdaten® u(0,t) = u(1,t) = 0 und einer als Parameter vorgegebenen stetigen Tem-
peraturfunktion § = 6(x,t) untersucht, und zwar sowohl fiir 4y > 0 als auch fiir v = 0. Es wird
definiert, was unter einer Losung dieses Systems zu verstehen ist.

Darauf wird dem Problem ein System gewchnlicher Differentialgleichungen zugeordnet, fiir wel-
ches zu Anfangswerten ug € H3(Q),vo € Hy '(Q) fiir v > 0 baw. ug € H3(Q), vy € La(Q) fiir
~ = 0 mittels Kontraktionsprinzip Existenz von Losungen, Eindeutigkeit und stetige Abhéangig-
keit von den Anfangsdaten gezeigt wird.

SchlieBlich wird fiir tg < ¢; mit g € R eine zweiparametrige Evolutionsabbildung W% von
Z := H}() x Hy'(Q) nach Z bzw. fiir v = 0 entsprechend W' von Z := HY(Q) x Ly(Q)
nach Z eingefiihrt. Diese Abbildung ordnet einem ,, Anfangswert* z(tg) = zo = (ug,vo) zum
Startzeitpunkt ¢y die zugehorige Losung z(t1) = (u(t1),v(t1)) zu.

In Kapitel 3 dieser Arbeit wird fiir 8 > 0, > 0 das eindimensionale Falk-System

vy = Cluxx — YUgzzr + ﬂvx:c + Tx(uxa 0+ g)
0y KOz + (0 + g)Ue(Um, 0+ g)'Um + ﬁ'U% + 9t — K9zz

zu Anfangsdaten

ug € H3(Q) fiir v > 0, bzw. ug € Hy(Q) fiir y =0
vy € LQ(Q), Oy € LQ(Q)

3Typischerweise erfordert die rechte Seite der Bewegungsgleichung das Stellen von weiteren Randbedingungen.
Dies ist allerdings in Verbindung mit dem gewéhlten Losungsbegriff nicht moglich, da zuwenig Regularitét vorliegt.
Auf diese Problematik wird noch genauer eingegangen werden.
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und den Randbedingungen®
u(0,t) =u(l,t) =0

wie auch einer ,, Temperatur-Randdatenfunktion“® g mit den Eigenschaften (1.5) betrachtet.

Wie auch schon bei der Bewegungsgleichung wird ihm ein System gewohnlicher Differentialglei-

chungen zugeordnet, fiir welches Existenz von Losungen, Eindeutigkeit und stetige Abhéngigkeit

von den Anfangsdaten gezeigt wird. Der Existenzbeweis beruht auf der Verwendung des Schau-
derschen Fixpunktsatzes.

Es wird fiir tg < t; auBerdem eine zweiparametrige Evolutionsabbildung Y!f von Y :=
H2(Q) x H2( ) X H2_3/4(Q) nach Y bzw. fiir v = 0 entsprechend ¥ von Y := HZ(Q) x
HI(Q) x -3/4 (Q) nach Z eingefiihrt. Diese Abbildung ordnet einem , Anfangswert“ y(ty) =

Yo = (uo,vo, 6p) zum Startzeitpunkt ¢¢ die zugehorige Losung z(t1) = (u(t1),v(t1),0(t1)) zu

In Kapitel 4 werden die linearisierten Gleichungen der Bewegungsgleichung
§1et = (re(uma 9)§1m)m + C1é1zz — YE1zzaz + B2ux

zu Randbedingungen &;(0,t) = &;(1,t) = 0 und Anfangswerten aus Z bzw. Z entlang einer
vorgegebenen Losung (u(t),v(t)) betrachtet. Diesem Problem wird ein System gewdhnlicher
Differentialgleichungen zugeordnet, von welchem Existenz von Lésungen, deren Eindeutigkeit
und stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten gezeigt wird. Die Losungen liegen in einem
Raum von hoéchstens exponentiell in der Zeit wachsenden Funktionen.

Damit kann fiir #p < #1 eine Evolutionsabbildung DU von Z := H}(Q) x Hy'(Q) nach Z
bzw. fiir v = 0 entsprechend DV von Z := H(Q) x Ly(2) nach Z eingefiihrt werden, die von
zwei Parametern der Zeit und von der Losung (u(t),v(t)) bzw. deren Anfangswert zy abhéngt.
Weiter wird gezeigt, daf fiir diese (lineare) Abbildung gilt

DU & =Dy (U"702) & ¥ &GEY

Damit ist Evolutionsabbildung W% z; nach den Anfangswerten zy in diesem Sinne differenzier-
bar mit Differential D\I/tl’to.

AuBerdem wird in diesem Kapitel fiir den Parameterfall 32 — 4y > 0,7 > 0 gezeigt, daf8 fiir
jedes zp € Z und ty € R zwei Untervektorraume E(zo,ty) und v}, von Z existieren, die linear
unabhéngig sind und in direkter Summe ganz Z aufspannen. Anfangswerte & = (£1,0,2,0) €
E(z0,to) fithren zu Losungen der linearisierten Gleichungen £(t) = DU &, welche in der Zeit
exponentiell schnell gegen Null gehen. Die Dimension von v}, ist endlich und von zp und tg un-
abhéngig.

In Kapitel 5 werden die Erkenntnisse des vorangegangenen Kapitels fiir den Fall 5% — 4y >
0,v > 0 dazu genutzt, den Raum Z in gewisse Mengen, sogenannte Schichten, zu zerlegen.
Anfangswerte zg des reduzierten Falksystems auf der gleichen Schicht haben Losungen, die sich
in der Zeit exponentiell schnell anndhern. Es wird auflerdem in Kapitel 5 gezeigt, daf sich die
Menge der Schichten endlichdimensional parametrisieren 14t, und dafl iiberhalb einer Schranke

4Auch hier erfordert die rechte Seite der Bewegungsgleichung das Stellen von weiteren Randbedingungen, zum
Beispiel auch fiir die Temperaturgleichung. Dies ist allerdings in Verbindung mit dem gew#hlten Losungsbegriff
nicht moglich, da zuwenig Regularitét vorliegt. Auf diese Problematik wird an passender Stelle noch genauer
eingegangen werden.

SDiese Bezeichnung wird verwendet, weil g durch Homogenisierung von vorgegebenen Temperaturranddaten
entsteht.
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M € N alle m-dimensionalen Volumenelemente mit m > M unter der Dynamik des Systems
gegen Null gehen.
Auflerdem wird eine Menge von Losungen zum reduzierten Falk-System konstruiert, welche fiir
alle Zeiten t € R existiert und sémtliche andere Losungen des Systems exponentiell schnell an-
zieht. Diese Menge, in gewissem Sinne eine ,,inertiale Mannigfaltigkeit“, ist endlichdimensional
parametrisierbar.

In Kapitel 6 wird auf die Dynamik der Bewegungsgleichungen zu einer gewissen Klasse von zeit-
periodischen Temperaturfunktionen eingegangen. Zunichst wird die Existenz eines Attraktors
fiir in der Zeit konstante Temperaturfunktionen gezeigt. Insbesondere folgt damit die Existenz
eines Attraktors Ag in der sog. Hochtemperaturphase — also fiir eine Temperaturfunktion, die
in Ort und Zeit immer tiber der kritischen Temperatur 6,4 liegt — als auch die Existenz eines
Attraktors Ay fiir den sog. Niedertemperaturfall, also fiir Temperaturfunktionen, die in Ort und
Zeit immer unter der kritischen Temperatur 64+ liegen.

Dann wird ausgefiihrt, daB fiir eine gewisse Klasse von Temperaturfunktionen, welche periodisch
mit Periode T zwischen den beiden Temperaturphasen wechselt, die Periodenabbildung ¥
einen Attraktor A besitzt. Fiir den Fall 3% — 4+ > 0 lassen sich nach den Resultaten aus Kapitel
5 auflerdem exponentiell gute Approximationen dieses Attraktors als Bilder von beschrinkten
Teilmengen eines endlichdimensionalen Untervektorraums von Z angeben. Desweiteren ergibt
sich mit den Resultaten iiber das Verhalten der Volumenelemente unter der Evolution, dafl der
Attraktor endliche Hausdorff- bzw. fraktale Dimension besitzt.

In Kapitel 7 werden numerische Losungen zum vollen eindimensionalen Falk-Modell berechnet.
Grundlage des verwendeten Algorithmus ist eine Diskretisierung des Ortsgebietes (2 {iber einem
dquidistanten Gitter und die Verwendung von Finite-Differenzen-Approximationen der Diffe-
rentialausdriicke beziiglich der Ortsvariable in den Gleichungen. Das entstehende System von
gewohnlichen Differentialgleichungen wird dann mit einem Integrator aus dem MATLAB-Paket
numerisch gelost. Das Ergebnis eines Simulationslaufs zu periodischen Temperaturranddaten ist
angegeben. Eine Konvergenzanalyse fiir die numerisch erzeugten Losungen fiir das volle Sys-
tem hat sich wegen der stark ausgepréigten Nichtlinearitéit als sehr schwierig herausgestellt.
Allerdings wird fiir das auf die Bewegungsgleichungen reduzierte System eine solche Analyse
durchgefiihrt. Es wird gezeigt, daf} fiir eine hinreichend regulire Losung des reduzierten Falk-
Systems die numerisch erzeugten Losungen bei Verfeinerung des Gitters und passend gewahlten
finiten Differenzen auf dem Gitter gegen die exakte Losung konvergiert.

Weiterhin werden in diesem Kapitel fiir gewisse freie Energien auch numerische Resultate zu
den materialtypischen Effekten der Pseudoelastizitdt und der Quasiplastizitit prasentiert. Stellt
man die Last-Dehnungs-Versuche durch passende Randbedingungen numerisch nach, so sind in
der Simulation die typischen Hysteresiskurven, die man im realen Experiment bekommt, gut zu
beobachten.

Das Kapitel 8 schlieflich préisentiert numerische Resultate fiir das Falk-System in zwei Ortsdi-
mensionen. Der Algorithmus beruht auf einer Ortsdiskretisierung des Gebietes © = [0; 1] x [0; 1]
auf einem Schachbrettgitter und auf der Verwendung von passenden finiten Differenzen. Die ver-
wendete freie Energie wurde nach Mafigaben der Orbitraumtheorie (vgl. [RS01, Zim04, DZ04])
so konstruiert, dafl sie den physikalischen Eigenschaften auf Kristallebene Rechnung tragt. Als
Temperaturranddaten wurde eine zeitperiodische Funktion gewé&hlt, die um die kritische Um-
schlagtemperatur oszilliert.
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Kapitel 2

Wohlgestelltheit der
Bewegungsgleichung

In diesem Kapitel wird die Wohlgestelltheit der Bewegungsgleichung des Falk-Systems
V¢ = Clu:c:c — YUzzzx + 5'09096 + Tx(u:ca 9)

gezeigt, das heifit: die Existenz von Losungen sowie deren Eindeutigkeit und stetige Abhéingigkeit
von den Anfangsdaten.
Dabei wird die Temperaturfunktion 4, die in r, eingeht, als Parameter aus dem Raum?®

Yy = C° (R, Ly()) (2.1)
mit der iiblichen Norm

10]ly, = sup [[0(®)]lo
teR

vorgegeben.
Die Anfangswerte zp = (ug,vg) werden im Fall v > 0 als Elemente des Raumes

Z = HH(Q) x Hy'(Q)
und im Fall v = 0 als Elemente des Raumes
Z = H,(Q) x H3 ()
vorgeschrieben. Dabei sind die jeweiligen Normen gegeben durch
1)l 2= Ty + Iy 10l = oy + ol
Als Randdaten werden zunéchst ,nur“ die Forderungen

u(0,t) =u(1,t) =0

gestellt, obwohl man aus der Form der rechten Seite der Gleichung erwarten wiirde, fiir die
Eindeutigkeit weitere Bedingungen an u oder seine Ableitungen und auch an v stellen zu

1Zunschst mag die Wahl des Parameterraumes befremdlich wirken, weil der Raum nicht nur fiir positive Zeiten
definiert ist, sondern fiir ganz R. Allerdings wird die Wahl von Yp spéter zur Definition einer zweiparametrige
Evolutionsabbildung wichtig werden.

15
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miissen. Bei der geringen Regulartiit des — unten beschriebenen — gewéhlten Lisungsbegriffs
macht dies aber a-priori keinen Sinn. Diese Problematik wird noch eingehender diskutiert.

Die Untersuchung dieses Teilproblems des Falk-Systems liefert Ergebnisse, welche im néchsten
Kapitel dazu verwendet werden, Existenzaussagen fiir das volle System zu zeigen.
Dariiberhinaus kann man fiir das reduzierte System der Bewegungsgleichungen weitergehende
Aussagen iiber die Dynamik machen: Durch die Vorgabe gewisser Klassen von Tempera-
turfunktionen als Parameter kann die Existenz von Attraktoren der Bewegungsgleichungen
gezeigt werden. Auflerdem kann fiir bestimmte Parameterwerte eine , inertiale Mannigfaltigkeit*
konstruiert werden.

In der Literatur finden sich fiir den Fall u(0) € H) Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
bei konstanter Temperaturfunktion fiir den Fall ¥ = 0 in [And80, ABS82]; unsere Aussage
vo € Hy '(Q) fiir v > 0 scheint neu zu sein.

2.1 Der Losungsbegriff zur Bewegungsgleichung
Im Fall v > 0 heiit eine Funktion u(z,t) mit z € Q und ¢ € [0, 00) mit
Julgay < o0 ¥ tE[0,00)

und Hy 3(9)—wertigen Zeitableitungen v := u; und ug im Distributionssinn nach Lemma A.1
mit

”ut(t)”H2*1(9) < oo vV te0,00)
|’utt(t)|’H;1(Q) < o0 fiir fast alle t € [0, 00)
eine Losung der Bewegungsgleichung
vy = Clugey — Yzgzr + BUzz + 72 (Ug, 0) (2.2)

wenn die Differentialgleichung im Falle v > 0 im skalaren Distributionssinne in H, 3(9) erfiillt
ist, wenn also fiir fast alle ¢ € (0, 00) gilt:

[(t) = (Crtaalt) = Ytz (®) + Braa () + ra(uz, 0)1))| .

Im Falle v = 0 heifit entsprechend eine Funktion u(x,t) mit z € Q und ¢t € [0, 00) mit
@y <00V teloo)  fu@luge <o ¥ tel0,0)
und

Hutt(t)HH;l(Q) < 00 fiir fast alle ¢ € [0,00)
eine Losung der Bewegungsgleichung, wenn fast iiberall in der Zeit sogar in Hy 1(9) gilt

=0

[o6) = (Cutaet®) + Ba®) - ratie, @)
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Es ist sicherzustellen, daf§ der Term 7, () fiir fast alle ¢ unter den Voraussetzungen ||u(t)]] Hi@) <
oo und ||6(¢)]| HY(q) < 0© in geeignetem formalem Sinne als Linearkombination aus den Sinus-

funktionen e; dargestellt werden kann und in Hy 3(Q) liegt. Dazu betrachtet man auf Q die
Funktion r(u.(t),0(t)). Diese liegt in L2(Q2) — es gilt ja aufgrund der Annahmen iiber r sogar
r(ug(t),0(t)) € Loo(2). Damit kann sie achsensymmetrisch zu = = 0 auf das Intervall [—1, 1]
fortgesetzt werden. Fiir die Fortsetzung 7(t) gilt entsprechend 7 € Lo([—1,1]), und damit kann
7 als Linearkombination von Cosinus-Funktionen dargestellt werden:

Fue(t),0(8) =D hap(t)cos(krz)  mit Y (hyr(t)? < 0o
k=0 k=0

Die Koeffizienten ergeben sich aus

1
has(t) = % / Fug (1), (1)) - cos(kma)da = / (g (1), (1)) - cos(kma)da
-1 Q

Damit kann natiirlich auch r(¢) selbst als Reihe von Cosinus-Funktionen geschrieben werden.
Somit kann die Ableitung im Distributionssinn 7, (t) ~ —> 27 (km)hy x(t)ex als Element im
Distributionen-Raum H, ' (Q) aufgefaBt werden — also als formale Sinus-Reihe. Insbesondere ist
r2(t) auch Element im Raum H,3(Q), da Hy*(Q) C H,3(Q). Die Nichtlinearitit r, ,fiihrt*
also nicht aus H, *(Q) ,heraus“, der Losungsbegriff ist sinnvoll gewshlt.

Problematik der Randbedingungen

Nach der Definition des Losungsbegriffes erfiillt eine Losung in obigem Sinne die Randbedin-
gungen

u(0,t) = u(1,t) =0

Dies reicht im Allgemeinen nicht aus, um auch die Eindeutigkeit der Losung zu vorgegebenen
Anfangsbedingungen zu garantieren. Im Falle von v > 0 steht auf der rechten Seite der Gleichun-
gen der Term vierter Ordnung ;..., der das Stellen weiterer Randbedingungen an u bzw.
erforderlich macht, sowie der Term zweiter Ordnung v,.,., der seinerseits ebenso das Vorschreiben
einer Randbedingung an v erfordert. Typischerweise kénnte man weitere Randbedingungen der
Art

Upg (0,1) = Ugr(1,8) = v(0,t) = v(1,£) =0 (2.3)

vorschreiben, um das Problem zu beheben.

Allerdings ist dies nur dann moglich, wenn die Losung iiber geniigend Regularitdt verfiigt, dafl
man von Randdaten fiir ug, bzw. v sprechen kann — beide miifiten stetige Funktionen auf 2
sein. Der von uns oben eingefiihrte Losungsbegriff 148t diesen Schlufl jedoch nicht zu; g, () ist
wie auch v(t) im Allgemeinen keine stetige Funktion® auf €.

Nichtsdestotrotz kann man einer Losung in unserem Lésungssinn ein System von gewdhnlichen
Differentialgleichungen zuordnen, dessen Losungen in passend gewéihlten Riéumen eindeutig be-
stimmt sind.

2Falls jedoch fiir die Losung gilt
||“(t)||Hg(Q) <o vV te[0,00), ||v(t)||H;(Q) <o vV te[0,00)

werden die zusétzlichen Randbedingungen (2.3) erfiillt.
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2.1.1 Zugeordnetes System gewsOhnlicher Differentialgleichungen

Die Losungseigenschaft

[e6®) = (Crttea®) = Vi t) + Braw () + 720, 0)1)) |

Hy*(Q)

fast iiberall in der Zeit ist nach Einsetzen von u = 7 agey, gleichbedeutend mit

> dk ak(lm)z ak(/mr)4 dk(kﬂ)2 kﬂ'hl k
> +C1 +7 +8 + ) e =0
3 3 3 3 3
= (e + Ot " e+ T o
fast iiberall in der Zeit. Dies ist im Ly(€2) aber dquivalent zu
ag ay(km)? ap(km)* ag(km)®  kmhig
N (s B (7 (R (5

fiir alle k& und fast iiberall in der Zeit. Multiplikation mit (k7)® und partielle Integration ergibt
fiir fast alle ¢

iy, + Crag(km)? + yag,(km)* + Bag(km)? + krhy g, = 0 (2.4)
Analoges Vorgehen im Falle v = 0 fithrt von
01(t) = (Chttas (t) + Bora () + 74 (112, 0)(D) | 11y = O
auf die Gleichungen
ir, + Crag(km)? + Bag(km)* + krhy g = 0 (2.5)

fast iiberall in der Zeit.

Jede Losung in unserem Losungssinne erfiillt also in ihren Koeffizientenfunktionen ay, fast iiber-
all in der Zeit das Differentialgleichungssystem 2.4 bzw. 2.5. Dieses System von gewohnlichen
Differentialgleichungen kann jedoch in einem passenden Raum Z, eindeutig geldst werden.
Dies wird dadurch gezeigt, indem ein Operator S : Z, — Z, konstruiert wird, welcher in Z,
kontrahiert und demnach einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Dabei ist S so beschaffen, dafl ein
Fixpunkt automatisch fast iiberall in der Zeit das unendlichdimensionale System gewd6hnlicher
Differentialgleichungen 16st.

2.2 Der Existenzsatz

Ausgehend von den Ridumen

Z:=Hy(Q) x H;'(Q);  Z:= Hy(Q) x HY(Q)

bezeichnet im Falle v > 0 der Raum Z, den Raum der Funktionenpaare z = (u(z, t), v(z, )T
je auf dem Gebiet (z,t) € © x [0,00) mit

sup e P|z(t)]z < o0
te(0,00)
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normiert durch

Izllz, = sup e|z(t)|z
te[0,00)

Im Falle v = 0 bezeichnet Z,, entsprechend den Raum der Funktionenpaare mit

sup e M=) < oo
te[0,00)

normiert durch

I2llz, == sup e P|z(t)];
te[0,00)

Nun kann der Existenzsatz formuliert werden:

Satz 2.1 FExistenz von Ldsungen des zugeordneten Systems gewdhnlicher Differentialgleichun-
gen.
Das Problem (2.4) hat fiir hinreichend grofies p > 0 im Falle v > 0 zu den Anfangsdaten

U € H%(Q), Vo € H;l(Q)

fiir beliebiges B > 0 und 6 gemdfy (2.1) unter den Energie-Voraussetzungen 1.1 eine eindeutige
Lisung (u,v)T € Zy. Desweiteren hingt die Lésung stetig von den Anfangswerten ab.
Im Falle v = 0 mit den Anfangsdaten

ug € H%(Q), Vo € HS(Q)

hat das Problem unter sonst gleichen Voraussetzungen fiir hinreichend grofies p eine eindeutige
Lésung in Z,, die ebenfalls stetig von den Anfangsdaten abhingt.

2.3 Beweis des Existenzsatzes

Umgeschrieben in ein System erster Ordnung ergibt sich aus den einzelnen gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen Vk € N kurz:

% < Zi > B < —v(knr)”‘o—Cl(fm)2 —ﬁ(lknr)2 > ( Z: > * < —k‘7(r)h17k > (*) (2.6)

Die Anfangswerte ug, vy iibertragen sich zu den Anfangsvorgaben
ar(0) = / uperde, ar(0) = / voerdx (2.7)
Q Q
Bezeichnet man die Koeffizientenmatrix mit

0 1
A = < (k) — Cy(km)? (k)2 > (2:8)

so schreibt sich die Losung des zugehorigen homogenen Systems als

(i) 0-o (1)

und mit Variation der Konstanten ergibt sich als formaler Losungausdruck des inhomogenen
Problems entsprechend

( Z: ) (t) = eArt < Z: ) (0) + /0 t GAR(t=T) ( _M}?Lk ) )dT (2.10)

Dieser Losungsausdruck wird dazu verwendet, einen passenden Operator zu konstruieren.
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Der Operator S
Der Operator S wird definiert durch
S Z,— Z,
(u,v) — S(u,v)
mit
o0 t
S(u,v) = ;::leA’“t < ?L: ) (0) +/0 k(=) < —kﬂi?1,k(7) >d7"€k
Mit anderen Worten liefert mit den Projektionen

Pl . R?Z SR, <x>l—>x
Yy

piT . R2—>R, <z>|—>y

die erste Komponente U := P!S(u) zusammen mit der zweiten Komponente V := P!/ S(u) die
Losung (U, V') des linearen Problems

U, =V
U(ﬂj‘, 0) = Ug
V(z,0) = v

in dem schwachen Sinn, wie er auch fiir den Losungsbegriff zu den Bewegungsgleichungen ver-
wendet wird.

2.3.1 Wohldefiniertheit von S

Zunichst sollen Abschéitzungen zu Losungen (U, V) des inhomogenen linearen Problems (2.11)
erbracht werden, mit denen gezeigt wird, daf§ der Operator S tatséchlich nach Z,, abbildet.

Der Fall v >0

Multiplikation der Differentialgleichung

i, = —(y(km)* + Ci(km)?)ay, — Bag(kn)? — kb,
mit ( )2 und Summation iiber alle k ergibt
1d i aj, + i(kﬂr 2+ C Za —|—ﬁza - _ ih ak
2d \ e i E=R A=~

Mit der Youngschen Ungleichung folgt
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Dies ergibt

1d > 1 &
m(? Z““) 5= g3

Damit steht auf der rechten Seite aber gerade die Lo-Norm von 7, fiir die nach den Annahmen
zur Energie gilt

7]/, () < C3

Damit ergibt sich nach Integration in der Zeit iiber (0;¢) und Einsetzen der Definitionen der
Normen der Riaume Hj(Q), HY(Q), Hy '(©) die Abschitzung

1 2 v 2 Ch
LIV + 20O, + U@ g + TIVI, 0 )
%t+—NWMPA+—WN®W1+9WU®W% (2.12)
— 25 HQ 2 HQ 2 HQ :
Demnach gilt

¥ C 1 5 C
LI0NE < Sat-+ (31000 + SO gy + SOy
und somit
_ e 1202 1
emwwmwmgeM¢m$+<;w@ﬁymﬁwm>n o+ 2Oy )

Fiir positives p und ¢ > 0 existiert jedoch eine Konstante c,; mit

202 1
—pt 2 - 2
e \/ v t+ <’Y ”U(O)”Hgl(g) + Hu( )HHl(Q

Ebenso untersucht man die Geschwindigkeit; fiir sie folgt

C
SOy ) < o

- _. 1202
PNV ()| 10y < € pt\/th + (HU(O)H@;I@ +fyHu(O)HiI%(Q)Cl|!u(0>|!§121(9))

Auch hier findet man fiir positives p und ¢ > 0 eine Konstante c,> mit

2C3
—pt 2 2 2 2
ep¢?4+0meJ@+ﬂwmmwgwmw%mQém
Summiert man die beiden Abschéitzungen auf, erhélt man

e PNUD Ny + eIV Ol 1) = 15w, v)ll 2, < 1+ aep

Daraus folgt fiir positive p die Wohldefiniertheit des Operators S.

Fiir spéitere Verwendung seien noch folgende Resultate bereitgestellt, die durch Integration von
(2.12) iiber das Zeitintervall (0, ¢) entstehen:

1 C3 1 vy
3101, (o) < 1227+ € (5 IV Ol + JIVOI, + FI0OI,) @13

C 1 2 Y 2 1 2
S 0 mpcen) < 75C3 +—e<§wnfannHﬂl+-§nUnnnHé%—7;nvannﬂg
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Der Fall v =0

Zum Vorgehen fiir v > 0 &ndert sich nicht viel; anstelle die Gleichungen fiir die Koeffizienten a,
mit G ’“)2 zu multiplizieren, werden sie ,nur“ mit a; multipliziert und dann aufaddiert:

2dt <Zak+012 kﬂ' ak> +BZ kﬂ' ak = Zhlkak(kﬂ')
k=1

Mit der Youngschen Ungleichung folgt

2.2 ~ L2 2o 2
2dt (Zak—i-(;’lz k)2 ) +5;(m) a3 < ; 25 +k§::1 5 (ax(km))
Dies ergibt
1d (¢ 2 - 2 2 < 2.9 - 2
5& Zak + Ol Z(k’ﬂ') A + 5 Z(k’ﬂ') ag < Zﬁ Zhlk
= k=1 k=1 k=1

Damit steht auf der rechten Seite wieder gerade die Lo-Norm von r, fiir die nach den Annahmen
zur Energie gilt

7170y < C3

und es folgt daraus nach Integration iiber (0,¢) in der Zeit

5 IV Olg@ + SN0y + uvuwt ) HA@)
022 2 Cl 2
<55tts ||v<o>||Hg + 5 U, (214)
Damit gilt
C, C? 1 C,
Oy < 526+ (5 Oy + SOy
und

1 G (1 C
5 IV ®)llzge) < 2;t+ <§ 10(0) 7190y + fllu(o)llé,;(m)

und somit gibt es Konstanten cp1, ¢y mit

3 _ Cs 2
e pt”U(t)”Hzl(Q) <e pt\/c ﬁt‘F =N ”’U( )”Hg(ﬂ) + [Ju(0 )”Hl(Q < Cp1
wie auch

PNV Ol g < 2

Die Wohldefiniertheit des Operators S fiir p > 0 ist damit gezeigt.
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2.3.2 Kontraktivitit

Um zu untersuchen, ob S kontraktiv ist, wird die Differenz S(u)— S(@) fiir zwei unterschiedliche
Argumente @ und @ zu gleichen Anfangswerten untersucht. Einsetzen der Definition von S ergibt

daraus
-0 = £ (50) L (ol )#)
= <A ( a0 > ' /0 o < e ) dT) o

Wird abgekiirzt

hy g == hi g (e (7),0)
th = th(ﬂx(T), 9)

und die Differenz U := S(a) — S(a) mit U = 3,2, axex, so gilt fast iiberall in der Zeit

dk = —(’y(kﬂ')4 + Cl(knr)Q)ak — 56%(]@1’)2 — (kﬂ') (ill,k — El,k) (2.15)
Mit anderen Worten 16st U mit V := U; = ZZOZI arey das Problem

‘/t - ClUxx + ’YU:c:c:c:c - Bvxx = (T(ﬁxa 9) - T(axy 9))x
zu den Anfangswerten
U(x,0) =0, V(z,0)=0

im Sinne des Losungsbegriffes, der fiir die Losungen der Bewegungsgleichungen eingefiihrt wor-
den ist: Fast {iberall in der Zeit im jeweiligen Distributionenraum Hs(€2).
Der Fall v >0

Multiplikation der fast {iberall in der Zeit giiltigen Differentialgleichung 2.15 fiir die Koeffizien-
tenfunktionen aj mit G ’“)2 und anschlielende Addition ergibt

1d > ai e 9 ©© - 00 y R . i
2 dt (Z (k)2 +C1 Zak + ’YZ(’W) ay | + BZ% = <h1,k - hl,k) Tr
k=1 k=1 k=1 k=1
Mit der Youngschen Ungleichung folgt
Ld (§~ 4} S - a2 1/ - N2 =B
5 dt <; +Clzak+’YZ (k) ak> kzl k<;%<h1,k—h17k) —1—;_15%

Dies ergibt




24 2. Wohlgestelltheit der Bewegungsgleichung

Damit steht auf der rechten Seite gerade die Lo-Norm von r (i, 6) — (i, #), und es folgt daraus

nach Integration iiber (0,¢) in der Zeit

VO + DIV gy + MOV gi0y + SIVIZ 0y s
< 55 72 0) = (s Ol 0y,
Mit der Annahme zur Form der Energie
re(us, ) < Cs Y (ug,0) € R?
folgt:
7 (@, 0) = 7 (i1, )17, (00) < I Clitle: — | 17,0y = CElltlar — l|7 0
Fiir (@ — 4,9 — 9)T € Z, gilt jedoch
([t — ﬂm||2L2(Qt) < flu—d,0-12z e

wie man durch Integration der Ungleichung der Norm

einsieht.
Insgesamt ergibt sich dadurch

. - 1 2
7 (i, 0) = (2, 0)1 7,00 < 06];62pt\\u—uav—v|!zp

Somit folgt

VO 0y + HIVO ) + FIVO gy + FIVIE, < 55 Cone =51
und weiter
Ty e < =5Cs = .5 = 0l
wie auch
IV e < +Co 11— .5 — 8%
> 3 % b

Diesen Abschéitzungen entnimmt man, dafl fiir hinreichend grofles p gilt

sup ¢ ([Ullgien + IV lly@) = sup e 18(0:0) = S(@,9)ll
te[0,00) te[0,00)

und in diesem Fall Kontraktion vorliegt.

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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Der Fall v =0

Multiplikation der fast iiberall in der Zeit giiltigen Differentialgleichung 2.15 fiir die Koeffizien-
tenfunktionen ay je mit a; und anschliefende Addition iiber alle k ergibt

3 dt <Z ar + C1 Z k‘7r)2a2) + ﬁz a2 (km)? = km (illk — ﬁlk) ag

k=1 k=1

Mit der Youngschen Ungleichung folgt

th <Zak+Clz (k) ak>+52ak (k) SZ
Dies ergibt

S it + 63 et )+ 5 3 it < 553 ek (=)

2dt kG (k) 2 T =95 2 (omyz THE T L

Damit steht auf der rechten Seite gerade die Lo-Norm von r (i, 6) — (i, #), und es folgt daraus
nach Integration iiber (0,¢) in der Zeit

Q|’“

2 1 2
3 VO + 5 10Oy ) + || ||L2((0t | HH®)
1 N
<25 17 (ti, 0) = 7 (i, Ol 1y (0,012 (2-19)
Mit 2.17 folgt
1 9 Ci 2 1 Looptyj~ oo a2
§||V(7f)||Hg(Q) + 7\|U(t)||H21 ||V\|L2((0t L) S % 0656 Pla— 1,0 — oy,
und weiter
WU 2 e < ——Co 17— a5 — 0]
H3 () =18 %p ’ Zp
wie auch
IV g e < =Com i — a5 — 2
HO(Q — 5 6p ’ Zp

Diesen Abschétzungen entnimmt man, daf fiir hinreichend grofles p gilt

sup e ([[Ullmyen + IV gy ) = sup e[| (a,0) — S(@.9),
t€[0,00) t€[0,00)

und in diesem Fall Kontraktion vorliegt.
Damit ist Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des zugehorigen Systems gewohnlicher Diffe-

rentialgleichungen gezeigt, denn nach dem Kontraktionsprinzip hat S einen eindeutigen Fixpunkt
in Z,, welcher dieses System nach Konstruktion von S 1ést. Der Satz ist bewiesen.
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Vorbereitungen fiir das volle System

Im Hinblick auf die Existenztheorie zum vollen Falk-System mit Temperaturgleichung ist es
erforderlich, eine andere Klasse von Temperaturparametern 6 zuzulassen, ndmlich § € W mit

W = Ly ((0,7); H3())

In diesem Sinne wird der Operator M, eingefiihrt, der einer Temperaturfunktion 6 € W die
Losung der Bewegungsgleichungen z = (u,v) zum Anfangswert zg zuordnet:

M, : 00— M., (0) = ( “ > (2.21)

v

Dieser Operator wird dazu verwendet, um in einem spéteren Kapitel einen Operator zu kon-
struieren, mit welchem schliellich die Existenz von Losungen des vollen Falk-Systems gezeigt
wird.

2.4 Die Abhéangigkeit der Losung von den Anfangswerten

Nachdem Existenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir das zu den Bewegungsgleichungen
gehorige System gewohnlicher Differentialgleichungen gezeigt worden ist, soll nun noch auf die
Abhéngigkeit von den Anfangswerten eingegangen werden. Als Riume fiir die Anfangswerte
werden die folgenden, bereits eingefiithrten Rdume verwendet:

Z:=H}(Q) x H;'(Q);  Z:= H}(Q) x HY(Q)
Die Normen der Raume ist die Summe der beiden Teilraumnormen:

1ol = ey + Iolys 1)z = el + 10

Der erste der beiden Rdume wird fiir den Fall v > 0 verwendet, der zweite entsprechend fiir
v =0.

Die Anfangswerte zg = (ug,vo) gehen in den kontrahierenden Operator S als Parameter ein
— somit liegt nahe, den Zusatz zum Kontraktionsprinzip A.2 beiiglich der Abhéngigkeit des
Fixpunktes von Parametern zu gebrauchen.

2.4.1 Operatoren bei verschiedenen Anfangswerten

Man untersucht die Differenz S(u)— S (u), wobei die Superskripte zwei Operatoren S bezeichnen,
die sich nur in den Anfangswerten unterscheiden:

s = 3 (M (5 )ore [ (0 )ir)

k=1
S = ;<6Akt<§’;><o>+ [ (00 )ar)

Die Differenz schreibt sich demnach als

oS- 5 (480 ) )£ (28 )
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Schreibt man abkiirzend U := S(u) — S(u) als Reihe U = > pe agey, dann erfiillen die Koeffi-
zientenfunktionen aj, fast iiberall in der Zeit die gewdhnlichen linearen homogenen Differential-

gleichungen
ar = —(y(lm) + C1(km)*)ay, — Bag(kr)?

Dies bedeutet nichts anderes, dafl mit V' := C‘li (S(u) — S(u)) = %U das homogene Anfangsrand-
wertproblem

- ClUxx + ’YUxxxx - ﬂvxx =0
zu den Anfangswerten
U(a:,O) :ﬂo—ﬂo, V(LE,O) :@0 —?NJ()

im Sinne des Losungsbegriffs von Losungen der Bewegungsgleichungen erfiillt ist.
Nun wird je nach v > 0 bzw. v = 0 weiterverfahren.

Der Fall v >0

Wieder einmal werden die zugeordneten Gleichungen je mit ( )2 multipliziert und iiber k£ sum-
miert. Dies liefert die Beziehung

d (1 v C
4 (3IV O 0+ JWORy 0 + SN0y ) + 81V Fy <0
Integration in der Zeit iiber (0,t) ergibt

S

<

1 Y
5 ”V(t)Hf'{gl(Q) + §”U( )”Hl(Q )”HO(Q

~y C
VO @)+ 2T By + SO Brgge

m|>~/—\

Daraus folgt aber, dafl
sup e U250y < = VOt 0y + ITON 50y + U020
t€[0,7] 2 0% 2 2 0% 2
und weiter

_ 1 Ch
pt e U U
tes[lé%]e U 20 < 5 VOl 510y + 1UO) |13 0) + 5 1T O0) | 9 (02

<(Z+1+2) 10w,
7 7

Demnach ist S von den Anfangswerten aus dem Raum Z lipschitz-stetig abhéngig mit Lipschitz-
Konstante (% +1+ %) Nach einem Zusatz zum Kontraktionsprinzip ist somit auch der ein-
deutige Fixpunkt von S lipschitz-stetig beziiglich dieser Anfangswerte:

Satz 2.2 Stetige Abhdngigkeit von den Anfangsdaten.
Die Lisung des Anfangsrandwertproblems (2.4) hingt fiir v > 0 stetig von den Anfangswerten

Z():(Z(()))EZ

ab, und damit hdngt auch der Operator M, stetig vom Parameter zy ab.
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Eine andere Abschitzung iiber die Differenz zweier Losungen zu unterschiedlichen Anfangswer-
ten, die in einem spéteren Kapitel Anwendung finden wird, liefert zum Beispiel auch das Lemma
von Gronwall Ausgehend von Gleichung 2.15 erhélt man durch Multiplikation der zweiten Zeile
mit Y oo, Im)2’ Integration iiber 2 und einfachen Abschétzungen

d (1 v C
@ (5 ||V(t>\|?q;<a>+§”U(t)”§@m>+71”U(t)”§13<9>>
2 /1 2 2 2 G 2
= Coy (5 VO + 50Oy + 5 U0

und daraus mit dem Lemma von Gronwall

1 v ¢
5 VO 0 T 51U @ + 5 1UOgq <

1 C 2
(5 1V O30 + IOy + IOl ) -exp (ot) 222

Der Fall v =0

Auch hier betrachtet man die Differenz S(u) — S(u) mit den oben eingefiihrten Abkiirzungen.
Allerdings wird hier nicht mit (kaTk)Z multipliziert, sondern ,nur® mit Y-, arey. Nach analoger
Argumetation wie oben ergibt sich der Satz

Satz 2.3 Stetige Abhdngigkeit von den Anfangsdaten fiir v = 0.
Die Liosungen des Anfangsrandwertproblems (2.5) hingen fiir v = 0 stetig von den Anfangswer-

ten
ZOZ<UO>EZ
Vo

ab, und damit hdngt auch der Operator M, stetig vom Parameter zy ab.

2.5 Die Abhingigkeit der Losung von 6

Auch die Temperatur 6 € Yy geht als Parameter in S ein — somit liegt es nahe, den Zusatz zum
Kontraktionsprinzip betiglich der Abhéngigkeit des Fixpunktes von Parametern zu gebrauchen,
um die Abhéngigkeit der Losung von 6 zu untersuchen.

2.5.1 Operatoren zu verschiedenen Temperaturen

Man untersucht die Differenz S(u)— S (u), wobei die Superskripte zwei Operatoren S bezeichnen,
die sich nur in der jeweiligen Temperaturfunktion unterscheiden, welche in die Terme A4 ;, eingeht.
Mit den Abkiirzungen

=
“)—‘
S
—~
~
=
|
:o\
<
—~
S
8
—
~
S—
™

(t)) - cos(kmx)dz

>
-
ol
—~
~
S~—

Il
:o\
<
—~
<

8

—
o~

N—
s

(t)) - cos(kmx)dx
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ergibt sich

= S (1) 0 [ (L))

k=1
00

o = S (@) [ (1))

k=1

Die Differenz schreibt sich demnach als

,:1 </ot M ( ha s (7) E hi e (7) > dT)

Schreibt man abkiirzend U := S(u) — S(u) als Reihe U = > re agey, dann erfiillen die Koeffi-
zientenfunktionen aj fast iiberall in der Zeit die gewohnlichen Differentialgleichungen

N

S(u) = S(u)

dk = —(’y(/ﬁﬂ')4 + Cl(kﬂ')z)ak — Bdk(k}ﬂ')z + km <ill’k — }N‘LL]{)
Nun wird je nach v > 0 bzw. v = 0 weiterverfahren.

Der Fall v >0

Wieder einmal werden die gewdhnlichen Differentialgleichungen mit ( )2 multipliziert und iiber
k summiert. Dies liefert mit der Ungleichung von Young die Beziehung

d (1 ¥ C
5(5wwmg%m+§wuwmm '%M“me>+MWMMm

< SV Big oy + 55l 6) = vl ) g
Weiter ergibt sich

d (1 v ¢ b
i (IO + IOy + SO ) + 51V o

(C2Cy)? 2
<35 1= 0luye

Integration in der Zeit iiber (0,¢) fithrt zu

(C2Cy)?
23

1 v C PR,
S IVOR ) + 2T OIy ) + ST Ol g, < £ - 13,

Daraus folgt aber zum einen, daf}

(0204)

sup ¢ U )]y < 16— 83, - te~"

te€[0,00)
zum anderen, daf

CyCy)?
sup e_2pt|]V(t)\\§{;1 <7( 2ﬁ4)

< 16 — 613, - te=>"
te[0,00) ©) Ye
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Da es fiir positive p und ¢ bekanntlich eine obere Schranke C gibt mit te =2t < C, folgt daraus

CC5Cy)? CCC% Y .+ =~
sup e PU(E), V()7 < \/< 2Ca) +\/< 20" ) 15— dy,
t€[0,00) B B

Demnach ist S von der Temperatur aus dem Raum Yj lipschitz-stetig abhéngig mit Lipschitz-

2 2
Konstante \/ (002504) + \/ (Cc,fg 1 Nach einem Zusatz zum Kontraktionsprinzip ist somit auch
der eindeutige Fixpunkt von S lipschitz-stetig beziiglich 6:

Satz 2.4 Stetige Abhdngigkeit vom Temperaturparameter 0 fir v > 0.
Die Léosungen des Anfangsrandwertproblems (2.4) hingen fiir v > 0 lipschitzstetig von der Tem-
peratur

0ecYy

ab. Genauer gilt mit einem p, > 0 fir die Differenz U zweier Lésungen

CC5Cy)? CCON% Y\ .~ =~
(exca) +\/( 2 16— iy e

1V Ollye < \/ ; =

Also ist der Operator M., (0) lipschitz-stetig beziiglich seines Arguments 6.

Der Fall v =0
Auch hier betrachtet man die Differenz S(u) — S(u) mit den oben eingefiihrten Abkiirzungen.
Allerdings wird hier nicht mit (kaT’“)Q multipliziert, sondern ,nur“ mit az. Nach analoger Argu-

metation wie oben ergibt sich der Satz

Satz 2.5 Stetige Abhdngigkeit vom Temperaturparameter 0 fiir v = 0.
Die Lisungen des Anfangsrandwertproblems (2.5) hingen fiir v = 0 lipschitzstetig von der Tem-
peratur

0ecYy

ab. Genauer gilt mit einem p, > 0 fiir die Differenz U zweier Lésungen

(CCyCy)* (COC)*\ (2 =0 o
HU(t)HHzl(Q)S\/ 7" N 16 = Olly,e”

Also ist der Operator M., (0) lipschitz-stetig beziiglich seines Arguments 6.

2.6 Glattheit der Losung fiir v > 0

Nachdem die Existenzfrage gekldrt worden ist, soll nun die Glattheit der erhaltenen Ldsung
untersucht werden. Es ergibt sich, dafl diese von der Regularitdt der Anfangswerte, der Glattheit
der als Parameter vorgegebenen Temperaturfunktion # und der Glattheit der Funktion der freien
FEnergie abhéngt.
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In den folgenden Sédtzen bezeichne
Qt = O x [0, t]
Oy == Qxlet] mit 0<e<t

die entsprechenden Raum-Zeit-Zylinder.

Satz 2.6 Regularitit der Lisung der Bewegungsgleichung fiir v > 0 bei glatteren Daten
Es gelte fiir ein k € Ny:

dk
w€ Ly((0,1), iy (), -0 € La(Q), o € H3™(Q), v € H5(Q)

Desweiteren gelte mit einer Konstanten C (r,k) > 0

@
dxs dy?

r(x,y)' < C(rk) Y(z,y) € R und Vs+q=k mit  s,q € Ny

Dann gilt fiir beliebiges 0 < € < t:
u(e) € HY(Q),  wv(e) € HY(Q),  wve Lao((0,1), HYTH(Q)),  w e La((0,1), HYT*(Q))

Beweis:
Multiplikation der zugehorigen gewohnlichen Differentialgleichungen der Bewegungsgleichung

i+ Cra(Im)? + ya (Im)* + Béy(Im)? + Imhyy = 0

je mit (I)?*@; und anschlieBende Summation iiber alle [ fiihrt nach Integration iiber ¢ und der
Youngschen Ungleichung zu eine Reihe von Abschitzungen:

”U(t)”?{éﬂ(g) +Ch ”u(t)”zgﬂ(g) + Hu(t)H?{é@H(Q) + |’UH§/2((071§);H§+1(Q)) <
|

el + l[vollzgs ) + C1 luoll e ) + 7 lluollgpesaggy  (223)

d

La((0,t);L2(£2))

Fiir %7’ gilt nach Anhang (B.2) unter den Voraussetzungen an r und seine partiellen Ableitun-
gen
d* d*
— r < Cr,k ||uH k41 + H—9
‘ dz* ||, o) ( O ldak 7| )

mit einer Konstanten C, j, die nur von k und den Schranken fiir den Betrag der Ableitungen
von r abhéngt.
Damit folgt

ol 2y 7 )2y + O @) 01y + B2, 0y <
dk

v

2
2
207”,](} <Hu||L2((0,t),H§+1(Q)) + ‘ Lz((o t)[Q(Q)))

2 2 2
+ ||U0HH§(Q) +Ch Hu0||H§+1(Q) + ||u0HH§+2(Q) (2.24)
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Damit ist der erste Teil der Behauptung abgearbeitet. Integration dieser Ungleichung in der Zeit
liefert die Abschéitzungen

dk

v

2
Lz((O,t);Lz(Q)))
-t (loollzsay + C1 ol e gy + 7 luollpssaggy ) (225)

9 2
Y |’u”L2((0,t);H§+2(Q)) <20k <HUHL2((0¢)§H§+1(Q)) + ‘

und

dk

v

2
La((0,t);L2 (Q)))
¢+ (vl + Cr Mol s gy + ¥ o lpasaggy ) (2:26)

2 2
1l Za 0,015 0y <t 2C0k <HUHL2(<0¢>%H§“<QD " ‘

Die auftretenden Konstanten hiingen dabei nicht von (u,v,6) ab. Damit sind auch die verblei-
benden Behauptungen des Satzes gezeigt.

Od
Iterative Anwendung des Satzes 2.6 liefert folgende Aussage:

Satz 2.7 Regularitit der Losung der Bewegungsgleichung fir v > 0 bei glatteren Daten
Es gelte fiir ein k € Ny:

dk
0 € La(Qr), w0 € Hy(Q), v € Hy(Q)
Desweiteren gelte mit einer Konstanten C (r,k) > 0
das d? 9 .
‘d:ps d—yqr(x,y) < C(rk) V(z,y) € R und Vs+q=k mit  s,q € Ny

Dann gilt fiir beliebiges 0 < & < ¢:
u(e) € Hy2(Q),  w(e) € HF(Q), v e La((0,8), H3 (), we La((0,t), Hy ()

Damit ist gezeigt, dal bei hinreichend glatten Anfangswerten und im Ort geniigend glatter
Temperaturfunktion auch die zugehorige Losung im Ort beliebig reguldr ist.

Aufgrund des Kapillaritéitsterm —~yuy,,, auf der rechten Seite der Bewegungsgleichung kann
jedoch noch mehr ausgesagt werden: Unabhdngig von der Regularitit der Anfangswerte wird die
Regularitdt der Losung im Ort fiir ¢ > 0 nur durch die Glattheit der Temperaturfunktion und
der Regularitdt der freien Energie bzw. des Terms r bestimmt.

Satz 2.8 Regularititsverbesserung der Léosung der Bewegungsgleichung in der Zeit fiir v > 0
Es gelte fiir ein k € Ny:
dk
uw€ Ly((0.8), Hy 71 (@), v e Lo((0,0). H37' (), -0 € La(Q1)
Desweiteren gelte mit einer Konstanten C (r,k) >0
dxs dy?
Dann gilt fiir beliebiges 0 < & < ¢:

u(e) € HS2(Q), v(e) € HY(Q), v € Ly((0,1), HYT1(Q))

< C(rk) Y(z,y) € R und Vs+q=k mit  s,q € Ny

(z,9)
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Beweis:
Man setzt mit einer Funktion ¢ = ¢(t) € C*(R{) der Bauart
p(0)=0,  pt=ze)=1, ¢l =1

und

Cp 1= max([[lloos [t lloo, lzt]o0)
an:

wi=-u

Wenn u die Gleichung

U = —YUggaz + Clugy + BUzg + 75

im Sinne des Losungsbegriffs der Losungen der Bewegungsgleichungen erfiillt, so geniigt w im
gleichen Sinne der Gleichung

Wy = —YWggge + Cluxx + ﬂwt:c:c —Pre — ¢
mit
q = 2010 + @ru — Puggpr

Fiihrt man zu

o
wy = Z arerdx
k=1

die Abkiirzung
o0
Al = Z(kﬂr)sdkek
k=1
ein und multipliziert die Gleichung mit A?*uy, so kann man nach Integration iiber Q; und der
Youngschen Ungleichung eine Reihe von Abschétzungen herleiten:

e ()25 + Ca ()1 gy + 7 () 220y + B 12, 010810y <

bl

ot 2.27)

+2||q|I? I (
La((0,6);L2(R)) La((0,);Hy ™ ()

Mit den Voraussetzungen iiber ¢ ergibt sich daraus
e 2+ Co I 21 gy +7 O P )+ Tt 2, ey < 21712 ooy
2 2 2
+205 (2100 0 sy + I a0y A1l ay) (229

Fiir %r gilt nach Anhang (B.2) unter den Voraussetzungen an r und seine partiellen Ableitun-

gen
Lz(Q))

dk

E
< Cr | |l sr41 0y + H—9
La(2) Hy™ () dxzF

dok "
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mit einer Konstanten, die nur von C(r, k) abhéngt.
Damit folgt

()20 + 7 10O 25120 + 1 () 1y + Bl 0 a1 ) <

dk

pd

2
La((0,t); L2 (Q)))

2 2 2
+2GP@”“Uxmmﬂﬁwm>+”thmmﬂfwm>+ﬁ”whxmwﬂ?4m»> (2.29)

2
2C, <|’uHL2((O,t);H§+1(Q)) + ‘

Die auftretenden Konstanten héngen von r ab, von der Funktion ¢, aber nicht von (u,v, ). Es
gilt deswegen

”wt(t)H?{g(Q) + G Hw(t)H?ng(Q) +7 ”w(t)H?{éch?(Q) + |’thiz((07t);H§+1(Q)) <

dk

e

2
2wﬁ4%@+m»@mmwwwﬂwfwwgwww1@,4 L@) (2:30)
2 t

Da aufgrund der Wahl von ¢ gilt

ulg, = wlg,
folgt daraus die Behauptung des Satzes.

Iterative Anwendung dieses Satzes liefert folgende Aussage:

Satz 2.9 Regularititsverbesserung der Ldsung der Bewegungsgleichung in der Zeit fiir v > 0
Es gelte fiir ein k € Ny:

k

d
we € Lo(Qy)

Desweiteren gelte mit einer Konstanten C (r,k) > 0

& d ) .
- < =
e dyqr(m,y)‘ < C(rk) V(z,y) eR und Vs+q=k mit  s,q € Ny

Dann gilt fiir beliebiges 0 < € < t:
u(e) € H52(Q),  wv(e) € HY(Q), v e La((0,1), HST(Q))

An dieser Stelle soll eine Implikation dieses Satzes gesondert herausgestellt werden, weil sie in
einem spéteren Kapitel fiir den Nachweis eines Attraktors eine Rolle spielen wird:

Satz 2.10 Regularitit der Lisungen der Bewegungsgleichung fiir positive Zeiten.
Es gelte :

u€ Lo((0,t), H3 (), v La((0,8), Hy ' (), 60 € La(Qy)
Dann gilt fiir beliebiges 0 < € < t:

u(e) € H3(Q),  w(e) € HY(Q), v e Ly((0,1), Hy(Q))
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mit der konkreten Abschitzung
1 1 Ch
ey < C0) (150327 + € (5 O 0y + IO Bygni0) + SO B ) )
o)y < Cle0) ( 75032 + < (5 0O 10y + Lu(O)] Clu O
vl\e HO g, 45 92€ 15 B v H2—1 u H+1 u Hg(Q)
Wie bereits durch die Schreibweise angedeutet, hingt die Konstante C(e,6) von 6 und € ab, nicht

aber von den Anfangsdaten ug und vg.

Beweis:
Betrachte die Abschitzung (2.30) aus dem Beweis des Satzes 2.8 zu k = 0. Setzt man die
Abschiitzungen (2.13) ein, ergibt sich die Aussage des Satzes.

Ein weiterer Satz sei fiir spéteren Gebrauch angegeben:

Satz 2.11 Differenzierbarkeit der Lisung in der Zeit bei hinreichend glatten Anfangsdaten und
hinreichend glatter Temperaturfunktion
Es gelte :

0 € Ly ((0,), W3(Q)) N C° ([0;], Wy ()
ug € H;‘(Q), vy € H%(Q),
rec(z,y)| <C V(z,y) € R?
reo(z,y)| <C V(a,y) € R?
roo(z,y)| < C V(z,y) € R

Dann gilt fiir die zugehdrige Losung z des Anfangsrandwertproblems
ze CL([0:t], 2)
also die Differenzierbarkeit der Lisung nach der Zeit in Z.

Beweis:
Es ergibt sich aus Satz 2.7 die Aussage

we Ly ((0:6), HHQ): v e Lo ((050), HY ()

Fiihrt man zu

o
U= g arperpdx
k=1

die Abkiirzung

oo

Adu = Z(km) axek

k=1
ein, heifit das nichts anderes als

APu e Ly ((031), Hy(Q));  Adv € Ly ((05t), HY(Q))
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Daraus folgt nach Lemma A.2, daB8 A3u € C ([0;t], Hy(Q)) ist.

Der Ausdruck Alv, = CiA M, — YA Uppar + BA UL, + Alry liegt in Lo ((O;t), HQ_I(Q)). Aus
v € Ly ((0;¢), H3(Q)) folgt A'v € Ly ((0;t), H3(2)). Mit Lemma A.2 ergibt sich daher Alv €
C0([0:1], Ho(€)).

Setzt man die Stetigkeitsresultate fiir « und v in die rechte Seite ein, ergibt sich
vy = ClUuge — YUgzgs + BUze + T2 € o ([Oa t]7 H2_1(Q))

Zusammen ist damit gezeigt, dafl u; € C° ([0; t], Hi (Q)) und v; € C° ([0; t], H;l(Q)) liegt. Damit
ist der Beweis beendet.

2.7 Die induzierte zweiparametrige Evolution W

Nachdem Existenz und Eindeutigkeit und dariiberhinaus auch stetige Abhéngigkeit von den
Anfangswerten gezeigt worden ist, kann zu vorgegebener Temperaturfunktion 6 € Yy eine zwei-
parametrige Evolutionsabbildung Wit auf dem Raum Z bzw. Z definiert werden.

Dabei wird zunéchst die von der Temperatur 6 € Yy als Parameter und ¢ > 0 abh#ingige Ab-
bildung 1}, eingefiihrt, die einem Anfangswert 2o € Z den Wert der zugehdrigen Lésung z zum
Zeitpunkt t zuordnet

Vo Z—Z
20 = Pz = z(t) = (u(t), v(t))
Zu einem beliebig aus R gewéhltem Startzeitpunkt to wird die um ty zeitverschobene Tempe-

raturfunktion L0(t) := (¢t + to) eingefiihrt®. Damit LiBt sich fiir t; > o die zweiparametrige
Evolutionsabbildung W't-% erkliren durch

gt 7 7
ti,to , . ,nt1—to
2= U0z =9 )%

In diesem Sinne bezeichnet W%z die Losung zum Zeitpunkt ¢; des Anfangswertproblems (2.2)
zu einem vorgegebenem Anfangswert z(ty) € Z bei Anfangszeit t ist. U1 hat aufgrund der
Eindeutigkeit der Losungen fiir t9 > t1 > t¢ die Eigenschaft

Plztigisto , — piasto,
und auflerdem gilt
ploto, — 4

Aufgrund der stetigen Abhéngigkeit der Losungen der Bewegungsgleichungen von den Anfangs-
werten bzw. Abschiitzung (2.22) ist die W' eine stetige Abbildung von Z in sich. Weiterhin
ist Wit fiir v > 0 fiir t; > ¢y eine kompakte Abbildung.

3 An dieser Stelle wird klar, warum der Parameterraum Yy Temperaturfunktionen umfaft, welche fiir alle Zeiten
definiert sind — dadurch ist die Wohldefiniertheit der Verschiebungsabbildung gesichert.
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Auch fiir v = 0 kann auf gleiche Weise eine stetige zweiparametrige Evolutionsabbildung Wtisto
durch

gl . Z—Z

2 Phitoy

definiert werden, allerdings im Raum

Zi=HYQ) < HYQ)  wmit (0], = max (Jul gy ol,,)

Anmerkung: Die so eingefiirten zweiparametrigen Evolutionsabbildungen haben gewisse
Ahnlichkeit mit einem sogenannten Prozeff oder einem zweiparametrigen Halbfluf§ im Sinne eines
nichtautonomen dynamischen Systems, vgl. [KS03a]. Solch ein Prozef y auf einem Phasenraum
X ist definiert als stetige Abbildung

p: RXxRxX — X
(t7 87 x) = /’L(t7 87 x)

mit den Eigenschaften
wu(t, t,x) == vV teR
und
w(t, 7, pu(r, s,x)) = p(t, s, x), s<7T<t

Die Eigenschaft der Stetigkeit in den beiden Zeit-Argumenten ¢; und ¢y ist jedoch bei der Ab-
bildung ¥+ nicht gegeben; nur bei Uit ist dies erfiills.

In vorliegender Arbeit werden diese Eigenschaften aber auch nicht in vollem Unfang benétigt,
und deswegen wird dieses Thema nicht weiter vertieft.

2.7.1 Dynamisches System bei zeitperiodischer Temperatur

Im Falle eines zeitperiodischen Temperaturparameters 6 mit Periode T kann noch etwas mehr
gesagt werden. Offenkundig gilt in diesem Fall namlich wegen LT0(t) := 0(t + T) = 0(t) die
Gleichheit

\I/to +T,to — \I/to +nT,to+(n—1)T

fiir alle n € Z. Damit kann mit der Abkiirzung
LA

eine stetige Abbildung auf Z bzw. Z und damit ein diskretes dynamisches System auf diesen
RéAumen eingefiihrt werden.

In Kapitel 6 wird fiir v > 0 (was die Kompaktheit von oT garantiert) durch Wahl von pas-
senden zeitperiodischen Temperaturfunktionen die Existenz von Attraktoren dieser Klasse von
dynamischen Systemen gezeigt.



38

2. Wohlgestelltheit der Bewegungsgleichung



Kapitel 3

Existenz und Eindeutigkeit zum
vollen Falk-System

Nachdem in vorangegangenem Kapitel die Wohlgestelltheit der Bewegungsgleichungen zu vorge-
gebener Temperaturfunktion 6 gezeigt worden ist, wenden wir uns in diesem Kapitel dem vollen
Falk-System zu:

vy = Cluxx — YUzzzx + ﬂvx:c + Tx(uxa 9)
0 = Kb0p+ 0+ 9)00(us, 0+ g)vp + BUF + gt — KGra

Dabei steht g fiir eine Funktion mit den Eigenschaften
g € C (Q X R)7 9t — RKGgzx € L2,l0c ((07 OO); L2(Q))

die man sich formal aus der Homogenisierung von vorgegebenen Dirichlet-Temperaturranddaten
entstanden denken kann.

Es werden Existenz von Losungen, deren Eindeutigkeit und die stetige Abhéngigkeit von An-
fangsdaten gezeigt.

Im Falle von v > 0 werden Anfangsdaten der Form !

up € HA(Q),  woi=uwo € HYQ), 6 Hy ()
vorgeschrieben. Fiir v = 0 werden
uy € Hj, vo 1= ugo € HY(Q), 0y € H2_3/4(Q)
gefordert. Als Randbedingungen werden zunéchst ,nur“ die Randbedingungen
u(0,t) =u(l,t) =0

vorgeschrieben, obwohl die rechten Seiten der beiden Gleichungen typischerweise noch weitere
Randbedingungen benétigen, um auf ein sinnvoll gestelltes Problem zu fithren. Wird jedoch von
Losungen im unten definierten Losungssinn gesprochen, so sieht man, dafl dieser Losungsbegriff
zu wenig Regularitéit aufweist, um weitere Randbedingungen zu stellen; zum Beispiel macht es
fiir eine Funktion 6 € HY(£2) keinen Sinn, von Randwerten zu sprechen.

'Die Forderung uo € H3(Q) N H3(Q),v0 € L2(R) ist nétig, um ausreichende Regularitit fiir v, auf der
rechten Seite der Temperaturgleichung zu bekommen. Vergleiche dazu auch Kapitel 2 das reduzierte Problem
ohne Temperaturgleichung, wo Anfangsdaten der Art uo € H3(f2),vo € H; () ausreichen.
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Nichtsdestotrotz kann man dem eindimensionalen Falksystem auch ohne das Stellen der fragli-
chen Randbedingungen ein unendlichdimensionales System gewd6hnlicher Differentialgleichungen
zuordnen, fiir welches man in passenden Riumen Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen treffen
kann.

3.1 Der Losungsbegriff

Es sei ein beliebiges 0 < T' < oo vorgegeben. Fiir v > 0 heiflen die Funktionen u(x,t) und 6(z,t)
mit x € Q,¢t € [0,7] und

|]u(t)HH22(Q) < 00 iiberall in [0, T7,
Hut(t)HHg(Q) < 00 tiberall in [0, 7],
Hutt(t)HH;z(Q) < oo  fast iiberall in [0, 77,
o) ,,- iiberall i T
” ( )HH2 3/4(9) <0 uberall [07 ]7

||9t(t)\|H;7/4(Q) < 00 fast iiberall in [0, 7]
Lésung des Falksystems

Ve = Cluxx — YUzzzx + ﬂvx:c + Tx(uxa 9)

1
0r = Kbz + (04 9)op(us, 0+ g)vy + V2 + gt — KGuw (3.1)

wenn die Zeitableitungen v = u; und uy jeweils Hy 2(Q)—Werti,g_);e Distributionsableitungen von

u respektive u; im Sinne von Lemma A.1 sind, wenn 6; analog in diesem Sinne die H, 7/ 4(&'2)—
wertige Distributionsableitungen von 6 ist, und wenn schliefflich fiir fast alle ¢ € [0, 7] gilt

lve(t) — (Cruga(t) — Yugeza(t) + Bz (t) + rm(uw,e)(t))HH;Q(Q) =0
und fiir fast alle ¢t € [0, 7]
J— —_ _ 2 — =
10 — Kbz0 — (0 + g)og(uz,0 + g)va — BV2 — g + ngx“H;7/4(Q) 0

Im Falle v = 0 ist der Losungsbegriff entsprechend mit kleinen Anderungen gefafit; hier ist eine
Losung gekennzeichnet durch

||u(t)||H21(Q) < 00 iiberall in [0, 77,
Hut(t)HHg(Q) < 00 iiberall in [0, T7,

”Utt(t)HH;l(Q) < 00 fast iiberall in [0, 7]

und gleichen Bedingungen fiir die Temperatur wie bei v > 0. Die Losungseigenschaft bei der
Bewegungsgleichung wird fiir fast alle 7" in der Hy 1(Q)-Norm gefordert:

[ve(t) = (Chtaw (t) + Baa(t) + ra(tia, 0) (1)l -1 () = 0

Die Losungseigenschaft der Temperaturgleichung wird gegeniiber v > 0 nicht veréindert.

Aus der Untersuchung zur Bewegungsgleichung ist bereits bekannt, daf} fiir die Nichtlinearitét r,
unter den geforderten Regularititen fiir eine Losung in obigem Sinne gilt r,(u,, 0)(t) € Hy *(Q).



3.1. Der Lésungsbegriff 41

Es muf} jedoch sichergestellt werden, dafl auch fiir die Nichtlinearitdt auf der rechten Seite der
Temperaturgleichung fiir fast alle t € [0, 7] gilt

—(0+ 9)o9(ug, 0 + g)ve — V2 — gy + Kgee € Hy 1)

Aus dem Existenzbeweis zu den Bewegungsgleichungen liest man ab v, (t) € Lo(Qr). Daraus
folgt jedoch v2(t) € Li(Q) fiir fast alle t € [0,7], und auBerdem gilt nach den Annahmen zu
Energie |yog(x,y)| < Cs. Mit den Forderungen an g ergibt sich daraus zunéchst

—(0+ g)o9(uz, 0 + g)ve — BV2 — g1 + Kgux € L1(Qr)

Diese Nichtlinearitéit wird nun punktsymmetrisch zum Ursprung auf das Intervall [—1; 1] fort-
gesetzt; die Fortsetzung trage den Namen w. Natiirlich gilt w € Li([—1;1] x [0,T]).

Bis jetzt ist noch nicht klar, ob sich w(t) in geeigneter Weise als Element aus H, 7/ 4(Q) inter-
pretieren liBt. FaBt man w(t) jedoch als Element des Distributionenraumes W5 !([—1;1]) auf,
erlaubt dies eine formale Darstellung der Form

o o
w ~ Z ho rex + Z qx cos(kmx)
k=1 k=0

mit

- h%k — q;
DRGSR SRR
2 2
i kr)® S )
,Anwendung“ der Distribution w auf die Elemente cos(kwx) € W4([—1;1]) ergibt wegen der

Punktsymmetrie von w und w € Lq([—1;1]) die Null:
/ wcos(kmx)dr =0
[-1;1]

Dies bedeutet aber nichts anderes als ¢ = 0 fiir alle k; also, dafl w fiir fast alle ¢t € [0,7] in

H; ' (Q) liegt, und damit auch in H, 7/ 4(Q). Der Losungsbegriff macht also Sinn.

3.1.1 Problematik der Randbedingungen

Wie schon bei der Behandlung der Bewegungsgleichungen entsteht das Problem, daf3 es die Re-
gularitdt im Losungsbegriff nicht zuldfit, von ausreichend vielen Randbedingungen zu sprechen.
Bei der Temperaturgleichung kann iiberhaupt keine klassische Randbedingung vorgeschrieben
werden, weil nur § € HY(Q) = Ly(Q) gilt.

Dennoch kann aus dem Losungsbegriff ein System gewohnlicher Differentialgleichungen abgelei-
tet werden, welches unter den gemachten Voraussetzungen eindeutig losbar ist.

3.1.2 Zugeordnetes System gewohnlicher Differentialgleichungen

Bei der Bewegungsgleichung ergibt sich wortlich das gleiche System wie im letzten Kapitel fiir
alle k und fast alle ¢ € [0, 77:

i + Crag(km)? + yag (km)* + Bag(kn)? + krhy, =0 (3.2)
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Bei der Temperaturgleichung lautet
Hﬁt — Ii@xw — (9 + g)O’g(’LLz, 0+ g)'Um — ﬁvi — gt + KgmmHHQ*Z(Q) =0

fiir fast alle ¢ € [0, 7] ausgeschrieben

Z 2k+ Z (k) bk +Z(Z2I;2€k =0
k=1 k=1 La(Q)

Dies ist gleichbedeutend zu

br (k7)%by | hop
G2 TG T

fiir alle k und fiir fast alle ¢ € [0, T]. Multiplikation mit (k7)? ergibt dquivalent
br. + K(k7)*bg + ha . = 0 (3:3)
Zusammen ergibt sich fiir alle k folgendes System gewohnlicher Differentialgleichungen:
ar, + Crag(km)? +yag(km)* + Bag(km)? + knhy, = 0
by + r(km)?by + hap =0

3.2 Der Existenzsatz

Nach der Festlegung des Losungsbegriffes kann nun der Existenzsatz angegeben werden:

Satz 3.1 Ewistenz von Lésungen des Anfangsrandwertproblems.

Unter der Voraussetzung (1.5) iber die Temperaturdatenfunktion g und einer freien Energie mit
den Eigenschaften (1.1) hat das Problem (3.4) in  x [0,T)] fir beliebiges T, 3 > 0 und v > 0
eine eindeutige Losung (u,0) im Sinne des oben festgelegten Losungsbegriffs zu Anfangsdaten
der Art

w € H3(Q),  woeHYQ), 6o Hy (@) (3.5)
fir v >0 und fir
up € HI(Q),  w € HYQ), 6 € H, 4 Q) (3.6)

im Falle v = 0.
Die Lésung hingt stetig von den Anfangsdaten ab.

Der Beweis des Existenzresultats dieses Satzes findet sich im néchsten Abschnitt, die Eindeu-
tigkeit im darauf folgenden.

3.3 Beweis des Existenzsatzes

Fiir den Beweis des Satzes wird ein Operator S konstruiert, welcher in einem passend gewéhlten
Raum W die Voraussetzungen des Schauderschen Fixpunktsatzes erfiillt und demnach mindes-
tens einen Fixpunkt besitzt. Dabei ist S so beschaffen, dal ein Fixpunkt automatisch Losung
des Systems von gewohnlichen Differentialgleichungen ist.
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3.3.1 Entwicklung eines Losungsausdrucks

Zu jeder Differentialgleichung fiir die Koeffizienten by notiert man nun den passenden Losungs-
ausdruck mittels Variation der Konstanten. Man schreibt als Losung des homogenen Systems

by(t) = e "CET*tp, (0) (3.7)

und als formalen Losungsausdruck fiir das inhomogene Problem entsprechend
t
ba(t) = 51, (0) + / Pk, 7V (3.8)
0

Das unendlichedimensionale System der so erhaltenen Losungsausdriicke 3.8 in integraler Form
wird nun dazu benutzt werden, einen Operator zu konstruieren, dessen Fixpunkt(e) automatisch
das Anfangsrandwertproblem l6sen.

3.3.2 Der Operator S
Es bezeichne W den Raum

W = Ly ((0,7); H3(Q))

mit der iiblichen Norm.

Dann bezeichne M den von den Parametern uy und vg abhéngigen Operator, welcher einer
Temperaturfunktion 6§ € W die Losung der Bewegungsgleichungen des Falk-Systems zu den
Anfangsdaten ug und vy zuordnet, siehe (2.21) im Kapitel 2.

Mit den Projektionen

Pl . R? LR, <“>Hx
y

P . R? SR, <x>b—>y
Y
steht dann P!/M(#) fiir die Losungskomponente v, und %PH M(0) fiir v,. Aus der Existenz-
theorie fiir die Bewegungsgleichungen und anschlieBenden Sédtzen zur Regularitét ist bekannt,
daB fiir v > 0 gilt

2 2
1 B 2 3T | v 2 C'1 1 2
P M(0) =5 lvallzy@n < 25 T2 luoll 7z () + HUOHHl(Q) 5 lvollrg o
L2(Qr)

und fiir v = 0 entsprechend

2

c2r C'l 1
LPMO| =D el en < 2+ D ol + 5 ol
Lao(@r) 9 L2(Qr) 23 Hj( ) 9 H3(Q)

Teilt man durch g und kiirzt die entstehende Summe auf der rechten Seite ab mit C, so ergibt
sich

<C (3.9)

< d‘ip”zww))2

L1(QT)

Dabei ist C' von # unabhingig.
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Nun wird der Operator S

S : W-—-=W
60— S(0)

ausgehend von 3.8 definiert durch

o t
Z ( A3 kth,.(0) / h27k(7')e)‘3’k(t_7—)d7'> - e

k=1 0

Dabei steht
ha(®) = [ (0= g)on(( - PTM©)) 6~ 9) (1 PTME)
o Q P\ dz ’ dx
2
+5 ( PHM(H)> + gt — Kggz)erde
Mit anderen Worten liefert S(6) die Losung ©

O = KOz + (0 + g)og( <%P1M(0)> 0+ 9) <%P”M(9)> + (3.10)

dx
@(JE, 0) = 90

d 2
6< PIIM(6)> +gt — Yz

Jetzt wird nachgewiesen, dafl S wohldefiniert ist, daf§ also gilt
S:W—W

AuBlerdem wird gezeigt, dal S die Bedingungen des Schauderschen Fixpunktsatzes erfiillt.

3.3.3 Abschitzungen zu S und Existenz von Fixpunkten

Fiir die Terme hyj gilt nach der Regularitét von 0, u;, v, und g, dafl sie in der Zeit integrable
Funktionen sind. Es kann jedoch nicht davon ausgegangen werden, dafl es stetige Funktionen
sind. Aus diesem Grund liefern die Losungsausdriicke fiir die Koeffizienten bj, keine klassischen
Losungen, sondern nur Losungen, welche die jeweilige Differentialgleichung fast iiberall in der
Zeit erfiillen. Dies reicht jedoch fiir unsere Zwecke aus, da die bendtigten Abschitzungen aus
dem System gewoOhnlicher Differentialgleichungen durch Integration iiber die Zeit entstehen.

Multiplikation der einzelnen Differentialgleichungen mit by ergibt fast {iberall in der Zeit

bby + K (km)2bby, — ho kg = 0 (3.11)
1d
=3 dtbk + k(kmbg)? = hokbk (3.12)

Damit erfiillt bi fast iiberall die Differentialungleichung

7 (07) < 2|hal \/%
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Fast iiberall in der Zeit gilt nun entweder by = 0, oder aber — nach Division dieser Gleichung
durch 1/bi und Ausnutzung von

d

\/7dt

d

— /2 < |h

dt k= ’ 27]?’
Integration in der Zeit liefert daraus

bkl (1) < 2l 0 + 102l (0)

die Abschéitzung

und weiter
|0k (t) — b (0)| (£) < llh2kll, 0,0 + 2 0k] (0)

Dies wird in die zeitintegrierte Version der Gleichung (3.11)

t t
1
/4/0 (kb )2dr :/0 ha jbrdr — 55%(’5) ‘H)%(O)

eingesetzt und liefert unter Anwendung der Holderschen Ungleichung

t
n /0 (kb )2dr < ol 0 (1021 5,0 + 1061 (0)) + B4/ (0)
= ”hz,lf”le(O,t) + ”h2,k”L1(o7t) ‘bk’ (O) + ’bk‘z (O)
Mit der Ungleichung von Young ergibt sich daraus weiter
t
3
o [ mbar < 3 (el o + el )

Aus den Abschitzungen iiber hyj ist jedoch bekannt, daff es eine von k und 6 unabhéngige
Konstante C, = Cq(ug, vo,t) gibt mit ||hg k| L1(04) < Ca- Deswegen 1dBt sich weiter notieren

3

t
/1/ (kb )?dr < §C§ + =b2(0)
0 2 2

Multiplikation dieser Abschitzung mit (k:7r)_3/ 2 erméglicht es demnach, iiber alle Abschitzungen
ZU summieren:

Z / k‘ﬂ' 1/2b2dT < 022 (k‘ )3/2 + ||00||§{2*3/4(Q)

Der Ausdruck auf der linken Seite ist aber per definitionem nichts anderes als eine Norm, wie
sie in der néchsten Zeile notiert wird:

K ||@Hiz(( 1/4 = O Z 3/2 + ‘|00‘|?;I;3/4(Q) = Cc < 0

Die Konstante C. ist dabei von den vorgegebenen Anfangswerten und von ¢ abhéngig, nicht aber
von 6, dem Argument des Operators S.
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Bemerkung;:
Betrachtet man das lineare Problem

©; = KOz +f (313)
O(z,0) =0

zu einer Inhomogenitét f € Li(Q7), so ergibt sich — in Analogie zur obigen Uberlegung — wegen
Co = HfHLl(QT) die Aussage

[e.e]

HfHL

2 (@) 2

191, (00.) =2 ™ 2 g = Gl 314
k:l

Daraus liest man ab, dafl © € W stetig von f (beziiglich der Li(Qr)-Norm) abhéngt.

Beschrinktheit und Kompaktheit von S
Weil ||©]] Q) O] H9(o) 8llt, folgt daraus
2

HG”LQ((O,T);HQ(Q)) =[|S(0 )”LQ( 0,T);HY(Q < Ce VvV 0eW

Damit ist eine notwendige Bedingung zur Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes erfiillt.
Weiterhin gilt jedoch sogar, daf3 H21 / 4(Q) kompakt in HY(Q) liegt, und damit unter Anwendung
von Lemma A.3 die Kompaktheit von Lo ((O,T); H21/4(Q)) in Ly ((0,T); HY()).

Damit ist eine weitere notwendige Bedingung des Fixpunktsatzes von Schauder erfiillt.

Stetigkeit von S

Es bleibt noch zu zeigen, dafl S ein stetiger Operator ist. Dazu betrachtet man zu gleichen
Anfangs- und Randdaten zunéchst die Losungen zweier Bewegungsgleichungen zu zwei verschie-
denen Temperaturfunktionen 6; und 6, jeweils aus W. Differenzenbildung der beiden Losungen,
Abschitzungen und das Lemma von Gronwall liefert daraus die Aussage, dafi die Differenz (U, V)
der jeweiligen Losungen M (6;) und M(62) gegen Null geht, wenn nur 61 — 6, in W. Priiziser
gilt:

Weiter zeigt man unter Ausnutzung dieser Tatsache, dafl die Differenz zweier rechter Seiten der
Temperaturgleichung in der Li(Q7)-Norm gegen Null geht, wenn nur 6; — 6, priziser:

(01 +g)os ((%PIM(01)> 01 + g> <dd PITM(6 )> +3 ( P”M(91)>2 _

0000 ((p00) 0 0) (Epiaron) +5 (Lpttarn)

L1(Qr)
< C(uo, vo) - (”UHCHLQ(QT) + IVallpygpy + 1161 — 92HW)

Wie iiblich wird dazu die Differenz in drei Teildifferenzen umgeschrieben, die dann unter
Verwendung der Annahmen zur freien Energie abgeschétzt werden kénnen.
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Schliefllich ergibt sich aus der Bemerkung (3.14) — der stetigen Abhéngigkeit der Losung ©
des Problems (3.13) von der rechten Seite beziiglich der L;(Qr)-Norm - die Stetigkeit des
Operators S.

Der Operator S besitzt demnach in W mindestens einen Fixpunkt. Der Existenzaussage ist
damit abgearbeitet.

3.3.4 Eindeutigkeit und stetige Abhingigkeit von den Anfangsdaten

Die wenig regulire rechte Seite der Temperaturgleichung macht es sehr schwer, Eindeutigkeits-
aussagen iiber die gefundenen Losungen zu machen. In diesem Abschnitt wird jedoch gezeigt,
daBl eine zusétzliche Voraussetzung an die freie Energie die Eindeutigkeit der Losung wie auch
die stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten garantiert, ndmlich die Einschrinkung

|rol® <k
6~ 2
Diese Bedingung kann zum Beispiel mit einer Schaltfunktion ¢(6) erreicht werden, deren ers-
te Ableitung nach 6 betragsméflig hinreichend klein ist. Physikalisch gesprochen darf sich die
zugrundeliegende freie Energie nicht zu schnell mit der Temperatur d&ndern.

Differenz zweier LGsungen

Es bezeichne

4

Il
T < &
[
> > 2>

die Differenz zweier Losungen des Falk-Systems. Diese Losung erfiillt mit

[e.e]

u:ﬂ—&:Zakek

k=1

fast iiberall in der Zeit das System gewthnlicher Differentialgleichungen
i + Crag(km)? + yag (km)* + Bag,(kn)? — kr (INzlk - illk) =0 (3.15)

welches aus Subtraktion der jeweiligen Systeme (3.2) entsteht.
Nach iiblicher Vorgehensweise ( Multiplikation mit aj, Summation iiber k, Youngsche Unglei-
chung) ergibt sich die Abschétzung

d (1 2 v & 2 2 2 2

o (5 o) gy + 2 1630 + - 1Oy ) ) < el luliy ey + ol 18] o 3.16)
Auf analoge Weise geht man auch beim System gewohnlicher Differentialgleichungen der Tem-
peraturgleichungen vor. Hier ergibt sich mit

0 = ~—é:§:bkek
k=1
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als Differenzgleichung
by, + k(kr)2by — (EM - ﬁg,k> =0 (3.17)

Multiplikation der einzelnen Gleichungen mit by/(k7)*/?und Summation liefern mit den
Abkiirzungen

die Gleichung

‘A__H ‘ HY(Q)

2

1 2
TR HAZH(t)‘ HY(Q)

dt2
[ @l = )+ 0, = 60) + 5 62 = ) (6 + 1)) A0

Dabei bezeichnet

o

A0 = (k) brex

k=1

Nun wird termweise abgeschétzt:
Zunéchst gilt

2
/ (B — T) (00 + 52)) A=320d < 2 6, — 5,3 + l/ (b + 0)° (A—3/29) dw
Q 4 B Ja

< Dol + Lottt | (426
< 10w = ally + G l0e + 3l [[(4720) |

=@

1 3
N ~ 12 - ~ 12 _3
< o =0l + g o+ 0l [ A730 Ly

.

A .. . _3
< e = aully + 5 oo + 5l - 430

Als néchstes folgt

2
/w@x_@xm_gedxﬁ é”@x—@xHéJrl/w? (4720) da
4 B Ja

o0~ 2l + 5 2|

Zuguterletzt ergibt sich mit der Lipschitzsstetigkeit von w beziiglich seiner beiden Argumente
| — ] < CLip (|uz| + 10])

und der Youngschen Ungleichung die Abschétzung

/Q T (0 — W) A~

N

2
fdx < |yw—wug+— @g(A—%e) dx
Q

< Slo =l + g b (4 )

< 0y (Ibaly +16813) + 55 Il [ 450

,
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Die Konstante C' aus der Youngschen Ungleichung wird nun gewéhlt zu C' = 5 02

2
JO N Li -
[ ati = )47 S0dz < 5 (Jually + 1613) + =22 513 |
Q K

Verwendet man die soeben erbrachten Abschitzungen, folgt

At + s At < 2o — ol + 5 oo+l

dt2

2 K 2 2 C%ip ~ 12
4 5 (lualB + 1012) + =22 1713 |

Dies wird zur Abschétzung der Bewegungsgleichungen (3.16) addiert und fiihrt somit zu

. - 1
gl = delly + 5 2|

ﬁ ~ ~ 1 ~ ~ 1 CLZ _3
= 5 Moo =l + ( 0+ ulfy 5 €3 =22l ) - A+

d (1 2 7 2, (1 5o Ly ,_3 2 B 2 1 2
R 7 1 - 4 <
2 (3101 + hussl + Lhuatoll + 3 |47 00[}) + 5 ol + w4t <

1 2 2 1 2 9 B 2
25 I7ell5 lluellg + 25 Irall5 €1l + ) vzl +

1w 1, Chy 32 K| L
<ﬂ|yvx+vx|yﬂ+ﬂ.c5+ L 5,3 ) -||a-te| + 5 [ ate
Kiirzt man ab
_(* 2 7 s, O1 o L ,-2 2
N0 = (5 IO + Ol + Sl 0l + 5 400

ergibt sich daraus weiter

d 2
GN O+ 5 a0 < o5 Il Tl + 55 ol 615 +

\ <

1 i 3 12
A~ o~ 12 Lip ~ 12 —=
(Euur+vum+—5-c§+ ﬁwuvam>'HA~4eﬂ

P
1 o 1. o 1 o CLyp o 2
— — —.C - N(t ols <
<%Wﬂw+ﬁW%+wm+ﬁ 2 2 oy ) N o)+ 5 ol D61 <

1w 1. o 1 Clip 12 PR TN
<%www+5w%+mm+gf%+ﬁfww9-N@+ZﬂM@WMWMk

An dieser Stelle kommt die Voraussetzung iiber ||7"(9||C2>O ins Spiel: Fordert man

rel” _ &
8 2
so ergibt sich daraus

d

K| 1 2 1 1 1
ZN@) + 2 [ ato)| < (55 el + 5 e +
GO+ 5 [atow]|) < (550l + 5 100 + 50l +

0 g

,

49

C2i ~
f€+{%wm@-N@ (3.18)
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und weiter

d 1 1 ~ ~ 12 C%zp
- < .
SN(®) (25\MzH 5 6+ ully + 5 - OF + =22 5,13 ) - Nt

Der Ausdruck in Klammern wird mit G(t) abgekiirzt und ist nach den Abschitzungen zu o,
bzw. ¥, eine in der Zeit integrable Funktion. Somit kann das Lemma von Gronwall eingesetzt

werden und liefert
t
N(t) < N(0) - / G(s)ds
0

Integriert man (3.18) in der Zeit und setzt N (¢ fo s)ds ein, dann ergibt sich

K 2

o

: < N(0)+

La2((0,t); L2(€2))

/t 2+ L s 4+ L2y S 2 ) g Mm/ﬁ@@
5 T T = T T - .
o \23 ﬁ @t K @ 0

Dies bedeutet aber nichts anderes als die Eindeutigkeit der Losung, und dariiberhinaus auch
die stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten, denn falls N(0) gegen Null geht, so auch

o)

: 2
La(0)sLaay e dammit auch 1911%, (0.0)5L2(2))-

Damit sind unter den genannten Bedingungen Existenz, Eindeutigkeit von Lésungen und deren
stetige Abhingigkeit von den Anfangsdaten gezeigt.

3.4 Die induzierte zweiparametrige Evolutionsabildung

Wie auch schon bei den Bewegungsgleichungen 148t sich mit den vorangegangenen Resultaten
fiir t1,to eine zweiparametrige Evolutionsabbildung Y!-% erkliren, und zwar im Raum

Y = H3(Q) x HY(Q) x Hy **(Q)

Zunichst wird eine vom Parameter g und der Zeit ¢ > 0 abhingige Funktion Uf] fiir erklart
durch:

vl Y 5 Y
Yo — U;yO = (u(t),v(t),0(t))

Diese Funktion ordnet einem Anfangswert yo € Y den Wert der zugehorigen Losung y zum
, Temperatur-Randparameter” g zum Zeitpunkt t zu. Zu einem beliebig aus R gew#hltem Start-
zeitpunkt to wird die um tq zeitverschobene Temperaturrandfunktion Lg(t) := g(t + to) ein-
gefithrt. Damit 148t sich fiir ¢; > tg die zweiparametrige Evolutionsabbildung Y!-f erkliren
durch

Yhto Y —-Y

Yy — Tt1,toy .— pii—to

Ltog y
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In diesem Sinne bezeichnet Tz die Lésung zum Zeitpunkt ¢; des Anfangswertproblems (2.2)
zu einem vorgegebenem Anfangswert y(tg) € Y bei Anfangszeit ¢o ist. Y% hat aufgrund der
Eindeutigkeit der Losungen fiir t9 > t1 > t¢ die Eigenschaft

Yt2t \I,thtoy — \I’tQ’tOy
und auflerdem gilt

Ttoﬂfoy =y

Auch fiir v = 0 kann auf gleiche Weise eine zweiparametrige Evolutionsabbildung T*f0 definiert
werden, allerdings im Raum

Y = H)(Q) x HY(Q) x Hy **(Q)
Die zugehorige zweiparametrige Evolutionsabbildung wird bezeichnet durch
Yivto . Y -Y
y > Thloy

3.4.1 Dynamisches System zu periodischen Randdaten

In den letzten Abschnitten wurden Ergebnisse zusammengetragen, die es ermoglichen, fiir zeitpe-
riodische Temperaturranddaten mit Periode T ein diskretes dynamisches System zu definieren.

Dazu betrachtet man im Falle v > 0 den Phasenraum
Y = H2(Q) x HY(Q) x Hy **(Q)
mit der Norm
1,0y = gy + Nollagcay + 161502
Gibt man zeitperiodische Temperaturranddaten der Periode 1" vor, so erhélt man konsequenter-
weise eine zeitperiodische Funktion g. Die Abbildung Y7 mit
YT, Y —Y
y = (uo,vo,60) = YT (y) := (u(T),v(T),H(T))
wobei (u(t),v(t),6(t)) die Losung des Falk-Systems zu den Anfangswerten (ug,vo,6p) ist, heifit

dann die durch das Falk-System induzierte Zeit-T-Abbildung. Fiir sie gilt wegen der Eindeutig-
keit der Losung

(TT)n = (u(nT),v(nT),0(nT)) vV neN

AuBlerdem ist sie aufgrund der stetigen Abhéngigkeit von den Anfangswerten selbst stetig. Da-
mit wird durch Y7 auf Y ein diskretes dynamisches System induziert.

Im Falle v = 0 induziert die Abbildung ¥” ein diskretes dynamisches System auf dem Phasen-
raum

Y = HY(Q) x HY(Q) x Hy**(Q)
mit der Norm

1€, 0, 0)lly = Nl @) + 10l mge) + 101l o
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3.4.2 Bemerkungen

e Es sei an dieser Stelle noch einmal betont, dafl es zu Beginn so aussieht, als wiirden

die gestellten Randbedingungen nicht ausreichen, um die Eindeutigkeit von Losungen zu
gewahrleisten.

Jedoch ist es durch den ,,Umweg* iiber die zugeordneten Systeme gewohnlicher Differen-
tialgleichungen und deren eindeutig bestimmter Losungen in geeignet gewihlten Rdumen
(mit verhéltnism#Big schwachen Normen) dennoch méglich, ein passendes dynamisches
System zu finden. Die Menge der Losungen dieses Systems beinhaltet als Teilmenge sogar
die Losungen, deren Regularitéit ausreicht, um von Randwerten fiir 6, fiir u,, und fiir v zu
sprechen. Im néchsten Abschnitt wird dies genauer betrachtet.

Unter etwas hoherem technischen Aufwand ist es prinzipiell moglich, die Einschriankung
auf periodische Temperaturranddaten aufzugeben — unter Verwendung der Konzepte eines
nichtautonomen dynamischen Systems mit einer zweiparametrigen Evolutionsabbildung,
einem sogenannten Prozefl auf Y. Dazu wére es erforderlich, fiir die bereits eingefiihrte
zweiparametrige Evolutionsabbildung eine Stetigkeitseigenschaft nachzuweisen. In vorlie-
gender Arbeit soll dies jedoch nicht vertieft werden.

3.5 Regularitit der Losungen zu glatteren Anfangsdaten

Man betrachtet eine Losung des Falk-Systems zu Anfangsdaten der Regularitét

Ug € HS(Q), Vo = Ugo € H%(Q), Oy € HS(Q)

fir v > 0 bzw.

Ug € H%(Q), Vo = Ugo € H%(Q), Oy € HQO(Q)

fiir v = 0. Dann gilt folgender Satz:

Satz 3.2 Im Fulle von v > 0 erfillt die zugehorige Losung tberall in der Zeit die Randbedin-
gungen

w(0,t) = u(l,t) = uge(0,t) = uge(1,8) =0

und fast iberall in der Zeit die Randbedingungen

0(0,t) =6(1,t) =0

Analog gilt im Falle von v = 0 diberall in der Zeit

u(0,t) = u(1,t) =0

und fast tiberall in der Zeit

0(0,t) =6(1,t) =0

Beweis:
Der Beweis wird zunéchst fiir v > 0 notiert; durch Weglassen aller Terme mit v entsteht der
entsprechende Beweis fiir den Fall v = 0.
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Multiplikation des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen der Bewegungsgleichung je mit
ay(km)? liefert nach Summation iiber alle ¥ und Anwendung der Youngschen Ungleichung

d

1 ~y C
% (3 1Oy + @y + 5

% e >HH2(Q )+ IOl

< 55 (el B gy + 7ol 18Oy o)

Ganz dhnlich liefert Multiplikation der Bewegungsgleichung mit 6 nach partieller Integration

d

& (31000 g ) + W10y = [ (0 Don(u 6+ g1 + 502 1~ 025) 0o

Die rechte Seite dieser Gleichung wird nun summandenweise passend weiterbehandelt. Zunéchst
gilt

g

1
o) ) + 521000y

/ ((9‘1‘9)00(%,94-9)%) Odx < ﬁ
0

Desweiteren gilt

/Q (802) 0z < vl 1802111, ) <

p p
1 H’UmHiQ(Q) + 3 ”5%9\\%1(9) < Z”U(t)H?llg(Q) + H’U:c”ig(g) He(t)\@{g(g)

Und schliellich ergibt sich

1 1
/Q(gt - /‘igmm)ediﬂ < 5”9(75)”?{3(9) + 5”915 - ’fgmcH?{g(Q)

Aufaddieren von Bewegungs- und Temperaturgleichung unter Verwendung dieser drei
Abschétzungen liefert

d (1 0%
& (3 1Oy + @Iy +

1 2 2 2 2 1 2 2 1 2
< 55 (el (e g 0 + Ioll% 100 iy ) + (505 el + 5 ) 16010

C 1
S a0 + 5 ||9<t>||?qg(m> + 1103 o)

1 2
+ 5”91& - "fgxxHHg(Q)

Abkiirzung von

Cl

1 vy 1
N = (5 1Oy + J1uO e + SO + 5 100y

ergibt

d ) 1 S R ) 1
SN(E) + 1008 2y 0 < (% el + 5C3 + el + 5 ) N )

I ell

1 2
+ 5 llge = Kger g + 103110
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Mit der Voraussetzung

folgt daraus weiter

d K 1 1
dtN( )+ 5”9(’5)“?{;(9) < (ﬁ rell2, + BCE? + H%H%Q(Q) + 5) N(t)

1 2
+ 590 = KgerllBgey (319)

Der Faktor vor N (t) ist eine in der Zeit integrable Funktion, und deshalb kann das Lemma von
Gronwall angewendet werden und liefert

t
N(t)gzv(o»exp(/o munu +5C2 + ol + 57

exp ([ g5 Il 508+ el gy + 5 ot — mgae g (s

t
< N(0)- exp< Il t+ 531+ e ooy + ) +

t
eXp( Il + 5 05”"%”@(% Lz(ﬂ)>+§>'§“gt_"””gmuiz((o,w;fz;)(m)

Setzt man dies in die Ungleichung (3.19) ein und integriert tiber die Zeit, ergibt sich
K 2
IO, 30 < N(O)+
INOI Lo 0,0)) - 25 Irellse t + 30575 + 10212, 0,0, L2 2)) T B

+ —1 — 2 3.20
2||.gt /igm\|[2((07t);Hg(Q)) ( . )
Da N(t) < 00 ist damit gezeigt, daf fiir die Lésung gﬂt

K
5”9( )”L2 (H1(Q) <0 (3.21)

Dies bedeutet, daf fast iiberall in der Zeit 6(z,t) als Funktion von x stetig ist; also gilt fiir fast
alle ¢, dal die Randbedingungen 0(0,¢) = 6(1,t) = 0 erfiillt sind. Da auflerdem fiir alle ¢ gilt

ut) € H3(Q),  w(t) € Hy()
folgt nach klassischen Einbettungssitzen
Uz (t) € C0Q), () € CQ)
und damit werden die Randwerte
Uzr (0,1) = Uz (1,8) = v(0,t) = v(1,t) =0

angenommen.



Kapitel 4

Eigenschaften von VZaR

Im zweiten Kapitel wurde die Wohlgestelltheit der Bewegungsgleichungen des Falk-Systems,
beziehungsweise des zugeordneten Systems gewohnlicher Differentialgleichungen gezeigt. Aus-
gehend davon wurde eine auf Z stetige zweiparametrige Evolutionsabbildung W% eingefiihrt,
welche einem Anfangswert zp = (ug,v9) € Z zum Anfangszeitpunkt ¢y, die Losung z(t1) =
(u(t1),v(t1)) € Z zum Zeitpunkt ¢; > ¢y zuordnet.

In diesem Kapitel wird gezeigt, daf die zweiparametrige Evolutionsabbildung Wt als Abbil-
dung von Z bzw. Z in sich nicht nur stetig, sondern sogar stetig richtungsdifferenzierbar ist.
Ihr Differential DW:%0 2y am Punkt zg angewandt auf eine Stérung &g ist durch die Losung des
zugeordneten Systems gewohnlicher Differentialgleichungen der linearisierten Gleichungen oder
Variationsgleichungen entlang der Losung z(t) zum Anfangswert zg gegeben:

DULY g =Dy (U02) & ¥ &eEY

Dazu wird zunéchst mittels eines Kontraktionsargumentes die Wohlgestelltheit der linearisierten
Bewegungsgleichungen gezeigt. Im n#chsten Schritt wird ausgefiithrt, dal mit den so entstande-
nen Losungen tatsichlich die Ableitung von W0 festgelegt ist.

SchlieBlich wird fiir den Fall 32 — 4y > 0, ~ > 0 die Abbildung U*** und deren Differential
genauer untersucht. Es zeigt sich, dafl es zu jedem Anfangswert zy und jedem Startzeitpunkt ¢g
einen Untervektorraum FE,, ;, von Z gibt, so dal Anfangswerte & € E,,, der Variationsglei-
chungen Losungen & haben, die in der Zeit exponentiell schnell gegen Null gehen.

Desweiteren gibt es einen endlichdimensionalen Untervektorraum Vp von Z, so dafl Z als direkte
Summe von E,, ;, und Vp geschrieben werden kann. Anfangswerte &y € Vp haben Losungen &,
die in der Zeit hochstens exponentiell schnell ansteigen kénnen. Die Dimension von Vp ist von
zo und tp unabhéngig.

4.1 Die linearisierten Bewegungsgleichungen

Die linearisierte Gleichung oder Variationsgleichung zu den Bewegungsgleichungen entlang einer
Losung z(t) = (u(t),v(t)) zu einem Anfangswert zy zum Startzeitpunkt ¢y lauten

§or = Clglx:c = Yé1zzaa + ﬂ{ézx + (ra(um 9)6196)96 (41)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden siimtliche Argumente (z,t) unterdriickt.
Vollkommen analog zum Vorgehen beim Beweis der Wohlgestelltheit wird nun der Losungsbegriff

95
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fiir diese Gleichung gefafit, und weiterhin das zugeordnete System gewohnlicher Differentialglei-
chungen aufgestellt. Mit

hy g (t) = / re(uy(t),0(t))&; - cos(kmzx)dx
Q
ergibt sich aus der Losungseigenschaft

H£2t(t) - (Olélxx(t) - ’7£lmmmm(t) =+ /3£2£B:E(t) + (TE(U:M 9)(t))x)‘|H;3(Q) =0

die Gleichung

> dk ak(k}ﬂ')z ak(/mr)4 dk(kﬂ)2 k‘ﬂ'th
;<W+Cl (km)3 T (k)3 +8 (km)3 + (kﬂ)?’)ek

Dies ist im L9(€2) aber dquivalent zu

ap(km)*  ap(km)!

—|-"Y dk(kﬁ)2 k’ﬂ'hl,k
(km)3 (km)?

ag
(k) (o)

(k)

fiir alle k. Multiplikation mit (k7)3 und partielle Integration ergibt

=0

3+C1 + 4

iy, + Crag(km)? + yag,(km)* + Bag(km)? + krhy g, = 0 (4.2)
Analoges Vorgehen im Falle v = 0 fiihrt auf die Gleichungen
ix + Crag(km)? + Bag(kr)* + krhy j = 0 (4.3)

Jede Losung der Variationsgleichungen in unserem Losungssinne erfiillt also in ihren Koeffizien-
tenfunktionen ajy das Differentialgleichungssystem 4.2 bzw. 4.3.

Im folgenden bezeichnen Symbole mit der Tilde den Fall v = 0, ohne Tilde den Fall v > 0. Es
gilt folgender Satz:

Satz 4.1 Losungen des zugeordneten Systems der linearisierten Bewegungsgleichungen.

Zu einer als Parameter vorgegebenen Temperaturfunktion 0(x,t) mit 0 € Lo(QQ) firt € R sei
eine Losungskurve z(t) = (u(t),v(t)) C Z baw. z(t) = (u(t),v(t)) C Z der Bewegungsgleichungen
des Falk-Modells zum Anfangswert z(tg) = zo zum Startzeitpunkt to gegeben.

Dann existiert zu vorgegebenem &y = (£1,0,82,0) € Z bzw. & = (£1,0,&2,0) € Z eine eindeutige
Losung &(t) = (&1(t),&2(t)) des zugeordneten Systems (4.2) bzw. (4.3) firt € [to, 00) mit £(to) =
&o. Fiir diese Losung gilt nach Konstruktion

@), <C- ePa(t—to)

mit hinreichend grofiem p, > 0 und C > 0, die nur von Anfangsdaten und den Annahmen zur
Energie abhdngen.
Auferdem hingt die Losung & stetig von den Anfangswerten &y ab.

Der Beweis dieses Satzes geht nach dem gleichen Schema vor der Existenzsatz fiir die Bewe-
gungsgleichungen. Man konstruiert einen Operator S, der fiir hinreichend grofies p im Raum Z,
kontrahiert, und dessen Fixpunkt gerade das Anfangsrandwertproblem 16st. Aus diesem Grund
wird der Beweis an dieser Stelle nicht mehr wiederholt.
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Man definiert nun im Fall v > 0 fiir {5 < ¢; die Evolution D\I’i})’to der linearisierten Gleichungen

analog zur Evolution der urspriinglichen Gleichungen

Dyt 7 Z
E(to) — €(t1) = DV - €(to)

beziehungsweise fiir v = 0
D\i/%’to : Z— 7
E(to) — &(tr) == DWE™ - £(to)

Diese Evolutionsabbildungen hingen von den beiden Zeitparametern ¢y und ¢; ab wie auch von
der zugrundeliegenden Losung der urspriinglichen Gleichungen zum Anfangswert zg. Letztge-
nannte Abhéngigkeit wird durch den entsprechenden Subskript ausgedriickt.

4.2 Differenzierbarkeit von Wit

Nun wird der Zusammenhang zwischen der Evolution der linearisierten Gleichungen und der der
urspriinglichen Gleichungen hergestellt:

Satz 4.2 Differenzierbarkeit von Wit
Die in Kapitel zwei eingefiihrte zweiparametrige Evolutionsabbildung W't ist eine richtungs-
differenzierbare Abbildung mit Differential

diz()(mtl’tozo) E=DULN . ¢ VeeZ

Diese Aussage soll nun bewiesen werden. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit wird dabei
to = 0 gesetzt; durch Verschiebung in der Zeit entsteht daraus die Aussage des Satzes.

4.2.1 Differenzen zweier Losungen bei gleicher Temperatur 6

Im folgenden wird fiir den Fall v > 0 die Differenz zweier Lésungen der Bewegungsgleichungen
zu unterschiedlichen Anfangswerten, aber bei gleicher als Parameter vorgegebener Temperatur-
funktion # untersucht.

Man setzt mit zwei Losungen Z und Z an und bildet deren Differenz

Die Anfanswerte der beiden Lisungen seien dabei zu einem beliebig gewéhlten 1) € Z gegeben
durch

=g

N
Il
A
|
[N
Il
7N
(ST~
[S4!

20) =2,  20) =2+

Die Differenz der jeweils zugeordneten Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen (2.4) bzw.
(2.5) wird — wie auch schon in fritheren Rechnungen — mit ay/(k7)? multipliziert und darauf
iiber alle £ summiert. Mit der Youngschen Ungleichung ergibt sich

d d d 1 R -
G 103200y + Crg el + 15 iy ) < 5l Cie,6) = (i, )
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Nun kénnte man unter der Voraussetzung der Lipschitzstetigkeit von r beziiglich seines ersten
Arguments eine Abschéiitzung von Gronwall-Typ aufstellen — hier aber soll im Hinblick auf das
weitere Vorgehen die Differenzierbarkeit beziiglich des ersten Arguments verwendet werden.
Aufgrund jener ergibt sich

(U, 0) — r(Uy, 0) = re(ly, 0) (4 — Uy) + Ry = re(Uyg, O)uy + Ry
mit
[R1(t)llg = o[l (t) — ta(t)lq) = o([[ua(t)ll)

Somit ergibt sich mit Youngscher und Hélderscher Ungleichung

d . d, d,
o |’U“H;1(Q) + Cl%”uHHg(Q) +’YEHUHH21(Q) <
1 R
5 (et 0) (i — ) + | R11)
1, 1
<3 e (i, 0112 [luez [, + 3 IRl (4.4)

Aufgrund der Abklingeigenschaften des Terms R; findet man zu einer beliebig vorgegebenen
positiven Konstanten L eine Kugel B.(0) mit Radius €(L) um die Null in Ly(2) so, dafl

uy € B:(0) = ||R1H?2 <L ||umH?2 (4.5)
Daraus ergibt sich fiir Losungen innerhalb dieser Kugeln die Abschétzung

d . 2 AT d, o Cé 2
o ||U||H;1(Q) + OlEHuHHS(Q) +7£HUHH21(Q) < 7 +L ||u||H21(Q)

< 2 (G0 1) (ol g + Cilluligiey + Ml
=\ B Hy @) T g @) T I Y ()

Anwendung des Gronwallschen Lemmas ergibt
o121y + Cllu(®) g gy + MOy 0 <

1 [/C?
(00l + Calwolgey + 7ol oo (¢ g (S 1)) (ao)

Die Abschétzung gilt nach obigen Ausfithrungen nur in dem Zeitintervall, fiir das u,(t) € B:(0)
gilt. Die Lange dieses Zeitintervalles 1a8t sich aber fiir hinreichend klein gewahlte Norm |[|¢||,
der Anfangsbedingungen beliebig grofl machen.

Auflerdem liest man aus dieser Ungleichung ab, daf} fiir jede noch so kleine Wahl von ¢ bei
hinreichend klein gew&hlter Norm ||¢|| , gilt, daB u,(t) € B(0) fiir alle t € [to, t1]. Dies bedeutet:
Fiir ||¢)]| , — 0 gilt

IBL(Dlg < Llus(t)lly V¢ € [to,ta] (4.7)

fiir jedes noch so kleine positive L. Mit der Ungleichung (4.6) 1a8t sich jedoch die rechte Seite
||ux(t)||?2 abschétzen durch die Norm |||, multipliziert mit einer gewissen Konstante, und es
ergibt sich mit einer Konstanten C' die Aussage

IRi(®)llg < CVLIll; ¥ teltot] (4.8)
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fiir jedes noch so kleine positive L. Daraus liest man ab

HRl(t)”Q -0 (49)

11m
lwll,—0  [[¥llz

bzw. nach Zeitintegration

IR (®)llg,

im —— @ (4.10)
lwlz—0 1Yl

Aus der Abschiitzung (4.6) liest man bereits ab, daf§ die Evloution W0z, lipschitz-stetig von
zo abhéngt. Die Differenzierbarkeit wird im folgenden Absatz gezeigt.

4.2.2 Differenzierbarkeit

Nachdem Existenz und Eindeutigkeit der linearisierten Gleichungen entlang von Lésungen der
Bewegungsgleichungen gezeigt wurde, wird in diesem Abschnitt nachgewiesen, dafi die Losung
der linearisierten Gleichungen in der Tat die Ableitung der Evolution nach einer gewissen An-
fangsrichtung darstellt.

Dazu wird die Losung £ der linearisierten Gleichung entlang der Losung 2 verglichen mit der
bereits im letzten Abschnitt untersuchten Differenz zweier Losungen z = Z — Z, wobei auch bei
der linearisierten Gleichung der Anfangswert &y = 1 vorgeschrieben wird. Wenn die Lésung der
besagten linearisierten Gleichung mit

&1
()

bezeichnet wird, die Losung der Differenzengleichung aus vorangegangenem Absatz ihrerseits

mit
(+)
z =
v
und deren beider Differenz mit

qﬁ:{—z:(i;):(g;::j) (4.11)

¢ = C19120 — VYPrazae + Bowe + (re(Ua, 0 + g) 12 + Rl)x

dann erfiillt ¢ das System

im Losungssinne der Bewegungsgleichungen zum Anfangswert
o—20=¢—9Y=0

Wieder werden die Koeffizientengleichungen des zugeordneten Systems gewohnlicher Differen-
tialgleichungen je mit ay/(k7)? multipliziert und darauf iiber alle & summiert. Es folgt unter
Verwendung der Youngschen Ungleichung

1 .
21520y + Callonlgeay + 2115y 0 < 55 (I, )1 ol + IR



60 4. Eigenschaften von Wi-to

Nun sammelt man die entsprechenden Terme zur Anwendung des Gronwallschen Lemmas auf
und kommt unter Beriicksichtigung der Energieeigenschaften 1.1 zu

d
dt <H¢2”§{;1(Q) + Cl”ﬁblH%{g(Q) + ’Y”¢1H§{21(Q)> <

Cs 2 2 2 2

s5cr (192152 0) + Crl91 g + 2l ) + IR O

Daraus liefert das Gronwallsche Lemma die Aussage
2 2 2 ! 2 Yai
(62131 0 + Cilldr Big ) + Y1 By ) (8) < /0 IR (811 exp (¢ — )T) ds
mit

~._ C§
e

Weiter ergibt sich mit der Hélderschen Ungleichung

(182131 0y + Cullén gy + M1 By ey ) (8) < IBAIZ, - exp (C1)
beziehungsweise mit der Ungleichung von Young

min(1,Ch)

5 lo@I1% < [Rallg, - exp (Ct)

Wurzelziehen und Division durch [[¢)||, liefert

min(1, Cy) le@)ll _ [Fille,

. Ct
> el = e, oP©)

Mit (4.10) ergibt sich daraus

o)l

lim =0
lell,—0 ([l

was nach Einsetzen der Definition von ¢(t) bedeutet

r HD‘P?O’“%Z) — Wbz + Whio(z) + w)Hz
11m
] ;—0 191 5

=0

Dies war zu zeigen.
Im Falle v = 0 fiihrt eine leicht veréinderte Argumentation zur entsprechenden Aussage, daf

auch W'+ als Abbildung von Z in sich differenzierbar ist.

4.3 Eigenschaften von U im Fall 32 —4y >0, ~>0

In diesem Fall kann noch mehr iiber die Losungen der linearisierten Bewegungsgleichungen
ausgesagt werden. Es gilt folgender Satz:
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Satz 4.3 FEigenschaften der Liosungen der linearisierten Bewegungsgleichungen fir 3% — 4y >
0, ~v>0.

Zu einer Temperaturfunktion 0§ € Yy sei eine Lisungskurve z(t) = (u(t),v(t)) C Z der Bewe-
gungsgleichungen zum Anfangswert zg und der Startzeit to gegeben.

Dann gibt es p < 0,p, > 0 und dazu eine direkte Zerleqgung des Raums Z in zwei Untervek-
torrdume Vj, und E(zo,to), wobei E(zg,to) — wie durch die Notation angedeutet — vom Anfangs-
wert zy und der Startzeit ty abhdingt und Vp endliche, von zy und tg unabhdingige Dimension
hat

dim (%) =mq < 00
so dafs gilt:

o€V = 6t = to)llz < Ce ) |lgo]
&0 € E(z0,0) = 6t — to)l z < Ce' =) Jigo]l

Dabei hingt die Konstante C' nur von den Vorgaben zur Energie ab.

Der Satz sagt aus, daf§ nur Anfangswerte aus dem endlichdimensionalen Raum Vp Losungen
haben konnen, die exponentiell wachsen. Losungen zu Anfangswerten aus E(zg,to) klingen hin-
gegen exponentiell schnell ab.

4.4 Beweis des Satzes 4.3

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit wird der Beweis fiir tg = 0 ausgefiihrt; die entsprechen-
den Aussagen fiir ty # 0 ergeben sich durch Veschiebung in der Zeit.

Wieder wird das zugeordnete System von gewohnlichen Differentialgleichungen betrachtet:

ap = —’Y(?/fﬂ)4ak—5dk(2kﬂ)2+/ﬂ(ga§1x)x€kdm

Mit der Abkiirzung
() = [ (oebiends
ergibt sich Vk € N kurz:

% ( i ) - ( —7&%)4 —ﬁ(lkﬂf)2 ) ( i > i < hok ) (t) 2

Dieses Differentialgleichungssystem ist das den Variationsgleichungen (4.1) zugeordnete System
gewohnlicher Differentialgleichungen, und zwar notiert als System erster Ordnung. Die Anfangs-
werte {o = (£1,0,&2,0) iibertragen sich zu den Anfangsvorgaben

ax(0) :/951706]@(13}, dk(O):/ﬂgg,oekdw, (4.13)

Die Menge A aller Eigenwerte der Matrizen
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des linearen Teils der jeweiligen rechten Seiten besteht aus der Vereinigung iiber alle k der Zahlen

)\lk:(kﬂ_)z_ﬂ+\/52_47 \ )2_6_\/62_4’}’
’ 2 ’ 2

An dieser Stelle gehen die Voraussetzungen iiber die Parameter § und v ein: Durch sie wird
sichergestellt, dal es nur reell verschiedene Eigenwerte gibt.
Fiir den spéteren Gebrauch werden noch zwei Konstanten eingefiihrt, ndmlich

2,k = (kﬂ'

Ak — Aok 9
— o =

CAl - k2 52 - 4,7

und
. A2k . 28+ v (2 — 4y
CA2 == ? =T f

Die jeweils zugehorigen Eigenvektoren werden mit

1 1
=0 ) =)

4.4.1 Definition von V, und V,

bezeichnet.

Es werden folgende — vom Parameter p abhingige — Indexmengen eingefiihrt:
I = {k S N’)‘l,k < p}
Iy = {k’ € N|/\27k < p}
I :={keN|\y >p}
Iy:={k €N\ >p}
Mit diesen Mengen werden Untervektorrdume von Z definiert:
Vi :=lin ({U1k€k|k’ S Il})
V5 :=lin ({U2k€k|k’ S IQ})

Vi :=lin ({’ulkeklk S j1}>
Vg ;= lin <{U2k€k|k’ S fg})

SchlieBllich werden die Réume V), und ﬁ}, im Sinne einer direkten Summe zweier Vektorrdume
definiert durch

V= Vi+Vh

V= Vi + Vo
Die beiden Untervektorrdume V, und Vp werden mit der gleichen Norm versehen wie der Raum
Z.
Jeder Punkt z aus dem Raum Z 14t sich damit in eindeutiger Weise als Summe z = 21 + 29
mit z; € V), und 22 € V), schreiben durch

=Y bigvier + > bagvarer | + | D brrviker + > bovorer
kely kels kel kely

€Vp v,
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4.4.2 Die Projektionen P, und PVP

Dies legt die Einfithrung der Projektionen Py, und Pf/p von Z auf die Unterrdume V,, bzw Vp
nahe:

Py : Z =V,

P
z+— Py,z = Z b1 kviker + Z ba kvarex
kel kel

und
PVP : 7z — VE,,
Z Psz = Z by kviker + Z ba kvarex

kel kel,

1
Die Projektionen der Vektoren < Zk ) ey, auf die Basisvektoren vy ; = < A ) ey bzw. vy ) =
k

)

< A\ er in den jeweiligen zweidimensionalen Unterrdumen von Z sind durch
2k

1 1 o ag
b1k < /\1,k ) er + ba i < /\27k ) e = < an > ek (4.14)

beschrieben. Daraus ergibt sich durch Losen des linearen Gleichungssystems

- X kak —ay + A g0k

b —- o= bo 1 =
Lk = >\1 k= A2k 2k Ak — A2k

Also schreiben sich die Projektionen auf V}, und Vp in folgender Weise

PVPZ Z—>V
— Ao pak —ak + A1 kag
2 Pyozi= Z \ . — " —viker + Z 3 \ ———voreL
el Lk 2.k hel, Lk 2.k
und
PVP: Z —V,
zn—>P = Zak_)\zkakv e +Z_ak+)\1kakv e
= 1k€k 2k €k
ALk — A2k ALk — Aok
keh 6]2

4.4.3 Norm der Projektionen P, und Pf/p
Abschitzung Teil 1

Es hat sich demnach als Projektion von (a, ax) auf den von vy j, aufgespannten Unterraum

by v _(.lk—)\zkak( 1 )
1L,kVLE —)\1,19_)‘2,’9 Ak
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ergeben. Es gelten mit der Ungleichung von Young folgende Abschétzungen:

e — Ao pag ) 2(km)? 27
k)?b3 ), = kw2<7a’“ 2k ’“) < (@ 4 M pad) = oo (a3 + CF K}
( ) l,k ( ) )\17k _ )\27k — ()\17]{ _ )\27k)2 ( k 2,k k) k2012\1 ( k A2 k)
ot [ a2 (1+C2)2r1 1 42
< k 2 2.2 Ao k 2 2
- C3, ((knr)2 O (k) a’“) - i <(1m)2 + () “k)
und damit
d2
kbt < C(Ca,, Cy) (Umf)Q + (lm)%i) (4.15)

Desweiteren ergibt sich analog

1 2 ;9 2 ap — A2 Ok 2 szx (1+C/2X) di 2 2
— k 3 < 2 2
(k)2 AT kbt g = (k) </\17k T ) T (or )2 + (km)“aj,

Somit ergibt sich fiir ein z € Z der Bauart z =) ( ?Lk ) fiir die Projektion auf den durch alle
k

U1,k€k aufgespannten Unterraum

14+ 02 )ort 42 14+ 0% )ort
S (k)2 < L o) > (2 +<kw>2ai)=%nzn%

- C/2x1 - (k)2 012\1
und
1, o, CL(+C}) a2 , L.\ CR(1+C2)
E {_ < ZA2\ " T Ay E ’ _ A\ T Ay
- (k’ﬂ')2 Al,kbl,k — C/2X1 - (kﬂ')z + (kﬂ) ay, C/2X1 ||ZHZ

Insbesondere folgt

Z b1 k1 ek

keN

1/2
(1+C})2r*  CF,(1+CR))
7 A1 Al

Abschitzung Teil 2

Fiir die Projektion von (ag,ax) auf den von vy aufgespannten Unterraum gilt

bo 0 B —dk + Al,kak 1
2,kV2 k = —)\Lk — Aok A2k

Nach Rechnung ergibt sich eine &hnliche Reihe von Abschétzungen wie oben, namlich

a2
K282, < C(Chy,Cny) ( - (fm)%i) (4.16)

(k)
wie auch
-2

1 a
Wxé,kbik < C(Cay,Ch,) ( (kﬂ’f)2 + (;m)mi)

Insbesondere folgt

E ba V2 L€k

keN

< C(CA17 CA2) ”Z”Z

Z
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Konsequenzen
Fiir die Projektionen

P, Z —V,

Z2 > Pz = Z b1 kv1keR
keN

bzw. fir

Py, : Z =V,

Z2 > Pz = Z ba kVakek
keN

wurde durch die Abschitzungen gezeigt
[Pzl < C(Cay, Cnn) 2l [Paxzl] < C(Cays Ca) Izl 4

Wegen

1Py, zl, = || D brsviker + Y bagvacer|| < || Y brsviker|| + || D barvarer
kel kels 7 kel 7 kels

z
<D brgviker|| {1 bogvaer|| < I[Pzl + [|Paz] < 2C(Ca,, Cay) 21l
keN A keN A
und
HPsz ‘Z = Z b1 kviker + Z by kvarer|| < Z by viker|| + Z ba kvakeR
kel kels VA kel VA kels VA
<D brrviker|| | bagvarer|| < I[Pzl + [|Paz]| < 2C(Ca,, Cay) 21l
keN 7z llkeN z
ergibt sich daraus
HPVPH < C(CA17CA2)7 HPVPH < C(CA17CA2) (4.17)

Diese Abschiitzungen werden an spéterer Stelle gebraucht.

Bemerkung

Die jeweiligen Normen der Projektionen sind eigentlich nur in gewissen Unterrdumen grofler als
Fins, es gilt ndmlich

Py 2=z fiir 2 € lin {vik, Vor frer, 1,
PVpZ =0 fir z € lin {Ulk’v2k}k€flmf2
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bzw.

Psz =0 fiir z € lin {”lkvv%}kelmlz

Psz =z fiir z € lin {Ulk’v2k}k6f1ﬂf2

Nur fiir z aus der ,,gemischten Zone* lin {vyk, vor } kelinD konnen eventuell Normen grofler als
Eins auftreten.

Die vorangegangenen Normabschétzungen gehen auf diesen Punkt nicht ein; die Resultate sind
dennoch ausreichend fiir den weiteren Gebrauch.

4.4.4 Aquivalente Normen in Z

Fiir spétere Verwendung wird an dieser Stelle noch eine zweite Norm in Z eingefiihrt:

Wir betrachten neben der urspriinglich eingefithrten Norm ||-||, die Norm ||-||,, die auf der
Darstellung eines Elements z in Z in den b; , und by, nach (4.14) beruht.

Es sei definiert

”2”2 = Z k‘2(b%,k + b%,k)
k

Nun betrachtet man

(k‘7r)2a% = (k‘71')2(b1,k + bg,k)z < 27T2k‘2(bik + bg,k)

wie auch
ai  (bigAig + bapAok)? O] AT g+ 0505, 20, 5 2
e : < 5 < —5 k(b7 g + ba )
(k) (k) (k) s ’ ’
Damit gilt
> (km)2ad < V272 | 2],
k
und auch

In Summe ergibt sich

l=ll; =, [>_(kn)%a 1[I, = D1 ||l

k

Unter Verwendung der Abschétzungen (4.15) und (4.16) zeigt man entsprechend
2]l < D2 2]l

Damit sind die beiden Normen auf Z #dquivalent.
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4.4.5 Die Operatoren S und @

Zunichst 1a8t sich als Losungsausdruck der Differentialgleichung (4.12) angeben:

ak Y gy = et (@O ) | [ e (0 (e (4.18)
ag ax(0) /0 hi

mit
eAkt _ % (e)\l,k:t + e>\2,kt) + Dl,k (e)\z,kt _ e)q,kt) D2,k (e>\1,kt _ e}\g’kt)
D3,k (e)\l’kt _ eAQ,kt) % (eAl,kt + eAQ,kt) + Dl,k (e)\l’kt _ )\2 kt)
und
Dy = _ LAkt Aok
Lk \/ 2 \ Mg — Aok
D 1
2,k =
’ km)2\/ 6% — 4y >\1,k — Aok
A1 kA2 k
D3 k — ( ) ) )

Fiihrt man (byz, bor)? ein durch

big \ _ ( ax(0)
(“%”$)<@k>‘<amm
dann ergibt sich aus (4.18) der Ausdruck

t
< o > (t) = e+ byyv1y + e 2 by +/ e t=7) < }? > (7)dr (4.19)
k

ag 0
Der Ausdruck (4.19) kann zur Definition eines Losungsoperators S herangezogen werden mit
S Z,— 2,
§=(&,&) — S(&, &)
mit

[e.e]

t
S(61,6) =) < MAD o1k + € 2F by vg —I—/ eAr(t=T) ( 0 > (7)d7-> ey,
0 hi

k=1

Fiir S kann — wie bereits in Satz 4.1 angedeutet — gezeigt werden, dafl bei hinreichend grofiem
positiven p > p, eine Kontraktion vorliegt, und damit die Existenz und die Eindeutigkeit einer
Losung der linearen Gleichung fiir beliebige Anfangswerte. Die so erhaltene Losung ist hochstens
exponentiell wachsend.

Um die detaillierteren Aussagen des Satzes 4.3 zeigen zu konnen, ist allerdings die Verwendung
eines modifizierten Operator ) notig, der definiert ist durch die Vorschriften

=> Q)
k=1
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mit
Qr(§) = Qur(§) + Qar(§)

Dabei stehen

)
Q1k(§) = <€)\1’ktblkvlk + L (—e“vk(t_” ( )\ik >> d7> e firp > A

0 A2k — ALk

und

Qik(§) = (—/ _In(m) (—e*lyk(t”) < 1 >> d7'> e fiir p < Apg
Aok — ALk ALk
analog

t
Q2]€(§) = <e>\2,ktb2kv2k _|_ L(T) <e)\2,k(t—7—) < Aik >> dT) . ek fur p > )\2716

0 A2k — ALk

)

und

Qok(§u = —/ L(T) P2k (=) 1 dr | - e fiir p < Aoj
¢ Aok — ALk A2k ’

Es ist ersichtlich, daf fiir positive p der Operator @) gleich dem Operator S ist.

Im folgenden wird gezeigt, daf es auch negative p gibt, so dal der Operator @) in Z,, wohldefiniert
ist, kontrahiert und damit einen Fixpunkt besitzt. Dieser Fixpunkt ist Losung der Variations-
gleichung zu gewissen Anfangswerten; fiir p > 0 konnen alle diese Anfangswerte frei vorgegeben
werden, fiir p < Apq kOnnen nur gewisse Anfangswerte frei gewédhlt werden, wihrend die rest-
lichen von dieser Wahl abhéngen und durch sie bestimmt sind.

Nach folgender Abschitzung von hy(7) wird vor der Wohldefiniertheit von @ zuerst die Kon-
traktivitéit gezeigt, weil dort erbrachte Abschéitzungen die Grundlage fiir die Wohldefiniertheit
sind.

Die Abschitzung von hy(7)

Wegen der Annahmen 1.1 iiber die freie Energie
|oc(ug,0)| < C1+Co ¥V (ug,0) € R?

folgt fiir

hl,k(t) = /(O-s(umae)glm)xekdx = _/ Je(uxye)élxekxdx
Q Q
unter der Annahme [|£]|z, = 1 mit der Ungleichung von Holder
|hi(T)] < (C1 + C2)keP” (4.20)

Diese Abschétzung ist von der zugrundeliegenden Losung z und der vorgegebenen Temperatur
f unabhéngig.
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4.4.6 Nachweis der Kontraktion von @

Um zu zeigen, daf} der li]qearg Operator () fiir passende p kontrthit—:;rt, betrachtet man die Dif-
ferenz Q(§) — Q(&) mit ||£ — ||z, = 1. Mit der Abkiirzung § = § — & ergibt sich

Q) - Q€)= Q)
wobei der lineare Operator Q bis auf das Fehlen der Summanden mit den Anfangswerten by,
und by, das gleiche Aussehen wie @) hat.

Es ergeben sich unter der Voraussetzung p ¢ A folgende drei mogliche Félle mit zugehorigen
Abschitzungen:

o Fall Aoj < Ay <p:
t
~ hy(7) ( Mg (t—7) ( 1 >>
= _— — s T d +
Qu() 0 A2k — ALk ‘ ALk war

t
hi(7) < Aok (t—7) < 1 >>
+ — 7 | e 2kRUTT erdr
/o Aok — ALk A2k k

Einsetzen von (4.20) und Abschétzung (B.1) ergeben in diesem Fall fiir die erste Kompo-

nente
~ Cy + Co)keP < 1 1 >
P! P < +
Prane| 0 < Pk — Axl \p—ox D
und fiir die zweite Komponente
~ 01 + CQ)k?ept 1 1
pH t) < | ( +
PIME] ) = Parl 5 (o

e Fall )\271g <p< /\1,k:

A _ ML(T) _ A1k (t—T) 1
Oule) = / o m( c <A1,k>)em

¢
+ 2,k T d
/0 A2k — Ak ‘ A2k kT

Einsetzen von (4.20) und die Abschétzungen (B.1, B.2) ergeben in diesem Fall fiir die erste

Komponente
- C1 + Co)ker < 1 1
Pl ‘ < +
‘ Qk(g) ( ) < ‘)‘2,16 _ Al,k’ P—Aop  Agp—D
und analog fiir die zweite
- Cy + Cp)ker 1 !
plT ‘ B < ol T
‘ Q)] (1) < | M’ Mz,k — )\1,k’ P—Ak Mg —P

e Fall p < )\27k < )\17]{:

S A G Al,k(t—r)< 1 >>
Qr(§) = /t 7)\2’k . ( e Ak erdr

TS (P ()
— UEEEE——— e = T edT
¢ A2k — ALk A2k k
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Einsetzen von (4.20) und Abschétzung (B.2) ergeben in diesem Fall fiir die erste Kompo-

nente
- C1 + Cy)kePt < 1 L >
‘ Qk(f)‘ (t) < Aok — Akl \Nox—p Aigp—0p
und fiir die zweite
- C1 + Cy)kePt 1 L
pli < I\ (€1 +
‘ Qk(f)‘( ) < Azl Aok — ALkl Xk —D Mp—D

Aus diesen Abschitzungen ergibt sich weiter

(01 + 02)k2€pt < 1 " 1 )
Aok — ALk A2k —p| Ak — D

IN

k- [P1Ow©)| )

1 1
= (C1 4+ Cy)C ept< + )
(G 2)COn, Aok —pl Ak — D

wobei die Konstante Cy, wie oben definiert verwendet ist.
Quadrieren und Anwendung der Youngschen Ungleichung liefert

K*. ‘Plék(f)‘ (t) < (2(C1 4 Co)Ch, )? %! <(>\2k1_ p)? * (M kl— p)2>

Summation iiber k& und Wurzelziechen macht daraus

N 1/2
(Z B2 ‘Plék(f)‘ (t)> = \\(PIQk(f))(t)HHzl(Q) <
k=1

1 1
201+ C)Cp e [+ Y
(G + )0 (k:l Aok —p)* = (/\1,k—p)2>

Auch fiir die zweite Komponente kommt man auf eine dhnliche Abschétzung. Es gilt ja |A; | <
[A2,k| < Ch, - k?, wie man der Darstellung der Eigenwerte entnimmt. Daraus ergibt sich

. 1/2
(Z K ‘Pllék(f)‘ (t)> = P QN Dl ) <
k=1

1 1
2O+ Co)Opye [ S
(G + C)Chs (k:l (A —p)* = (Al,k—p)2>

Addieren der beiden Abschéitzungen liefert

o . 1/2
1Qk &)z, <2(C1+ Ca) (Ca, + Cha,) (Z m + m>

k1 2k TP

Satz C.1 im Anhang garantiert zu beliebigem € > 0 die Existenz einer Folge (pg) gen it p <0
und lim,, ., pn, = —00, fiir deren Folgeglieder gilt, dafl

o0 o0 1
Z m—m PP

—1 =1 1,k — Pn
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erfiillt ist.
Man wihle nun eine solche Folge zu einem €, so dafl

1
2(C1+C2) (Ch, + )2 < 5

erfiillt ist. Damit die Kontraktivitdt des Operators ) in Z,, garantiert.

Nun muf noch sichergestellt werden, daf§ () in Z,, wohldefiniert ist. Dies geschieht im folgenden
Absatz:

4.4.7 Wohldefiniertheit von @
Der Operator @ 148t sich darstellen durch

Q(€) = Q&) + &
mit

Ee=> (e)\l'ktblkvlkek) +) <€A2"°tbzkvzk€k)

kel kel

Im Nachweis der Kontraktivitdt wurde bereits gezeigt, daf fiir passend gewihltes p gilt

Q) € %y

Auch &, liegt jedoch in Z; aus der Summen-Darstellung ist ersichtlich, dafl jeder einzelne Sum-
mand in der Zeit exponentiell schneller als eP! abfillt. Damit gilt insbesondere

16 @)1l z €™ < 16:(0)]

Damit folgt aber
£« € Zy

Der Operator @ ist also wohldefiniert. Da seine Kontraktivitéit bereits nachgewiesen wurde,
existiert also in Z, ein eindeutiger Fixpunkt von Q.

4.4.8 Definition von FE(z,t)

Die Konstruktion des Operators @) erlaubt es, die Anfangswerte by ; mit k& € I und by mit
k € I, frei vorzugeben. Dies entspricht der Vorgabe von Anfangswerten im Raum V). Zu je-
der dieser Wahl gibt es nach Satz 4.3 einen eindeutigen Fixpunkt £ von @, und damit auch
einen eindeutigen Wert von 77‘7P§ (0) in Vp. Fiir negative p gibt es also — abhéngig von den frei

vorgegebenen Anfangsdaten in V), — gewisse Anfangswerte aus Vp so, da} die Losungen der Va-
riationsgleichungen in Z,, liegen, also exponentiell in der Zeit abklingen.

Somit ist eine lineare, von der zugrundeliegenden Losung z = z(t) des reduzierten Falk-Systems
und damit des Anfangswerts zy und der Anfangszeit ¢y abhingige Abbildung

W(z0.t0) 1 Vy—V,

UV W(Zo,t())?} = Z blk’ulkek + Z bgkv%ek
kel kel
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definiert. Damit 148t sich zu jedem Anfangswert zg € Z bei Startzeit tg ein Untervektorraum
E(z0,t9) angeben durch

E(zo,t0) :={¢€Z[¢=(W(z,to)v+v ), veV,}

Die Rdume Vp und E(zp,to) sind nach Konstruktion linear unabhéngig, da bereits Vp und V,
linear unabhéngig sind.
Als Aufspannendensystem fiir E(zo, tg) ergibt sich demnach die Menge der Vektoren

wyg = viger + W (2o, to)virer; kel

way, := vager + W (20, to)varer; ke Iy
Da v aus V), frei gewéhlt war, liest man ab, da8 nur Anfangswerte ¥ aus Vp Losungen haben
konnen, welche nicht in Z, liegen, also eventuell exponentiell in der Zeit wachsen kénnten. Der

Raum v}, ist jedoch ,,nur® ein endlichdimensionaler Untervektorraum von Z und besteht gerade
aus den ,glatten“ Richtungen, d.h. wird von den jeweils glattesten Sinusmoden aufgespannt.

Definition der Projektionen auf Vp und E(zg,to)

Nach der Erkenntnissen des letzten Abschnitts gibt es zu jedem Punkt zg € Z und jeder Startzeit
to zwei Untervektorrdume V,, und E(zg,tp), die in direkter Summe ganz Z aufspannen; mit
anderen Worten gilt fiir jedes £ € Z in eindeutiger Weise:

§= &a + &b
[ =~
€V,  €E(z0:t0)

Damit lassen sich zwei von den Parametern zp und ¢y abhéngige lineare Projektionen Q. ;, und
W to einfithren mit

QZ(),t() : Z — ‘A/ED
§ = Py, & = W(z0, t0) P, &
é = ga + gb = on,toé = ga

und

Wzo,to . Z — E(Zo,to)
§ = Pv,& + W(z0,t0)Py,§
E=8+& = Wil =6

Diese beiden Projektionen lassen sich jeweils als gestorte Versionen der Projektionen Py, bzw.
PVP betrachten.

4.4.9 Eigenschaften der Projektionen
Die Norm des erhaltenen Fixpunkts £ 148t sich abschétzen. Es gilt fiir ihn

£=Q() =Q) +¢&
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mit den linearen Operatoren Q bzw. Q.
Dabei ist — wie bereits oben definiert —

Ee= > (e)\l'ktblkvlkek) +) <€A2'ktb2kv2kek)

kel kel

Fiir die zur iiblichen Norm ||-||, dquivalente Norm ||{.(¢)||, (siehe 4.4.4) gilt offensichtlich

supe” [&:(8)], < (1€ (0)]l,
>0
Damit folgt aber weiter

|e”€.(t)]| , < D1 lI€(0)]],

und schliefllich ergibt sich daraus

[e”'é.(8)]| , < D2Dy[|€.(0)]l, (4.21)

und damit

1€, = D2D1 €.0)]1

Unter Verwendung der Neumannschen Reihe folgt fiir den Fixpunkt
£=> Q¢
n=0

Daraus folgt, daf3 die nicht vorgegebenen Anfangswerte im Ausdruck

o0

> (@) o)

n=1

stecken. Zu jedem beiliebig kleinen positiven € < 1 kann — wie im Existenzsatz gezeigt — der
Parameter p so gewdhlt werden, daf

o] <
gilt. Damit folgt weiter

€

<
—1-—¢

> Qe
n=1

Insbesondere bedeutet dies, dafl fiir den Anteil W (zq,9)&«(0) der Anfangswerte £(0), die nicht
frei vorgegeben werden kénnen, gilt

€,

Zp

€

HW(Z(],tO)g*(O)HZ é 1—¢

€,

Mit Ungleichung (4.21) folgt daraus

IW (20, t0)6.(0)l; < 7= D2D1 ()
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Daraus ist ersichtlich, daf es fiir jedes (beliebig kleine) K > 0 ein ¢ gibt, so dafl

HW(’Z(]v tO)é*(O)HZ <K

Dieses Resultat impliziert in Kombination mit den Normabschétzungen (4.17), daf fiir die Norm
der Projektionsabbildung @ ; mit einer Konstante C' gilt

1Qudll,, < C(1+ K)

Auflerdem liest man noch aus der Darstellung des Fixpunkts mit der Neumannschen Reihe ab,
daf8 bei [|£4(0)]|, = 1 fiir die Losung ¢ gilt:

ls@lz <e™ Oz =€ (4.22)

4.4.10 Abhéngigkeit der Losung von z; und von ¢

Fiir spitere Zwecke ist es noch notig, die Abhingigkeit der Losung £ sowohl von der zugrunde-
gelegten Losung z(t) und damit dem Anfangswert zp zu studieren, als auch die Abhéngigkeit
von der als Parameter vorgegebenen Temperaturfunktion 6.

Abhingigkeit der Losung von 2z,

Nach Abschétzung 2.22 ist bekannt, daf fiir zwei Losungen Z, Z des reduzierten Falk-Systems
mit unterschiedlichen Anfangswerten Zy, Zy gilt

- . 2C6,\ 1~
500 = 20 < exp (200 20— ol
Man betrachtet nun die Differenz Q(¢) — Q(€), wobei Tilde und Dach kennzeichnen, daB ein-

mal die Losung Z, ein andermal die Losung Z in den im Operator vorkommenden Termen hy
vorkommt. Mit analoger Rechnung wie beim Nachweis der Kontraktion oben ergibt sich wegen

|Tee(uz, 0)] < C7 V(ug,0) € R?
die Abschétzung
- N 2Cs -
/Q (028, 6) = 0e(8,6)) Sracpade < /QC7 xp Tt 120 = 20l 7 §10€Rad
2C, L
< Crkexp <Tﬁt +pt> 1€1l 2, 120 — 2ol

und daraus weiter die Abschitzung

() 0 1/2
1Q(E) — ROz, < 120 — Zoll ; C(Cay + Ca,) <kZ:1 Oar = (p+ ) +§:1 Nk — (0t X2 )

Nach Satz C.3 sind fiir hinreichend grofles ¢ die Folgeglieder p, < 0 derart beschaffen, so dafl
obige Reihen konvergieren, und somit

1G(©) — Q©)llz, < Il70 — 2ol C(Ca, + Cay)C <p, 2%)
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Dies bedeutet, dafl der Operator () lipschitz-stetig von dem Parameter zy abhéngt. Damit héngt
auch der Fixpunkt &, also die Losung der linearisierten Gleichungen, lipschitz-stetig von zg
ab. Insbesondere folgt daraus auch die lipschitz-stetige Abhéngigkeit der nicht vorgegebenen
Anfangswerte, also von

(Qlkf) (O) mit AME > D
(QQkf) (0) mit Ao >

von zg. Damit ist die Abbildung W (zg,to) in zo lipschitz-stetig, und mit ihr natiirlich auch die
Projektionen Q. s, und W, ..
Abhingigkeit der Lésung vom Parameter 6

Man zeigt auf dhnliche Weise wie bei der Abhéingigkeit von den Anfangsdaten auch die stetige
Abhéngigkeit des Fixpunktes von der als Parameter vorgegebenen Temperaturfunktion 6 aus
dem Parameterraum Yj, dessen Elemente 6 definiert sind durch

sup [|0]j < oo
te[0,00)

mit Norm

10]ly, = sup [|6(#)[lg,

te|0,00

Wieder setzt man die Differenz Q(&) — Q(€), wobei Tilde und Dach kennzeichnen, da einmal
die Temperaturfunktion 6 und ihre zugehérige Losung @y, ein andermal die Temperaturfunktion
6 und ihre zugehorige Losung 4, in den im Operator auftretenden Termen hj vorkommt. Mit
den Voraussetzungen

|r€€(ux,9)| <Cy V(um,é) € R27 |T69(um79)| <C7 V(uwve) € R?

ergibt sich daraus mit der Holderschen Ungleichung die Abschitzung

/Q (022, 0) — 012 )) €naeracte < ok (i itallg + [0 8] ) lwall

< Crkexp (pt) €]l , exp (1) s = i 5, + Crkexp (pt) €1, |6 - 6]
0
wobei p, eine positive Zahl nach Satz (2.4) ist. Es folgt weiter
(6) - @ <|6-46|| c(Cn +C -
1) = C@®lz, H Yo Y (,; Aok —p — pi)? ; (ALk —p—p*)2>

Nach Satz C.3 sind fiir hinreichend grofles ¢ die Folgeglieder p, < 0 derart beschaffen, so dafl
obige Reihen konvergieren. Dies heifit aber, da3 der Operator @) lipschitz-stetig von dem Para-
meter # abhéngt. Damit hingt auch die Losung £ lipschitz-stetig von 6 ab.

Insbesondere liest man daraus ab, daB bei zeitverschobenem Temperaturparameter 6(t) :=
0(t+7) die Losung lipschitz-stetig von der Verschiebung 7 abhéngt. Dies bedeutet nichts anderes
als lipschitz-stetige Abhéngigkeit von Anfangszeitpunkt tg. Dies impliziert die lipschitz-stetige
Abhéngigkeit der Abbildung W (2o, tp) und konsequenterweise der Projektionen Q. ¢, und W, 4,
von tg.
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4.4.11 Lipschitzstetigkeit von Q. ,, und W, ,, beziiglich 2z, und t,

Die Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte werden in folgendem Satz zusammengefafit:

Satz 4.4 Lipschitzstetigkeit der Projektionen
Die Projektionsabbildungen Q.+, und W+, sind beziiglich zy und to lipschitz-stetig.

Diese Erkenntnis wird zur Konstruktion sogenannter Fasern und Schichten von Z als Lésungen
von gewoOhnlichen Differentialgleichungen im néchsten Kapitel wichtig. Dort folgt daraus die
Lipschitz-Stetigkeit der rechten Seite einer gewohnlichen Differentialgleichung, und damit die
Existenz und Eindeutigkeit zugehoriger Losungen.

Aus dhnlichen Griinden ist die Feststellung auch zur Reduktion des Systems auf ein gewisses
endlichdimensionales Differentialgleichungssystem notig.



Kapitel 5

Konstruktion einer ,,inertialen
Mannigfaltigkeit*

In diesem Kapitel wird fiir den Fall 32 — 4y > 0 und v > 0 eine Art von inertialer Mannigfal-
tigkeit fiir das System der Bewegungsgleichungen konstruiert, also eine ,jendlichdimensionale®
Menge aus Z x R, welche alle Losungen des Systems exponentiell schnell anzieht.

Wihrend der Begriff einer inertialen Mannigfaltigkeit in der Literatur festgelegt ist als eine
positiv invariante, exponentiell anziehende endlichdimensionale Lipschitz-Mannigfaltigkeit (vgl.
[KS02, KS03b, KS03a]), wird in vorliegender Arbeit die Forderung nach der Lipschitzstetigkeit
fallengelassen. Auch ohne diese Eigenschaft ist die konstruierte Menge sehr niitzlich, wenn es
um die Reduktion des Systems geht.

Gegeniiber der Konstruktion von inertialen Mannigfaltigkeiten nach dem Prinzip der erwéhnten
Zeitschriftenartikel fallt bei der in vorliegender Arbeit benutzten Methode ein endlichdimensio-
nales, nichtautonomes System gewohnlicher Differentialgleichungen auf einem Untervektorraum
V .mod von Z ab, welches bemerkenswerte Eigenschaften hat: Zum einen liegt V ;mod »Sehr na-
he“ an jedem Zeitschnitt der inertialen Mannigfaltigkeit, zum anderen entfernt smh jede Losung
dieses Hilfssystems auf meod von der entsprechenden Losung des urspriinglichen Systems in Z
nicht weiter als eine Konstante beziiglich der Norm in Z. Sowohl diese Konstante als auch die
Nahe von meod zur inertialen Mannigfaltigkeit lassen sich iiber geeignete Wahl des Parameters
p beliebig klein machen.

All dies macht das Hilfssystem zu einer passablen Wahl fiir ein endlichdimensionales System,
welches die Dynamik des urspriinglichen Systems gleichmdflig gut global in der Zeit approxi-
miert.

Als Annahme iiber die freie Energie — beziehungsweise deren Anteil r — wird zu den schon
bestehenden Annahmen (1.1) zusétzlich die Beschrénktheit der zweiten Ableitungen gefordert:

[rec(usz,0)| < C7 V¥V (ug,0) € R?
Irep(ug,0)| < C7 ¥V (uy,0) € R?

Dariiberhinaus wird als Parameter eine Temperaturfunktion # vorausgesetzt, die

6 € C°(R, Ly (Q))
0 € Lo (R, W3(Q))

erfiillt.

7
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Zunichst werden mit den Resultaten des letzten Kapitels gewisse Teilmengen des Raumes Z,
sog. Schichten, definiert. Anfangswerte 2y des urspriinglichen Systems, welche in der gleichen
Schicht liegen, haben Losungen, die sich in der Zeit exponentiell schnell anndhern.
Dariiberhinaus wird ausgefiihrt, daf§ sich die Menge der Schichten durch den endlichdimensio-
nalen Raum f/p parametrisieren a8t — es gibt eine Bijektion zwischen den beiden Mengen.

Als néchstes werden diese Resultate auf einen leicht gestorten endlichdimensionalen Raum TA/p,mod
iibertragen, der dem Problem besser als V,, angepafit ist.

Unter Ausnutzung dieser Sachverhalte wird darauf auf geeignete Weise auf TA/p,mod ein endlich-
dimensionales nichtautonomes dynamisches System definiert und die dazugehorige invertierba-
re zweiparametrige Evolutionsabbildung \I/}f}’to eingefiihrt, die einem Anfangswert zg zu einer
Startzeit ¢y eine eindeutige, fiir alle Zeiten in R existierende Losung z, zuordnet. Es wird weiter
gezeigt, dafl sich die Losung z,(t) dieses approximierenden Systems nicht weiter als eine feste
Schranke von den exakten Losungen z(t) zum gleichen Anfangswerten in Vp entfernen, und diese
Schranke kann durch hinreichende Vergroflerung der Dimension von Vp, also passender Wahl
von p, beliebig klein gemacht werden.

Dies ausnutzend wird zu jeder Losung z, des endlichdimensionalen Systems ein Schattenorbit,
also eine Losung des Systems der Bewegungsgleichungen konstruiert, die fiir alle Zeiten in R
existiert und zu jedem Zeitpunkt nicht weiter als eine gewisse Schranke von z, entfernt ist.

Die Menge aller dieser Schattenorbit-Losungen stellen schliellich in gewissem Sinne eine iner-
tiale Mannigfaltigkeit des Systems dar, denn es wird weitergehend gezeigt, daf} sie alle anderen
Losungen z der Bewegungsgleichungen exponentiell schnell attrahiert.

Zuguterletzt wird aus der Schichtung noch gefolgert, dafl alle m-dimensionalen Volumenelemen-
te fiir hinreichend grofies m im Verlauf der Dynamik verschwinden, d.h. ihr Volumen gegen Null
geht.

5.1 Schichtung von Z fiir 3> —4v >0, ~>0

Die Erkenntnisse des letzten Kapitels lassen zu jedem Zeitpunkt ¢ in R eine Einteilung des
Raums Z in gewisse Mengen zu. Die Idee besteht darin, durch die exponentiell fallenden An-
fangsrichtungen der linearisierten Gleichungen, die durch die Rdume E(z,t) gegeben sind, zu
festgehaltenem t sogenannte Fasern, gewisse Kurven im Raum Z, zu definieren, vgl. dazu Ab-
bildung 5.1. Anfangswerte auf gleichen Fasern haben nach den Resultaten des letzten Kapitels
dann Losungen, die sich in der Zeit exponentiell schnell annéhern.

Konsequenterweise werden die Mengen aller Punkte, welche in Z auf gleichen Fasern liegen, die
sogenannten Schichten, definiert.

Anschaulich gesprochen ist eine Schicht eine glatte Fldche im Raum Z, deren Tangenten-
Hyperfldche in einem Punkt z gerade der affine Raum z + F(z,t) ist; vgl. dazu auch Abbildung
5.1.
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5.1.1 Bestimmendes DGL-System der Fasern

Man wihlt zu gegebenem p und zu fester Startzeit ¢ einen Vektor £, € V), aus, und wéhlt weiter
einen Punkt z € Z. Dann wird das Anfangswertproblem

L gonealr) = Eat Wt g ea() (5.1

gfa,z,t(o) = Z

betrachtet, das sich durch Projektion auf die Riume V), und Vp dquivalent auch als

d

Pvpd_Tg§a7Z,t(T) = ga
d

Py, 7= 9024(T) = Wt ge,.2(7))a
Geazt(0) = 2

schreiben [4#3t.
Durch dieses Anfangswertproblem wird fiir 7 € R eine eindeutige Losungskurve ge, 1 ., (7) fest-
gelegt. Fiir ge, . .(7) gilt

PV, 9azt(T) = Py,z+78

Dies setzt man in die zweite Differentialgleichung ein, und erhélt somit ein endlichdimensionales
Anfangswertproblem

d
PVpEgga’z’t(T) - W(t’gfmzi(T))ga

Py, 9,2t(0) = Py 2
Nach dem Ergebnis aus dem letzten Kapitel iiber die lipschitz-stetige Abhéngigkeit von W (¢, z)
von z ist die rechte Seite dieser Differentialgleichung global in z lipschitz-stetig, siehe Satz 4.4.
Damit liefert der Satz von Picard-Lindelsf Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (5.1),
die in von Rand zu Rand lduft. Diese Kurve wird als Faser durch z zur Zeit t bezeichnet.

Eine Schicht zur Zeit t, die Menge aller Fasern durch einen Punkt z € Z zum Zeitpunkt ¢, wird
mit S, ; bezeichnet:

Sz,t =<K zes|z€ U 9o,z t
Ea€Vp

Durch die Schichtung des Phasenraums Z wird fiir jedes ¢ eine Aquivalenzrelation in Z induziert,
es gilt ndmlich fir a,b,c € Z

a € Sa,t
a € Sb,t =bc Sa,t
a € Sb,t, be Sc,t = ac Sc,t

Die Menge aller Schichten zum Zeitpunkt ¢ wird mit S; abgekiirzt:
S; = {Sz,t| S Z}

Damit kann S(z,t) auch als Abbildung von Z nach S, aufgefait werden.
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5.1.2 Die Linge von Faserabschnitten

Mit der Abkiirzung

§a =Py, (b—a)

148t sich ein durch 7 € [0, 1] parametrisierter Faserabschnitt F = F(7) zwischen zwei Punkten
a, b auf einer Faser schreiben als

Fr) = [t Wit el
Dementsprechend 148t sich die Differenz zweier Punkte a, b auf einer Faser in Z mit

fa = Pvp(b — a)

ausdriicken durch

1
b—a= /0 o + W(t7 gfa,z,t(T))gadT

Auf kanonische Weise 148t sich die Linge L eines Faserabschnittes zwischen den zwei Punkten
auf einer Faser definieren als

1
£lat) = [+ Wit g6 a0
Zum einen gilt dann
L(a,b) < (1+¢) ||€all 2
zum anderen auch

H£a||Z é ‘C(a» b)

Fiir das Bild des Faserabschnittes unter der Evolution W7 gilt dann
VIF() = [ DURL (6t Wt g6,a(5))60) ds
0

Da das Argument &, + W (t, ge, - +(5))&q jedoch nach Konstruktion in E(F(7),t) liegt, folgt fiir
die Differenz der Bilder der Endpunkte des Faserstiicks die Abschétzung

| wTta — w||, < L(a,b) - Ke' ™

Also nédhern sich Punkte auf gleichen Fasern exponentiell schnell an.

5.1.3 Parametrisierung von S;

Nachdem bekannt ist, dafl jeder Punkt aus Z auf genau einer Schicht liegt, wird eine handliche
Parametrisierung der Menge der Schichten gesucht.

Satz 5.1 Schnitt der Schichten mit Vp. R
Zu jedem Zeitpunkt t hat jede Schicht mit V), genau einen Punkt gemeinsam. Es gibt also eine
Bijektion zwischen V), und S;.
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Z Z

Ez2,t) . Ez2,t)
_©:z2 %zz
E(zLH EGLY /
I3
.:'ezl ‘_,..s"é zl
v E(0,t) v EGO,t),
P - p
Y I
iz0 #7120
23 - 23 je
.'0
. e
E(z3,t) 7 E(8,t)

Abbildung 5.1: Interpretation der Fasern zum Zeitpunkt t als Losung einer Differentialgleichung
bzw. als Kurve, deren Tangente an einem Punkt z zur Zeit t im Raum E(z,t) liegt.

Beweis:
Sei z € Vp- Betrachte nun zu festem ¢ zu beliebigem ¢, € V), die Faser g, . ;. Diese hat wegen

Py, ge. (1) = T&

nur den Punkt z mit Vp gemeinsam. Die Charakterisierung der Schicht S(z,t) als Vereinigungs-
menge iiber alle Fasern liefert dann das Ergebnis.

g

Damit ist gezeigt, dafB es fiir jedes ¢ eine Bijektion P, zwischen % und &; gibt, die einer Schicht
aus S; ihren Durchstopunkt durch V), zuordnet

~

b St—ﬂA/p

Die Menge der Schichten kann somit durch den endlichdimensionalen Vektorraum % parame-
trisiert werden.

5.2 Modifikation des Raumes V;) zu V}),mod

Es wurde gezeigt, daB fiir jedes z € Z und jede Startzeit t € R ein Untervektorraums E(z,t)
existiert, der zu dem Untervektorraum Vp linear unabhéngig ist, so dafl beide Rdume zusammen
ganz Z aufspannen. Dabei wird Vp wie beschrieben durch die Eigenvektoren der Matrizen Ay
aufgespannt, deren zugehorige Eigenwerte vom Betrag des Realteiles her grofier sind als das
gewihlte p.

Zur Konstruktion einer inertialen Mannigfaltigkeit ist es jedoch von grofler Bedeutung, mit
einem modifizierten Unterraum Vp,mod zu arbeiten, der durch die entsprechenden Eigen- bzw.
Hauptvektoren der modifizierten Matrizen

(s’ o)
—y(km)! = Cu(km)?  —B(km)?
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11/
e

Abbildung 5.2: Skizzenhafte Darstellung der Schichtung des Raumes Z zum Zeitpunkt t. Jede der
Schichten — eigentlich Hyperflichen unendlicher Dimension — ist als krumme* Linie dargestellt
und schneidet V), in genau einem Punkt.

aufgespannt wird. Die modifizierten Eigenwerte lauten

~ _6"‘\/62_4 ’Y+(]ST1)2 ~ _B_\/ﬂ2_4 7+(]ST1)2
Mg = (km)? 5 ( ) , Ao g = (km)? 5 ( )

und ihre Gesamtheit wird mit A benannt.
Es bezeichne im folgenden

Zi, = lin{vy er, va er}

den zweidimensionalen Unterraum von Z, der von den zu den Eigenwerten Ay i, A2 1, gehdrenden
Eigenvektoren vy i, vo, multipliziert mit e, aufgespannt wird. Offensichtlich sind alle Z; paar-
weise linear unabhéingig.

Desweiteren bezeichnet die Indexmenge Jp alle k, so daf gilt ReA;p >p A Relgy > p, die
Indexmenge Js alle k mit Relg, < p < ReAq .

Damit schreibt sich der Raum Vp

h=wir Tu{( ), )af

keJi keJda
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wobei die auftretenden Summensymbole im Geiste einer direkten Summe aufgefafit werden:
Jedes Element v aus V), hat eine eindeutige Darstellung als Summe der Art

(P IR R DRSS

elin €L
ALk

Entsprechende Riume Zk werdeI} auch fjir 5\17,%,5\2,/1‘C eingefiihrt, natiirlich unter Verwendung
von modifizierten Indexmengen J; und Jo, die nach gleichen Regeln wie oben zum gestorten
Spektrum definiert sind.

e Im Falle von komplex konjugierten Eigenwerten 5\1,k7 5\27k sei
Zk = lin {f)lkek, 772,kek}

als zweidimensionaler Unterraum von Z eingefiihrt, der durch die gleichen Eigenvektoren
V1) = U1k, U2k = Vo i Wie Zj, bestimmt ist.

e Im Falle von zusammenfallenden Eigenwerten S‘I,k = 5\27k wird
Zy = lin {0y ek, Do per}

als zweidimensionaler Unterraum von Z eingefiithrt, der abermals durch die gleichen Ei-
genvektoren vy} = vy, U2k, = V2 i Wie Zj bestimmt ist.

e Im Falle von reell verschiedenen Eigenwerten S\M, 5\2,/& gilt
Zy, = lin {0y pex, U2 pex

Hier werden allerdings wirklich von vy bzw. vg, verschiedene Eigenvektoren verwendet,

néamlich
- 1 - 1
1k = M ) 2k = Ro

Offensichtlich gilt Z = Zy,, nur die jeweils gewihlten Basen sind verschieden.
Fiir p # A wird mit V}, y,0q der endlichdimensionale Untervektorraum von Z bezeichnet, der im
Sinne einer direkten Summe gegeben ist durch

N 1
vp,mdzZVHZMHKX >ek}
ke keJs b
Es gilt der Satz:

Satz 5.2 Fiir hinreichend klein gewdhltes p < 0 sind meod und E(z,t) linear unabhdingig und
spannen ganz Z auf.

Zunéchst ist ersichtlich, daf fiir & — oo die modifizierten Eigenwerte gegen die entsprechenden
urspriinglichen gehen, daf also gilt:

fim (= da) =0, i (o —Ras) =0
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Vo

=9

<)

p,mod

Abbildung 5.3: Skizze von Vp und meod. Durch passende Wahl von p < 0 kann erzwungen
werden, daf$ die Differenz der Rz’chtqngen der beiden Rdume beliebig klein wirfl. Dadurch wird
erreicht, daf$ jede Schicht nicht nur V,, genau einmal schneidet, sondern auch Vi, moq-

Damit ist klar, dafl fiir hinreichend grofies k die Eigenwerte reell sind und S‘I,k =+ S\Q’k. Fiir
kleine k ist es jedoch nicht ausgeschlossen, dafl die Eigenwerte zusammenfallen oder komplex
konjugiert sind.

Es wird nun ein hinreichend kleines p so gew#hlt, dafl alle zusammenfallenden oder komplex
konjugierten Paare von Eigenwerten ;\17]6’5\2’]6 beziiglich ihres Realteils grofler als p sind. Die
Menge der Indizes k der so charakterisierten Eigenwerte sei mit J bezeichnet.

Desweiteren sei p < 0 betragsméflig so grofl gewéhlt, dafl alle Paare von Eigenwerten A; x, A2,
welche auf verschiedenen Seiten von p liegen, zu beliebig vorgegebenem & nicht weiter als € von
den ungestorten Eigenwerten entfernt sind:

‘Al,k - 5\1,1@‘ <kg, ‘/\M - :\2,k‘ <e

Die Raume f/p und F (z,t) sind linear unabhingig, wie bereits gezeigt wurde. Damit gibt es fiir
jedes £ € Z eine eindeutige Darstellung der Art

E=) buwi+ Y borwar + Y bigvik + > bogvap

kel kelr kel kel>

In dieser Darstellung sind die wy; und wy, das Aufspannendensystem von F., ;.
Falls eine Darstellung beziiglich V}, ;,0q und E (z,t) existiert, so lautet sie analog

=) cwik+ Y cowar + Y crkbip + Y Corlak

kel kel, kel kels

Sei definiert Is := I} N I>. Dann gilt aufgrund der Unabhéngigkeit

cik = big,  cop = by, kel3
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und weiter also

o= > buwik+ Y bawar+ Y bigvik + P bopvop =

kel /I3 kelz/I3 kel kely
* Py— ~ ~
= > cnwi+ Y, copwar+ Y ciklik+ Y Corvan
kel /I3 kelz /I3 kefl k€f2

Der ,, Rest“ £* ist dabei Element des endlichdimensionalen Untervektorraums Z* von Z, welcher
gerade durch die Vektoren

wyy fur k € I /Is; woy, fiir k € Iy /I3; vy, fiir k € Ip; woy fiir k € Iy

aufgespannt wird.

Das endlichdimensionale Gleichungssystem der ersten Zeile werde abgekiirzt durch Ab = £*,
wobei b fiir alle dort vorkommenden Unbekannten by, bog steht. Die eindeutige Losbarkeit dieses
Systems ist wie erwidhnt gesichert.

Analog sei das endlichdimensionale Gleichungssystem der zweiten Zeile abgekiirzt durch (A +
F)c = &*, wobei c fiir alle dort vorkommenden Unbekannten cjy,cor steht. Die Losbarkeit
letzteren Gleichungssystems nach den ¢y, cop ist jedoch gegeben, wenn nur die Storung F' in
einer beliebig gewihlten Matrixnorm hinreichend nahe bei der Null liegt (alle Normen sind als
Normen auf einem endlichdimensionalen Raum #quivalent)!. Dies bedeutet, daB der Abstand
von vy zu U1 bzw. der Abstand von vy zu D9, hinreichend klein sein mufl — dieser kann aber wie
erwahnt durch passende Wahl von p kontrolliert werden. In diesem Fall gibt es eine eindeutige
Losung, und damit eine eindeutige Darstellung

=) cnwi+ Y cowar + P cikbip + Y Corlak
kel keI, kel kels
Also ist der Satz bewiesen.

a

Es gibt also zu jedem Punkt z € Z und jeder Startzeit ¢ zwei Untervektorrdume meod und
E(z,t), die in direkter Summe ganz Z aufspannen; mit anderen Worten gilt jedes £ € Z in
eindeutiger Weise:
f = ga + gb
<~ =~
e‘A/p,mod EE(Z’t)
Damit lassen sich — in Analogie zum Vorgehen bei Vp — von den Parametern z und ¢ abhéngige
lineare Projektionen @, ; und W, ; einfiihren mit
C?z,t : Z — ‘Zz),mod
5 = ga +€b = Qz,t€ = fa
und
W.i: Z— E(z,t)
§=8C+&— Wil =&

'Dies macht man sich am besten dadurch deutlich, indem man mittels der Cramerschen Regel die Lésungen des
Gleichungssystems aufschreibt. Die entstehenden Ausdriicke sind in einer gewissen Umgebung stetige Ausdriicke
der Matrixelemente und der rechten Seite. Also ist die eindeutige Lsbarkeit stabil gegeniiber kleinen Anderungen
F' der Matrix A.
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Diese beiden Projektionen lassen sich als gestorte Versionen der Projektionen @, bzw. W ;
betrachten.

Sie hingen nach den Resultaten zur lipschitz-stetigen Abhéngigkeit von den Anfangsdaten (Ab-
schnitt 4.4.10) und der stetigen Abhéngigkeit von der Temperatur-Parameterfunktion (Abschnitt
4.4.10) stetig von z und t ab.

Satz 5.3 Fiir die Projektion QNZ,t gibt es ein positives §, so dafs

0.0

<1+ 6)1Qu
gilt.

Dazu betrachtet man nochmal das endlichdimensionale lineare Gleichungssystem (A+ F')c = £*.
Es ergibt sich fiir den Fehler ¢ — b = (A + F)~! - Fb und fiir die co—Norm dieses Fehlers
lc—bllo < [[(A+ F)~'F| |[bl|o- Dabei bezeichnet ||(A+ F)~'F|| natiirlich die vertréigliche
Matrizennorm. Insbesondere folgt daraus mit einer Konstanten C fiir die Norm in Z von

HWz,tf_Wz,tfuzz > buwik+ D bawar— Y cpwikt+ D Copto

kEIl/I3 k‘EIz/Ig k€I1/I3 k‘EIz/I3 A

<|[(A+F)"'F|[ bl Z lwikllz + Z lwakll; | < Cl(A+F)"'F| [Ibll,
ke[1/13 kelz/lg

denn es handelt sich hier um ein Element aus einem endlichdimensionalen Untervektorraum von
Z, und damit sind die Normen dquivalent.

AuBerdem gilt b, < C||2*||, < Cz|| 4, denn auch b steht fiir ein Element des endlichdimen-
sionalen Unterraumes Z* von Z. Damit folgt

HWz,t€ - Wz,ti“z S C H(A—i_F)_lFH HZ*HZ
<C|A+E)F| Iz,

Insgesamt ergibt sich

(Wi =W,

|<cla+F)E|
und damit ebenso

@z~ Quc

[<clla+ )|
Daraus ergibt sich schlielich die Aussage

0.0

<1+ 6)1Qua

mit § = C'||(A+ F)~'F||.



5.3. Reduktion auf endlichdimensionales System W' 87

Die hier gemachten Feststellungen sind wichtig zur Reduktion des Systems und zur Konstruk-
tion einer inertialen Mannigfaltigkeit. Dort werden wir nicht mehr mit V arbeiten, sondern mit
V ,mod, weil dieser Unterraum dem Problem angepafiter ist als V Der Raum V ;mod 1st ndmlich
invariant unter dem Operator

ot (1) ( o+ e v )
mod - v Bvx:c + Cluxx — YUzzzx

Dieser Operator ist linearer Anteil der rechten Seite

(%
Cluxx — YUggzx ﬂvx:c + Tx(um 9) )

P = (

des Systems, und der ,nichtlineare Rest*

R(z,t) := ( Sx(uxﬂ) >

ist nach den Annahmen zur freien Energie in der Norm von Z global in z und t beschrénkt.

5.3 Reduktion auf endlichdimensionales System \p?,to

Nach der Einfiihrung des modifizierten Raumes Vp,mod und den entsprechenden Projektionen in
ihne kann man das System der Bewegungsgleichungen auf diesen Raum reduzieren.

Zunéchst wird rechte Seite des urspriinglichen Systems — nachdem man das System in kanoni-
scher Weise als System erster Ordnung geschrieben hat — abgekiirzt mit

v

F(Z7 t) . ( Cluzmv — YUgggs + ﬁvmm + T‘m(ux, 0) >

Im allgemeinen kann nicht erwartet werden, dafl fiir alle z € meod gilt F(z) € Vp,mod. Die Idee
liegt darin, fiir alle z € Vp,mod durch Projektion der rechten Seite F'(z) des Systems entlang der

Richtungen E(z,t) auf Vp,mod ein System in eben diesem endlichdimensionalen Untervektorraum
zu definieren, siehe Abbildung 5.4.
In Formeln schreibt sich dieser Ansatz als

< Ut > QZt < Cluxx YUzzzs + ﬁ'Umm + T‘I(Ux, 9) )

UuQ ~
20 = eV
0 < vo > p,mod

Der Raum meod ist als lineare Hiille der ersten Eigenvektoren gerade so gewahlt, dafl gilt

u v ~
< v ) < V mod = L( ) < Cruge — YUgzzr + BUzg > < V}J,mod

Somit schreibt sich mit der Abkiirzung

v

~ 0
Fp(z’t) o < Cruze — Yzzez + Bz ) " Q27t < Tw(um’e) >
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p,mod

Abbildung 5.4: Projektion der rechten Seite auf meod

das System (5.2) weiter um zu

< it > = Fy(z,1) (5.3)

Ut

Existenz und Eindeutigkeit einer Losung z, dieses Systems lokal in der Zeit liefert der Satz
von Picard-Lindelof. Der lineare Operator L hat — eingeschrinkt auf den invarianten Unter-
raum TA/p,mod — eine Darstellung als endlichdimensionale invertierbare Matrix, und es gilt fiir die
Operatornormen

[e

mit einer von der Losung z(¢) unabhingigen Konstante C'. Weiterhin gilt wegen |r| < Cy

|Qzira(a, 0)

<C 5.4
Hy'(Q) (5.4)

wobei die Konstante C' ebenfalls nicht von der Losung z, abhéngt. Also ergibt sich aus (5.2)
Izellz < Cllzllz +C

Mit dem Lemma von Gronwall folgt daraus ohne grofie Miihe Existenz und Eindeutigkeit auf
ganz R.
Die durch das System (5.2) induzierte Evolution auf V,, werde fiir ¢; > to mit ¥, bezeichnet:

ti,to . ? Y
\I/p : Vp — Vp

20 = W02 = zp(t1)
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Sie ist — im Gegensatz zur Evolution der vollen Bewegungsgleichungen — invertierbar, und die
jeweiligen Inversen werden durch die Vertauschung der Argumente ty und ¢; bezeichnet:

Plotigtito — ;4.
p p Vp,mod

5.4 Der Fehler W' oz, — Ultloy,

Nachdem nun auf oben geschilderte Weise ein Hilfssystem auf TA/p,mod eingefiihrt worden ist, wird
nun untersucht, wie sich fiir ¢ > ¢ eine Losung dieses Hilfssystems z,(t) zu einer Losung des
urspriinglichen Systems z(t) zum Anfangswert zy = z,(to) verhalt.

Die rechte Seite des urspriinglichen Systems wird abgekiirzt mit

v
F(Z, t) o ( Cluzmv — YUgggs + ﬁvmm + T‘m(ux, 0) >

Satz 5.4 Globaler Fehler des approximierenden Systems
Der globale Fehler lifit sich darstellen durch ?

t1
Wtz — Wtz = [ DU (F(z(r),7) — Fp(zp(r), 7)) dr
to

Beweis:

Zuniichst sei festgestellt, daf die Losungskurve z(t) = Wil0z, aufgrund der Annahmen zur
Temperaturfunktion und der freien Energie eine stetig differenzierbare Kurve im Phasenraum
Z ist, wie in Satz 2.11 gezeigt wurde.

Es bezeichne z,(t) die Losung des approximierenden endlichdimensionalen Systems:

zp(t) = ‘I’;’to 20

Dann gilt wegen der Differenzierbarkeit der Losungskurven z(t) fiir t > 0 und z,(¢) fir t € R
die asyptotische Aussage

U (1) = 2p(t 4 h) = (F(p(8),8) = Fy(zp(8),0)) - b+ o(h)

Diese Darstellung 148t sich aufspalten

(Flp(0),8) = Fy(zp(t).1)) - b+ o(h) =
B Quyimain(Fp(t)t) = Fy(zp(t) ) + b Wey gy o (F (), 1) = Fy(2(0),) + o(h)

Wegen F(z,(t),t) — Fp(2p(t),t) € B, (1),¢ gilt mit den stetigen Abhéngigkeiten der Projektionen
von ihren Parametern z und ¢ und wegen der Stetigkeit von z,(t) in ¢

}Lii% Qp (t4+h) t+h (F(zp(t), t) — Fp(zp(t), t)) =0
i Wy in (Fap(8),8) = Fp(zp(0),1)) = F(zp(t),t) = Fyp(zp(t).1)

Der Transport dieses lokalen Fehlers entlang Wit+hz (¢) ergibt

2ygl. [DH93] zur Storung der rechten Seite einer Differentialgleichung nach Grébner und Aleksejew und den
dort verwendeten Techniken
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W“’“’zp (t0)

P

W, (t)

"z, (t0) zl:)(t*) 2, (11)

Abbildung 5.5: In der Skizze stehen die beiden vertikalen Linien jeweils fiir den Raum Z; ein-
mal zum Zeitpunkt to, einmal zum Zeitpunkt t1. Die Dynamik des reduzierten Systems findet
in der Skizze nur in der horizontalen Linie statt (darstellungstechnische Griinde). Die ,krum-
men® Linien deuten im Kontrast dazu Lésungen der micht reduzierten Bewegungsgleichungen
an. Der globale Fehler kann als Integral iber gewisse transportierte Finzelfehler dargestellt und
abgeschitzt werden. Anschaulich wird dazu der oben eingezeichnete ,Ficher® immer weiter ver-
feinert, und der Fehler zum Zeitpunkt t1 durch Summation der Fehler benachbarter Trajektorien
ermittelt. Fin Grenziibergang liefert die Integraldarstellung.
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\I’tl’t+h\l’t+h’tzp(t) _ \Iftl’t+hz (t + h) —
Dl (Flp(t).1) = Fy(zp(0),8)) - b+ olh))
+o(|[(Fep®),t) = B, ) b+ o)) =

B DU (F(z(6),0) = Fyl(z(t),1)) + DO - o(h) + o(h)

und demnach
=Dy (W 5(1)) = DU (F(ep(0).1) = Byl (0).1)

Nun wird iiber ¢ integriert:

t1
| D@y 1)) de = —zp(t) + WO (1) =~z (1) + WO 1) =

/ DU (F(2y(0).1) — Fy(z(0),0) dt

Dies war gerade die Behauptung des Satzes.

g

Damit ist eine praktische Darstellung des globalen Fehlers gegeben. Betrachtet man den Inte-
granden dieser Darstellung, so liegt die Differenz F'(z,(7), ) — F,(2p(7), 7) nach Konstruktion
von F, gerade im Raum E(z,(7),7), und erfiillt dariiberhinaus nach den Annahmen zur Energie
die Abschitzung

| F(2p(7), 7) — Fp(2p(7), T)|l ; < O

Daraus 148t sich die Abschétzung

t
H\I/tl’tOZO - \I’;l’to HZ < 1 Ke_p(tl_T)C2dT
to

mit der Konstante K aus (4.22) gewinnen, und weiter

K_C2< G

| ertnew) < KO

ez = o, < :

Dem entnimmt man, daf8 jeder Anfangswert z,(to) aus TA/p,mod eine zugehorige Losung z des

Falk-Systems besitzt, die fiir alle £; > t¢ immer hochstens KTCQ von meod entfernt ist, préaziser:

von z,(ts) nur £E2 entfernt ist.

Kombiniert mit den Erkenntnissen beziiglich der Schichtung des Raumes Z ergibt sich, dafl
alle Losungen des Systems exponentiell schnell in der Zeit gegen die Teilmenge M des Raumes
streben, die aus allen Punkten besteht, die von ‘A/p,mod héchstens £€2 entfernt sind.

AuBlerdem erkennt man, dafl bei passender Wahl von p — also einer hinreichenden Verkleinerung
von p und bei hinreichend grofiem Abstand von p von der Menge A der Eigenwerte — diese
Differenz beliebig klein gemacht werden kann. Dies bedeutet anschaulich gesprochen, daf3 durch
Vergroflerung der Dimension von TA/p,mod Losungen zu Anfangswerten aus diesem Raum fiir alle
Zeiten beliebig nahe an der entsprechenen Losung des approximierenden endlichdimensionalen
Systems bleiben. In diesem Sinne kann man davon sprechen, dafl der approximierende Orbit auf
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A

Vp.mod durch den exakten Orbit beschattet wird.
Weiterhin liest man aus

t1
rphghto sy — wlhgibtoyy = [ DURT (F(zy(1),7) — Fylzp(7), 7)) dT
to

die Abschitzung

) CC2

H\Ijtz,tl \I[tl,tozo _ \Ijtz,tl \II;I’tOZOHZ < e—P(t2—t1 5

(5.5)
Nach diesen Vorarbeiten kann eine vom Parameter ¢ € R abhéngige Abbildung definiert werden,
mit deren Hilfe die ,,inertiale Mannigfaltigkeit“ konstruiert wird:

R : Vp—>Z

20 — R(zp) = TEIPOO \I/t’T\I/;’tzo

Anschaulich wird fiir einen beliebigen Punkt zg € meod dessen zugehdriger Losungsorbit z,
beziiglich der Evolution des approximierenden Systems in die , Vergangenheit* 7 mit 7 < ¢ be-
trachtet. Punkte dieser ,,Halfte“ des Orbits z, werden daraufhin unter Anwendung der Evolution
der Bewegungsgleichungen des Falk-Systems wieder in die ,,Gegenwart® ¢ zuriickgebracht. Diese
Methode ist als pullback-Technik in der Literatur bekannt, vgl. [KS02].

Die Existenz des Grenzwertes ist gesichert; betrachtet man die Folge \I't’T\IJ;’tzo mit 7 € Z fir
T — —00, so ist dies eine Cauchy-Folge. Es gilt ndmlich (ohne Einschrinkung sei 77 < 75) mit
Abschétzung (5.5)

94707 = ] = [ ) = )
ccy

— H\Ptﬂ—Qq[TQﬂ—lzp(Tl) _ \I,Tl,Tz\I,;,Tzzp(Tz)HZ < e—P(t—Tz)
b

fiir alle 71 mit 7 < 79. Als Cauchyfolge besitzt die Folge einen eindeutigen Grenzwert.

Mittels der Abbildung R kann jedem Orbit z, = 2,(t) des reduzierten Systems 5.2 durch punkt-
weise Anwendung fiir t € R eine Kurve y = y(t) zugeordnet werden.

Eine genauere Untersuchung der Kurve ergibt, dafl die Kurve y sogar Losungsorbit des ur-
spriinglichen Systems ist, also eine Losung der partiellen Differentialgleichung. Dazu betrachtet
man

D‘PZZ(T)FP(Zp(T)y 7)

Nach Definition von F), gilt jedoch
FP(ZP(T)a T) = F(ZP(T)7 T) - sz(T),TF(Zp(T)a T)

mit W, () -F(2p(7),7) € E(2(7), 7). Konsequenterweise gilt daher

. t,
Tll}zloo D\I'Z;(T)Fp(zp(T)aT) = F(y(t),1)
was bedeutet, dafl y tatséchlich ein Losungsorbit der Bewegungsgleichungen des Falk-Systems
ist.
Damit ist folgender Satz bewiesen:
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Satz 5.5 Ezakter Orbit

Jeder Losungskurve zy(t) in Z fir alle t € R des endlichdimensionalen Systems 5.2 kann auf
eindeutige Weise eine exakte Lisung y(t) fir alle t € R des urspriinglichen Systems der Be-
wegungsgleichungen des Falk-Modells zugeordnet werden, die zu jedem Zeitpunkt nie weiter als
eine gewisse Konstante C' von zy(t) entfernt ist. Diese Konstante C' wird bei hinreichend hoher
Dimension von Vp beliebig klein.

Man spricht in diesem Sinne davon, daf die exakte Losung y(t) die ,Naherungslosung® z,(t)
beschattet; bzw ist y(t) ein Schattenorbit von zy(t).

Der so konstruierte Schattenorbit y(t) hat eine weitere wichtige Eigenschaft. Zuniichst streben
alle Losungen zu Anfangswerten aus Schichten, die mit y(¢) Punkte gemeinsam haben, expo-
nentiell schnell in der Zeit gegen y. Dies ist einfache Konsequenz aus den Eigenschaften der
Schichten. Zunéchst ist allerdings unklar, ob die Menge alles Schattenorbits wirklich alle Lésun-
gen des Systems anzieht.

Auflerdem streben jedoch auch alle Losungen mit Anfangswerten aus Schichten zur Ndhe-
rungslosung zp(t) exponentiell schnell gegen y(t), was aus (5.5) klar wird. Die Menge aller
Schichten aller N&herungslosungen spannt aber zu jedem Zeitpunkt ¢ den Raum Z vollstéindig
auf, und damit ist klar, dal die Menge aller Schattenorbits s@mtliche andere Lésungen des Sys-
tems in der Zeit exponentiell schnell attrahiert. Aus der Eigenschaft als Menge von Orbits folgt,
dafl die Menge B aller Schattenorbits eine unter der Dynamik invariante Menge ist. Demnach
gilt:

Satz 5.6 Inertiale Mannigfaltigkeit

Die Menge B aller Schattenorbits zur Menge der Orbits des endlichdimensionalen Systems ist in
oben beschriebenem Sinne eine endlichdimensionale inertiale Mannigfaltigkeit des vollen Systems
der Bewegungsgleichungen.

Anmerkung: Das Konzept eines nichtautonomen dynamischen Systems (NDS) und zugehori-
gen Begriffen wie nichtautonomen invarianten Mengen, nichtautonome inertiale Mannigfaltig-
keit wird in der Literatur schon seit langerem verwendet bzw. untersucht, vgl. dazu zum Beispiel
[Tem97] oder [KS03b]. Die dort gebriduchliche Definition einer inertialen Mannigfaltigkeit bein-
haltet — und dies geht iiber die Eigenschaften der in dieser Arbeit konstruierten ,inertialen
Mannigfaltigkeit* hinaus — auch die Lipschitzstetigkeit der betrachteten Menge.

5.5 Evolution der Volumenelemente

Nachdem bekannt ist, dal nur endlich viele Anfangsrichtungen der linearisierten Gleichungen
nicht exponentiell schnell abklingen, liegt die Vermutung nahe, daf} es eine Obergrenze M < oo
gibt, so dafl nur Volumenelemente der Dimension m < M im Laufe der Dynamik nicht gegen
Null gehen. Dies soll in diesem Abschnitt — nach Einfithrung der nétigen Hilbertraumstruktur —
gezeigt werden.

Hilbertraumstruktur und Volumenelemente

Die bisherigen Uberlegungen kamen mit der Banachraumstruktur des Phasenraumes Z aus;
sollen jedoch Betrachtungen zu Volumenelementen durchgefiihrt werden, ist es nétig, in einem
Hilbertraum zu arbeiten.

Es wird mit 23 = (u1,v1), 22 = (ug, vs) das Skalarprodukt

(215 22) 7 := (uas ug) gy + (V15 02) o
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definiert. Damit wird Z zu einem Hilbert-Raum, und es 148t sich fiir m—dimensionale Parallel-
Epipede Dy der Form

m
Dy := {ZQ—I—ZT’kfk mit & € Z; Ogrkgl}
k=1

das m-dimensionale Volumen V' (Dy) angeben zu
V(Do) = —det (&) ).,

Das Volumen V (D, t) des Bildes ¥t%0Dy des Parallelepipeds unter der Evolution Wit-fo I:ft
sich dann naherungsweise beschreiben durch

V (Do, t) = — det ( (DU og,, DWtog) ) )

Es ist nach Satz 4.3 bekannt, dafl alle Losungen der linearisierten Gleichungen hochstens expo-
nentiell in der Zeit wachsen, d.h.

§ € Z = [ DUEG| , < Cer 7 g,
mit positivem p,, und daf dariiberhinaus fiir Elemente aus F(zo, tg) gilt

€0 € B(z0,t0) = ||DTLE |, < Certi=0) g,

Da der Raum Z direkt zerlegt werden kann in E(zg, ) und Vp und Vp nur endliche Dimension
< mj hat, kann die Evolution des m-dimensionale Volumens V' (Dy,t1) zur Zeit t; abgeschitzt
werden:

C - ™ Ppat fir m < my
Vin (DO, t) < { C - e(m1-pa+(m—m1)l’b)t fir m > my

Also gilt fiir hinreichend grofles m der Art
mipg + (m—mq)p <0
dal das Volumen der m-dimensionalen Volumenelemente gegen Null geht. Also ist gezeigt:

Satz 5.7 FEwvolution der Volumenelemente
Es gibt eine Schranke M < oo, so daf alle m-dimensionalen Volumenelemente mit m > M im
Verlauf der Dynamik gegen Null gehen.



Kapitel 6

Attraktoren bei gewissen
zeltperiodischen
Temperaturfunktionen

Fiir das volle Falk-Modell ist es sehr problematisch, weitergehende Aussagen iiber die Dynamik
zu machen, weil zum einen das System iiber die Temperaturgleichung energetisch nicht abge-
schlossen ist, zum anderen auf der (nichtautonomen!) rechten Seite der Temperaturgleichung
stark nichtlineare Terme stehen. Aus diesen Griinden ist es sehr schwer, Konzepte wie absorbie-
rende Mengen, Kompaktheit oder gar Attraktoren ins Spiel zu bringen.

In diesem Kapitel wird deswegen darauf verzichtet, die Dynamik des vollen Falk-Systems zu
untersuchen. Stattdessen widmen wir uns wieder den Bewegungsgleichungen zu als Parameter
vorgegebenen Temperaturfunktionen. Im Fall v > 0, wenn die zugehorige zweiparametrige Evolu-
tionsabbildung Wi+t fiir ¢; > ty kompakt ist, kann man zu bestimmten Temperaturfunktionen
diesbeziiglich einige Aussagen treffen. Insbesondere zeitperiodische Temperaturfunktionen mit
Periode T mit zusétzlichen Eigenschaften, die in diesem Kapitel genauer charakterisiert werden,
erlauben den Nachweis von Attraktoren der Zeit-T-Abbildung U7 := U0 der Bewegungsglei-
chungen.

Begonnen wird mit der Untersuchung eines einfachen Spezialfalls der Temperaturfunktion.

6.1 Die Dynamik bei zeitlich konstanten Temperaturfunktionen

Es sei als Parameter eine Temperaturfunktion 6(z, t) vorgegeben, die beziiglich der Zeit konstant
ist, also

H(w,t) = 90(%) S LQ(Q) vVt eR

In diesem Fall kann die Dynamik des Systems nicht nur durch die zweiparametrige Evolutionsab-
bildung Wit beschrieben werden, es ist sogar méglich, die Dynamik durch eine einparametrige
Halbgruppe zu beschreiben, denn es gilt offensichtlich wegen 6(t) = 6(t — t1) = 0(t)

Piuto — pti—to,0 Voot >t
Man definiert deswegen sinnvollerweise

VAR

95
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als Halbgruppe auf Z. In diesem Sinne kann man von einem autonomen dynamischen System
(\I/t, A ) sprechen, und seine Dynamik kann ohne grofile Schwierigkeiten untersucht werden.

Stationire Punkte

Mogliche stationéire Punkte erfiillen — bei v = v, = 0 die Gleichung
0= 04Uz, 0) — Yuzzzs (6.1)

in Hy 3(9), beziehungsweise erfiillt das zugehorige System der Koeffizientenfunktionen ay, fiir
o0 . . . .
u =) p_;agey in jeder Komponente a;, die Gleichung

Crap(km)? + yag(kn)* — kwhyx =0

Offensichtlich ist v = 0 immer Fixpunkt des Systems.
Nach Multiplikation dieser Gleichungen mit (k%g und Summation der Resultate iiber alle k

)
ergibt sich mit der Youngschen Ungleichung

C 1
2 2 1 2 2
Cr lullzg ) + 7wl o) < > [ullzg ) + 20, Il

und daraus mit den Annahmen 1.1 zur freien Energie bzw. r

Ciy o2 2 a3
- lullmg) +7 el @) < Yl

und letztendlich

& v C3
> lullZg @) + 5 lull ey < 2—631 (6.2)

Die Abschitzung in dieser Form wird spéter bendtigt.
Aus (6.2) ergibt sich, daf alle moglichen Fixpunkte der Bewegungsgleichungen zu zeitlich kon-
stanter Temperatur in einer beschrinkten Menge des Raumes Z liegen.

Energieabschitzungen und Lyapunow-Funktionen

Jetzt soll gezeigt werden, dafl die Dynamik der Bewegungsgleichungen zu zeitlich konstanter
Temperatur bestimmt ist durch das Streben gegen Fixpunkte.

Dazu werden zunichst Losungen der Bewegungsgleichungen zu Anfangswerten ug € H(Q) und
vo € HY(2) betrachtet. Aus der Existenz- bzw. Regularitiitstheorie zu den Bewegungsgleichun-
gen ist bekannt, daf fiir die zugehorige Losung fast iiberall in der Zeit gilt v(t) € Hi (), und
damit auch v(t) € C°(£2). Damit ist klar, daf fast iiberall in der Zeit gilt v(0,t) = v(1,t) = 0.
Durch Multiplikation von

iy, + Crag(k7)* + yag (km)* + Bay(km)* — kwhy g, = 0
mit a; und Summation iiber alle k£ € folgt daraus

d (1 v Cy =N
& (3 10z + Dttt + Sy, ) + > iukehus + SOl =0
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Da aber gilt

dek‘whl k= / r(ug,0) - vpda = i/ Dy (uy, 0)dz
— ’ Q dt Jq

liest man ab, daf} die Energie

1 gl C
By = 5 o) g + 51030 + 5 1u®li 0 +/Q(I>2(ux,9)dx

fiir Losungen mit Anfangswerten u,, € Lo(2),v € La(Q) in der Zeit nicht wachsen kann und
nur fiir v = 0 nicht abnimmt.

AuBlerdem ist nach den Annahmen zu zur freien Energie, insbesondere |®5| < C3, der Ausdruck
FE4 nach unten beschriankt. Dem entnimmt man, dafl die betrachteten Losungen gegen Fixpunkte
streben.

Weiterhin ergibt sich mit |®5| < C5 unter Anwendung der Holderschen Ungleichung

1 g
E, = 3 Hv(t)H?{g(Q) + §HU(t)H§{22(Q) + —Hu(t)H?{Zl(Q) + /Q By (ug, 0)dx

i}

1 2 Y
=3 ||U(t)||Hg(Q) + 5”“@)”?@(9) 3 ||U(75)||§{21(Q) <E +C3
Somit sind die Bereiche Ug, des Raumes Z zu vorgegebener Energie £} beschrankt und auflerdem
kompakt.
Da aber mit Satz 2.10 gilt, dafl jeder Anfangswert zg € Z zum Anfangszeitpunkt ¢y eine Losung

besitzt, fiir die

[u(ts + )l az0) < Cle [l20ll2)
[o(ts + &)l gg () < Cle ll20ll2)

gilt, gibt es zu jedem zg € Z eine Zeit T (||z0]|, Ug, ) so, daB z(T (||zo0|| , Ug,) + to) € Ug, .
Wihlt man nun E; so grof}, daf in dem entsprechenden Gebiet Ug, alle moglichen Fixpunkte
im Inneren enthalten sind, also nach (6.2) zum Beispiel

G _G

B =92. —
1 2C, ~ C,

dann ist klar, da Ug, absorbierende Menge des Phasenraums ist. Damit sind alle Vorausset-
zungen fiir die Existenz eines Attraktors gegeben, vgl. den Standardsatz aus [Tem97].
Die Attraktoren werden je nach vorgegebener Temperaturfunktion 6y mit Ag, bezeichnet.

Die Attraktoren in Hoch- und Niedertemperaturphase

Nach den Annahmen iiber die zugrundeliegende freie Energie ®(u,,6) bzw. der Schaltfunktion
¢(0) ist diese in den Bereichen 6 > 0,4 bzw. 0 < g4, beziiglich 6 konstant. Diese Bereiche
sollen als Hoch- bzw. Niedertemperatuphase bezeichnet werden.

Die Dynamik in den Phasen wird durch die Attraktoren beschrieben, die — im Sinne des voran-
gehenden Unterabschnitts — zur freien Energie ®(uy, Ostqrt) bzw. ®(uy, Oeng) gehoren.

Der Attraktor der Hochtemperaturphase wird abkiirzenderweise mit

A = Ay

end
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bezeichnet, und entsprechend ebenso
AN = Aestart

Desweiteren werden mit By und By zwei jeweils zu den entsprechenden Attraktoren gehdrigen
absorbierende Mengen bezeichnet.

6.2 Dynamik der Bewegungsgleichungen zu einer Klasse von
Temperaturfunktionen

Im vorangehenden Abschnitt wurde die Dynamik des Systems in Hoch- und Niedertempera-
turphase beschrieben: In beiden ist das Losungsverhalten die Konvergenz gegen den jeweiligen
Attraktor. Dieses Verhalten kann ausgenutzt werden, um zu gewissen zeitlich verdnderlichen
Temperaturfunktionen die Existenz von positiv invarianten Mengen, absorbierenden Mengen
und Attraktoren des Systems in geeignetem Sinne zu gewinnen. Es werden Temperaturfunk-
tionen betrachtet, die periodisch zwischen Hoch- und Niedertemperaturphase wechseln. Fiir
diese gilt kurz gesagt: Wenn nur Hoch- und Niedertemperaturphasen im Vergleich zu den Uber-
gangsphasen lang genug sind, bleiben Losungen zu beschrinkten Anfangswerten fiir alle Zeiten
beschrankt.

6.2.1 Eine gewisse Klasse von Temperaturfunktionen 6

Zunichst werde mit Rp die Klasse von zeitperiodischen Temperaturfunktionen mit Periode T
bezeichnet:

Ry :={0 € C(R,Ly(R)),0(z,t) =0(x,t +T) V =x,t}

In R7 werden insbesondere Funktionen 6,, betrachtet, die in gewissen Zeitintervallen der Lange
T, ganz ) iiber O, ¢,q liegen (Hochtemperatur), nach einer Ubergangsphase fiir ein gewisses Zei-
tintervall der Lénge T, auf ganz  unter 6+ (Niedertemperatur), nach einer weiteren Uber-
gangsphase auf ganz () wieder komplett {iber 6,4 und so fort, siehe Bild 6.1.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei angenommen, dafl das Ende der Hochtemperatur-
phase gerade bei t = ZT liege.

Die Klasse von Funktionen dieser Eigenschaft werde mit Rp, 7, 7, 7, bezeichnet:

Oper(z,t) < Ostare Yz fir t € [T1,Th + T,
x,t

Oper(,1) > Oepg Vo firt € 1o, Ty + T =T

AufBerhalb der Ubergangsphasen der Temperaturfunktion ist das Verhalten der zugehérigen
Losung der Bewegungsgleichung gegeben durch die zwei Spezialfille der Dynamik in der Hoch-
und Niedertemperaturphase: Alle Losungen streben gegen die jeweils vorliegenden Attraktoren
Ap oder Ay.

In den Ubergangsphasen kann iiber das Verhalten von Losungen nur wenig ausgesagt werden.
Aus der Existenztheorie ist nur klar, daf es keinen blow-up geben kann. Das System ist energe-
tisch nicht abgeschlossen und kann iiber die Temperatur-Randfunktion Energie aufnehmen.
Allerdings erreicht man durch hinreichend grofie Wahl von T} (und damit fiir hinreichend grofies
T), da die aufgenommene Energie wieder dissipiert wird. Dies wird zur Konstruktion einer po-
sitiv invarianten Menge der Zeit-T-Abbildung ¥7 ausgenutzt, und damit auch eines Attraktors
A unter dieser Abbildung.
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“e

v

start

Abbildung 6.1: Skizze einer Funktion aus R, 1,1, 7,; die Ortsabhdngigkeit wurde dabei aus
darstellungstechnischen Grinden vernachldssigt.

6.2.2 Positiv invariante beschrinkte Mengen B unter ¥7

Es sei eine beschriankte Kugel B um den Ursprung des Raumes Z gegeben, die die absorbierende
Menge By des Attraktors Ag enthélt. Dann gilt:

Satz 6.1 Positiv invariante Menge B unter R%“,Tb fiir grofies Ty,

Fiir hinreichend grofie Zeitdauer Ty, bei beliebigen, aber fest vorgegebenen Werten fiir T, Ty, T
ist B positiv invariant unter der Abbildung T W0 = Te+To,T2gyT2,0

Fiir hinreichend grof$es Ty, = Ty(U) gilt sogar fiir eine beliebige beschrinkte Menge U des Raumes
Z mit BCU

vy c B
Damit ist B beziiglich U1 eine absorbierende Umgebung in U.

Beweis:
Betrachte das Bild W72:9. Dies ist nach dem Existenzsatz eine beschrinkte Menge des Phasen-
raums Z. Genauer gibt es gibt eine Konstante C' = C(T1,T,,T>,U) mit

w20y, < C(Ty, Ty, To, U)

Fiir jede beschrinkte Menge M des Phasenraumes Z, isbesondere auch U729/, gibt es jedoch
aufgrund der Eigenschaft der absorbierenden Menge By der Hochtemperaturphase eine Schranke
Ts = Ts(M) so, daB fiir T, > Ts gilt

\I/T2+TbyT2M C By

Dies beendet den Beweis.
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6.2.3 Existenz eines Attraktors

Ohne gréfere Mithen kann nun die Existenz eines Attraktors A in B unter der Abbildung W7 =
YT+0 4T, Tt Ta gefolgert werden.

Da bekannt ist, daB U7 kompakte Abbildung von Z nach Z ist (in der Tat ist sogar schon ¥+
fiir jedes noch so kleine positive § kompakt), folgt mit der Existenz einer absorbierenden Menge
unter W7 fiir hinreichend groBes T}, und dem Standardsatz zur Existenz eines Attraktors:

Satz 6.2 Ezistenz eines Attraktors A

Es existiert beziiglich der Zeit-T-Abbildung U™ ein zusammenhingender kompakter Attraktor
A in B, der dargestellt werden kann als w—Limesmenge A = w(B). Der Attraktor ist eine
invariante Menge unter U und attrahiert alle Mengen aus U.

Beweis: Anwendung des Standardsatzes zur Existenz von Attraktoren aus [Tem97].

6.3 Struktur des Attraktors A im Fall 3°> — 4y > 0

Fiir den Fall 32 — 4y > 0 lassen sich noch weitergehende Aussagen iiber die Struktur des
Attraktors A der Abbildung ¥T machen. Es ist aus Abschnitt 5.1 bekannt, da8 sich in diesem
Fall der Phasenraum Z zu jedem Zeitpunkt ¢ in Schichten zerlegen lifit, deren Punkte als
Anfangswerte Losungen haben, die sich in der Zeit exponentiell schnell annihern. Auflerdem ist
bekannt, daf} sich die Menge dieser Schichten S; iiber den endlichdimensionalen Vektorraum Vp
parametrisieren 14ft.

Es sei mit R die Menge der Schichten bezeichnet, die mit dem Attraktor A Punkte gemeinsam
haben:

R=PA

Dabei ist Py die bijektive Abbildung, die jeder Schicht aus Sy ihren Durchstopunkt durch Vp
zuordnet; wie im letzten Kapitel definiert.

Die Menge R ist eine Teilmenge von V},,, und somit ein beschrédnktes, endlichdimensionales Ob-
jekt.

Es gilt folgender Satz:

Satz 6.3 Approximationen von A
Die Folge von Mengen (\P"T’OR)neN konvergiert in der Hausdorff-Topologie gegen den Attraktor
A:

lim ¥"TOR = A
n—oo
Beweis: Zunichst gibt es fiir jedes € > 0 ein n; so, da U"TOR in einer e—Umgebung des
Attraktors A liegt. Dies ist aus der Tatsache ersichtlich, dafl jeder Punkt x € R in einer Schicht
Sg,t liegt, die auch einen Punkt y € A des Attraktors enthélt: y € S, . Somit gilt
lim (U707 — v"0y) =0 (6.3)
n—oo
Desweiteren gibt es fiir jedes € > 0 ein ny so, dal A in einer e—Umgebung von W T0R liegt —
denn jeder Punkt y € A liegt in einer Schicht, die auch einen Punkt z € R enthilt. Mit (6.3)
folgt dann die Aussage.
Kombination der beiden eben erbrachten Teilaussagen liefert dann die Behauptung.
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|

Da weiterhin aus Satz 5.7 bekannt ist, dafl das Volumen m—dimensionaler Volumenelemente
gegen Null geht, ergibt sich auBlerdem, dafl Hausdorff- und fraktale Dimension des Attraktors .4
endlich sind; siehe dazu [Tem97], Kapitel V.
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Kapitel 7

Numerische Resultate in einer
Ortsdimension

In diesem Kapitel werden zunidchst numerische Né#herungslosungen zum Anfangs-
Randwertproblem des vollen Falk-Systems konstruiert. Diese Approximationen beruhen
auf Diskretisierung im Ortsgebiet @ = [0, 1] iiber einem Gitter G und der Verwendung von
finiten Differenzen auf diesem Gitter. Aufgrund der stark ausgepréigten Nichtlinearitédten auf der
rechten Seite der Temperaturgleichung ist es nicht ohne weiteres moglich, Konvergenzaussagen
iiber diese Ndherungslosungen in Bezug auf die Verfeinerung der Diskretisierung zu treffen.

Desweiteren werden auf gleiche Weise auch fiir das System der Bewegungsgleichugen Nahe-
rungslosungen konstruiert. Diese Losungen konvergieren bei Verfeinerung des Gitterparameters
auf dem Gitter gegen exakte Losungen der Bewegungsgleichungen, sofern diese nur hinreichend
regulér sind.

7.1 N&aherungslésungen zum vollen Falk-Modell

Die Gleichungen des vollen Falk-System als System erster Ordnung lauten ohne Homogenisierung
der Temperaturrandvorgaben

U = U
Uy = Ty (ux7 9) + Clu:c:c — YUgzzx + 5'09096
0; = Kbyp + 00g(ug, 0)vy + B2

Die rechte Seite dieser Gleichungen wird mit

v
KBzz + 009 (ug, 0)v, + B2

bezeichnet. Damit schreiben sich die Gleichungen als Evolutionsgleichung in der Form
y = Flyt)

Ziel ist nun, den Operator F'(y,t) durch einen Operator Fj(y,t) in einem endlichdimensiona-
len Raum zu approximieren und dadurch ein System gewdohnlicher Differentialgleichungen zu
bekommen. Als Mittel zur endlichdimensionalen Approximation werden finite Differenzen iiber
einem Gitter G auf dem Gebiet €2 verwendet.

103
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7.1.1 Das Gitter G

Das #quidistante Orts-Gitter G zum Gitterparameter h bezeichne die Punktmenge

G : ze€Q=10;1]
xr=7-h mit je€o0,...N; h=1/N

Abkiirzend wird in Zukunft fiir Funktionswerte einer Funktion f auf dem Gitter die Schreibweise
fi=r(h)
verwendet, der Vektor aller dieser Werte wird mit

fa = (fo. fro-o s fn)T
bezeichnet. Die Einschrankung von f auf das Gitter G sei als Abbildung
G: C%Q) —RY
[ fa

bezeichnet.
Damit lassen sich aus dem Falk-System die Gleichungen an den Gitterpunkten formal notieren

zu
Ujr = Uj
Vit = Ue(ujl‘a ej)uj:c:c + O'G(ij7 Hj)ej:c + Clujxx — VUjzzoas + ﬂ’ijx (7.1)

7.1.2 Finite Differenzen

Als néchster Schritt werden die auf den Gitterpunkten auftretenden Differentiale in Gleichung
(7.1) durch finite Differenzen, also Approximationen der jeweiligen Ableitungen durch Linear-
kombinationen der Funktionswerte auf dem Gitter verwendet.
Es werden folgende finiten Differenzen verwendet, vgl [For88]:

0 fiir 7=0
Ojy = WEM fir  j=1,...N-1
0 fiir j=
0 fiir 7=0
Ojy = Yl vizt fir j=1,...N—1
0 fiir j=
0 fiir 7=0
8]211:: % fiir j=1,...N—1
0 fiir j=N
0 fiir j=0
—2yo+5z;ll4—4y2+y3 fiir 71=2,...N—=2
oy = yj+2—4yj+1+%/£—4yj*1+yj*2 fiir j=2,...N -2
_2yN+5yN,1h—44yN72+yN73 fiir j=2,...N =2

0 flir j=N
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Fiir diese Approximationen gilt fiir j =1,..., N — 1, vgl. [For88|:

|0}y —yju] < Ch|y®
(5}y—yjz < ChQHy(g)H
02y — yjua| < Ch|[y®
‘5j-ly—ijm < Chlly®

Dabei hingen die jeweiligen Konstanten C' weder von h noch von y ab.
Den Vektor der jeweiligen finiten Differenzen iiber alle j kiirzt man mit

oy = (8}9)]':0,...,1\/
ély = (5]1y j=0,....N
Py = (812y)j:0, N
My = (05),0,.n

ab.

Die gewahlten finiten Differenzen 8},8?,8;1 haben eine wichtige Eigenschaft: Sie erfiillen ein
diskretes Analogon zur partiellen Integration. Betrachtet man zwei Funktionen y und f auf dem
Gitter, dann gilt

N N
D Ojufi== 0ify; falls  fo=fn=0
j=0 j=0
N N
SOty => 0ify;  falls fo=fy=yo=yn=0
7=0 7=0
N N
Y Ojufi=) 0ifoy  falls  fo=fn=0
j=0 j=0

7.1.3 Das diskretisierte System gewo6hnlicher Differentialgleichungen
Es wird der Raum
Y, = RV RVHL  RVH!

eingefiihrt. Ersetzt man im Ausdruck fiir F' die Differentiale auf dem Gitter G durch die finiten
Differenzen, so ergibt sich zunéchst ein Operator Fp, mit

F, : V,-Y
el
y— Fyp(y,t) = | 9'r(d'u,bg) + C18%u — v0*u + B0%v
k0?0 + g + 09(0'u, 0g) * 0'v + B(01w) * (')

Dabei steht das Symbol * fiir komponentenweise Multiplikation.
Um die Randbedingungen ins Spiel zu bringen, werden die ,,Randkomponenten® dieses Operators
entsprechend ersetzt durch

vo = vy = Opr(dgu, 0c) + C1ORu — vdju + BORv = Oy r(Oku, 0g) + CL0%u — yONu + BO%v = 0
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beziehungsweise

0o = go.+(t), 61 = g1,4(t)

Um nicht zuviel an Notation einzufiihren, wird der so modifizierte Operator wieder mit F},
abgekiirzt.
Damit schreibt sich das diskretisierte System als Anfangswertproblem in Y in der Form

Un = Fu(ynt) (7.2)
Yn(0) = yno € Ya (7.3)

Dies ist ein System von 3(N + 1) gewdhnlichen Differentialgleichungen, bei denen die Anfangs-
werte durch u(0)g,v(0)g,0(0)c vorgegeben sind. Existenz lokal in der Zeit und Eindeutigkeit
dieses Problems kann leicht eingesehen werden. Fj,(yp,t) ist stetig in ¢ und differenzierbar nach
Yn, also auf jedem beschrinkten Kompaktum lipschitz-stetig. Der Satz von Picard-Lindelof lie-
fert dann das Gewdiinschte.

Somit induziert das Problem — zumindest lokal in der Zeit, also fiir hinreichend kleines |t; — o]
— eine Evolution der Art

Tzl’to : Yh — Yh
yn(t1) — Ty (to) = yn(t1)

7.1.4 Numerische Ergebnisse

Das System (7.2)kann mit Standard-Integratoren fiir steife Probleme (parabolisches Problem,
vgl. [HW96]) numerisch geldst:

Dabei wurde konkret ein Gitter mit 30 Knoten zugrundegelegt. Die Materialparameter waren
gewihlt zu

B=1, ~4=1/1000, &=1
Als Energie wurde ein Ausdruck der Art
P = O(uy, 0) = P1(uy) + A(0)P2(us)
verwendet. Dabei steht ¢(6) fiir die C2?-Schaltfunktion

0 fiir 6 < Grig — d
(0) = 1 fir 0 > Ot + d
_ Y _ )3 .
1 (%% ~ 1 G ‘ilgf'“) + %G_ka + 1) sonst

Konkret wurde gewéhlt
Ot = 1, d=04
Die Energien ®1(u;) und ®5(u,) haben die Form
®1(uz) = Cp - (u + g(us)), Po(usz) = —Crg(ug)
wobei g(x) eine C2-Funktion der Bauart

0 firx<l1
glx) =< 0 fire > 1
—x28 432t =322 +1 sonst
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ist, und Cg ein Skalierungsfaktor mit
Cg = 0.005
Als Temperatur-Randdaten kamen
To(t) = T1(t) = 1 — 0.5sin(¢/100)

zum Einsatz.
Die Anfangsdaten waren

up =0, vo = (1/1000) sin(7z)|q, 6p=1

Das System von 30 gewdohnlichen Differentialgleichungen wurde mit dem Integrator odel5s
aus dem MATLAB-Programmpaket {iber dem Zeitintervall [0,3600] numerisch integriert. Die
Ergebnisse des Rechenlaufs sind in der Abbildung (7.1) dargelegt.

7.2 Das reduzierte diskrete System

Will man Konvergenzaussagen beziiglich der Losung des urspriinglichen Problems und der nu-
merisch erzeugten Ndherungen machen, so stellt sich heraus, dafl die starken Nichtlinearitéiten
auf der rechten Seite der Temperaturgleichung sehr problematisch sind. Aus diesem Grunde soll
hier, wie auch schon bei der Behandlung der Dynamik, das Konvergenzverhalten allein der Be-
wegungsgleichungen zu einer als Parameter vorgegebenen Temperaturrandfunktion untersucht
werden. Zuniichst werden die diskretisierten Versionen der Lo, H3, H3-Normen eingefiihrt:

N
[vll, = |n> v
j=0
(o)
J

(#0)

”U”h,z = h
‘]:

NN

N
”U”h,1 = h
=0

1=

Fiir diese Normen gelten bei finiten Differenzen der Ordnung

‘ajl-u—ujx| < C’h||u||cz
2~ ujes| < Chullc

die Approximationsaussagen
oll, =Nl < Chlvlles

< Chllullce

[

< Chlulles

[l = lul

Dabei hiingen die jeweiligen Konstanten C' weder von h noch von y ab.
Nun betrachtet man im Raum

7 = RVFL 5 RN+



108 7. Numerische Resultate in einer Ortsdimension

Temperatur 0

Verzerrung u,

0.5 S
4000

2000

2000
Zeit t 0 0 X Zeit t 00 X

Abbildung 7.1: Ergebnis des Simulationslaufs. Es scheint so, daf$ der — rechts abgebildete — Ver-
lauf der Temperatur in der Zeit anndhernd periodisch ist; die Werte der Temperatur im Inneren
des Ortsgebietes weichen zu jedem Zeitpunkt nur wenig von den vorgegebenen Randwerten ab.
Auch die links aufgetragene Verzerrung scheint anndhernd zeitperiodisches Verhalten aufzuwei-
sen: Bei niedrigen Temperaturen ist eine zum Punkt x = 1/2 symmetrische Martensit-Martensit-
Konfiguration zu erkennen, die jedoch bei hohen Temperaturen zur Austenit-Konfiguration mit
uy = 0 umschligt.

mit Norm
lznl, = max (vl ul, 2)

zu einer auf dem Gitter vorgegebenen Temperaturfunktion 6;(t) das Anfangswertproblem

Z.h = Wh(zh,t)
Zh(O) = 2y € Zp (75)

mit
Wy  Zn— Zy,

— Wh(y,t) = ve
Y 8= o'r(0'u, 0g(t)) + C10%u — v0*u + B0%v
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Existenz lokal in der Zeit und Eindeutigkeit von Lésungen zu diesem Anfangswertproblem folgen
aus der Theorie gewohnlicher Differentielgleichungen. Die Existenz fiir alle Zeiten kann mit
folgender Abschétzung gezeigt werden:

Multiplikation der zweiten Gleichung mit A - v; und Addition iiber alle j ergibt

N | —
Sl
>
M
Mz

81u 0;) —h Z 784uv] +h Z Clazuv] +h Z 682?}1)]

Die verwendeten Differenzenquotienten 9!, 9%, 9* wurden aber gerade so gewéhlt, dal — analog
zur partiellen Integration im kontinuierlichen Falle — auch hier weiter umgeformt werden kann
zZu

=2

1d 1
Sl + Sl S el + B ol = Y (@5 0) 5

Daraus ergibt sich mit der Youngschen Ungleichung weiter

N
1 d ’y d Cl 1
S+ Ll + S L 2+ Dl < 3 (0t
Wegen h = 1/N und ||r||,, < C; folgt daraus

’yd C

AT S AT !
24t " ot het 2

& p
Gl + 581l < 5208

und nach Integration iiber [0, 7] und Multiplikation mit 2

T
(D) + 7 (D)5 2 + Cu llu(T) 15, + ﬁ/o lo(t)15,q dt

T
< ECS + 0Ol + 7 [u(0) 5.2 + C1 [u(0)][5,4

Damit ist die Existenz global in der Zeit gezeigt.
Die durch das System induzierte Evolution in Z; werde mit W} bezeichnet:

vz, — 7

t17t0

= 2p(t1)

ZQI—>\I’

7.2.1 Linearisierung des diskreten reduzierten Systems
Als Linearisierung von (7.4) ergibt sich das Anfangswertproblem

gljt = £2j
G50 = O} (re(0}u,0,)03¢1 ) = 10%u + C102u + 502

oder kurz

& = DWi(épt)
En(0) = & €2y
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Auch hier folgt Existenz lokal in der Zeit und Eindeutigkeit aus Picard-Lindelof. Im folgenden
wird eine Abschéiitzung hergeleitet, die genauere Information iiber das Wachstum der Lésung
der linearisierten Gleichung ergibt.

Wie auch schon zuvor liefert Multiplikation der zweiten Gleichung mit £»; und Addition die
Abschétzung

2 2
— < —
p el + T3 el + 2N, + 5 el < o el

Daraus gewinnt man

2C 1 1 Y
sl + 22l + 2 el < 2 (n@uh \|£1IIZ,1+§\I£1IIi,2>

Anwendung des Gronwallschen Lemmas ergibt daraus

(I + Crla @I+ 7 16@I32) < e (IO +Crla O, +7 16O )

Damit ist klar, daf§ fiir die Evolution der linearisierten Gleichung
ti,to .
D\I/hlzso : Zn — Zp,
€0 > DW6 = &u(t)
entlang der zum Anfangswert z(tg) = zo gehorigen Losung z(t) die Normabschitzung

[pwpto | < eeinti=

hvzh,o

gilt, wobei C nicht von h abhingt. Diese Abschéitzung spielt eine wichtige Rolle bei der Unter-
suchung zur Konvergenz.

7.2.2 Konvergenz bei Verfeinerung des Gitters

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, eine Losung z = (u,v)” der Bewegungsgleichungen
des Falk-Systems auf dem Zeitintervall [0, T] zu haben, welche folgende Eigenschaften besitzt:

ueC' ([0,7;C°Q);  ve ' (0,T];C°()
u(t) e C°(Q) YV tel0,T] firy>0
u(t) € C3(Q) V tel0,T] fiiry=0
v(t) € C3(Q) VY te[0,T]
Eine Losung mit diesen Eigenschaften ergibt durch Projektion auf das Gitter G in ihren beiden
Komponenten v und g eine differenzierbare Kurve zg im Raum Zj,.

Nun soll untersucht werden, inwieweit diese Kurve z¢ in Z; mithilfe der endlichdimensionalen
Evolutionsabbildung \IIZ’O approximiert werden kann.

Der globale Fehler
Der globale Fehler

en(T) = 26(T) — ¥} *26(0)
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148t sich aufgrund der Differenzierbarkeit von \III;L’O in Zj, darstellen durch
26(T) — ¥T26(0 j/ DUTT (Fa(a(r).7) — Walza(r).7) ) dr
vgl. dazu auch Satz 5.4 mit der gleichen Beweisidee. Daraus &8t sich die Abschétzung

T,0 T 2= (T-7)
[ea(m) —wia||, < [ T I Fa(e(r), ) - Wikea(r), 7, 07

gewinnen, und weiter

T,0 g 25 (T-7)
|eam) —wia||, < [T dr - (| Fa(a(r),m) = Wizo(7). D,

0<r<T
Ci8
< 20 015 Ogaé(THFg( ( ) )_Wh(zG(T)vT)HZh

Nun sucht man nach einer Abschétzung fiir ||[Fe(2(7),7) — Wih(26(7),7)|l 7, An dieser Stelle
kommen die Regularitdtsannahmen iiber die Lésung z(t) ins Spiel, ndmlich

u(t) € C°() vV tel0,T] firy>0
u(t) € C3(Q) vV tel0,T] firy=0
v(t) €C3(Q) ¥V tel0,T)

Mit ihnen ist es méglich, das asymptotische Verhalten von |[Fg(2(7),7) — Wi(26(7),7)|l 4, fiir
h — 0 anzugeben.

In der ersten Komponente entsteht kein Fehler, da auf der rechten Seite gerade die exakten
Werte von v auf dem Gitter, also die v; stehen.

In der zweiten Komponente gilt aufgrund der verwendeten Differenzenapproximationen fiir die
linearen Terme

W?-%whg C s b
WQ—#whg Cllullgs b
Haé?’—@%”h < Clvllgsh

Weiterhin gilt fiir den nichtlinearen Term

P

‘8} <r(5]1u, Hj)) — Tja

< ‘8]1 (r(é}u,@)) -

< ‘8]1 (r(é}uﬁj) — 7(ugj, 0; ))‘ +Clrllc2h

IN

C
N ullcs h® + Cllrl| g2 b
< Chllullegs

Dabei geht die Regularitdt von r ein, sowie die Regularitéit von w.
Aus diesen Punkten ergibt sich zusammen:

|Fa(2(r),7) = Walza (1), )l 2, < C(Ju(r)llos + lo(Dlls ) - b
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Schluflendlich ergibt sich fiir die Norm des globalen Fehlers

Cip 2¢cr
len(T)l7, < Sere™" (max € (umlles + 0()ls ) - k)

und damit die Konvergenz der numerischen Ndherungslésung in der Z,-Norm gegen die exakte
Losung.
Damit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 7.1 Konvergenz der Ndherungslosungen auf dem Gitter gegen die exakte Ldsung.
FEs sei auf dem Zeitintervall [0,T] eine Lisung z des reduzierten Falk-Modells gegeben, welche
ue ! ([0,7];CQ)); ve CH([0,T];C°(Q))
u(t) €C°(Q) YV tel0,T] firvy>0
u(t) € C3(Q) vV tel0,T] firy=0
v(t) e C3(Q) V¥ tel0,T]

erfillt. Dann gilt

<C(T,z)-h

Zn

Hzg(T) - \I’Z’Oz(O)‘

wobei C(T, z) eine Konstante bezeichnet, die von T und der exakten Losung z abhdngt, nicht
aber von h. Dies bedeutet, daf$ die Ndiherungslosung in der Zy-Norm mindestens linear in h
gegen die exakte Lisung konvergiert.

7.3 Quasiplastizitat und Pseudoelastizitit

Die beiden fiir Formged#ichnismaterialien typischen Effekte der Quasiplastizitit und der Pseudo-
elastizitdt lassen sich auch am numerischen Versuch beobachten. Allerdings reicht es zu diesem
Zweck nicht mehr aus, Energien zu verwenden, die nur héchstens zwei Minima aufweisen, sondern
man bendétigt Energien mit drei Minima, wie zum Beispiel unten angegeben.

7.3.1 Energien und Randdaten

Zu gegebener, in Ort und Zeit konstanter Temperaturfunktion untersucht man das Anfangs-
wertproblem gewohnlicher Differentialgleichungen

b = Whlzn,t) (7.7)

zp(0) = 0 (7.8)

wobei der Operator W (zp,t) bis auf die Werte am rechten Rand des Gitters G identisch zu
Wh(zn,t) ist. An besagtem rechten Rand wird die Randbedingung

s = % ()~ o(".0) + 0% — ')

im Operator eingesetzt, vgl. dazu auch die Randvorgaben aus [SZ99]. Die Ausdriicke
0'u, 0%u,0'v sind dabei Differenzenapproximantionen der jeweiligen Ableitung am rechten
Rand, die Funktion f(t) steht fiir eine Kraft, die am rechten Randpunkt wirkt. Konkret wird

F(t) = gsin (£/100)
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verwendet. Die Materialparameter waren in allen Testrechnungen gewéhlt zu
B =1, ~ = 1/1000, k=1
Die freie Energie ®¢ € C?, welche fiir die Quasiplastizitit verwendet wurde, schreibt sich

B (1) = u? fiir lug| > 1
@\Fa) = u? —2,5us + Tuf — 6ul +u2 + 1) fiir lug| < 1

13 T T T T T 15

12F

Freie Energie ®q links und dazugehorige Spannungsfunktion o
Die freie Energie ®p € C?, welche fiir die Pseudoelastizitit verwendet wurde, schreibt sich

u? fiir lug| > 1

Pr(te) = { uZ 40,3 (—3ud + 9ul — 9ul + —3u2) fiir lug| <1

14 T T T T T 15

12F b
Wt o

05

-05[

Freie Energie ®p links und dazugehdrige Spannungsfunktion o

Daneben wurden noch zwei weitere Energien ®p; und ® ps verwendet, die Resultate qualitativ
zwischen den Resultaten der beiden Energien ®g und ®p liefern:

u2 fiir luz| > 1

() = { wp +0,5 (=3uf +9uf — 9ug + —3uf) fir  |ug| <1
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14 T T T T T 15

121 g L g,

05

0 L L L L 1 L L L L L
-15 -1 -05 0 05 1 15 -15 -1 -05 0 05 1 15

Freie Energie ®py links und dazugehdrige Spannungsfunktion o

und
D po(uy) = uy fiir lug] > 1
pita) uZ 4+ 1 (—3ud +9ul — 9ui + —3u?) fiir luz| < 1
12} R L Op,

05

-05[

0 L L L L 15 L L L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Freie Energie ® ps links und dazugehdrige Spannungsfunktion o

7.3.2 Resultate

Die vier Abbildungen 7.2, 7.3, 7.4, 7.5 zeigen die Kurven (un(t), f(¢)), also sogenante Last-
Verzerrungs-Diagramme. Je nach verwendeter freier Energie ergeben sich Kurven mit zwei klei-
nen Hysteresisschleifen, einer groflen Hysteresisschleife oder Zwischenstufen.
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Last-Verschiebungs-Diagramm
150

05

Last
)

—o5k

-15 L L L L L )
-15 -1 -05 0 05 1 15

Verschiebung u(1)

Abbildung 7.2: Quasi-Plastizitit. Die freie Energie ®q hat zwei Minima links und rechts der
Null, welche tiefer liegen als das Minimum bei Null.

Last-Verschiebungs-Diagramm
150

05

Last
=)

—o5k

15 L L L L L )
-15 -1 -05 0 05 1 15

Verschiebung u(1)

Abbildung 7.3: Zwischenstufe 2. Die freie Energie ®py hat zwei Minima links und rechts der
Null, welche hoher liegen als das Minimum bei Null.
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Last-Verschiebungs-Diagramm
15+

1 —_—
0.5
-0.5
b R
-15 L L L L L )
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Verschiebung u(1)

Abbildung 7.4: Zwischenstufe 1. Die freie Energie ® p1 nur ein Minimum bei Null, ist allerdings
nicht konvex.

Last-Verschiebungs-Diagramm
15+

0.5~

Last
o
T

-0.5

-15 I I I I I ]
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Verschiebung u(1)

Abbildung 7.5: Pseudoelastizitit: Wie in der Zwischenstufe 1 hat die freie Energie ®p nur ein
Minimum bei Null, ist allerdings nicht konvex. Der lineare Bereich um die Null ist gréfier als in
Zwischenstufe 1.



Kapitel 8

Numerische Resultate in zweil
Ortsdimensionen

In diesem Kapitel wird eine mehrdimensionale Erweiterung des Falk-Modells vorgestellt. Fiir
den zweidimensionalen Fall werden Resultate aus numerischen Testrechnungen présentiert.

8.1 Das Falk-Modell in h6heren Ortsdimensionen

Eine Verallgemeinerung des eindimensionalen Falk-Modells lautet:

puy = Div(o(Vu,8) + BpVuy) — yA2u
0 = KAO+00p(Vu,): Vuy + fVuy : Vuy

Dabei steht u fiir die Verschiebung, die aus der Deformation y entsteht durch
u(z,t) == y(x,t) —x

Im Folgenden werden diese Gleichungen fiir (¢, ) im Zylinder [0, T] x Q betrachtet, wobei { € R?
fiir die Referenzkonfiguration des betrachteten Materials steht. Die unbekannte Verschiebung u
ist eine Funktion

u : Q—R?
wahrend die Temperatur 6 eine skalare Funktion
0 : Q—R

ist.

Randbedingungen fiir die Gleichungen kénnen auf verschiedene Art und Weise vorgeschrieben
werden. Hier sollen hinreichend glatte Dirichlet-Randdaten fiir die Temperatur gew#hlt werden,
und auflerdem Dirichlet-Nullranddaten fiir die Verschiebung v und auch fiir Au = 0.

Als Anfangsbedingungen u(0), #(0) seien ebenfalls hinreichend regulére Funktionen vorgegeben.
Das mehrdimensionale Analogon zur Verzerrung u,+ 1 im eindimensionalen ist der Verzerrungs-

tensor Vy mit der Gestalt
._ 9w ._ 9w
vy:<y11 -—gl Y12 '= 5, )

X
. Oy2 .— Oy
Y21 = gz Y22 ' G,

117
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8.1.1 Die freie Energie

Wie auch im eindimensionalen Fall werden die materialtypischen Eigenschaften von Form-
gedéchtnismaterialien iiber eine nicht-konvexe freie Energie ® = ®(Vu, 6) modelliert.

Die verwendete freie Energie soll einige physikalisch motivierte Eigenschaften besitzen: Zum
einen soll sie rahmeninvariant sein, d.h. vom Standpunkt des Betrachters unabhéngig. Zum
anderen soll sich der Wert der freien Energie bei kristallographisch nicht unterscheidbaren Kon-
figurationen des Materials nicht unterscheiden.

Diese beiden Bedingungen bedeuten mathematisch, dal ® = ®(Vu, ) gewisse Symmetrien
erfiilllen mufl. Um systematisch Energien dieser Bauart zu konstruieren, hat sich die Orbit-
raumtheorie als niitzliches Werkzeug erwiesen, vgl. [RS01, Zim04, DZ04]. Mithilfe dieser Theorie
fafit man kristallographisch gleiche Konfigurationen des Kristalls zu einem Objekt zusammen
und weist der daraus entstandenen Menge eine Funktion zu, welche automatisch die erforderli-
chen Symmetrien besitzt.

Aus der Forderung der Rahmeninvarianz liest man ab, dafl ® nur von den Eintrdgen des sym-
metrischen Tensors

C = CO(Vu) = (Vy)T(Vy) —id = (Vu +id)" (Vu + id) — id =

< er = udy + 2uqy + ud e3 := (L4 ur)uiz + ugi (1 + ua2) )
ez = (1 +un)uiz +uar (1 +uz) ez :=uis+ (1 + ug)’

abhingen darf.
Es soll ein Material mit folgenden Eigenschaften simuliert werden:

e In der Hochtemperaturphase ist nur die tetragonale, unverzerrte Kristallphase stabil; bild-
lich gesprochen sind quadratische Gitterzellen des Kristalls energetisch am giinstigsten.

e In der Niedertemperaturphase sind nur orthorhombische Kristallphasen stabil; bildlich
gesprochen ist eine rechteckige Form der Gitterzellen mit unterschiedlichen Seitenldngen
energetisch am giinstigsten.

Um eine Energie zu konstruieren, welche diese Eigenschaften mit sich bringt, und die auch
berticksichtigt, dafl die beiden orthorhombischen Varianten energetisch gleichwertig sein miissen,
sucht man Polynome in den Eintrigen eq,es,e3 von C, welche unter der Drehung, die eine
orthorombische Variante auf die andere abbildet, invariant sind. Es ergibt sich, daf} die drei
Polynome

pi(ei,ez,e3) = e1+e
pa(er,e2,e3) = e +e3
p3(e1,eae3) = €3

diese Eigenschaft erfiillen, und mit ihnen auch alle aus ihnen gebildeten Polynome. Konsequen-
terweise setzt man fiir die freie Energie ein (von 6 abhéngiges) Polynom p in (p1, p2, p3) an.
Dieses muf} in der Hochtemperaturphase ein Minimum fiir

Ul = U2 = U1 = u2 =0
beziehungsweise fiir

61262263:0
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haben. In der Niedertemperaturphase liege die optimale Konfiguration bei

Uyl = &,

U22 = —aQ,

u1g = ug1 =0

fir € (—1,1),a # 1. Daraus ergibt sich fiir die ausgew#hlten Kristallvarianten fiir die Polyno-

me
pi(er, ez, e3)
pa(er, ez, e3)

p3(617 €2, 63)

a? + 2a =: 1
a? — 2a =: Cy
0

Wahlt die Energien
®1 = p? + p3 + p3
®y = (p1 — C1)* + (p2 — C2)* +

und eine Schaltfunktion ¢(#) mit
(O, start) = 0,

und innerhalb des Intervalls [0, start, Oc,end

qb(ec,end) =1

d
— >
50(6) = 0
und setzt diese Funktionen zur Energie
O(Vu,0) = (1 — ¢(0))P2(Vu) + ¢(0)P1(Vu)

zusammen, dann erfiillt ®(Vu,#) diese Eigenschaften.
Aus ®(Vu, ) ergibt sich der Spannungstensor o(Vu,§) durch Differenzieren nach dem Verzer-
rungstensor

0P

Vu) = —(V
o) = gva VY
Fiir die numerische Implementation giinstiger hat sich der gleichwertige Ausdruck
0P 0P OE
o(Vu) avu(Vu) aE( (Vu)) ou (Vu)

erwiesen. Dabei ist ® die freie Energie in Abhéngigkeit von (e1,€2,€3).
Im konkreten Fall ergibt sich fiir die Komponenten von %(VU)Z

6] _ o] _

%5211 (Vu) = 2u9 %5212 (Vu) =0
au—e;(Vu) =0 au—e;‘Q(Vu) = 2ug9 + 2
(V) = ugg + 1 (V) = 2ug
Qo1 (Vy) = 2 2e1 (Yy) =0
8u21( u) = 2ug 8u22( u) =
%g(vuy:o %ggvuy:2@2+2
8;;”1 (Vu) = uga + 1 8;;2 (Vu) = 2ug;

Fiir die Komponenten der Ableitung der Energie ® nach ey, es, e3 ergeben sich die Ausdriicke
0P

a—el(E(Vu)) = 2(e;+e2—Ch)+ 2(6% + e% —C3) - 2e4
8(132 2 2
8—62(E(Vu)) = 2(e1 +e2—C1)+2(e] +e5 — Ca) - 2e9
0D,

Des (E(Vu)) = 46%
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8.2 Numerische Implementierung

Die Vorgehensweise zur Implementierung besteht darin, durch eine Ortsdiskretisierung das Sys-
tem zweier partieller Differentialgleichungen in ein endlichdimensionales System von Anfangs-
wertproblemen gewdhnlicher Differentialgleichungen umzuwandeln. Dieses kann dann unter Ver-
wendung von bewéahrten Integratoren effizient gelost werden.

8.2.1 Das Gitter

Zur Ortsdiskretisierung wird auf dem betrachteten Gebiet 2 = [0;1] x [0; 1] ein dquidistantes
Schachbrettgitter G eingefiihrt.

G (1‘1,1‘2) e
:(i

(z1,29) = (i-h,j-h) with i,j€0,...N; h=1/N

Der Parameter h steht dabei fiir die Gitterweite.

Die unbekannten Funktionen v und 6 werden auf diesem Gitter durch die endlichdimensionalen
Vektoren der jeweiligen Funktionswerte auf dem Gitter u|g (in jeder der beiden Komponenten
von u) und 0| représentiert.

8.2.2 Finite Differenzen

Nachdem das Gitter eingefiihrt ist, werden die auf der rechten Seite auftretenden Differential-
ausdriicke (Ableitungen im Ort) mittels finiter Differenzen iiber dem Gitter approximiert.
Beispielsweise wird fiir den Gradienten V f einer skalaren Funktion f iiber dem Gitter die Néhe-
rung

o fler L) = fleG—1,9)/20 \ oy [ 2Elalig)
Vrf(i.9) = < (Fletirg +1) — flatig - 1)/2h ) ~VE= ( G oid) )

0z

verwendet, der Laplace-Operator A f wird mit

Ahf(zvj) =
(Floli+1,9) + Flali = 1,5) + Fla(inj +1) + floli,d — 1) — 4fla(i 3)/B ~ Afla(i,j)
approximiert. Fiir nicht-skalare Funktionen u werden die entsprechenden Ausdriicke komponen-
tenweise nach obigen Regeln approximiert.
Die angegebenen Ausdriicke sind am Rand des Gitters nicht definiert; hier miissen asymmetri-

sche Varianten obiger Differenzensterne gewéhlt werden, die zusétzlich auch kompatibel zu den
vorgeschriebenen Randbedingungen sind.

8.2.3 Ortsdiskretisierung
Das Falk-Modell wird nun an den Gitterpunkten betrachtet:

putt(ivj) = DIV(J(VU(Z7])7 9(27])) + ﬂpvut(l>])) - 7A2U(Z>])
0:(i,7) = rAO(,J) +0(i,7)09(Vu(i,j),0(i,7)) : Vue(i, j) + BVue(2,5) : Vue(i, j)
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fiir alle (i,j). Die Differentialausdriicke der rechten Seite werden daraufhin durch die FD-
Approximationen ersetzt:

Putt(i,j) = Dth(U(th(i,j), 9(273)) + 5pvhut(17])) - ’YA}%U(Z?]) (81)
Ht(zaj) = HAhe(%]) + +6(z7])09(vhu(zaj)70(17])) : tht(i,j) +
BV pug(i, 5) + Vaue(i, j) (8.2)

Dies ist ein System von ((1/h) + 1)? gewchnlichen Differentialgleichungen. Die Anfangswerte
sind gerade die Werte der Anfangsdaten auf dem Gitter.
Dieses System kann mit gebréuchlichen Integratoren (z.B. aus MATLAB) gelost werden.

8.2.4 Ergebnisse

Entsprechend der Vorgehensweise der letzten Abschnitte wurden numerische Losungen fiir (8.1)
erzeugt.

Dabei wurde ein Gitter mit 9 Knoten in jeder Richtung zugrundegelegt. Die Materialparameter
sind gewé&hlt zu

g=1, ~ = 1/1000, k=10

Als Energie wurde der bereits oben beschriebene Ausdruck verwendet, wobei die Parameter der
Schaltfunktion gewihlt waren zu

Okrit = 1, d=0.1

Als Temperatur-Randdaten kamen
147

Ty(t) = Ty(t) = 1 — 0.5sin(t/100)

zum Einsatz, vgl. Abbildung (8.2.4). Die Anfangs-
daten fiir Geschwindigkeit und Temperatur waren

vola =0, bla =1

Die Anfangswerte fiir die Verschiebung waren vor-
gegeben durch eine Funktion, die auf den inne-
ren Punkten des Gitters G zufillige Werte im Be-
reich [—1/10;1/10] annimmt, wihrend sie auf den
0.6 : : : ' Randpunkten des Gitters entsprechend den Vorga-
0 %0 100 150 200 ben gleich Null ist.
Das System von 81 gewohnlichen Differentielglei-
chungen wurde mit dem Integrator ode15s aus dem
MATLAB-Programmpaket iiber dem Zeitintervall [0,200] numerisch integriert. Die Ergebnisse
des Rechenlaufs sind in den folgenden Abbildungen dargelegt.

Abbildung 8.1: Temperatur am Rand
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15

0.5

Abbildung 8.2: Der Ausgangszustand des Systems — Die Temperatur liegt bei 0 = 1, die Ver-
schiebung ist durch die stochastische Stérung auf dem Gitter gegeben

t=30
t=30

‘ 0.7008

\1_—1\___

Abbildung 8.3: Bei t = 30 ist die Temperatur auf dem Gitter im Bereich von 0.7. Aus der linken
Darstellung der Verschiebung ist ersichtlich, daf$ bereits Verzerrungen Vu # 0 angenommen

werden. Dies ist auf den Finfluf$ der nichtkonvezxen freien Energie bei der Temperatur zu diesem
Zeitpunkt zuriickzufihren.
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t=060

t=60

‘ 0.958

0.956

0.954

0.952

0.95

0.948

0.946

0.944 - .
10

Abbildung 8.4: Bei t = 60 ist die Temperatur auf dem Gitter im Bereich von 0.96. Auch hier
gibt es noch Verzerrungszustinde mit Vu # 0. allerdings steigt die Temperatur entsprechend der
Randwerte stetig an, so daf$ zu erwarten ist, daff die freie Energie konvex wird und damit die
Verzerrung auf 0 zuriickgeht.

t=90
t=90

Abbildung 8.5: Bei t = 90 ist die Temperatur auf dem Gitter im Bereich von 1.3. Dies bedeutet,
daf die freie Energie konvex ist, und nur der Zustand Vu = 0 stabil ist. Man beobachtet in der
Tat das Verschwinden der Verzerrungen der Niedertemperatur.
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t=127

t=127

Abbildung 8.6: Bei t = 127 ist die Temperatur auf dem Gitter im Bereich von 1 und fdllt. Man
beobachtet, daf sich das simulierte Material zu verzerren beginnt. Da die Temperatur weiter
sinkt, ist eine Verstirkung dieser Verzerrung zu erwarten.

t=130
t=130

1.01

0.98

0.97

0.96

0.95

0,934,
10

Abbildung 8.7: Beit = 130 liegen bereits deutliche Verzerrungen aus der Normallage vor.
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t=160

t=160

Abbildung 8.8: Beit = 160 sind die Verzerrungen noch immer zu erkennen, weil die Temperatur
noch niedrig genug ist.

t =200
t=200

1.163

1.163

1.163

1.1629

1.1629

1.1629 4/
10

Abbildung 8.9: Bei t = 200 schlieflich hat die Temperatur den kritischen Wert dberschritten.
Der Erwartung entsprechend gehen die Verzerrungen zuriick und das simulierte Material nimmt
die Ausgangskonfiguration ein.
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Anhang A

Verwendete Satze und Lemmata

Satz A.1 Fizpunktsatz von Schauder

Sei M eine nichtleere, abgeschlossene, beschrinkte konvexe Teilmenge eines Banach-Raums X,
zum Beispiel eine Kugel, und sei T : M — M sei ein kompakter Operator. Dann hat T (min-
destens) einen Fixpunkt.

Fiir den Beweis sei auf das Standardwerk [Zei86] vewiesen.

Satz A.2 Fizpunktsatz von Banach, Kontraktionsprinzip
Sei M eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen metrischen Raums (X, d),
und sei T : M — M ein Operator mit

d(Tz,Ty) < k(Tz,Ty) Ve,ye M, 0<k<1

Dann hat T' genau einen Fizpunkt. Falls der Operator T = T, lipschitz-stetig von einem Para-
meter p aus einem metrischen Raum P mit Metrik dp abhdngt und die Kontraktionskonstante
k < 1 unabhdngig von p ist, so hingt auch der jeweilige Fizpunkt lipschitz-stetig von dem Pa-
rameter p ab.; genauer gilt fir zwei Fizpunkte x1,xo zu verschiedenen Parametern p1,ps die
Abschdtzung

1
d(ﬂjly 332) < m : CLipschitzdP(plap2)
Fiir den Beweis sei auf das Standardwerk [Zei86] vewiesen.

Lemma A.1 Secien X, X" zwei Banachriume, wobei X* der Dualraum von X ist, und seien u
und g Funktionen aus

uwe L ((0;7);X), g€ Li((0:7);X)
Dann sind die folgenden drei Bedingungen dquivalent:

e u kann fast iberall auf (0,T) dargestellt werden als

u(t) = 54—/0 g(s)ds, feX

o [r jede Testfunktion ¢ € D(0,T') gilt
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o Fir alle £ € X* gilt im skalaren Distributionssinne auf (0,T)
d

Sind die Bedingungen erfiillt, gilt insbesondere, daf$ u nach Verdnderung auf einer Nullmenge
in (0,T) stetig in X ist:

ue C°([0;T]; X)

Man bezeichnet g als (X -wertige) Distributionsableitung von w.

Der Beweis des Lemmas findet sich in [Tem84].

Lemma A.2 Seien V, H,V* drei Hilbertraume, wobei V* der Dualraum von V ist und

VcCHCV”®
stetig eingebettet sind und auferdem jeweils dicht im gréfseren Raum liegen. Falls
ueLy((0;T);V), ' eLy((0;T); V")

dann ist u nach Verdnderung auf einer Nullmenge in (0;T) eine stetige Funktion in H:
ue CO([0;T); H)

Der Beweis des Lemmas findet sich in [Tem84] bzw. auch in [W1o87].

Lemma A.3 Seien X, X, X1 drei Banachrdume, und dariberhinaus Xo und Xy reflexiv. Wenn
die stetigen Einbettungen

XoCcXCXy
gelten und dariberhinaus die kompakte Einbettung
XoCcC X

gilt, dann liegt fiir p > 1 und beliebiges, aber festes T der Raum

Y = {u €L, ((0,T):Xy), = ¢ Lp((O,T);Xl)}

dt
kompakt in L, ((0,T); X):
Y € L, ((0,7): X)

Der Beweis des Lemmas findet sich in [Tem84], Kapitel II1, Paragraph 2.



Anhang B

Abschitzungen nichtlinearer Terme

B.1 Nichtlineare Terme

Lemma B.1 Seio(x,y) eine C*-Funktion von R? — R; seien ¢ und 6 Funktionen aus Lo (9).
Dann gilt fir 0 <n <k mitn € N

ak

WU(E, 9) € LOO(Q)

Beweis: Einsetzen.

Lemma B.2 Seio(x,y) eine C*1-Funktion von R? — R; seien
ue Wi Q),  0eWrQ)
Dann gilt
o (ug,0) € W5 (Q)

Fiir den Beweis sei auf [Tay97], Kapitel 13, Seite 11 verwiesen (Moser-inequalities). Dort werden
sogar noch Abschiatzungen der Normen gegeben, in die die Unendlich-Normen der partiellen
Ableitungen der nichtlinearen Funktion o eingehen.

B.2 Elementare Abschitzungen

Integrale iiber Exponentialfunktionen. Es werden einige Abschitzungen bereitgestellt,
die zum Nachweis der Kontraktivitdt diverser Operatoren benttigt werden.
Fiir p > A gilt

t _ .pt At pt
/ ePteMt=7) gy = —© ter o€ (B.1)
0 —p+ AT p— A

Fiir p < X gilt

T PT+Nt—=AT _ _pt pt
/ PtAE=T) g — € ¢ <€ (B.2)
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Die Youngsche Ungleichnung. Es gilt fiir 1 < p,¢ < oo mit % + % = 1 die Abschétzung

o laf [l Bl

p q

S ‘

|ab] =

(B.3)

ac - —

|

Der Einbettungssatz von Sobolev. Hier soll die eindimensionale Version angegeben wer-
den:

Sei u € H1(2) gegeben, wobei Q = [0;1]. Dann gilt u € C%(Q), priiziser: Es existiert eine stetige
Funktion auf €2, die fast iiberall mit f iibereinstimmt:

ue H}(Q) = ue C'Q) (B.4)

Die Ungleichung von Poincaré. Es gilt fiir eine Funktion u € H21(Q) auf einem beschrank-
ten Gebiet ) die Ungleichung

lullg < C(Q) llull g3 (B.5)
Dabei hingt die Konstante nur vom Gebiet 2 ab.

Eine verwandte Aussage ist:

Sei eine Funktion v € H3(Q2) N H3(Q2) gegeben. Dann gilt

[uell < C(Q) luell g o (B.6)
Auch hier hingt die Konstante nur vom Gebiet ) ab.

Diese Aussage laft sich wie die Ungleichung von Poincaré beweisen, wenn man sich klarmacht,
daf} aufgrund der Sobolevschen Einbettung die Ableitung u, eine stetige Funktion ist, die eine
Nullstelle auf 2 hat (Zwischenwertsatz).



Anhang C

Untersuchung gewisser Reihen

In diesem Anschnitt werden die Reihen

;::1 (P — A p)? B kzzl (p+ C1k2)2 2 ;::1 (Cil + k2)2

untersucht. Dabei gilt mit zwei Konstanten Cq > Cy > 0:

Myp = —C1-k
Ao = —Ca-k

Es gilt folgender Satz:

Satz C.1 Abschdtzung der Reihen.

Es gibt zu jedem ¢ > 0 eine unendliche Folge von abgeschlossenen disjunkten Intervallen der
negativen reellen Achse, deren Linge streng monoton steigt, so dafs fiir jeden Punkt p aus einem
dieser Intervalle gilt:

o0 [e.9]

1 1
) D e WAERD DY e vl

k=1 k=1
Die Folge der Mittelpunkte dieser Folge von Intervallen wird mit py bezeichnet.

Beweis:
Zunéchst wird der Ausdruck

i -
2)2
Pt (x + k2?)

betrachtet, der in beiden obigen Reihen steckt. Es ist moglich, einen geschlossenen Ausdruck fiir
diese Reihe anzugeben, ndmlich

[e.e]

1
= ( + k2)?
1 v (1-y=z) VY (14+y=z) T(1-v-2) T(1+/-2)
- 1( N x N - + (—a)?2 B (—z)3? )
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Hierbei bezeichnet ¥ die Digamma-Funktion, und U(!) deren erste Ableitung, die Trigamma-
Funktion. Sei im folgendem angenommen, dal x < 0. Die Digamma-Funktion erfiillt folgende

Eigenschaften, siehe [Ste84]:
1
U(x+1)— e U(x) V(1 —z) = ¥(z)+ mcot(mx)

Daraus ergibt sich
U(l—2z)—¥Y(1+z)=mcot(rx) — %
Ahnlich gilt fiir die Trigammafunktion
Wz 41) + % =0W(z) W1 —z)=—-U(z) - 73(—1 — cot?(mz))
mit der Konsequenz

W1 —2) + W1+ 2) = —7%(=1 — cot?(nz)) — %
Somit schreibt man

[e.9]

1 J—
(x+k2)%2

1 1
TR (7r cot(my/—x) — N
Ausgehend von diesem Ausdruck wird mit der Substitution u = /—x die Funktion f definiert
durch

k=1

) — % (7r2(1 + cot?(mv/=x)) + %) (C.1)

f: Rt — R
1

= ) = gz (meottmn) = £) + g0z (w20 + o) - 77)

2.5+

0.57

Graph von f
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Die Funktion f hat aufgrund der Kotangensfunktion Pole bei allen ganzen Zahlen bis auf die
Null — dort 16schen sich die Singularitéiten aus. Wegen der Periodizitéit des Kotangens

cot(kmu) = cot((k — 1)mu) Vk e Z

und des Abklingverhaltens der Vorfaktoren 1/4u?® und 1/4u? fiir v — oo gilt demnach fiir
beliebiges u* €]0, 1]

1 =
LG

Nach der Substitution von v = y/—p definiert man

M

M AL (=)

a1 (7e)
k:l >\2k e Vs

Die Funktionen f; und f5 sind linear skalierte Versionen der Funktion f, und dementsprechend

gilt fiir uj € (0,+/C1) bzw. uj € (0,v/C?)

lim  f(u] +kvC1) = (C.2)
keN,k—oo
kel\l{lmqoof uy + kv/Ca) = (C.3)

Teilt man mit & € Ny die reelle Achse R in die offenen Intervalle

1} = (ky/Cri (b + 1)V/C)
17 = (ky/Coi (b +1)V/C)

ein, erkennt man, dafl es aufgrund /C7 > /Cy zwei streng monoton steigende Teilfolgen R und
S = S(R) aus den natiirlichen Zahlen gibt, so daf8 die offenen Intervalle I? fiir r € R komplett
in einem der offenen Intervalle I;(T) mit s(r) € S liegt:

I? C I;(T)

Nun wird fiir ein reelles § > 0 mit 46 < /Cy die Folge von abgeschlossenen Intervallen I? fiir
r € R definiert durch

Il C Ih; By = [s0)VC + 8 (s(r) + DV/Cr =] (C.4)
2 c Iz 2= [r\/og 46 (r+1)\/Co — 5] (C.5)
Weil 12 C Isl(r) gilt folgt auch I? C f;(r).

Mit (C.2) und (C.3) ergibt sich, da8 die Funktionen f; und fs jeweils auf den Intervallen f;(r)

und ff fiir r — oo sogar gleichmdfig gegen Null gehen.
Damit kann man aber eine Teilfolge ) von R finden, so daf} fiir ¢ € @ gilt:

velr= fi(v) + fav) <e
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2

Macht man die Transformation v* = —p riickgéngig, erhélt man damit eine Folge von Intervallen

e [— (sv/Gi+8)" = (tst0) + DVE - 3)'|
[ @vfg+5>; <q+1h57—5Y]

so daB fiir p e I 3 gilt

> 1 > 1
S +) ——— <«
kzzl (p—Aig)? Z (p— Ao)?

k=1

Die Folge der Mittelpunkte der Intervalle I 3 wird mit p, bezeichnet. Nach Konstruktion ist klar,
daB sie von den Menge A aller Eigenwerte A, und A ; mindestens den Abstand ¢ hat.

g

Betrachtet man die Mitte der Intervalle T 3, so ist nach Konstruktion klar, dafl sie von den Menge
A aller Eigenwerte Aj ;, und Ay ;, mindestens den Abstand ¢ hat. Diese Erkenntnis ist Grundlage
des folgenden Satzes:

Satz C.2 Reihe zu gestirten Eigenwerten
Es seien gestorte Eigenwerte \; . gegeben, die micht weiter als eine Konstante C' > 0 von den
ungestorten entfernt sind:

Aik—Aig|<C ¥V keN; i=1,2

Es gibt zu jedem € > 0 ein q € N so, daf fir p gleich der Intervallmitte von IE gilt

oo

o
I <
-1 p A1 k‘ k=1 p >\2 k:

Beweis:
Betrachte zunéchst fiir jeden Summanden das Verhéltnis

2
1 1
- Ap) = | ——
). ,)2 ’ K,
(p )\Z,k) 1 + p_)‘ik

wobei K = 5\,/€ — i ist. Durch die Wahl von p als Mittelpunkt von I 3 fiir hinreichend grofles
g und mit |K; ;| < C ergibt sich fiir beliebig kleines ¢ > 0, daf

K;
‘ k <5V keN; i=1,2

p— )\i,k

Damit folgt fiir das Verhéltnis
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Dies bedeutet nichts anderes, dafl

[ee) [e'e} 1 2 [e'e] 1 [ee] 1
2t (%) (S Sor)

o (P = )‘“f Vi )‘M k=1 Ak o

Die rechte Seite der Abschéitzung geht aber nach vorhergehendem Satz gegen Null, wenn nur ¢
hinreichend grof8 gew#hlt ist. Damit ist der Satz bewiesen.

g

Ein weiterer Satz beschéiftigt sich mit den Reihen zu ,,verschobenem*® p. Es gilt folgender Satz:

Satz C.3 Verschobene Reihen
Es sei p, eine feste reelle Zahl. Dann konvergieren die Reihen

[e.e] e}
; p+pa = ALg)?’ ,; p+pa = Az)?

wenn nur p als Mittelpunkt des Intervalles T 3 fiir hinreichend grofies q gewdhlt wird.

Beweis:

Fiir hinreichend grofies ¢ liegt nicht nur trivialerweise der Mittelpunkt p des Intervalls in I~q2,
sondern ebenso der Punkt p + pg, denn die Lange 2¢ + 1 von I 3 steigt linear mit g. Damit gilt
aber nach Satz C.1, dafl beide Reihen konvergieren. Der Satz ist bewiesen.
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