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Leseplan

In dieser Dissertation werden stationédre und instationédre Zusammenhénge zwischen dem
freien Grundwasserspiegel, der oberflichlichen Be-/Entwésserung, der inneren Be-/Entwis-
serung (Drainage) und der Druckfunktion in einer wasserfithrenden Schicht (Aquifer) be-
handelt. Weitere Ergebnisse sind Isobare, Stromlinien und qualitative Aussagen iiber den
Grundwasserspiegel, die man recht einfach berechnen kann (Grundwasserstufe).

Die Theorie ist in das Progamm Surface.exe eingegangen, mit dem der Wasserbauingenieur
seine Berechnungen ausfiithren kann.

Im Kapitel 1 formulieren wir die physikalischen Zusammenhénge und stellen die Bestim-
mungsgleichungen auf. Hierbei handelt es sich um ein freies Randwertproblem mit einer
nichtlinearen Randbedingung. Wir kldren dann, auf welche Fragen der Wasserbau-Ingenieur
Antworten haben will.

Im Kapitel 2 behandeln wir die in der Praxis sehr wichtigen 2D-Aquifere (endlicher Tie-
fe), wie sie z.B. auf landwirtschaftlich benutzten Feldern mit Bewisserungskanilen oder
mit Drainage auftreten. Das oben erwdhnte freie Randwertproblem fiir die Druckfunktion
konnen wir dabei auf eine direkte Beziehung zwischen dem freien Grundwasserspiegel und
der Bewésserung zuriickfithren.

Praktisch ebenfalls sehr wichtig sind sehr tiefe 2D-Aquifere. Deshalb spezialisieren wir im
Kapitel 3 auf unendlich tiefe 2D-Aquifere. Die Beziehungen zwischen dem freien Grundwas-
serspiegel und der Bewésserung nehmen dann eine Form an, sodass stationére Probleme
exakt und explizit gelost werden konnen. Insbesondere stellen wir einen Losungsnachweis
fiir das stationédre Problem vor. Wir demonstrieren weiterhin, wie man Isobare und Strom-
linien berechnen kann.

Die Techniken beim unendlich tiefen 2D-Aquifer helfen dann auch den endlich tiefen 2D-
Aquifer im Kapitel 4 weiter zu bearbeiten. Die interessierenden Groflen werden jetzt implizit
gegeben sein. Uber Fixpunktverfahren konnen wir sie aber beliebig genau berechnen. Wir
konnen weiterhin einfache Formeln angeben, mit denen sich ohne viel Rechnung der we-
sentliche Verlauf des stationdren Grundwasserspiegels bestimmen lidsst (Grundwasserstufe).
Dann wird das notige Formelwerk zur Programmierung des 2D-Problems bereit gestellt. Ein
Ausblick auf weitere Forschungen wird in 4.4 gegeben.

Im Anhang Kapitel 5 geben wir die Herleitungen an, welche zur Losung des freien Rand-
wertproblems fithrten.

Der Anhang Kapitel 6 handelt von der Berechnung von Funktionen, welche bei der Reali-
sierung des Programms Surface notig waren.

Permanent mussten wir uns bei Rechnungen mit singuldren Integralen auseinandersetzen,
die wir deshalb zum Gegenstand des Anhangs 7 gemacht haben.

Dieser Text soll auch als Arbeitsbuch dienen. Deshalb erscheint auch eine Formelsammlung
und die Aufzéhlung einiger Sétze aus der Funktionalanalysis im Anhang 8 gerechtfertigt.



INHALTSVERZEICHNIS



1 Die Physik zum Grundwasser-Problem

In diesem Abschnitt werden sehr komprimiert die Bestimmungsgleichungen fiir das Grund-
wasserproblem physikalisch motiviert und spéter verwendete Bezeichnungen eingefiihrt.

Wir betrachten in einer geséttigten wasserfithrenden Schicht A (Aquifer) ein Volumenele-
ment dV an der Stelle r = (z,y, 2)" zum Zeitpunkt ¢ mit dem Wasservolumen n-dV. Die
dimensionslose Konstante n (0 <n<1) heisst Porositdt und beschreibt den Wasseranteil in
dV'. Ist p die Wasserdichte, so enthélt dV' die Wassermasse dm = p - n-dV.

Sie unterliegt der Erdbeschleunigung g = 9.81%;. Die 2-Achse beschreibe die Vertikale. Der
Wasserdruck sei p. Damit ergibt sich die potentielle Energie dE des Wassers in dV als

dE. = dm-g-z+p-ndV=p-ndV-g-z+p-ndV

= (pg-z+p)-ndV. (1)
® bezeichne die Energiedichte in Einheiten von pg und p bezeichne das Druckpotential :
1 dFE 1
= — — =2+ —p = z+p p=pg-p 2
npg dV Py @

Nach dem Darcy-Gesetz gilt fiir die Volumen-Stromdichte q mit der Konduktivitdt K, dem
Leitwert des homogenen isotropen Mediums:

q=-K-grad®=—K (e, +gradp)| (e.=(0,0,1)"=Vz) (3)

Die Massen-Stromdichte j entsteht aus q, wenn mit der Dichte p multipliziert wird:

ji=pa=—pK (e, +gradp) (4)

Der Massen-Strom I, durch eine Flache A ist dann

IA:/j-dA:/pq-dA. (5)
A A

Quellen/Senken beschreiben wir durch die Volumen-Quellstromdichte @) (auch innere Be-
wasserung, Quellstirke), bzw. durch den Massen-Quellstrom I, im Volumen V. Sie sind
verkniipft iiber

IV:/VdeV’ bow. | O = Tim (6)

= lim —
Vi—o |[V]p

Wir zeigen die Kontinuitdts-Gleichung (9):
Sei m die Wassermasse in einem Volumen V mit der Oberflache oV.

m = /Vnp av’ (7)

Diese Wassermasse m kann sich nur dndern, wenn es Quellen/Senken im Innern von V' gibt
oder wenn Wasser durch die Oberfliche OV hinein/heraus fliefit.

Om=tytloy = [ pQiv'~ [ pada = [ (p@—div(pa) av’ (%)
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Der Vergleich der Beziehungen (7) und (8) fiir ein beliebiges Volumen V' liefert dann:

d(np)
ot

=pQ —div(pq) (9)

Im Weiteren nehmen wir die Inkompressibilitit von Wasser und die Konstanz der Porositét
n sowie des Leitwerts K innerhalb des Aquifers A an.
19(np)

0 = T = @Q—divg = Q+ K-Ad = Q+ KAp
p

Das Druckpotential p geniigt also im Aquifer A der Poisson-Gleichung:

_ @
K

Ap (10)

Losungen der Gleichung (10) werden durch Randbedingungen eingeschrénkt:

Berechnet werden soll der freie Grundwasserspiegel f, der die Oberfliche S des Aquifers A
als Hohe z = f(x,y;t) beschreibt. Dabei wird ein scharfer Ubergang vom wassergeséttigten
in den wasserfreien Bereich angenommen. Auf an der Oberfliche S verschwindet der Druck:

pg-pl_y=0 (11)

Eine weitere Randbedingung entsteht durch einen wasserundurchlissigen Grund G, den
wir einfachst moglich als Ebene bei z=—d (d>0) annehmen. Am Grund gibt es keine
vertikalen Stromungen; es gilt also 0 =q-e, = ,:

0= q)z’z:_d =1 +pz|Z:_d (12)

Beim 3-dimensionalen Problem nehmen wie eine Lokalisierung der Be-/Entwésserung im
Bereich des Koordinaten-Ursprungs an, sodass es fern davon ebenfalls keine vertikalen
Strome mehr gibt. Um hingegen das 2-dimensionale Problem zu bearbeiten, sollen die
Groflen von y unabhéngig sein. Dann fordern wir nur fern von x = 0 das Verschwinden
vertikaler Strome.

3D : |0= lim ®,=1+ lim p, (13)
IQerQ*)OO $2+y24>00
2D : |0= Iglinoo o, =1+ rliinoopz (14)

Ferner betrachten wir die Wirkung einer oberflichlichen Bewésserung:
Die mittlere Geschwindigkeit v des Wassers im Volumenelement dV ergibt sich aus
1

= r=—". . ].5
vV=r neq (15)

Dabei tritt die effektive Porositit n. auf, welche der Ungleichung 0 < n. <n <1 geniigt,
da nicht das gesamte Wasservolumen n-dV sondern nur n.-dV zur Stromung beitrégt. Da
nur dynamische Prozesse betrachet werden, diirfen wir n, = n annehmen. Die Differenz
n—n, ist fiir dynamische Prozesse nicht zugénglich.



Nun betrachten wir die Bahnlinie eines Volumen-Elements dV auf der Oberflache S.
Es hat die Koordinaten r(t)= (x(t), y(t), f(a:(t),y(t),t)) und es gilt p(r(t),t) = 0.

d
0 =2 _ gradp-r +p;

i - 16

An der Oberflache S wird von aulen bewéssert mit der Volumen-Stromdichte N = —Ne,.
Wir bezeichnen N als Oberfiichen-Bewdsserung . Im Innern des Aquifers A fliefit q. Damit
wird die Geschwindigkeit des Volumen-Elements dV bei r(t) nach (3) zu:

1 ~1
¢ = —(q—N)|.oy = — (K -gradp+ (K - N
P= @ Ny = - (K - gradp+ ( Je.)

e

(17)

z=

Setzt man diesen Ausdruck fir  in (16) ein, so ergibt sich die Oberflichenrandbedingunyg:

K(o o2, o N
T <px +p, + S+ (1 - K) pz> vgl. [Bear][Formel 5—48] (18)

Diese nicht lineare Randbedingung an der Grundwasser-Oberflache kann mit der Ketten-
regel umgeformt werden. Der gemeinsame Faktor p,|,—; wird dabei gekiirzt.

Y
a=f

p(ey, @,y 0it) =0 = plecy = —polocs - fa
= Dyle=p = —Dzlo=f - fy
= pt|z:f = _pz|z:f : ft

N_Kneft =1+ L+ f24 f]) pslo=s (19)

=

Im Aquifer A={(z,y,2)€R?| —d<z< f(z,y;t)} ist also folgendes System zu lésen:

K-Ap = —Q , p(st)eC*(A)NCH(A)

p||z=f = 0

Pzlz=—d = -1

lim p, = =1 bzw. lim p, = —1 (20)
x24+y?—o0 z2—00

N —n.f,

Tt = 14+ (14 24 [ peleey , fEC(IR?*xRxo)

Dabei seien die Konduktivitdt K > 0, die effektive Porositdt 1 > n, > 0, die Grundtiefe
d >0, sowie die innere Bewisserung Q € L(A) gegeben. @ soll einen kompakten Triger in
A besitzen. Wir realisieren dabei Quellen sowieso nur auf Punkten oder Linien.

Bei vorgegebener Bewésserungsfunktion N wollen wir stets voraussetzen, dass diese einen
kompakten Tréager in IR hat, sowie intergrierbar und beschrankt ist (entsprechend den
praktischen Anforderungen).

Die Regularitit weiterer Eingangsdaten ergibt sich an betreffender Stelle.
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1 DIE PHYSIK ZUM GRUNDWASSER-PROBLEM

Wir unterscheiden nun zwischen 3 Problemstellungen.

Gesucht wird in allen Fillen das Druckpotential p.

a)

Instationdres GW-Problem:

Gegeben sei fiir t >ty die oberflichliche Bewésserung N (-, -;¢) und als Anfangsbedin-
gung der Grundwasserspiegel f(-,-;to).

Gesucht wird f(-,-;t) fir ¢ >t,.

Inverses GW-Problem:

Gegeben ist der Grundwasserspiegel f fiir alle ¢t >¢,.

Gesucht wird die oberflachliche Bewésserung N, welche diesen Grundwasserspiegel f
bewirkt.

Stationéres GW-Problem

Gegeben ist die zeitlich konstante Bewésserung N.

Gesucht wird der sich einstellende stationdre Grundwasserspiegel f.
Bei stationdren Problemen gilt f; = 0. Dann setzen wir formal n, = 0.

Die Losungs-Strategie fiir (20) ist:

1.

Losen der Poisson-Gleichung KAp = —Q, pl.—f = 0, p.|,=—4 = —1 zu einem (bis
auf hinreichende Regularitét) frei vorgebbaren Grundwasser-Spiegel f. Dazu werden
konforme 2D-Transformationen eingefiihrt, welche den Aquifer A gerade biegen und
die Poisson-Gleichung in eine noch handhabbare Form bringen.

. Die Drucklésung p wird in die Oberflichenrandbedingung (19) eingesetzt. Letztere

definiert dann zum Zeitpunkt ¢ Relationen zwischen der Bewésserung N, der Quell-
funktion Q, dem Grundwasserspiegel f und dessen zeitlicher Anderung f;.

Je nach Fragestellung kann man dann N oder f berechnen.

Alle anderen Groflen, wie z.B. das Druckpotential p, ergeben sich daraus.

Beim instationdren Grundwasserproblem wird aus N (-, -;t9) und f(-,-;tp) zunéchst
fi(+y -5 to) und damit f(-,-;to + At) numerisch berechnet.

Bei inversen Problemen ist f (und damit auch f;) zu allen Zeiten bekannt und man
kann N berechnen.

Beim stationdren Problem (f;=0) wird schliefllich aus der zeitlich konstanten Bewés-
serung N der stationdre Grundwasserspiegel f berechnet.

Prinzipiell wollen wir auch (hydrostatische) Druck- bzw. Durchfluss-Randbedingun-
gen beriicksichtigen, wie sie z.B. bei Fliissen auftreten. Dies kann durch Positionierung
entsprechender (Linien-) Quellen (durch die Funktion @) an diesen Réndern gesche-
hen.

Stand der Dinge:

Das obige Grundwasserproblem (20) wurde schon in vielfiltiger Weise untersucht. Bis auf
einen Spezialfall [Deempter| wurde das Problem nur in linearisierter Form behandelt. Wir
setzen die Entwicklungen von [Edenhofer-1] und [Schmitz-2] fort, wo zum ersten Mal fiir
eine ganze Klasse von Bewisserungen exakte stationédre Losungen beim unendlich tiefen
Aquifer gefunden wurden.
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2 Der 2D-Aquifer

In diesem Abschnitt wird das System (20) fiir den praktisch sehr wichtigen 2D-Aquifer be-
handelt. Es gelingt dabei den Druck aus den Bestimmungsgleichungen zu eliminieren. Man
erhélt so Gleichungen, mit denen das Grundwasserproblem teilweise exakt gelost werden
kann oder das man iiber den Fixpunktsatz auch numerisch sicher beherrschen kann.

Weil das Problem nicht von der y-Koordinate abhéngt, kann man die Theorie der holomor-
phen Funktionen anwenden. Wir unterscheiden dann nicht zwischen einem zweikomponen-
tigen Vektor (z,z) und der zugeordneten komplexen Zahl z+i z.

Viele der weiteren Formeln werden Hauptwertintegrale enthalten. Damit diese definiert
sind, fordern wir, dass gewisse Funktionen in L7 NC™® liegen (1<p<oo; n€ IN; 0<a<1).
Gemeint sind dabei die p-Lebesgue-integrierbaren Funktionen die n-mal differenzierbar sind
und alle i-ten Ableitungen (i=0,...,n) noch a-holderstetig (vgl. 7.1) sind.

Wir bearbeiten zunéchst das instationdre Problem, bei dem fiir ¢t > ¢ty die Oberflichen-
Bewiisserung x+— N (z;t), die Quell-Bewésserung (x, z)— Q(z, z ; t) und fiir t=t, die Hohe
des Grundwasserspiegels als z+ z= f(z ; ty) bekannt sind und daraus zunéchst x— f;(z ;t)
berechnet werden soll. Die Zeit ¢ spielt im weiteren meist die Rolle eines Parameters, den
wir unterdriicken oder vermoge eines Semikolons von den anderen Variablen abtrennen.

Der Aquifer A zum Zeitpunkt ¢ wird durch die Oberfliche S und den Grund G begrenzt.

(21)

Fiir das Druckpotential p=p(x, z ;t) zum Zeitpunkt ¢ >t ist folgendes System zu l6sen:

K- (pea +122) = —Q peC*(A)NCYA) (K>0,QeL'(A), suppQCA)
Pla=s = 0
22
pz|z:—d - —1 ( )
lilin po(z,z;t) = —1

In konkreten Rechnungen wird die Quellstéirke @ eine endliche Summe von Dirac-Funktio-
nen (Punktquellen in A) sein, sodass dann die Poisson-Gleichung p,.+p.,= % distribu-
tionell zu verstehen ist.

Im Abschnitt 2.1 wird dazu der Aquifer A konform transformiert (,,gerade gebogen®), so-
dass in 2.2 das obige Gleichungssystem fiir p gelost werden kann. In 2.3 bearbeiten wir die
Oberflachenrandbedingung

N — neft

I (23)

=1+ 1+ f2) pela=y

aus der das Druckpotential p eliminiert wird. Daraus ergeben sich die wesentlichen Ergeb-
nisse: Gleichungen, welche die Beziehungen zwischen N, @), f und f; festlegen.
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2.1 Konstruktion einer konformen Transformation

Um das System (22) zunéichst ohne Quellen (@ = 0) zu l6sen, wenden wir eine Transfor-
mation an, welche die Laplace-Gleichung nicht veréndert und den Aquifer A gerade biegt.
Das ist eine konforme Abbildung F zwischen dem Gebiet A:={(u,w)| u€R &—d<w<0} und
A.

sw o B (uwt)— (.i"(u,w;t),é(u,w;t)) A2

0 u S z
2 h e

—d G —d

Der zum Zeitpunkt ¢y gegebene Grundwasserspiegel f(-;tg): IR — IR soll glatt sein, schnell
abflachen und oberhalb des Grundes bei z=—d liegen:

fGit)€CH(R) & f'(-;t) €L & im f(ato)=%+h & Fe>0[f(-1to)| <d—e| (24)

Die dritte Bedingung definiert auch die Nulllage, beziiglich der die Grundtiefe d >0 gemes-
sen wird, sowie die halbe Grundwasserstufe h (|h| <d).

Wenn man die Existenz einer solchen Transformation F annimmt, die auf den oberen Rand
S ={(u,0) |u € R} stetig differenzierbar fortsetzbar ist und wo &,|,—0 > 0 von Null weg
beschrénkt ist, dann geniigt auch der transformierte Grundwasserspiegel f

flust) == f(&(ust)it)  (ue R) (25)

denselben Bedingungen wie f. Wir unterschlagen im folgenden den Parameter ¢.
Im Anhang (5.1) haben wir die konforme Abbildung F konstruiert. Mit den Abkiirzungen

_ w(r—u) _wdr _ m(s—u) _ wds Tw s
R A R ( 2’0> (26)

=—c
2d
lautet das Ergebnis:

Satz 2.1 Set d>0 und 1>a>0 . Die Funktion f geniige der Bedingung:

feC™(R) & f'ef' & 3h lim f(u)=2h & Fe>0 |f|<d—e (27)

u—+00

Dann ist die Abbildung ¥: A — @ mit A:=R+i]—d,0] und

~ 1 oo /4 1
. 1 [ /. sinh p cosh p )
, = u— — . —h)d 2
#u, w) " s /—oo (f(r) sinh?p 4 sin’w P (28)
1 oo . sin w cosw
. N . d
Hu,w) YT T /—oo /() sinh?p + sin’w P
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wohldefiniert, holomorph und konform (injektiv und ¥ # 0). F und ihre Ableitung

F'(utiv) = dy(u,w)+ iz, (u,w) = 1_*/ fr tanh( —iw) ap
) ) A sinh p cosh p
” , = w 9 — ]._ */ ! d 29
Ty (u, w) 2o (u, w) T _Oof (r)- 51nh2p+81112w 29
) A 1 oo . sin w cos w
Zu(u,w) = =2y (v, w) = — */ g 2
T J oo sinh“p + sin“w

lassen sich stetig auf den Rand von A fortsetzen. Die Fortsetzungen auf dem Rand sind
noch a-hélderstetig. (P vor den Integralen symbolisiere die Hauptwertbildung).

T(u) +iz(u) := lim F‘(u+iw) - u— ip/_o:o (f(r)

<
w—0

) dp +1i f(u)
()

(30)

~ 1 o)
Fo(u)Lize(u) = lim F(utiw) = 1_773/ '
e —00

<
w—0

lim Flutiw) = u——/ ( -tanh p — h)dp —id
w—=—d X (31)
lim F,(u+iw) = 1— —/ f/(r) - tanh p dp
w—d T J—o0
Ferner gilt fir die stetig differenzierbare Randabbildung = :
€
w>—>0 32
>~ (32

Das Bild von F ist einfach zusammenhdngend und ldsst sich mit f::fog?:_1 beschreiben als:

A= FA) = {a+iz |zeR & —d<z<f(z)} (33)

Beweis:

Die Integrale in (28) und (29) konvergieren auf kompakten Teilmengen von A gleichmiBig,
weil die zu integrierenden Funktionen im Unendlichen hinreichend schnell verschwinden.
Damit darf z.B. die Differentiation mit der Integration vertauscht werden und man kann
die Cauchy-Riemannschen Gleichungen z, = %z, und z,, = —Z, nachrechen, woraus sich die
Holomorphie ergibt. Mit der Identitét (296) konnen die Real- und Imaginérteile der Formeln
(28) und (29) zusammenfasst werden.

Wir zeigen 2, > —

01 sinh p cosh p
=1l = |52 f '( ~h)dy
[, w)=1] au 7 fr) Sinth + sin®w P
sinh p cosh p ‘
< d
= 2 / |f 3p sinh?p + sin’w P

IN

d—e 0 —sinh pcoshp © 0 sinhpcoshp £
g / a. . 12 o dp +/ a. . 12 ) dp =1--
d —o0 dp sinh”p + sin“w u  Op sinhp + sin“w d
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Weil der Parallelstreifen A konvex ist, folgt aus dem Lemma (8.7) die Injektivitdt der
Funktion F. Damit ist die Funktion F konform und das Bild A := F(A) einfach zusam-
menhéngend.

Die stetig-differenzierbare Fortsetzbarkeit der Funktion F auf den unteren Rand w = —d
priift man leicht.
Fiir die stetige Fortsetzung von F bzw. F’ auf den oberen Rand w = 0 benutzen wir die

Formeln von Sochozki € Plemelj aus 7.1, denn die Funktion p+— m hat im Limes

w—0 einen einfachen Pol bei p=0. Wir fithren die Technik exemplarisch fiir F' aus.

R A A R A
- . R—oo . 1 f(?”) f(T') 1 f(T')
Flutiv) “— utiv - 7_4 (tanh(p—iw) —h= p—iw) dp = W_é r—(u—l—iw)dr
regular

1 f ) f(r) L ffe)
u_ﬂ'_é (tanhp_h_p>dp_ﬂ7_jé r—uderZf(u)
R—o0 1 7 f(T‘)
— U_W?ZO (tan

h
Der Limes w = 0 ist gleichméBig fiir u aus einer kompakten Teilmenge von IR und darf
deshalb mit dem Limes R — oo vertauscht werden.

Die a-Holderstetigkeit der Fortsetzung folgt mit dem Satz von Plemelj & Privalov aus 7.1.

[e=]

<
w—

p—h) dp + i f(u)

Aus 7, Z% und der stetig-differenzierbaren Fortsetzbarkeit von P ergibt sich auch z, > %.
Das Bild von F lisst sich daher in angegebener Weise beschreiben. O

Wir notieren noch die Ableitungen der Umkehrfunktion von F:

A

Fi=a+ip:= F! (34)
. B Ty — 12y
¥ =4, +iw, = w, —it, = o (35)

fu(u):1—71r73/ (@) -7 (r) L ( :W(g; Y, dngg) (36)

Anhand dieser Gleichung kann man untersuchen, ob zu gegebenem f die Abbildung z
existiert, bis auf eine Integrationskonstante eindeutig bestimmt ist und ob sie die geforderte
Regularitéit hat, also ob z€Cl® gilt und z, >0 von Null weg beschrinkt ist.

Die in (24) formulierten Bedingungen sind dafiir wohl nicht hinreichend.
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2.2 Lo6sung der Poisson-Gleichung

Wir berechnen jetzt (zum nicht notierten Zeitpunkt ¢ >ty) das Druckpotential p = p” +
p® fiir das System (22). Dabei sei p* die Losung der (homogenen) Laplace-Gleichung (Q = 0)
zu den gegebenen Randbedingungen, und p' 16se die (inhomogene) Poisson-Gleichung zu
den 0-Randbedingungen.

Vermoge der konformen Transformation aus dem Kapitel 2.1 schreiben wir das homogene
bzw. das inhomogene Problem fiir p” bzw. p’ um und l6sen dann separat.

2.2.1 Konforme Transformation der Randwertaufgabe

Wir wenden die konforme Transformation (u,w) +— (&, 2) auf die zwei PDGlen an:

Aph = 0 phec*(A)nci(A) K- -Ap = —Q
h 7
P |Z:f = 0 p |Z:f = 0
. 37
pg’z:—d = —1 pz|2’:—d = ( )
. o : i
ﬁj(uv w) - pl(i(uv UJ), 2(u7w)) (38)
Q(u, w) Q(&(u, w), £(u, w))

Wir transformieren als erstes den Laplace-Operator:

~ ~2 A A ~2 ~ ~
Pww = Paaly, + 2pxzxwzw + Pzz2y, + PzTww + PzZww

Pt Duww = Pax (B2 +32)+2D02 (FulutTwiew) FDoz (224 22) 402 (Fuw + Tww ) 02 (o + 2w
—_———
=22 +22 =0 =22+52 =0 =0
= (ji+éi) : (pzaz +pzz)
Trivialerweise verschwinden die Druckfunktionen p” und p am oberen Rand von A:
ﬁh(ua O)‘w=0 = ﬁi’wzozo

Kommen wir zur Transformation von p"|.__ 4= —1 bzw. p!|.-_4=0.
Fiir w=—d gilt nach den Gleichungen in (31):

1 7. 1, o 1 7. 1
T (u,—d) 7T_oof (r) tanhp dp - [/ (r) tan p}_oo+2 d_oof(r) coshZ
=0
Zy(u,—d) = 0
Jetzt kann p,|,—_4 berechnet werden:
x
-1 = 2z |z=— :Au' z Aw' z lw=— :Aw'A !
P |s=—a Du -tz + Pu - W | d b 22+ 02 [y=—q
. 1
= Pw =

LTy lw=—d
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Wir fassen zusammen:
Seien K,d >0, A= IR+i]— d,0[. Zum Zeitpunkt ¢ > t, sind fiir Q € £L*(A), suppQ C A
folgende Randwertprobleme zu l6sen:

P+ ph, = 0 Ahecwimc%?x) K-(piy + i) = —(82422) - Q

~h B — ~7 we — O

Pl 1 Pluss . (39)
Polw=—a  =—1- 2 / cosh2 dp  Piylw=—d -

limy, 400 ﬁﬁ; =-1 limy, 400 ﬁzy =0

Die Systeme (22), (37) und (39) sind dquivalent, unter den Voraussetzungen des Satzes 2.1.

2.2.2 Losung des homogenen Problems

Wir haben im Kapitel 5.2.1 die Losung des homogenen Problems ermittelt. Das Ergebnis
ist erstaunlich einfach:

Satz 2.2 Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.1 ist eine Losung des homogenen Pro-
blems aus (39) gegeben durch

1 oo o sin w

sh

— = L S 4
P, w) v W/_oofr> cosh p + cosw P (40)

Zum Beweis, dass (40) eine Losung darstellt, notieren wir die Ableitungen:

i) = 37 [ IO o e ()
) = 1o o L e

= ! +71T/O:of’(7~) ' Coshs,ioni l():osw dp (43)
Phutww) = oo [T IO gy = i) (@)

Das berechnete p" erfiillt also nach (44) die Laplace-Gleichung und die Randbedingungen
konnen leicht aus (40) bzw. (42) berechnet werden. O

SchlieBlich kann man p" als Imaginérteil einer analytischen Funktion darstellen. Dazu wird
die Identitit (293) benutzt. Der Realteil ¢" heifit homogenes Strompotential.

(G"+ip") (utiw) + ut+iw = — /( tanhp 5 —h) dp

N (45)
~ _sinho — i sinw

S —h|d
71'_‘()/0 (f(r) cosh o + cosw ) P
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2.2.3 Losung des inhomogenen Problems

In diesem Abschnitt motivieren wir, wie man die Losung des inhomogenen Problems (39)
berechnen kann, geben das Ergebnis an und priifen die Richtigkeit.

Es gilt, fir (ug, wp) € A eine Greenfunktion G (+,+, up, wp) zu bestimmen. Das ist eine Funk-
tion, welche dem System

Guw+ Guow = —(5(2%1”0) in A (Dirac — ¢)
G =0
él | 0_ ) _ 0 (46)
liInu—>:|:oo Gw = 0
geniigt. Bekanntlich ist
(u, w) — g(u, w, ug, wy) := ;—W In ((u — ) + (w — wO)Q) (47)
eine Grundlésung, d.h. es gilt  §uu~+ Guw = (52u0 wo)

Durch Spiegelung an der Achse w=0 kann sofort eine Greenfunktion G fiir den unendlich
tiefen Aquifer (d=o00), d.h. fiir A = {(u,w) € R* | w<0} angegeben werden:

- =1 (u—ug)? 4 (w — wp)?
(u,w) — G (u, w, up, wy) = A n (u—1up)? + (w + wp)?

(48)

Man kann leicht nachpriifen, dass in der unteren Halbebene {(u,w)€IR*| w<0} die Funktion
G eine Grundlosung ist und G lw=0=0, hm G°° 0 sowie hr_n G°° 0 gilt.

Eine Losungsmethode fiir den endlich tiefen Aquifer ist

ebenfalls das Spiegelungsprinzip. Es werden (unendlich vie- 2d +

le) Ladungen mit der Periode 4d so verteilt werden, so-

dass sich die Randbedingungen fiir das Potential G aus d----- -
Symmetrie-Griinden ergeben miissen. Die Reihendarstel- 0
A + (Uo, wo)
lung fiir G kann dann ausgerechnet werden. Y
_|_
N -1 & (u—u0)2+(w—w0+2nd)2 —2d
G =— —1)"1 —
(0,110,00) 47 n;oc(, ) n(u—u0)2+(w—|—w0+2nd)2 :

Wir verfolgen die sich ergebenden Umformungen nicht weiter und geben das Ergebnis an.

Satz 2.3 Unter den Voraussetungen des Satzes 2.1 ist

(49)

A 1. [cosh™iu0) o mw=wo) ogh M—i—cos m(wtwo)
G (w,w,ug,we) := In ( 2d 2d

-1 2d 2d
A7 (u uo) (w—wo)

m(u—ug)
2d 2d

m(w4wo)
cosh T g

cosh T +cos —Cos

eine Greenfunktion fiir das Druckpotential des inhomogenen Problems (39). Die allgemeine
Lésung des inhomogenen Problems ist gegeben durch

Q&)
)-8

d€dn | , (50)

() = [ Glate ). a(e ).
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wobei (x,z) — (a(x, z),w(z, z)) die Inverse der konformen Abbildung B aus Satz 2.1 sei.

Fiir den Beweis kann man leicht nachpriifen, dass obige Funktion G die Randbedingungen
erfiillt und A, ,G(u, w, ug, wo) = 0 gilt auf A\ {(ug,wo)}. Ferner ist die Funktion G eine

Grundlosung. Letzteres folgert man aus 1im .y, w)— (u,wo) (G G°°> =0.

Damit ist bekanntlich die allgemeine inhomogene Losung gegeben als

7 (u, w) :Aé(a,w,u,w)-(iﬁ(a,w)+@2 (@ @) Q(;L{“’) diidi .

=| det ¥ (@1,0)]

Die Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale liefert dann die Behauptung. O

Diese Greenfunktion fiir das Druckpotential ist der Imaginérteil einer holomorphen Funk-
tion. Ein Realteil A kann iiber die Cauchy-Riemann-DGL berechnet werden:

7 (w—wo)

(u, w)eA & uugy: (u W, ug, W) = 5 (arCtaHQd—arctan 2d) (51)

m sinh Z=uo) sinh 7”(“2;“0)

Wir bezeichnen H als Greenfunktion des Strompotentials. Sie ist auf den nach oben ge-
schlitzten Parallelstreifen IR+i]— d,0] \ {uo+iw : wo<w <0} analytisch fortsetzbar:

lim H (ug=te, w, ug, wo) = (52)

>
=0

+1 wo<w<0
0 wy>w

Diese Stammfunktion H kann daher analytisch auf einer Riemannschen Flidche definiert
werden. Als zu p’ gehorender Realteil setzen wir (bis auf eine Konstante) das Quellstrom-
Potential:

QED eay (53)

i (ww) = [ A wwa(€n)(En)

Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.1 ist die (transformierte) Druckfunktion p gegeben
als Imaginérteil der auf A meromorphen Funktion:

G+ip = (¢"+q")+i (p"+p) (54)

Die Funktion ¢"+i4p" ist durch (45) gegeben, der Realteil ¢+ p* durch (49)-(53).

Ferner notieren wir noch die Ableitungen von H und G-

~ N

H,ww,ug,wg) = Goplu,w,ug,wp)
m(u—ug) - w(w—wo) - w(wtwo)
_ cosh === — sin = N sin == (55)
4d sinh? ”(“2;“0) +sin? “(w;dwo) sinh? 7”(“2;“0) +sin? 7”(1”25“”0)
ﬁw(u,w,UO,UJ()) = _Gu(u7w7u07w0)

: m(u—uo) m(w—wo) 7 (w+wo)
_ sinh 2d°< CoS —5 B cos = ) (56)
sin

2 m(u—wug) 2 w(w—wo) 2 m(u—uo) 2 m(w+wo)
4d h" =572 +sin”=—-="  sinh T“—I—sm =
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Zudem bendétigen wir noch folgende Quell-Funktion:

19

u 1 sinh ﬂ(u—ﬂ(f,n))
= —/15;(7" 0)dr = —/ T arctan —— 24 Q) d&dn (57)
m 2 sin T2&n) K
—00 A 2d
Um die letzte Gleichung zu verifizieren, geben wir auf dem Parallelstreifen [R-+4]— [wo|, |wol[
einen zu (51) alternativen Realteil H an:

~1 inh T(u=v0) iy mu—uo)
\w| < |wol : H (u,w,ug,wp) = arctan 51.n w(wfi ;- — arctan Sl_nﬂ(iwi‘fu) (58)

m Sin TO S1n TO

Diese alternative Stammfunktion ist jetzt um die reelle Achse (w=0) analytisch.

[0y = = [ [ Gu(no.atenoten) - L0 acay
e JJ
- —/ / H,(r,0, u(¢ n) w(&m) Q(ﬁ( n) dédn
A —oo
_ —// [H(r 0,a(&, ), w(¢ n))roo-Qi’n) o
A —oo
_ .o w(r—uen) 1"
- _ l sinh = M
= A/ _W arctan sin ww2(§,n) ]TOO 7 dédn
o w(u—atgm)
1 sinh Q(¢,7)
— 7TA/ — — arctan . méffn) ) - dedn

Das letzte Ergebnis dieses Abschnitts ergibt sich wegen —d <w(&,n) <0 fir (£,n7)€ A

lim Q

U—00

/pwr()

K/Q&ndwn

(59)
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2.3 Transformation der Oberflichenrandbedingung - Druckfreie
Formulierung

Gegenstand des Kapitels 2.1 war eine konforme Transformation, vermoge der in 2.2 der
Druck im Aquifer angegeben werden konnte. Sowohl die konforme Transformation als auch
der Druck enthalten als Unbekannte den freien Grundwasserspiegel f.

Mit diesen Ergebnissen kann jetzt die Oberflichenrandbedingung bearbeitet werden. So
erhéilt man Bestimmungsgleichungen zwischen N, @), f, welche den Druck p nicht enthalten
und die grundlegend sind fiir alle spateren Untersuchungen.

Es ist noch die Oberflichenrandbedingung aus (23) zu transformieren:

N — neft
K

Bei w=0 gilt nach (30) und nach Anwendung der Kettenregel auf f(u;t)= f(Z(u;t);1):
J_:u - fi‘u|w:0 - 2w|w:0
fu = §u|w:0 = _j;w|w:O = fx’x::f “ Ty

Aus (41) ergibt sich p|,—o=0. Hat die Quellfunktion @ ihren Triiger im Innern von 121, SO
kann man aus (50) und (56) auch p?|,—o=0 folgern. Es gilt also:

ﬁu‘w:O :ﬁz +Z§Z|w=0 =0 (60)
Damit berechnen wir p,|.—; vermége p(u,w;t) = p(Z(u,w;t), 2(u, w;t);t):
0= ﬁu’w:O = P2y +piU’x:f7zzf
ﬁw|w:0 :_pru +pziu|$ Z2=f
= ﬁw’wzoju pz‘x T,z= f (:L' + f2)

Aus der Multiplikation der Oberflichenrandbedingung mit z, ergibt sich:

(Nof)_ne(ftof) Ty = Ty + ( f2 ) ﬁw‘wzofi
K ' B/ @+

Nach (30) und (43) lauten die Darstellungen von T und Py |w=o:

= Ty +ﬁw|w:0 =Ty +ﬁqu; +ﬁju|w:0

_u = 1—— / r
Tu(u) P folr tanhp dr
. sinhp  coshp—1
0) = —1+ d
Pw(u ) + Qd f (r)- coshp+1 COSh,O —1 "

1
L L,
* f (tanhp smhp) "
Die Addition der zwei Groflen fithrt auf die Gleichung

N(z(u)) —Kneft(f(u)) To(u) = 7)/ fulr d?“ + Py (1, 0)
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die wir vermoége [, du’ bestimmt integrieren und die vermoge §:=z(u’) substituiert wird:

8

(u) A A
N(&)—nefi(§) —1 f(r) f(r) ,
e = 7d — 0)d

u/o K : 2d P Slnh W(T w * QdP/ oo sinh W(T “0) H_/ "

=:1

(uo)

Die Integrationskonstante I auf der rechten Seite wird berechnet iiber die Limites u— Fo00.
Wir benutzen dabei, dass die Randtransformation z umkehrbar ist.

T, >0& lim z(u) = +oo
. > N(g) _TLEft(g) . Oo/\i / /
U — 400 : /x(uo) 7 df—]—i—/uopw(u,())du
. . > N(S) - neft(g) _ e N / /
U — —00 : /5;(u0) e d{—]—i—/uo Py, (v, 0) du

Durch Ersetzen von I vermoge der ersten Identitét fiir u — 400 entsteht die transformierte
Oberflichenrandbedingunyg:

2(ut) N(ﬁ't)—neft(ﬁt f r; t v
’ — 73 d +/ o, (u,05t) du’ 61
::N(:E(u;t);t) =—Q(u) (vel.(57))

Der Substraktion der Identitéiten u — +oo liefert eine Bilanz-Gleichung:

/Oo( (©)=nefi(&)de = K/ L (,0) du’ ) — /szdxdz (62)

—00

Wir fassen diese Ergebnisse zusammen:

Satz 2.4 Seien 0<a <1, die Konduktivitit K >0, die effektive Porositit 1 >mn.>0 und die
Aquifertiefe d>0. Zum Zeitpunkt t >ty sei der Grundwasserspiegel gegeben als z = f(x;t)
mit den Figenschaften:

FO)ECH(R) & f'(-:t) €L & 3h lim f(z;t)=%h & 3e>0|f(-5t)[<d—<| (63)

Die Transformationsgleichung

T(ujt)—u = —73/ ( tanlhp — h) dp + const. (,0: W(TQ;“)) (64)

=f(rit)

sei eindeutig nach T losbar mit 3e>0 Z,(-;t)>¢e (von Null weg beschrinkt).

Die oberflichliche Bewdsserung N(-;t)€C%*(IR) N LY (IR) sei a-hélderstetig und integrier-
bar. Schlieflich sei die innere Bewdisserung Q(-,-;t) € L' (A) integrierbar und habe kompak-
ten Triger im Innern des Aquifers A={(x,2)€R*| —d<z<f(x;t)}.
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Dann ergibt sich mit den Abkiirzungen

N(QZt) = / N(f;t)_[?eft<€;t) df (65)
. 1 T sinh mutenn) Q& m;t)

Qust) = - /A (2 — arctan - m(grl];t) ) R d¢ dn (66)
N(ust) == N(a‘:(u, t); t) + O(u; t) (67)

die transformierte Oberflichenrandbedingung zu:

- 1 7 . 1 17, P
/\/(u,t):?P f(r,t)-sinhpdpzﬂzo fT(r,t)-ln’tanhi‘dr (68)

Es gilt N'(-;t)eC N LY und f,(-;t) € CO* N L.
Ferner ist die folgende Bilanzgleichung erfillt:

| (NG =nefilest)de + [ Qlaszit) dodz =0 (69

Der Beweis ist im wesentlichen gezeigt. Die Regularitéit von N (+;t) folgt aus dem Satz
7.4. Die Regularitit von fi(-;t) ergibt sich dann aus der Regularitéit von N(-;t), N(-;t)
und Q(-,-;t). O

Mit diesem Formelwerk kann das instationédre Problem folgendermafien gelost werden:

Bei gegebenem Anfangswert f(-;to) zum Zeitpunkt ¢ =t ldsst sich aus (64) die Randtrans-
formation Z(+; o) und f(-:to) berechnen. Damit erhélt man aus (68) die Funktion N (-; ).
Wenn keine Quellen vorliegen (@ =0), kann aus (65) die Funktion f;(-;to) ermittelt werden.
Hieraus lasst sich ein numerisches Verfahren zur Berechnung von f(-; to+ At) konstruieren.

In analoger Weise ldsst sich das inverse Problem l6sen:

Bei gegebenem f kann aus (64) wieder Z und somit f berechnet werden (Im Gegensatz
zum instationdren Problem ist jetzt f zu jedem Zeitpunkt ¢t >ty gegeben, und nicht nur
ein Anfangswert). Damit erhilt man wieder aus (68) die Funktion A und weiterhin die
Bewésserung N aus (65).

Um hingegen das stationédre Problem zu l6sen, die Berechnung des stationdren Grundwas-
serspiegels f aus einer zeitlich konstanten Bewésserung N, muss das obige Formelwerk
umgestellt werden.

Es kénnen die Gleichungen (64) und (68) nach der Funktion f aufgelost und gleichgesetzt
werden. Aus der sich ergebenden direkten Beziehung zwischen z und A" kann man jetzt
die Randtransformation z und schlieSlich die Funktion f berechnen. Die Grundwasserober-

~

fliche ist dann zumindest in der Parameterform u— (Z(u), f(u)) gegeben.




23

3 Der unendlich tiefe 2D-Aquifer

Wir diskutieren den Spezialfall des unendlich tiefen Grundes (d — o0), bevor im Kapitel 4
die Theorie des endlich tiefen Aquifers fortgesetzt wird.

Als erstes notieren wir in 3.1 die benédtigten Formeln. Dann fithren wir in 3.2 einen Lésungs-
nachweis durch. In 3.3 geben wir ein paar Beispiele von exakten stationdren Lésungen an,
mit denen so manche interessante Grundwassersituation studiert werden kann. Wie man zu
einer ganzen Klasse von Bewésserungen die stationdren Losungen berechnet, bearbeiten wir
in 3.4. In 3.5 bauen wir Quellen ein und in 3.6 gehen wir inverse und instationdre Probleme
an.

Das hier behandelte und exakt geloste Problem besitzt Modellcharakter. So wie z.B. die
Poisson-Formel das Dirichlet-Problem fiir ein Kreisgebiet 16st, so erhélt man hier eine ana-
lytische Losung des freien Randwertproblems der Laplace-Gleichung bei Bewésserung eines
Halbraums von oben durch eine (bis auf mathematische Bedingungen) beliebige Bewésse-
rungsfunktion. Der freie Rand ergibt sich aus einer nichtlinearen Randbedingung auf dem
oberen Rand. Trotz der Nichtlinearitit des Problems erhélt man exakte, einfache Losungs-
formeln (Satz 3.1). Die Herleitung dieser Formeln ist sehr langwierig. Thre Giiltigkeit wird
daher in 3.2 direkt nachgewiesen.

Fiir praktische Belange ist es vollig ausreichend, die Bewésserungsfunktion N als stetigen
Polygonzug zu wéhlen. Die sich dann ergebenden Formeln sind in 3.4 hergeleitet. Man hat
damit eine hervorragende Moglichkeit, numerische Verfahren zu testen.

3.1 Formeln fiir den unendlich tiefen 2D-Aquifer

Wir stellen die benotigten Formeln fiir den unendlich tiefen 2D-Aquifer zusammen. Dazu
bilden wir bei den entsprechenden Formeln zum Aquifer mit endlich tiefem Grund den Limes
d — o00. Die Rechnungen sind elementar und seien dem Leser erspart. Generell vereinfachen
sich die Gleichungen bei unendlich tiefem Grund.

Fiir den Grundwasserspiegel f sind die Voraussetzugen zu modifizieren, denn es kann sich
keine Grundwasserstufe bilden, d.h. es gilt h = 0, wie wir noch in 4.1.4 zeigen.

feL2(R)NCY(R) & f €L (70)

Die konforme Transformation F =#+i2 berechnen wir aus den Gleichungen (28/263). (Die
aus (263) abgeleiteten Formeln kann man auch direkt berechnen.)

-1 — 1 7. —
- r—u
Z(u, w;t)— w—/frt<r MR *—/Nrt +w2dr (72)

Das homogene Strom-Druckpotential ¢"+ip" = —(u+iw) aus (45) nimmt eine sehr einfache
Form an. Aus den Gleichungen (50) und (53) ergibt sich insgesamt:
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Gu,wit)+u = 217r./A (arctan ll]::((g’:f)) — arctan Ztg((ggf))) Q(i’(n;t) dédn| (73)
e — L [ T EE) + (w—d(Emit)) QEmit)
Pt = T st oy K i
Die Bilanz-Gleichung (69) bleibt unverandert.
| (N&t = nefilgt) de + [ Q(&mit) dedn =0 (75)
Die Vereinfachung der Grundwassergleichungen (68-64) zu
./\/(x,t) = / N(gvt) _;eft(£7t> d§ (76)
O(u;t) i! ( — arctan wzl(g 7%) )> : Q(i’(n;t> d&dn (77)
- : . -1_7 . 1
N(u;t) == ./\/(x(u;t); t) + Q(ust) = 777/ f(r;t) — dr (78)
x(u;t)—UZ_;P/ f(r;t)riudr C3es0 Z(-it)>e (79)

hat eine besondere Konsequenz, denn der Vergleich von (78) mit (79) liefert direkt die
Formel zur Berechnung der Transformation Z.

T(u;t)—u = N(iv(u, t);t) + O(u; t) (80)

Ferner kann mit dem Satz (7.2) die Gleichung (79) nach f aufgeldst werden:

u t) —79/ — (81)

Damit ist der Grundwasserspiegel zum Zeitpunkt ¢ in der Parameterform u— (j(u;t), f (u;t))
bekannt, wenn man auch die Randtransformation z kennt.

Die (duflere) Bewésserungsfunktion N hat in praktischen Anwendungen einen kompakten
Tréiger. Wir werden sie als Polygonzug mit den Stiitzstellen (x;, N(x;)) ansetzen. Im sta-
tiondren Fall (f; =0) oder wenn die Funktion f; (beliebig genau) durch eine Polygonzug
approximiert werden kann, ist die Funktion A ein Parabelzug, sodass nach T aufgelst
werden kann.
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B(u) € [wiwi] 0 0’ (u) + Biz(w) + v = 2(u)—N (2(u)) = utQ(u) (82)

Das Wurzel-Vorzeichen beim Losen der Quadratischen Gleichung wird festgelegt durch die
Bedingung z, > 0. Differenziert man die Gleichung (80) nach u und benutzt, dass die Funk-
tionen A7 und Q' fiir grosse Argumente verschwinden, dann ergeben sich Ungleichungen,
denen A’ und Q' geniigen miissen (von Null weg beschrénkt).

Tu—1=N7Z,+0 = 0<(1-N")- 7, =140
—_—— =~ SN——

—1 >0 —1>0
N
Je O<£§1—N’(x):1—l((x):2aix+ﬁi T € [x;, Tiva (83)
Je 0<e<1+Q(u) (84)

Die Fallunterscheidung a; =0/ a;#0 in der Losungsformel kann beseitigt werden:

#(u) = 2+ 9w) — ) (85)
B+ /82 + 4o (u + O(u) — ;)

#(u) = 1+ 9w 0 (86)
VB2 + dai(u + Ou) — 7.)

Alternativ kann man die zu z inverse Randtransformation « benutzen:
T(r) =& & r=1u(§) (87)

Die Groflen in (73) und (74) fiir das Strom- und Druckpotential bleiben unveréndert. Die
anderen relevanten Formeln schreiben sich wie folgt:

a(r) =z — N(x) - Q(u()) (88)
R 1 7 o —w _
I(U,U)) —u = 7T_/ (5 (f)) (I_L(g) _ u)g + w? §(£) d§
] % a6) —u (w<0) (89)
= = (ﬂg(é’) — 1) arctan . d¢

) o 1 i . u(§) —u
S w) TL(& @D@@%ﬂm+wgao@ o0
= [ (5~ 1) {ale) — wp ke
O s e —
) a(€) —u(x) (91)
_ 173/ (1e(€)—1) - Infa(€) — ()| de
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Ist der Quellterm Q =0 (keine Quellen/Senken im Aquifer A) oder lisst sich aus (88) die
Randtransformation @ berechnen, so ist im stationéren Fall (f; = 0) die Gestalt der Grund-
wasseroberfliche vermége (91) bis auf eine Integration explizit fiir beliebige Bewé#sserungs-
funktionen N (die nur noch notwendigen mathematischen Forderungen geniigen miissen)
bekannt.

Wir fassen die Losung des stationdren Problems bei unendlich tiefem Aquifer in folgendem
Satz zusammen:

Satz 3.1 Gegeben sei die Konduktivitit K > 0, sowie die Oberflichen-Bewdsserung N :
R — IR mat

N<K & /_Oo N@E)dE=0 & Necie (92)

d.h. N sei nach oben durch K beschrdnkt, geniige einer Bilanzgleichung, sei a-hdlderste-
tig und habe einen kompakten Trdger. Die Kompaktheitsvoraussetzung kann abgeschwdcht
werden, ist aber fiir praktische Anwendungen immer gegeben.

Die Lésung des freien Randwertproblems

A={(z,2)|zeR & z< f(x)} (93)
Paz+Pe: = 0, peC(A)NCH(A)
ple=f =0
Zgr_noopz(x, z) = —1 firallezelR vgl. (22) (94)
xgrﬁmpz(x,z) = —1 furallez<0
=10+ P val. (23) (95)
15t gegeben durch die Fomeln

ﬂ(a:):x—./\/’(x):x—/_;]\;((@df (96)
fla) = P =ile) sy vel©) de (97)
B w) —u = jT [o (€~ 16) e _‘;‘;2 T € dE | (w<0) (98)

: V. W) —u
)~ = 2 [ €= 00) fgy— ey WO o
p:A— R p(x z2):=—w(z,2)|, (100)

wobei u—+iw die Umkehrfunktion von T+iZ2 ist.
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3.2 Ein Loésungsnachweis beim unendlich tiefen 2D-Aquifer

Weil die Herleitung der Formeln (73),(74) und (88)-(91) sehr langwierig war, soll hier der
Nachweis ihrer Giiltigkeit fiir Q = 0 im stationdren Zustand direkt erbracht werden.

Gegeben sei die Konduktivitdt K >0 sowie die Bewésserung N : IR — IR mit

N<K & /_°° N@E)de=0 & Necte (101)

d.h. N sei nach oben durch K beschriankt, geniige einer Bilanzgleichung, sei a-holderstetig
und habe einen kompakten Triager. Die Kompaktheitsvoraussetzung kann abgeschwicht
werden, ist aber fiir praktische Anwendungen immer gegeben. Die Funktion

¢ N
u:R— R, ulx):=x— / [(f) d¢  u—ideCy®(IR) (102)
ist differenzierbar, ihre Ableitung a-holderstetig und wegen

de 4, =1-N/K>e>0

auch umkehrbar. Die Umkehrfunktion sei z. Es gilt Z—ide€Cy™(IR).

1 1
Die Holderstetigkeit von 0 <z, = —— < — ergibt sich aus der Holderstetigkeit von w,:
Uy OT — €
[ (w) =2 ()| _ @) - @) k) -z@)]" wws k|ZE K
lu — o] lu—v|o-|w(Z(w)|-[a'(2(v)] = |u—ov|* e g2 T gtte

Wir fassen den Real- und den Imaginirteil der Funktion F = &+i% aus (89) und (90)
zusammen und substituieren vermoge r = u(§) < £ = z(r):

A~

Futiw) = 2(u,w)+i2(u,w)

= i)+ [T (e-at) oS (€ de
= (uin)+ = [ (€= 10) meg— g el€)

B , oo Z(r)—r .
) = (ufiw)+ s /—oo r—(u+iw) d (103)
F,(ut+iw)= = (u w) + 1 2, (u, w)
_ _E(r) -1
= ./oo r—(u—l—zw) dr (104)
— 14 / Z(r de / —1)der (105)

Man kann leicht nachpriifen, dass die Abbildung F auf der unteren Halbebene
A={utiw | u,weR & w<0}

holomorph ist.
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Die Injektivitat der Funktion F wird gezeigt mit Hilfe von Lemma 8.7:
A ist konvex und fiir den Realteil RE' = REF, = 7, = 2, gilt:

—w
Au:Aw = 1 / T‘ —d
x z + T (r W)+ w? r

—w —w 1
= 1——/ v — / r ——dr > - > 0.
(r—u)?+w? gy B (r—u)Q—irw2 =G
>1/a —_—

=r >0
Wir definieren die Funktion
FTR-R, fu 4?/ T —Ldr fec(R) (106)
bzw.  f:R— R, f(z):= f(u(z)) feC**(R) , (107)

deren Regularitéit sich auch dem Satz von Plemelj & Privalov aus 7.1 ergibt.

Nun kann man zeigen, dass sich die Funktion F stetig-differenzierbar auf den Rand von A
fortsetzen liasst. Dazu werden die Formeln von Sochozki & Plemelj aus 7.1 verwendet:

lmf‘(u+zw) = hm (i( w) + 1 2(u, w))

- u+i13)/mr_ u+zw)dr
_ (73/00 - —iw(x(u)—u))
= 3(u) +i f(u) = (u) + i f(3(w)) (108)

Analog ermittelt man lim < F,.

Die stetige Fortsetzbarkeit von F auf OA= IR hat insbesondere erbracht, dass der Aquifer
A:=F(A) nach oben begrenzt wird durch die Kurve dA={z+if(z) |z € IR}.

Daher lésst sich der Aquifer beschreiben als

A=FA) = {a+iz|z,2e R & 2< f(x)} . (109)

Die Funktion F=#+i2 : A— A ist also biholomorph, ihre Umkehrfunktion sei F = -+iw.
Sie lasst sich ebenfalls stetig-differenzierbar auf den Rand von A fortsetzen. Es gilt:

11;1(1)10(:[’ z) = 0 (110)
11?(1)u(x z) = u(z) (111)

Letzteres ergibt sich aus der Beziehung

r = f(a(x,z),w(x,z)) 1) f(a(a:, (x))) = E_l(ﬂ(x,f(x))) :
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Jetzt kann direkt nachgewiesen werden, dass die oben definierte Funktion f zusammen mit

der Funktion

p:A— IR p(r, z):=—w(z,z2)

eine Losung der gestellten freien Randwertaufgabe ist:

p‘z:f = 0
lim p.(r,2) = -1 firallezelR
lirin p.(z,2) = —1 firallez<0
N
R 1 ., vgl. (23
=L e gl (23)

(112)

vgl. (22) (113)

(114)

Wir erinnern an die Beziehungen zwischen @, w und 2, 2 aus (34), die sich ganz allgemein
aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen z,=2%,,, %, =—2, und der Kettenregel ergeben:

Uy + 1W, = W, — iU, =
Damit erhalten wir die Laplace-Gleichung fiir p:

Aus (110) folgt sofort p|,—p=—w|,—f = 0.

Ty — 12,

72 52
Ty + 2u

Fiir die Neumann-Bedingungen benutzt man die Beziehung

(i) + (=), =0

und bildet dann in (105) die Limites u — 400 bzw. w — co. mit dem Ergebnis:

1irﬂac—»:l:oo

lim,_ p.(z,2) =

11mu—>:too
limy, oo 22422

-1

12402

=1

Fiir die Oberflichenrandbedingung bilden wir den Limes z-> f(z). Ferner gilt f, = f,-iy:

lim p.(r.2) = ——"
1m pz I7 Z) = B
2S5 f(x) T2+ f2

u=1u

Damit ergibt sich die Oberfliche z = f(z):

1+ (14 f2)p.=1—1,

“1/a,

_UI

@2+ (fo)uw)? 1+ f2

==

O
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3.3 Beispiele exakter stationirer Losungen beim unendlich tiefen
2D-Aquifer

Wir wollen analytische Losungen berechnen. Dabei lassen wir auch nichtstetige Bewdasse-
rungen zu, um die Auswirkungen der fehlenden Regularitéit zu testen.

Das folgende Beispiel liefert Ergebnisse, die vom wasserbaulichen Standpunkt aus gese-
hen sehr plausibel erscheinen. Da aber Grundwasseroberflichen mit Steigung unendlich an
einzelnen Punkten auftreten, ist vom Standpunkt des Mathematikers zumindest die Ober-
flachenrandbedingung (19) neu zu interpretieren.

Die stationédren Bestimmungs-Gleichungen im Fall des unendlich tiefen Grunds ohne Quel-
len sind:

a(z) = :B——/ mit /OON(f)dgzo

f@) = P (@O 1) @) -u@)lds = P N ae) - a(r)] de
Als (nicht stetige) Bewésserungsfunktion wihlen wir fiir 0 <a <b:
0 x€]—o0,—b N,
1 z€[-b, —a]
N(z) = 0 z€]—a,q Ki=2

-1 x€la,b 1+
0 z €]b, 0] a b x

Kz x €] — 00, —b] —b —a

(K—1)z—b x€[-b—d 11

K -u(x) = Kr+a—-b z€]—a,lq
(K+1)z—b x€a,b
Kz x €]b, 0]

Zu beachten ist, dass der Wert von K grosser ist als der Maximalwert von N. Hier muss
also K >1 gelten. Mit der charakteristischen Funktion x4,

1 z€A
xale) = {0 g A

konnen wir die Bewésserung N und die Funktionen # bzw. u, leichter beschreiben. Wegen
K - (ﬂx - 1) = - N = Xla,b] — X[~b,~a]

vereinfachen sich die Integrale:
Kr-f(z) = P(/abln‘u(g) ax)| de — / In[a(¢) u(x))d§>
— P/ab (an +Infa(€) - ale)| ~ n K —Infa(~¢) - u(x)D ds

- P/ab (ln‘(K+1)§—b—Ka(x)‘ _ 1n\—(K—1)§—b—Ka(g;)D ds
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[ (K+1)e=b—Kulz) (n| (& + 1) b Ku()| ~1)

K+1

(K —1)&+b+Ki(z)
B K—1

l (K+1)¢—b—Ka(z)

b

(| (£ —1)¢+b+ Kau(x)) —1)]
t=a

o CIn|(K +1)€—b— K(x)|

(K —1)¢+b+Ku(z)
B K—1

b

: 1n\(K—1)§+b+Ka(x)”
&=a

Fiir a®#b* gilt fe L2(IR)\L'(IR). Es ergibt sich das folgende asymptotische Verhalten:

a2—b2
Jim w ) = (115)

Diese Bewisserungsfunktion N (mit 0 <a <b) bewirkt einen Strom von links nach rechts.
Insbesondere liegt keine (Punkt-) Symmetrie beim Grundwasserspiegel f vor, obwohl die
Bewisserung N punktsymmetrisch ist.

Die Funktion f hat an den Sprungstellen der Bewésserung N senkrechte Tangenten.

Fir K :=2, a := 2 und b := 3 geben wir den Graphen von 7 - f an

x —10.000—4.000{-3.000{-2.525-2.000{ 0.000| 2.000| 2.573| 3.000{ 4.000|10.000
7w f(z)| 0.262] 0.807| 1.674| 2.000| 1.624| 0.095|—1.021|—1.454|—1.172|—0.691|—0.250
m f'(x)| 0.028] 0.325 ool 0.000 —o00|-0.410] —oo| 0.000 ool 0.231] 0.025

v N, f

A’
2 3 T

-3 2

1—1

A~

Wir berechnen die zugehorige konforme Transformation F = 2 + ¢ 2:

K7T uw—u / K- Ug —1) arctanu(é_)w_udf

K+1 - K —a —1H)¢—b—
= / arctan( F1E—b udf—/ arctan (K=1)E—b Kudf
o —Kw b —Kw

b —b— —
= / (arctan (K+1)§K b= Ku + arctan (K 1)51—; bt Ku) dg§
—Kw —Kw

Kw(é(u,w)— ):/ K - ug )ln\/( (&) —u)? +w?d¢

_ / I (K + 1€ —b—K > H{K w)de — / (K — )E—b—K K w)de

-/ b (10 (D€ =D —K w2 — In [ = Db uEw)? ) de
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Die obigen Integrale kénnen elementar berechnet werden. Dabei sind folgende Stammfunk-
tionen zu verwenden:

/arctantdt:tarctant—ln\/1+t2 , /ln\/1+t2dt:tln\/1+t2—t+arctant

Man kann auch analytische Ergebnisse erhalten, wenn man sich die Funktion f vorgibt und
dann die Transformation z, sowie die Bewésserung N berechnet. Dazu ist die Tabelle (7.1)
hilfreich. Wir beschrianken uns auf ein einfaches Beispiel:

5  au+p
o = Gy (116)
T(u) —u = N(Z(u)) = _717 O:Of(_?bdr = BJ;__’_? (117)

Als notwendiges Kriterium fiir die Umkehrbarkeit von z fordern wir z’ > 0.

ut + (2 - B)u? +2au+ B +1
RV

Vue R 0 <7 (u) = (118)

Dies ist erfiillt, genau wenn a?<4, —1<B<8 und 3*—153%4483+64—27a%>0 gilt.
Aus (117) entsteht eine kubische Gleichung fiir u=u(x),

u? — o + (B+)u—a—z=0, (119)

aus der dann zu jedem x eindeutig der (reelle) Funktionswert #(x) = u berechnet werden
kann. Die Ableitung wird aus

2 1 2 1 2
(x) = . | = (W +1) | (120)
3u? — 2zu+ B+ Llu=a(=) w4 (2 — B)u? + 20u + B + 1 lu=u(x)
ermittelt, und wenn keine Quellen vorliegen, so ist die Bewésserung gegeben als:
d
N(z)=K - %N(ﬂ(x)) = K- N'(u(x)) - @ () (121)

Wir verzichten auf die Auswertung der Integrale, welche zur Bestimmung der konformen
Transformation 42 notig sind.

Eine nicht uninteressante Losung bei vorgegebener Quellfunktion () ist

f =0
N = -KQ,

mit der man Druck- und Stromlinien untersuchen kann. Die konforme Transformation ist
dann die Identitat.
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3.4 Stationires Problem ohne Quellen beim unendlich tiefen 2d-
Aquifer

Wir wollen eine ganze Klasse von exakten stationdren (f; = 0) Losungen im quellfreien
Spezialfall (@) = 0) angeben. Genauer: die Bewésserungsfunktion N wird als Polygonzug mit
kompakten Tréger gewiahlt. Damit lassen sich viele der praktisch wichtigen Bew#sserungs-
Probleme exakt oder ndherungsweise 16sen.

Im stationéren Fall ohne Quelle ist nach (76) und (88) die Randtransformation u explizit
bekannt.

1 T
aw) = - o [ N(©) d (122)
Es ergibt sich die schon in (83) geforderte Bedingung an die Bew#isserungsfunktion N:
1
0<d(z)=1- ?N(a:) (123)

In praktischen Anwendungen erstrecken sich Bewisserungen nicht bis ins Unendliche. Es
gibt Zahlen a < b, sodass gilt:

N(z) = 0 fir 2 <a oder b<ux
Diese Bewisserung N setzen wir als Polygonzug an. Das Intervall [a, b] wird zerlegt.
a = 11 < Tg < 0 < Tpog < xp = b

Die Stiitzstellen des Polygonzugs seien (x;, N(z;)), i =1,...,n.
Aus (122) ergibt sich die stetig differenzierbare Funktion u zu:

_ - a2 4 Bix +; firaz € [z, Tt
o) = { z firz<aoderb<zx (124)

Die Koeffizienten «;, 3;,7; kénnen nach folgendem Schema berechnet werden:

Y:=0
Fori:=1ton—1 do
N(ziy1) — N(z;)

m =
mIz'+1 — T
o = ———
2K
m-x; — N(x; (125)
Bi + (z:)

=1
K
(2N(z;) —m-x;) - x; — %
T 2K
If ¥#0 then ERROR

Die Bilanz-Gleichung > =2 ffN (€)dé =0 muss erfiillt sein! Wird eine Bewésserungsfunktion
N eingegeben, dann gleichen wir (falls notig) die Bilanz aus. Dazu fithren wir Ausgleichs-
intervalle links (um L) und rechts (um R) des Trégers von N ein und legen N auf diesen
Intervallen als Dreieckspolygone geeignet fest. Die Wahl des Ausgleichs beeinflusst natiirlich
das Ergebnis!
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3.4.1 Berechnung des Grundwasserspiegels f

Wir berechnen den Grundwasserspiegel f zum Polygon-Ansatz aus der Gleichung (91):

n(€) = a(é)—u(r) = &+ B +yi—u(r) fir €€ lz,z] ((=1,...,n-1)
fa) = ~Pf (@) 1) fae) - u(a)| de
= S e - v
- =1 Tz ! !
=:fi(z)
- x 2O (@1 = 1)] " B[ g + 4+ - )] de (126)
P n n . . i i i
=:h;(z)
1. Fall a; =0 : Wegen «' > 0 diirfen wir 3; > 0 annehmen.
_1 Ti41
mix) = S [0 (w1 -1)|” (127)
2. Fall a; #0 :
hm):—ﬁ(mm+w@+£jﬂ%;WW{£fD@
z; —_———
=:£(§) =& =:D(z)
= —[email]”" = P n|e2 + D(a)| de
2aFall ; #0& D(x) <0: d:=d(x):=/—D(x).
hi(e) = =[¢mladl]”" = P (nlg+d + g - dl) d

Ti+1

=—[fln\az-|+<si+d>(1n|§z-+d|—1)+<@—d>(ln|§i—d|—1)] (128)

Z;

2b. Fall a; #0 & D(x) >0: d:=d(x) :=/+D(x)

Tit+1

mm::—kmﬂf“—/ym@+fmg

i
T

= — {5 In|a;| + & - <1n(§i2 +d%) — 2) +2d arctani; - (129)

Damit ist die Oberfliche f des Grundwasserspiegels explizit bekannt.
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Wir haben das asymptotische Verhalten der einzelnen Summanden 7 f; von 7 - f mit dem
Programm MAPLE untersucht, welches die mehrfache Anwendung der L’Hospital-Regel
und aufwendiges, aber doch elementares Rechnen erspart. Das Ergebnis ist die folgende
Entwicklung:

3A; (a($i+1)+a($z’)) — (@i —x)® 1 <1

nfi(x) = —A;-In|z|+ -;—1—0 xQ) (130)

(Tiy1 — ) - (N(2i1) + N(l'z'))(j
2K

Die Grofle A; ist bis auf den Faktor K genau die Fliache zwischen x; und z;,; unter dem
Bewisserungs-Polygonzug N. Bei ausgeglichener Bewésserung gilt:

Ai =

0= ;_Z N(€) de = EAZ- = Jw=0(3) (131)

T

3.4.2 Berechnung der konformen Abbildung und die Darstellung der Isobaren

Die Gleichung (74) zeigt, wie die Isobaren zu berechnen sind, wenn es keine Quellen/Senken
im Aquifer gibt (@ = 0): Man gibt das Druckpotential py >0 vor, woraus sich w aus

0 <po = const. = p(u,w) = —w (132)

ergibt, lasst w variieren und berechnet dann x = Z(u, —py), 2 = Z(u, —po) itber die Formeln
(89), (90). Praktisch geht es nur darum, aus dem Polygonansatz fir N direkt die konforme
Transformation zu berechnen.

f(uvw) —u = :r/ (5 - l_b(f)) : (ﬂ(é) __;1;2 +w2ﬂ£(f) d¢
Huyw) —w = 71T (€ —a(©) - (u(;(f)u}iw e (&) d€
_ i/“f(f)_l in ((a(6) = w)” +w?) de

Fiir unser Vorhaben werden die néchsten elementaren Integrale benotigt:

/L dn = arctanﬂ

n* + w? w
n . 1 2 2
[t =yl )

/arctan n dn = n arctan n_ Yy (772 + w2)
w w2

/;ln<n2+w2) dn = gln(n2+w2)+w arctang—n
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Im Polygon-Ansatz kénnen wir jetzt auch die Integrale (89) und (90) fiir w # 0 auswerten:
n=n() =ul@)—u=&+ Bl +vi—u fir £€lr,z] (i=1,...,n-1)

1nflmi+lw.<n+u—£) .

Tluw)—u = ;; | T n' d§
= ig [120 In (772 + uﬂ) + u - arctan Z)] :H — le ?7211511}2 n' d§ (133)
=:gi (u,w)
Zu,w)—w = 1712:1 71 " 11n(n +w )d§
— 7177:23 B In (772 + w2> +w - arctan% — n] :H - “’Zl iln (772 + w2> d¢ (134)
=:hy(u,w)
1.Fall a; = 0: n=ud()=p>0
gi(u,w) = _@1 {2 In (77 +w ) + (u — ;) arctan ZEH (135)
hi(u,w) = ﬁzl V In (77 +w ) +w arctang — 77] :H (136)

2.Fall a; # 0: Zur Berechnung der Integrale wird das Polynom 7?+w? = (@(£) —u)’+w? in
zwei reelle Faktoren zerlegt.

no_ o u@)—u (£+ Bi )2+7i—u 522 _ 24D

Q; (6% 20éi (e Vi¥e%
—_———— —_—
:ﬁl Z:D
w2
R = |D*+ — > |D|
R—-D
2 = 5 > 0 (Das Vorzeichen von c ist beliebig)
s = 2:(;1 (s*+c =R, s—c*=D)
Bi
= &+ 2 + € =1)
2 2
+w
T2 - 5f+D) +— = & +2D& + R
Cki 7

TN TN N Iy

Iy

N

+

DO

o

oy

+ o
v X R|E
N— V)
—

AN

(V]

[N

)

oy

+

=

~
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Ti+1

/ —wf (20525 + 6@)
n? + w?

gi(u7w) = 6

_ / —4cs&é; i
J (& +2c6+R)- (& -2 +R)

_/ s€  s¢ «
B J. §+2cE+R G —2e6+R

) 71 <S§++S<£_§+) _s§_+s(§—f—)>d£

) £3 + 52 &2 + 52
= [ In ?g i z (5 — §+) arctan §; — (5 - 5,) arctan i_] o (137)

hiw,w) = —; / (lna?+ln(§i+52)+ln<§z+s2>) dg

Z5

= — [ﬁ (ln\ai\ —2) &t >Zln (5++s ) 21n(§3+32) +s (arctan&—i— arctani )] Ii+1(138)

T

3.4.3 Berechnung von Stromlinien

Die Gleichung (4) beschreibt den Zusammenhang zwischen der Stromdichte j und dem
Druck-Gradienten p"t = grad p. Zu einer Stromlinie I' wihlen wir zunichst die Parametri-
sierung vy mit y=jo .

Y =j=—pK(e.+p") (139)

Um eine Stromlinie T' mit der Parametrisierung (z,z)" = v im A—Raum zu berechnen,
konstruieren wir die zugehorige Stromlinie I' mit der Parametrisierung (u, w)" =4 :=F o~
im A—Raum.

N/ ~/—1 1 N/t 1 ﬁu iw !
QU Vo R [ (vgl. (34))

22422 22422\ 2, Zy
po=p-F (p=poF)
: L 1 .. —pK /- - —PK
2 roa "Hos ot AN 1t 1t
(e J—zg+25(F e+ (v F))_ég+zg<z )
—pK FA
= i grad (2 + p)

Da es uns nicht auf den tatsichlichen Strom, sondern auf den Verlauf der Stromlinien
ankommt, konnen wir den skalaren Vorfaktor weglassen, wobei das Vorzeichen die Richtung
der Parametrisierung beschreibt. Es gilt also eine gekoppelte DGL 1.0rdnung zu lésen:

(Zf) - (223 Z; ii:&g) (140)
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Um diese DGL zu losen, iiberschieben wir sie mit (—w, u)". Wenn keine Quellen vorliegen,
so ist die Funktion 2 + p = 2 + p" harmonisch. Uber die Cauchy-Riemann-DGI kann dann
die Gleichung integriert werden,

0 = —((E+p"u- (—0) + (24" 1)
= (= @+ (—0) + (@ + ") i)
d
= _ﬁ(x +q"),
wobei ¢"(u,w) = —u das homogene Strémungspotential ist. Implizit sind die Stromlinien

A= (u, w)" damit vermoge

o = const. = (i'—i-cjh)(u,w) = Z(u,w) = — /N ———dr| (141)

definiert. Die Integrationskonstante gy berechnet man aus dem Limes w =% 0 unter Be-
nutzung der zu (248) verwandten Dirac-Eigenschaft:

—w w—0

1 o e
K(rw) = P ST S 0 (gleichméaBig fir |r| > ¢)

o (142)
Vw<0 K(-,w)>0 &/K(r,w)drzl

Dabei bezeichne (z, f(20)) = F(ug,0) einen Stromlinienpunkt an der Oberfliche von A.

—w ~

(r — u(w))? + w? dr = N(up) = N(zo) (143)

= llm—//\/

w—>0 m

Im Abschnitt 6.3 beschreiben wir, wie man implizit definierte Kurven konstruiert. Dazu
werden neben der Funktion (u, w) — &(u, w)—u auch deren partielle Ableitungen benéotigt.
Im Polygon-Ansatz kénnen wir diese Ableitungen wieder exakt berechnen.

n) =u(€)—u = a&+BE+y—u fir 56[%,:1:1“] (i=1,...,n—1)
ZpU,w) —1 = &, w,w)—1 = —/ T (r —1 ( ) 0 dr
- oo<1‘af<5> EEEEe
n=1 g, _
- 71r Y[ (= 1O) ey
= ;?:zjll[arctanqﬁg)}:“+/g:“nz(€_>lj_wdf (144)

=:g9;(u,w)
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o¢]
r

— Ty (u, w) = Z,(u, w)

o0

9

u

J (-1t

—Uu

dr

/ (-u9) g
(1-7'9)

(n*(¢ )+w2)}

1.Fall a; = 0:
n(§)

arctan }
w

5|
1

20

Tit1

Ty

n (17(6) +v?)]

—U)2 —I—w2

(&)
n?(§) + w?

Tit1

T

T

n(€)
M / n2(§) +w?

dg

dg

Ti41

dg

T

hi (u,w)

Tit1

39

(145)

(146)

(147)

2.Fall a; # 0:  Zur Berechnung der Integrale benutzen wir wieder die oben konstruierte

reelle Faktorisierung von n?(&) + w? .

o <5+2%i>2+7i_1u_4€3 S D
CQZR—DiQIRJrD _w
2 2 2coy;
G = Gke = grilke € = 1)
W = (ﬁf—i—Qc&—l—R)(@Q—Qc@—i—R) = (£i+32)-(£3+32)

Mit dieser Faktorisierung des Nenners zerlegen wir in Partialbriiche.

Ti4+1 _w/oé?

gi(u, w)
Tit1

& +2c
[ v

i

—w
4cRa?
Jo\&E+s

—1[s, &+

—In
2Ra; |2 &2 + 52

=& + 2¢
£2 4 52

—S

2RO(Z'

£ + 52

. (522 +205i+R> . (ﬁf —2c&; —I-R)

dg

—§_+c> de

+ c( arctan €—+ -+ arctan
S

Ti+1

3

Ty

(148)
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Tit1 9 '
J (&+2&+R)-(&-28&+R)
! ”/“ ~(R= D) 2D (R=D)&+2D)
"~ 4cRay " &2+ 52 &+ 52
1 + g2 4g?
_ / c2£+ S n ci S e
2Ra; ). £+ s? £+ s?
-1 2 2 B Tit1
= [; In ?2—* i 22 — s<arctan 5: + arctan i)] (149)

Ty

Damit haben wir alle Bestimmungsgleichungen fiir die Stromlinien.

Zwei benachbarte Stromlinien begrenzen einen Bereich, in dem eine vorgebbare Wassermen-
ge AT flieBt. Stromlinien starten an der Oberfliche bei Punkten (x, f(z)) € A mit N(z)>0
und enden wieder an der Oberfldche bei Punkten (z, f(x)) € A mit N(z)<O0.

Ni
AN .

T T3 Ly

Z

(Figur nicht mafistabsgerecht)

Zur konkreten Berechnung gehen wir wie folgt vor:

1. Schritt: Berechnung der Startpunkte aller Stromlinien.

Wir summieren bei —oo beginnend nur die positive Fliche unter N auf, bis der Betrag
AT (erstmals) erreicht ist und haben dann einen neuen Startpunkt F(z,1, f(zi1)) =
(@(zi41),0) € A an der Oberfliche im transformierten Aquifer berechnet.

Ti+1

(20, f(20)) i= (—00,0) | AT = /max{O,N(:c)}dx (150)

Z;

2. Schritt: Zu gegebenem Startpunkt berechnen wir die zugehorende Stromlinie in A als
Polygonzug mit einem Newtonverfahren, welches wir im Kapitel 6.3 beschreiben.
Die Stromlinien enden wieder an der Oberfldche bei (u,0) € A, wo N(Z(u)) < 0 gilt.

3. Schritt: Abbildung des Polygonzugs von A nach A vermoge der konformen Transforma-
tion F.
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3.5 Stationidres Problem mit Quellen beim unendlich tiefen 2D-
Aquifer

Wir berechnen jetzt stationdre Grundwasserlosungen bei Vorliegen von Quellen. Zuléssig

ist auch eine dulere Bewésserung N. Wir kénnen das im letzten Kapitel 3.4 berechne-

te Formelwerk weitgehend iibernehmen. Modifikationen werden bei der Berechnung der

Transformation @, der Isobaren p(u,w) = const. und der Stromlinien nétig sein.
Als erstes kldren wir, wie man aus der Gleichung (88)

a(z) = — N(z) - Q(a(x))

beliebige Funktionswerte von @ berechnen kann. Dies wollen wir iiber das Newton- Verfahren
tun und betrachten dazu die Funktion 7"

T(u,z) = u—z+N(z)+Ou) = 0 (151)

Weil deren Ableitung nach u wegen (84) nie verschwindet und von Null weg beschrénkt ist,

e Tu(u,2) =1+ Q' (u) >e>0 (152)

hat fiir jedes € IR die stetige und streng monotone Funktion u +— T'(u,x) genau eine
Nullstelle. Das Verfahren

uw® =
w T z) (153)

(k+1) ._
! T,(u®, z)

wird daher gegen den Funktionswert @(z) konvergieren. Die genaueren Verhéltnisse sind mit
dem Banachschen Fixpunktsatz (8.1) zu untersuchen. Wir kennen also die Transformation
u beliebig genau. Durch Differenzieren der Gleichung (88) berechnet man @’ (von Null weg
beschrénkt nach (83):

1 N@JK
1+ Q(u(x))
Um die Theorie aus dem letzten Kapitel verwenden zu koénnen, sollte @ als Parabelzug

approximiert werden. Die Idee ist, die Wirkung der Quellen als duflere Bewisserung zu
beschreiben und diese in einen Polygonzug zu entwickeln.

& z)+Q(u(x))) = N(z Y (u(x)) - @' (x) = N(@)+ KQ'(u())
- W(@)+Q(u(x))) = N(@)+K Q' (u(z)) - () I+ 5a0)

Aus diesem virtuellen Bewésserungspolygonzug kann nach dem Verfahren des letzten Ka-
pitels sofort u als Polygonzug dargestellt werden. Normalerweise zerstort die Polygonzug-
Approximation die Bilanzgleichung [*° N (£)dé = 0 (wenn auch nur minimal). Wir sub-
trahieren deshalb von N eine , Dreiecksfunktion® mit passender Fliche:

44 b
H(r—a) alz< 42

Je @'(x) >e>0 (154)

N(z) =K

(155)

A= [N©ds, [at]osuppN: N@)=N@) =] H-2) 2<a<h  (150)
—c0 0 sonst
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3.5.1 Punktquellen

Bisher haben wir nur formal mit Quellen gearbeitet. Um konkret mit ihnen rechnen zu
konnen, betrachten wir Punktquellen.

Uber Dirac-0 definieren wir die Quellfunktion Q.
Q(I,Z) = Z;nzl Ql ’ 52(‘7: — 5,2 = Zj)

Beim inversen und instationéren Problem ist die Bilanzgleichung automatisch richtig. Bei
stationdren Rechnungen muss sie bei der Eingabe erfiillt werden:

| N@de+ 3T Q=0

Mit den Abkiirzungen u; :=1u(z;,z;) , w;:=w(x;,z;) < 0 und den Gleichungen (77), (73)
und (74) sind dann die fiir uns interessanten Funktionen bekannt:

(157)

(158)

A 1 m s U — U
Qu) = = ijl Qj - (2 — arctan o ) (159)
A —1 «m Q; - w,
"(u) = — ;) > —1 160
Q(u) TK =1 (u — u;)? 4 w? e (160)
1 (u, w)+ ! i@ arctan Y _ arctan Z{ H (161)
U, w)+u = —— .+ | arctan ——— — arctan u{uy, ..., uny
q\u, I K = J u—u, —u; ) 1, )
R (u—uj)*+(w—w;)?
A _ 1 j j )} (162
p(u,w)+w 47TK]221Q] n ( u])2+(w+w])27 (u7w)¢{(ulvw1)7 7(“ , W )} ( )
Eine Punktquelle
Bei genau einer Quelle (m = 1) ist die Bedingung 1 + Q' > ( dquivalent zu
O > 7Kw (163)

und dies zur Existenz eines Sattelpunktes (us, ws) von p im Innern von A:

) Q1 (u—u1)? + (w—wy)?
plu,w) = —w- ArK (u—u1)? 4+ (wHw;)?
(1, 1) = —Q1(u—wuy) . (w+wy)? — (w—w;)?
Bultt 2K ((amwm) T (w—w)?) - (=) + (wrwn)?)
ﬁu(usaws) =0 & Us = U1
b, w) = —1— Q1 ' w — wy B w + Wy
Pulth, B 2nK \(u—u1)? + (w—w1)?  (u—u1)? + (w4w;)?
Polts,ws) =0 & w? = Wi{&ufb(wl{wl — Q1) >0
<0 <0
—2Q 1wy w,

Do (Us, W)

Duw (Us, Wy) Duwu(Us, Wy)

_ﬁww (us 5 ws) -

0 O

7K (ws— w)?(ws+w )?

20
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Die Kurven p(u,w) = py = const. koénnen explizit beschrieben werden:

0 < clw) = e @ ®tw) _ (u—w)*+(w—w)
| (w—u1)?+ (w+ wy)?

Diese Gleichung wird zu

(u—up)* + (w - %wlf = dw) (131271}))2

umgeformt. Die Isobare zu einem vorgegebenen Druck p durchlauft nicht jeden Wert von
w. Der obige Exponent muss negativ sein:
Do +w
@1
Die p—Isobare durchldauft bei einer Quelle (Q; > 0) nur Werte w > —p, (nicht alle: es ist
noch eine Wurzel zu ziehen!) und bei einer Senke (Q; < 0) nur Werte w < —py.

0 (164)

3.5.2 Vorgabe der Quell-Positionen in A

Man mochte natiirlich die Quellpositionen im A—Raum angeben. Die Quellfunktionen sind
aber erst definiert, wenn die Positionen im A—Raum bekannt sind. Wir bereinigen dieses
Problem iterativ. Dabei wird formal nur eine Quelle an der Stelle (z, z) betrachtet.

Eine erste Ndherung der Quellposition in A ist:

(@, w®) = (2, 2) (165)

Mit einer Approximation (u(”),w(”)) kennen wir auch eine Naherung F™ der konformen
Transformation F = (2, 2). Implizit ist dann eine neue Approximation (u™* w®™+V) ge-
geben durch die Gleichung

~(n)(,,(n+1) (n+1)
ol ) = () (1660
%(n) (u(n—i-l)’ w(n+1)) P
die mit dem Newton-Verfahren gelost werden kann. Wir begniigen uns mit dem ersten
Newtonschritt, wobei wir mit (u™,w™) starten.

u (n) () (m) 4p(m)
<w(n+1)> = T (U , W ) 167
W\ (E(w) =2 (w)\ T 0 w) — o (167)
T(n) (u’ w) = — . TL) A(n) .
w 2 (uy,w) 2 (u,w) 200 (u,w) — 2

Liegt Konvergenz vor, dann kann man den Fehler iiber die Determinante der Matrix
abschétzen.

Ob dieses Verfahren bei einer gegebenen Konstellation von Quellen konvergiert, bedarf noch
genauerer Untersuchung. Wir haben bei konkreten Rechnungen mit dem Programm Sur-
face festgestellt, dass Senken nahe der Oberfldche problematisch sind, da wir die Quellstérke
vorgeben.

Will man die Quellstiarke abhéngig vom lokal vorherrschen Druck machen, so ist eine wei-
tere Iteration erforderlich. Zudem fehlt eine sinnvolle Definition des lokalen Drucks um eine
Punktquelle: Der Druck hat in der Punktquelle einen Pol.
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3.5.3 Modifikation der Isobaren-Berechnung

Die Berechnung der Drucklinien im Abschnitt 3.4.2 war deshalb sehr einfach, weil ohne
Quellen die py-Isobare in A durch die Gleichung

0 < pp = const. = p(u,w) = —w

festgelegt ist. Die Linien w = —py wurden dann einfach mit der konformen Transformation
nach A abgebildet. Analog wollen wir auch verfahren, wenn Quellen vorliegen. Dann ist die
po-Isobare in A nach (162) implizit festgelegt durch die Gleichung:

0 < po = plu,w) = —w——ZQ] lng —

Mit dem Newton-Verfahren aus 6.3 ldsst sich die pp-Isobare A u(\)+iw(A) € A berechnen.

3.5.4 Modifikation der Stromlinien-Berechnung
Im Kapitel 3.4.3 konnten wir ohne Quellen die Differentialgleichung (140)

w\ Zu(u, w) + pulu,w)\ — Ty (U, W) — Guo(u, w)
w) Zo(t, w) + po(u,w) | Tu(u, w) + Gu(u, w)
fiir eine Stromlinie A +— ( ) direkt integrieren, weil es eine Stammfunktion § = ¢"

auf A gibt (§"(u+iw)=—u). Das Ergebnis aus (141) war
go = const. = (9?; + dh)(u,w)

Wenn Punkt-Quellen vorliegen, dann gibt es auf der Halbebene A= IR+iIR - keine Stamm-
funktion ¢. Man kann natiirlich die Differentialgleichung (140) numerisch 16sen. Wir wollen
aber an deren integrierter Form (141) festhalten. Praktisch muss dazu das Strompotential
¢ auf einer Riemannschen Fléche definiert werden. Es gilt:

, w—w w+w =+
lim (arctan ® _ arctan k) = { R (168)
u—up e U— U U— Uy, 0 W > W

Daher ldsst sich das Strompotential aus (161)

27rK U—1u; U—u;

wj), ug{uy, ..., Uy}

. wW—W; w—+
J(u,w) = —u+ —— Z Q- (arctan ——7 — arctan

auf die noch einfach zusammenhéngende, mehrfach nach

oben geschlitzte Halbebene l / /

~ . . u +iw
D(q) = R+ilR<o \ |J{u;+iw : w; <w< 0} 1 / u2+zw2

Jj=1

s

u3—|— ng

stetig fortsetzen.
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Fir u, € {uy, ..., up} und wg {w; u;=u;} gilt:

lim G(uptew) =—up+ Y QQK érctan % _ arctan wiw >j: > %J( (169)
i {.7 ug#“k} T Uk _U] Uk;_u] {] U —uk&w>wj}

Damit ist im Punkt (uy, w) fiir w <min{w;: u;=uy;} die stetige Fortsetzung von ¢ gegeben.

Um die implizit definierte Stromlinie A+ (u(/\), w()\)) zu berechnen, fithren wir die Funk-
tion Ar— (u()\), w(A), c(/\)) ein und losen die Gleichung

g +c() = (&+3q)(u(n),w) (170)

mit dem im Abschnitt 6.3 beschriebenen Verfahren.

Will man die Stromlinie durch einen gegebenen Punkt
(ug, wo) € A\ {(uj, w;) : j=1,...,m}

ermitteln, so wird u(0)+iw(0) :=ug+iwg, ¢(0) := 0 und ¢o:= (a:—l—q) (uo, wp) gesetzt. Dann
werden Stromlinienpunkte fiir A<0 und A\ >0 berechnet.

Kommt die Stromlinie einer Qulle oder Senke oder der Oberflache w =0 sehr nahe, dann
beginnt oder endet sie dort.

Solange die Kurve A—u(A)+iw(A) ganz in D(g) verlduft, &ndert sich ¢(A) nicht.
Uberquert sie aber eine Ausschlussstrecke bei (ug, w), so springt die Funktion A c(\). Fiir
hinreichend kleines § >0 gilt:

- uN)>up>u(At0) = z:()\ié):c()\)vLi > Qj
| Gt} (171)
— u(N) <up<u(A£d) = c(A£d) =c(N) — — > Q;
K,
{juj=ur&w(X)>w;}

SchlieBlich wird die Stromlinie A — u(\)+iw(\) € A durch die konforme Transformation
nach A transferiert.
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3.6 Inverses Grundwasserproblem beim unendlich tiefen 2D-A-
quifer

Bisher wurde aus einer Bewésserung N bzw. () der Grundwasserspiegel f berechnet. Zu
gegebenem f(-, ) wollen wir jetzt die Transformation Z(-,¢p) ermitteln. Damit lassen sich
alle anderen Grolen zum Zeitpunkt ¢y berechnen, insbesondere f(-,%y), womit auch insta-
tiondre Probleme angegangen werden konnen. Bei der Berechnung von Z(-, t) aus f(-, %)
spielt die Zeit ty nur die Rolle eines Parameters, der im Folgenden nicht notiert wird.

Die Transformation Z ist mit dem Grundwasserspiegel f iiber

T(u) = u—iP/Mdr = u+i(H(fox))(u) = (Tz)(u) (172)

—0o0

verkniipft, wo H der lineare Hilbert-Operator aus 7.2 ist.
Wir wenden den Fizpunktsatz 8.1 auf den Operator T an und setzen:

0 = id
AARREE )

Den vorgegebenen Grundwasserspiegel f (zum Zeitpunkt ) nehmen wir als zweimal-stetig
differenzierbar mit kompaktem Tréiger an: f€CZ2 (es geniigt f € H?).

Nach 7.2 ist H eine Isometrie in C%%* N £2:

geC™™nL®  |Hglz = |glc

Mit dieser Formel und dem Mittelwertsatz (MWS) wird die Operatornorm abgeschétzt:
r—id,y—id € Cs & Je ',y >e>0 = fouw foyecC(Cl
[Tz =Tyl = [H(fox—foy)le

= |fox—foyle (173)
< Nl - le—yle

Fiir |f'|z~ =:L <1 konvergiert das Verfahren also, womit auch die Eristenz und Ein-
deutigkeit von Losungen der Integralgleichung (172) gesichert sind. (Wir kénnen f,z € C!
zeigen. Ein Kriterium, damit z, > >0 erfiillt ist, haben wir nicht.)

Wenn die Iteration modifiziert wird durch eine Niaherung f¥ ~ f® .= foz®  wo f*
hinreichend regulér sei, dann gelten folgende Fehlerabschétzungen:

(1-L)|7 =20 2 < L|z*D =3O 22 4 | fO = f9] 2

N (174)
(1=L)|7=2® 2 < LIF™' =20 22 + | 2o |20 e |7 =20 | 22 + | f =P 2

Werden die Funktionen f® durch f* bzgl. der H2-Norm (vgl. Satz 8.6) approximiert,
so konvergiert auch z¥) — Z bzgl. derselben Norm. Aus dem Sobolevschen Einbettungssatz

(8.6) folgt dann sogar gleichméBige Konvergenz: fik) C—0>f, z(%) C—O>f, ffk)’c—0>f’, 7k & 5,
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Wenn wir die Funktion Z*) kennen, miissen wir 72*) bestimmen. Um Rundungsfehler
bei der Berechnung des Hauptwertintegrals zu minimieren, entwickeln wir f® := f o z(*
in einen Spline, also in eine zweimal stetig-differenzierbare Funktlon f* = f ) , die auf

den Intervallen [rf ),rl@l] mit den kubischen Polynomen f; := fl-( uberelnstlmmt Die

Stiitzstellen .
ry =) (i=1,...,n) (n :=n®)

sind geeignet zu wéhlen. Insbesondere muss zu einem kleinen € > 0
FO@], 1P| < e fir r < ound r, <7
gelten, damit wir f,(r1)=0=f,(r,) und £./(r1)=0=f./(r,,) setzen diirfen.

~

f(k)(r)zf*(r) = fz r)  fir réery,rig]
fir) = fOC)+Bir—r)+y(r—r) 246 (r—r)®  (reR;i=1,...,n—1)

Im Weiteren lassen wir den Index *) weg und kiirzen vermoge wu; :=u —r; ab.

(rz®)@ = u—71T 7 Ji(ki(z) dr = (T.2W)(u) = _7/ ()

J r—u
SRR R TR C Y
- u_ﬂgfz( )[1n|u—r|]”“ (175)

Tit1

1l - 3 —r 2
_%Z [51.(7’ Br) +(5¢Ui+71> (r 27") +<5iu§+%ui+@)(r—n)]
i=1 i

Auch die Ableitung der Losung Z ist damit bekannt:

n—1

P = (o) @ = 1= 25 e+ i L

iz [ )2 + (25iui+7i)(r_ri)] o (176)

Ti

Die Singularitéiten in (175) und (176) fiir u = r; heben sich, weil die Spline-Kurve f. stetig-
differenzierbar ist und wegen f.(r1) = fi(rn) =0 = f./(r1) = f/(rn).

Interessant ist wieder das asymptotische Verhalten der Losung z:

17 1 d,r.3

7o) = (L3)(w) = ut~ Z( o+ B D v anfod) Lo L) am)

Zu gegebenem Grundwasserspiegel f € C2 sind damit der transformierte Grundwasserspiegel
f und die Randtransformation Z bzgl. der H?-Norm beliebig genau bekannt.
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Berechnung der konformen Transformation F

Wir gehen davon aus, dass der transformierte Grundwasserspiegel als Spline f. € C2 mit
den obigen Bezeichnungen bekannt sei. Aus den Gleichungen (71) und (72) werden die zwei
Komponenten der Abbildung F = & + ¢ 2 zum Zeitpunkt ¢y, berechnet.

filr) = fi(w)

— = 5i((7“—u)2—|—w2) + (38;u; + i) (r — u) + 8;(3ui — w?) + 2viu; + G

_n—l el (r—u) i) ﬁ(u) fl(r)JiZ(U) )y ((7“ u)2—|—w2)

N = ( il )(7’ u)?+w? r—u 0w’ (r—u)?+w? wQ)dr

= %1 ( ;(u) — (30;u; + %)wQ) {hﬂ (r—u)?+ wQ} TZ:H
:Lill (r _ TA)S (r _ r~)2 2 Tit1
i=1 -

_ S (51(3%2 — w?) + 2yu; + ﬁi)w{arctan - u} " (178)

i—1 Ti

fz(r) - fz(u) = <5i(7‘—7"i> + 20;u; + %‘) ((T—U)Z+w2)

+((5i(3u?—w2) + 2yu; + &) (r—u) — (36;u; + v;)w?
dr

= S (R () - ) e ar

r—u)2+w? r—u)2+w?
(r—u)

|
3
—~
0
v@
S
|
S
N———
Q
T
.
=

=1 """

n—1 R . i1
= i(u) — (30;u; i) w? { t . u}

Z ( (u) — (30;u; + vi)w ) arctan —— .
n—1 )2 Fi1

+> {51' U 2701) + (20;u; + ’Yi)(r—ri)}
i=1 T
n+1 rit1

+ <5z’(3uf—w2) + 2viu; + ﬁi)w {hl (r—u)2+w2} (179)
=1 i

Mit f* kennen wir auch die konforme Abbildung F beliebig genau. (Wir verzichten an dieser
Stelle auf die offensichtliche Fehlerabschétzung.)
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Berechnung der Bewisserung N (inverses Problem)

Zu allen Zeiten ¢ sei der Grundwasserspiegel f(+;t) €C2(IR) gegeben und nach der Zeit ¢ ste-
tig differenzierbar, sodass wir auch f; kennen. Ferner sei auch die Quellfunktion Q(-,-;t) €
L'(A) bekannt und habe kompakten Tréiger.

Gesucht ist in dieser Situation die Bewisserungsfunktion N.

Zu jedem Zeitpunkt ¢ kann nach fritherem die Randtransformation Z(-;t¢) beliebig genau
(bzgl. der H?-Norm) berechnet werden. Damit ist die konforme Transformation F und auch
die Funktion O(-;t) gegeben.

Um nun N(-;¢) zu bestimmen, differenzieren wir die Formel (80)

T(u;t)—u = N(iv(u, t);t) + O(u; t)

nach wu,

Tu(uit) =1 = No(z(uit)it) - zu(ust) + Q' (ust)

und l6sen nach N (i(u)) auf:

Tu(ust) — 1 — Q'(ust)
Ty (u;t)

N(f(u;t))) = neft(f(u;t);t) + K-

Damit kennen wir auch den Bewésserungsgraphen zum Zeitpunkt ¢:

Z(u;t) i’(“jt) N X
v < T 't))> a neft(f(u;t);t)JrK.xu(“’t)x_&;)g (u;t) (180)

Will man die Funktion z— N (z;t) beschreiben, so ist es notig, die Umkehrfunktion (- ;¢)
zu Z(-; t) hinreichend genau und effektiv zu berechnen. Einzelne Funktionswerte kann man
wieder beliebig genau iiber das Newton-Verfahren aus der Gleichung

T(x,u):=%(u;t)—x =0
berechnen, wenn
Je Ty(x,u) = Ty(u;t) >e>0

gilt.
Dann kénnen wir auch die Funktion (- ;¢) als Polygonzug (vgl. Kapitel 6.1) annéhern.
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Instationidre Probleme

Zu jedem Zeitpunkt t sei die Bewiisserungsfunktion N(-;t) € C} gegeben. Quellen oder
Senken mégen nicht vorliegen (Q=0). Ferner sei eine Anfangsbedingung f (- ; o) = fo € C3(IR)
bekannt. Jetzt soll die Funktion f(-;t) fiir alle t > ¢, berechnet werden. Aus dem Gegebenen
wird zuerst die Funktion f(-;tg) bestimmt.

Wir gehen wie beim inversen Problem vor, wobei jetzt N(-;ty) bekannt ist und fi(- ;%)
berechnet werden soll. Die Randtransformation Z(-;ty) € C* kiénnen wir wieder beliebig
genau (in H?) ermitteln. Wenn das Kriterium Je Z,(u;tg) >e>0 erfiillt ist, kennen wir
auch die Umkehrfunktion u(-;ty) € C2.

Wird die Gleichung (88) nach z differenziert, ergibt sich nach einfacher Rechnung:

Ne [ (x,to) = N(z,ty) — K + K, (z;t0) (181)

Mit dem Cauchy-Polygon-Verfahren wird ein Zeitschritt ausgefithrt und damit ein neuer
Anfangswert berechnet.

flz, to+ At) = f(x,tg) + At - fi(z, o) (182)

Alle bekannten Strategien der Schrittweitensteuerung oder Verfahren hoherer Ordnung (z.B.
das implizite Euler-Cauchy-Verfahren) kénnen angewendet werden.

Die Funktionen f(-;to), fi(-;to) und N(-;tg) realisieren wir als Polygonziige (mit kompak-
tem Triger), fiihren den Cauchy-Schritt aus und erhalten f;(- ;¢ + At) wieder als Polygon-
zug. Die Anzahlen der Stiitzstellen werden sich dabei praktisch addieren.

Fiir die Berechnung von Z(-;to + At) benétigen wir jedoch eine hohere Regularitét. Des-
halb approximieren wir das Polygon f(-;ty + At) vermdge eines Splines f.(-;to + At) und
ermitteln damit die Randtransformation.

Fiir den néchsten Cauchy-Schritt benutzen wir nicht das Polygon f(-;%y), sondern nihern
den Spline f,(-;to+ At) durch einen neuen Polygonzug an, der dann benutzt wird. Damit
wird einerseits die Stiitzstellenzahl wieder reduziert und andererseits eine Glattung der ite-
rierten Funktionen erreicht.

Das oben beschrieben Verfahren verlduft in der Realisierung sehr stabil und liefert in-
teressante Ergebnisse. Insbesondere wird bei zeitlich konstanter, (Bilanz-) ausgegliche-
ner Bewisserung N die stationdre Losung f(-;00) zu beliebigen Anfangspolygonen fy
gleichméBig approximiert. Interessanterweise spielt die Flédche unter f, dabei (abgesehen
von der Konvergenzgeschwindigkeit) keine Rolle, denn die stationiire Losung f(-;00) € £2
ist meist nicht integrierbar (f(-;o00) & £?). Allgemein ist eine Glittung von f(-;t) fiir wach-
sendes ¢ zu beobachten.

Uber die Qualitit dieses Verfahrens entscheiden Fehlerabschitzungen der benutzten Nu-
merik und vor allem eine Existenz- und Eindeutigkeitstheorie des instationdren Problems,
welche wir hier nicht liefern kénnen.
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4 Der endlich tiefe 2D-Aquifer

Wir setzen das Kapitel 2 iiber den Aquifer endlicher Tiefe d >0 fort.
Es lasst sich auch im stationédren Fall keine explizite Losungsformel fiir die Oberflache f
und fiir das Druckpotential p mehr finden.

Bisher waren bei Kenntnis von f die anderen Grofien N , T, Z,p,q explizit berechenbar.
Wir kénnen das Formelwerk soweit umschreiben, sodass bei Kenntnis von N ebenfalls die
anderen Grofien f , T, 2, P, q explizit gegeben sind. Daher reduziert sich die Aufgabe auf die
Berechnung von f oder A.

Beim inversen bzw. instationdren Problem ist zu allen Zeiten ¢t >ty bzw. zu einem Zeitpunkt
to der Grundwasserspiegel f gegeben. Aus der Transformationsgleichung (64) kann man
dann iiber ein Fixpunktverfahren f berechnen.

Diese Gleichung und auch die transformierte Oberflichenrandbedingung (68) kann nach f
aufgelost werden. Wie erhalten so eine (bis auf additive Konstante) eineindeutige Beziechung
zwischen T —id, f und N, die wir Grundwasserkorrespondenz nennen.

Damit ist auch ein direkter Zusammenhang (ohne f ) zwischen Z und N gegeben, den wir als
Bewdsserungskorrespondenz bezeichen. Es kann jetzt das stationédre Problem gelost werden.
Bei gegebener oberflachlicher Bewésserung N und innerer Bewésserung () wird aus dieser
Bewisserungskorrespondenz die Funktion N wieder iiber Fixpunktverfahren ermittelt.
Auflerdem tritt beim endlich tiefen Grund ein vollig neues physikalisches Phénomen zu
Tage, welches bisher nicht im Wasserbau bekannt war:

Im stationédren Fall bildet sich sogar bei einer Bewésserung N mit kompaktem Trager
zwischen 400 und —oo ein Héhenunterschied

2-h:= f(o0) — f(—00) (genauer : h = f(o0) = —f(—oo))

im Grundwasserspiegel aus, welchen wir im Folgenden als Grundwasserstufe bezeichnen.
Liegen keine Quellen (@ = 0) vor, dann kann diese Stufe 2-h direkt aus der gegebenen
Bewiisserung N berechnet werden, ohne die oben erwihnte Fixpunktgleichung (die Bewésse-
rungskorrespondenz) zu lésen.

Damit ist das Wesentliche im Verlauf des stationdren Grundwasserspiegels bekannt.

Als Ausgangspunkt der Untersuchungen dienen uns die Transformationsgleichung (64)

s )= ) (i — L _nlr—u)
T(u;t)—u = - 73/ (f(x(r,t),t) tanh h) dp + const. (p— 53 )
o =f(r;t)

und die transformierte Oberflichenrandbedingung (68):

. ~1._7 . 1 2d T & p
N(u’t>:7T7_DZO f(r’t).sinhpdp:ﬂ_lo fr(r,t)-ln‘tanhg‘dp

Die Definition der Funktion N entnehme man aus (65) bis (67).
An f (eigentlich an f) stellen wir die Voraussetzungen des Satzes 2.4.
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Im Abschnitt 4.1 untersuchen wir zunéchst die aymptotischen Zusammenhéinge zwischen
den Funktionen Z, f und /. Dann kénnen die Formeln (64) und (68) nach dem transformier-
ten Grundwasserspiegel f aufgelost werden. Wir erhalten so die Grundwasserkorrespondenz
zwischen x —id, f ,J\7 und ferner die Bewdsserungskorrespondenz zwischen :E—id,N .

Damit bekommen wir auch das Formelwerk fiir das stationdre Problem und kénnen die
Grundwasserstufe 2-h berechnen.

Im Abschnitt 4.2 beschreiben wir die Realisierung des stationére Problems ohne Quellen.
Die Quellen werden dann im Kapitel 4.3 beriicksichtigt.

Im Abschnitt 4.4 zeigen wir Moglichkeiten fiir weitere Untersuchungen und offene Probleme
auf.
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4.1 Formeln fiir den endlich tiefen Aquifer, die Grundwasserkor-
respondenz

Die Grundwassergleichungen (64) und (68) beschreiben die Beziehungen zwischen z—id, f

und N der Grundwasserkorrespondenz , denn die Formeln kénnen nach f aufgelost werden.

Wird dann aus diesem System der transformierte Grundwasserspiegel f eliminiert, so erhélt
man die Bewdsserungskorrespondenz zwischen  und N.

Im Abschnitt 4.1.1 untersuchen wir das asymptotische Verhalten von z, f und N.

Damit lassen sich im Abschnitt 4.1.2 die Grundwasserkorrespondenz und die Bewdsserungs-
korrespondenz angeben.

Im Abschnitt 4.1.3 geben wir das Formelwerk fiir das stationére Problem an. Als eine
Anwendung diskutieren wir im Abschnitt 4.1.4 beim stationéren Problem die Grundwas-
serstufe, welche erstaunlich einfach zu bestimmen ist und doch weitreichende Aussagen iiber
den Grundwasserverlauf macht.

Die Zeit t spielt wieder nur die Rolle eines Parameters und wird weggelassen.

4.1.1 Asymptotik

Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.4 kann aus der Gleichung (68) unmittelbar aus
der Bewisserungsfunktion N die Grundwasserstufe 2-h= f(oc)— f(—o0) = f(00)— f(—00)
berechnet werden, wie auch die ,Grundwasserfliche“ a unter f:

% = / fulw)du=— [ X(w)du (183)
—_ [  fu(u) 184
: /_w“ fu d/ (184
Beweis:
—1 > . o oo m(r —u)| wdr
? 700N(U)du = 7/00 Oofr ln‘taDhT’ Tddu
oo oo wdr
= —/OO/OO frr—i—u ) du - ln’tanh4d od
- - —2
= (f(oo)—f(—oo))-F/_Ooln‘tanhidp = 2h
=1
I
7 uN(u)du = —/ / w- fo(r ln‘tanhf‘dpdu
= —/ / (r+u—r) - f(r+u)du- ln‘tanh mdr
N ' 4d! 2d

= [Tufuydu= [T Plap — 2 7 (wdu- [~ P
— /_Ooufu(u)du 7TZ/_Ool_n‘tanh2’0lp 7T3/fu(u)alu /_Oopln‘tanh2‘dp

=1 =0
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Das letzte Integral verschwindet aus Symmetriegriinden. Das vorletzte Integral wird partiell
integriert und auf (297) zurtickgefiihrt. O

Die Differentiation von (64) nach u (unter Beachtung, wie Faltungen differenziert werden)
liefert folgendes asymptotisches Verhalten:

1 wdr h
lim 7, _1_7/ ] 14+ 1
uirfmx fo(r "1 2d d>0 (185)

4.1.2 Korrespondenzen zwischen ./\7, f und z—id

Mit der Umkehrrelation (283)

f<u>:7lrp7osinlf(<:)—u) dr = glu _1 / tanh

—0o0

aus dem Satz 7.4 wollen wir die Transformationsgleichung (64) und die transformierte
Oberflachenrandbedingung (68) nach f auflosen.

An f stellen wir wie bisher die Bedingungen aus (27):

fec*™(R) & feL' & 3h lim flu)=+h & 3>0 |f|<d—e

u—=300

Die Oberflachenrandbedingung kann man bereits nach f auflosen. Um Entsprechendes mit
der Transformationsgleichung auszufiihren, muss sie zuerst nach u differenziert werden.
Dann geniigt auch f, € C% N £ den erforderlichen Bedingungen. Nach f, aufgelost wird
dann die Gleichung wieder als Faltung integriert.

R 1 7 #(s m(s—u wds
f(u):P/S(m)hada—i-const (a: (2d v) do = 2d> (186)

A =0

1
== 1
T /tanha (187)

Wird die Gleichung (186) partiell integriert und die Asymptotik (185) von Z, verwendet,

so zeigt sich, dass die Integrationskonstante der ersten Gleichung (186) tatsdchlich Null ist:
L mds

sinh 535 2d

lim f(u) = lim —P/ T(s+u)—(s+ u)) :

u—=+00 u—=+00 T

= — lim —73/ :1:53+u)—1> ln’tanh——’d

u—=+00 7T

= 77/ -In ‘ tanh —‘ do

2
— +h- 7/ ,“ do = +h (vgl (297)) O

T2
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Jetzt sind Bedingungen an N zu stellen, damit sich die Regularitédt von f nach Satz 7.4
ergibt.

~ 1 oo
NechnLh & Fe>0Vu ‘P/ LS)_ ds| < d—e (188)
2d" -0 tanh T4
Das Ergebnis (186) wird in (68) eingesetzt
~ -1, /> 1 < Z(s) —
= — )T e d
N(w) 2 P./—oo sinh pP/  sinh(o—p) 7ap

und nach (285) umgeformt. Dies liefert eine Methode, aus einer gegebenen Transformation
7 die Funktion A zu berechnen:

(#(s) = 5) dor (189)

Bildet man den Limes d — oo in dieser Gleichung, so verschwindet das Integral (man
beachte die Definition von ), und es ergibt sich in Ubereinstimmung zum Kapitel 3:

d—oo : Nu) = z(u)—u (190)
Wenn in (189) zu Z noch eine Konstante addiert wird, so éndert sich die Funktion N nicht.

Soll aus einer zeitlich konstanten Bewésserung (/N und Q) der stationdre Grundwasserspie-
gel f berechnet werden, so ist die Bewdsserungsgleichung geeigneter:

z(u) —u s) do + const, (191)

=0

tanh o

(Die Integrationskonstante spielt keine Rolle, sodass wir sie Null gesetzt haben.)

(191) entsteht, wenn die Gleichung (187) nach wu differenziert und in die (ebenfalls nach u
differenzierte) Gleichung (64) eingesetzt wird. Dann kann nach der Formel (284) umgeformt
und anschlieBend wieder integriert werden:

. 1.7 1 T Ns) e 2 7 o
a:u(u)—l——ﬁﬂ_?/ tanhp7_)/ tanh(o — p) dadp—./\/'u(u)—ﬂz_/ tanh o Nils) do

Aus der letzten Formel (191) kann man das asymptotische Verhalten von 7 fiir groie/kleine
u ablesen. Wegen der Bilanzgleichung gilt lim, 4., N (u) = 0.

_ 1 Fr—u -
u—too : T(u)—u = —2d2/$1./\/’(7‘)dr
= % 17 r)d +—/N
- e " op

h

= =+ <2d + 7 u) (asymptotisch) (192)
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4.1.3 Das Formelwerk fiir das stationire Problem

Wir geben die Bestimmungsgleichungen fiir das stationire Problem an. Gegeben sei die
oberfliachliche Bewésserung N und die innere Bewésserung Q).

Es gilt, aus dem System

N(z) = Zfﬁgﬁ' @wzg<n,Na$%RQ (193)
: 1 [ (x sinh =)\ (e )

O =~ [ (2—arctan — ) S0 gean  (Qec'(w) (o)
N (u) == N (z(w) + Q(u) (195)

die Funktion A zu berechnen. Dabei ist u+11w die Umkehrfunktion von z+i2.
Ferner muss die Bilanzgleichung erfiillt sein:

1:MQ%+AQ@@MM:0 (197)

Die Berechnung kann nur iterativ erfolgen. Im Kapitel 4.2 bearbeiten wir dieses Problem
zunéchst ohne Quellen, die wir dann im Kapitel 4.3 beriicksichtigen.

Wenn wir N kennen, dann lassen sich die anderen Grofien explizit berechnen aus (187):

V| T N(s)
flu) = w?[o tanh o do

Die Ersetzung von f durch N/ vermoge (187) liefert folgende Ergebnisse, die wir in 5.2.2
nachgerechnet haben:

2 oo o —1iw
Ah "‘h . o . . 4 S o—iw
(C_I +ip )(u+zw) = —(u+tiw) + — [MN(S) tanh(o i) do
2 SN 1 h h - .
"(utiw) = —u+ 72/ M) - g S g €08 20 %uzmwcosw | (198)
[N . sinh“o+sin‘w
o (utiw) = —w + 2 /°° As) - osinw cosw — wsinh o cosh & o
g 7% J-o0 sinh?c +sin’w
1 oo & i
r+12 ; . _(sh sk . 1 i
(i) uiv) = —(@"+id") (utiw) + ™ /_OON<5) tanh (o —iw) o
Lo - — sin w cos w
A = )N d 199
Hu,w) 7w w) + T [m (5) sinh?0 +sin? w “ (199)
1 o - sinh o cosh o
2 ~h
’ - - ’ + 7/ N ————d
2(u, w) P (u, w) . s) e
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Sehr interessant ist es in den letzten Formeln fiir ¢"4ip" und £+4i% den Limes w =00 zu
bilden. Der erste Grenzwert ist einfach zu berechnen, fiir den zweiten benutzen wir wieder
die Formeln von Sochozki & Plemelj aus dem Satz 7.1:

g ~

N(s) do (200)

2 00
. N IN . _ 4
lim (q +ip )(u—i—zw) = —u+ - /_OO

w—0

lim (-+) (utiw) = u+N(u)—2/°° id N(s)daﬂ'ip/_m NG) 1o (20)

72 J_oo tanh o tanh o

tanh o

~

<
w—0

=7 (u) —i(w)
lim (#+¢" ) (utiw) = N(u) (202)

w—0

Damit sind die Formeln konsistent.

Am unteren Grund (w=—d bzw. w = ") ergibt sich:

2 [ . 1 oo .
(Ah—H'ﬁh) (u—id) = —u+ —2/ N(s)otanhodo + i (d+/ N(s) tanhcrda) (203)
m —00 mJ—00
2 [
(i—l—ié)(u—z’d) = u—— N(s)otanhodo —id (204)
T J—00

Fiir Konvergenziiberlegungen ist die Gleichung (203) sehr aussagekriftig:

Die iterative Berechnung von N aus den Bewiésserungen N und ) konvergiert mitunter
nicht. Ein Grund dafiir ist ein Leerlaufen des Aquifers, wenn lokal zu stark entwéssert wird.
Es kann sich kein hinreichend grofler Druckunterschied aufbauen, sodass Wasser aus den
anderen Teilen des Aquifers nachflieBen konnte.

Physikalisch motiviert fordern wir, dass am Aquifergrund das Druckpotential (-, —d) > 0
von Null weg beschrinkt ist. Das stellt eine Bedingung an N:

m(s—u)

1 e
3e>0 Yu ﬁ/ N (s) - tanh ds > —d+e (205)

Eine dhnliche Bedingung ergibt sich aus der Forderung |f|<d:

1~ -
Ie>0Vu de> ﬁp/ N (s) ds > —d+e (206)

) w(s—u)
tanh “od

Weitere Bedingungen kann man aus der Forderung z,, > 0 ableiten.

Das Problem, welche Bedingungen an N und @ zu stellen sind, damit N existiert und
die entsprechende Regularitéit hat, ist sehr schwierig. Wir konnen jedoch ein notwendiges
Kriterium angeben, wenn keine Quellen () =0) vorliegen:
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4.1.4 Die Grundwasserstufe

Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit des stationdren Problems ist die Bedingung
h> —d. Die halbe Grundwasserstufe h ergibt sich aus (183) zu:

-1 7 . . A
h = Qd/ Nwdu (N=Noz+0) (207)

Aus dieser Gleichung folgt insbesondere, dass die Grundwasserstufe h beim unendlich tiefen
Aquifer (d — o0) verschwindet.

Selbst bei gegebener Bewésserung N, () ist N wie auch Z nicht bekannt. Interessanterweise
verindert aber die Transformation die Momente von A nicht, es gilt z.B:

70/\7(u(x)) dx = 7/\7(u) du (208)

Zum Beweis beniitzen wir die Gleichung (191), sowie diese Gleichung nach u differenziert:

N(@)dr  &(u) = 1+N"(u)

) = ur ) - % [ 2

tanh p tanh p
7 N (a(@))dz = 7/\7 (u) & (u) du
_ 7N(U)du+7ﬁ(u)ﬂf’(u)du+7N(u)WQ tanhp'/v/( )W;;du

_ /N ) du + /N ) A () du + /N’ - /O:Otan;(p_p)/(/'(u)ﬂiiudr

z(r)—r—N(r)

= /N du+//\/’ (z(r)—r) dr

_ / N (w) du + [/\A/(r).(x(r)—r)r;— 7N(r)-(m'(r)—1)dr

:2//\/ du—/N ))de O

Wenn es keine Quellen gibt (Q = 0), so folgt somit aus (208) die Stufenformel

/N du_Qd_ZoN_N() :;;_ZN(x)d QdK_ZOZON Ve dz| (209)
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Aus der Bedingung h > —d erhalten wir somit ein notwendiges Kriterium fiir die Losbarkeit
des stationédren Problems ohne Quellen:

Q=0: |2d*K > //N(g)dgdx (210)

—00 —00

Einen Spezialfall dieser Formel interpretieren wir physikalisch: An der Oberfliche bei —1/2
passiere der Wasserfluss —Ng und bei [/2 der Fluss Ng (N in

mday)

N(x) = No(d(x—1/2) = d(x+1/2))  (Dirac—d)

~No

N(l‘) = K *Xi=1/2./2)

h = / N(g 2dK (211)

Die letzte Formel kann auch folgendermaflen geschrieben werden:

No=d- K- = (212)

In dieser Form konnen wir den Sachverhalt physikalisch interpretieren:

Der Druckunterschied von rechts nach links betragt 2h. Als mittlerer Druckgradient er-
gibt sich % Wird diese Grofle mit der Konduktivitdt K multipliziert, so ergibt sich die
(Volumen-) Stromdichte ¢ und wenn noch mit der mittleren Tiefe d multipliziert wird, ent-
steht der (Volumen-) Strom Ny (pro Lénge senkrecht zur sichtbaren Ebene).

No
T idealisierter Grundwasserspiegel

Nulllinie

Potentialdifferenz 2h

l

mittlerer Querschnitt d

wasserundurchlassiger Grund
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4.2 Stationires Problem ohne Quellen beim endlich tiefen 2D-
Aquifer

Beim stationdren Problem soll zu vorgegebener, zeitlich konstanter Bewésserung durch
N und (@ der sich einstellende stationdre Grundwasserspiegel f berechnet werden. Wir
bearbeiten dieses Problem zunéchst ohne Quellen. Im néchsten Abschnitt 4.3 werden sie
dann beriicksichtigt.

Im Gegensatz zum unendlich tiefen Aquifer kénnen wir aus der oberflichlichen Bew#isserung
N nicht explizit die Randtransformation # berechnen. Wir bekommen aber die Funktion
N durch ein Fixpunktverfahren beliebig genau. Daher haben wir in den Formeln fiir das
Strom-Druckpotential ¢+ip und der konformen Transformation z4iZ die Funktion f durch
N ersetzt vermoge der Gleichung (187):

~

N{(s)

d
tanh o 7

™

Fuy - Lof

Der grofle Vorteil bei diesem Verfahren ist, dass die Funktion N einen kompakten Trager
hat. Wenn Punktquellen vorliegen, dann wird die Funktion N = Noz+ Q im Unendlichen
immerhin noch sehr schnell (exponentiell) abfallen.

In dem so gewonnenen Formelwerk treten Faltungsintegrale, insbesondere auch Hauptwert-
integrale auf. Beim inversen Problem fiir den unendlich tiefen Aquifer in 3.6 konnten wir
vergleichbare Integrale noch exakt iiber kubische Splines berechnen. Nun konnen selbst un-
ter Verwendung von exponentiellen Splines die jetzt auftretenden Integrale so nicht mehr
exakt berechnet werden.

Wir haben daher einen anderen Weg zur Quadratur beschritten, welcher auf partieller Inte-
gration beruht und bei dem die nétigen Stammfunktionen iiber Exponentialreihen beliebig
genau berechnt werden kénnen.

Im Abschnitt 4.2.1 beschreiben wir iterative Berechnung von N,

Mit der Kenntnis A kann im Abschnitt 4.2.2 der Grundwasserspiegel f berechnet werden.
wie die auftretenden Integrale berechnet werden. Diese Techniken kann man auch beim
inversen und instationéren Problem verwenden.

Abschlieend wiederholen wir im Abschnitt 4.2.3 die Techniken aus dem Kapitel 3.4, wie
man Isobare und Stromlinien erhélt.
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4.2.1 Berechnung von N aus der Bewisserungsgleichung

In diesen Abschnitt wird das Fixpunktverfahren beschrieben, mit dem wir aus der Ober-
flichenbewisserung N die Funktion N approximieren.
N geniige dabei folgenden Bedingungen:

NeCk™ & N<K & /N(g)df:o & —d<h:= 2;;{/ /N(g)dgdx (213)

—00—00

Die ersten drei Bedingungen wurden so auch beim unendlich tiefen Aquifer gefordert. Die
letzte ergibt sich aus der Stufenformel (209). Sie verhindert ein Leerlaufen des Aquifers
im Unendlichen. Diese Bedingungen sind jedoch nicht hinreichend fiir die Losbarkeit des
stationdren Problems, denn bei einer ausgedehnten oder lokal starken Entwisserung kann
mitunter nicht mehr genug Wasser aus dem restlichen Aquifer nachflielen.

Wenn wir zu einer gegebenen Bewésserung N die eindeutige Losbarkeit des stationdren Pro-
blems unterstellen, dann beschreiben die Formeln (193)-(196), wie die Funktion N implizit
festgelegt ist:

N(z) = /Nl(f)df F(u) —u = N(a‘:(u))—; / tarfhp.fv@(r))dp (214)
- =N (u) -

Aus der letzten Gleichung wird mit dem Fixpunktverfahren die Funktion A/ approximiert:

Die erste Naherung sei

NO =N (215)
Mit der iterierten N'® berechnen wir z*+1) vermoge
~ 2 00 ~
—(k+1) — (K) (1) — 7/ P N () d 216
Fw) =t M) - [ O dp, (216)

und erhalten schlielich
NED () = N (@ZFD (w)) (217)

Integrale berechnen wir, indem N®) als Polygonzug approximiert wird.

N®r)=a;+Bi(r—w)  (ui<r<ugr, suppNPC [ug, u,)) (218)

Als Konvergenzkriterium nehmen wir
JNEHD — B < e (219)

Glattere Ansitze, z.B. N® als Spline, lassen sich ebenfalls mit dieser Methode leicht aus-
werten. Dann macht auch ein schérferes Konvergenzkriterium Sinn:

||N(k:+1) _N(k) ”OO + ||N(k+1)/ _N(k)/||oo <e.

Wenn man die Integrale berechnen kann, dann kennen wir die Funktion N als Polygonzug
beliebig genau und auch die Randtransformation Z ist als Funktion gegeben.
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Wir beschreiben die Berechnung der auftretenden Integrale.

Es soll eine Funktion L berechnet werden mit

L:R+i]—m,m[—

Die Existenz diese Funktion ist gesichert, weil z +—

z

=L"(z)= (220)

tanh z

z
tanh z

im einfach zusammenhingenden

Parallelstreifen analytisch ist. Jetzt konnen wir exakt integrieren:

_2/00 P N(r)dp

w2 J-oo tanh p

Ui41
-1 n—1

w0

LH( (QdU)>dr
L8 v () a
46:),MZI@ [ ( (2dU)>rH

rT=Uu;

(221)

Wir berechnen L(z) zunéchst nur fir x=R(z) > 0. Es wird L” in eine e-Reihe entwickelt,

die integriert werden kann.

Dabei fithren wir Zetafunktionen ein, deren Auswertung im Anhang 6.4 beschieben ist.

—nz

0o
€
:;nk

) = —G(5)  (R(:)>0, keDV)

(222)

Wegen L"(—z

) = L"(2) und L"(Z) = L"(z), erhdlt man damit die Funktion L auch fiir

R(z) <0. Dabei sind die Integrationskonstanten richtig zu wéihlen:

L'(-%) L"(z)
~L(-2) = I'(z) & R(L'(0) = (223)
L(-2) = L(z) & S(L(0) =
Es sei also R(z) >0 (fiir R(z) =0 betrachte man den rechtsseitigen Limes):
— z 22
I"(—%) = L" = (1
(=2) () tanh(z) : ( 1 —6_22)
z+ Y 2ze nz
n=1
_ , 22 o] = 672712 672nz_1
—L'(-z) = L'(2) 2—n:1< - + o2 )
22 ((22) 7
_ 23 00 Z( —2nz_|_1) e—2nz
I - e = 58 (M
2z 2 (3(22)
=+ i(ae+ )+ 2 (225)
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4.2.2 Berechnung des Grundwasserspiegels f

Die Funktion A sei als Polygonzug (218) bekannt. Damit sind auch die Randtransformatio-
ne T aus der Bewdsserungsgleichung und @ = ~1 z.B. mit einem Newtonverfahren gegeben.
Ist schlieBlich f bekannt, so ldsst sich auch der Grundwasserspiegel f = f o u bestimmen.
Die Funktion f berechnen wir aus (187):

T / o0 tanha
Um das f—Hauptwertintegral auszuwerten, integrieren wir die analytische Funktion
1
F": R+1]0,7[> 226
+ilon(5z = tanh z (226)

mit derselben Technik wie im letzten Abschnitt die Funktion 2z — —5— und setzen F' auf
IR\ {0} stetig fort. Bei geeigneter Wahl der Integrationskonstanten muss F'(z) wieder nur
fir R(z)>0 ermittelt werden.

—F(=2)=F"(z) = = 1+ 2e7

00 6—2nz

Vo<y<m S(F'(iy)=0: F(-2)=F(:) = z2-Y

n=1 n 2
- z—C1(2z)—zg (227)
vo<y<r R(F(iy)=0: —F (—2) = F () — Z ) ~iZ

= ;(22 + (5(22) — ﬂ; — iﬂz) (228)

Um die Integrationskonstanten richtig zu wéhlen, haben wir folgende Reihen benutzt:

—12ny

O<y<m: & Z z_: sin(sny) =y g ([Forster|[p.148]) (229)
§RZ ol = Z 227::; )—1 % — gy ([Forster|[p.172]) (230)

Zwei Eigenschaften der Realteile von F' bzw. F’ beniitzen wir,
RF'(—z) =RF'(z) & lim RF(x)=0 |, (231)

um die néchste partielle Integration vereinfachen zu koénnen:

f) = tm N(r)-afeF"(T(g;“))dr (RF"(z) = ——, 2#0)
Ir—u|>e
=t ( [ me ()T [ e (T )

|r—ul>e
—0, da RF'(—z)=RF'(x)
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ip := max{ilu; < u} u Vv :=min{u,v} wuAv:=max{u,v}

1 wi1V(u—e)

= i - [ /N’(r).a%F'<”(2;“>)dr+Z u]N( ) SRF’( (2du))dr

e—0 71 — =
i<io iZio ui A(u+e)

Uq

w1V (u—e)

- _ﬁlﬂ% (Zﬁ@[ ( (2dU)>] +Z@[W< (2dU))rH )

1<ig u; 1>10 ui\(ute)

() L)

—0, da limgz—.o RF(z)=0

- gEapes

4.2.3 Berechnung der Isobaren und Stromlinien

Die wesentliche Arbeit zur Berechnung der Isobaren und Stromlinien ist bereits getan.

Isobare zum Druck pgpg und Stromlinien zu ¢q sind im Parallelstreifen A= R+1]—d,0[
implizit durch die Gleichungen

ﬁhgup(A),wp(A)gz m 233)

(& + ") (ugN), wy(N))= a0

festgelegt. Die Gleichung fiir Stromlinien hatten wir bereits im Kapitel 3.4.3 gezeigt. Wenn
keine Quellen vorliegen, dann beginnen und enden die Stromlinien an der Oberfliche. Ist
2.B. (ug, 0) € DA baw. bei (20, f(x)) € DA ein Stromlinien-Endpunkt, so liefert die Gleichung
(202) den Wert:

~

qo = N (ug) = N (o) (234)

Im Anhang 6.3 ist ein Newtonverfahren beschrieben, wie die implizit definierten Kurven
A= (up+iw,)(A) € A und A— (ug+iw,)(\) € A aus den letzten Gleichungen als Polygonzug
approximiert werden kénnen. Neben den Funktionen p" und #+¢" werden dazu auch noch
die ersten partiellen Ableitungen p, p, (2+¢")u, (24¢"). bendtigt.

Mit der konformen Transformation #+i2: A— A bekommen wir sofort die zugehorenden
Isobaren und Stromlinien im Aquifer A. Dabei werden nur die Stiitzstellen der Polygonziige
von A nach A abgebildet. Es ist zu beachten, dass die konforme Abbildung die Polygonziige
prinzipiell verbiegt. Daher sollten benachbarte Stiitzstellen in A einen maximalen Abstand
nicht iiberschreiten.

Die Aufgabe besteht also nur darin, die Funktionen ¢"+ip" und 242 zu berechnen.
Aus den Formeln (198) und (199) kennen wir die Funktionen ¢"+ip" und &+iZ in Abhéngig-
keit von N und diese Funktion ist beim stationiren Problem als Polygonzug (218) beliebig
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genau bekannt. Es wird wieder partiell integriert, wobei die Stammfunktionen L, F' auch
schon berechnet wurden.

(s—(utiw))

chy iR N 2d
(q +Zp)(u+zw) = —(u+iw) /N tanh 25 ds

= —(u+iw) dnzl By [ (W”"))ﬂw (235)

2d

S=u;

("—id") (ut+iw) = (@+ip") (utiw)
- QQZ [ ((;;“‘”) )>1+ (236)
(+d"+iE+p") (u+iw) = 1d7 tanhw ds
TSP LG L
(24" +d") (utiw) = (F+d"+iG+p") (utiw)
- S (e (238)

Wir spalten noch die Funktionen L, L/, F' und F’ in Real- und Imaginérteil auf (z =xz-+iy):

2

L(—=) =L(z) = ;(:c(l; —y* + RG(22) + 7;) — ySG(22) + 3%(3(22)>

. 2 2
—l—% (y (x2 — % + R (22) + 7T6) + 253G (22) + %C3(2z)>

22 —y?— R (22) + 72/6
2

+i (ac(y — %Cl(ZZ)) —yR((22) —

~L(=)=L(z) = — oRG1(22) + ySGi(22)

%(22(2z)>

) .
_F(=2)=F(z) = ;(xQ—y2+§RC2(22)—7;+7Ty)+;(2xy+$@(22)—7m) (0<y<m)

F(2) =F(2) "2 (e-R0(22) +i(y-G(22) - 7)  (0<y<m)
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4.3 Stationires Problem mit Quellen beim endlich tiefen 2D-
Aquifer

Ohne Quellen konnten wir im letzten Abschnitt 4.2 aus der oberflichlichen Bewésserung
N die Funktion A/ berechnen. Dieses Verfahren funktioniert so auch, wenn wir zu einer
gegebenen Quellstromdichte Q € £L!(A) die Funktion Q kennen.

Spezialisiert man auf Punktquellen, dann ergibt sich aus den Positionen (u;, w;) € A der

Quellen /Senken bereits die Funktion 0. Das Problem, dass man die Quellpositionen (z;, z;)
im realen Aquifer A festlegen will, aber zur Rechnung die zugehorenden Postionen (u;, w;)=

F(z;, z;) im Parallelstreifen benétigt, bearbeiten wir genau, wie in 3.5.2 beschrieben.

Mit der Kenntnis von A kénnen die Formeln fiir z, f , P +ig" sowie £+i2 aus dem letzten
Kapitel direkt iibernehmen werden.

Auch die Strategien zur Berechnung der Druck- und Stromlinien sind vo6llig identisch, wie
sie in den Abschnitten 3.4.3, 3.5.3 und 3.5.4 erldutert wurden.

4.3.1 Berechnung von N
Gegeben sei die Quellstromdichte @) als:

Q. 2) = 3Q - ¥ — ;2 — ) (239)
=1

An die oberflichliche Bewésserung N stellen wir die Forderungen:

Ne™ & N<K & /°° N(©)dE+>Q; =0
. 2

Da wir den sich einstellenden stationdren Grundwasserspiegel f und folglich den Aquifer
A aus den Daten N und @ erst berechnen wollen, ist die Vorgabe der Quellpositionen
xj+1z; problematisch, denn sie miissen innerhalb des Aquifers A liegen. Senken schneiden
den Grundwasserspiegel nach unten ein, sodass deren Position mitunter sehr nahe an der
Oberflache liegt. Durch Verringern der z-Koordinate der Quellposition kann dieses Problem
beseitigt werden. Eine Alternative ist das Erhchen von @);, d.h. die Senke entfernt weniger
Wasser. Die Riickkopplung der Quellstérke @); auf den sich in der Umgebung von z;+iz;
einstellenden Druck ist prinzipiell moglich. Es fehlt jedoch eine physikalisch einwandfreie
Interpration, welchen Druck man einer Punktquelle zuordnen soll.

Wie bisher benutzen wir die Abkiirzung:

N(z) = /N(f) d¢

K

Die iterative Berechnung der Funktion N verlduft nun wie folgt:
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1. Die ersten Quellpositionen und Quellstiarken seien
Oy iw® —ayvin, QO =0 (i=1,..m).

u; Fiw;
und als erste Naherung fiir die gesuchte Funktion N setzen wir

N0
2. Mit dem Polygonzug N kennt man eine Approximation der konformen Abbildung:
() (s _
()4 ;5(n) _ / / W N6y d
( +iZ2 )(u+zw) u+iw + — tanh( i) tanh(o—iw) (s)do

Die Integrale berechne man wie in 4.2.3 beschrieben.

3. Mit £(™+i2(™ ist eine neue Niherung der Quellpositionen u;+w; bekannt (vgl. 3.5.2):

ug" (), () . (n)
J L n n n
( (n+1)> = Ty wy)
]
w) T\ 0ww) o) -2

(n+1)

Wenn —d < w; <0 gilt fiir alle j=1,...,n, dann iteriere man weiter.

4. Aus einem gemitteltem Druck um u(nH)—i—iw(nH) konnte hier die Riickkopplung zur
Quellstirke Q; (1) erfolgen. Wir setzen aber immer Q (n+1) =Q)j.
Jetzt ist eine neue Niherung der Funktion Q durch (194) und (239) gegeben:

(n+1)
w(u— u; )
Z Q § — arctan (n+1)
7T . TW
J=1 sin —24-

5. Mit dem Polygonzug N'™ ist eine Niherung fiir Z aus (196) bekannt:

- 2 [
7(n) — M) () — =
" (u) = u+ N (u) - /

—o tanh o

o ~

™) (s) do
Das Integral kann wie in 4.2.1 berechnet werden.
6. Aus (195) bekommen wir die Funktion
u= N (20 (1)) + Q" (u) |
die als Polygonzug N approximiert wird.

7. Wir begniigen uns mit der Ndherung NEHD - falls
“N(nJrl) _N(n) ”OO <

gilt. Andernfalls setze man n :=n + 1 und fahre bei 2. fort.

Dieser Algorithmus beschreibt nur rudimentér den Ablauf der Iteration. Um die Konvergenz
zu verbessern, lassen wir u.a. die vorgegebenen Quellpositionen z;+iz; zu Beginn noch
geeignet varieren. Man kann auch an mehreren Stellen Tests einbauen, um die Konvergenz
zu kontrollieren oder Divergenzgriinde zu analysieren, wie z.B. das Leerlaufen des Aquifers.
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4.3.2 Berechnung von Isobaren und Stromlinien

Wir setzen voraus, dass die Funktion N als Polygonzug hinreichend genau approximiert
wurde und dass die Quellpositionen u;+w; € A und Quellstéirken Q; (7=1,...,m) ebenfalls
gut angenéhert sind.

Die Berechnung der Druck- und Stromlinien erfolgt wie in 3.4.3, 3.5.3 und 3.5.4.

Sie werden zuerst im Parallestreifen A aus den Gleichungen

0< Po = ﬁ(u,w) = ﬁh<u7w) +Z§Z(uvw)
dote = aluw)iluw) = i, w)+ ¢ (u,w) + i (u,w)

(240)

mit dem Newtonverfahren aus 6.3 bestimmt und dann vermége F = 2+4% in den Aquifer
A abgebildet. Die Funktionen ¢"+p" und 2+ 2" sind durch (198) und (199) gegeben und
konnen wie in (4.2.3) ermittelt werden.

Der von Quellen herriihrende Druckanteil p* ist durch (50), (50) und (239) festgelegt:

4 -1 cosh L"J) —cos TW=i) - oogh T "3) +cos Thetw)
p(utiw) = ——=>» Q;-In 2d 2d__
( ) Ar K Z_:l ’ cosh %—i—cos % cosh © qu“J) —cos ”(w;;wj) (241)
fir u+iw & {uy+iwy, . .., Uy +iwy,}
Das Strompotential ¢' entsteht aus (51-53) und (239):
. w(w—wj) - w(wtw;)
sin sin S
¢ (u+iw) Q; -[arctan ——24— —arctan ———24——
A T on K Z ’ ( sinh LUMUJ) sinh 77““2(;”) (242)
furwg{ul,...,u.m}
Die Funktion ¢° ldsst sich auf den einfach zusam-
menhéngenden, mehrfach nach oben geschlitzten Par- / / / /
allelstreifen / U3—|—ZU}3
m ul‘f'lwl
D(q) == R+i]—d,0[ \ [J{u;+iw:w;<w< 0} / uz—i—zwz
j=1
stetig fortsetzen. _d
Fir up € {uy, ..., up} und wg{w;:uj=wu;} ergibt sich:
- w(w—wy) - w(wtw;)
hm (upte,w) = —up+ > @, <arctan o (Sd_u_) _ arctan —— (id_u_)>
20 (i 2un} 2rK sinh THEt) sinh =2t
) 0 243)
+ iz
DR
{juj=up&w>w;}
Wie in 3.5.4 gilt:
1
- uN)>u>u(AEd) = c(AE0) =c(N) + —= > Q;
1 {7ruj=ur&w(X)>w;} (244)
— u(N) <up<u(Axd) = c(AL£d) =c(N) — 174 > Q;
{7uj=ur&w(X)>w;}
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4.4 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit sind die Zusammenhénge zwischen Grundwasserspiegel, Druck, Stromung,
oberfliachlicher und innere Bewisserung diskutiert, deren Bestimmungsgleichungen aufge-
stellt und die Fragestellungen stationér, invers, instationér formuliert worden.

Fiir den in der Anwendung sehr wichtigen 2D-Aquifer haben wir dann die Bestimmungsglei-
chungen soweit umgeformt, dass Losungen eines nichtlinearen Randwertproblems beliebig
genau berechnet werden konnten. Im Spezialfall des unendlich tiefen 2D-Aquifers gelang es
sogar eine grosse Klasse von exakten Losungen explizit zu berechnen und einen Losungs-
nachweis zu geben. Mathematisch interessant sind die bisher nicht diskutierten Korrespon-
denzen, die bei den Grundwassergleichungen auftreten.

Als Weiterentwicklung des 2D-Problems wird die inverse und instationére Situation wohl
schnell realisiert werden kénnen. Besonders wichtig erscheint uns auch eine Riickkopplung
der Quellstromdichte mit dem lokal vorherrschenden Druck im Aquifer. Uber linienférmig
verteilte Quellen/Senken lassen sich zudem weitere Randbedingungen simulieren, wie sie
z.B. an Fliissen auftreten. Einen allgemeineren wasserundurchléssigen Grund kann man si-
cherlich beriicksichtigen.

Weitere Entwicklungen konnten die Berechnung von Fliefzeiten und der Einbau der (Schad-
stoff-) Diffusion sein. Eine zu grofie Herausforderung ist es wohl, die Theorie auf nicht
gesittigte Aquifere zu erweitern.

Wir haben auch nicht die Hoffnung aufgegeben, dreidimensionale Probleme zu losen. Al-
lerdings stehen dann nicht mehr die Mittel der Funktionentheorie zur Verfiigung. Fiir rota-
tionssymmetrische Probleme (Brunnenformeln) miissen wohl auch ganz andere Techniken
entwickelt werden.
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5 Anhang zu Standardrechnungen

In diesem Anhang notieren wir Standardrechnungen, die im Hauptteil der Arbeit unange-
bracht sind, die wir aber dennoch nicht unterschlagen wollen.

5.1 Eine konforme Transformation

Wir demonstrieren, wie die Abbildung F aus (2.1) konstruiert wurde.

F : A — A soll eine biholomorphe Funktion zwischen dem Parallelstreifen A= {utiw |ue
R & —d<w<0} und dem Aquifer A={z+iz|z€ R & —d<z< f(z)} sein, die auch
noch stetig differenzierbar auf den Rand von A fortsetzbar sei, insbesondere auf den oberen
Rand von A: lim < F=z+iz

Neben noch festzulegenden Bedingungen sollte die Funktion f : IR — IR daher einmal
stetig-differenzierbar sein und natiirlich iiber dem Grund liegen:

feC(R,R) & f>—d

Als holomorphe Funktion gelten fir F = #+4i2 die Cauchy-Riemannschen Differential-
Gleichungen:

A ~ A ~

Ty =24 & Tyy=—2, = ’,éuu—i—éww:(]‘

Zu dieser Laplace-Gleichung fiir Z wahlen wir folgende Randbedingungen:

~

2u, 0) = f(2(u,0)) =: fu) (ueR)

Z(u,—d) =-—d (ue R) (245)
ul_l)rinoozw(u w)= 1 (—d<w<0)

Der Ansatz z(u,w)—w = U(u) - W(w) in Zyu+ 2w =0 eingesetzt liefert

U'+c-U = 0
W= W = 0, W(=d)=0 (wegen 0= 2(-,—d)+d=U-W(-d))

fiir eine Zahl c. Die Losung ist:
Uu) - W(w) = <a1 cos(cu) + as sin(cu)) . Sinh(c(w + d))

Eine allgemeinere Losung des Randwertproblems ergibt sich aus der Linearkombination fiir
verschiedene c€ IR>y.

Z(u,w) —w = / (al(c) sin(cu) + as(c) COS(CU)) . sinh(c(w + d)) de
0
wobei noch die Randbedingung f = Z|w=o zu erfiillen ist:

flu) = 2(u,0) / ) sinh(ed) - sin(cu) + az(c) sinh(cd) ~cos(cu)) de
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Falls f € L2 gilt, konnen diese Fourier-Koeffizienten a;, a; berechnet werden:

ai(c) sinh(cd) =

sm CT

\8

1
.

as(c) sinh(ed) = = / f(r)ycos(er)dr  (vgl. Kapitel 8.4)

Setzen wir diese Ergebnisse in die Formel fiir 2 ein:

Z(u,w) —w =

L ] sinh (c(w+d)) ]

7TO// sm cr) sin(cu)+cos(c )cos(cu)) T.W c
= =cos(cr—cu)

= oosinh(C(w+d))

71_/ f(r) 0/ W : COS(C(T’—u)) dcdr
3 . w(wtd)

1 ; sin =

Qd—Zo i) cosh w + cos w o (\w—i—d\ <d, Integral (308))

o0

1 /A —sin ™% wdr
f(r d
o A <)cosh”(7'd“)—cos”;” d

Die letzte Formel fiir 2 ist auch wohldefiniert, wenn f im Unendlichen nicht zu schnell
wéchst, z.B. wenn lim, ., f(z) und lim, . f(z) existiert. Im letzten Fall wéhlen wir
gleich die Nulllage geeignet, sodass gilt:

h:= lim f(z)=— lim f(z) (246)

Tr—-+00 r——00

Ist ferner ' >0 von Null weg beschriankt, dann iibertrigt sich diese Eigenschaft von f auch

auf f

(3e>0 #'>¢) = | lim f(x)=+h (247)

Die Funktion 2 ist harmonisch und erfiillt die Randbedingungen 2|,—_g=—d und |,—o = f.
Zum Beweis des Letzteren betrachtet man den Kern des Integrals, der fiir w = 0 eine
Dirac-Folge darstellt:

/K

: —
Ko(p)i=— ——0Y >0 K,eCnL' fir —r<w<0

2m  cosh p — cosw
‘v’5>0/ K. (p)dp =20 (248)

Ydp==+1221 (Integral (304))
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Mit den Abkiirzungen aus (26), p = 7T(7’2;u) und w = %, schreibt sich Z als:
. T sin(2w)
Huw) = w= 7T_/ /() cosh(2p) — cos(2w)

1 A sin w cosw
= W= - (r) —= )
T sinh“p + sin“w

17 5 tanh p o tanh p|™
= w—— / f'(r) - arctan dp+ | f(r) - arctan
TS w tanw | _

=0, falls limy_ +o0==h

Nun kann z iiber die Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen berechnet werden.

(e}

1 A~ ] h h
j:u<u7w) = ZA'w(’UJ,w) =1 - = / f,(’f’) smn p cosn p
e

sinh?p + sin’w
. (249)
sin w cos w

. 190 5
sinh®p + sin®w

Zu(u,w) = =Ty (u,w) = _71r 70 f/(r)

Eine Alternative liefert die Zerlegung (294) in Real- und Imaginérteil:

1 sinh o cosh o . sinwcosw

— = +i
tanh(o—iw) sinh?c +sinw  sinh®¢ + sin’w

Der Realteil 2 ist nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Damit die Integrale
definiert sind, haben wir die halbe Grundwasserstufe h unter dem Integral abgezogen:

A

Flutivw) = (#+i2)(utiw)

1T 1
= U+Zw—;/ <f<r)1m1h<p—zu))_h> dp+COHSt.

—o0 elR

1 7 (; . sinhpcosh 250

T(uw) = u—— / f(r) _Sm2 ,0(30§ 2p — h | dp + const, (250)
TS sinh“p 4 sin“w HE]%—’

(ww) = w-= [ fn

Sin w cos w

N>

sinh?p 4 sin’w




74 5 ANHANG ZU STANDARDRECHNUNGEN

5.2 Losung der Poisson-Gleichung
Zum Zeitpunkt ¢ sind die Randwertprobleme

P+, =0 Pt P = —(82+42)- £
ﬁh|w:0 =0 ﬁZ’w 0 = 0

251)
ph w=— = —-1-— / d w=— = 0 (
Puw=—a 2d (:osh2 P Polu=—a

zu 16sen. Fiir das homogene Druckpotential fordern wir dabei p* € C2(A) N C(A).
Die Regularitéit von p° lassen wir noch offen. Insbesondere wollen wir Punktquellen zulassen,
sodass die Poisson-Gleichung fiir p* dann distributionell zu verstehen ist.

5.2.1 Losung des homogenen Problems

Wir bearbeiten das homogene Problem mit dem Ansatz p"(u,w)+w = U(u)-W(w) . Die
Funktionen U, W geniigen mit einer Konstanten ¢ den Differential-Gleichungen

U'+c-U = 0
W= W = 0, W(0)=0 (wegen0=p(~0)—0=U-W(0)).

Fiir ein festes ¢ ergibt sich:
Uu) - W(w) = (a1 cos(cu) + ag sin(cu)) - sinh(cw)
Wiederum ist die allgemeine Losung eine unendliche Linearkombination dieser Losung:
Puw) +w = /OOO (al(c) cos(cu) + as(c) sin(cu)) -sinh(cw) de
Daraus leiten wir eine weitere Darstellung fiir p? (u, —d) ab:
p(u,—d)+1 = /OOO (al(c) ¢ cosh(ced) - cos(cu) + as(c) ¢ cosh(cd) - sin(cu)) de

Wie schon bei der Konstruktion der konformen Abbildung kénnen wir auch diese Integration
tiber die Fourier-Transformation (vgl. 8.3) umkehren.

ai(c) ¢ cosh(ed) = 71T/_O:O (ﬁfv(s, —d) + 1) - cos(cs) ds
as(c) ¢ cosh(ed) = i/_o; (ﬁﬁj(s, —d) + 1) -sin(cs) ds

Wir setzen diese Relationen fiir a;, as ein und benutzen wieder ein Additionstheorem. Da-
nach wird die Integration vertauscht, sodass eine Integration ausgefithrt werden kann:

P (u, w)+ 1// pw 8,— ) (cos(cs) cos(cu)+sin(cs) sin(cu)) m% de

=cos(cs—cu)

)
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— 71r_/ (ﬁ&(s,—d)—i—l)o/m cos(c(s—u)) deds

o0

( u)

1 h= Tw
- / (AZ(S,—dH—l) I coS ( )+sln 2d g (|w|<d, vgl. (309))
2 cosh =5 — sin 77
d T h cosh o 4 sinw
= b (s,—d)+1) In ————d 952
772_ (pW(S’ )+ ) ncosha—sinw 7 (252)

Bei der vorletzten Umformung wurde die Gleichung (309) verwendet und bei der letzten
die Abkiirzungen aus (26).

Mit der letzten Formel (252) kann man - wenn auch etwas aufwendig - die wesentlichen
Ergebnisse aus dem Kapitel 2.3 ableiten. Wir formen weiter um und gelangen zu einer er-
staunlich einfachen Darstellung von p*.

Dazu wird p? (-, —d)+ 1 vermdge der unteren Randbedingung aus (251) ersetzt, die Inte-
gration vertauscht und partiell integriert.

1 cosh o + sinw
~h -
P, w)tw = ﬁ / fr / cosh? ~ln< i )dU w0

(0 —p) cosho — sinw

1 A —2sinwsinh o
= ﬁ/f(r)/tanh(a—p)- ——do dp

cosh?c — sin’w

do dp

sinw 7 f 7 tanh p — tanh o sinh o
J 1—tanhptanho sinh’s + cos?w

Der Integrand ist rational in den Hyperbel-Funktionen von o. In solchen Situationen wird
vermoge t := tanh ¢ substituiert:

1+t 2t 14+t?\ 2dt
/R(smha cosh o, tanh o, coth o) da—/R<1_t2’1i—t2’1+t2’ _2: )1_152

Diese Methode wenden wir nun an und beseitigen durch Erweitern die Nenner 1 4 t2:

2sinw ff(r)/l (1+#*)sinh p — 2t coshp 2t it dp

~h _
pr(u,w) +w = (1+t2) cosh p — 2t sinh p 42+ (1—#2)%cos2w

Ein wohliiberlegter Ansatz vereinfacht eine erste Patialbruch-Zerlegung:

. 2 sin w A cosh —A(1+1?) cos®w — 2Bt
P ) +w = /f / P LA - ) dt dp
(14+¢2)cosh p—2tsinh p ~ 4¢%sin“w+ (1+4¢2)%cosw

Das durch Koeffizientenvergleich entstehende Gleichungssystem

2t(1+t*) : Asinhpcos’w — Bcoshp = sinhp
4t* . Acoshpsin’w + Bsinhp = —coshp
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ist fiir cos?w # 1 eindeutig 16sbar. Wir berechnen mit der Cramerschen Regel den Koeffizi-
enten A. Wegen der Symmetrie liefert die Integration iiber den B—Term nichts.
sinh p? — (— cosh p)? -1 -1

A= _ _
sinh p cos®w - sinh p + cosh p sin®w - coshp  cosh?p—cos2w  sinh®p+sin’w

Die verbleibenden zwei Integrale lassen sich elementar berechnen, wenn vermége ¢ = tanh
zuriick substituiert wird.

1

/ L dt / d (253)
pu— —_ _— O‘ fr— J—
J, (14+¢2)cosh p—2t sinh p 2J) cosh(o—p) 2

/ 1—|—t2 cos?w dt / cosh o cos?w
4124 (1—1t2)2cos’w 2

do = g|cosw\ (254)

sinh?c + cos? w

Damit ergibt sich noch ein sehr einfaches Ergebnis:

o

2sinw A —1 m m
~h .
ptu,w)+w = - _ZO fr)- P (2 cosh p — 5 Cos w) dp
17, —sinw s
= — —d <—< <O) 255
7r_/ /() cosh p + cosw P g =¥ (255)

SchlieBllich kann man p" als Imaginérteil einer analytischen Funktion darstellen. Dazu wird
die Zerlegung in Real- und Imaginérteil (293) benutzt:
tw sinho — 4 sinw

tanh Z—
an =
2 cosh o + cosw

Der Realteil ¢" heifle homogenes Strompotential. Er ist bis auf eine Konstante eindeutig
festgelegt. Die Grofle h ist wieder die halbe Grundwasserstufe.

1 7/ p—iw
/\h . ,\h . o o . - o
(@"+ip")(u+iw) = —(u+iw) + - / (f(r) tanh h) dp + const,
€lRr
17 sinh o
~h : - _ —h|d t.
¢"(u+iw) ut— / ( cosho T cosm ) P+\C0€f;2 . (256)
1 b —sinw
P (ut-iv) v . ( cosho + cosw ) P
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5.2.2 Umrechnung der Formeln von f auf N/

Um das stationdre Problem beim endlich tiefen Aquifer zu bearbeiten, ist es sinnvoll, die
Formeln fiir das Strom-Druckpotential und die konforme Abbildung F umzuformen. Dabei
wird deren Abhéngigkeit von f vermoge der Identitéat

-l Ml (- s

auf die Abhéngigkeit von A zuriickgefiihrt. Die Umformungen sind elementare Substitutio-
nen und Partialbruchzerlegungen. Leider kann man diese Umformungen nur teilweise mit
dem Computer-Algebra-System Maple nachvollziehen, sodass wir die Berechnung angeben.

Formeln fiir das homogene Strom- und Druckpotential

Im Druckpotential p" aus (256) wird die f-Abhéngigkeit durch die N .-Abhéingigkeit ersetzt.

—1 [ . sin w Sin w
~h
: - e dp = —/ 7’/ : d
P, wHw T /_OO fr) cosh p+cosw P 2 )00 J-oo tanh(c—p) cosh p+cosw p

—sinw 1— tanhatanhp 1
- / P/ dpdo
o tanho — tanhp " cosh p + cosw

t := tanh p
2
i o . 1 1 —tanho 1 2dt
_ smw/ A (s) 77/ 12?2 - do
™ Jooo -1 tanho — 35 +t2 +cosw 1—12
—s (1+12) cosh 0 —2t sinh 1
_ ”W/ 73/ + e —— dt do
(1+¢2) sinh 0 — 2t cosh & %—i—%ﬂ

—sinw N (s) 1 At+ B Ct+ D
=2 [ e Ndtdo
72 Jooo sinh“o+sin“w J-1\(14-1?)sinh 0 —2t cosh o~ cos?% +t2sin"%

A =2sinhocosw , B =2cosho(l—cosw)

C' = —cosw(l—cosw) , D =sinhocosho

Der Term zu C' liefert nichts. Die restlichen Terme lassen sich elementar integrieren:

1 At+ B —Ao
P/_ = dit = (257)

sinh 0 —2t cosh o sinh o

/1 L i = 2 (we (-m,m) (258)

~1 cos? 5412 sin? 5 sin w

Wir erhalten:

. —sinw [ N(s) 20 2w,
pluw)+w = 5 — — - sinh o cosw + —— sinh o cosh o | do
T o sinh“o+sin“w \sinho sin w
2 oo . o sinw cosw — wsinh o cosh o

= = [ M) do (259)

. 19 X
72 J o sinh?o +sin’w
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Das homogene Druckpotential p" ist der Imaginérteil einer holomorphen Funktion. Das
homogene Strompotential ¢" ist als zugehérender Realteil bis auf eine Konstante eindeutig
bestimmt. Mit der Zerlegung (296)

—iw o sinh o cosh 0 —w sin w cos w w o sin w cosw—w sinh o cosh o
. — . . /l/
tanh(o—iw) sinh?c + sin’w

sinh?c + sin’w

ergibt sich:

N . —'Lw
u+iw) = i N d const.

(q +ip )( +iw) ~(utiw) / tanh tanh(o —iw) 0+?J/};’

N N o sinh o cosh o — wsin w cosw

u,w) = —u+f//\/s : - : do + const.| (2
7 ) sinh?o +sin’w ~— (260)
€IR
) o sinw cosw — wsinh o cosh o
ph(u,w) = vt /N sinh?o +sinw do

Formeln fiir die konforme Transformation

Wir kennen nach dem letzten Abschnitt die Funktion ¢"+ip".

Um die Abhéngigkeit der konforme Transformation F = %+i2 von f auf A zu iibersetzen
ist es giinstig, erst den Imaginérteil 24+p” zu bearbeiten. Der Realteil £+4¢" ergibt sich dann
wieder aus der iiblichen Zerlegung.

In (250) ist die Funktion 2 und in (256) der Druck p" in Abhéingigkeit von f gegeben:

(249" (u,w)
—1/00 - ( sin w cos w sin w coshp—cosw)d
= r

smh p +sinw  coshp + cosw ' cosh p — cosw

—1 cosh psinw
/ Pl o
o0 tanh (o0— p sinh®p + sin“w

—sinw o 1— tanhatanhp cosh p
= / 79/ — —— dpdo
w2 J- « tanho — tanhp sinh p + sin“w
p
t = tanh =
anh o
_ —smw/ 77/ (1+¢*) cosho—2tsinh o 2(141?) B
2 (1+t?)sinh o —2t cosh o 4t2cos? w+ (1+2)2sin"w
_ —2sinw N(s) h cosho sinh o cosh o (141%) +2t cos?w
/ 2 / 2)gi 26052 2)2¢in? dt do
smh o+sin’w J \(1+#?)sinh 0—2t cosh o 4t2cos? w+ (1412)2sin“w

Der dritte Summand im Integral ist ungerade, weshalb er nichts bei der Integration beitragt.
Auch die (Hauptwert-) Integration iiber den ersten Summanden liefert Null. Dazu wird
vermoge ¢ = tanh £ zuriick substituiert:

P/l ! a = 7 LW
—1 (14¢?)sinh o0 —2t cosh o ~ Jowsinh(p—0o) 2
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Der zweite Summand wird ebenfalls durch die Riicktransformation berechnet:

/ (1+¢%) ]s1nw| dtdo — 70 f:os}21p|sir.1u2)| dp _ 7 (261)
424 (1—12)2sin’w s sinh®p 4 sin“w 2 2
Wegen —d < w < 0 gilt |sinw|=—sinw und 2+p ergibt sich als:
17 - sinh o cosh
G uw) = — [ N(s) 25720 do (262)
T sinh“o +sin“w
Uber die Zerlegung
1 —sinw cos w . sinh o cosh o
_— = )
tanh(o—iw) sinh?c 4+ sin®w  sinh®o 4 sin’w
bekommen wir - bis auf eine additive Konstante - auch den Realteil & + ¢
17 . i
AR . __(sh | ik . +
(Z‘+ZZ) (u+tiw) = (q +ip )(u—i—zw) + 7T_/ N(s) tanh(o i) do
17 - —sinw cosw
G = —¢ - | N d
2(u, w) q"(u,w) + W[o (s) Snbo+sin? w o (263)
1 7 . sinh o cosh o
2 = —p" — [ N(5s) —5———d
Ao, w) p(uw) + W_ZO () sinh?o +sin’w ?

Formeln fiir den unendlich tiefen Aquifer

Wir wollen die N-Formeln von ¢"+ip" bzw. 2+i2 fiir den unendlich tiefen Aquifer berechnen
und bilden daher in (260) und (263) den Limes d — oo:

7 (s—u—iw)

A ) TdS g—oo

(@"+ip") (utiv) = —(utiw) / N(s TR
tanh T 2d
—_—————

d—oo

—1

—(utiw) (264)

- 7 (s—u—iw)

l d

(B+i2)(utiw) = —(¢"+ip")(utiw) + /NS tanh %i“W> S—us—z'w
%/_’

d—oo .
s

—w ~+ i(s—u)

iy P2 ds (265)

—00 . 1OOA
oo u+2w+*/./\f(s)
7r

Man hann diese Formeln fiir den unendlich tiefen Grund auch leichter berechnen. wenn
zuerst in (28), (45) und (187) der der Limes d — oo gebildet wird und erst dann die f-
Abhéngigkeit durch A ersetzt wird.
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6 Anhang zur Berechnung spezieller Funktionen

6.1 Polygon-Approximation

Gegeben sei eine stetige Funktion f mit lim, 4. f(z) = 0, welche durch einen Polygon-
g (z4,v:), (r1 < -+ < x,) bis auf ein € > 0 approximiert werden soll, wobei gewisse

Stiitzstellen Z; < - -+ < T, (0<n) vorgegeben seien. Genauer soll gelten:
=0 & [f(z1) <e
Yo =0 & |f(zn)] <e

vi = f(x) (1=2,...,n—1)
e s yi+yi+1_f<$i+$i+1>‘ (i=1,....n—1)
2 2
Wir geben dazu eine Prozedur an:
Procedure PgnApprox
Input f,z,n,¢;
2= Tg — T1; (* links von Z; erforschen x)
Repeat
z:=2-z
=2 — 2z

until |f(1)] < &;
z:=Zn— Tn_1; (% rechts von T erforschen x)
Repeat
z:=2-z
=T+ Z;
until |f(r)| < e;

m:=1; &ni=1; Ny = 0; (* Stiitzstellen — Vorgabe )
For i:=n downto 1 do

mi=m+1; &= Ti M= f(Em);
m:=m+1; &= 0ypi=0

n:=1; Tp:=&n; Yn:=Nm; m:=m—1; (x erste Stiitzstelle iibernehmen x)

Repeat

'CETL m . .
a1 1= —55 : (* neue Stiitzstelle zwischen x,, <&, berechnen )

Nmt1 = f(Emy1);

If yn—;nm—nmﬂ < ¢ then

n:=n+1; ,:=&n; Yn:= Nm; m:=m—1; (x Stiitzstelle iibernehmen )

else m:=m+1; (* neue Stiitzstellen— Vorgabe )

until m = 0;

Output x,y,n;
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6.2 Polygon-Addition

Gegeben seien zwei Polygonziige p, ¢ durch die Stiitzstellen (i, p;)i=1,..m , (Y5> 4j)j=1,..n -
m>0 & Vi T; <Tiyq & n>0 & i Y <Yj+1
Links von 1 bzw. y; und rechts von x,, bzw. y, seien die zugehorigen Polygon-Funktionen

p, q konstant und stetig fortgesetzt. Wir wollen diese Funktionen linear kombinieren. Dazu
wird ein Polygonzug r mit den Stiitzstellen (zg,7x)r—1,.; berechnet:

[>0 & Vkz<zya & r=ap+0q
Der folgende Algorithmus liefert das Gewiinschte:
Procedure PgnAdd
Input a,x,p,m,B,y,q,n;
1:=1; j:=1; k:=0;
While i <m or j<n do

k:=k+1,;
If j>n then
Zp = X
T = pi+ B
1 =141
else If i>m then
Rk = Yis
Tk = QP+ B gy
jo=i+t
else If x;=y; then
Zp = X

TR = pi+ By
1 =1+ 1 ji=74+1;
else If x;<y; then (x« = Jj=1 V yj1 <z <y;*)
2 = X
If j=1then r,:=a-p;+ 0 -q

else r,:=a-p;+03- <q] J l(xi—yj—l)—i‘q]'—l);
Yi —Yj-1
1 =14+ 1;
else If x;>vy; then (x = =1 V x4 <y <z %)
2k = Y55
If i=1then r,: =B -q¢+a-p
i — Pi—
else r, =0 ¢ +a- (pl(yj — 1) -0-2%'—1) ;
Ti — Ti-1

J =J+1L
l:=Fk;
Output z, 71,1,
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6.3 Implizit definierte Funktionen

Gegeben sei eine auf dem Gebiet G C IR? definierte stetig-differenzierbare Funktion f: G +—IR
und ein Punkt (g, o) €G.

Gesucht wird ein (nicht konstanter) Weg t— (z(t),y(t)) €G mit f(z,y)= f(x0,y0)=
Wir wihlen dabei die Parametrisierung nach der Bogenlinge, d.h. es gelte #?+¢% = 1.

Nach dem Satz dber implizit definierte Funktionen ist lo-
kal die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Funktion
t— (x(t),y(t)) gesichert, falls f'(zo,y0) # 0. Sie ist stetig-
differenzierbar. oG

Ist f’ lokal Lipschitz-stetig und f'(x,y) # 0 fiir alle Punkte
(x,y) € G, dann ist die Kurve C dieses Weges eine Restriktion
einer eindeutig bestimmten maximalen Kurve, die von Rand
zu Rand verlduft oder geschlossen ist (vgl. [Walter|[Seite 79,
Satz 10.VI]). G und 0G kénnen auch unendlich ferne Punkte
enthalten. Singularititen, also Punkte (z,y) mit f'(x,y)=0,
entfernen wir aus G.

Stromlinien

Wir fithren die Berechnung einer solcher Kurve im Wesentlichen auf das numerische Losen

der DGL
folwy) -2+ fylzy) - 9=0 & @+y°=1 (266)

} 1 _
o () - *memimea (1)
] f@y) + f7(zy) \ fa(z,y)
mit der Anfangsbedingung f(xg,yo) = ¢ zuriick. Da wir aber die Funktion f als bekannt
voraussetzen, konnen wir globale Fehler der Numerik durch lokale begrenzen.

(267)

Konkret sollen Druck-, Strom- und Aquipotentiallinien berechnet werden.

Modifikation des Druckpotentials

Das Druckpotential p* wird nur in isolierten Quell- oder Senkenpunkten nicht definiert sein.
Wir schneiden daher die unendlich hohen oder niedrigen Spitzen der Greenfunktion G ab:

m(u—ug) m(w—wo) m(u—ug) 7 (w+wo)
—11 (cosh % —cos “5 cosh =5~ +cos Qdo)

a _ 2d .
G(ug w7 u07 wo) - n 7r(u UO) Tl’(?,U*UJQ)

2d

m(w4wo)
2d

m(u—ug)

cosh o

cosh +cos —COoSs

>0 —1 5+cosh7r“ uo) cosM e+cosh T et ) 4 cog Twtwo)
= ( - 2d__|(268)

" (u—uo) (w—wp) ) (w-+wo)
T T(u—ug T(w—wo (u—uo o (w—+wo
e-+cosh 5~ HC0s —— g4cosh Z 5 cos 5

Beim endlich tiefen Aquifer ist der Druckanteil p"* noch fiir —2d <w < 2d definiert, obwohl
wir nur den Druck fiir —d <w <0 beschreiben wollen. Damit ist das modifizierte Druckpo-
tential p=p"+p° auf dem hinreichend grofien Parallelstreifen IR+i [2d+¢,2d —¢] fiir ein
€ >0 stetig-differenzierbar definiert.

Wir nutzen sogar die zusdtzlichen Moglichkeiten, um Drucklinien unterhalb des wasserun-
durchléssigen Grundes bei w=—d zu verfolgen.
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Modifikation des Strompotentials

Das Stromungspotential ¢" ist im hinreichend grofien Parallelstreifen IR+1i [2d+¢,2d —¢]
fiir ein € > 0 stetig-differenzierbar definiert.

Die Definitionsliicken des Strémungspotentials ¢* an den isolierten Quell- und Senkenstellen
kénnen und wollen wir nicht beseitigen. Wir weiten sie sogar aus und nutzen das Erreichen
dieser Undefiniertheitsstellen als Abbruchkriterium, wo dann Stromlinien beginnen oder
enden. An den Sprungstellen setzen wir von rechts kommend stetig fort. Es geniigt, die
Greenfunktion H abzuindern (wy < 0):

F[(ua w, Ug, wO)
7(w—wq) . m(wtwg)

sin sin
o, 1 | awctan o 7,(32%“0) —arctan W uug A (u—up)?+(wtwg)? > e -
T 9,10 u:uo/\(w—woge\/w+w025)( )
T u=ug A (w—wy>e A w+wy<e)
. - 2 0 w—wy<LeVwtwy>e
(lgé <H(u0—|—6,w,u0,w0) - H(Uo—&w;Uo,wo)) = { 1 w—wp>eAwtwy<e (270)

Wenn (g, yo) ein Stromlinienpunkt und (x1, 3;) eine Schitzung fiir einen weiteren ist, dann
kann man zuerst vermoge der Verbindungsgeraden zwischen den zwei Punkten entscheiden,
ob ein nicht definierter Bereich iiberschritten wurde. Wenn nicht, dann kennen wir den
Wert Ac des Sprungs von ¢' (wenn es denn einen gegeben hat). Die Bestimmungsgleichung
fiir eine Stromlinie mit der Konstanten ¢ := ¢y und der Funktion f :=¢"+¢* wird dann
modifiziert. Zur Konstante ¢ in

flz,y) =c

wird eben dieser Sprungwert Ac addiert.

Berechnung von Kurvenpunkten mit einem Newton-Verfahren
Wenn (z,y) eine Schitzung fiir einen Kurvenpunkt ist, dann soll daraus ein Kurvenpunkt
(Z,y) moglichst nahe bei diesem Startpunkt konstruiert werden.

Der Gradient von f beschreibt die Richtung des gréfiten Anstiegs. Zur Ableitung eines
Verfahrens suchen wir zundchst auf der mit der Richtung f'(x,y) # 0 definierten Geraden
durch (x,y) einen Kurvenpunkt. Es gilt also ein ¢ zu finden mit

g(t) == flx +tfe,y +1f,) —c=0.
Wenn ¢,:=0 als Startzeit gewéhlt wird, so liefert der erste Newton-Schritt den Wert
glto) ~ flz,y)—c
g(t)  fiay)+ fizy)
Daraus kann man ein Newton- Verfahren mit Startpunkt (z¢,yo) := (z,y) konstruieren:

(m"+1> = T(n,Yn)

yn+1

T(r.y) (a:)_f%(f(w,y)—c (fw(x7y>> (271)

y z,y) + fix,y) \ fy(z,y)

tlzto—
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Wir berechnen T'(Z, §) und kiirzen vermége f,:= f.(Z,9), f,:=f,(Z,7) ab:
L (B R
T(Z,§) = —— ly Ty
LI 2 (Fe )
Diese Matrix hat die Eigenwerte 0 und 1 zu den Eigenvektoren

€y = (;2) und e = (}fy> .

Da wir in der Richtung von e iterieren und genau diese Richtungsableitung von T im
Punkt (Z,7y) verschwindet, kann man die Konvergenz mit dem Fixpunktsatz beschreiben.

Die nachfolgende Prozedur berechnet bei Termination einen Punkt (x,y), fiir den bei feh-
lerfreier Ausfithrung |f(x,y)—c| < e gilt. Andernfalls wird nahe eines singuléren Punktes
—c . |f—¢]
—— grofler als 6
Durch die Zeile (z,y) — (f, fz, fy) werde dabei eine Prozedur aufgerufen, welche f(z,y),
fz(z,y) und f,(x,y) berechne.

abgebrochen, wenn die Schrittweite -h und somit grofler h wiirde.

Procedure Newton
Input €, ¢, h, x,y;
(@,y) = (f: fas fy):
While |f—c| > e do
df? == f2+ 13;
If df*>(g/h)* then
(2,y) = (z,y) = (f=0) - (for ) /df*;
(@,y) = (f, fos fy):
else ERROR (singular case);

Output x,y, f, fz, [y

Diese Prozedur reicht aus, um Drucklinienpunkte zu bestimmen. Bei der Ermittlung von
Stromlinienpunkten haben wir Definitionsliicken und Sprungstellen.

Daher wird die letzte Prozedur ergénzt. Um Spriinge zu beriicksichtigen, brauchen wir die
Vorgeschichte (xg,y9) sodass dann mit der Schétzung (z1, ;) gearbeitet werden kann. Die
Zeile (xo, Yo, x1,11) — ([, fa, [y, Ac, defined) rufe dabei eine Prozedur auf, welche f(z1,y1),
fo(z1,91), fy(z1,91) und den Sprungwert Ac berechne oder de fined= false setzt.

Bei Termination ist (z1,y;) eine Approximation eines Kurvenpunktes, nahe eines singuldren
Punktes oder f ist in (x1,y;) nicht definiert:

Procedure Newton
[npUt g,C, h? Zo, Yo, T1, Y1,

(20,90 21, 91) = ([, for fy. Ac,defined);  (f = f(z1, 1))
c:=c+ Ac
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While defined and |f—c| > ¢ do
df* = f2 + 1};
If df*>(g/h)? then
(%0, y0) == (1, 41);
(z1,91) = (20, 90) = (f =€) - (fur f) /S

($07y0,$17?/1) = (f7 ffﬂafy7AC); (f::f(xlayl)
c:=c+ Ac;
else ERROR (singular case);
OU‘tPUt $07310713172/17f7 fr;fy;c;

Die Kurve C soll durch eine Funktion parametrisiert und diese durch einen Polygonzug
approximiert werden. Wir wollen also eine nach der Parametrisierung geordnete Auflistung
von Kurvenpunkten haben.

Startpunkte fiir die Newton-Iteration sollten deshalb schon gute Approximationen der para-
metrisierten Kurvenpunkte sein. Ist (zZ,y) ein Kurvenpunkt, so benétigen wir eine sinnvolle
Schrittweite h und eine sinnvolle Richtung (Z;,¥;), um den néchsten Startpunkt

T T T

Y Y Y
fiir die Newton-Iteration zu bekommen. Es sei also ein parametisierter Kurvenpunkt (z, 9)
bekannt, sowie die letzte Richtung, mit der dieser Punkt konstruiert wurde.

Berechnung der Kurve in regulidren Bereichen

Die Funktion f sei in einer h-Umgebung U, des Punktes (Z,7) = (z(¢),y(%)) reguldr, d.h:
V(Z',y) € Uh f/(xay) 7é 0

Die Parametrisierung der Kurve wird bestimmt durch:

F(2),y(t) = ¢

z(t)> +y,(t)> = 1  (Parametrisierung nach der Bogenlinge)

Wir bilden die Ableitung der ersten Gleichungen zum Zeitpunkt #. Die Uberstreichungen
deuten an, dass die Funktionen zum Zeitpunkt ¢ auszuwerten sind:

fxft"’fygt = 0
4y =

Aus diesen Gleichungen konnen die uns interessierenden Groflen berechnet werden:

I\ +1 fy
(%) NI (—f) 272
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Die zwei moglichen Vorzeichen bei Zy, g; rithren daher, dass der Kurvenpunkt (z, ) in zwei
Richtungen durchlaufen werden kann. Wenn die Einlauf-Richtung, mit der (z, ) berechnet
wurde bekannt ist, so kann man wegen der Stetigkeit auf das Vorzeichen der Auslauf-
Richtung schlieflen.

In der néchsten Routine wird die Differentialgleichung (272) numerisch mit Schrittweiten-
steuerung gelost, um eine Schéitzung fiir den néchsten Kurvenpunkt zu erhalten. Diese
Schétzung wird mit dem Newton-Verfahren verbessert, womit wir globale Fehler durch lo-
kale begrenzen konnen.

Ein fehlerhafter Abbruch findet statt, wenn die Schrittrichtung auch nach mehrfacher Ver-
kleinerung der Schrittweite h nicht eindeutig bestimmt werden kann, also |f’| sehr klein
wird (singulérer Fall) oder wenn der Winkel « zwischen Einlauf- und Auslaufrichtung zu
grof} wiirde.

Definitionsliicken der Funktion f sind beriicksichtigt. Dort lassen wir die Kurve C enden.

Procedure Step
Input g, ¢, hmim hmaxa h7 ja ga jh yt?
(1‘2, y2> = (ja g) + h - (jta gt)a

Repeat
(xla yl) = (.1'2, y2)7
h:=h/2;

(‘T27y2> = (j7g> + h/2 ' (jt;gt>;
(f,ﬂ, 'r27y2> = (f? fwa fy7 AC? defmed), (f = f(l’%yz))

df == \[F2+ fZ

If defined and |z, fy—y: fo| >df - cosa then (z.B. a= 7r/6)

If @ify > yufo then (xs,y3) == (x2,42) + h - (fy, = fo)/df
else (v3,y3) = (v2,y2) — h - (fy, = fo)/df;
else (x3,y3) := (2, Y2);
until not defined or |(x1,y1)—(x3,y3)|<h-€ or h<hmpn;
c:=c+ Ag
Newton(e, ¢, h, x3,Yy2, 23,3, [, fz, fy, defined);
If defined then
(@, 9) = (23,93);
df = 12+ f
If wify > yefo then (Te, §e) == +(fy, — f2)/df
else (Zy,9) = —(fy, —f2)/df;
h:=4-h; If h>hpa then h:= hpay;
Output h, Z,y, T, Ui, ¢, de fined,
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Die Kurve nahe singulidrer Punkte

Wenn (z,y) ein isolierter singuldrer Punkt von f ist, d.h.

f'(@9) =0 & Y,y eU\{(z.9)} f(z,y)#0,

so kann die Hesse-Matriz f":= f"(z, 1) noch verniinftige Richtungen definieren. Die Schritt-
weite ist dann minimal zu wéhlen.

Ist f” indefinit, d.h. die Matrix hat einen positiven und einen negativen Eigenwert A, so
liegt bekanntlich ein Sattelpunkt von f vor und die (zueinander orthogonalen) Eigenvekto-
ren ex beschreiben Richtungen des maximalen Anstiegs bzw. Abfalls:

0 L et (fm” foy ):A2—(fm+fyy)A+fmfyy—f§y

f:cy fyy—)‘
f_m:c + fyy + \/(fxx — fyy)2 +4 3.1;
Ay = 7

Wir bilden die Linearkombination e:= ae, + Be_ mit a? + %=1, fiir die gilt:

! Rl —A
0:<e,f e>=0&2)\++52/\_ = ar == >\+_)\_ & ﬁi::l: >\+_)\_

Aus diesen 4 Richtungen eL. = are, + frre_ wihlen wir diejenige aus, welche noch am
ehesten zur Einlaufrichtung (die letzte Richtung, mit der (Z,y) konstruiert wurde) passt.

(z,9)

Ist die Hesse-Matrix semidefinit, d.h. sie hat Eigenvektoren ey, zum Eigenwert 0 und e)
zu A#0, so bedarf es weiterer Untersuchungen, welches Vorzeichen bei +eq eine sinnvolle
Richtung beschreibt. Liegt ein Terrassenpunkt vor (Bild links), so hat C eine Ecke. Es
besteht die Gefahr, den gekommenen Weg wieder zuriick zu laufen. Liegt (Z,y) auf einem
Gratpunkt (Bild rechts), so ist C glatt. Es gibt noch weitere Falle.

Wenn die Hesse-Matrix definit ist, dann hat f in (z,y) ein lokales Extremum. Die Kurve C
entartet zu einem Punkt.

Wir benutzen die Routinen nur fiir nicht konstante harmonische Funktionen f. Dann gibt
es allenfalls isolierte Singularitdten und diese sind Sattelpunkte.
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6.4 Zeta-Reihen

Bei den Formeln zum endlich tiefen Aquifer traten die (i-Reihen auf. Wir geben an, wie
man Funktionswerte effektiv berechnen kann.

o0 —nz

€

Ce(z) = v (R(2)>0, ke N)| x:=R(2) ,y:=5(2) (273)
n=1
Zunéchst berechnen wir (; und stellen dann (5, (3, ... als Summe von ¢(; und schnell kon-

vergierenden Reihen dar.

Weil die Reihe von (] iiber die geometrische Reihe (Je™?| <1 < R(z) > 0) vereinfacht und
dann wieder integriert werden kann (mit passender Integrationskonstante), ergibt sich eine
Darstellung von (;, welche man effektiv berechnen kann:

[e.e] o0 n 1 e—Z d
/ _ -nz __ —z _ . _ _ __ R
((z) = ;6 = nz::l (e ) =1 1= o T, In(l—e™7)
1 e
G(z) = —In(l—e?) = 5 In ((1—6” cosy)?+ (e " sin y)2) — jarctan 1_66_:125;?; (274)

Ein Algorithmus zur Berechnung der (x(z) fiir (k> 1) ist:

R :=c, :=c:=e " cos(—y);
Sy =8, :=s:=e " -sin(—y);

For n:=2 to --- do
C, = Cp;
C, :=C,-C—8S,"S;
S, =Cp,-S+8S, C;
%klzé}ekﬁ-%ﬁ;

., — Cx Sn .
\sk—\yk—i_ﬁ?

Fiir grofie #(z) >0 konvergiert die (,-Reihe schnell, fiir kleine R(z) > 0 nicht, wegen |e~*|~ 1.
Zudem soll der Fehler bzgl. z gleichméfig (d.h. unabhéngig von z) geschétzt werden. Dazu
niitzt uns folgende Abschétzung:

1 > 1 1 & 1
Wéﬁmzwg@“y

1 1 1 1 1
= 7nk<<1+7?1)k+. . '+(1_|_m7—1)k + (1_}_%)1::—'—' . .+@ 4. )

1 im 2m 4dm 8m
< — ( + + + 4+

mk \ (L1 0)F T (I+1)F T (113)F ' (1+7)*
1 e 1

] ZO on-(k—1)
1 2k—1

= =y k> (275)

Die Konvergenz wird nun verbessert, indem &hnliche aber exakt bekannte Reihen abgezogen
werden, sodass sich der Exponent k—1 (die Ordnung des Verfahrens) in der Abschitzung
erhoht.
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Wir begniigen uns mit Verfahren der Ordnung 3, sodass nur die Berechnungen von (3(z)
und (3(z) modifiziert werden miissen:

(e=e " c=e"cos(—y),s=e "sin(—y),c,=e " cos(—ny),s, =e "* sin(—ny) wie oben)

. (2 2 1 ) .
—— — e
n+1 n n+l (n+1)32

267nz 267(n+1)z 267(n+1)z . ef(n—H)z z)>
(&

C(2) = i
- ;( 2(n+1)2 n n+l * n+1 <1_6)_(71—1—1)2
20

—nz

s +2e7 4 2(G(2)—e ) (1-€F) = (G(2)—e el

= 34X i 2060 - Gle)

1 o0 e*TLZ
- L io1-¢
1+e* <3+n§::1n2(n—|—1)2 +2(l—e )C1(Z)>
= 1 ((et4ctis) (3 iy C"“S”) 2?14 2i8)G(2) ] (276)
T e’f2c+1 = n2(n+1)2 '
4 277
1+e? n;n n?(n+1)2| = 7 m3 (277)
< (1 1 11 1N .
@@>—;§<m—nmwn+(‘n+mu+nﬁ>e
B i e~ Nz (_ e~ Nz N ef(nJrl)z N ef(nJrl)z <€z_1) N enz)
=\ nd(n+1) n n+1 n+1 n?
= einz —Zz —z z
= nz:: Bnrl) e "+ (Cl(z) —e )(e —1) + ((2)
- 14 (e 1)
G =1+ -DAE) + 3
c—e’—is > ¢, +1is,
- 14— —— 2
6 - 14 S G+ Y S (278)
o0 efnz 8677’”1
2
— n3(n+1)‘ - Tm? (279)
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7 Anhang zu Haupwertintegralen

7.1 Hilbert-Transformation

Satz 7.1 (Sochozki, Plemelj, Privalov) Sei C C € eine glatte, doppelpunktsfreie, ori-
entierte Kurve endlicher Lénge L mit den Endpunkten a,b€C \ C.
Die Funktion f : C— @ sei a-holderstetig, d.h.

O<a<l & 3k el [f(Q)—F(Co)l<k-[C=Cl

dann gilt:
a) Fiir alle (y€C existiert der Cauchysche Hauptwert und es gilt: c
Q) : f(€) G
F(G) =P d¢ = lim ¢ ‘
i iy L = @
= /C f(gg):go@o) d¢ +imf(Co) + (1B(b—Co)—ln(a—Co))f(§0) C_

QR

Dabei sei z +— In(z—(p) eine Stammfunktion von z+—1/z—() auf der bzgl.
C nach rechts geschlitzten komplexen Ebene, welche C\{(y} enthalt.

Ist die Kurve C sogar einfach geschlossen, dann gilt: F'({o) = /c WOZC +imf(Cp)

b) Streben die Zahlen z € ' gegen (y,€C derart, dass es eine Zahl h gibt c b
mit |z—(o| <h - dist(z,C), dann gilt:
0
. f(Q) = f(G) J(Q) = f(G)
1 2l sl = | ———2d
I e s «

Diese Konvergenz ist sogar gleichméfig, d.h.
Ve>0Vh>030>0V2ed, (el (|¢—al,|Go—b|>¢)
12— Co <6 & |2—Co| < h-dist(z,C) = \/cf@c__f(g‘))dg —/Cf(%:go(@)dq <c

z

c) Streben die Zahlen z € €' bzgl. der Kurve C von links (+) bzw. von rechts (—) gegen
(o €C derart, dass es eine Zahl h mit |z— (| <h - dist(z,C) gibt, dann existieren die
Grenzwerte F'*((y) bzw. F~((y) des Cauchyschen Integrals und es gelten die Formeln
von Sochozki € Plemely:

IO e
i [0 = FG) +im0 (@) = (@)

Diese Konvergenz ist ebenfalls gleichméflig wie bei b).

d) Die Funktion F' : C — (' ist stetig. Fiir o <1 ist F' wieder a-holderstetig auf jeder
kompakten Teilmenge von C (Satz von Plemelj-Privalov).
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Wir skizzieren den Beweis, weil dessen Ausfithrung z.B. [Muschelischwili][Seite 45 ff.]
schwierig nachzuvollziehen ist.

a) Fiir hinreichend kleines r > 0 seien C,:={( €C : | — (o| > r} und (4 € C die zwei
Punkte mit |(+—(p| = r. Damit rechnet man nach:

f ©-F P I8 ¢+ £(69) (In(b—Go) —In(G— (o +In(¢+G)) ~In(a—Cy))

e (=G
—im fir r—0

Das Integral auf der rechten Seite konvergiert absolut und gleichméfig fiir r — 0 wegen
der Holderstetigkeit f. In der Rechnung sei die Kurve C vermoége der Bogenlidnge s
parametrisiert: (:]0, L[— C, |d((s)| = ds

1(O—1(G) 1O~ 1() N Lo L
[ FeEE e < [T e < b [ |-G ac) < ks tas =

Die Logarithmus-Summe ergibt im fiir » — 0, weil die Kurve C glatt ist.

b) Zur Vereinfachung der Darstellung nehmen wir (o=0 und f(0) = 0 an. (Andernfalls
betrachte man die Funktion z+ f(z+(y)—f({y) auf der Kurve C—(y, welche ebenfalls
a-holderstetig ist.) Sei weiter >0 hinreichend klein und |z| <r / 2.

Q) .. 1 fQ) 2| Al g

<h <k\g‘|a1
<hok [l ’Z' /|f [la

—0 fiir r—0 —0 fiir 2—0 (r fest)

¢) Mit dem Vorigen beweisen wir die Formeln von Sochozki & Plemelj.
Wir brauchen dazu eine einfach geschlossene Kurve C’, die in positiver Richtung durch-
laufen werde. Ist die Kurve C nicht schon einfach geschlossen, dann konnen wir sie
(weil doppelpunktsfrei) zu einer einfach geschlossenen Kurve C’ erweitern, wobei links
(+) das (beschrinkte) Innere und rechts (—) das AuBere der Kurve bedeute. Auf C’\C
setzen wir f:=0. (Es wird nur die Holderstetigkeit von f auf C benétigt.)

/f d¢ = lim ) 4

k=2 T BT
i f O  f
[ K ac—insia +raf 3T ()
- [ Lazing

d) Der Stetigkeit von F' ergibt sich aus der gleichméfligen Konvergenz in b). Fiir die
a-Holderstetigkeit von F' verweisen wir auf [Muschelischwili][Seite 55 ff.] O
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Corollar 7.2 (Hilbert-Transformation) SeiC C € eine glatte, einfach geschlossene Kur-
ve, die in positiver Richtung durchlaufen werde und 0 <a <1. Dann ist die Abbildung

H: () — Co(C)

F - ;Pjgg(?dg

eine wohldefinierte Isometrie in £2(C) mit ’H =H'=H*|

Beweis:
Alle Integrale sind geschlossen. Wir notieren dies nur an den Stellen, wo es gebraucht wird.

Die Wohldefiniertheit der Abbildung ergibt sich aus dem letzten Satz.

Wir zeigen zuerst H* = H. Dabei wird die Vertauschbarkeit der Integration klar, welche
dann auch fiir den zweiten Teil des Beweises benotigt wird.

(Hf.g)e = /<m/< gd<;) ()

d€
) 1
= lim ( — )
r=0Je \im C|<—5|>rC
§)

- ;ig(l)/f <Z7T/C|C—£|>r<£ f) d
= [f©- P/pg_C ¢ d¢
= ([, Hg)r

Wir zeigen H?=id. Sei n€C beliebig.

Es werden (zweimal) die Formeln von Sochozki & Plemelj benutzt: Die Punkte w € €' mégen
in geeigneter Weise von rechts (also von aufien) gegen den Punkt z streben.

Die Vertauschbarkeit der Integrationen ist gewihrleistet.

SchlieBllich werden die Integrale {iber den Cauchyschen Integralsatz und mit den Formeln
von Sochozki & Plemelj berechnet:

—r(H ) = P gfn (P/C g“f; d<) &
W= /c§—1w<P/c g(_cg dg)dgﬂ’w/cgg)u d¢ + (im)*f ()
= [0 =g )i [ e

oy O TP

=0 =—i7

= —n’f(n) O
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Corollar 7.3 Die letzten zwei Sétze 7.1 und 7.2 lassen sich weitgehend auch auf unbe-
schriankte Kurven erweitern. Wie diskutieren nur den Spezialfall C = IR. Die Funktion f
muss neben der a-Hélderstetigkeit noch quadrat-integrierbar sein:

fR—QC & feC™nL?
a) Fiir alle (p € IR existiert der Cauchysche Hauptwert:
f(©) : f(©)
d¢ = lim d
6% T 6 ©

b) Streben die Zahlen z € €' auf der komplexen Ebene von oben (3(z) > 0) bzw. von
unten (J(z) <0) gegen (o€ IR derart, dass es eine Zahl h gibt mit |z—(o| <h - |J(2)],
dann existieren die Grenzwerte F7((y) bzw. F~((y) des Cauchyschen Integrals und
es gelten die Formeln von Sochozki €9 Plemely:

FGo) =P

i [ e = pq) £imsic) = )

2= "~

Die Konvergenz ist gleichméfiig in z € € und in (y auf jeder kompakten Teilmenge
von IR.

c) Die Funktion F': IR — (' ist stetig und quadrat-integrierbar. Fiir a <1 ist F' wieder
a-holderstetig auf jeder kompakten Teilmenge von IR (Satz von Plemelj-Privalov).

d) Hilbert-Transformation: Sei 0 <« <1. Dann ist die Abbildung

1 ]
H: C**(R)> f EP/_OO g(_o d¢ € C™(IR)

eine wohldefinierte Isometrie in £2(/R) mit ’H =H'=H*
Den Faktor ¢ ldsst man meist weg. Wir benutzen das Ergebnis als Umkehrrelation:

fe =7 2 = ol T gem g (250)

¢—¢ —¢

Im Beweis muss gezeigt werden, dass fiir hinreichend kleine a<0 und hinreichend grofie
b>0 die Integrationen iiber [A,B]\ [a,b] fiir beliebige A, B mit A<a, b<B nichts Wesentliches
mehr beitriigt, sodass die letzen Sitze anwendbar sind. Sei z € €' mit |z <=2, &

272"

Die Eigenschaften der Hilbert-Transformation ergeben sich ebenfalls aus dem Vorigen. We-

gen des schnellen Abfallans des Integranden kann man den wesentlichen Integrationsweg

la, b] durch einen harmlosen Bogen in der oberen komplexen Halbebene schlieBen und f dar-
dg

w) - (C=¢)

2
A< |flz =0 O

im Beweis

auf geeignet fortsetzen. Alternativ kann man das Integral 77/ G

des letzten Satzes auch direkt ausrechnen. O
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Die wichtigsten Eigenschaften der Hilbert-Transformation (ohne ) sind in der néchsten Ta-
belle zusammen gestellt. Man kann sie zum Teil in [Vachenauer|[Seite 337 ff.] nachschlagen.

f(r) F(u) := ;173/ f(_rl)t dr
F(r) —f(u)
(af +bg)(r) (aF + bG)(u)
f(r+a) F(u+a)
f(=r) —F(-r)
flar) (a>0) F(au)
f(r) F'(u)
rf(r) uF(u)—jT /f(r)dr
(Fr)r)=[ F($)atr—)ds | (Fx@)w) = (Frg)(u) (Faloungsregel) |V
Xa(r) (<) DU (e
o 9STED el | (w-olafu—c] (e a)(u-b)lnfu-b
- e pop<o u—a _nau—a u—cc_n u—c| c—a_z;— C_n u—
0 sonst. b b (b=a)(e=b)
d(r—a) (aclR) 7lruia
1 u/c
e (=0 e
sinr 1 —rcosu

Wir wollen weitere Hauptwertintegrale berechnen, bei denen anstatt r +— % mit den Funk-

tionen 7 — —+— und r — —L— gearbeitet wird. Wegen der konkreten Anwendung in dieser
sinh r tanh r

Arbeit bezeichen wir die zugehorigen Abbildungen als Grundwasser-Korrespondenz.
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7.2 Die Grundwasserkorrespondenz

Wir benutzen die Sitze des letzten Kapitels 7.1, um die bisher nicht bekannte Grundwas-
serkorrespondenz zu beschreiben.

Notation: Sei n € IV und 0 < a < 1. Wir benotigen einige Radume von a-hélderstetigen
Funktionen, die zudem im Unendlichen stark abflachen:

ere = (e | IVi=0,....n Yoy |fO(x)— [O()] < k- [r—y])
cr® = {feC™ | 3h f—h-tanhel'}

Satz 7.4 (Grundwasserkorrespondenz) Fiir n€ N und 0 <« <1 sind die Abbildungen

n,a —1 o
Tocengt -t (Thw) =7 tanhgr) e
= (282)
—1 g(r)
. n,Qo n,o 1 —
S - ocmenLt (Se)w) = — P/msmh(r S
wohldefiniert und —8,7 zueinander invers:
_ Lo g(r) _ ol f()
Jlu) = WP/_OO sinh(r—u) dr = glu) = 7r P/—oo tanh(r—u) ar (283)

Firn>1gilt 7f = (7 f) und S¢’ = (Sg)'.

Beweis:

Wegen des gleichméBigen (und schnellen) Abfallens der Funktionen taj; oo im Unendli-

chen, ist praktisch nur iiber ein endliches Intervall |A, B] zu integrieren:

A ) | fr)
Ve>0Va<b3dA<a,b<B Vu€la,b /_OO fanh(r—u) +/B tanh(r—u)

Das Argument u nimmt dabei nur Werte im Intervall [a, b] C]A, B[ an.

dr<e

Damit sind die Hauptwertintegrale wegen der Holderstetigkeit von f, g definiert und die

Formeln von Sochozki & Plemelj aus (7.1) anwendbar:

_f R—>oo f()
?tanhr w) / <tanh7" w) +r ud _P/oor U

w0 (R —f(r) f(r) [ i) .
<— /R<tanh(7"((u)+iw)) * r—(u—l—iw)) dr __4 mdr Eim ()
/R —f(?“ ——dr inf(u)

—r tanh(r— (u+iw))

R—oo [ —f(’l“) .
7 /—oo tanh(r— (u+iw)) dr £ imf (u)

Die Konvergenz ist gleichméfig bzgl. w € IR und u € [a, b] C}-R, R[. Mit dem Satz von Plemelj
& Privalov aus 7.1 folgt die Holderstetigkeit von 7f auf jeder kompakten Teilmenge von
IR. Aus der gleichméfligen Konvergenz in den Formeln von Sochozki & Plemelj ergibt sich
- falls f differenzierbar ist - auch die Differenzierbarkeit von 7 f und es gilt 7 f' = (7 f)'.
Dasselbe gilt auch fiir Sg.
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1 00
Wir zeigen 7f—h-tanhe L' fir fe C% N L' und h::—/ f(r)dr.
T J—

Die gleichméBige Konvergenz fiir w— 40 in den Formeln von Sochozki & Plemeli wird jetzt
symmetrisch benutzt, sodass sich der Imaginérteil weghebt. Aus (294) bekommen wir den
Realteil von 1/ tanh.

11 0o f 00
Tf)(u)—htanhu =2 —( | / ~tanhu [
(Tf)(u)—htanhu (2 tanh(r u+zw +3 tanh —zw)) tan uoof(r) dr
B 7/ ~sinh(u—r) cosh(u—r)— tanh u(sinh?(u—r) + sinw) i
B sinh?(u—r)+sin’w

eLt

In analoger Weise zeigt man Sg € £! fiir geCY?.

Es gelte g—htanh € £!. Den Realteil von 1/sinh liest man aus (295) ab. Das Hauptwert-
integral S(tanh) kann iiber die Formeln von Sochozki & Plemelj entschérft und dann z.B.
mit einer Partialbruchzerlegung berechnet werden. Es ist in der Tabelle (286) aufgefiihrt.

(Sg f/ —g(r —i—htanhrd 7/ tanh r
= sinh(r—uw) sinh(r—u)
w—0 1 B4 ,
= - /(g(’r’)—htanhr). .SmQ (u—r) co.s@: -
T sinh”(u—r)+sin®w @b_“,
eLt cLl

AbschlieBend beweisen wir 7Sg = —g fiir g € C2®. Analog priift man STf =—f fiir f €
C%N L. Dazu werden die Formeln von Sochozki & Plemelj wieder symmetrisch im Limes
w — £0 benutzt, sodass sich die Imaginérteile heben. Ein Integral berechnen wir iiber
Partialbruchzerlegung und verwenden dann die Dirac-Eigenschaft vermége des Satzes 8.2.
Ferner werden die Abkiirzungen p= r—u und o =s—u benutzt:

1.7 1 T og(s)ds
78 - —P/ 73/ . d
(759)(w) 72 J tanhp J sinh(o—p) "
weo 1.7 coshpsinhp T g(s)ds
— 9 . 2 . 9 . dr
w2 J sinh"p+sin“w J_ sinh(o—p)
-1 7 7 1 cosh psinh p
S 73/ drd
T . 9(s) J sinhpcosho— coshpsmha sinh?p + sin’w rae
o
t := tanh —
anh o
00 1 14+t2 2z
— 7) 11_:22 T 12 2dt d
- 1+ 2w\ o2 12
0 e <l—t2) + sin” w
e} 1
—2t(1 4 ¢*
_ 73/ WD) s
(1+1¢2) smha 2t cosho 412 4 (1—12) sin’w
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00 1
-2 —Asinh A(1+¢%) sin’*w — 2Bt
= = JatsP| LSIAP (L) sintw = 2BE ) ) g
7r2_ J, (1+t?)sinho—2tcosho ~ 4¢2 cos?w+ (1+12) sinw
-2 7 A(1+¢) sin?
= = [osP/ s g
m= J o0 ) AP cosPw+(1+412) sin"w
-1 7 cosh(s—u) | sinw|
= — d
T _Oog(s) sinh*(s —u) +sin®w i
= —g(u)

Man rechnet nach, dass die Partialbruchzerlegung mit

2

cosh o sinh o cos*w

sinh?c + sin

5 und B =

. 190 X
w sinh?c + sin®w

gelingt. Aus den Integralen (300) und (298) ergibt sich, dass die Integration iiber den
ersten Summanden wie auch zum B-Term nichts beitrégt. Der verbleibende Term liefert

T
A-—|si .
2|smw|

Fiir letzen Limes w— 0 priifen wir die Dirac-Eigenschaft zum Satz 8.2:

| sin w| cosh o 1
a) 0< fulo) = : , fwel
) 0= fulo) ™ sinh?o +sin’w /
b) fulo) “=3 0 gleichméBig fiir o] >e
I inw| | hod 1 inh o>
c) /fw(a) do = [ sinw| / . ZOS c 'U =— arctanM =1 O
s 7 J_sinh’o + [sinw]> 7 |sinw| ] —co

Unter Verwendung der letzten Umkehrrelation lassen sich weitere Integrale berechnen. Wir
notieren noch zwei wichtige Ergebnisse:

Satz 7.5 Mit den Bezeichnungen aus dem letzten Satz 7.4 gilt:

—(TTf)(u) = ;21 7_’4 tanh(lr_u) 1 taif()sﬁ)dr = f(u) - ;_mtani(_su_u) (s)ds|(284)
~(589)(u) = ;21 Poosinh(i—u) wsii;i)sisr)dr =g(u) — 7r22/oosmfl(_sliu) (s) ds| (285)
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Wir haben einige Eigenschaften der Grundwasserkorrespondenz zusammengestellt

F(r)dr

f(r), fecnct

-1 T f(r)dr
)_W?[Otanh(r—u)

(286)

smh(r w)

N (u) ( g) f(r) T(u) —u (d = g)
(aSf + 8Sg) (u) (of + Bg) (r) (oTf + BTg) (u)
(Sf)(u+a) f(r+a) (7Tf)(u+ a)
—(Sf)(—u) f(=r) —(7f)(—u)

Lo f(r) Lo f(r)
T [oo a-sinh = " fla-u) (a>0) _;/700 a-tanh =
(Sf)' (u ) f(r) (71) (u )
u- )= 7/ Jr smh dT) rfr) u- @)= 7/ Jr tanh dr)
(Sf * g)(u) (fxg)(r)=(g*[f)(u) (7] * g)(u)
ou) ~ (Dirac=0) _7T1 tarihr (u)—; tar?hu
2 u -1 1
(u)= 72 sinh u r sinhr o(u)
—1 2
p—— tanh r ;u tanh u — 0o
2 u?— T 2 ~1
7 meoshu 7 coshr cosh u
2 —u r coshr—1 2w
7 sinhu tanh 2~ sinhr 7 tanhu
- 2 2 2 —u
7 sinh u

7 wsinhr
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7.3 Partielle Integration singulérer Integrale

In dieser Arbeit treten stindig Hauptwert-Integrale der Form

P/bf(x)gxo(z)d:): = hm(?]i )G, (@ d95+/f ) o (T ) (xoe(“’bn

xTo+€

ZX[M@iH]fi eco’a[aab] & fie C2(xiaxz’+1)
i—1

auf, wo f eine a—holderstetige und stiickweise zweimal stetig differenzierbare Funktion ist.
Wenn es eine Funktion G' gibt mit

1. G € C*(a, o) N C*(x0,b)

2. G" = gy, in (a,z9) U (z0,b)

3. ¢ lim (G’(a:o—l—g)—G/(xo—a)) =0

4. hII(l) e*G'(xg+e) =0

5. lim e 'Glrg£e) = 0 (& 4.&G(0)=0),

so lasst sich obiges Cauchy-Hauptwert-Integral zweimal partiell integrieren:

b

P/f(x)G"<x)dx:[f(x)G'(a:)} — lim [f(2)&" ()] _7)/ e

a e—0 :vo €
=0 wegen 3.& 4.
n b
= /06" @), - L [r@o@]" + [ @6@)] )P @6 dr
i=1 a
=0 wegen 5.

Wir haben ein paar Funktionen mit diesen Eigenschaften zusammengestellt:

9(a) P[g(x) | P[P g()

1
- r#0|In|z] zlnjz| — =z
x
1 oo ,—(2n+1)|z| __ 1 (287)
z#0 | Intanh 2 | 2sign(z) > S ——
sinh x 2 —  (2n+1)?
1 51gn( ekl

x # 0 | Insinh |z|

(:1: +Z

)

tanh x
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8 Anhang zu Tabellen und Formeln

8.1 Sitze aus der Funktionalanalysis und Funktionentheorie

Satz 8.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (B,| -|) ein Banachraum, D CB eine nicht
leere, abgeschlossene Teilmenge und T : B D D —— D eine Kontraktion, d.h.

AL<1Va,yeD [T(x) =T <L-|z—yl,

dann gilt:
a) Die Abbildung T hat genau einen Fizpunkt €D, d.h.

JzeD T(z) ==&

b) Ist zo €D ein beliebiger Punkt, dann konvergiert die rekursiv definierte Folge (xy,)nen
mit =T (x,) fir n>0 gegen den Fizpunkt T €D. Es gilt die Fehlerabschditzung:

n

1-L

|zn — 7] < 1 = o

Einen Beweis findet man z.B. in [Walter|[Seite 45 ff.].

Satz 8.2 (Dirac-Folgen) Als Dirac-Folge bezeichnen wir eine Familie von Funktionen
(fu)n , wenn gilt:

a) Vne N fnZ]RHRZO AN anCOﬂ[,1

b) Ve>0 lim fo(z)dx =0

n—=00 Jiz|>e

c) nhoo/ fulz =

Dirac-Folgen werden mitunter reell indiziert als (f;)ec—ec,, wobei die Scharparametermenge
fiir ¢ den Haufungspunkt co hat und entsprechend die Limites fiir c— cqy zu bilden sind.

Ist (fn)n eine Dirac-Folge, dann gilt:

VhiR —R, he C'nL™ lim [ h(z)- fo(z)de = h(0)

n—oo —00

Weil die Voraussetzungen im Vergleich zum Ublichen verallgemeinert wurden, beweisen
wir diesen Satz:

‘/h ful)dz —h ‘ /]h |- ula) d + [(0) ‘/fn :1:—1‘
< maxfh(a) - /fn ) do -+ ma ()~ ]/fn )dz + (0 ]’/fn dx—l’
|z|<é Az|>5 <|hlgoe Z°
0 fiir 600 <2fh] oo _

—1 fiir n—oo —0 fiir n—oo —0 fiir n—oo
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Satz 8.3 (Fourier-Transformation) Die Zuordnung

L(R)5u — aelf(R)  al) = \/127/_0; w(w) e da

st eine wohldefinierte unitire Abbildung, d.h. es gilt:

Vue L2(R) (u,u)p> = {4, 0) 2

Einen Beweis findet man z.B. in [Renardy & Rogers][Seite 154 ff.].

101

(288)

Nachfolgend die wichtigsten Eigenschaften der Fourier-Transformation (vgl. [Vachenauer]):

/@) &)= (FNE) = [ f@)e do
F(x) 2mf (=€)
af(x) +g(x) al(§) + G(¢)
f(z) F(€)
f(z+a) (a€R) e F(€)
flaz)  (ac R\{0}) )
' f(z) (e (i1 L) Fe)
(5" (€ F(e)
[ sty 28 ar o)
(f*g)(z) = /_ O:o fwlgle—y)dy | (F-G)(§)  (Faltungssatz)
(- 9)@) o (PG
1 X . 2{r 6(&) (Dirac—9)
, T>

O(z) = 0.2<0 EHé(S)
d(z) 1
= e i)
S me (o + Fsign(c)
acosx + zﬂ.sinx aw(é(f—i—l)—i—é({—l)) —BW<5(§+1)—5(§—1))
cojhx * Sirllfll‘ “ cosh Z¢ +fmtanh ﬂ;
S;n; X[-1,1] (5)

sinh(ax) cosh(ax) sina 2 cos & cosh §
asinh(wx) cosh(mx) (0<a<m) acosh£ + cosa cosh{ + cosa

(289)
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Corollar 8.4 (Fourier-Sinus,Cosinus-Transformation) Fir v € L2(IR) sei:

(Fa)(§) = [ vlw)cos(ag) dv = (Fao)(=¢)

—00

(Fa)§) = [ v(@)sinag) do = — (Fo)(=¢)
B gilt: FF=FF ., F=(F.—iF) ., F'l=F=(F+iF) (290
o) = — [ ((Fuo)(€) cos(ug) + (Fro)(E) sin(yg) ) de (201)

Definition & Satz 8.5 (Faltung) Die Abbildung
LAR) < LA(R)> (f.g) = [*g€L™(R)

(95 @) = (f < g)(@) = [ Fw)- gl =) dy

heifst Faltung der Funktion f mit g. Deren Wohldefiniertheit ergibt sich aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung:

9@l < [T 11 g —wldy < 1l Lol

— 00

Fiir f € CY(IR) mit f, f' € L*(IR) und g € L>(IR) ist auch f * g stetig-differenzierbar und
es gilt:

(fx9)=fxg (292)

Satz 8.6 (Sobolevscher Einbettungssatz) Seien m,n,k € IN natirliche Zahlen und
m > 1. Den Raum der n-mal stetig-differenzierbaren Funktionen auf dem IR™ bezeichnen
wir mit C™ und versehen ihn mit der Pseudo-Norm.:

C"> [ flen =Y 1f P €[0,00]  (FEC": |flow:=sup{|f(2)| : z€ R"})
=0

Unterrdume von C* sind:
Cp={fe€C":|flen < 0}
Cy :={f € C" : supp(f) beschrankt} C C;' (Supp(f) ={zeRm: f(z) # 0})

Fir 1<p<oo erhdlt man weitere Normen auf C{':

Ci > F il =210 €00l (Ifl5= [ If@) da)
=0
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Als Sobolev-Raum wird die Vervollstindigung des Raums Ci bzgl. der | - |, bezeichnet:

Wn,p — C(T)L Iln,p Hn — Wn,2

Eine Form des Sobolevschen Einbettungssatzes besagt: Wenn p-n > m gilt, dann kann
man die Funktionen in WP mit Funktionen in Cf identifizieren und diese Einbettung ist
stetig bzgl. der jeweiligen Normen:

n > TZ = WP CF & Fe | er < | g

Einen Beweis findet man z.B. in [Renardy & Rogers][Seite 215 ff.].
Es gilt noch eine Verschdrfung in Bezug auf die Holderstetigkeit. Sei 0<a<1:

f " (@)= f" ()

|z —yl|e

C"> fr=|flewe == |flen + sup{
C = (fEC™ ¢ [flema < 00}

c r,yeIR", x;«éy}

n > 7;+ a = WP o et & Fe |- fove S e kg

Man vergleiche hierzu [Alt][Seite 217 ff.].

Bei einer stetig-differenzierbaren Funktion f : IR D I — IR folgt aus der Bedingung f’'+#0,
dass die Funktion f injektiv ist. Ist die Funktion f : IR" D G — IR" stetig-differenzierbar,
sodass fiir alle z € G noch det f'(z) #0 gilt, so folgt aus dem Satz iber implizit definierte
Funktionen immerhin noch die lokale Injektivitét.

Aus [Pommerenke][Seite 15 ff.| haben wir folgendes Lemma entnommen:

Lemma 8.7 (Injektivitidts-Kriterium) Das Gebiet H C @ sei konvex und die Punktion
f:+ H — @ holomorph. Wenn gilt

Vze H Rf'(2)#0,

dann ist die Funktion f injektiv.

Im erstaunlich einfachen Beweis nehmen wir R f' >0 an. Seien 21, 2 € H zwei verschiedene
Punkte, so ist deren Verbindungsstrecke ganz in H enthalten und aus

%w _ /01 g)%f/(zl +t(z—21))dt >0

folgt dann f(z1) # f(z). O
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8.2 Ab- und Aufleitungen einiger elementarer Funktionen

f'(x) f(z) [ f(z) dz
az! z* (a € R) (g IN:0< ) ”f;:ll (a# —1)
1
= In |z| (x #0) zlnjz| — =z
e’ e’ e’
cos T sing = &5 —cos
—sinx cosx = e sin x
—SFL cscT = (0 < z < ) |—artanh cosz=Intan %
sin® x sinx 2
: N :
g secT = —— (—5<x<7%)| artanh sinx
1+ tan’z = —5 tanz = % (—5<z<3F)|-Incosz
2 _ -1 __ cosx L
—(1+cot’z) = - cotw = <2 (0<z<m)| Insinzx
1 . . 2
Wi arcsin x (—l<z<l)|zarcsinz + 1—x
—1 =T _ i — _ 2
Vit arccos =g —arcsinz  (—1<z<1)|zarccosz —1—-x
ﬁ arctan x z arctan z— 3 In(l+2?)
-1 _ 1 2
T arccot = —arctan r rarccot v+ 5 In(l+2?)
cosh sinhz = €=~ cosh
sinh z coshz = €&~ sinh
— cosh x _ 1 |$\ _ elzl 1
S cschz = —— (x #0) Intanh '3 = In &5
—sinhx _ 1 :
o sechx = o arctan sinh x
2, 1 _ sinhz
1 — tanh“zx P tanhz = T In cosh x
2, _ -1 _ coshz :
1 —coth®x = —— cothw = P92 (x #0) Insinh |z|
z;—&-l arsinh x =In(z-+v/2?+1) xarsinhx — a2 + 1
w;_l arcoshz=In(z+v2?—1) (1<x) xarcoshx — a2 — 1
1 17,1 1
— artanh x =3 In ;2 (-1<x<1)|zartanhz+3 In(l—2?)
—1 1 1 1
o arcothz =1 In 2 (1<a) xarcoth z+3 In(z?-1)
== V1—2a? (—1<z<1)| j(arcsinz+av/1—22)
2 1 2
—— 2 —1 (1<ux) 5 (Farcosh r42v/2%-1)
x 2 1 i 2
NCEST 2+ 1 5 (arsinh v+ 2 v/ 22+1)
T +In(1 + 2?) 2 In(l+x?)—z+arctan z
2sinx cosz = sin(2z) |sin?z = 2 6025(293) +(z — sinz cos z)
—2sinx cos cos? g = 1) +(z + sinz cos z)
2 sinh 2 cosh 2 =sinh(2x)| sinh® z = _H#Sh(%) s(—x + sinh z cosh z)
2 sinh z cosh cosh? g = ieosh(@z) ;(z + sinhz cosh z)

2
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eix _ e—iz et — e
Relationen sinz = sinhx = sinh(iz) =i sinz
20
el$ + e—za) el’ _|_ 6—.7} )
cosx = 5 coshez = ——— cosh(ix) = cosz
sin x sinhz e —1 , ,
tanx = tanhx = = tanh(ix) =i tanz
Cos T coshx e +1
cos? +sin? =1 cosh? —sinh? = 1
Funktionswerte
0% 30° 45° 60° 90° 21/‘
¢ 10§ 1 5 3 ] s ou
. 4 2/ 1 2m
sinz| 0 % ? @ 1 0 A % p o
V3 w21 A
cosx| 1 > * 5 0 0 ‘
tanz| 0 ? 1 V3 o y=cosy y=sma

Symmetrie, Periodizitét, Komplement (z € R, r € (—1,1))

—sin(—z) = siny = —sin(r+7) = cos(z — 7) —sinh(—z) = sinhx
cos(—x) = cosx = —cos(r £7) = sin(z + F) cosh(—x) = coshz
—tan(—z) = tanz = tan(x £ ) —tanh(—xz) = tanhz

arcsinr + arcsin(—r) = 0
arccosr + arccos(—r) =
arctan z + arctan(—z) = 0

(z,y € R)

= sinxcosy + cosxsiny

Additionstheoreme

sin(z +y)

cos(z +y) = cosxcosy —sinxsiny
tanz + tany
tan(x =
(x+) 1 —tanztany
Produkttheoreme (x,y € IR)

2sinzsiny = cos(z—y) — cos(x+y)
2sinz cosy = sin(z—y) + sin(z+y)
2cosx cosy = cos(x—y) + cos(x+y)

Substitutionen

b
/ R(sinz, cosx) dx

b
R(sin?x, cos® ) dw
(

R(sinh x, cosh x) dz

/
/

/ R(sinh® x, cosh? ) da

1 — g s
arctan z + arctan — = sign(z) 3

sinh(x +y) = sinhz coshy + cosh z sinh y

cosh(z +y) = coshz coshy + sinh z sinh y
tanh x + tanh

tanh(z +y) = anhx + tanhy

1 4+ tanh z tanhy

2sinh x sinhy = cosh(z+y) — cosh(z—y)
2sinh x cosh y = sinh(x+vy) + sinh(z—y)
2 cosh x coshy = cosh(z+y) + cosh(z—y)

B /tanSR( 2t 1—t2) 2 dt
tan & 14+t2"14+¢2) 142
_ /taan( t° 1 ) dt
tana 1+t 1+4¢2) 1+t
B /tanhSR< 2t 1+t2> 2 dt
tanh & 1—t2"1—¢2)1—¢2
_ /tanth< t2 | 1 > dt
tanha  \1 —1271—¢2) 1 —¢2
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8.4 Zerlegungen in Real- und Imaginérteil; spezielle Integrale

Wir benutzen in dieser Arbeit stindig elementare Umformungen und Integrale, die wir jetzt

zusammenstellen.

Zerlegungen in Real- und Imaginérteil:

o—1iw sinho — 7 sinw
tanh 5 =

cosh o + cosw
1 sinh o cosh o

tanh(o—iw) sinh?o 4 sin’w

1 sinh o cosw + i cosh o sinw

sinh(o —iw)

sinh?c + sin
o—iw o sinh o cosh o —w sin w cos w

(293)

sin w cos w
294
! sinh?o + sin%w (294)
(295)

.o sinw cosw—w sinh o cosh o

tanh (o —iw)

Bestimmte Integrale

— 1-In|tanh=|d :/ d
[oo n| an 2| p fooSiIlhp P

/1 (1+1?) sin*w
(1+12)2sin’w + 412 cos?w

/ (1- t2) sin’w
(1+12)2sin’w + 412 cos?w

/ at+0b y
(1+¢2) sinh p £ 2t cosh p

/ at+b it
(1+¢2) cosh p £ 2z sinh p

/ (at+b) sinwdt
I (1+1t2) coshp +2t sinhp + (1—t?) cosw

1

1 foo sin w
L e
21 J—o0 cosh p 4 cosw

-1 sinw
21 J—co cosh p — cosw

296
sinh?o + sin T sinh?o 4 sin’w (296)
2
T
T 297
’ (207)
f’ sinw| (298)
2
g| tanw| — wtanw (wG( 27T 2)) (299)
+
map (300)
sinh p
+a (p — tanh p) + g b (301)

H_

apsmw w sinhp bw we(—ﬂ')ﬂ') (302)
coshp—cosw 22

(we(m,m) (303)

(~2m,0)U(0,2) ) (304)

& 3[&

— sign(w) (w €

sinh p

/75 dw
o cosh y + cosw

/2ln(1j: COS“’)dw
0 cosh

tan ———— 0 305
sinh p arctant cosh u+£1 (170) (305)

cosh gt 4 sinh
mln

2 cosh i (n#0) (306)
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Fourier-Transformierte

——— cos(ax) dz

—————sin(ax) dx

o
z COSs aCOS

Ta fure}
7 cosh S + cos p

[Gradshteyn][3.981.10]

w3

27 cosh T +cos T

cosh % + sin

[Gradshteyn][3.981.5]

use)

cosh % — sin

T
tanh — tan

8
2y

2”) [Gradshteyn][4.114.2]

;) (Gradshteyn][4.114.1]
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(307)

(308)

(309)

(310)
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8.5 Symbol-Verzeichnis

kS

Parallelstreifen IR + | — d, 0], Aquifer (wassergeséttigter Bereich)
untere Intervallgrenze, — [*_u - f,(u) du (, f—Fliche*)

obere Intervallgrenze

Tiefe einer wasserfithrenden Schicht in m, Differential dx, dy, . ..

SIS
|

(potentielle) Energie in J = kgsénz

Einheitsvektor in z, y-Richtung (horizontal)
Einheitsvektor in z-Richtung (vertikal)
= konforme Transformation zwichen den Aquiferen A und A

~~> I1_j< “('D
<
I

= Hohen-Funktion des Grundwasserspiegels

= Grund eines Aquifers A

= Greenfunktion fiir das Druckpotential

= 9.81% = Erdbeschleunigung (g=—-g-e,)
= Hilbert-Operator

Greenfunktion fiir das Strompotential

HCho) (200 (- Stufe)

(Massen-) Strom durch eine Flache in %‘7
komplexe Einheit, Laufindex
Lauf-Index

Vektor der (Massen-) Stromdichte in -5~
Leitwert fiir Wasser im wasserfiihrenden Medium in 7
natiirliche Zahl, Lauf-Index

Raum der beschrankten Homomorphismen

Masse in kg, natiirliche Zahl
Oberflidchen-Bewésserungs-Stromdichte in = (N = —Ne)
natiirliche Zahl, Indexgrenze, Porositét €]0, 1]

= effektive Porositiat €]0,n]

= Wasser-Druck in nf_gQ = % = 18%60

® — Druckpotential, (pg = 9810k, = 0.0981’%’“), £P-Index

pg
Strompotential

= Vektor der Volumen-Stromdichte in me
Quell-Bewiisserungs-Stromdichte in %
Y

OS]

DERTS ST mne 00
I

S =3
Z

o

Ortsvektor in m

Oberflache eines Aquifers A

(affiner) Operator, Funktion. Anwendung des Fixpunktsatzes
= Zeit in day

¢
|

u-Koordinate in A, Realteil von F
Volumen in m?

B SR TN OLR T TS
[

w-Koordinate in A, Realteil von F

> u@
Il

= Realteil einer komplexen Zahl z, xz-Koordinate in A, Realteill von F
Imaginérteil einer komplexen Zahl z, y-Koordinate in A

o s
Q>
[l

komplexe Zahl, z-Koordinate in A, Imaginérteil von F
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C = Bezeichnung von Kurven
cr Raum der n-mal stetig-differenzierbaren Funktionen  (n€IN)

cre = {feC |3k Vi=0,....,.nVz,y |fD2)—fO0)| <k-|lz—yl*} (0<a<l)
cr* = {feC™|3h f—htanhel'}

F = Fourier-Transformation

F. = Fourier-Cosinus-Transformation

Fs = Fourier-Sinus-Transformation

HY = w2

Lr = Raum der p-Lebesgue-integrierbaren Funktionen (1<p<o0)
N = Stammfunktion von It

N N(u) = N (z(u)) + O(u)

@] = GroB-O-Fehlerfunktion: f(z) = O(g(z)) <= 3C >0 |f(z)] < C - |g(x)|
P deutet die Hauptwertbildung eines Integrals an
Q Quellfunktion

St = {feC"|Vi=0,....nVkeN |uftf®(u) "= 0}
St = {f|3h f—htanheS"}

WnP = Sobolev-Raum mit der Norm g+ X" [¢® ] z»

C = Menge aller komplexen Zahlen

N = Menge aller natiirlichen Zahlen (0€ IV)

R = Menge aller reellen Zahlen

) = Dirac-9

a = Holderexponent €]0, 1]

o = 0-ter Polynom-Koeffizient

0i = 1-ter Polynom-Koeffizient

i 2-ter Polynom-Koeffizient

0 = 3-ter Polynom-Koeffizient

¢ = komplexe Zahl

n = komplexe Zahl

& = komplexe Zahl

p = ”(g;“), dp = 35 dp; WasserdichtezloOO%

o = ﬂ(;;“), do = 35 do

w =

A = Laplace-Operator

o = Potential, Energiedichte in —4; . L

m-s2  pg
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h, Grundwasserstufe, 11
L£rneme, 10

Additionsthoereme, 103
Aquifer A, 6

Banach, 98

Bewisserung, Oberflichen- N, 8
Bewisserungsgleichung, 54
Bewisserungskorrespondenz, 50, 51, 53
Bilanz-Gleichung, 21

Cauchy, 88
Cauchy-Hauptwert, 88, 91
Cauchy-Schwarz, 100
charakteristische Funktion, 29
CS, 100

Darcy-Gesetz, 6

Dichte p, 6

Dirac-Folge, 98

Druck p, 6

Druckpotential p, 6
Druckpotential, homogenes p*, 14
Druckpotential, Quell- p°, 14

Einbettungssatz, 100
Energiedichte ®, 6
Erdbeschleunigung g, 6

Faltung, 100

Fixpunktsatz, 45, 98

Formeln von Sochozki & Plemelj, 88
Fourier-Cosinus-Transformation, 100
Fourier-Sinus-Transformation, 100
Fourier-Transformation, 99

Greenfunktion des Druckpotentials, 16
Greenfunktion des Strompotentials, 17
Grundwasserflache a, 52
Grundwasserkorrespondenz, 50-53, 93
Grundwasserspiegel, 7
Grundwasserstufe, 50
Grundwasserstufe 2h, 52

112

holderstetig, 88
Hilbert-Transformation, 90, 92
Hyperbelfunktionen, 103

Injektivitats-Kriterium, 101
innere Bewésserung @), 6
instationédres Problem, 9
inverses Problem, 9, 48

Konduktivitat K, 6
konform, 11
Kontinuitatsgleichung, 6

Leitwert K, 6
Masse m, 6

Newton-Verfahren, 81
Nulllage, 11

Oberflichenrandbedingung, 8

Plemelj, 88
Polygon-Addition, 79
Polygon-Approximation, 78
Porositét n, 6

Porositét, effektive n,, 7
Privalov, 88
Produktthoereme, 103

Quelle, 6
Quellstérke @), 6

Randabbildung z, 12

Satz iiber implizite Funktionen, 80, 101
Satz von Plemelj & Privalov, 88, 91
Satz von Sochozki & Plemelj, 91
Senke, 6

Singularitat, 80

Sobolev, 45, 100

Sochozki, 88

stationéres Problem, 9

Strom, Massen- 14, 6

Strom, Quell- Iy, 6
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Stromdichte, Massen- j, 6
Stromdichte, Quell- ), 6
Stromdichte, Volumen- q, 6
Strompotential, homogenes ¢, 15, 74
Strompotential, Quell- ¢*, 17
Stufenformel, 57

transform. Oberflichenrandbedingung, 21
Transformationsgleichung, 20

unitdre Abbildung, 99

Winkelfunktionen, 103



