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Einleitung

D. A. Kazhdan f�uhrte 1967 in dem Artikel
"
Connection of the dual space

of a group with the structure of its closed subgroups\ [31] eine neue, be-
merkenswerte Klasse lokalkompakter Gruppen ein. Er nannte sie Gruppen
mit der Eigenschaft (T). Sie werden durch eine Eigenschaft ihrer unit�aren
Darstellungen de�niert (siehe De�nition 0.0.2 unten). Diese Gruppen haben
inzwischen Anwendung gefunden in der Ergodentheorie (siehe z. B. [51])
und in der Graphentheorie (siehe z. B. [35]), sowie in der Geometrie und der
Theorie der Operatoralgebren. Beispiel einer solchen Gruppe ist SL (n;Z) f�ur
n � 3. Mit Hilfe der Eigenschaft (T) erh�alt man schnell Information �uber die
Struktur der betrachteten Gruppe. So ist jede diskrete Gruppe mit der Ei-
genschaft (T) automatisch endlicherzeugt und ihre Kommutatoruntergruppe
hat endlichen Index. Diese Tatsache wurde von Kazhdan entdeckt und be-
gr�undete gerade sein Interesse an der Eigenschaft (T). Es ist i. A. schwierig
nachzuweisen, da� eine gegebene lokalkompakte Gruppe die Eigenschaft (T)
besitzt, sofern sie nicht kompakt ist (es ist leicht zu sehen, da� kompakte
Gruppen die Eigenschaft (T) besitzen).

Das von D. A. Kazhdan in [31] erzielte Resultat sagt aus, da� f�ur einen loka-
len K�orper K die Gruppe G (K) der K-rationalen Punkte einer einfachen al-
gebraischen Gruppe G de�niert �uber K eine Gruppe mit der Eigenschaft (T)
ist, falls G einen K-Rang � 2 besitzt. Insbesondere sind also SL (n;K) f�ur
n � 3 und Sp (n;K) f�ur n � 2 Gruppen mit der Eigenschaft (T). Die Eigen-
schaft (T) vererbt sich auch auf Gitter in G (K), also diskrete Untergruppen
mit endlichem Kovolumen. Dabei besitzt � endliches Kovolumen, wenn der
homogene Raum G (K) =� ein G (K)-invariantes nichttriviales endliches Ma�
besitzt. Also ist SL (n;Z) als Gitter in SL (n;R) f�ur n � 3 eine Gruppe mit
der Eigenschaft (T).



Einleitung ii

Zur De�nition der Eigenschaft (T)

Vor der De�nition der Eigenschaft (T) erfolgt die Fixierung des hier verwen-
deten Begri�s einer Darstellung.

0.0.1 De�nition. Eine starkstetige unit�are Darstellung einer topologischen
Gruppe G auf einem Hilbert-Raum H ist ein Gruppenhomomorphismus �
von G in die Gruppe der unit�aren Operatoren auf H derart, da� die Ab-
bildung von G � H nach H, wobei (g; �) abgebildet wird auf � (g) �, stetig
ist.

Die Verwendung des Begri�s Darstellung geschieht hier und im folgenden
immer im Sinn starkstetiger unit�arer Darstellungen, auch wenn dies nicht
jedesmal ausdr�ucklich erw�ahnt wird. Der zur Darstellung � geh�orige Hilbert-
Raum wird mit H� bezeichnet.

0.0.2 De�nition. Sei G eine topologische Gruppe.

(a) Sei " > 0 und Q � G eine kompakte Teilmenge. Eine starkstetige
unit�are Darstellung � von G auf H� besitzt (";Q)-invariante Vektoren,
falls es ein � 2 H� gibt derart, da� k� (g) � � �k < " k�k f�ur alle g 2 Q
ist.

(b) Die Darstellung besitzt fastinvariante Vektoren, falls es zu jedem " > 0
und jeder kompakten Teilmenge Q der Gruppe (";Q)-invariante Vek-
toren gibt.

(c) Die Gruppe G ist eine Kazhdan-Gruppe oder eine Gruppe mit Eigen-
schaft (T) oder Kazhdans Eigenschaft (T), wenn jede Darstellung � der
Gruppe G mit fastinvarianten Vektoren einen nichttrivialen invarianten
Vektor besitzt, d. h. es gibt ein � 2 H� n f0g derart, da� � (g) � = � f�ur
alle g 2 G.

(d) Die Kazhdan-Konstante einer Darstellung � von G auf H� und einer
kompakten Menge Q � G ist erkl�art durch

K (�;G;Q) = inf
�2H�

� 6=0

k�k�1 sup
g2Q

k� (g) � � �k
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und die Kazhdan-Konstante relativ zu dieser kompakten Menge Q
durch K (G;Q) = inf�2�K (�;G;Q), wobei � die Menge aller �Aqui-
valenzklassen der Darstellungen von G bezeichne, die die triviale Dar-
stellung nicht enthalten.

(e) Eine Konstante " > 0 und eine kompakte Teilmenge Q bilden ein
Kazhdan-Paar (";Q), falls jede Darstellung der Gruppe mit (";Q)-
invarianten Vektoren bereits nichttriviale invariante Vektoren besitzt.

Ist (";Q) ein Kazhdan-Paar, so gilt " � K (G;Q). Aus einem Kazhdan-Paar
erh�alt man demnach eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante.

Ist Q ein kompaktes Erzeugendensystem einer lokalkompakten Gruppe G, so
ist G genau dann eine Kazhdan-Gruppe, wenn K (G;Q) > 0 ist. F�ur einen
Beweis siehe [26, Seite 14].

Der unit�are Dual bG einer lokalkompakten Gruppe G ist die Menge aller
�Aquivalenzklassen irreduzibler unit�arer Darstellungen von G. Der Dualraum
tr�agt eine nat�urliche Topologie, die sogenannte Fell-Topologie. Dabei ist eine
Darstellung � im Abschlu� einer Teilmenge � des Duals, wenn es m�oglich
ist, die MatrixkoeÆzienten von � gleichm�a�ig auf kompakten Mengen durch
Summen von MatrixkoeÆzienten von Darstellungen aus � zu approximieren.
Eine lokalkompakte Gruppe ist genau dann eine Kazhdan-Gruppe, wenn die
triviale Darstellung isoliert ist in bG bez�uglich der Fell-Topologie. Dies ist
eine �aquivalente De�nition der Eigenschaft (T). Es war die urspr�ungliche
De�nition der Eigenschaft (T) von D. A. Kazhdan in [31, Seite 63]. Einen
�Uberblick zur Eigenschaft (T) erh�alt man in [26] und [48].

F�ur Teilmengen des unit�aren Duals bG l�a�t sich folgende relative Eigen-
schaft (T) de�nieren, vergleiche auch [35, Seite 24]. Dies �ndet auf verschie-
dene Weise Verwendung. In Kapitel 1 f�ur die Teilmenge der �Aquivalenz-
klassen derjeniger Darstellungen, deren Kern ein Normalteiler von endlichem
Index ist, und in Kapitel 2 f�ur die Teilmenge der �Aquivalenzklassen derje-
niger Darstellungen, deren Einschr�ankung auf eine bestimmte Untergruppe
nicht die triviale Darstellung enth�alt.

0.0.3 De�nition. Sei G eine lokalkompakte Gruppe und � � bG eine Teil-
menge des unit�aren Duals, dann besitzt G die Eigenschaft (T) relativ �, falls
die triviale Darstellung �0 in � [ f�0g isoliert ist.
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Die gew�ohnliche Eigenschaft (T) ist also in dieser Terminologie die Eigen-

schaft (T) relativ bG.

Zusammenfassung

Thema der Arbeit sind Methoden zur Absch�atzung von Kazhdan-Konstan-
ten. Die Hauptergebnisse liefern Schranken der Kazhdan-Konstanten dreier
verschiedener Typen von Gruppen.

Der erste Teil handelt von Kazhdan-Konstanten diskreter Gruppen. Einer-
seits erh�alt man aus einer diskreten Kazhdan-Gruppe, ihrem Erzeugenden-
system und einer Familie von Normalteilern mit endlichem Index expandie-
rende Graphen. Margulis konstruierte in [37] mit der Eigenschaft (T) relativ
einer Menge � sogar die ersten explizit angebbaren Beispiele daf�ur. In Zu-
sammenhang dazu steht auch ein Eigenwert eines Laplace-Operators auf den
Graphen. Es ist m�oglich, diesen Eigenwert, wie die zu den expandierenden
Graphen geh�orige Konstante, unabh�angig f�ur eine Familie expandierender
Graphen nach unten zu beschr�anken. Abschnitt 1.1 stellt einige Aussagen
dazu vor. Dabei sind expandierende Graphen z. B. in der Konstruktion von
Telekommunikationsnetzwerken von Bedeutung. Denn sie erf�ullen die Vor-
aussetzungen daf�ur, da� sich Informationen schnell in dem Netz ausbreiten,
aber dabei auch die Anzahl an Verbindungen zwischen den Knotenpunkten
nicht �uberm�a�ig gro� wird.

Andererseits liefert ein Ergebnis von A. _Zuk eine hinreichende Bedingung
daf�ur, da� eine diskrete Gruppe eine Kazhdan-Gruppe ist, siehe 1.2. A. _Zuk
erzielte in [53] folgendes Ergebnis. Ein symmetrisches Erzeugendensystem
der diskreten Gruppe erzeugt einen Graphen, indem zwei Elemente des Er-
zeugendensystems genau dann durch eine Kante verbunden werden, wenn
man das eine Element durch Multiplikation des anderen von rechts mit ei-
nem Element des Erzeugendensystems erh�alt. Ist nun der zweitkleinste Ei-
genwert eines Laplace-Operators auf diesem Graphen > 1=2, so sagt der Satz
von A. _Zuk aus, da� die diskrete Gruppe eine Kazhdan-Gruppe ist.

Eine Anwendung dieses Satzes, die auch in [53] erscheint, ist folgende. Da-

bei erfolgte die Betrachtung der Klasse der sogenannten eA2-Gruppen. Das
sind Gruppen, die kokompakt auf einem Geb�aude vom Typ eA2 operieren.
Primzahlpotenzen k liefern eine Parametrisierung dieser Gruppen. Der Satz
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von A. _Zuk ergibt
�
2=
p

3
� �

1�p
k=
�
k + 1�p

k
��

als untere Schranke der

Kazhdan-Konstante.

Der Beweis des Satzes von A. _Zuk hier vermeidet die explizite Behandlung
der Kohomologiegruppen wie im Originalbeweis. Dadurch ist der Beweis
hier auch k�urzer. Zus�atzlich ist es m�oglich den aus dem Erzeugendensystem
konstruierten Graphen sogar mit Gewichten zu versehen, die bestimmten
Bedingungen gen�ugen. Das Resultat f�ur gew�ohnliche Graphen stammt von
A. _Zuk und ergibt eine explizite Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante. Das
Resultat und die Beweise dazu �ndet man in 1.2.

Abschnitt 1.3 enth�alt die Bestimmung von Erzeugendensystemen der Grup-
pen SL (2;Z) und SL (3;Z). Der Satz von A. _Zuk l�a�t sich jedoch nicht
auf das Erzeugendensystem von SL (3;Z) anwenden, da der Eigenwert des
dazugeh�origen Laplace-Operators die Bedingung nicht erf�ullt. Es ist jedoch
nicht gelungen, ein Erzeugendensystem zu konstruieren, das einen gr�o�eren
Eigenwert besitzt. Durch den Graphen, der aus einem Erzeugendensystem
von SL (2;Z) entstanden ist, erh�alt man ein weiteres Beispiel daf�ur, da� es
nicht m�oglich ist die Voraussetzung im Satz von A. _Zuk abzuschw�achen.

Abschnitt 1.4 untersucht das Verhalten des Eigenwerts des Laplace-Operators
bei der Entfernung von Kanten aus dem Graphen. Gute Aussagen erh�alt
man f�ur Kanten, deren Anfangs- und Endknoten jeweils viele Nachbarn be-
sitzen. F�ur Graphen, die aus Erzeugendensystemen diskreter Gruppen de-
�niert durch Erzeugende und Relationen konstruiert werden, entspricht das
Entfernen von Relationen gerade dem Entfernen bestimmter Kanten. Die
urspr�ungliche Gruppe ist dann eine Faktorgruppe der durch weniger Rela-
tionen de�nierten Gruppe. F�ur entsprechend gro�e Eigenwerte erlauben die
Aussagen �uber das Verhalten des Eigenwerts aus der Eigenschaft (T) der ur-
spr�unglichen Gruppe auf die Eigenschaft (T) der neuen Gruppe mit weniger
Relationen zu schlie�en.

Da die Konstruktion geeigneter Erzeugendensysteme von diskreten Kazhdan-
Gruppen schwierig ist, behandelt Abschnitt 1.5 einen anderen Ansatz. Es
wird versucht, zu einem gegebenen Graphen eine entsprechende Gruppe und
ein entsprechendes Erzeugendensystem zu �nden, das genau diesen Graphen
erzeugt. Dies ist nat�urlich nicht f�ur jeden beliebigen Graphen m�oglich. F�ur
Graphen mit wenigen Knoten war es m�oglich diejenigen zu klassi�zieren, die
aus endlichen Erzeugendensystemen diskreter Gruppen entstehen. Man er-
h�alt Aussagen �uber die Struktur dieser Graphen. Zwei Bedingungen an die
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Graphen werden angegeben. Die erste Bedingung betri�t die Grade, also die
Anzahl der Nachbarn der Knoten. Zum anderen erh�alt man eine Aussage
�uber diejenigen endlichen Untergruppen, die bis auf das neutrale Element
schon in der Knotenmenge enthalten sein m�ussen. Die Anzahl der Elemen-
te, die in solchen endlichen Untergruppen enthalten sind, ist also durch die
Anzahl der Knoten beschr�ankt. Eine Liste der Spektren der Graphen f�ur
kleine Knotenzahlen �ndet man in Anhang A. Die Graphen, die aus Erzeu-
gendensystemen entstehen k�onnen, mit den dazugeh�origen Gruppen enth�alt
Anhang B. Diejenigen Gruppen, die dabei aufgetreten sind und f�ur die die
Eigenschaft (T) aus dem Resultat von A. _Zuk folgt, sind jedoch alle end-
lich. Die nichtendlichen Gruppen, die dabei aufgetreten sind, sind auch keine
Kazhdan-Gruppen. Bei einer Fortsetzung dieses Verfahrens kann man sich
also auf Graphen mit mehr Knoten beschr�anken.

Als n�achste Klasse werden in Kapitel 2 einfache Lie-Gruppen betrachtet,
insbesondere SL (n;R) und Sp (n;R). Der Hauptschritt im Beweis der Ei-
genschaft (T) f�ur einfache Lie-Gruppen mitR-Rang� 2, ist der Beweis dieser
Eigenschaft f�ur die Gruppen SL (3;R) und Sp (2;R). F�ur gew�ohnlich liegt
diesen Beweisen die Betrachtung der irreduziblen Darstellungen einer Unter-
gruppe zugrunde, die isomorph ist zu SL (2;R)nR2 bzw. SL (2;R)nS2 (R2),
siehe z. B. [35] und [38], wobei S2 (R2) den Vektorraum der symmetrischen
2� 2-Matrizen bezeichne. In [26] �ndet man einen alternativen Beweis, der
auf dem sogenannten Lemma von Furstenberg beruht. Einen elementaren
Beweis von M. B. Bekka und M. Mayer f�ur die Eigenschaft (T) von SL (3; K)
f�ur lokale K�orper K �ndet man in [4].

Abschnitt 2.1 enth�alt die Bestimmung eines Erzeugendensystems f�ur die sym-
plektische Gruppe. Der Beweis dazu ist elementar. Dieses Erzeugendensy-
stem �ndet im folgenden auf verschiedene Weise Verwendung. Danach wird
die Eigenschaft (T) von Sp (2; K), K ein lokaler K�orper, behandelt. Dies
entspricht im wesentlichen der mit M. B. Bekka verfa�ten Version [5]. Ein
wichtiger Schritt ist es zu zeigen, da� die Gruppe SL (2; K) n S2 (K2) die
Eigenschaft (T) relativ zu den Darstellungen besitzt, deren Einschr�ankung
auf S2 (K2) die triviale Darstellung nicht enth�alt. Dies folgt aus der Tatsa-
che, da� auf der dualen Gruppe von S2 (K2) keine nichttrivialen SL (2; K)-
invarianten Mittel existieren. Allgemein gilt f�ur eine Gruppe G mit einem
abelschen Normalteiler N , auf dessen Dual bN nur dieses triviale G-invariante
Mittel existiert, da� G die Eigenschaft (T) relativ zu den �Aquivalenzklassen
der Darstellungen, deren Einschr�ankung auf N die triviale Darstellung nicht
enthalten, besitzt. Im Fall, da� der K�orper die Charakteristik 2 besitzt,
ergibt sich die Besonderheit, da� dies f�ur SL (2; K)n (S2 (K2))

�
nicht gilt.
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Abschnitt 2.3 enth�alt die Betrachtung eines geeigneten Laplace-Operators in
der universellen einh�ullenden Algebra der Lie-Algebra sp (2;R). Der Laplace-
Operator einer endlichdimensionalen Lie-Algebra mit der Basis X1; : : : ; Xn

ist de�niert durch � = �Pn
k=1X

2
k . Nach M. B. Bekka und M. Mayer,

siehe [4], ist eine zusammenh�angende Lie-Gruppe genau dann eine Kazhdan-
Gruppe, wenn es ein " > 0 gibt so, da� das Spektrum des Laplace-Operators
unter allen Darstellungen ohne nichttriviale invariante Vektoren in [";1[
enthalten ist.

F�ur die Absch�atzung des Spektrums des Laplace-Operators unter diesen Dar-
stellungen war es notwendig, eine geeignete Menge in der dualen Gruppe
von S2 (R2) zu bestimmen, f�ur die es m�oglich war das Spektralma� zu be-
stimmen und unter der Operation einer Einparametergruppe abzusch�atzen.
M. B. Bekka und M. Mayer behandelten den Fall sl (3;R) in [4].

Die Abschnitte 2.4 und 2.5 behandeln die �Ubertragung dieses Ergebnisses
auf Sp (n;R) f�ur n � 3 bzw. SL (n;R) f�ur n � 4. Dies geschieht durch die
Bestimmung einer geeigneten bez�uglich der Killing-Form orthogonalen Ba-
sis der Lie-Algebra von sp (n;R) bzw. sl (n;R). Eine rekursive De�nition
neuer Basiselemente, die dann im Laplace-Operator auftreten, erm�oglicht ei-
ne Absch�atzung der Kazhdan-Konstante. Dabei zeigt eine Anwendung der
Induktion, da� jeweils drei geeignete Basiselemente eine zu sl (2;R) isomor-
phe Lie-Unteralgebra aufspannen, die in einer zu sl (2;R) n S2 (R2) bzw.
sl (2;R)nR2 isomorphen Lie-Unteralgebra enthalten ist. Im Fall Sp (n;R)
wird das Ergebnis aus 2.3 verwendet und im Fall SL (n;R) ein Ergebnis von
M. B. Bekka und M. Mayer aus [4].

In 2.6 wird die Asymptotik der MatrixkoeÆzienten von Sp (n;R) auf elemen-
tare Weise bestimmt. Die Betrachtung der MatrixkoeÆzienten erfolgt zuerst
f�ur Darstellungen von SL (2;R)nS2 (R2) ohne S2 (R2)-invariante Vektoren.
Abh�angig von der Funktion � von Harish-Chandra liefert dies eine quan-
titative Absch�atzungen der MatrixkoeÆzienten von Sp (n;R). Damit ist es
m�oglich die Eigenschaft (T) f�ur Sp (n;R) mit n � 2 zu zeigen. Dies geschieht
durch die Bestimmung einer unteren Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante.
Dabei ist die kompakte Teilmenge von einem Parameter Æ, 0 < Æ < 1, ab-
h�angig. Diese enth�alt immer eine maximalkompakte Untergruppe. Eine
untere Schranke der zugeh�origen Kazhdan-Konstante ist (8=25)

p
2Æ. Den

Fall SL (n;R) behandelt [27].

In Abschnitt 2.7 steht die Loopgruppe Loop (Sp (n;C)) von Sp (n;C), d. h.
die Gruppe aller stetigen Abbildungen des Einheitskreises nach Sp (n;C) mit
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der Topologie der gleichm�a�igen Konvergenz, im Vordergrund. Es wird ge-
zeigt, da� Loop (Sp (n;C)) Kazhdans Eigenschaft (T) besitzt. Den Fall der
Loopgruppe von SL (n;C) wird von Y. Shalom in [44] behandelt. Dies sind
die ersten Beispiele von Kazhdan-Gruppen, die nicht lokalkompakt und nicht
endlichdimensional sind. Die Loopgruppe von Sp (n;C) ist ein Spezialfall der
Gruppe Sp (n;R), wobei R ein topologischer Ring mit dichtem endlicherzeug-
ten Unterring. In diesem Abschnitt erfolgt die Untersuchung dieser Gruppen
und die Bestimmung einer unteren Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante.
Diese ist abh�angig von der minimalen Anzahl �, die n�otig ist, um jedes be-
liebige Element von Sp (n;R) als Produkt aus � elementaren symplektischen
Matrizen zu beschreiben. Die untere Schranke gilt nat�urlich nur f�ur Ringe
f�ur die diese Anzahl endlich ist. Sie ist insbesondere dann endlich, wenn
der Ring ein K�orper ist. F�ur die Loopgruppe von Sp (n;C) folgt die End-
lichkeit aus dem Satz von Stone{Weierstra�, da sie kanonisch isomorph zu
Sp (n;R) ist, wobei R der Ring der stetigen Funktionen des Einheitskreises
nach C. F�ur die Loopgruppe von Sp (n;C) erh�alt man die untere Schran-
ke 274�5 (3n2 + 4n)

�1
der Kazhdan-Konstante. Die zugeh�orige Menge im

Kazhdan-Paar besteht aus den Matrizen, deren Diagonaleintr�age 1 sind und
die genau einen Eintrag 6= 0 au�erhalb der Diagonale besitzen. Dieser ist die
konstante Funktion 1.

Der dritte Teil behandelt untere Schranken der Kazhdan-Konstanten f�ur
kompakte Gruppen, insbesondere also auch f�ur endliche Gruppen. Es gibt
einige Berechnungen der Kazhdan-Konstanten kompakter Gruppen z. B.
f�ur die symmetrischen Gruppen. Nach Bacher und de la Harpe, siehe [3],
besitzt die symmetrische Gruppe Sn die Kazhdan-Konstante K (Sn; Q) =p

24= (n3 � n), wobei Q = f(1; 2) ; : : : ; (n� 1; n)g. F�ur das Erzeugendensy-
stem bestehend aus allen 2-Zyklen erh�alt man in 3.4 eine untere Schranke der
Kazhdan-Konstante. Deutsch und Valette bestimmten in [17] die Kazhdan-
Konstanten K (G;G) =

p
2n= (n� 1) f�ur eine endliche Gruppe der Ordnung

n und K (G;G) =
p

2 f�ur eine unendliche kompakte Gruppe. Hier ist die
kompakte Gruppe selbst das Erzeugendensystem.

Das Hauptergebnis dieses Kapitels liefert eine nichttriviale untere Schran-
ke der Kazhdan-Konstante f�ur eine Konjugiertenklasse abh�angig von den
nichttrivialen irreduziblen Charakteren der kompakten Gruppe, siehe 3.2.
Die Bestimmung der unteren Schranke geschieht mit Hilfe der Orthogona-
lit�atsrelationen von Schur. Danach folgt die Anwendung dieses Resultats
auf verschiedene Klassen kompakter Gruppen. F�ur zyklische Gruppen liefert
die untere Schranke sogar die exakte Kazhdan-Konstante. Auch f�ur Grup-
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pen von Lie-Typ erh�alt man durch das Ergebnis eine untere Schranke f�ur
die Kazhdan-Konstante. Den Abschlu� dieses Abschnitts bildet die Bestim-
mung einer oberen Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante einer Darstellung.
Eine Anwendung dieses Ergebnisses liefert in 3.5 eine obere Schranke der
Kazhdan-Konstante der irreduziblen Darstellungen von SU (n).

Abschnitt 3.3 enth�alt das Ergebnis, da� diese untere Schranke nicht trivi-
al ist, wenn die Konjugiertenklasse die Gruppe erzeugt. Andererseits wird
dort auch gezeigt, da� die Kazhdan-Konstante 0 ist, falls eine kompakte
Teilmenge, beispielsweise eine Konjugiertenklasse, keine dichte Untergruppe
erzeugt. Ein analoges Resultat gilt auch f�ur diskrete Gruppen. F�ur beliebige
Kazhdan-Gruppen ist es jedoch nicht richtig. Ein Teilschritt des Beweises lie-
fert noch eine andere untere Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante, die davon
abh�angt, wieviele Elemente eines Erzeugendensystems h�ochstens n�otig sind,
damit deren Produkt ein vorgegebenes beliebiges Element der Gruppe ergibt.
F�ur kompakte Gruppen ist diese Anzahl stets beschr�ankt und liefert eine
weitere untere Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante. Dadurch erh�alt man
untere Schranken f�ur Kazhdan-Konstanten der alternierenden Gruppe und
der projektiven speziellen linearen Gruppe eines endlichen Vektorraums. F�ur
einfache nichtabelsche endliche Gruppen ergibt sich auch eine untere Schran-
ke der Kazhdan-Konstante, die nur von der Ordnung der Gruppe abh�angt.
Durch Betrachtung von Produkten aus Konjugiertenklassen erh�alt man f�ur
die spezielle unit�are Gruppe ebenfalls eine untere Schranke der Kazhdan-
Konstante. Diese wird jedoch, wie in 3.5 erl�autert, noch verbessert.

Abschnitt 3.4 behandelt f�ur die symmetrische Gruppe die Bestimmung einer
unteren Schranke der Kazhdan-Konstante. Dies geschieht mit Hilfe einer
Aussage, die es erm�oglicht aus Schranken einer Untergruppe Schranken der
Gruppe selbst zu erhalten unter Betrachtung einiger zus�atzlicher Charaktere
der Gruppe. F�ur die Kazhdan-Konstante sind das gerade diejenigen, deren
Einschr�ankung auf die Untergruppe die triviale Darstellung enth�alt. Dieses
Ergebnis erm�oglicht die Bestimmung einer unteren Schranke der Kazhdan-
Konstante der symmetrischen Gruppe bez�uglich der Konjugiertenklasse der
2-Zyklen.

Abschnitt 3.5 enth�alt schlie�lich die Anwendung der unteren Schranke aus 3.2
f�ur die Kazhdan-Konstante auf die spezielle unit�are Gruppe. Ausgangs-
punkt ist die Bestimmung einer unteren Schranke der Kazhdan-Konstante
f�ur SU (2). Das liefert auch untere Schranken f�ur SO (3) und U (2). Aus
dem Resultat f�ur U (2) l�a�t sich dann durch Induktion eine untere Schranke
f�ur SU (n) bestimmen. Dies geschieht durch Betrachtung der Charaktere der
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irreduziblen Darstellungen und Absch�atzung der normalisierten Charaktere
von SU (n) durch normalisierte Charaktere von SU (n� 1).
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1

Graphen und Kazhdans Eigenschaft (T)

Dieses Kapitel behandelt den Zusammenhang zwischen bestimmten Graphen
und der Eigenschaft (T). Einerseits lieferten diskrete Kazhdan-Gruppen nach
Margulis [37] die erste explizite Konstruktion sogenannter expandierender
Graphen, die z. B. in der Konstruktion von Telekommunikationsnetzwerken
wichtig sind. Diese Graphen charakterisiert auch ein Eigenwert des Laplace-
Operators auf den Graphen. Andererseits zeigt ein Resultat von A. _Zuk, siehe
[53], da� ein anderer Graph, den man aus einem Erzeugendensystem einer
diskreten Gruppe erh�alt und dessen zweitkleinster Eigenwert eines Laplace-
Operators auf dem Graphen > 1=2 ist, die Eigenschaft (T) f�ur die Gruppe
impliziert. Der Beweis dieser Aussage hier vermeidet die explizite Behand-
lung der Kohomologiegruppen und gilt sogar f�ur gewichtete Graphen. Wie
durch das Resultat von A. _Zuk erh�alt man f�ur die Kazhdan-Konstante eine
konkrete Absch�atzung, die abh�angig ist vom Eigenwert. F�ur solche Gra-
phen, die aus Erzeugendensystemen entstehen, wurden einige Eigenschaften
bestimmt. Diese erm�oglichen eine Klassi�kation dieser Graphen und der zu-
geh�origen Gruppen samt Erzeugendensystem f�ur kleine Knotenzahlen. Die-
jenigen Graphen, die hierbei aufgetreten sind und auf die sich der Satz von
A. _Zuk anwenden l�a�t, sind jedoch alle aus endlichen Gruppen entstanden.
Die nichtendlichen Gruppen, die hierbei aufgetreten sind, besitzen allerdings
nicht die Eigenschaft (T).

Es gibt auch einen Satz von A. _Zuk f�ur Gruppen, die auf Polyedern operieren,
siehe [52]. Dieser liefert eine hinreichende Bedingung durch einen Eigenwert
des Laplace-Operators eines zugeh�origen Graphen f�ur die Eigenschaft (T)
und eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante.
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1.1 Expandierende Graphen

Hier werden die grundlegenden De�nitionen f�ur Graphen angegeben und die
Beziehung zwischen expandierenden Graphen und der Eigenschaft (T) dar-
gestellt. Dabei spielt auch ein Eigenwert eines Laplace-Operators auf den
Graphen eine wichtige Rolle. Es ist derselbe Eigenwert, der auch im n�ach-
sten Abschnitt im Satz von A. _Zuk eine Rolle spielt. Eine weitere Gr�o�e,
die hierzu in Zusammenhang steht, ist die sogenannte Cheeger-Konstante
f�ur Graphen. Der wichtigste Satz dieses Abschnitts ist Satz 1.1.15, der f�ur
eine Familie von Normalteilern einer diskreten Gruppe von endlichem Index
die �Aquivalenz zeigt zwischen einer abgeschw�achten Eigenschaft (T) und der
gleichm�a�igen Beschr�anktheit des Eigenwerts, der Cheeger-Konstante bzw.
der Expansionskonstante einer zugeh�origen Familie von Cayley-Graphen.

Nun zu den De�nitionen f�ur Graphen.

1.1.1 De�nition. (a) Ein Graph ist ein Paar (S;K) bestehend aus einer
Menge S von Knoten und einer Menge K � S � S von Kanten. Der
Graph wird als endlich bezeichnet, wenn die Knotenmenge S endlich
ist.

(b) Zwei Knoten x; y 2 S, die durch eine Kante verbunden sind, werden
als benachbart bezeichnet. Der Grad N (x) eines Knotens x 2 S ist die
Anzahl der Nachbarn, also

N (x) = jfy 2 S : (x; y) 2 Kgj = jK \ (fxg � S)j .

(c) Graphen, in denen jeder Knoten genau k Nachbarn besitzt, werden als
k-regul�ar bezeichnet.

(d) Ein Graph ist vollst�andig, wenn jeder Knoten zu jedem anderen Knoten
{ au�er sich selbst { benachbart ist.

(e) Er ist zusammenh�angend, wenn je zwei Knoten durch einen geschlosse-
nen Weg �uber Kanten verbunden sind.

Graphen, die hier auftreten, sind stets ungerichtet, d. h. ist (x; y) 2 K, so
ist auch (y; x) 2 K, und kein Knoten ist mit sich selbst verbunden, d. h.
(x; x) =2 K f�ur alle x 2 S. Sie sind auch alle endlich.
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Den Vektorraum der Funktionen f : S ! C bezeichne CS. Auf ihm sind
nachstehende Operatoren angegeben in der kanonischen Basis von Bedeu-
tung.

1.1.2 De�nition. Sei (S;K) ein endlicher Graph mit Knotenmenge S =
fs1; : : : ; sng.

(a) Die Adjazenzmatrix ist die reelle Matrix A = (aj;k)j;k=1;:::;n mit den
Eintr�agen aj;k 2 f0; 1g, wobei aj;k = 1 genau dann, wenn (sj; sk) 2 K
ist.

(b) Sei B die Diagonalmatrix mit Diagonaleintr�agen N (s1) ; : : : ; N (sn),
dann ist � = I �B�1A der Laplace-Operator auf dem Graphen.

Da die hier betrachteten Graphen ungerichtet sind, ist die Adjazenzmatrix A
symmetrisch bez�uglich der kanonischen Basis. Ohne sich auf die kanonische
Basis zur�uckzuziehen gilt f�ur den Laplace-Operator

(�f) (s) = f (s)� 1

N (s)

X
(s;t)2K

f (t) .

Bez�uglich des Skalarprodukts hf; f 0i =
P

s2S f (s) f 0 (s)N (s) ist der Laplace-
Operator positiv und somit diagonalisierbar mit nichtnegativen reellen Eigen-
werten. Der zweitkleinste Eigenwert � wird im folgenden eine bedeutende
Rolle spielen. Der kleinste Eigenwert des Laplace-Operators ist immer 0,
da der Vektor, bei dem alle Eintr�age konstant 1 sind, ein Eigenvektor ist.
Der Graph ist genau dann zusammenh�angend, wenn 0 ein einfacher Eigen-
wert von � ist, also � > 0. Die Eigenwerte werden mit Vielfachheit gez�ahlt,
d. h. ist der zweitkleinste Eigenwert � = 0, so ist der Graph nicht zusam-
menh�angend. Die Literatur behandelt f�ur gew�ohnlich den Laplace-Operator
�0 = B�A = B�. F�ur einen �Uberblick �uber diesen Laplace-Operator siehe
z. B. [14]. Eine ausf�uhrliche Behandlung des Laplace-Operators � �ndet
man in [11]. Zwischen den Eigenwerten von �0 und � besteht im allgemei-
nen nur dann eine einfache Beziehung, wenn der Graph k-regul�ar ist; dann
gilt �0 = k�.

Expandierende Graphen �nden z. B. Anwendung in der Konstruktion von
eÆzienten Kommunikationsnetzwerken mit dem Ziel, da� sich Informationen
in einem als Graphen dargestellten Netz m�oglichst schnell ausbreiten. Die
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verschiedenen Knoten des Graphen geben die Information jeweils nur an ihre
Nachbarn weiter. Denkt man sich die Zeit in diskrete Abschnitte unterteilt
so, da� ein Knoten die Nachricht an seine Nachbarn in einem Zeitabschnitt
weitergibt, so m�ochte man die Anzahl der Zeitschritte minimieren, in der
die Nachricht allen Knoten bekannt ist. Dazu ist es n�otig, da� jeder Knoten
m�oglichst viele Nachbarn besitzt. Beispielsweise ist in einem vollst�andigen
Graphen, in dem jeder Knoten mit jedem anderen Knoten verbunden ist, die
Nachricht in nur einem Zeitschritt jedem anderen Knoten bekannt.

Gleichzeitig m�ochte man ebenso die Gesamtl�ange der Verbindungen zwischen
den Knoten minimieren. Zur Vereinfachung des Modells habe jede Kante
im Graphen dieselbe L�ange. Ein eÆzientes Kommunikationsnetzwerk ist
somit ein Graph mit einer geringen Anzahl Kanten so, da� dessen Knoten
viele verschiedene Nachbarn besitzen. Dazu ist der Begri� des Randes einer
Teilmenge von Knoten wichtig.

1.1.3 De�nition. Ist (S;K) ein Graph, so de�niert man f�ur eine Teilmenge
M � S den Rand von M als die Menge

@M = fx 2 S nM : 9y 2M mit (x; y) 2 Kg .

Vor den expandierenden Graphen werden sogenannte vergr�o�ernde Graphen
betrachtet. F�ur folgende De�nition siehe z. B. [6, Seite 6].

1.1.4 De�nition. Der Graph (S;K) mit n = jSj Knoten und maximalem
Grad k = maxx2S N (x) ist (n; k; c)-vergr�o�ernd, falls f�ur jede Teilmenge
M � S, die h�ochstens die H�alfte aller Knoten enth�alt, d. h. jM j � n

2
(oder

jM j < 1, falls n = 1), gilt j@M j � c jM j, d. h. der Rand von M enth�alt
mindestens c-mal soviele Knoten wie M .

Dabei besteht Interesse daran das maximale c in der De�nition zu bestimmen.
Hier sind jedoch nur positive untere Schranken f�ur dieses maximale c wich-
tig. Ist (S;K) ein vollst�andiger Graph, so ist er (n; n� 1; 1)-vergr�o�ernd,
da j@M j = n � jM j � jM j f�ur jM j � n=2 ist. Ist (S;K) nicht zusam-
menh�angend, so ist c = 0. F�ur einen endlichen Graphen gibt es immer
ein c so, da� der Graph (n; k; c)-vergr�o�ernd ist. Dabei ist 0 � c � 1,
falls n gerade ist, bzw. 0 � c � n+1

n�1
, falls n ungerade ist. W�are n�amlich

im Fall n gerade c > 1, so w�urde f�ur eine Menge M � S mit jM j = n
2
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gelten n
2
< cn

2
= c jM j � j@M j � jS nM j = n

2
, und w�are im Fall n un-

gerade c > n+1
n�1

, w�urde f�ur eine Menge M � S mit jM j = n�1
2

gelten
n+1
2

< cn�1
2

= c jM j � j@M j � jS nM j = n+1
2

. Man erhielte also beide
Male einen Widerspruch.

Das folgende untersucht nun die Beziehung der Konstante c zum zweit-
kleinsten Eigenwert des Laplace-Operators. Da in der Literatur scheinbar
nur der Zusammenhang zu �0 bekannt ist, werden zuerst Schranken von
�0 abh�angig von � betrachtet. Dies ist auch in dem Fall m�oglich, da� der
Graph nicht regul�ar ist. Der Operator �0 ist bez�uglich des Skalarprodukts
hf; f 0i0 =

P
x2S f (x) f 0 (x) f�ur f; f 0 : S ! C symmetrisch. Damit ist

hf; f 0i = hBf; f 0i0 und insbesondere h�0f; fi0 = h�f; fi.

1.1.5 Lemma. F�ur die zweitkleinsten Eigenwerte �; �0 von � bzw. �0 = B�
auf einem zusammenh�angenden Graphen gilt

�min
x2S

N (x) � �0 � �max
x2S

N (x) .

Beweis. Sei f : S ! C ein Eigenvektor von � zum Eigenwert �, dann gilt
hf; 1i = 0, wobei 1 f�ur die Funktion steht, die konstant 1 ist. Sei f 0 : S ! C
de�niert durch f 0 = f � hf; 1i0 = h1; 1i0, dann ist hf 0; 1i0 = 0. Also gilt

�0 hf 0; f 0i0 � h�0f 0; f 0i0 = h�f 0; f 0i = h�f; fi = � hf; fi .

Da hf; fi = hf; f 0i � kfk kf 0k, folgt

hf; fi � hf 0; f 0i =
X
x2S

jf 0 (x)j2N (x) � max
x2S

N (x) hf 0; f 0i0 .

Somit ist �0 � �maxx2S N (x).

Sei umgekehrt f 0 : S ! C der Eigenvektor zum Eigenwert �0 und f =
f 0 � hf 0; 1i = h1; 1i, dann gilt hf; 1i = 0 und

� hf; fi � h�f; fi = hB�f; fi0 = h�0f; fi0 = h�0f 0; f 0i0 = �0 hf 0; f 0i .

Nun ist hf 0; f 0i0 = hf; f 0i0 � kfk0 kf 0k0, also folgt hf 0; f 0i0 � hf; fi0 undP
x2S jf (x)j2 (minx2S N (x)) � hf; fi. Damit ist � (minx2S N (x)) � �0. �

Folgende Beziehung besteht zwischen vergr�o�ernden Graphen und dem Ei-
genwert �. Man erh�alt sie aus den Aussagen in [1, Seite 85{86] f�ur �0 und
der Beziehung zwischen � und �0 aus dem obigen Lemma.
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1.1.6 Satz. Sei (S;K) ein zusammenh�angender endlicher Graph mit n Kno-
ten, k = maxx2S N (x) und � der zweitkleinste Eigenwert des Laplace-Ope-
rators.

(a) Der Graph ist (n; k; c)-vergr�o�ernd mit c = � (�+ k=2)�1.

(b) Falls der Graph (n; k; c)-vergr�o�ernd ist, gilt � � c2 (2kc2 + 4k)
�1

.

Beweis. (a) Es gilt

c = � (�+ k=2)�1 = 1� (k=2) (�+ k=2)�1

� 1� (k=2) (�0 + k=2)
�1

= c0

mit dem zweitkleinsten Eigenwert �0 von �0 nach Lemma 1.1.5 und, da
der Graph (n; k; c0)-vergr�o�ernd ist nach [1, Seite 85], ist er erst recht
(n; k; c)-vergr�o�ernd.

(b) Nach [1, Seite 86] gilt �0 � c2 (2c2 + 4)
�1

. Mit � � �0k�1 aus Lem-
ma 1.1.5 folgt also die Behauptung.

�

Vor der De�nition expandierender Graphen erfolgt noch die De�nition der
Cheeger-Konstante wie in [11, Seite 24]. Wie die Konstante c oben liefert
auch sie obere und untere Schranken f�ur den zweitkleinsten Eigenwert �. Die
Cheeger-Konstante ist ein Faktor, der f�ur eine Teilmenge von Knoten mit
weniger als der H�alfte aller Knoten einen Schlu� auf die minimale Anzahl an
Kanten erlaubt, die die Menge mit ihrem Komplement verbindet.

1.1.7 De�nition. Sei (S;K) ein endlicher Graph, dann wird die Cheeger-
Konstante von (S;K) de�niert durch

h (S;K) = min
;6=M$S

j(M � (S nM)) \Kj
minfvol (M) ; vol (S nM)g ,

wobei vol (M) =
P

x2M N (x) und (M � (S nM))\K gerade die Menge der
Kanten ist, die Knoten aus M mit Knoten aus S nM verbinden.
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Es besteht folgender Zusammenhang zwischen dem zweitkleinsten Eigen-
wert � und der Cheeger-Konstante. F�ur einen Beweis siehe z. B. [11, Sei-
te 25{28].

1.1.8 Satz. Sei (S;K) ein endlicher zusammenh�angender Graph und h =
h (S;K) die Cheeger-Konstante, dann ist 2h � � > 1�p

1� h2.

Nun folgt die De�nition expandierender Graphen wie in [35, Seite 1].

1.1.9 De�nition. Sei (S;K) ein endlicher k-regul�arer Graph mit n Knoten,
dann ist (S;K) ein (n; k; c)-expandierender Graph, falls f�ur jede Teilmenge
M � S gilt j@M j � c (n� jM j) jM j =n.

Das Ziel ist nun die Konstruktion von Familien expandierender Graphen mit
festem k und c und n!1.

Eine erste Konsequenz ist, da� jeder expandierende Graph auch vergr�o�ernd
ist, wobei folgende Beziehung zwischen den Konstanten c besteht, die in den
beiden De�nitionen auftreten.

1.1.10 Lemma. Ein endlicher k-regul�arer, (n; k; c)-expandierender Graph
(S;K) ist (n; k; c=2)-vergr�o�ernd.

Beweis. F�ur M � S mit jM j � n=2 gilt die Ungleichung

j@M j � c (n� jM j) jM j =n � c
n

2
jM j =n =

c

2
jM j .

Also ist (S;K) ein (n; k; c=2)-vergr�o�ernder Graph nach De�nition 1.1.4. �

F�ur einen Beweis des folgenden Satzes siehe z. B. [35, Seite 30]. Er erm�oglicht
die Konstruktion von Familien expandierender Graphen. Der Konstruktion
der Graphen liegen diskrete Kazhdan-Gruppen zugrunde. Die Graphen be-
sitzen folgende spezielle Form.
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1.1.11 De�nition. Sei G eine Gruppe mit symmetrischem Erzeugendensy-
stem S = S�1 = fs�1 : s 2 Sg. Der Cayley-Graph ist der Graph (G;KS)
wobei KS = f(g; h) 2 G�G : g�1h 2 Sg.

1.1.12 Satz. Sei � eine endlicherzeugte diskrete Kazhdan-Gruppe. Sei L
eine Familie von Normalteilern mit endlichem Index in � und S ein endliches
symmetrisches Erzeugendensystem von �. Dann gibt es ein festes c > 0
und ein festes k = jSj so, da� die Familie der Cayley-Graphen der endlichen
Gruppen �=N f�ur N 2 L eine Familie (j�=N j ; k; c)-expandierender Graphen
ist.

Zum Beweis von Satz 1.1.12 w�urde schon eine schw�achere Eigenschaft als
die Eigenschaft (T) ausreichen und dies erm�oglichte folgende erste explizite
Konstruktion expandierender Graphen nach Margulis, siehe [37]. F�ur einen
Beweis siehe z. B. [35, Seite 32].

1.1.13 Satz. Sei (Sm; Km) der Graph, der wie folgt de�niert wird. Sei
Sm = (Z=mZ) � (Z=mZ) und ein Element (a; b) 2 Sm ist genau mit den
Elementen �1 (a; b) = (a+ 1; b), �2 (a; b) = (a; b+ 1), �3 (a; b) = (a; a+ b)
und �4 (a; b) = (�b; a) verbunden. Dann ist (Sm; Km) eine Familie expan-
dierender Graphen.

Der Beweis benutzt die Eigenschaft (T) relativ der Menge aller �Aquivalenz-
klassen der Darstellungen von SL (2;Z) n Z2, deren Einschr�ankung auf Z2

die triviale Darstellung nicht enth�alt. Man vergleiche hierzu auch De�niti-
on 2.2.1.

Nun folgt die De�nition einer abgeschw�achten Version der Eigenschaft (T)
wie in [35, Seite 49]. Der folgende Satz zeigt, da� diese Eigenschaft zur gleich-
m�a�igen Beschr�anktheit der Expansionskonstante, der Cheeger-Konstante
bzw. des zweitkleinsten Eigenwerts der Laplace-Operatoren der zugeh�origen
Familie der Cayley-Graphen �aquivalent ist.

1.1.14 De�nition. Sei � eine endlicherzeugte Gruppe, L eine Familie von
Normalteilern der Gruppe � mit endlichem Index und

� =
n
� 2 b� : 9N 2 L mit N � ker �

o
.
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(a) Die Gruppe � besitzt die Eigenschaft ( �) bez�uglich L, wenn die triviale
Darstellung isoliert ist in der Menge �.

(b) Die Gruppe � besitzt die Eigenschaft ( �), wenn sie diese Eigenschaft
bez�uglich der Familie aller Normalteiler von � mit endlichem Index
besitzt.

Diese De�nition entspricht De�nition 0.0.3 der Eigenschaft (T) relativ �. Da
hier jedoch gr�o�eres Interesse an den Normalteilern in L besteht als an der
Teilmenge � des unit�aren Duals, wird diese neue Bezeichnung gew�ahlt.

Kazhdan-Gruppen besitzen also insbesondere die Eigenschaft (� ). Die Um-
kehrung gilt jedoch nicht. Denn die Gruppe SL (2;Z [1=p]) besitzt beispiels-
weise die Eigenschaft (�), aber nicht die Eigenschaft (T). F�ur einen Beweis
siehe z. B. [35, Seite 52].

F�ur Familien von Graphen (�=N;KS) f�ur ein Erzeugendensystem S von �
besteht nun der folgende Zusammenhang. F�ur einen Beweis siehe [35, Sei-
te 49].

1.1.15 Satz. Sei � eine von einer endlichen symmetrischen Menge S erzeug-
te Gruppe und L eine Familie von Normalteilern mit endlichem Index, dann
sind die folgenden Bedingungen �aquivalent:

(a) Die Gruppe � hat die Eigenschaft (�) bez�uglich L.

(b) Es gibt ein "1 > 0 so, da� f�ur alle N 2 L der Cayley-Graph (�=N;KS)
ein (j�=N j ; jSj ; "1)-expandierender Graph ist.

(c) Es gibt ein "2 > 0 so, da� h (�=N;KS) � "2 f�ur alle N 2 L.

(d) Es gibt ein "3 > 0 so, da� � (�=N;KS) � "3 f�ur alle N 2 L.

Einige Implikationen lassen sich mit den vorher aufgef�uhrten Ergebnissen
beweisen. So folgt die �Aquivalenz von 1.1.15c und 1.1.15d aus Satz 1.1.8 und
die Implikation von 1.1.15b nach 1.1.15d aus Satz 1.1.6 und Lemma 1.1.10.
F�ur die Implikation 1.1.15a nach 1.1.15b betrachtet man die quasiregul�aren
Darstellungen auf L2 (�=N) eingeschr�ankt auf den Teilraum orthogonal zu
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den konstanten Funktionen und benutzt dann die Eigenschaft (� ). Die Impli-
kation 1.1.15d nach 1.1.15a folgt aus der Tatsache, da� eine Darstellung aus
� durch einen endlichen Quotienten �=N faktorisiert. Die Gruppenalgebra
C [�=N ] kann also mit L2 (�=N) identi�ziert werden. Der Laplace-Operator
wirkt nun auf der Gruppenalgebra und dies steht in Beziehung zur rechtsre-
gul�aren Darstellung. Diese enth�alt die urspr�ungliche Darstellung und damit
folgt aus der gleichm�a�igen Beschr�anktheit von � die Eigenschaft (� ).

1.2 Kazhdan-Konstanten f�ur diskrete Gruppen

Dieser Abschnitt untersucht den Zusammenhang zwischen dem Spektrum des
Laplace-Operators auf Graphen und der Eigenschaft (T). Hauptresultat ist
Satz 1.2.6 zuerst von A. _Zuk gezeigt. Der Beweis hier vermeidet die explizite
Behandlung der Kohomologiegruppen wie im Originalbeweis. Die Schranke
der Kazhdan-Konstante, die man erh�alt, ist etwas schlechter. Durch einen
etwas aufwendigeren Beweis lie�e sich die bessere Schranke auch hier zeigen.
Siehe hierzu die Bemerkung vor Satz 1.2.4. An der qualitativen Aussage, da�
die Gruppe dann eine Kazhdan-Gruppe ist, w�urde das nichts �andern. Der
Beweis des Satzes von A. _Zuk gilt hier sogar f�ur gewichtete Graphen. Bei
der Konstruktion der Graphen aus Erzeugendensystemen kann man dadurch
Gewichte auf den Kanten de�nieren. Bis auf eine Bedingung ist es m�oglich
die Gewichte frei zu w�ahlen.

Zuerst zur De�nition gewichteter Graphen und der entsprechenden Begri�e
wie f�ur gew�ohnliche Graphen.

1.2.1 De�nition. (a) Sei S eine endliche Menge und w : S � S ! [0;1[
eine Gewichtsfunktion mit der Eigenschaft, da� w (s; t) = w (t; s) f�ur
alle (s; t) 2 S � S, dann ist (S;w) ein endlicher gewichteter Graph.

(b) Zu gegebener Gewichtsfunktion ist K = w�1 (]0;1[) die Menge der
Kanten.

(c) Der Graph ist zusammenh�angend, wenn der gew�ohnliche Graph (S;K)
zusammenh�angend ist.

(d) Der Grad eines Knotens ist N (s) =
P

t2S w (s; t).
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(e) F�ur einen zusammenh�angenden Graphen ist N (s) > 0 f�ur alle Knoten
und der Laplace-Operator gegeben durch

�f (s) = f (s)� 1

N (s)

X
t2S

f (t)w (s; t) ,

wobei f 2 CS.

Sei (S;w) ein endlicher gewichteter Graph und f 2 CS. Der Operator D :
CK ! CS ist de�niert durch (Df) (s; t) = f (s) � f (t). Auf CK betrachtet
man das Skalarprodukt hf; f 0i =

P
k2K f (k) f 0 (k)w (k). Es gilt

hDf;Df 0i =
X

(s;t)2K
(f (s)� f (t)) (f 0 (s)� f 0 (t))w (s; t)

= 2
X
s2S

 X
t2S

(f (s)� f (t))w (s; t)

!
f 0 (s)

= 2
X
s2S

 
f (s)� 1

N (s)

X
t2S

f (t)w (s; t)

!
f 0 (s)N (s)

= 2 h�f; f 0i
f�ur f; f 0 2 CS. Also ist D�D = 2� und � ist somit symmetrisch bez�uglich
des Skalarprodukts auf CS, das wie f�ur gew�ohnliche Graphen de�niert ist.

Sei � eine diskrete Gruppe und S ein symmetrisches Erzeugendensystem
von �, dann betrachtet man folgenden zu S geh�origen gewichteten Graphen
(S;w), wobei w (s; t) = 0 sei, falls s�1t =2 S ist, und w (s; t) = w (s�1; s�1t),
falls s�1t 2 S ist. Die Gewichtsfunktion ist bis auf diese zwei Bedingungen
frei w�ahlbar. Damit gilt f�ur die Gradfunktion folgendes.

1.2.2 Lemma. F�ur s 2 S gilt N (s) = N (s�1).

Beweis. Es ist

N (s) =
X
t2S

w (s; t) =
X

t2S\(sS)
w (s; t) =

X
t2S\(sS)

w
�
s�1; s�1t

�
=

X
t2(s�1S)\S

w
�
s�1; t

�
=
X
t2S

w
�
s�1; t

�
= N

�
s�1
�

.

�
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Die Menge der Kanten K = w�1 (]0;1[) besitzt die wichtige Eigenschaft,
da� (s; t) 2 K ist genau dann, wenn (s�1; s�1t) 2 K ist. Der Graph ohne
Gewichte ist (S;K). Er ist ungerichtet, da t�1s = (s�1t)

�1 2 S f�ur s�1t 2 S
gilt.

Der Vorteil gewichteter Graphen ist folgender. Wird eine diskrete Grup-
pe � mit Erzeugendensystem S durch Erzeugende und Relationen de�niert,
so erh�alt man durch Hinzuf�ugen von Relationen einen Graphen mit mehr
Kanten. Sei N der von den neuen Relationen erzeugte Normalteiler von �.
Eine Annahme dabei ist, da� durch die neuen Relationen keine Identi�kation
zweier Erzeugender erfolgt, d. h. es gilt sN 6= tN f�ur s; t 2 S und s 6= t. Er-
f�ullt nun die urspr�ungliche Gruppe das Kriterium im Satz von A. _Zuk, siehe
Satz 1.2.6, so erh�alt man durch w (s; t) = 0 f�ur s�1tN 2 SN = fsN : s 2 Sg
aber s�1t =2 S denselben Graphen wie f�ur die urspr�ungliche Gruppe �. Da-
mit folgt auch f�ur die neu de�nierte Gruppe �=N die Eigenschaft (T) mit
derselben unteren Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante. Dies ist deshalb
wichtig, da nicht allgemein durch Hinzuf�ugen von Kanten der zweitkleinste
Eigenwert gr�o�er wird, siehe Anhang A. Es k�onnte durchaus m�oglich sein,
da� der gew�ohnliche neue Graph das Kriterium nicht erf�ullt, obwohl es der
urspr�ungliche Graph erf�ullte.

Auf verschiedenen Hilbert-R�aumen werden nun Operatoren betrachtet. Man
betrachtet zum gew�ohnlichen Skalarprodukt h�; �i f�ur �; � 2 H� noch das
�aquivalente mit m =

P
s2S N (s) gewichtete Skalarprodukt h�; �i0 = h�; �im

auf H�. Man de�niert HS
� als die Menge aller Funktionen f : S ! H�.

Mit dem Skalarprodukt hf; f 0i1 =
P

s2S hf (s) ; f 0 (s)iN (s) f�ur f; f 0 2 HS
�

ist HS
� ein Hilbert-Raum, da S endlich. Mittels der konstanten Funktionen

s 7! � f�ur s 2 S und festes � 2 H� kann man H� als Teilraum von HS
�

identi�zieren. Man betrachtet nun die lineare Abbildung F� : H� ! HS
�

de�niert durch (F��) (s) = � (s) � � � f�ur � 2 H� und s 2 S. Dabei ist F�
stetig und besitzt eine Operatornorm � 2, da

kF��k21 =
X
s2S

k� (s) � � �k2N (s) � 4m k�k2 = 4 k�k20 .

Im folgenden wird F� als surjektive Abbildung von H� auf B� = F� (H�)
betrachtet. Analog zu HS

� ist HK
� die Menge aller Funktionen f : K ! H�.

Mit dem Skalarprodukt hf; f 0i2 =
P

k2K hf (k) ; f 0 (k)iw (k) f�ur f; f 0 2 HK
�

wird HK
� ein Hilbert-Raum, da auch K endlich.

Das erste Lemma gibt nun eine Bedingung f�ur die Invertierbarkeit eines Ope-
rators an. Dies �ndet Verwendung im n�achsten Satz. Im Beweis von A. _Zuk



1. Graphen und Kazhdans Eigenschaft (T) 13

tritt dieses Lemma nur implizit im Beweis auf. Es ist jedoch von grundlegen-
der Bedeutung f�ur das folgende. A. _Zuk verwendete nicht explizit, da� der
Operator dann invertierbar ist. Dadurch ist jedoch der Beweis des n�achsten
Satzes k�urzer.

1.2.3 Lemma. Seien H0; H1 Hilbert-R�aume, F : H0 ! H1 ein stetiger in-
jektiver Operator, B = F (H0) und f�ur ein festes c > 0 sei kF �fk0 � c kfk1
f�ur alle f 2 B, dann ist B abgeschlossen und F : H0 ! B invertierbar.

Beweis. Sei B der Abschlu� von B in H1, dann ist das Bild von FF � �B�
abgeschlossen in H1. Denn, ist (fn)n2N eine Cauchy-Folge in FF � �B�, dann

gibt es f 0n 2 B mit fn = FF �f 0n. Wegen der vorausgesetzten Ungleichung ist
(f 0n)n2N eine Cauchy-Folge in B. Denn es giltFF � ~f


1

 ~f

1
�
���DFF � ~f; ~f

E
1

��� =
D
F � ~f; F � ~f

E
0
� c2

 ~f
2
1

f�ur ~f 2 B. Damit erh�alt man die Ungleichung
FF � ~f


1
� c2

 ~f

1
. Da

nun B dicht in B liegt, gilt die Ungleichung auch f�ur ~f 2 B. Damit ist
f 0n als Cauchy-Folge konvergent in B, da B als abgeschlossene Menge des
Hilbert-Raums H1 vollst�andig ist. Also konvergiert (f 0n)n2N in B gegen ein

f 0 2 B und die Folge (fn)n2N konvergiert dann gegen f = FF �f 0 wegen der

Stetigkeit von F �. Somit ist das Bild FF � �B� abgeschlossen.

Sei � 2 H0 orthogonal zu F � (B), dann ist insbesondere 0 = hF �F�; �i0 =
hF�; F�i1 und damit F� = 0. Wegen der Injektivit�at von F ist � = 0. Also
liegt F � (B) dicht in H0 und damit FF � (B) dicht in B = F (H0) wegen
der Stetigkeit von F . Da FF � (B) � FF � �B� � B � H1, ist FF � �B�
dicht in B und abgeschlossen in H1. Damit ist B abgeschlossen in H1. Da
F : H0 ! B bijektiv, besitzt F eine stetige inverse Abbildung. �

Den folgenden Satz zeigte zuerst A. _Zuk f�ur gew�ohnliche Graphen in [53].
Der Beweis ist jedoch dadurch, da� es nach dem vorigen Lemma direkt m�og-
lich ist die Invertierbarkeit des Operators F� zu benutzen, etwas k�urzer.
Die Bestimmung einer Absch�atzung f�ur die Kazhdan-Konstante ergibt die
folgende Bedingung daf�ur, da� eine diskrete Gruppe � eine Kazhdan-Gruppe
ist. Durch eine genauere Absch�atzung der Operatornorm von F �

� : B� ! H�

lie�e sich im folgenden Satz c=2 sogar durch c=
p

3 ersetzen. Dies zeigte
A. _Zuk in [53] auch so.
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1.2.4 Satz. Existiert f�ur alle Darstellungen � von � auf H� ohne nicht-
triviale invariante Vektoren ein festes c > 0 mit kF �

�fk20 � c kfk21 f�ur alle
f 2 B� = F� (H�), so ist c=2 eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante.

Beweis. Sei � eine Darstellung von � auf H� ohne nichttriviale invariante
Vektoren und � besitze einen (c=2; S)-invarianten Vektor � 2 H�. Nach Vor-
aussetzung gilt kF �

�fk0 �
p
c kfk1 f�ur alle f 2 B�. Nach Lemma 1.2.3 ist

damit B� abgeschlossen und F� : H� ! B� invertierbar, da � keine nicht-
trivialen invarianten Vektoren besitzt und somit F� injektiv ist. Mit F� ist
auch F �

� : B� ! H� invertierbar. Es gilt kF�F �
�fk1 kfk1 � jhF�F �

�f; fi1j =
hF �

�f; F
�
�fi0 � c hf; fi1. Also ist kF�F �

�fk1 � c kfk1 f�ur alle f 2 B� nach
Voraussetzung und damit ist

(F�F
�
� )�1

 � c�1.

F�ur f = F�� gilt

kfk21 =
X
s2S

kf (s)k2N (s) =
X
s2S

k� (s) � � �k2N (s)

<
X
s2S

(c=2)2 k�k2N (s) = (c=2)2 k�k2m = (c=2)2 k�k20

und damit ist kfk1 < (c=2) k�k0. Da F� invertierbar ist, w�urde folgen � =
F�1
� f = F �

� (F�F
�
� )�1 f und damit k�k0 � kF �

�k c�1 kfk1. Es gilt kF �
�k � 2,

da kF �
�k � kF�k � 2. Somit w�are

k�k0 < 2c�1 (c=2) k�k0 = k�k0 .

Dies ist ein Widerspruch. Also gibt es keinen (c=2; S)-invarianten Vektor. �

Ist umgekehrt � eine Kazhdan-Gruppe, so gibt es ein " > 0 derart, da� f�ur
alle Darstellungen � von � auf H� ohne nichttriviale invariante Vektoren gilt
maxs2S kF�� (s)k = maxs2S k� (s) � � �k � " k�k f�ur alle � 2 H�. Damit gilt

kF��k21 =
X
s2S

kF�� (s)k2N (s) � "2 min
s2S

N (s) k�k2 = "2 min
s2S

N (s) k�k20 =m

und es folgt

kF �
�F��k0 k�k0 � jhF �

�F��; �i0j = hF��; F��i1
� "

q
min
s2S

N (s) =m kF��k1 k�k0 .

Also ist kF �
�F��k20 � c kF��k21 mit c = "2 mins2S N (s) =m > 0.
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Nun folgt der Beweis der zweiten Aussage, die f�ur � > 1=2 gerade die Vor-
aussetzung des vorhergegangenen Satzes liefert. Solche Gruppen sind dann
Kazhdan-Gruppen. Diese Aussage enth�alt der n�achste Satz. A. _Zuk zeigte
in [53] f�ur gew�ohnliche Graphen ein allgemeineres Lemma. Zum Beweis von
Satz 1.2.6 ist dies jedoch nicht n�otig.

1.2.5 Lemma. Sei S ein endliches symmetrisches Erzeugendensystem der
Gruppe � so, da� der Graph (S;w) zusammenh�angend ist, und � eine Dar-
stellung von � auf H� ohne nichttriviale invariante Vektoren, dann gilt

kF �
�fk20 � 2

�
2� 1

�

�
kfk21

f�ur alle f 2 B� = F� (H�), falls auf dem Graphen (S;w) der zweitkleinste
Eigenwert des Laplace-Operators � > 1=2 ist.

Beweis. F�ur s 2 S bezeichne Æs : CS ! C die Funktion, f�ur die Æs (t) = Æs;t
gilt. Nun ist HS

�
�= CS
H� durch die Abbildung f 7!P

s2S Æs
(f (s)). Der
Laplace-Operator � operiere durch �
id aufHS

� . Ebenso istHK
�
�= CK
H�

durch die Abbildung f 7!P
k2K Æk
 (f (k)), wobei hier Æk : CK ! C analog

de�niert durch Æk (k0) = Æk;k0. Dadurch operiert D auf HK
� durch D 
 id.

Das Spektrum von � 
 id auf HS
� ist damit gleich dem Spektrum von �.

Da (s; t) 2 K gilt genau dann, wenn (s�1; s�1t) 2 K gilt, und w (s; t) =
w (s�1; s�1t) ist, ist

2 h�f; fi1 = kDfk22 =
X

(s;t)2K
kf (s)� f (t)k2w (s; t)

=
X

(s;t)2K

f �s�1t
�2w (s; t) =

X
(s;t)2K

kf (t)k2w (s; t)

=
X
t2S

kf (t)k2N (t) = kfk21

f�ur f 2 B�, da dann f (s)� f (t) = �� (s) f (s�1t). Ist nun f 2 HS
� orthogo-

nal zu den konstanten Funktionen in HS
� , so folgt h�f; fi1 � � kfk21.

F�ur die duale Abbildung F �
� : B� ! H� und f = F�� hat man

hF �
�f; �i0 = hF �

�F��; �i0 = hF��; F��i1
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=
X
s2S

h� (s) � � �; � (s) � � �iN (s)

=
X
s2S



� � �

�
s�1
�
� � � (s) � + �; �

�
N (s)

=

*
�2
X
s2S

(� (s) � � �)N (s) ; �

+
=

*
�2
X
s2S

f (s)N (s) ; �

+

=

*
� 2

m

X
s2S

f (s)N (s) ; �

+
m =

*
� 2

m

X
s2S

f (s)N (s) ; �

+
0

f�ur alle � 2 H� und damit ist F �
�f = �2m�1

P
s2S f (s)N (s) f�ur f = F�� 2

B�.

Da

hf; �i1 =
X
s2S

hf (s) ; �iN (s) =

*X
s2S

f (s)N (s) ; �

+
=
D
�m

2
F �
�f; �

E
=

X
s2S

�
�1

2
F �
�f; �

�
N (s) =

�
�1

2
F �
�f; �

�
1

,

ist s 7! f (s) + 2�1F �
�f orthogonal zu den konstanten Funktionen. Damit ist

h�f; fi1 � �

f +
1

2
F �
�f

2
1

= �

�
f +

1

2
F �
�f; f

�
1

= �

 
kfk21 +

1

2

X
s2S

hF �
�f; f (s)iN (s)

!

= �
�
kfk21 �

m

4
kF �

�fk2
�

= �

�
kfk21 �

1

4
kF �

�fk20
�

f�ur f 2 B�. Somit gilt

kfk21 = 2 h�f; fi1 � �

�
2 kfk21 �

1

2
kF �

�fk20
�

und damit kF �
�fk20 � 2

�
2� ��1

� kfk21. �

Nun ist es m�oglich den Satz von A. _Zuk f�ur gewichtete Graphen zu zeigen.
H�atte man im vorigen Satz gezeigt, da� c=

p
3 eine Kazhdan-Konstante w�are,

so h�atte man hier auch im Fall der gewichteten Graphen die Aussage, da�
sogar

�
2=
p

3
� �

2� ��1
�

eine Kazhdan-Konstante ist, wie im Originalbeweis

von A. _Zuk.



1. Graphen und Kazhdans Eigenschaft (T) 17

1.2.6 Satz. Falls (S;w) zusammenh�angend und � > 1=2 ist, so ist � eine
Kazhdan-Gruppe und 2���1 eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante.

Beweis. Nach Lemma 1.2.5 gilt f�ur alle Darstellungen � von � auf H� ohne
nichttriviale invariante Vektoren hF �

�f; F
�
�fi0 � 2

�
2� ��1

� hf; fi1 f�ur alle

f 2 B�. Nach Satz 1.2.4 ist also 2� ��1 eine untere Schranke der Kazhdan-
Konstante. �

Die Bedingung � > 1=2 im letzten Satz ist bestm�oglich. Denn f�ur Z mit dem
Erzeugendensystem S = f�1;�2g zeigt folgende Abbildung den Graphen
(S; T ) ohne Gewichte. Dabei ist T = f(s; t) 2 S � S : s�1t 2 Sg.

r r r r

�2 �1 1 2

Graph des Erzeugendensystems S = f�1;�2g von Z

Der zugeh�orige Laplace-Operator ist bez�uglich der kanonischen Basis

� =

0BB@
1 �1 0 0
�1

2
1 �1

2
0

0 �1
2

1 �1
2

0 0 �1 1

1CCA
und das charakteristische Polynom X (X � 2) (X � 1=2) (X � 3=2). Also ist
f0; 1=2; 3=2; 2g das Spektrum von � und der zweitkleinste Eigenwert 1=2.

Das einzige nichtendliche Beispiel, das bis jetzt in der Literatur bekannt zu
sein scheint und auf das das Kriterium von A. _Zuk anwendbar ist, ist die
Klasse der sogenannten eA2-Gruppen. Allerdings w�are daf�ur schon die Ver-
sion des Satzes von A. _Zuk f�ur Polyeder aus [52] ausreichend. Auch die
Untersuchung der Graphen mit geringer Knotenzahl in 1.5 erbrachte keine
neuen nichtendlichen Beispiele. Bei einer Fortsetzung dieses Verfahrens kann
man sich also auf Graphen mit mehr Knoten beschr�anken. Die eA2-Gruppen
sind Gruppen, die kokompakt auf Geb�auden vom Typ eA2 operieren. Es ist
m�oglich sie durch eine Primzahlpotenz k zu parametrisieren. Diese Gruppen
wurden in [9] untersucht und ihre Kazhdan-Konstante wurde bestimmt als
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q
2� 2 k+

p
kp

k3+1
. Der zweitkleinste Eigenwert des zugeh�origen Erzeugendensy-

stems, das dort betrachtet wurde, wurde in [18], [24] und [7] berechnet als

1�
p
k

k+1
. Als untere Schranke erh�alt man also 1�

p
k

k+1�pk .

1.3 Beispiele f�ur Graphen aus Erzeugendensystemen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, da� es Erzeugendensysteme der Grup-
pen SL (2;Z) und SL (3;Z) gibt, deren zweitkleinster Eigenwert des Laplace-
Operators auf dem zugeh�origen Graphen 1=2 ist. F�ur SL (2;Z) ist dies also
ein weiteres Beispiel daf�ur, da� die Bedingung im Satz von A. _Zuk bestm�og-
lich ist. F�ur SL (3;Z) ist es jedoch nicht gelungen ein Erzeugendensystem zu
�nden und daraus einen Graphen mit gr�o�erem zweitkleinsten Eigenwert zu
konstruieren, f�ur den der Satz von A. _Zuk eine Kazhdan-Konstante ergibt.

Zuerst wird � = SL (2;Z) = f 2 GL (2;Z) : det  = 1g untersucht.

F�ur die Beweisidee f�ur folgenden elementaren Beweis siehe z. B. [33, Seite 85].

1.3.1 Lemma. Die Elemente u =

�
1 1
0 1

�
und ! =

�
0 �1
1 0

�
erzeugen

die Gruppe �.

Beweis. Sei  =

�
a b
c d

�
und a; b; c; d 2 Z mit ad � bc = 1, G = hu; !i

und angenommen es ist jaj � jcj+ 1 und jdj � jbj + 1, dann gilt

1 = jad� bcj � jadj � jbcj � (jcj+ 1) (jbj + 1)� jbcj = jbj+ jcj+ 1.

Also gilt b = 0 = c und damit ad = 1, d. h. jaj = 1 = jdj. In diesem Fall ist

o�ensichtlich  =

�
a b
c d

�
2 G, denn es gilt  = I oder  = !2.

In den anderen F�allen ist jaj � jcj oder jdj � jbj. Falls jaj � jcj und a = 0,
so ist  2 G. Ist a 6= 0, so gibt es q 2 Z und 0 � r � jaj � 1 mit c = aq + r,

dann gilt

�
1 0
�q 1

��
a b
c d

�
=

�
a b
r �qb + d

�
und jaj � r+ 1. Es gelte

0 =

�
a0 b0

c0 d0

�
�
�
a b
c d

�
, falls jb0j � jbj und jc0j � jcj, und 0 < , falls
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0 �  und 0 �  ist. Also gilt

�
a b
r �qb + d

�
< , da r < jaj � jcj

ist. Falls jdj � jbj und d = 0, so ist  2 G. Ist d 6= 0, so gibt es wieder

ein q 2 Z und 0 � r � jdj � 1 mit b = dq + r. Dann gilt

�
1 �q
0 1

�
 =�

a� qc r
c d

�
< , da r < jdj � jcj ist. Es gibt also Matrizen 1; : : : ; n

mit  > 1 > : : : > n > : : : und, da es nur endlich viele ganze Zahlen b0; c0

mit jb0j � jbj und jc0j � jcj gibt und nur endlich viele zugeh�orige a0; d0 2 Z
mit a0d0 � b0c0 = 1 gibt, da die ganze Zahl b0c0 + 1 nur endlich viele Teiler

besitzt, gibt es auch nur endlich viele zugeh�orige Matrizen 0 =

�
a0 b0

c0 d0

�
mit 0 < . Also ist nach endlich vielen Schritten bei obiger Konstruktion
kein Schritt mehr anwendbar. Dann gilt jedoch jaj � jcj+1 und jdj � jbj+1,
d. h. jaj = 1 = jdj und damit  2 G. Also ist G = SL (2;Z), da jeweils
k+1

�1
k 2 G. �

Man hat also SL (2;Z) = hu; !i. Ein symmetrisches Erzeugendensystem von
SL (2;Z) erh�alt man durch die Menge S = f�I; !;�!; u;�u; u�1;�u�1g.
Folgende Abbildung zeigt den Graphen (S; T ).

r

r r

r r

r r�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

T
T
T
T
T
T
T
T
T
T
TT

T
T
T
T
T
T

�
�
�
�
�
�

�I
u

�u �u�1

u�1

! �!

Der Graph eines Erzeugendensystems f�ur SL (2;Z)
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Betrachtet man � auf (S; T ) bez�uglich der Basis Æs f�ur s 2 S, so gilt

� =

0BBBBBBBB@

1 �1
6

�1
6

�1
6

�1
6

�1
6

�1
6�1

2
1 �1

2
0 0 0 0

�1
2

�1
2

1 0 0 0 0
�1

2
0 0 1 �1

2
0 0

�1
2

0 0 �1
2

1 0 0
�1

2
0 0 0 0 1 �1

2�1
2

0 0 0 0 �1
2

1

1CCCCCCCCA
.

Folgendes Lemma bestimmt den zweitkleinsten Eigenwert als 1
1+2�1

= 1
2
.

1.3.2 Lemma. Sei A 2 Mp;p (R), B 2 Mp;q (R), C 2 Mq;p (R), D 2
Mq;q (R), n = p + kq � 1 und m = p+ q � 1, wobei

A =

0BBB@
1 � 1

n
� � � � 1

n

� 1
n

1
...

...
. . . � 1

n� 1
n

� � � � 1
n

1

1CCCA ; B =

0BBB@
� 1
n

� 1
n

� � � � 1
n� 1

n
� 1
n

� � � � 1
n

...
...

...
� 1
n

� 1
n

� � � � 1
n

1CCCA ,

C =

0BBB@
� 1
m

� 1
m

� � � � 1
m� 1

m
� 1
m

� � � � 1
m

...
...

...
� 1
m

� 1
m

� � � � 1
m

1CCCA ; D =

0BBB@
1 � 1

m
� � � � 1

m

� 1
m

1
...

...
. . . � 1

m� 1
m

� � � � 1
m

1

1CCCA ;

dann hat die Matrix0BBBBBBB@

A B B � � � B B
C D 0 � � � 0 0
C 0 D 0 0
...

...
. . .

...
C 0 0 D 0
C 0 0 � � � 0 D

1CCCCCCCA
2Mn+1;n+1 (R)

die Eigenwerte 0, einfach, p
m

, k� 1-fach, n+1
n

, p� 1-fach, m+1
m

, k (q � 1)-fach,
kq
n

+ p
m

, einfach, und p
m

ist der zweitkleinste Eigenwert.

Beweis. Der Vektor, der konstant 1 ist, ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 0.
Die p� 1 Vektoren (1; 0; : : : ; 0;�1; 0; : : : ; 0), wobei je 0; 1; : : : ; p� 2 Eintr�age
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0 sind zwischen 1 und �1, sind die p� 1 Eigenvektoren zum Eigenwert n+1
n

.
Die k (q � 1) Vektoren (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0;�1; 0; : : : ; 0), wobei die ersten je
p; p + q; : : : ; p + (k � 1) q Eintr�age 0 sind, der p + 1; p + q + 1; : : : bzw. p +
(k � 1) q+1-te Eintrag eine 1 ist und je 0; 1; : : : ; q�2 Eintr�age 0 sind zwischen
1 und �1, sind Eigenvektoren zum Eigenwert m+1

m
. Die k � 1 Vektoren

(0; : : : ; 0; 1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0;�1; : : : ;�1; 0; : : : ; 0), wobei die ersten p Eintr�age
0 sind, die Eintr�age an der p + 1-ten bis p + q-ten Stelle 1 sind, dann die
Eintr�age an der p + q + 1-ten bis p + jq-ten Stelle 0 sind und die an der
p + jq + 1-ten bis p + (j + 1) q-ten Stelle �1 sind, sind Eigenvektoren zum
Eigenwert p

m
. Der Vektor

�
kq
n
; : : : ; kq

n
;� p

m
; : : : ;� p

m

�
, der an den ersten p

Stellen den Eintrag kq
n

besitzt und an den restlichen den Eintrag � p
m

, ist

Eigenvektor zum Eigenwert kq
n

+ p
m

. Da n+1
n

> 1, m+1
m

> 1 und kq
n

+ p
m
� p

m

ist f�ur k � 0, ist p
m
� 1 der zweitkleinste Eigenwert. �

Bei dem Laplace-Operator oben ist also

A = 1; B =
� �1

6
�1

6

�
; C =

� �1
2�1
2

�
; D =

�
1 �1

2�1
2

1

�
mit p = 1 und q = 2. Der zweitkleinste Eigenwert ist damit 1

1+2�1
= 1=2.

Die Gruppe SL (3;Z) erzeugen die Elemente

A =

0@ 0 1 0
0 0 1
1 0 0

1A ; B =

0@ 1 1 0
0 1 0
0 0 1

1A ,

siehe z. B. [13, Seite 85]. Sei S = (hAi fB; I; B�1g hAi) n fIg, dann gilt
s = AjBkA` f�ur s 2 S, wobei j; k; ` 2 f�1; 0; 1g ist und j 6= 0, k 6= 0 oder
` 6= 0. Sei s = AjBkA`, t = Aj

0

, dann ist s�1t = A�`B�kAj
0�j 2 S f�ur

alle j 0; j; k; ` mit k 6= 0 oder ` + j 6= j 0. Sei s = AjBkA`, t = AjBkA`
0

,
dann ist s�1t = A`

0�` 2 S f�ur alle j; k; `; `0 mit ` 6= `0. Sei s = AjBkA`,
t = Aj

0

Bk0A`
0

und k 6= 0, k0 6= 0 und j 6= j 0 mod 3 oder k0 6= k, dann
gilt s�1t = A�`B�kAj

0�jBk0A`
0

=2 hAi fB; I; B�1g hAi � S. Denn es ist
B�kAj

0�jBk0 =2 hAi fB; I; B�1g hAi.

Also ist s�1t 2 S genau dann, wenn gilt s 6= t, s 2 fA�1g oder t 2 fA�1g
oder s; t 2 AjBk hAi mit k = �1. Somit erh�alt man als Laplace-Operator
eine Matrix wie in dem Lemma mit p = 2, q = jhAij = 3 und k = 6. Der
zweitkleinste Eigenwert dieser Matrix ist also 2

2+3�1
= 1=2.
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1.4 Teilgraphen und Relationen

Betrachtet man eine diskrete Gruppe beschrieben durch Erzeugende und Re-
lationen, so entspricht dem Entfernen von Relationen das Entfernen von Kan-
ten im Graphen. Das Entfernen von Relationen liefert nun eine Gruppe, von
der die urspr�ungliche Gruppe eine Faktorgruppe ist. Besitzt nun der Laplace-
Operator auf dem urspr�unglichen Graphen einen zweitkleinsten Eigenwert
der > 1=2 ist, so folgt aus Aussagen �uber den zweitkleinsten Eigenwert eines
Teilgraphen in bestimmten F�allen, da� auch dieser Eigenwert > 1=2 ist. Mit
dem Satz von A. _Zuk ist dann auch diese Gruppe eine Kazhdan-Gruppe.

Man kann nun f�ur Teilgraphen Aussagen dar�uber machen, wie sich der Ei-
genwert � bei der Entfernung von Kanten ver�andert. Korollar 1.4.7 gibt
f�ur einen Teilgraphen, der dieselben Knoten besitzt wie der Graph, obere
und untere Schranken an f�ur den zweitkleinsten Eigenwert des Graphen in
Abh�angigkeit des zweitkleinsten Eigenwerts des Teilgraphen und der Grade
in den jeweiligen Graphen. Dabei gilt die obere Schranke sogar f�ur belie-
bige Teilgraphen, die nicht notwendigerweise dieselbe Knotenmenge wie der
Graph besitzen. F�ur das Entfernen einer Kante eines Knotens, der nur eine
geringe Anzahl an Nachbarn besitzt, ergibt die obere Schranke keine guten
Ergebnisse. Im Gegensatz dazu besitzt ein Graph, dessen jeder Knoten viele
Nachbarn besitzt, einen relativ gro�en Eigenwert �.

Folgendes Lemma liefert eine einfache Schranke f�ur den Eigenwert �. F�ur
einen Beweis siehe z. B. [11, Seite 6{7].

1.4.1 Lemma. Sei (S;K) ein Graph mit n = jSj � 2 Knoten. Dann gilt
folgendes.

(a) F�ur den zweitkleinsten Eigenwert gilt � � n
n�1

.

(b) Ist (S;K) ein nichtvollst�andiger Graph, so gilt � � 1.

Nun zur De�nition eines Teilgraphen.

1.4.2 De�nition. Ein Graph (S;K) ist ein Teilgraph von (S 0; K 0), falls S �
S 0 und K � K 0 \ (S � S), und ein induzierter Teilgraph, falls K = K 0 \
(S � S).
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Sei (S;K) ein Teilgraph von (S 0; K 0). Auf den jeweiligen Graphen betrachtet
man die entsprechenden Gradfunktionen N und N 0. Damit erh�alt man auf
CS und CS0 die Skalarprodukte hf; f 0i f�ur f; f 0 : S ! C bzw. hf; f 0i0 f�ur
f; f 0 : S 0 ! C.

1.4.3 Lemma. Seien (S 0; K 0) und (S;K) zwei endliche zusammenh�angende
Graphen mit Eigenwerten �0 bzw. � und (S;K) ein induzierter Teilgraph von
(S 0; K 0), dann gilt

�0 � max
x2S

N (x)

N 0 (x)

�
� + max

x2S
N 0 (x)

N (x)
� 1

�
.

Ist (S 0; K 0) nur ein beliebiger Teilgraph von (S;K), so gilt nur

�0 � max
x2S

N (x)

N 0 (x)

�
�+ 2

�
max
x2S

N 0 (x)

N (x)
� 1

��
.

Beweis. Sei f : S ! C ein Eigenvektor zum Eigenwert � und f 0 : S 0 ! C
de�niert durch

f 0 (x) =

�
f (x)� c x 2 S
�c x 2 S 0 n S

mit c = hf 0; 1i0 = h1; 1i0, dann gilt hf 0; 1i0 =
P

x2S0 f
0 (x)N 0 (x) = 0. Es ist

hf; fi0 � maxx2S
N 0(x)
N(x)

kfk2 und hf; fi = hf; f 0i � kfk kf 0k, womit folgt

hf; fi �
X
x2S

jf 0 (x)j2N (x) � max
x2S

N (x)

N 0 (x)

X
x2S0

jf 0 (x)j2N 0 (x) .

Ist (x; y) 2 K 0 und x; y 2 S 0 n S, so gilt jf 0 (x)� f 0 (y)j = 0, ist x 2 S 0 n S
und y 2 S, so gilt jf 0 (x) � f 0 (y)j = jf (y)j, und sind x; y 2 S, so gilt
jf 0 (x)� f 0 (y)j = jf (x)� f (y)j. Ist y 2 S, so gibt es von den x 2 S 0 n S
genau N 0 (y)�N (y) mit (x; y) 2 K 0. Also ist

hD0f 0; D0f 0i0 =
X

(x;y)2K0

jf 0 (x) � f 0 (y)j2

=
X

(x;y)2K
jf (x)� f (y)j2 + 2

X
y2S

jf (y)j2 (N 0 (y)�N (y))

= hDf;Dfi+ 2 hf; fi0 � 2 hf; fi .
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Damit folgt

�0 � hD0f 0; D0f 0i0
2 hf 0; f 0i0 =

hDf;Dfi+ 2 hf; fi0 � 2 hf; fi
2 hf 0; f 0i0

� max
x2S

N (x)

N 0 (x)

hDf;Dfi+ 2 hf; fi0 � 2 hf; fi
2 hf; fi

� max
x2S

N (x)

N 0 (x)

�
�+ max

x2S
N 0 (x)

N (x)
� 1

�
.

Es gilt X
(x;y)2K0nK

jf (x) � f (y)j2

� 2
X

(x;y)2K0nK
jf (x)j2 + jf (y)j2

= 2
X

(x;y)2K0

jf (x)j2 + jf (y)j2 � 2
X

(x;y)2K
jf (x)j2 + jf (y)j2

= 4
X
x2S

N 0 (x) jf (x)j2 � 4
X
x2S

N (x) jf (x)j2

= 4 hf; fi0 � 4 hf; fi .

Damit folgt

�0 � hDf 0; Df 0i0
2 hf 0; f 0i0 � hDf;Dfi+ 4 hf; fi0 � 4 hf; fi

2 hf 0; f 0i0

= max
x2S

N (x)

N 0 (x)

�
�+ 2

�
max
x2S

N 0 (x)

N (x)
� 1

��
.

�

W�ahlt man nun in obigem Lemma (S 0; K 0) als vollst�andigen Graphen, so
erh�alt man folgendes.

1.4.4 Korollar. Sei (S;K) ein endlicher zusammenh�angender Graph mit
n = jSj � 2 Knoten, dann gilt

� � n

maxx2S N (x)
� 2

�
n� 1

minx2S N (x)
� 1

�
.
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Beweis. Mit dem vorigen Lemma gilt

n

n� 1
� maxx2S N (x)

n� 1

�
�+ 2

�
n� 1

minx2S N (x)
� 1

��
und damit

� � n

maxx2S N (x)
� 2

�
n� 1

minx2S N (x)
� 1

�
.

�

Dies erm�oglicht nun eine Aussage �uber den zweitkleinsten Eigenwert des
Laplace-Operators auf Graphen, deren Knoten viele Nachbarn besitzen. Al-
lerdings bleibt die Frage o�en, ob Gruppen, die Erzeugendensysteme besit-
zen, die solche Graphen erzeugen, nicht m�oglicherweise alle endlich sind, da
viele Nachbarn eines Knotens viele Relationen in der Gruppe implizieren.

1.4.5 Korollar. Sei (S;K) ein endlicher zusammenh�angender Graph mit
n = jSj � 2 Knoten und minx2S N (x) � 4

5
n� 1, so gilt � > 1=2.

Beweis. Sei minx2S N (x) � 4
5
n� 1, dann folgt mit Korollar 1.4.4

� � n

maxx2S N (x)
� 2

�
n� 1

minx2S N (x)
� 1

�
� n

n� 1
� 2

�
n� 1
4
5
n� 1

� 1

�
=

1

2
+

1

2

3n� 5

(n� 1) (4n� 5)
>

1

2

f�ur n � 2. �

F�ur den zweitkleinsten Eigenwert des Laplace-Operators eines Graphen hat
man mit Lemma 1.4.3 eine untere Schranke f�ur den Eigenwert eines Teilgra-
phen. Folgendes Lemma bestimmt eine obere Schranke f�ur den Eigenwert,
falls nur Kanten aus dem Graphen entfernt werden, aber keine Knoten, d. h.
die Knotenmenge bleibt gleich. Dies ist ein Spezialfall eines Satzes in [11,
Seite 68{71].

1.4.6 Lemma. Sei (S;K) ein zusammenh�angender Teilgraph des zusam-
menh�angenden Graphen (S;K 0), �0, � der zweitkleinste Eigenwert von (S;K 0)
bzw. (S;K) und a = minx2S N (x) =N 0 (x), dann ist �0 � a�.



1. Graphen und Kazhdans Eigenschaft (T) 26

Beweis. Sei f 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert �0 und f = f 0�hf 0; 1i = h1; 1i,
dann ist hf; 1i = 0 und damit � � 2�1 hDf;Dfi = hf; fi. Es gilt

hDf;Dfi =
X

(x;y)2K
jDf (x; y)j2 �

X
(x;y)2K0

jD0f 0 (x; y)j2 = hD0f 0; D0f 0i0

und
hf 0; f 0i0 = hf 0; fi0 � kf 0k0 kfk0 .

Da hf; fi0 =
P

x2S jf (x)j2N 0 (x) � maxx2S N 0 (x) =N (x) kfk2, ist kf 0k0 �
a�1=2 kfk und � � (2a)�1 hD0f 0; D0f 0i0 = hf 0; f 0i0 = �0=a. �

Daraus erh�alt man nun Schranken f�ur den zweitkleinsten Eigenwert des
Laplace-Operators eines Graphen durch den eines Teilgraphen mit den glei-
chen Knoten. Die obere Absch�atzung ist jedoch nur f�ur den Fall gut, da� das
Verh�altnis der Anzahl der Nachbarn im Teilgraphen zu der der Nachbarn im
Graphen nicht zu klein wird.

1.4.7 Korollar. Sei (S;K) ein zusammenh�angender Teilgraph des zusam-
menh�angenden Graphen (S;K 0), �0, � der zweitkleinste Eigenwert von (S;K 0)
bzw. (S;K) und a = minx2S N (x) =N 0 (x), dann ist a� � �0 � �+2 (a�1 � 1).

Im Hinblick auf Lemma 1.4.1 ist die obere Schranke f�ur nichtvollst�andige
Graphen nur sinnvoll, wenn a > 2=3, denn f�ur a � 2=3 ist 2 (a�1 � 1) � 1. Im
Teilgraphen sollte also jeder Knoten mindestens 2=3 der Nachbarn besitzen,
die er schon im Graphen besitzt. Falls der Eigenwert � gro� ist, ist dies auch
schon zu wenig, denn abh�angig von � sollte genauer a > 2 (3� �)�1 sein,
sonst ist � + 2 (a�1 � 1) � 1. Die untere Schranke ist nat�urlich unabh�angig
davon f�ur jedes a sinnvoll.

1.5 Zu Erzeugendensystemen assoziierte Graphen

Da es schwierig ist f�ur eine Kazhdan-Gruppe ein geeignetes Erzeugendensy-
stem zu konstruieren, folgt nun die Betrachtung des Problems zu entscheiden,
ob ein gegebener Graph aus einem Erzeugendensystem einer Gruppe entstan-
den sein kann. Daf�ur werden zwei notwendige Bedingungen angegeben. Die
eine ist eine Bedingung an die Grade des Graphen. Dadurch ist es schon
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m�oglich eine gro�e Zahl von Graphen auszuschlie�en. Die andere ist eine
Bedingung an das Erzeugendensystem, also die Knotenmenge des Graphen.
Sie liefert f�ur Graphen mit vollst�andigen Teilgraphen Aussagen �uber endli-
che Untergruppen, die, bis auf das neutrale Element, im Erzeugendensystem
enthalten sein m�ussen. Die Anzahl der Elemente im Erzeugendensystem
entspricht der Knotenzahl, die Anzahl der Elemente dieser endlichen Un-
tergruppen ist durch die Knotenzahl beschr�ankt. Um eine Absch�atzung zu
erhalten, wird ein Lemma gezeigt, das f�ur paarweise verschiedene endliche
Untergruppen eine Mindestanzahl an Elementen bestimmt, die in der Verei-
nigung dieser Untergruppen enthalten sein m�ussen.

Nach dem Beweis dieser beiden Bedingungen ist es m�oglich f�ur kleine Kno-
tenzahlen die Graphen anzugeben, die aus dem Erzeugendensystem einer
Gruppe entstanden sind. Die Benutzung dieser Bedingungen erm�oglicht es
Graphen auszuschlie�en, die keinesfalls durch Gruppen entstanden sein k�on-
nen. Die Gruppen, die dabei aufgetreten sind und f�ur die man mit dem Satz
von A. _Zuk die Eigenschaft (T) folgern kann, sind jedoch alle endlich. Die
nichtendlichen sind keine Kazhdan-Gruppen.

Im folgenden ist wieder (S; T ) der Graph, den man aus dem Erzeugenden-
system S erh�alt. Das Erzeugendensystem ist hier immer symmetrisch und
enth�alt nicht das neutrale Element, d. h. S = S�1 und 1 =2 S. Die Elemente
aus S sind also die Knoten und zwischen s; t 2 S ist genau dann eine Kante,
falls s�1t 2 S. Durch die Abbildung x 7! x�1 auf S und y 7! x�1y f�ur die
Nachbarn y eines Knotens x erh�alt man folgendes.

1.5.1 Lemma. Sei S ein endliches Erzeugendensystem einer Gruppe � und
(S; T ) der davon erzeugte Graph, dann gilt folgendes.

(a) Ein Element der Ordnung 2 besitzt geraden Grad.

(b) Ein Element der Ordnung 3 besitzt mindestens 2 Nachbarn, falls (S; T )
zusammenh�angend und jSj � 3.

Beweis. (a) Sei s 2 S und s2 = 1, dann ist (s; x) 2 T genau dann,
wenn (s; sx) 2 T f�ur x 2 S gilt. Durch Multiplikation von links mit s
hat man also eine Permutation der Nachbarn von s. Diese Abbildung
hat Ordnung 2 und keinen Fixpunkt. Also besitzen die Bahnen dieser
Abbildung alle die L�ange 2 und die Anzahl der Nachbarn ist damit
gerade.
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(b) Ein Element s der Ordnung 3 hat immer s�1 als Nachbarn. Da der
Graph zusammenh�angend ist und jSj � 3, besitzt s bzw. s�1 min-
destens noch ein anderes Element als Nachbarn. Damit ist N (s) =
N (s�1) � 2.

�

Daraus erh�alt man folgende Bedingung an die Grade.

1.5.2 Satz. Sei Mk = fx 2 S : N (x) = kg, dann gilt k jMkj � 0 mod 2.

Beweis. Sei k = 1 mod 2, dann enth�alt Mk kein Element z der Ordnung 2,
denn sonst w�are N (z) = k � 0 mod 2 nach 1.5.1a. Mit x 2 Mk ist auch
x�1 2Mk und x 6= x�1. Die Abbildung x 7! x�1 der Ordnung 2 operiert also
ohne Fixpunkt auf Mk, damit ist jMkj � 0 mod 2. �

F�ur einen Graphen, den man durch ein Erzeugendensystem einer Gruppe
erh�alt, mu� also die im Satz angegebene Gradbedingung erf�ullt sein. Da-
durch lassen sich schon Graphen ausschlie�en, die auf keinen Fall aus einem
Erzeugendensystem entstehen. Beispiele daf�ur sind in folgender Abbildung
angegeben.
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1. Graphen und Kazhdans Eigenschaft (T) 29

Nun zur zweiten Bedingung. Aus einem Korollar zu folgendem Satz erh�alt
man eine Mindestanzahl endlicher Untergruppen, die bis auf das neutrale
Element im Erzeugendensystem enthalten sein m�ussen. Dabei gilt folgende
Beziehung zwischen vollst�andigen Teilgraphen mit r Knoten und endlichen
Untergruppen der Ordnung r + 1.

1.5.3 Satz. Sei S ein Erzeugendensystem der Gruppe �, cr die Anzahl der
vollst�andigen Teilgraphen mit r Knoten und k

(r)
0 die Anzahl der Untergrup-

pen der Ordnung r + 1 von �, die in S [ f1g enthalten sind. Dann ist

cr = k
(r)
0 +

Pm
j=1 kjpj, wobei kj � 0 und p1; : : : ; pm die Primteiler von r + 1

sind.

Beweis. Sei M die Menge der Knotenmengen der vollst�andigen Teilgraphen
mit r Knoten und M1 = fC [ f1g : C 2Mg,

A = f(s1; : : : ; sr) : fs1; : : : ; srg 2Mg ,

A1 = f(s1; : : : ; sr+1) : fs1; : : : ; sr+1g 2M1g ,

dann operiert die symmetrische Gruppe Sr+1 auf A1 durch

� (s1; : : : ; sr+1) =
�
s�1; : : : ; s�(r+1)

�
.

Die Abbildung P : A1 ! A sei de�niert durch

P (s1; : : : ; sr+1) =
�
s�1
r+1s1; : : : ; s

�1
r+1sr

�
.

�Uber die Abbildung P operiert Sr+1 auf A durch

� (P (s1; : : : ; sr+1)) = P (� (s1; : : : ; sr+1)) .

Dies ist wohlde�niert, denn falls P (s1; : : : ; sr+1) = P (t1; : : : ; tr+1) ist, so gilt

P (� (s1; : : : ; sr; sr+1))

=
�
s�1
�(r+1)s�1; : : : ; s

�1
�(r+1)s�r

�
=

��
s�1
r+1s�(r+1)

��1
s�1
r+1s�1; : : : ;

�
s�1
r+1s�(r+1)

��1
s�1
r+1s�r

�
=

��
t�1
r+1t�(r+1)

��1
t�1
r+1t�1; : : : ;

�
t�1
r+1t�(r+1)

��1
t�1
r+1t�r

�
= P (� (t1; : : : ; tr; tr+1)) .
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Betrachtet man Sr als Untergruppe von Sr+1, dann gilt

P (� (s1; : : : ; sr+1)) =
�
s�1
r+1s�1; : : : ; s

�1
r+1s�r

� 6= P (s1; : : : ; sr+1)

f�ur � 2 Sr nf1g. Auf der Bahn Sr+1V f�ur V 2 A operiert nun Sr. Jede Bahn
unter Sr hat L�ange r! und damit ist r! ein Teiler von jSr+1V j.

Sei B � A ein Vertretersystem so, da� A =
S
V 2B Sr+1V eine disjunkte Zerle-

gung in Bahnen ist, dann ist r!cr = jAj =
P

V 2B jSr+1V j. Falls jSr+1V j 6= r!
ist, gibt es einen Primteiler pj von r + 1 derart, da� r!pj ein Teiler von
jSr+1V j ist, da jSr+1V j ein Teiler von (r + 1)! ist. Ist V = (s1; : : : ; sr) und
jSr+1V j = r!, so ist U = f1; s1; : : : ; srg eine Untergruppe der Ordnung r+ 1,

da s�1t 2 U gilt f�ur alle s; t 2 U . Also gilt cr = k
(r)
0 +

Pm
j=1 kjpj mit kj � 0.

�

1.5.4 Bemerkung. Den Transpositionen �k = (k; r + 1), k = 1; : : : :r, ent-
sprechen die Abbildungen �k : A! A,

�k (s1; : : : ; sk�r; sk; sk+1; : : : ; sr)

=
�
s�1
k s1; : : : ; s

�1
k sk�1; s

�1
k ; s�1

k sk+1; : : : ; s
�1
k sr

�
und es gilt �kP = P�k.

Die n�achsten beiden Folgerungen liefern Aussagen �uber Elemente der Ord-
nung 2 bzw. 3 in S durch die Anzahl der Knoten bzw. Kanten. Das erste
Korollar behandelt vollst�andige Teilgraphen mit 1 Knoten, d. h. gerade die
Knoten des Graphen.

1.5.5 Korollar. Sei k
(1)
0 die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 in S, dann

ist jSj � k
(1)
0 mod 2.

Betrachtet man die vollst�andigen Teilgraphen mit 2 Knoten, d. h. die Teil-
graphen, die aus einer Kante und den dazugeh�origen Endknoten bestehen,
so erh�alt man durch die Kanten eine Aussage �uber Untergruppen der Ord-
nung 3.

1.5.6 Korollar. Sei k(2)0 die Anzahl der Untergruppen der Ordnung 3 in S,

dann ist jT j =2 � k
(2)
0 mod 3.
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Aus dem letzten Satz l�a�t sich auch sofort eine untere Schranke f�ur die Anzahl
k
(r)
0 angeben.

1.5.7 Korollar. Sei S ein Erzeugendensystem der Gruppe �, c die Anzahl
der vollst�andigen Teilgraphen mit r Knoten und k

(r)
0 minimal bez�uglich der

Zerlegung c = k
(r)
0 +

Pm
j=1 kjpj, wobei kj � 0 und p1; : : : ; pm die Primteiler

von r+1 sind, dann gibt es mindestens k
(r)
0 Untergruppen der Ordnung r+1

von � enthalten in S [ f1g.

Eine Folgerung daraus ist nun, da� vollst�andige Graphen mit n Knoten ge-
rade aus Gruppen der Ordnung n + 1 entstehen. Insbesondere k�onnen zwei
verschiedene Gruppen denselben Graphen erzeugen, d. h. die Graphen aus
den Erzeugendensystemen charakterisieren die Gruppe nicht eindeutig.

1.5.8 Korollar. Sei � eine Gruppe, S ein Erzeugendensystem von � und
(S; T ) der von S erzeugte Graph. Ist (S; T ) vollst�andig, so ist � eine Gruppe
der Ordnung jSj+ 1.

Beweis. Es gibt genau c = 1 vollst�andige Teilgraphen mit jSj Knoten und
k0 = 1 ist minimal in der Zerlegung c = k0 +

Pm
j=0 kjpj, wobei kj � 0 und

p1; : : : ; pm die Primteiler von jSj+ 1 sind. �

Zu einem gegebenen Graphen kann man mit Korollar 1.5.7 eine Mindestan-
zahl an Untergruppen bestimmen, die, bis auf die 1, in der Knotenmenge
enthalten sein m�ussen. Die Anzahl der Elemente in der Vereinigung dieser
Untergruppen ist beschr�ankt durch die Knotenzahl.

1.5.9 Satz. Sei S das Erzeugendensystem einer Gruppe � und S [ f1g ent-
halte die paarweise verschiedenen endlichen Untergruppen U1; : : : ; Uq mit
jUkj � 2 f�ur alle 1 � k � q, dann ist

jSj �
qX

k=1

jUkj+ q (q � 3)

2
�

qX
j=2

j�1X
k=1

P (jUjj ; jUkj) ,

wobei P (u; v) = ggT (u; v) ist, falls u 6= v ist, und P (u; v) = u=p, falls u = v
ist und p der kleinste Primteiler von u ist.
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Beweis. Gezeigt wird, da� f�ur die Untergruppen�����
q[

k=1

Uk

����� �
qX

k=1

jUkj+
(q � 1) (q � 2)

2
�

qX
j=2

j�1X
k=1

P (jUkj ; jUjj)

gilt. Daraus folgt mit jSj � jSq
k=1 Uk n f1gj = jSq

k=1 Ukj�1 die Behauptung.

F�ur q = 1 ist die Behauptung o�ensichtlich erf�ullt.

Mit Induktion folgt die Behauptung. Sei daf�ur nun also q � 2, dann ist
jSq

k=1 Ukj =
��Sq�1

k=1 Uk
��+ jUqj �

��Sq�1
k=1 Uk \ Uq

��. Mit�����
q�1[
k=1

Uk \ Uq
����� = 1 +

�����
q�1[
k=1

Uk \ Uq n f1g
����� � 1 +

q�1X
k=1

(jUk \ Uqj � 1)

� 2� q +

q�1X
k=1

P (jUkj ; jUqj)

und durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf
��Sq�1

k=1 Uk
�� folgt die

Behauptung. �

Graphen, die diese Untergruppenbedingung nicht erf�ullen, k�onnen nicht aus
Erzeugendensystemen von Gruppen entstanden sein. Folgende Abbildung
zeigt einige Beispiele.
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Diese beiden Bedingungen erm�oglichen nun f�ur zusammenh�angende Gra-
phen mit h�ochstens f�unf Knoten die Bestimmung derjeniger, die aus Er-
zeugendensystemen entstehen, und der zugeh�origen Gruppen. Die Gruppen
werden dabei durch Erzeugende und Relationen angegeben. Dabei bezeich-
ne � = hs1; : : : ; sn : r1; : : : ; rmi die Gruppe beschrieben durch Erzeugende
und Relationen, also die Faktorgruppe der freien Gruppe mit Erzeugenden
s1; : : : ; sn und des Normalteilers erzeugt von den r1; : : : ; rm, wobei r1; : : : ; rm
Elemente der freien Gruppe sind. Die Graphen, die man hier erh�alt, be�nden
sich in Anhang B zusammengefa�t in einer Liste.

F�ur Graphen mit h�ochstens f�unf Knoten folgt die Bestimmung der zugeh�o-
rigen Gruppen. Die Behandlung des Falls mit f�unf Knoten ist hier nicht
vollst�andig, da zu viele Fallunterscheidungen zu ber�ucksichtigen w�aren. Die
entsprechenden Graphen wurden jedoch bestimmt und sind auch in der Li-
ste in Anhang B zu �nden. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, da� die
aufgetretenen Graphen, auf die sich das Ergebnis von A. _Zuk anwenden lie-
�e, alle aus Erzeugendensystemen endlicher Gruppen entstanden sind. Die
nichtendlichen Gruppen, die dabei aufgetreten sind, sind jedoch alle keine
Kazhdan-Gruppen. M�ochte man also dieses Verfahren fortsetzen, kann man
sich auf Graphen mit mehr als f�unf Knoten beschr�anken.

Die Vorgehensweise ist nun die folgende. Ausgehend von der Anzahl der
Knoten und der Anzahl der Kanten liefern kombinatorische Erw�agungen Re-
lationen. Falls m�oglich, erh�alt man f�ur einen gegebenen Graphen ein Er-
zeugendensystem einer Gruppe mit Erzeugenden und Relationen, das den
Graphen erzeugt. Man mu� dabei jedesmal darauf achten, die Identi�kation
zweier Knoten durch die Relationen auszuschlie�en, d. h. f�ur zwei verschie-
dene Knoten x; y darf nicht die Relation x = y gelten. Dies wird jedoch nicht
jedesmal erw�ahnt.

Sei jSj = 2, dann ist der einzige zusammenh�angende ungerichtete Graph der
vollst�andige Graph. Die von S erzeugte Gruppe � ist damit eine Gruppe der
Ordnung jSj+1 = 3. Also ist � �= hx : x3i �= Z=3Z und man erh�alt folgenden
Graphen.

r r

x x�1

Sei nun jSj = 3, dann ist 2 � jKj =2 � 3. W�are jKj =2 = 2, so g�abe es
mindestens 4 Elemente der Ordnung 3. Da jSj = 3, ist das nicht m�oglich.
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Also ist jKj =2 = 3 und somit (S;K) der vollst�andige Graph. Damit ist
j�j = 4 und somit � �= hx : x4i �= Z=4Z oder � �= 


x; y : x2; y2; (xy)2
� �=

(Z=2Z)� (Z=2Z). Das Erzeugendensystem von � ist jeweils S = �nf1g. Die
Graphen sehen also folgenderma�en aus.

r r

r

�
�
�

T
T
T

x x�1

x2

r r

r

�
�
�

T
T
T

x y

xy

Sei nun jSj = 4, dann ist 3 � jKj =2 � 6. Ist jKj =2 = 3, so besitzt S kein
Element der Ordnung 3. Sonst h�atte S sogar 6 Elemente der Ordnung 3
im Widerspruch zu jSj = 4. Seien x; y 2 S und (x; y) 2 K, dann ist auch
(x�1; x�1y) ; (y�1; y�1x) 2 K und x�1y =2 fx�1; yg, y�1x =2 fy�1; xg.

Besitzt S kein Element der Ordnung 2, so ist x�1y 2 fx; y�1g, also ist y = x2

oder x = y2. O. E. sei y = x2, dann ist S = fx�2; x�1; x; x2g und somit gilt
� �= Z. Auch die Faktorgruppen � �= Z=kZ mit k � 7 erzeugen denselben
Graphen mit folgender Gestalt.

r r r r

x2 x x�1 x�2

Besitzt S ein Element der Ordnung 2, so gibt es davon mindestens 2. Ange-
nommen es sind genau zwei, so sind noch zwei andere Elemente x; x�1 2 S.
O. E. sei (z; x) 2 K, damit ist dann auch (z; zx) ; (x�1; x�1z) 2 K. Da
x�1z =2 fz; x�1g, ist x�1z = x und damit z = x2 oder (x�1z)

2
= 1. Falls

z = x2, so ist x4 = 1 und damit (x; x�1) ; (x; z) ; (z; x�1) 2 K. Ein Wider-
spruch zum Zusammenhang von (S;K), da jSj = 4 und jKj =2 = 3 ist. Also
ist (x�1z)

2
= 1. Damit gilt x�1z = zx und S = fx; x�1; z; zxg. Somit ist � �=


x; z : z2 = 1; (zx)2 = 1
�

= D1 bzw. � �= 
x; z : z2 = 1; (zx)2 = 1; xk = 1
�

=
Dk mit k � 4, wobei Dk die Diedergruppe bezeichne. Der Graph besitzt
folgende Gestalt.

r r r r

x z zx x�1
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H�atten alle Elemente von S Ordnung 2, so w�are mit x; y; xy 2 S auch
(x; y) ; (x; xy) ; (y; xy) 2 K im Widerspruch zum Zusammenhang von (S;K).

Sei nun jKj =2 = 4, dann gibt es mindestens zwei Elemente x; x�1 2 S der
Ordnung 3. Es sind auch genau zwei Elemente, da es sonst 8 Elemente
der Ordnung 2 g�abe. Angenommen die anderen Elemente haben nicht die
Ordnung 2, dann ist S = fx; x�1; y; y�1g. O. E. sei (x; y) 2 K, dann ist
(x�1; x�1y) ; (y�1; y�1x) 2 K und x�1y =2 fx; x�1; yg. Also ist x�1y = y�1

und damit x = y2. Somit ist � �= Z=6Z, da S = fy�2; y�1; y; y2g ist, und der
Graph hat folgende Gestalt.

r r

r r

y

y2

y�1

y�2

Besitzt S noch zwei Elemente der Ordnung 2, dann gilt f�ur eines davon
(z; x) 2 K und damit ist (z; zx) ; (x�1; x�1z) 2 K. Damit ist x�1z = zx das
vierte Element in S, da x�1z; zx =2 fx; x�1; zg ist. Also ist (zx)2 = 1 und
S = fx; x�1; z; zxg. Damit ist � �= 


x; z : x3 = 1; z2 = 1; (zx)2 = 1
�

= D3

mit folgendem Graphen.

r r

r r

z

x

zx

x�1

Sei nun jKj =2 = 5, dann haben alle Elemente in S die Ordnung 3. Dies
ist nicht m�oglich. Denn falls (x; y) 2 K eine Kante mit y 6= x�1 ist, so gilt
(x�1; x�1y) 2 K mit x�1y 2 fx�1; y�1g. Aber es ist x�1y 6= x�1, x�1y 6= x
wegen y 6= x2, x�1y 6= y und x�1y 6= y�1 wegen x 6= y2, da mit der Ordnung
3 von x und y sonst folgen w�urde x2 = x�1 = y�2 = y.
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Sei nun jKj =2 = 6, dann ist (S;K) der vollst�andige Graph mit vier Knoten
und somit ist j�j = 5, d. h. es gilt � �= hx : x5i �= Z=5Z und der Graph sieht
folgenderma�en aus.
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Sei nun jSj = 5, dann gilt 4 � jKj =2 � 10. Hier sind nur die F�alle f�ur
jKj =2 � 5 aufgef�uhrt. Die entsprechenden Graphen f�ur jKj =2 � 6 �ndet
man ohne Beweise in Anhang B. Die Beweise f�ur die entsprechenden Graphen
in diesen F�allen werden hier nicht gef�uhrt, da zu viele Fallunterscheidungen
zu ber�ucksichtigen w�aren.

Sei also nun zuerst jKj =2 = 4, dann enth�alt S genau zwei Elemente x; x�1

der Ordnung 3, denn es sind mindestens zwei und w�aren es mehr als zwei,
so g�abe es acht. Da jSj = 5 ist, gibt es auch mindestens ein Element z der
Ordnung 2. Dieses Element hat eine gerade Anzahl von Nachbarn.

Also hat z vier oder zwei Nachbarn. H�atte z vier Nachbarn, so h�atte jedes
von z verschiedene Element genau z als Nachbarn, da es nur vier Kanten
gibt. Aber x hat auch x�1 6= z als Nachbarn. Dies ist ein Widerspruch. Also
besitzt z genau zwei Nachbarn. Nach dem obigen Lemma ist die Anzahl der
Nachbarn von x gleich der Anzahl der Nachbarn von x�1 und N (x) � 2. Es
gilt N (z) = 2 und f�ur die Elemente y 2 S nfx�1; zg gilt jedenfalls N (y) � 1.
Damit ist 8 = jKj =

P
s2S N (s) � 3 � 2 + 2 � 1 = 8. Also ist N (x) =

N (x�1) = 2 und N (y) = 1 f�ur y 2 S n fx�1; zg. Somit ist S = fx�1; y�1; zg,
da y nicht die Ordnung 2 besitzt wegen N (y) = 1. Da y und y�1 nur einen
Nachbarn besitzen und der Graph zusammenh�angend sein mu�, besitzt z je
eine Kante zu x bzw. x�1 und eine zu y bzw. y�1. O. E. sei z mit x verbunden,
dann besitzt der Graph die Knoten S = fx; x�1; z; zx; x�1zg. Die zugeh�orige
Gruppe ist � �= hx; z : z2 = 1; x3 = 1i �= PSL (2;Z) �= SL (2;Z) = f�Ig. Auch

die Faktorgruppen � �=
D
x; z : z2 = 1; x3 = 1; (zx)k = 1

E �= PSL (2;Z=kZ)

mit k � 4 von PSL (2;Z) besitzen denselben, n�amlich nachstehenden, Gra-
phen.



1. Graphen und Kazhdans Eigenschaft (T) 37

r r r r r

x�1z x�1 x z zx

Sei nun jKj =2 = 5, dann gibt es 4 Elemente x�1; y�1 der Ordnung 3 in S und
das f�unfte Element besitzt Ordnung 2, da jSj = 5 ungerade ist. Die Anzahl
der Nachbarn von z ist wieder 2, denn wenn z vier Nachbarn h�atte, g�abe
es sechs Kanten, da je zwei der vier Elemente der Ordnung 3 miteinander
verbunden sind. Da x bzw. y die Ordnung 3 besitzt, ist z wieder je mit x bzw.
x�1 und y bzw. y�1 verbunden. O. E. sei z wieder mit x verbunden. Daraus
erh�alt man das Erzeugendensystem S = fx; x�1; z; zx; x�1zg. Die zugeh�orige
Gruppe ist also � �= 


x; z : z2 = 1; x3 = 1; (zx)3 = 1
� �= PSL (2;Z=3Z). Der

zugeh�orige Graph besitzt folgende Gestalt.
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2

Kazhdans Eigenschaft (T) f�ur einfache Lie-Gruppen

Ein Hauptschritt im Beweis der Eigenschaft (T) f�ur einfache Lie-Gruppen mit
R-Rang � 2, ist der Beweis dieser Eigenschaft f�ur SL (3;R) und Sp (2;R).
Den ersten Fall SL (3;R) behandelten M. B. Bekka und M. Mayer in [4].
Hier steht besonders der zweite Fall im Vordergrund. Allgemeiner wird so-
gar die Eigenschaft (T) f�ur Sp (2; K) f�ur einen lokalen K�orper K gezeigt. Die
Darstellung dieses Ergebnisses hier unterscheidet sich nur wenig von der mit
M. B. Bekka erstellten Version [5]. Ferner wird f�ur den Laplace-Operator
der universellen einh�ullenden Algebra der Lie-Algebra sp (2;R) eine untere
Schranke der Kazhdan-Konstante bestimmt. Dies liefert, nach einem Resul-
tat aus [4, Seite 94], die Eigenschaft (T) f�ur Sp (2;R). Es war hier auch
m�oglich eine untere Schranke f�ur die Lie-Gruppen Sp (n;R), n � 3, und
SL (n;R), n � 4, mit h�oherem Rang zu bestimmen.

Danach wird einem Ansatz aus [27] f�ur SL (n;R) folgend die Asymptotik
der MatrixkoeÆzienten von Sp (n;R) bestimmt. Die wichtigste Anwendung
hier ist wiederum der Beweis der Eigenschaft (T) von Sp (n;R) f�ur n � 2.
Dies geschieht wiederum durch die Bestimmung einer unteren Schranke der
Kazhdan-Konstante.

Schlie�lich wird noch die zu Sp (n;C) geh�orige Loopgruppe Loop (Sp (n;C))
f�ur n � 2 betrachtet, d. h. die Gruppe aller stetigen Abbildungen T !
Sp (n;C). F�ur sie wird ebenfalls eine untere Schranke der Kazhdan-Kon-
stante bestimmt. Zum Beweis wird mit den Methoden aus [44] f�ur SL (n;R)
eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante f�ur Sp (n;R) bestimmt, wobei
R ein topologischer Ring ist, der einen dichten endlicherzeugten Unterring
enth�alt.
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2.1 Ein Erzeugendensystem f�ur die symplektische Gruppe

Dieser Abschnitt enth�alt einen elementaren Beweis daf�ur, da� ein System
zu SL (2; K) isomorpher Untergruppen Sp (n;K) erzeugt. Dieses Ergebnis
�ndet an einigen Stellen Verwendung. Dabei ist

Sp (n;K) =
�
g 2 GL (2n;K) : gtr = Jg�1J�1

	
,

wobei J =

�
0 �I
I 0

�
und I die n� n Einheitsmatrix ist.

Sei Ep;q 2M (n;K) die Matrix, die an der Stelle (p; q) den Wert 1 besitzt und
sonst �uberall 0 ist. So ergeben sich die zu SL (2; K) isomorphen Untergruppen
Gr;s bestehend aus den Matrizen der Form�

I + (a� 1) (Er;r + Es;s) b (Er;s + Es;r)
c (Er;s + Es;r) I + (d� 1) (Er;r + Es;s)

�
f�ur ad� bc = 1 und r 6= s, Gr;r bestehend aus den Matrizen der Form�

I + (a� 1)Er;r bEr;r
cEr;r I + (d� 1)Er;r

�
f�ur ad� bc = 1 und ~Gr;s bestehend aus den Matrizen der Form�

g 0

0 gtr
�1

�
mit g = I + (a� 1)Er;r + bEr;s + cEs;r + (d� 1)Es;s und ad � bc = 1 f�ur
r 6= s von Sp (n;K).

2.1.1 Lemma. Die Untergruppen Gr;s und ~Gr;s mit r; s = 1; : : : ; n erzeugen
die Gruppe Sp (n;K).

Beweis. Sei g =

�
a b
c d

�
2 Sp (2n;K) mit

a = (ap;q)p;q=1;:::;n ; b = (bp;q)p;q=1;:::;n ,

c = (cp;q)p;q=1;:::;n ; d = (dp;q)p;q=1;:::;n .
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Dann gibt es ein p 2 f1; : : : ; ng mit ap;1 6= 0 oder cp;1 6= 0. Indem man
n�otigenfalls g von links mit�

I � (E1;1 + Ep;p) E1;p + Ep;1
� (E1;p + Ep;1) I � (E1;1 + Ep;p)

�
bzw. �

~!1;p 0
0 ~!1;p

�
mit ~!1;p = I � E1;1 � E1;p + Ep;1 � Ep;p multipliziert, kann man a1;1 6= 0
annehmen. Durch Multiplikation mit�

I +
�
a�1
1;1 � 1

�
E1;1 0

0 I + (a1;1 � 1)E1;1

�
kann man a1;1 = 1 annehmen. Nun multipliziert man g von links mit�

I � ap;1Ep;1 0
0 I + a1;pE1;p

�
f�ur p = 2; : : : ; n und �

I 0
�cp;1 (Ep;1 + E1;p) I

�
f�ur p = 1; : : : ; n. Man kann also annehmen, da� die Matrix g die Gestalt0BB@

1 a(1;2) b(1;1) b(1;2)

0 a(2;2) b(2;1) b(2;2)

0 c(1;2) d(1;1) d(1;2)

0 c(2;2) d(2;1) d(2;2)

1CCA hat.

Nun f�ahrt man mit Induktion fort. Sei g =

0BB@
a(1;1) a(1;2) b(1;1) b(1;2)

0 a(2;2) b(2;1) b(2;2)

0 c(1;2) d(1;1) d(1;2)

0 c(2;2) d(2;1) d(2;2)

1CCA
mit einer oberen Dreiecksmatrix a(1;1) 2 M (r;K), deren Diagonaleintr�age 1
sind, und r Spalten unter a(1;1), die 0 sind, dann gilt c(1;2) = 0. In der Tat,
da g 2 Sp (n;K) ist, ist 

0 a(1;1)
tr
c(1;2)

0 a(1;2)
tr
c(1;2) + a(2;2)

tr
c(2;2)

!

=

 
a(1;1)

tr
0

a(1;2)
tr

a(2;2)
tr

!�
0 c(1;2)

0 c(2;2)

�
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=

�
0 0

c(1;2)
tr

c(2;2)
tr

��
a(1;1) a(1;2)

0 a(2;2)

�
=

�
0 0

c(1;2)
tr
a(1;1) c(1;2)

tr
a(1;2) + c(2;2)

tr
a(2;2)

�
,

da atrc = ctra gilt f�ur

�
a b
c d

�
2 Sp (n;K). F�ur diese Relation siehe z. B.

[21, Seite 171]. Also ist c(1;2) = 0, da a(1;1) invertierbar ist. Damit hat g die

Gestalt

0BB@
a(1;1) a(1;2) b(1;1) b(1;2)

0 a(2;2) b(2;1) b(2;2)

0 0 d(1;1) d(1;2)

0 c(2;2) d(2;1) d(2;2)

1CCA. Da g invertierbar ist, ist insbeson-

dere der Vektor
�
a
(2;2)
1;1 ; : : : ; a

(2;2)
n�r;1; c

(2;2)
1;1 ; : : : ; c

(2;2)
n�r;1

�tr
6= 0. Es ist somit ein

Eintrag dieses Vektors 6= 0. Man kann also a
(2;2)
1;1 6= 0 annehmen, ansonsten

multipliziert man g mit�
I � (Er+1;r+1 + Ep;p) Er+1;p + Ep;r+1

� (Er+1;p + Ep;r+1) I � (Er+1;r+1 + Ep;p)

�
von links bzw. �

~!r+1;p 0
0 ~!r+1;p

�
mit ~!r+1;p = I � Er+1;r+1 � Er+1;p + Ep;r+1 � Ep;p mit einem geeigneten p,

wobei r + 1 � p � n. Man kann sogar a
(2;2)
1;1 = 1 annehmen, sonst wird g

noch mit0@ I +
�
a
(2;2)
1;1

�1 � 1
�
Er+1;r+1 0

0 I +
�
a
(2;2)
1;1 � 1

�
Er+1;r+1

1A
multipliziert. Nun multipliziert man g von links mit 

I � a
(2;2)
p�r;1Ep;r+1 0

0 I + a(2;2)1;p�rEp;r+1

!

f�ur p = r + 2; : : : ; n und�
I 0

c
(2;2)
p�r;1 (Er+1;p + Ep;r+1) I

�
f�ur p = r + 1; : : : ; n. Dadurch erh�alt man die n�achste 0-Spalte.
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Nach n Schritten erh�alt man somit eine Matrix g =

�
a b

0 atr
�1

�
mit ei-

ner oberen Dreiecksmatrix a, deren Diagonaleintr�age 1 sind. Man kann
nun annehmen, da� die Eintr�age a1;2; : : : ; a1;n alle 0 sind, ansonsten multi-

pliziert man von rechts mit

�
I + (�a1;p � 1)E1;p 0

0 I + (ap;1 � 1)Ep;1

�
f�ur

p = 2; : : : ; n. Man hat also g =

0BB@
1 0 b(1;1) b(1;2)

0 a b(2;1) b(2;2)

0 0 1 0

0 0 0 atr
�1

1CCA mit einer oberen

Dreiecksmatrix a, deren Diagonaleintr�age 1 sind.

Nun f�uhre man wieder eine Induktion durch. Sei g =

0BB@
I 0 b(1;1) b(1;2)

0 a b(2;1) b(2;2)

0 0 I 0

0 0 0 atr
�1

1CCA
mit einer oberen Dreiecksmatrix a 2 M (n� r;K), deren Diagonaleintr�age
1 sind. Man kann nun wieder annehmen, da� a1;2; : : : ; a1;r = 0, sonst mul-

tipliziert man g von rechts mit

�
I � a1;p�rEr+1;p 0

0 I + ap�r;1Ep;r+1

�
. Also

folgt mit Induktion g =

�
I b
0 I

�
mit b = btr. Man kann jedoch auch

b = 0 annehmen, ansonsten multipliziert man g von rechts oder links mit�
I �bp;q (Ep;q + Eq;p)
0 I

�
f�ur 1 � p < q � n und

�
I �bp;pEp;p
0 I

�
f�ur

1 � p � n. Dadurch hat man also g durch Multiplikation von rechts und
links mit Elementen aus ~Gr;s und Gr;s auf die Einheitsmatrix zur�uckgef�uhrt
und somit erzeugen die Untergruppen ~Gr;s und Gr;s mit r; s = 1; : : : ; n die
Gruppe Sp (n;K). �

2.2 Die Eigenschaft (T) f�ur die symplektische Gruppe �uber
lokalen K�orpern

Dieser Abschnitt beinhaltet die Ergebnisse der mit M. B. Bekka verfa�ten
Version [5].

Im folgenden sei K ein lokaler K�orper, d. h. ein nichtdiskreter lokalkom-
pakter K�orper. Es wird gezeigt, da� Sp (2; K) f�ur jeden lokalen K�orper K
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eine Kazhdan-Gruppe ist. Den Fall SL (3; K) behandelten M. B. Bekka und
M. Mayer in [4]. Die Eigenschaft (T) f�ur Sp (2; K) wurde zuerst in [15] und
[49] gezeigt.

Ein wichtiger Schritt des Beweises ist, da� (SL (2; K)n S2 (K2) ; S2 (K2))
die relative Eigenschaft (T) besitzt. Dies geschieht in Satz 2.2.6. Dabei
ist S2 (K2) der Vektorraum der symmetrischen Matrizen und die relative
Eigenschaft (T) folgenderma�en de�niert.

2.2.1 De�nition. Sei U eine abgeschlossene Untergruppe der topologischen
Gruppe G. Das Paar (G;U) besitzt die relative Eigenschaft (T), falls jede
Darstellung von G mit fastinvarianten Vektoren nichttriviale U -invariante
Vektoren besitzt.

F�ur eine lokalkompakte Gruppe ist diese relative Eigenschaft (T) �aquivalent

zur Eigenschaft (T) relativ � =
n
� 2 bG : 1 � �jU

o
. Dabei bezeichne � < �

f�ur zwei Darstellungen � und �, da� � eine Teildarstellung von � ist.

Der Beweis der relativen Eigenschaft (T) f�ur (SL (2; K)n S2 (K2) ; S2 (K2))
vermeidet hier die Bestimmung der irreduziblen Darstellungen des semidi-
rekten Produkts SL (2; K)n S2 (K2) nach Mackey. Sie wurde z. B. benutzt
in [38, Seite 129], [51, Seite 146] oder in [15] und [49], siehe auch [26] f�ur
eine Beweisskizze dieser Aussage basierend auf dem sogenannten Lemma von
Furstenberg.

Der Beweis der relativen Eigenschaft (T) von (SL (2; K)n S2 (K2) ; S2 (K2))
benutzt hier, da� f�ur eine lokalkompakte Gruppe und einen abelschen Nor-
malteiler N von G das Paar (G;N) die relative Eigenschaft (T) besitzt, falls

das Dirac-Ma� am trivialen Charakter in bN das einzige unter G invariante
Mittel auf bN ist. Dies wurde in [46, Seite 3405] gezeigt. Daf�ur erscheint hier
ein k�urzerer Beweis.

2.2.2 De�nition. Ein Mittel auf einem Ring von Teilmengen einer Menge
X ist ein endlichadditives Ma� � mit � (X) = 1.

Die Gruppe GL (2; K) operiert auf S2 (K2) durch b 7! g � b = gbgtr f�ur

b 2 S2 (K2) und g 2 GL (2; K). Durch (x; y; z)tr 7!
�
x y
y z

�
identi�ziert
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man K3 mit S2 (K2). �Uber die Bilinearform (v; w) 7! vtrw f�ur v; w 2 K3

identi�ziert man (S2 (K2))
�

mitK3. Die Operation aufK3, die der Operation
auf S2 (K2) entspricht, ist wie folgt gegeben. Es gilt�

a b
c d

��
x y
y z

��
a c
b d

�
=

�
a2x + 2aby + b2z cax + cby + ady + dbz

cax + cby + ady + dbz c2x+ 2cdy + d2z

�
,

also ist

� (g) =

0@ a2 2ab b2

ca cb + ad bd
c2 2cd d2

1A .

Die duale Darstellung �� auf (S2 (K2))
�

ist f�ur v 2 K3 �= (S2 (K2))
�

und
w 2 K3 �= S2 (K2) de�niert durch

(�� (g) v)trw = vtr
�
�
�
g�1
�
w
�

=
��
�
�
g�1
��tr

v
�tr

w,

also �� (g) = (� (g�1))
tr

. F�ur g 2 SL (2; K) und ! =

�
0 �1
1 0

�
gilt

gtr = !g�1!�1. Also ist die Darstellung �0 de�niert durch �0 (g) = (� (gtr))
tr

�aquivalent zur Darstellung ��.

2.2.3 Satz. Sei K ein lokaler K�orper, dann ist das Dirac-Ma� im Punkt 0
das einzige SL (2; K)-invariante Mittel auf den Borel-Mengen von (S2 (K2))

�
.

Beweis. Im folgenden wird statt �� die �aquivalente Darstellung �0 betrach-
tet.

Zuerst sei die Charakteristik charK 6= 2. Sei � : B (K3) ! [0;1[ ein
SL (2; K)-invariantes Mittel auf den Borel-Mengen B (K3) von K3. Sei j�j
ein Betrag auf K. Zu s = j2j+ j2j�1 betrachtet man die Menge


 =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 K3 n f0g : jyj � s jzj
9=; .

Nun sei (bn)n2N eine Folge in K mit jb1j > j2j�1 s und jbn+1j > jbnj+ 2 j2j�1 s
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f�ur alle n 2 N. Sei un =

�
1 bn
0 1

�
2 SL (2; K), dann ist

�0 (un) =

0@ 1 bn b2n
0 1 2bn
0 0 1

1A .

Damit ist

�0 (un) 
 =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 K3 n f0g : jy � 2bnzj � s jzj
9=; .

Es gilt
jyj � j2bnzj + jy � 2bnzj � (j2bnj+ s) jzj

und
jyj � j2bnzj � jy � 2bnzj � (j2bnj � s) jzj ,

also ist

�0 (un) 
 �
8<:
0@ x

y
z

1A 2 K3 n f0g :
jyj

j2bnj+ s
� jzj � jyj

j2bnj � s

9=; .

Die Mengen �0 (un) 
 sind paarweise disjunkt, da gilt 1
j2bnj�s <

1
j2bmj+s f�ur

n > m. Also ist n� (
) =
Pn

j=1 � (�0 (uj) 
) � � (K3) = 1 f�ur alle n 2 N, da

� (�0 (uj) 
) = � (
) ist, und somit folgt � (
) � 1
n

f�ur alle n 2 N und damit
ist � (
) = 0. F�ur ! gilt

�0 (!) =

0@ 0 0 1
0 �1 0
1 0 0

1A

und �0 (!) 
 =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 K3 n f0g : jyj � s jxj
9=;. Sei (x; y; z)tr 2 K3 mit

(j4j+ 1) jyj � s j4x� zj. Angenommen es gilt jyj > s jzj und jyj > s jxj,
dann ist

s j4x� zj � s (j4xj+ jzj) < (j4j+ 1) jyj .
Somit w�are (j4j+ 1) jyj > s j4x� zj, ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Also ist 
 [ (�0 (!) 
) �
8<:
0@ x

y
z

1A 2 K3 n f0g : (j4j+ 1) jyj � s j4x� zj
9=;.
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Sei r =

�
2�1 2�1

�1 1

�
, dann gilt

�0 (r) =

0@ 4�1 4�1 4�1

�1 0 1
1 �1 1

1A
und somit ist

�0
�
r�1
�

(
 [ (�0 (!) 
)) �
8<:
0@ x

y
z

1A 2 K3 n f0g : (j4j+ 1) jx� zj � s j2yj
9=; .

Sei

0@ x
y
z

1A 2 K3 n f0g mit 2 jyj � s jx� zj. Angenommen jyj > s jzj und

jyj > s jxj, dann ist

s jx� zj � s (jxj+ jzj) < 2 jyj .

Somit w�are 2 jyj > s jx� zj, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist


 [ (�0 (!) 
) �
8<:
0@ x

y
z

1A 2 K3 n f0g : 2 jyj � s jx� zj
9=;. Sei (x; y; z)tr 2

K3 n f0g mit (j4j+ 1) jx� zj > s j2yj und 2 jyj > s jx� zj, dann ist

jyj > s

2
jx� zj > s2 j2j

2 (j4j+ 1)
jyj .

Daraus w�urde folgen

2
�j2j+ j2j�1� > s2 =

�j2j+ j2j�1�2 ,

ein Widerspruch, da 2 � j2j+ j2j�1. Also ist�
�0
�
r�1
�

(
 [ (�0 (!) 
))
� [ (
 [ (�0 (!) 
)) � K3 n f0g

und � (K3 n f0g) � 4� (
) = 0.

Nun sei charK = 2 und


 =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 K3 n f0g : jxj � jzj ; jyj � jzj
9=; .
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Mit obiger Notation gilt

�0 (un)

0@ x
y
z

1A =

0@ x + bny + b2nz
y
z

1A

f�ur alle

0@ x
y
z

1A 2 K3. Falls jbnj > 1, ist jxj < jb2nzj und jbnyj < jb2nzj. Man

w�ahlt ein Folge (bn)n2N in K mit jbn+1j > jbnj > 1, dann ist

(�0 (un) 
) \ (�0 (um) 
) = ;
f�ur alle n 6= m, da jx + bny + b2nzj = jb2nzj ist, falls jxj < jb2nzj und jbnyj <
jb2nzj ist. In der Tat, der Betrag erf�ullt in K die ultrametrische Ungleichung

jx + bnyj � max fjxj ; jbnyjg <
��b2nz��

und somit jx + bny + b2nzj � jb2nzj. Genauso gilt��b2nz�� � max
���x + bny + b2nz

�� ; jx + bnyj
	 � ��b2nz�� .

Sei � ein invariantes Mittel auf B (K3), dann gilt wieder � (
) = 0.

Es ist

�0 (!) 
 =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 K3 n f0g : jzj � jxj ; jyj � jxj
9=; .

F�ur u0 =

�
1 1
0 1

�
gilt

�0 (u0)

0@ x
y
z

1A =

0@ x+ y + z
y
z

1A
und jx + y + zj = jyj, wenn jxj < jyj und jzj < jyj ist. Also ist

�0 (u0) �0 (!) 
 �
8<:
0@ x

y
z

1A 2 K3 : jxj < jyj ; jzj < jyj
9=;

und damit

 [ (�0 (!) 
) [ (�0 (u0!) 
) � K3 n f0g .

Daraus folgt � (K3 n f0g) = 0 und damit ist � = Æ0. �



2. Kazhdans Eigenschaft (T) f�ur einfache Lie-Gruppen 48

F�ur den Beweis der relativen Eigenschaft (T) benutzen wir folgende zwei
Lemmata.

2.2.4 Lemma. Sei G eine lokalkompakte Gruppe und � eine unit�are Dar-
stellung von G auf H� mit fastinvarianten Vektoren, dann gibt es einen AdG-
invarianten Zustand auf der C*-Algebra L (H�) aller beschr�ankten Operato-
ren auf H�, d. h. eine positive Linearform f auf L (H�) mit f (idH�

) = 1 und
f
�
� (g)T� (g)�1� = f(T ) f�ur alle g 2 G und T 2 L (H�).

F�ur einen Beweis siehe [4].

Die folgende allgemeine Aussage stammt aus [46, Seite 3405]. Der Beweis
hier verwendet eine andere Idee.

2.2.5 Lemma. Sei G eine lokalkompakte Gruppe, N ein abelscher Normal-
teiler und bN die duale Gruppe von N . Das Dirac-Ma� am trivialen Charakter
von N sei das einzige Mittel auf den Borel-Mengen von bN , das invariant un-
ter der dualen Operation von G auf bN ist, gegeben durch die Konjugation.
Dann hat (G;N) die relative Eigenschaft (T).

Beweis. Sei � eine unit�are Darstellung von G auf H� mit fastinvarianten
Vektoren und

E : B
� bN�! L (H�)

das Spektralma� auf bN assoziiert mit der unit�aren Darstellung �jN der abel-
schen Gruppe N . Man hat

� (g)E (W )� (g)�1 = E (g �W )

f�ur alle W 2 B
� bN� und g 2 G, wobei

(g � �) (n) = �
�
g�1ng

�
f�ur n 2 N und � 2 bN die duale Operation von g 2 G auf bN ist. Nach obigem
Lemma gibt es einen AdG-invarianten Zustand f auf der C*-Algebra aller
beschr�ankten linearen Operatoren auf H�. Man de�niert

� (W ) = f (E (W ))
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f�ur alle W 2 B
� bN�, dann ist � ein G-invariantes Mittel auf B

� bN�. Also ist

� das Dirac-Ma� am trivialen Charakter �0 von bN . Somit ist E (f�0g) 6= 0.
Dies zeigt, da� �jN einen nichttrivialen Fixvektor und (G;N) die relative
Eigenschaft (T) besitzt. �

Der Beweis des folgenden Satzes basiert auf Satz 2.2.3. Es ist der entschei-
dende Schritt, die Eigenschaft (T) von Sp (2; K) zu zeigen. Man betrachtet
dabei eine zu SL (2; K)nS2 (K2) isomorphe Untergruppe von Sp (2; K) und
benutzt dann den folgenden Satz. Eine analoge Vorgehensweise wird auch
sp�ater noch einige Male auftreten. D. h. Resultate f�ur Untergruppen werden
gezeigt und dann auf Untergruppen der Gruppe angewendet. Die Untergrup-
pen sind dabei jeweils so gew�ahlt, da� sich das Resultat auf die ganze Gruppe
�ubertragen l�a�t.

2.2.6 Satz. Das Paar (SL (2; K)n S2 (K2) ; S2 (K2)) besitzt die relative Ei-
genschaft (T) f�ur jeden lokalen K�orper K.

Beweis. Die duale Gruppe von S2 (K2) kann wie folgt mit (S2 (K2))
�

iden-
ti�ziert werden, vergleiche z. B. [50, Seite 40]. F�ur einen festen nichttrivialen
Charakter � der additiven Gruppe von K wird f�ur jedes b 2 (S2 (K2))

�
ein

Charakter �b von S2 (K2) de�niert durch

�b (c) = � (b (c))

f�ur alle c 2 S2 (K2). Die Abbildung b 7! �b ist ein Isomorphismus zwischen
der additiven Gruppe (S2 (K2))

�
und der dualen Gruppe von S2 (K2). Der

Operation von SL (2; K) auf der dualen Gruppe entspricht die Operation
von SL (2; K) auf (S2 (K2))

�
durch ��. Nun folgt der Satz mit Satz 2.2.3 und

Lemma 2.2.5. �

Nun folgt die Betrachtung der drei folgenden zu SL (2; K) isomorphen Un-
tergruppen von Sp (2; K). Sei

G1 = G1;1 =

8>><>>:
0BB@

a 0 b 0
0 1 0 0
c 0 d 0
0 0 0 1

1CCA : ad� bc = 1

9>>=>>; ,
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G2 = G2;2 =

8>><>>:
0BB@

1 0 0 0
0 a 0 b
0 0 1 0
0 c 0 d

1CCA : ad� bc = 1

9>>=>>;
und

G3 = G1;2 =

8>><>>:
0BB@

a 0 0 b
0 a b 0
0 c d 0
c 0 0 d

1CCA : ad� bc = 1

9>>=>>;
mit den entsprechenden Untergruppen

N1 =

8>><>>:
0BB@

1 0 b 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA : b 2 K

9>>=>>; ,

N2 =

8>><>>:
0BB@

1 0 0 0
0 1 0 b
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA : b 2 K

9>>=>>;
und

N3 =

8>><>>:
0BB@

1 0 0 b
0 1 b 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA : b 2 K

9>>=>>; .

2.2.7 Lemma. Sei � eine Darstellung von G = Sp (2; K) auf H� und � 2 H�

invariant unter N1, N2 und N3, dann ist � invariant unter G.

Beweis. Da � invariant unter N1, N2 und N3, ist � invariant unter G1, G2

und G3. F�ur einen Beweis dieser Aussage siehe z. B. [38, Seite 88]. Betrachtet
man nun

G4 = ~G1;2 =

8>><>>:
0BB@

a b 0 0
c d 0 0
0 0 d �c
0 0 �b a

1CCA : ad� bc = 1

9>>=>>; ,
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so gilt 0BB@
1 0 0 0
0 0 0 �1
0 0 1 0
0 1 0 0

1CCA
0BB@

a b 0 0
c d 0 0
0 0 d �c
0 0 �b a

1CCA
0BB@

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 �1 0 0

1CCA

=

0BB@
a 0 0 b
0 a b 0
0 c d 0
c 0 0 d

1CCA 2 G2,

wobei

0BB@
1 0 0 0
0 0 0 �1
0 0 1 0
0 1 0 0

1CCA 2 G3.

Damit ist der invariante Vektor � auch unter G4 invariant. Also ist der Vektor
unter ganz Sp (2; K) invariant, da G1, G2, G3 und G4 nach Lemma 2.1.1 die
Gruppe Sp (2; K) erzeugen. �

2.2.8 Bemerkung. F�ur den Fall K = R wird im Beweis zu Satz 2.6.3 eine
allgemeinere Aussage gezeigt.

Nun ist es m�oglich die Eigenschaft (T) f�ur Sp (2; K) zu zeigen. Dabei �ndet
Satz 2.2.6 Verwendung f�ur eine zu SL (2; K)nS2 (K2) isomorphe Untergrup-
pe. Lemma 2.2.7 erlaubt dies auf ganz Sp (2; K) zu �ubertragen. Eine analoge
Vorgehensweise �ndet auch sp�ater in �ahnlichen F�allen statt.

2.2.9 Satz. Die Gruppe Sp (2; K) ist eine Kazhdan-Gruppe f�ur jeden lokalen
K�orper K.

Beweis. Man betrachtet die folgenden Untergruppen von Sp (2; K)

P =

��
a b

0 atr
�1

�
: a 2 SL (2; K) ; abtr = batr

�
,

N =

��
I b
0 I

�
: btr = b

�
.
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Da �
a 0

0 atr�1

��
I b
0 I

��
a 0

0 atr�1

��1

=

�
I abatr

0 I

�
und N �= S2(K2), ist die Gruppe P isomorph zu SL (2; K)n S2 (K2).

Sei � eine irreduzible Darstellung von Sp (2; K) auf H� mit fastinvarianten
Vektoren, dann gibt es nach Satz 2.2.6 einen Vektor � 2 H�, � 6= 0, der unter
N fest bleibt. Da � unter den Untergruppen N1, N2 und N3 fest bleibt, folgt
nach Lemma 2.2.7, da� � unter ganz Sp (2; K) fest bleibt. �

Falls charK 6= 2 ist, besitzt auch
�
SL (2; K)n (S2 (K2))

�
; (S2 (K2))

��
die

relative Eigenschaft (T), da die nat�urlichen zueinander dualen Operationen
von SL (2; K) auf S2 (K2) und (S2 (K2))

�
dann �aquivalent sind. Dies sieht

man leicht anhand der Darstellungen � und �� bzw. �0. Im Fall charK = 2
erh�alt man das folgende �uberraschende Resultat. Es benutzt die �aquivalente
De�nition der relativen Eigenschaft (T).

2.2.10 Satz. Sei K ein lokaler K�orper der Charakteristik 2, dann besitzt das
Paar

�
SL (2; K)n (S2 (K2))

�
; (S2 (K2))

��
nicht die relative Eigenschaft (T).

Beweis. Der lokale K�orper K habe die Charakteristik 2. Die zu N =
(S2 (K2))

�
duale Gruppe wird mit S2 (K2) identi�ziert. Nun besitzt jedoch

SL (2; K) au�er 0 weitere Fixpunkte in S2 (K2). In der Tat, da charK = 2,
gilt �

a b
c d

��
0 y
y 0

��
a b
c d

�tr

=

�
0 y
y 0

�
f�ur alle

�
a b
c d

�
2 SL (2; K). Also bleiben die Elemente by =

�
0 y
y 0

�
mit y 2 K fest unter der Operation von SL (2; K). Die zu den by geh�origen
Charaktere �y von N k�onnen zu Charakteren f�y von G = SL (2; K) n N
fortgesetzt werden, de�niert durchf�y (h; n) = �y(n)

f�ur alle h 2 SL (2; K) und n 2 N .

F�ur y ! 0 konvergiert f�y gleichm�a�ig auf kompakten Mengen gegen die

triviale Darstellung von G, jedoch ist �y = f�y��N f�ur jedes y 6= 0 verschieden
von der trivialen Darstellung auf N . Somit besitzt (G;N) nicht die relative
Eigenschaft (T) (siehe die Bemerkung nach De�nition 2.2.1). �
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2.3 Kazhdan-Konstanten assoziiert mit einem
Laplace-Operator

F�ur SL (3;R) bestimmten M. B. Bekka und M. Mayer in [4] eine unte-
re Schranke der Kazhdan-Konstante assoziiert mit einem Laplace-Operator.
Dieser Abschnitt behandelt den Fall Sp (2;R). F�ur eine Darstellung � von
Sp (2;R) wird wieder die Einschr�ankung auf SL (2;R)n S2 (R2) betrachtet.
Zur abelschen Untergruppe N = S2 (R2) erh�alt man ein zu �jN geh�origes

Spektralma� auf der dualen Gruppe bN . Das Hauptproblem ist hier eine
Menge W � bN zu �nden, deren Spektralma� man bestimmen und unter der
Operation einer Einparametergruppe absch�atzen kann. Dies erm�oglicht die
Bestimmung einer unteren Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante assoziiert
mit einem Laplace-Operator im Fall Sp (2;R).

Zuerst einige allgemeine Bemerkungen.

2.3.1 De�nition. Sei K eine kompakte Untergruppe der Lie-Gruppe G und
� eine Darstellung von G auf H�.

(a) Ein Vektor � 2 H� ist K-endlich, falls der von f� (g) � : g 2 Kg aufge-
spannte Teilraum endlichdimensional ist.

(b) Ein Vektor � 2 H� ist ein C1-Vektor, falls g 7! h� (g) �; �i eine C1-
Funktion auf G ist f�ur jedes � 2 H�.

Den Raum aller K-endlichen C1-Vektoren bezeichne H1
�;K.

Sei X1; : : : ; Xn eine Basis der endlichdimensionalen Lie-Algebra von G und
� = �Pn

k=1X
2
k der assoziierte Laplace-Operator in der universellen einh�ul-

lenden Algebra.

Zu jeder Darstellung � von G auf H� geh�ort eine Darstellung d� der Lie-
Algebra von G, de�niert durch

hd� (X) �; �i =
d

dt
h� (exp (tX)) �; �i

����
t=0
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f�ur alle C1-Vektoren �; � 2 H�. Diese Darstellung setzt sich fort auf die
universelle einh�ullende Algebra. Der folgende Satz aus [4] zeigt, da� man die
Eigenschaft (T) durch Spektraleigenschaften des Laplace-Operators charak-
terisieren kann.

2.3.2 Satz. Eine zusammenh�angende Lie-Gruppe G besitzt genau dann die
Eigenschaft (T), wenn es ein " > 0 gibt derart, da� hd� (�) �; �i � " f�ur alle
Darstellungen � ohne nichttriviale invariante Vektoren von G auf H� und
alle K-endlichen Einheitsvektoren � 2 H� einer kompakten Untergruppe K.

2.3.3 De�nition. Im Hinblick auf den letzten Satz nennt man die von �
abh�angige positive Zahl

inf
�hd� (�) �; �i : � 2 H1

�;K; k�k = 1; � � 1
	 2 ]0;1[

die in�nitesimale Kazhdan-Konstante von �.

Diese De�nition stammt aus [4, Seite 100]. Im Fall G = Sp (2;R) liefert hier
Satz 2.3.9 eine untere Schranke f�ur diese Konstante.

Man betrachtet die Untergruppe

P =

��
a b

0 atr
�1

�
: a 2 SL (2;R) ; abtr = batr

�
�= SL (2;R)n S2

�
R2
�

.

Sei � eine starkstetige unit�are Darstellung von Sp (2;R) auf H�. Ist � ein
Vektor, der unter der Untergruppe

N =

8>><>>:
0BB@

1 0 x y
0 1 y z
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA : x; y; z 2 R

9>>=>>; �= R3

fest bleibt, dann bleibt � nach Lemma 2.2.7 unter ganz Sp (2;R) fest.

Man kann also annehmen, da� � keinen nichttrivialen Vektor besitzt, der
unter N fest bleibt. Sei E das Spektralma� von bN . Dann gilt �jN =R
bN
� dE (�) und E (f0g) = 0. F�ur die Borel-Mengen W � bN gilt E (a �W ) =

� (a)E (W )� (a)�1 f�ur alle a 2 SL (2;R).



2. Kazhdans Eigenschaft (T) f�ur einfache Lie-Gruppen 55

Identi�ziert man nun den dualen VektorraumN� mitN �uber die Bilinearform
(b; c) 7! Spur (bc) f�ur b; c 2 S2 (R2), kann man bN �= N� mit N identi�zieren.

Wie in 2.2 gilt atr = !a�1!�1 f�ur ! =

�
0 �1
1 0

�
und a 2 SL (2;R). Damit

ist die duale Operation von SL (2;R) auf bN gerade �aquivalent zur gew�ohn-
lichen Operation auf N , da Spur (batrca) = Spur (abatrc) f�ur a 2 SL (2;R)
und b; c 2 N .

Als Basis von S2 (R2) kann man s1 =

�
1 0
0 1

�
, s2 =

�
1 0
0 �1

�
und

s3 =

�
0 1
1 0

�
w�ahlen. Unter dem Isomorphismus0@ x
y
z

1A 7! xs1 + ys2 + zs3 =

�
x + y z
z x� y

�
kann man nun bN �= N �= S2 (R2) und R3 identi�zieren. Wir k�onnen deshalb
von jetzt an annehmen, da� das Spektralma� E auf R3 de�niert ist.

F�ur einen Winkel 0 < # < � und h 2 R sei S+
h (#) de�niert durch

S+
h (#) =

8<:
0@ x

hx + y cos �
y sin �

1A : x 2 R; y > 0;�# < � � #

9=; .

F�ur 0 < # < �
2

gilt

S+
h (#) =

8<:
0@ x

hx+ y
y tan�

1A : x 2 R; y > 0;�# < � � #

9=; .

Sei g0 (�) =

�
cos (�=2) � sin (�=2)
sin (�=2) cos (�=2)

�
. Es gilt

g0 (�) s1g0 (�)tr = g0 (�) g0 (�)�1 = s1,

g0 (�) s2g0 (�)tr =

�
cos
�
�
2

�
sin
�
�
2

�
sin
�
�
2

� � cos
�
�
2

� �� cos
�
�
2

�
sin
�
�
2

�
� sin

�
�
2

�
cos
�
�
2

� �
=

�
cos� sin�
sin� � cos�

�
= s2 cos�+ s3 sin�,

g0 (�) s3g0 (�)tr =

� � sin
�
�
2

�
cos
�
�
2

�
cos
�
�
2

�
sin
�
�
2

� �� cos
�
�
2

�
sin
�
�
2

�
� sin

�
�
2

�
cos
�
�
2

� �
=

� � sin� cos�
cos� sin�

�
= �s2 sin� + s3 cos�.
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Damit operiert g0 (�) auf R3 durch

0@ 1 0 0
0 cos� � sin�
0 sin� cos�

1A. Also ist

g0 (�) �
0@ x

y cos �
y sin �

1A =

0@ x
y (cos� cos � � sin� sin �)
y (sin� cos � + cos� sin �)

1A
=

0@ x
y cos (� + �)
y sin (� + �)

1A
und damit

g0 (�) � S+
0 (#) =

8<:
0@ x

y cos �
y sin �

1A : x 2 R; y > 0;�#+ � < � � #+ �

9=; .

Daraus folgt, da� g0 (2#) � S+
0 (#) und S+

0 (#) disjunkt sind.

Sei � ein Eigenvektor des Bildes � (K), dann ist � (g0 (�)) � = ein�=2� f�ur ein
n 2 Z. Da g0 (�) 2 SL (2;R), gilt mit der obigen Gleichung

� (g0 (�))E
�
S+
0 (#)

�
� = � (g0 (�))E

�
S+
0 (#)

�
� (g0 (�))�1 � (g0 (�)) �

= E
�
g0 (�) � S+

0 (#)
�
� (g0 (�)) �

= ein�=2E
�
g0 (�) � S+

0 (#)
�
�

und somit ist E �S+
0 (#)

�
�
 =

� (g0 (�))E
�
S+
0 (#)

�
�


=
E �g0 (�) � S+

0 (#)
�
�
 .

Andererseits sind S+
0 (#) und g0 (�) � S+

0 (#) disjunkt f�ur 2# � � � 2� �
2#. Also ist E

�
S+
0 (#)

�
E
�
g0 (�) � S+

0 (#)
�

= 0, damit sind E
�
S+
0 (#)

�
� und

E
�
g0 (�) � S+

0 (#)
�
� orthogonal zueinander.

Sei nun n � 2, # = �=n und �j = 2�j=n f�ur 0 � j � n� 1, dann erh�alt man
die disjunkte Vereinigung

n�1[
j=0

g0 (�j) � S+
0 (#) = R3 n f0g .
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Damit gilt
Pn�1

j=0 E
�
g0 (�j) � S+

0 (#)
�

= idH�
. Man erh�alt also eine orthogo-

nale Zerlegung � =
Pn�1

j=0 E
�
g0 (�j) � S+

0 (#)
�
� in Vektoren gleicher L�ange.

Ist � ein Einheitsvektor, so gilt deshalbE �S+
0 (#)

�
�
2 = 1=n = #=�.

Diese Gleichung gilt f�ur alle # = r� mit r 2 Q \ ]0; 1[ und damit auch f�ur
alle r 2 ]0; 1[, daE

0@ [
r2Q\]0;#=�[

S+
0 (r�)

1A �

 =
#

�
=

E
0@ \
r2Q\]#=�;1[

S+
0 (r�)

1A �


und [

r2Q\]0;#=�[
S+
0 (r�) � S+

0 (#) �
\

r2Q\]#=�;1[
S+
0 (r�) .

Sei g1 (t) =

�
exp (t=2) 0

0 exp (�t=2)

�
, dann ist

g1 (t) s1g1 (t)tr =

�
exp t 0

0 exp (�t)
�

= s1 cosh t + s2 sinh t;

g1 (t) s2g1 (t)tr =

�
exp t 0

0 � exp (�t)
�

= s1 sinh t+ s2 cosh t;

g1 (t) s3g1 (t)tr = s3.

Damit operiert g1 (t) durch

0@ cosh t sinh t 0
sinh t cosh t 0

0 0 1

1A auf R3. Also ist

g1 (t) � S+
1 (#) =

8<:
0@ x cosh t + (x + y) sinh t

x sinh t + (x+ y) cosh t
y tan �

1A :
x 2 R; y > 0;
�# < � � #

9=;
=

8<:
0@ xet + y sinh t

xet + y cosh t
y tan�

1A : x 2 R; y > 0;�# < � � #

9=;
f�ur 0 < # < �=2. Da x 2 R beliebig, kann man x durch e�t (x� y sinh t)
ersetzen. Man erh�alt f�ur die erste Koordinate x und f�ur die zweite gilt x �
y sinh t+ y cosh t = x+ ye�t. Also ist

g1 (t) � S+
1 (#) =

8<:
0@ x

x+ ye�t

y tan�

1A : x 2 R; y > 0;�# < � � #

9=; .
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Durch Ersetzen von y durch yet erh�alt man

g1 (t) � S+
1 (#) =

8<:
0@ x

x + y
yet tan �

1A : x 2 R; y > 0;�# < � � #

9=;
= S+

1

�
arctan

�
et tan#

��
.

Sei nun

S�h (#) =

8<:
0@ x

hx + y cos �
y sin �

1A : x 2 R; y < 0;�# < � � #

9=;
= g0 (�) � S+

�h (#) ,

dann ist
E �S�0 (#)

�
�
2 =

E �S+
0 (#)

�
�
2 = #=�.

Sei S0 (#) = S+
0 (#)[S�0 (#), W+ (#) = S+

1 (#)\S+
0 (2#), W� (#) = S�1 (#)\

S�0 (2#) und W (#) = W� (#)[W+ (#) f�ur 0 < # < �=2. Folgende Abbildung
zeigt eine solche Menge W (#).

Ausschnitt des Randes der Menge W (#)

Das n�achste Lemma ist der entscheidende Schritt bei der Bestimmung einer
in�nitesimalen Kazhdan-Konstante f�ur �. Durch eine geeignete Zerlegung
der Menge W (#) in sechs Teile wird gezeigt, da� das Spektralma� von W (#)
gleich dem von S0 (#) ist.
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2.3.4 Lemma. Es ist kE (W (#)) �k2 = 2#=�.

Beweis. Die Vereinigung W (#) = W� (#) [W+ (#) ist disjunkt und es ist

W (#) \ S0 (#) =
�
W+ (#) [W� (#)

� \ S0 (#)

=
�
W+ (#) \ S0 (#)

� [ �W� (#) \ S0 (#)
�

=
�
W+ (#) \ S+

0 (#)
� [ �W� (#) \ S�0 (#)

�
und

W (#) n S0 (#) =
�
W+ (#) [W� (#)

� n S0 (#)

=
�
W+ (#) n S0 (#)

� [ �W� (#) n S0 (#)
�

=
�
W+ (#) n S+

0 (#)
� [ �W� (#) n S�0 (#)

�
.

Somit ist kE (W (#)) �k2 = kE (W (#) \ S0 (#)) �k2+kE (W (#) n S0 (#)) �k2,

kE (W (#) \ S0 (#)) �k2
=

E �W+ (#) \ S+
0 (#)

�
�
2 +

E �W� (#) \ S�0 (#)
�
�
2

und

kE (W (#) n S0 (#)) �k2
=

E �W+ (#) n S+
0 (#)

�
�
2 +

E �W� (#) n S�0 (#)
�
�
2 .

Es ist

W� (#) n S�0 (#) =
�
S�1 (#) \ S�0 (2#)

� n S�0 (#)

= S�1 (#) \ �S�0 (2#) n S�0 (#)
�

und

S�0 (2#) n S�0 (#) = g0

�
3#

2

�
� S�0

�
#

2

�
[ g0

�
�3#

2

�
� S�0

�
#

2

�
und die Vereinigung ist wieder disjunkt. Man hat

g0 (� + 2#) �
�
S�1 (#) \ g0

�
�3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
� g0

�
#

2

�
� S+

0

�
#

2

�
� S+

0 (#)
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und analog

g0 (� � 2#) �
�
S�1 (#) \ g0

�
3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
� g0

�
�#

2

�
� S+

0

�
#

2

�
� S+

0 (#) .

Genauso ist

g0 (� + 2#) �
�
S+
1 (#) \ g0

�
�3#

2

�
� S+

0

�
#

2

��
� g0

�
#

2

�
� S�0

�
#

2

�
� S�0 (#)

und

g0 (� � 2#) �
�
S+
1 (#) \ g0

�
3#

2

�
� S+

0

�
#

2

��
� g0

�
�#

2

�
� S�0

�
#

2

�
� S�0 (#) .

Es gilt S+
1 (#) \ g0 (� � 2#) � S�1 (#) = ;, da

g0 (� � 2#) � S�1 (#)

=

8<:
0@ x

� cos (2#) (x + y)� sin (2#) y tan�
sin (2#) (x+ y)� cos (2#) y tan�

1A :
x 2 R; y < 0;
�# < � � #

9=;
ist und f�ur � cos (2#) (x + y)� sin (2#) y tan � � x > 0 folgt

(x+ y) sin (2#)� y cos (2#) tan�

� (x + y) cos (2#)� y sin (2#) tan � � x

= �2x sin# cos# cos � + y sin (2#� �)

2x cos2 # cos � + y cos (2#� �)

= � tan#+
y tan# cos (2#� �)� y sin (2#� �)

2x cos2 # cos � + y cos (2#� �)

= � tan#+
y sin (�# + �)

2x cos3 # cos � + y cos # cos (2#� �)
� � tan#,

da sin (�# + �) � 0 ist f�ur �# < � � #. Analog ist auch S+
1 (#)\g0 (� + 2#)�

S�1 (#) = ;, da gilt

g0 (� + 2#) � S�1 (#)

=

8<:
0@ x

� cos (2#) (x + y) + sin (2#) y tan�
� sin (2#) (x+ y)� cos (2#) y tan�

1A :
x 2 R; y < 0;
�# < � � #

9=;
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und f�ur � cos (2#) (x+ y) + sin (2#) y tan� � x > 0 folgt

� (x+ y) sin (2#)� y cos (2#) tan�

� (x+ y) cos (2#) + y sin (2#) tan� � x

=
�2x sin# cos# cos � � y sin (2#+ �)

�2x cos2 # cos � � y cos (2# + �)

= tan# +
�y tan# cos (2#+ �) + y sin (2# + �)

2x cos2 # cos � + y cos (2#+ �)

= tan# +
y sin (# + �)

2x cos3 # cos � + y cos # cos (2#� �)
> tan#,

da sin (# + �) > 0 ist f�ur �# < � � #. Genauso ist

S�1 (#) \ g0 (� � 2#) � S+
1 (#)

= g0 (� � 2#) � �S+
1 (#) \ g0 (� + 2#) � S�1 (#)

�
= ;

und

S�1 (#) \ g0 (� + 2#) � S+
1 (#)

= g0 (� + 2#) � �S+
1 (#) \ g0 (� � 2#) � S�1 (#)

�
= ;.

Es ist

g0 (� + 2#) �
�
g0

�
�3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
= g0

�
#

2

�
� S+

0

�
#

2

�
,

g0 (� � 2#) �
�
g0

�
3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
= g0

�
�#

2

�
� S+

0

�
#

2

�
und �

g0

�
#

2

�
� S+

0

�
#

2

��
\
�
g0

�
�#

2

�
� S+

0

�
#

2

��
= ;.

Nun wird gezeigt, da�

S+
0 (#) =

�
W+ (#) \ S+

0 (#)
�

[ g0 (� + 2#) �
�
S�1 (#) \ g0

�
�3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
[ g0 (� � 2#) �

�
S�1 (#) \ g0

�
3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
.

Wie oben ausgef�uhrt, ist diese Vereinigung disjunkt. Die G�ultigkeit der Dar-
stellung von S+

0 (#) als Vereinigung erh�alt man aus folgenden Gleichungen
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f�ur die drei Mengen. Nun folgt der Beweis, da�

W+ (#) \ S+
0 (#) =

8<:
0@ x

x + y
y tan �

1A : x > 0; y > 0;�# < � � #

9=;
[
8<:
0@ x

y
y tan �

1A : x � 0; y > 0;�# < � � #

9=; ,

g0 (� + 2#) �
�
S�1 (#) \ g0

�
�3#

2

�
� S�0

�
#

2

��

=

8<:
0@ x

hx + y
y tan#

1A : x > 0; 0 � h < 1; y > 0

9=;
und

g0 (� � 2#) �
�
S�1 (#) \ g0

�
3#

2

�
� S�0

�
#

2

��

=

8<:
0@ x

hx + y
�y tan#

1A : x > 0; 0 < h � 1; y > 0

9=;
gilt. Denn f�ur

0@ x
y

y tan �

1A 2 S+
0 (#) und 0 < � � # ist y = y

�
1� tan �

tan#

�
+

y tan �
tan #

mit 0 < tan �
tan#

� 1. Falls y
�
1� tan�

tan#

�
< x gilt, so ist y

�
1� tan �

tan#

�
= hx

f�ur 0 � h < 1 und damit y = hx + y tan�
tan#

. F�ur y
�
1� tan �

tan#

� � x ist y =

y
�
1� tan �

tan#

�
+ y tan�

tan#
> y

�
1� tan �

tan#

� � x, also gilt tan# � y tan �
y�x > 0. Ist

�# < � � 0, dann ist y = y
�
1 + tan �

tan#

�
+ y tan �

� tan #
mit �1 < tan�

tan#
� 0. Falls

gilt y
�
1 + tan �

tan #

� � x, so ist y
�
1 + tan �

tan#

�
= hx f�ur 0 < h � 1 und damit

y = hx + y tan �
� tan #

. F�ur y
�
1 + tan �

tan #

�
> x ist y = y

�
1 + tan�

tan#

�
+ y tan�

� tan #
�

y
�
1 + tan �

tan#

�
> x, also gilt � tan# < y tan�

y�x � 0.

Sei nun

0@ x
y

y tan�

1A 2 S+
0 (#) mit x � 0, y > 0 und �# < � � #, dann ist

y > x und somit ist � tan# < y tan �
y�x � 0 f�ur �# < � � 0 bzw. 0 < y tan �

y�x �

tan# f�ur 0 < � � #. Also gilt

0@ x
y

y tan �

1A 2 W+ (#). Ist x > 0 und
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0@ x
x+ y
y tan�

1A 2 W+ (#) mit y > 0, dann ist x+ y > y > 0 und f�ur 0 < � � #

ist 0 < y tan �
x+y

< tan# und f�ur �# < � � 0 ist � tan# < y tan�
x+y

� 0. Also gilt0@ x
x+ y
y tan�

1A 2 S+
0 (#). Sei nun

0@ x
y cos �
y sin �

1A 2 S�1 (#)\g0 (�3#=2) �S�0 (#=2)

mit y < 0 und �2# < � � �#, dann gibt es ein z < 0 und �# < � � #
mit x + z = y cos � und z tan� = y sin�. Da � < 0 ist, ist auch � < 0
und, falls x � 0 w�are, w�are auch � cot# � cot � = x+z

z tan�
� cot� < � cot#.

Dies ergibt einen Widerspruch. Also ist x > 0. Sei nun

0@ x
y

y tan �

1A 2

g0 (� + 2#) � S�1 (#) \ g0 (#=2) � S+
0 (#=2), dann ist x; y > 0 und 0 < � � #.

Es gilt

g0 (� + 2#)�1 �
0@ x

y
y tan�

1A =

0@ x
�y cos (2#)� y tan � sin (2#)
y sin (2#)� y tan� cos (2#)

1A
=

0B@ x

�y cos(��2#)
cos�

�y sin(��2#)
cos�

1CA
und es gibt ein z > 0 und �# < � � # mit �y cos(��2#)

cos �
= x � z und

�y sin(��2#)
cos�

= �z tan�. Da sin (� � 2#) < 0 ist, ist auch tan� < 0. Es gilt

y = y
�
1� tan �

tan#

�
+ y tan�

tan#
= y sin(#��)

sin# cos �
+ y tan�

tan#
und

y
sin (#� �)

cos �
= (x� z) sin#� z tan� cos#

= sin#

�
x� z

�
1 +

tan�

tan#

��
und damit ist y sin(#��)

sin# cos�
= x � z

�
1 + tan�

tan #

�
. Da nun �# < � < 0 gilt, ist

�1 < tan�
tan#

< 0 und somit ist 0 � y sin(#��)
sin# cos �

= x� z
�
1 + tan�

tan#

�
< x. Also gibt

es ein 0 � h < 1 mit y sin(#��)
sin# cos �

= hx und es ist damit y = hx + y tan�
tan#

. Somit
ist

g0 (� + 2#) �
�
S�1 (#) \ g0

�
�3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
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�
8<:
0@ x

hx+ y
y tan#

1A : x > 0; 0 � h < 1; y > 0

9=; .

F�ur

0@ x
hx + y
y tan#

1A mit x > 0, 0 � h < 1 und y > 0 gilt 0 < y tan #
hx+y

� tan#.

Also ist

0@ x
hx + y
y tan#

1A 2 g0 (#=2) � S+
0 (#=2). Es gilt

g0 (� + 2#)�1 �
0@ x

hx + y
y tan#

1A =

0@ x
� (hx + y) cos (2#)� y tan# sin (2#)
(hx + y) sin (2#)� y tan# cos (2#)

1A
=

0@ x
�hx cos (2#)� y

hx sin (2#) + y tan#

1A
und �hx cos (2#)� y � x < 0. Also ist

0 >
hx sin (2#) + y tan#

�hx cos (2#)� y � x

= � tan# +
(h cos (2#) + 1)x tan#� hx sin (2#)

(h cos (2#) + 1) x+ y

= � tan# +
x tan#� hx tan#

(h cos (2#) + 1)x + y

=

�
�1 +

(1� h)x

(h cos (2#) + 1) x+ y

�
tan#

> � tan#

und damit

g0 (� + 2#) �
�
S�1 (#) \ g0

�
�3#

2

�
� S�0

�
#

2

��

=

8<:
0@ x

hx + y
y tan#

1A : x > 0; 0 � h < 1; y > 0

9=; .

Analog gibt es f�ur

0@ x
y cos �
y sin �

1A 2 S�1 (#) \ g0 (3#=2) � S�0 (#=2) mit y < 0

und # < � � 2# ein z < 0 und �# < � � # mit x + z = y cos � und
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z tan� = y sin�. Da � > 0 ist, ist auch � > 0 und, falls x � 0 ist, ist �x � 0
und damit w�are cot# > cot � = �x�z

�z tan� � cot� � cot#. Dies ergibt einen
Widerspruch. Also ist x > 0.

Sei nun

0@ x
y

y tan�

1A 2 g0 (� � 2#) � S�1 (#) \ g0 (�#=2) � S+
0 (#=2), dann ist

x; y > 0 und �# < � � 0. Es gilt

g0 (� � 2#)�1 �
0@ x

y
y tan �

1A =

0@ x
�y cos (2#) + y tan � sin (2#)
�y sin (2#)� y tan � cos (2#)

1A
=

0B@ x

�y cos(2#+�)
cos�

�y sin(2#+�)
cos�

1CA
und es gibt ein z < 0 und �# < � � # mit �y cos(�+2#)

cos �
= x + z und

�y sin(�+2#)
cos�

= z tan�. Da sin (� + 2#) > 0 ist, ist auch tan� > 0. Es gilt

y = y sin(#+�)
sin# cos�

+ y tan �
� tan #

und

y
sin (� + #)

cos �
= (x+ z) sin#� z tan� cos #

= sin#

�
x+ z

�
1� tan�

tan#

��
und damit ist y sin(#+�)

sin# cos �
= x + z

�
1� tan�

tan #

�
. Da nun 0 < tan�

tan#
� 1 ist, ist

0 < y sin(#+�)
sin# cos �

= x + z
�
1� tan�

tan#

� � x. Also gibt es ein 0 < h � 1 mit

y sin(#+�)
sin# cos�

= hx und es ist damit y = hx + y tan �
� tan #

. Somit ist

g0 (� � 2#) �
�
S�1 (#) \ g0

�
3#

2

�
� S�0

�
#

2

��

�
8<:
0@ x

hx + y
�y tan#

1A : x > 0; 0 < h � 1; y > 0

9=; .

F�ur

0@ x
hx + y
�y tan#

1A mit x > 0, 0 < h � 1 und y > 0 ist 0 > �y tan#
hx+y

� � tan#.
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Also ist

0@ x
hx+ y
�y tan#

1A 2 g0 (�#=2) � S+
0 (#=2). Es gilt

g0 (� � 2#)�1 �
0@ x

hx + y
�y tan#

1A
=

0@ x
� (hx+ y) cos (2#)� y tan# sin (2#)
� (hx+ y) sin (2#) + y tan# cos (2#)

1A
=

0@ x
�hx cos (2#)� y

�hx sin (2#)� y tan#

1A
und �hx cos (2#)� y � x < 0. Somit ist

0 <
�hx sin (2#)� y tan#

�x (h cos (2#) + 1)� y

= tan# +
�x (h cos (2#) + 1) tan# + hx sin (2#)

x (h cos (2#) + 1) + y

= tan# +
�x tan#+ hx tan#

x (h cos (2#) + 1) + y

=

�
1� (1� h)x

x (h cos (2#) + 1) + y

�
tan#

� tan#

und damit

0@ x
xh+ y
�y tan#

1A 2 g0 (� � 2#) � S�1 (#).

Eine analoge Aussage gilt f�ur S�0 (#).

Nun wird W (#) entsprechend zerlegt und zu S0 (#) wieder zusammengesetzt.
Mit den vorherigen Rechnungen gilt

kE (W (#)) �k2 =
E �W+ (#) \ S+

0 (#)
�
�
2

+

E �W+ (#) \ g0
�

3#

2

�
� S+

0

�
#

2

��
�

2
+

E �W+ (#) \ g0
�
�3#

2

�
� S+

0

�
#

2

��
�

2
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+
E �W� (#) \ S�0 (#)

�
�
2

+

E �W� (#) \ g0
�

3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
�

2
+

E �W� (#) \ g0
�
�3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
�

2
und wegen der Invarianz unter K hat manE �W+ (#) \ g0

�
3#

2

�
� S+

0

�
#

2

��
�

2
=

E �g0 (� � 2#) �
�
S+
1 (#) \ g0

�
3#

2

�
� S+

0

�
#

2

���
�

2
=

E �g0 (� � 2#) � S+
1 (#) \ g0

�
�#

2

�
� S�0

�
#

2

��
�

2
und analog E �W+ (#) \ g0

�
�3#

2

�
� S+

0

�
#

2

��
�

2
=

E �g0 (� + 2#) � S+
1 (#) \ g0

�
#

2

�
� S�0

�
#

2

��
�

2 ,E �W� (#) \ g0
�

3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
�

2
=

E �g0 (� � 2#) � S�1 (#) \ g0
�
�#

2

�
� S+

0

�
#

2

��
�

2 ,E �W� (#) \ g0
�
�3#

2

�
� S�0

�
#

2

��
�

2
=

E �g0 (� + 2#) � S�1 (#) \ g0
�
#

2

�
� S+

0

�
#

2

��
�

2 .

Also ist

kE (W (#)) �k2 =
E �S+

0 (#)
�
�
2 +

E �S�0 (#)
�
�
2

= 2
E �S+

0 (#)
�
�
2 =

2#

�
.

�

Nun folgt die Untersuchung des Verhaltens von W (#) unter der Einparame-
tergruppe g1 (t). Es gilt g1 (t) � S�1 (#) = S�1 (arctan (et tan#)) und man hat



2. Kazhdans Eigenschaft (T) f�ur einfache Lie-Gruppen 68

also

g1 (t) �W� (#) = g1 (t) � �S�1 (#) \ S�0 (2#)
�

=
�
g1 (t) � S�1 (#)

� \ �g1 (t) � S�0 (2#)
�

= S�1
�
arctan

�
et tan#

�� \ �g1 (t) � S�0 (2#)
�

.

Dabei ist

g1 (t) � S�0 (#)

=

8<:
0@ x cosh t + y cos � sinh t

x sinh t + y cos � cosh t
y sin�

1A : x 2 R;�y > 0;�# < � � #

9=; .

Da x 2 R beliebig ist, kann man x durch x�y cos � sinh t
cosh t

ersetzen. Man erh�alt
f�ur die erste Koordinate x und f�ur die zweite gilt (x� y cos � sinh t) tanh t+
y cos � cosh t = x tanh t+ y cos �

cosh t
. Also ist

g1 (t) � S�0 (#) =

8<:
0@ x

x tanh t + y cos �
cosh t

y sin �

1A : x 2 R;�y > 0;�# < � � #

9=;
= S�tanh t

�
arccot

�
cot#

cosh t

��
.

Das folgende bestimmt nun abh�angig von t und # ein #0 derart, da� W (#0)
in g1 (t) �W (#) enthalten ist. Der Korollar danach liefert daraus sofort ei-
ne Absch�atzung des Spektralma�es von g1 (t) �W (#), da bereits das vorige
Lemma das Spektralma� von W (#0) liefert.

2.3.5 Lemma. Es ist g1 (t) �W (#) � W (arctan (et tan#)) f�ur 0 < # < �
2

und t > 0.

Beweis. Dies gilt genau dann, wenn

W� (#) � g1 (�t) �W� �arctan
�
et tan#

��
.

Dazu ist zu zeigen, da�

S�1 (#) \ S�0 (2#) � S�1 (#) \ S�� tanh t

�
arccot

�
cot (2 arctan (et tan#))

cosh t

��
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ist. Sei also0@ x
x + y
y tan�

1A 2 S+
1 (#) \ S+

� tanh t

�
arccot

�
cot (2 arctan (et tan#))

cosh t

��
mit x 2 R, y > 0 und �# < � � #, dann gibt es z > 0 und � mit

� arccot

�
cot (2 arctan (et tan#))

cosh t

�
< � � arccot

�
cot (2 arctan (et tan#))

cosh t

�
so, da� x + y = �x tanh t + z cos� und y tan� = z sin�. Falls x � 0 ist,
ist x + y > 0, da y > 0 ist. Damit ist 0 < y tan�

x+y
� tan� � tan# f�ur

0 < � � # und 0 � y tan �
x+y

� tan � > � tan# f�ur �# < � � 0. Also ist0@ x
x+ y
y tan�

1A 2 S+
0 (2#). Falls x < 0 ist, ist x + y = �x tanh t + z cos� > 0.

Also ist

0@ x
x + y

0

1A 2 S+
0 (2#). Falls 0 < � � # und y tan � � �x sin (2#)

ist, gilt

x+ y

y tan�
=

x

y tan�
+ cot � � � 1

sin (2#)
+ cot � � � 1

sin (2#)
+ cot#

= � 1

2 sin# cos#
+ cot# =

�1 + 2 (cos#)2

sin (2#)
= cot (2#) .

Falls �# < � < 0 und y tan � � x sin (2#) ist, gilt analog

x+ y

y tan�
=

�x
�y tan�

+ cot � � 1

sin (2#)
+ cot� <

1

sin (2#)
� cot#

=
1

2 sin# cos #
� cot# =

1� 2 (cos#)2

sin (2#)
= � cot (2#) .

Es ist arctan (et tan#) > # und damit cot (2 arctan (et tan#)) < cot (2#) <

cosh t cot (2#). F�ur 0 < � � arccot

�
cot(2 arctan(et tan #))

cosh t

�
und z > 0 mit

z sin� � �x sinh t

cosh t cot (2#)� cot (2 arctan (et tan#))

ist

�x tanh t+ z cos�

z sin�
=

�x tanh t

z sin�
+ cot�
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� tanh t
sinh t

cosh t cot(2#)�cot(2 arctan(et tan #))

+ cot�

=
cosh t cot (2#)� cot (2 arctan (et tan#))

cosh t
+ cot�

= cot (2#)� cot (2 arctan (et tan#))

cosh t
+ cot�

� cot (2#) .

F�ur � arccot

�
cot(2 arctan(et tan #))

cosh t

�
< � < 0 und z > 0 mit

z sin� � x
sinh t

cosh t cot (2#) � cot (2 arctan (et tan#))

ist analog

�x tanh t+ z cos�

z sin�
= �x tanh t

z sin�
+ cot�

� � tanh t
sinh t

cosh t cot(2#)�cot(2 arctan(et tan #))

+ cot�

= �cosh t cot (2#)� cot (2 arctan (et tan#))

cosh t
+ cot�

= � cot (2#) +
cot (2 arctan (et tan#))

cosh t
+ cot�

< � cot (2#) .

Da cot (2#0) = (cot #0)2�1
2 cot #0

ist f�ur 0 < #0 < �=2 und cot (arctan a) = a�1 f�ur
a > 0, ist

cot
�
2 arctan

�
et tan#

��
=

(cot (arctan (et tan#)))
2 � 1

2 cot (arctan (et tan#))

=
(e�t cot#)2 � 1

2e�t cot#
=
e�t cot#� et tan#

2

=
e�t (cos#)2 � et (sin#)2

sin (2#)
.

Damit ist

cosh t cot (2#)� cot
�
2 arctan

�
et tan#

��
=

cosh t cos (2#)� e�t (cos#)2 + et (sin#)2

sin (2#)
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=
(cosh t� e�t) (cos#)2 + (et � cosh t) (sin#)2

sin (2#)

=
(cos #)2 sinh t+ (sin#)2 sinh t

sin (2#)
=

sinh t

sin (2#)

und somit

sinh t

cosh t cot (2#)� cot (2 arctan (et tan#))
= sin (2#) .

Also ist

0@ x
x+ y
y tan�

1A =

0@ x
�x tanh t+ z

z tan�

1A 2 S+
0 (2#).

Die Inklusion g1 (t) �W� (#) � W� (arctan (et tan#)) gilt analog. Damit ist
g1 (t) �W (#) � W (arctan (et tan#)). �

Zusammen mit Lemma 2.3.4 erh�alt man daraus sofort folgendes.

2.3.6 Korollar. F�ur 0 < # < �
2

und t > 0 ist

kE (g1 (t) �W (#)) �k2 � 2

�
arctan

�
et tan#

�
.

Nun ist eine Absch�atzung von kd� (Y1) �k mit Y1 = 1
2

�
1 0
0 �1

�
f�ur einen

glatten SO (2)-endlichen Vektor � gesucht. Man beachte dabei, da� g1 (t) =
exp (tY1) ist.

2.3.7 Lemma. Sei � eine Darstellung von SL (2;R) n S2 (R2) ohne nicht-
triviale S2 (R2)-invariante Vektoren, dann gilt

kd� (Y1) �k � 1

2
p

2�

sin (2#)p
#

f�ur jeden glatten SO (2)-Eigenvektor � mit k�k = 1.

Beweis. F�ur � erh�alt man

kE (g1 (t) �W (#)) �k = k� (g1 (t))E (W (#)) � (g1 (�t)) �k
= kE (W (#)) � (g1 (�t)) �k
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und di�erenzieren bei t = 0 ergibt

d

dt
kE (g1 (t) �W (#)) �k2

����
t=0

=
d

dt
kE (W (#)) � (g1 (�t)) �k2

����
t=0

= �hd� (Y1) �; E (W (#)) �i � hE (W (#)) �; d� (Y1) �i .

F�ur eine am Nullpunkt di�erenzierbare reelle Funktion f mit f (0) = 0 und
f (x) � 0 f�ur x � 0 ist die Ableitung f 0 (x) � 0. Zusammen mit Korollar 2.3.6
folgt

d

dt
kE (g1 (t) �W (#)) �k2

����
t=0

� 2

�

d

dt
arctan

�
et tan#

�����
t=0

=
2

�

1

1 + (tan#)2
tan#

=
2

�
(cos#)2 tan# =

2

�
cos# sin# =

1

�
sin (2#) .

Somit folgt

2 kd� (Y1) �k
r

2#

�
� �hd� (Y1) �; E (W (#)) �i � hE (W (#)) �; d� (Y1) �i

=
d

dt
kE (g1 (t) �W (#)) �k2

����
t=0

� 1

�
sin (2#) .

Also ist

kd� (Y1) �k � 1

2
p

2�

sin (2#)p
#

f�ur alle glatten K-Eigenvektoren � der Norm 1. �

F�ur Y2 = 1
2

�
0 1
1 0

�
= 1

4

�
1 �1
1 1

��
1 0
0 �1

��
1 1
�1 1

�
gilt dieselbe

Ungleichung. Zusammen mit Y0 = 1
2

�
0 �1
1 0

�
ist Y0; Y1; Y2 eine bez�ug-

lich der Killing-Form orthogonale Basis der Lie-Algebra von SL (2;R). Der
zugeh�orige Casimir-Operator ist C = 1

2
(Y 2

1 + Y 2
2 � Y 2

0 ) und der zugeh�orige
Laplace-Operator � = �Y 2

1 � Y 2
2 � Y 2

0 = �2C1 � 2Y 2
0 . Der folgende Satz

spielt auch f�ur die h�oherdimensionalen Gruppen Sp (n;R) mit n � 3 eine
entscheidende Rolle.
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2.3.8 Satz. Sei � eine Darstellung von SL (2;R)nS2 (R2) ohne nichttriviale
S2 (R2)-invariante Vektoren, dann gilt

hd� (�) �; �i � 1

4�
sup

0<#<�=2

(sin (2#))2

#

f�ur jeden glatten SO (2)-endlichen Einheitsvektor �.

Beweis. Sei � =
Pr

k=1 �k die orthogonale Zerlegung von � in d� (Y0)-Eigen-
vektoren, dann folgt unter Beachtung, da� C mit Y0 vertauscht,

hd� (�) �; �i =


d�
��2Y 2

0

�
�; �
�

+ hd� (�2C) �; �i

=
rX

k=1



d�
��2Y 2

0

�
�k; �k

�
+ hd� (�2C) �k; �ki

=
rX

k=1

hd� (�) �k; �ki

�
rX

k=1

2

�
1

2
p

2�

sin (2#)p
#

�2

k�kk2 =
1

4�

sin2 (2#)

#
k�k2 .

�

Nun wird eine Basis der Lie-Algebra sp (2;R) angegeben, die Y1 und Y2
entsprechende Elemente enth�alt. Man kann die Lie-Algebra sp (2;R) zerlegen
in sp (2;R) = k�p, wobei k = so (4;R)\sp (2;R) und p = S2 (R4)\sp (2;R).
Mit

X0 =
1

2

0BB@
0 �1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 �1
0 0 1 0

1CCA ; X1 =
1

2

0BB@
1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 1

1CCA ;

X2 =
1

2

0BB@
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 �1
0 0 �1 0

1CCA ; X3 =
1

2

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

1CCA
und

X4 =
1

2

0BB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

1CCA ; X5 =
1

2

0BB@
0 0 1 0
0 0 0 �1
1 0 0 0
0 �1 0 0

1CCA ;
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X6 =
1

2

0BB@
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

1CCA ; X7 =
1

2

0BB@
0 0 1 0
0 0 0 1
�1 0 0 0
0 �1 0 0

1CCA ;

X8 =
1

2

0BB@
0 0 1 0
0 0 0 �1
�1 0 0 0
0 1 0 0

1CCA ; X9 =
1

2

0BB@
0 0 0 1
0 0 1 0
0 �1 0 0
�1 0 0 0

1CCA
gilt

C = 2
�
X2

1 +X2
2 +X2

3 +X2
4 +X2

5 +X2
6 �

�
X2

7 +X2
8 +X2

9 +X2
0

��
.

Dabei bilden X0, X7, X8 und X9 eine Basis von k und X1, X2, X3, X4,
X5 und X6 eine Basis von p. Sei � ein glatter Sp (2;R) \ SO (4)-endlicher
Einheitsvektor, dann ist

hd� (�) �; �i � hd� (�1) �; �i ,

mit �1 = �X2
0 �X2

1 �X2
2 = �2X2

0 � 2C1, wobei C1 = 1
2

(�X2
0 +X2

1 +X2
2 )

der Casimir-Operator einer zu sl (2;R) isomorphen Lie-Unteralgebra. Nach
Satz 2.3.8 ist hd� (�) �; �i � (4�)�1 (sin (2#))2 =# f�ur jeden glatten Sp (2;R)\
SO (4)-endlichen Einheitsvektor � einer Darstellung � ohne nichttriviale un-
ter S2 (R2) invariante Vektoren.

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Graph der Funktion # 7! (4�)�1 (sin (2#))2 =#
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Also gilt folgendes.

2.3.9 Satz. F�ur jeden glatten Sp (2;R)\ SO (4)-endlichen Einheitsvektor �
und jede Darstellung � von Sp (2;R) ohne nichttriviale invariante Vektoren
gilt

hd� (�) �; �i � 1

4�
sup

0<#<�=2

(sin (2#))2

#
> 0; 11532.

Insbesondere ist Sp (2;R) eine Kazhdan-Gruppe.

Beweis. Die Funktion (sin (2#))2 =# nimmt ihr Maximum n�aherungsweise
bei # t 0; 582781 an und somit ist

1

4�
sup

0<#<�=2

(sin (2#))2

#
t 0; 115325 > 0; 11532.

Satz 2.3.2 zeigt nun, da� dies die Eigenschaft (T) von Sp (2;R) impliziert. �

2.4 Kazhdan-Konstanten der symplektischen Gruppen mit
h�oherem Rang

Dieser Abschnitt behandelt den Fall Sp (n;R) f�ur n � 3. Dazu werden geeig-
nete orthogonale Basen der Lie-Algebra sp (n;R) bestimmt. Je drei geeigne-
te Basiselemente spannen eine zu sl (2;R) isomorphe Lie-Unteralgebra von
sp (n;R) auf. Zuerst wird der Zusammenhang der Spurform und der Killing-
Form untersucht. Da sp (n;R) eine einfache Lie-Algebra ist, unterscheiden
sich diese nur um ein konstantes Vielfaches. Danach folgt die Bestimmung
einer Basis der Lie-Algebra und ausgehend von dieser die rekursive De�ni-
tion neuer Basen. Das Ziel ist m�oglichst viele zu sl (2;R) isomorphe Lie-
Unteralgebren in sp (n;R) unterzubringen, die bez�uglich der Killing-Form
orthogonal sind. Dabei m�ussen diese Lie-Unteralgebren immer in einer zu
sl (2;R) n S2 (R2) isomorphen Lie-Unteralgebra enthalten sein. F�ur jede
dieser zu sl (2;R) isomorphen Lie-Unteralgebren erh�alt man aus Satz 2.3.8
eine Absch�atzung des Laplace-Operators f�ur Darstellungen ohne nichttriviale
S2 (R2)-invariante Vektoren. Der Laplace-Operator auf sp (n;R) ist nun eine
Summe solcher Laplace-Operatoren mit einem gewissen Rest. Dies liefert ei-
ne Absch�atzung des Laplace-Operators f�ur Darstellungen ohne nichttriviale
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invariante Vektoren und somit eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante.
Damit die �Ubertragung der Ergebnisse auf Kopien von sl (2;R)n S2 (R2) in
sp (n;R) m�oglich ist, wird der n�achste Satz ben�otigt. Zum Beweis sei an
folgende De�nition erinnert.

2.4.1 De�nition. Eine Folge in einem topologischen RaumX geht gegen 1,
wenn sie keinen H�aufungspunkt in X besitzt. Eine komplexwertige Funktion
auf X verschwindet im Unendlichen, wenn f�ur jede Folge (xm)m2N, die gegen
1 geht, limm!1 f (xm) = 0.

2.4.2 Satz. Sei � eine Darstellung von Sp (n;R), n � 2, auf H� ohne nicht-
triviale invariante Vektoren. Sei P eine abgeschlossene zu SL (2;R)nS2 (R2)
isomorphe Untergruppe von Sp (n;R), dann besitzt auch die Einschr�ankung
von � auf die zu S2 (R2) isomorphe Untergruppe von P keine nichttrivialen
invarianten Vektoren.

Beweis. Wie wir sp�ater sehen werden (siehe Satz 2.6.3), verschwinden die
MatrixkoeÆzienten von � in 1. Also verschwinden auch die MatrixkoeÆzi-
enten der Einschr�ankung von � auf die zu S2 (R2) isomorphe Untergruppe
von P in 1. Da S2 (R2) nicht kompakt ist, besitzt die Darstellung keine
nichttrivialen S2 (R2)-invarianten Vektoren. �

Nun zur Bestimmung der Basis f�ur die Lie-Algebra. F�ur die Lie-Algebra von
Sp (n;R) gilt

sp (n;R) =

��
A B
C �Atr

�
: A 2 gl (n;R) ; B = Btr; C = Ctr

�
,

siehe z. B. [21] oder [39]. Es gilt Spur

��
A 0
0 �Atr

��
0 B
C 0

��
= 0. Die

Matrizen

�
Er;s 0

0 �Es;r
�

mit Er;s = (Ær;uÆs;v)u;v=1;:::;n bilden eine Basis der

zu gl (n;R) isomorphen Lie-Unteralgebra

��
A 0
0 �Atr

�
: A 2 gl (n;R)

�
von sp (n;R). Sei

X+
r;s =

�
Er;s + Es;r 0

0 �Er;s � Es;r

�
; X�

r;s =

�
Er;s � Es;r 0

0 Er;s � Es;r

�
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f�ur 1 � r; s � n, dann gilt

SpurX+
r;sX

+
u;v = 2 Spur (Æs;uEr;v + Ær;uEs;v + Æs;vEr;u + Ær;vEs;u)

= 4 (Æs;uÆr;v + Ær;uÆs;v) = 4Ær;uÆs;v

f�ur 1 � s < r � n und 1 � v < u � n. Also ist SpurX+
r;sX

+
u;v = 0, falls

(r; s) 6= (u; v) ist. Es ist

SpurX+
r;sX

�
u;v = 2 Spur (Æs;uEr;v + Ær;uEs;v � Æs;vEr;u � Ær;vEs;u) = 0,

SpurX�
r;sX

�
u;v = 2 Spur (Æs;uEr;v � Ær;uEs;v � Æs;vEr;u + Ær;vEs;u)

= 4 (Æs;uÆr;v � Ær;uÆs;v) = �4Ær;uÆs;v.

Also ist SpurX�
r;sX

�
u;v = 0, falls (r; s) 6= (u; v). Sei Hr =

�
Er;r 0

0 �Er;r
�

,

dann gilt

SpurHrHs = 2Ær;s;

SpurX+
r;sHu = 2 Spur (Æs;uEr;u + Ær;uEs;u) = 0;

SpurX�
r;sHu = 2 Spur (Æs;uEr;u � Ær;uEs;u) = 0

f�ur 1 � s < r � n. Es gilt

[Ev;v; Er;s] = Æv;rEv;s � Æs;vEr;v = (Æv;r � Æs;v)Er;s

und damit�
Hv;v;

�
Er;s 0

0 �Es;r
��

= (Æv;r � Æs;v)

�
Er;s 0

0 �Es;r
�
;�

Hv;v;

�
0 Er;s + Es;r
0 0

��
= (Æv;r + Æv;s)

�
0 Er;s + Es;r
0 0

�
,�

Hv;v;

�
0 0

Er;s + Es;r 0

��
= � (Æv;r + Æv;s)

�
0 0

Er;s + Es;r 0

�
.

F�ur die Killing-Form gilt also

� (Hv; Hv) = Spur (adHv adHv)

=
nX

r;s=1

(Æv;r � Æs;v)
2 + 2

nX
r=1

rX
s=1

(Æv;r + Æv;s)
2

=
nX

r;s=1

Æv;r � 2Æv;rÆs;v + Æs;v + 2
nX
r=1

rX
s=1

Æv;r + 2Æv;rÆs;v + Æs;v

= 2n� 2 + 2 (v + 2 + n� v + 1) = 2 (n� 1 + n+ 3)

= 4 (n + 1) .
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Somit ist � (X; Y ) = 2 (n + 1) Spur (XY ), da sp (n;R) eine einfache Lie-
Algebra. F�ur einen Beweis siehe z. B. [28, Seite 118]. Sei

Y +
r;s =

�
0 Er;s + Es;r

Er;s + Es;r 0

�
; Y �

r;s =

�
0 �Er;s � Es;r

Er;s + Es;r 0

�
f�ur 1 � s; r � n, dann gilt

SpurY +
r;sY

+
u;v = 2 Spur (Æs;uEr;v + Ær;uEs;v + Æs;vEr;u + Ær;vEs;u)

= 4 (Æs;uÆr;v + Ær;uÆs;v) = 4Ær;uÆs;v,

SpurY +
r;sY

�
u;v = 0,

SpurY �
r;sY

�
u;v = �4 (Æs;uÆr;v + Ær;uÆs;v) = �4Ær;uÆs;v

f�ur 1 � s < r � n und 1 � v < u � n. Damit gilt f�ur den Casimir-Operator

C =
1

2

nX
r=1

H2
r +

1

4

nX
s=1

nX
r=s+1

X+
r;s

2
+ Y +

r;s
2 � 1

4

nX
s=1

nX
r=s+1

X�
r;s

2
+ Y �

r;s
2

.

Statt Hr kann man auch H�
r = H2r�1 � H2r und H+

r = H2r�1 + H2r f�ur
1 � r � n=2 betrachten. Daf�ur gilt

SpurH�
r H

�
s = 2 (Æ2r�1;2s�1 � Æ2r�1;2s � Æ2r;2s�1 + Æ2r;2s) = 4Ær;s;

SpurH�
r H

+
s = 2 (Æ2r�1;2s�1 + Æ2r�1;2s � Æ2r;2s�1 � Æ2r;2s) = 0;

SpurH+
r H

+
s = 2 (Æ2r�1;2s�1 + Æ2r�1;2s + Æ2r;2s�1 + Æ2r;2s) = 4Ær;s

und man erh�alt den Casimir-Operator

C =
1

4

n=2X
r=1

H+
r

2
+ H�

r
2

+
1

4

n�1X
s=1

nX
r=s+1

X+
r;s

2
+ Y +

r;s
2 � 1

4

n�1X
s=1

nX
r=s+1

X�
r;s

2
+ Y �

r;s
2
;

C =
1

4

0@(n�1)=2X
r=1

H+
r

2
+ H�

r
2

+H2
n

1A
+

1

4

n�1X
s=1

nX
r=s+1

X+
r;s

2
+ Y +

r;s
2 � 1

4

n�1X
s=1

nX
r=s+1

X�
r;s

2
+ Y �

r;s
2

abh�angig davon, ob n gerade oder ungerade ist. Die Elemente H�
r ; X

�
2r�1;2r

f�ur r = 1; : : : ; bn=2c erzeugen eine zu sl (2;R) isomorphe Lie-Unteralgebra
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von sp (n;R). Die zugeh�orige zu SL (2;R) isomorphe Lie-Untergruppe ist
Teil eines semidirekten Produktes, das isomorph zu SL (2;R)n S2 (R2) ist.
Nach Satz 2.4.2 besitzt die Darstellung � keine nichttrivialen unter S2 (R2)
invarianten Vektoren. F�ur eine Darstellung � von Sp (n;R) ohne nichttriviale
unter S2 (R2) invariante Vektoren gilt damit

hd� (�r) �; �i � (sin (2#))2

�#

f�ur den Laplace-Operator

�r = � �H�
r

�2 � �X+
2r�1;2r

�2 � �X�
2r�1;2r

�2
und alle K-endlichen glatten Einheitsvektoren �. Sei

� = �1

4

n=2X
r=1

H+
r

2
+ H�

r
2 � 1

4

n�1X
s=1

nX
r=s+1

X+
r;s

2
+ Y +

r;s
2

+ X�
r;s

2
+ Y �

r;s
2
;

� = �1

4

0@(n�1)=2X
r=1

H+
r

2
+ H�

r
2

+H2
n

1A
� 1

4

n�1X
s=1

nX
r=s+1

X+
r;s

2
+ Y +

r;s
2

+ X�
r;s

2
+ Y �

r;s
2

abh�angig davon, ob n gerade oder ungerade ist. Daraus erh�alt man eine erste
Absch�atzung.

2.4.3 Satz. F�ur alle Darstellungen � von G = Sp (n;R) ohne nichttriviale
invariante Vektoren ist

hd� (�) �; �i � bn=2c
4

sup
0<#<�=2

(sin (2#))2

�#
� n� 1

8
sup

0<#<�=2

(sin (2#))2

�#

> 0; 057662 (n� 1)

f�ur alle glatten Sp (n;R) \ SO (2n)-endlichen Einheitsvektoren �.

Beweis. F�ur # t 0; 582781 gilt (8�)�1 (sin (2#))2 =# t 0; 0576627. Dort
liegt n�aherungsweise das Maximum dieser Funktion. �
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W�ahlt man eine andere Basis von sp (n;R), so kann man diese Absch�atzung
verbessern. Zuerst werden die Kommutatoren der Elemente Hv und X�

r;s

betrachtet. Mit Induktion folgt f�ur die rekursiv de�nierten Elemente, da�
diese dieselben Relationen erf�ullen. F�ur jeweils drei geeignete Elemente
wird ebenfalls mit Induktion gezeigt, da� sie eine zu sl (2;R) isomorphe Lie-
Unteralgebra aufspannen. Es ist

[Er;s + Es;r; Eu;v � Ev;u] = Æs;uEr;v + Ær;uEs;v � Æs;vEr;u � Ær;vEs;u

� Æv;rEu;s � Æv;sEu;r + Æu;rEv;s + Æu;sEv;r

= Æs;u (Er;v + Ev;r) + Ær;u (Es;v + Ev;s)

� Æs;v (Er;u + Eu;r)� Ær;v (Es;u + Eu;s)

und damit
�
X+
r;s; X

�
u;v

�
= Æs;uX

+
r;v + Ær;uX

+
s;v� Æs;vX+

r;u� Ær;vX+
s;u. Analog folgt

aus

[Ev;v; Er;s + Es;r] = Æv;rEr;s + Æv;sEs;r � Æs;vEr;s � Ær;vEs;r

= (Æv;r � Æv;s)Er;s � (Æv;r � Æv;s)Es;r

= (Æv;r � Æv;s) (Er;s � Es;r) ,

da�
�
Hv; X

+
r;s

�
= (Æv;r � Æv;s)X

�
r;s, und

[Ev;v; Er;s � Es;r] = Æv;rEr;s � Æv;sEs;r � Æs;vEr;s + Ær;vEs;r

= Æv;r (Er;s + Es;r)� Æv;s (Es;r + Er;s)

= (Æv;r � Æv;s) (Er;s + Es;r)

impliziert
�
Hv; X

�
r;s

�
= (Æv;r � Æv;s)X

+
r;s. Zu jeder Zweierpotenz nimmt man

statt der H�
r die Elemente

H(�1)
r = H�

r ; H
(1)
r = H+

r ;

H(�s)
r = H

(s�1)
2r�1 �H

(s�1)
2r ; H(s)

r = H
(s�1)
2r�1 +H

(s�1)
2r

f�ur 2 � s � log2 n und 1 � r � 2�sn. Sei

X(1)
r;s = X+

r;s; X
(v)
r;s = X

(v�1)
2r�1;2s +X

(v�1)
2r;2s�1,

X(�1)
r;s = X�

r;s; X
(�v)
r;s = X

(�v+1)
2r�1;2s +X

(�v+1)
2r;2s�1,

Y (1)
r;s = X+

r;s; Y
(v)
r;s = Y

(v�1)
2r�1;2r�1 + Y

(v�1)
2r;2r ,

dann gilt�
H(u�1)
v ; X(u)

r;s

�
=

h
H

(u�2)
2v�1 +H

(u�2)
2v ; X

(u�1)
2r�1;2s +X

(u�1)
2r;2s�1

i
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= (Æ2v�1;2r�1 � Æ2v�1;2s + Æ2v;2r�1 � Æ2v;2s)X
(�u+1)
2r�1;2s

+ (Æ2v�1;2r � Æ2v�1;2s�1 + Æ2v;2r � Æ2v;2s�1)X
(�u+1)
2r;2s�1

= (Æv;r � Æv;s)X
(�u+1)
2r�1;2s + (�Æv;s + Æv;r)X

(�u+1)
2r;2s�1

= (Æv;r � Æv;s)X
(�u)
r;s ;�

H(u�1)
v ; X(�u)

r;s

�
= (Æv;r � Æv;s)X

(u)
r;s

und�
X(w)
r;s ; X

(�w)
u;v

�
=

h
X

(w�1)
2r�1;2s +X

(w�1)
2r;2s�1; X

(�w+1)
2u�1;2v +X

(�w+1)
2u;2v�1

i
= Ær;uY

(w�1)
2s;2v � Æs;vY

(w�1)
2r�1;2u�1 + Æs;uY

(w�1)
2r;2v � Ær;vY

(w�1)
2s�1;2u�1

+ Æs;uY
(w�1)
2r�1;2v�1 � Ær;vY

(w�1)
2s;2u + Ær;uY

(w�1)
2s�1;2v�1 � Æs;vY

(w�1)
2r;2u

= Ær;uY
(w)
s;v � Æs;vY

(w)
r;u + Æs;uY

(w)
r;v � Ær;vY

(w)
s;u .

Damit isth
H(�s)
r ; X

(s)
2r;2r�1

i
=
h
H

(s�1)
2r�1 �H

(s�1)
2r ; X

(s)
2r;2r�1

i
= (Æ2r�1;2r � Æ2r�1;2r�1 � Æ2r;2r + Æ2r;2r�1)X

(�s)
2r;2r�1

= �2X
(�s)
2r;2r�1,h

H(�s)
r ; X

(�s)
2r;2r�1

i
=
h
H

(s�1)
2r�1 �H

(s�1)
2r ; X

(�s)
2r;2r�1

i
= �2X

(s)
2r;2r�1;h

X
(s)
2r;2r�1; X

(�s)
2r;2r�1

i
= Y

(s)
2r�1;2r�1 � Y

(s)
2r;2r = 2H(�s)

r ,

da X+
r;r = 2Hr;r und Y

(s)
r;r = Y

(s�1)
2r�1;2r�1+Y

(s�1)
2r;2r = 2H

(s�2)
2r�1 +2H

(s�2)
2r = 2H

(s�1)
r

gilt. Also erzeugt H
(�s)
r , X

(�s)
2r;2r�1 eine zu sl (2;R) isomorphe Lie-Unteralgebra

von sp (n;R).

Nun ist noch zu zeigen, da� es Elemente gibt, die H
(�s)
r und X

(�s)
2r;2r�1 zu

einer zu sl (2;R)n S2 (R2) isomorphen Lie-Unteralgebra erg�anzen. F�ur Hv

und X�
u;v spielen diese Rolle geeignete Elemente Qr und Rr;s. Durch eine

rekursive De�nition erh�alt man geeignete Elemente f�ur H
(�s)
r und X

(�s)
2r;2r�1.

Mit Induktion folgt dann wieder, da� diese Elemente die Relationen einer zu
sl (2;R)n S2 (R2) isomorphen Lie-Unteralgebra erf�ullen.

Sei nun Qr =

�
0 Er;r
0 0

�
und Rr;s =

�
0 Er;s + Es;r
0 0

�
, dann gilt

[Hv; Qr] =

�
0 2Æv;rEr;r
0 0

�
= 2Æv;rQr,
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[Hv; Rr;s] =

�
0 Æv;rEv;s + Æv;sEv;r + Æs;vEr;v + Ær;vEs;v
0 0

�
= (Æv;r + Æv;s)Rr;s,

[Qv; Qr] = 0; [Qv; Rr;s] = 0; [Ru;v; Rr;s] = 0

und �
X+
u;v; Qr

�
= Æv;rRu;r + Æu;rRv;r = (Æv;r + Æu;r)Ru;v;�

X�
u;v; Qr

�
= Æv;rRu;r � Æu;rRv;r = (Æv;r � Æu;r)Ru;v;�

X+
u;v; Rr;s

�
= Æv;rRu;s + Æu;rRv;s + Æv;sRu;r + Æu;sRv;r;�

X�
u;v; Rr;s

�
= Æv;rRu;s � Æu;rRv;s + Æv;sRu;r � Æu;sRv;r.

Damit ist�
H(�1)
r ; Q2r�1

�
= [H2r�1 �H2r; Q2r�1] = 2 (Æ2r�1;2r�1 � Æ2r;2r�1)Q2r�1

= 2Q2r�1;�
H(�1)
r ; Q2r

�
= [H2r�1 �H2r; Q2r] = 2 (Æ2r�1;2r � Æ2r;2r)Q2r = �2Q2r;�

H(�1)
r ; R2r;2r�1

�
= [H2r�1 �H2r; R2r;2r�1]

= (Æ2r�1;2r + Æ2r�1;2r�1 � Æ2r;2r � Æ2r;2r�1)R2r;2r�1 = 0;

[Q2r�1; Q2r] = 0; [Q2r�1; R2r;2r�1] = 0; [Q2r; R2r;2r�1] = 0

und �
X+

2r;2r�1; Q2r�1

�
= (Æ2r�1;2r�1 + Æ2r;2r�1)R2r;2r�1 = R2r;2r�1;�

X+
2r;2r�1; Q2r

�
= (Æ2r�1;2r + Æ2r;2r)R2r;2r�1 = R2r;2r�1;�

X�
2r;2r�1; Q2r�1

�
= (Æ2r�1;2r�1 � Æ2r;2r�1)R2r;2r�1 = R2r;2r�1;�

X�
2r;2r�1; Q2r

�
= (Æ2r�1;2r � Æ2r;2r)R2r;2r�1 = �R2r;2r�1;�

X+
2r;2r�1; R2r;2r�1

�
= R2r�1;2r�1 +R2r;2r = 2Q2r�1 + 2Q2r;�

X�
2r;2r�1; R2r;2r�1

�
= �R2r�1;2r�1 +R2r;2r = �2Q2r�1 + 2Q2r.

Dies liefert die de�nierenden Relationen einer zu sl (2;R)n S2 (R2) isomor-

phen Lie-Unteralgebra. Es wird gezeigt, da� auch f�ur H
(�s)
r , X

(�s)
2r;2r�1 geeig-

nete Q
(s)
2r�1, Q

(s)
2r und R

(s)
2r;2r�1 existieren, die diese Relationen erf�ullen.

Nun folgt die rekursive De�nition der Elemente Q
(s)
r , R

(w)
r;s und S

(w)
r;s , wobei

S
(w)
r;s nur zum Beweis n�otig ist. Sei also

Q(1)
r = Qr; Q

(s)
r = Q

(s�1)
2r�1 +Q

(s�1)
2r ,

R(1)
r;s = Rr;s; R

(w)
r;s = R

(w�1)
2r�1;2s +R

(w�1)
2r;2s�1,

S(1)
r;s = Rr;s; S

(w)
r;s = S

(w�1)
2r�1;2s�1 + S

(w�1)
2r;2s ,
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dann ist�
X(w)
u;v ; Q

(w)
r

�
=

h
X(w�1)

2u�1;2v +X(w�1)
2u;2v�1; Q

(w�1)
2r�1 +Q(w�1)

2r

i
= (Æv;r + Æu;r)R

(w�1)
2u�1;2v + (Æu;r + Æv;r)R

(w�1)
2u;2v�1

= (Æv;r + Æu;r)
�
R

(w�1)
2u�1;2v +R

(w�1)
2u;2v�1

�
= (Æv;r + Æu;r)R

(w)
u;v

und�
X(�w)
u;v ; Q(w)

r

�
=

h
X

(�w+1)
2u�1;2v +X

(�w+1)
2u;2v�1; Q

(w�1)
2r�1 +Q

(w�1)
2r

i
= (�Æu;r + Æv;r)R

(w�1)
2u�1;2v + (Æv;r � Æu;r)R

(w�1)
2u;2v�1

= (Æv;r � Æu;r)
�
R

(w�1)
2u�1;2v +R

(w�1)
2u;2v�1

�
= (Æv;r � Æu;r)R

(w)
u;v .

Es gilt�
X(w)
u;v ; R

(w)
r;s

�
=

h
X

(w�1)
2u�1;2v +X

(w�1)
2u;2v�1; R

(w�1)
2r�1;2s +R

(w�1)
2r;2s�1

i
= Æu;rS

(w�1)
2v;2s + Æv;sS

(w�1)
2u�1;2r�1 + Æv;rS

(w�1)
2u�1;2s�1 + Æu;sS

(w�1)
2v;2r

+ Æv;rS
(w�1)
2u;2s + Æu;sS

(w�1)
2v�1;2r�1 + Æu;rS

(w�1)
2v�1;2s�1 + Æv;sS

(w�1)
2u;2r

= Æu;r

�
S
(w�1)
2v;2s + S

(w�1)
2v�1;2s�1

�
+ Æv;s

�
S
(w�1)
2u�1;2r�1 + S

(w�1)
2u;2r

�
+ Æv;r

�
S
(w�1)
2u�1;2s�1 + S

(w�1)
2u;2s

�
+ Æu;s

�
S
(w�1)
2v;2r + S

(w�1)
2v�1;2r�1

�
= Æu;rS

(w)
v;s + Æv;sS

(w)
u;r + Æv;rS

(w)
u;s + Æu;sS

(w)
v;r

und�
X(�w)
u;v ; R(w)

r;s

�
=

h
X

(�w+1)
2u�1;2v +X

(�w+1)
2u;2v�1; R

(w�1)
2r�1;2s +R

(w�1)
2r;2s�1

i
= �Æu;rS(w�1)

2v;2s + Æv;sS
(w�1)
2u�1;2r�1 + Æv;rS

(w�1)
2u�1;2s�1 � Æu;sS

(w�1)
2v;2r

+ Æv;rS
(w�1)
2u;2s � Æu;sS

(w�1)
2v�1;2r�1 � Æu;rS

(w�1)
2v�1;2s�1 + Æv;sS

(w�1)
2u;2r

= �Æu;r
�
S
(w�1)
2v;2s + S

(w�1)
2v�1;2s�1

�
+ Æv;s

�
S
(w�1)
2u�1;2r�1 + S

(w�1)
2u;2r

�
+ Æv;r

�
S
(w�1)
2u�1;2s�1 + S

(w�1)
2u;2s

�
� Æu;s

�
S
(w�1)
2v;2r + S

(w�1)
2v�1;2r�1

�
= �Æu;rS(w)

v;s + Æv;sS
(w)
u;r + Æv;rS

(w)
u;s � Æu;sS

(w)
v;r .

Desweiteren ist�
H(w�1)
v ; Q(w)

r

�
=

h
H

(w�2)
2v�1 +H

(w�2)
2v ; Q

(w�1)
2r�1 +Q

(w�1)
2r

i
= 2Æv;rQ

(w�1)
2r�1 + 2Æv;rQ

(w�1)
2r = 2Æv;rQ

(w)
r
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und �
H(w�1)
v ; R(w)

r;s

�
=

h
H

(w�2)
2v�1 +H

(w�2)
2v ; R

(w�1)
2r�1;2s +R

(w�1)
2r;2s�1

i
= (Æv;r + Æv;s)R

(w�1)
2r�1;2s + (Æv;s + Æv;r)R

(w�1)
2r;2s�1

= (Æv;r + Æv;s)R
(w)
r;s ;�

Q(w)
v ; Q(w)

r

�
= 0;

�
Q(w)
v ; R(w)

r;s

�
= 0;

�
R(w)
u;v ; R

(w)
r;s

�
= 0.

Damit folgth
X

(w)
2r;2r�1; Q

(w)
2r�1

i
= (Æ2r;2r�1 + Æ2r�1;2r�1)R

(w)
2r;2r�1 = R

(w)
2r;2r�1;h

X
(w)
2r;2r�1; Q

(w)
2r

i
= (Æ2r;2r + Æ2r�1;2r)R

(w)
2r;2r�1 = R

(w)
2r;2r�1;h

X
(�w)
2r;2r�1; Q

(w)
2r�1

i
= (�Æ2r;2r�1 + Æ2r�1;2r�1)R

(w)
2r;2r�1 = R

(w)
2r;2r�1;h

X
(�w)
2r;2r�1; Q

(w)
2r

i
= (�Æ2r;2r + Æ2r�1;2r)R

(w)
2r;2r�1 = �R(w)

2r;2r�1

und, da S
(w)
r;r = S

(w�1)
2r�1;2r�1 + S

(w�1)
2r;2r = 2Q

(w�1)
2r�1 + 2Q

(w�1)
2r = 2Q

(w)
r gilt, isth

X(w)
2r;2r�1; R

(w)
2r;2r�1

i
= S(w)

2r�1;2r�1 + S(w)
2r;2r = 2Q(w)

2r�1 + 2Q(w)
2r = 2Q(w+1)

r ;h
X

(�w)
2r;2r�1; R

(w)
2r;2r�1

i
= �S(w)

2r�1;2r�1 + S
(w)
2r;2r = �2Q

(w)
2r�1 + 2Q

(w)
2r

und h
H(�w)
r ; Q

(w)
2r�1

i
=

h
H

(w�1)
2r�1 �H

(w�1)
2r ; Q

(w)
2r�1

i
= 2Q

(w)
2r�1;h

H(�w)
r ; Q(w)

2r

i
=

h
H(w�1)

2r�1 �H(w�1)
2r ; Q(w)

2r

i
= �2Q(w)

2r ;h
H(�w)
r ; R

(w)
2r;2r�1

i
=

h
H

(w)
2r�1 �H

(w)
2r ; R

(w)
2r;2r�1

i
= 0.

Damit gilt folgendes.

2.4.4 Lemma. F�ur jedes w, 1 � w � log2 n, und jedes r, 1 � r � 2�wn,

ist H
(w)
r ; X

(w)
2r;2r�1; X

(�w)
2r;2r�1; Q

(w)
2r�1; Q

(w)
2r ; R

(w)
2r;2r�1 die Basis einer zu sl (2;R) n

S2 (R2) isomorphen Lie-Unteralgebra von sp (n;R).

Nun folgt die Bestimmung des Casimir- und des Laplace-Operators. Mit
Induktion kann man zeigen, da�

SpurH(u)
r H(u)

s = 2u+1Ær;s,
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SpurH(�u)
r H(u)

s = 0,

SpurH(�u)
r H(�u)

s = 2u+1Ær;s,

SpurX(w)
r;s X

(w)
u;v = 2w+1Ær;uÆs;v,

SpurX(w)
r;s X

(�w)
u;v = 0,

SpurX(�w)
r;s X(�w)

u;v = �2w+1Ær;uÆs;v.

Denn

SpurH(u)
r H(u)

s = 2u (Æ2r�1;2s�1 + Æ2r;2s) = 2u+1Ær;s;

SpurH(�u)
r H(�u)

s = 2u (Æ2r�1;2s�1 + Æ2r;2s) = 2u+1Ær;s;

SpurH(�u)
r H(u)

s = 2u (Æ2r�1;2s�1 � Æ2r;2s) = 0

und

SpurX(w)
r;s X

(w)
u;v = Spur

��
X

(w�1)
2r�1;2s +X

(w�1)
2r;2s�1

��
X

(w�1)
2u�1;2v +X

(w�1)
2u;2v�1

��
= 2wÆr;uÆs;v + 2wÆr;uÆs;v = 2w+1Ær;uÆs;v;

SpurX(w)
r;s X

(�w)
u;v = 0;

SpurX(�w)
r;s X(�w)

u;v = Spur
��
X

(�w+1)
2r�1;2s +X

(�w+1)
2r;2s�1

� �
X

(�w+1)
2u�1;2v +X

(�w+1)
2u;2v�1

��
= �2wÆr;uÆs;v � 2wÆr;uÆs;v = �2w+1Ær;uÆs;v

f�ur 1 � s < r � 2�wn und 1 � v < u � 2�wn. Damit gilt f�ur den Casimir-
Operator

C =
lX

s=1

2�s�1

b2�sncX
r=1

�
H(�s)
r

�2
+
�
X

(s)
2r;2r�1

�2
�
�
X

(�s)
2r;2r�1

�2
+R+ � R�

und f�ur den Laplace-Operator gilt

� = �
lX

s=1

2�s�1

b2�sncX
r=1

�
H(�s)
r

�2
+
�
X

(s)
2r;2r�1

�2
+
�
X

(�s)
2r;2r�1

�2
�R+ �R�

mit l = blog2 nc, wobei R+ der Rest ist, den man beim Erg�anzen von H
(s)
r

und X
(s)
2r;2r�1 f�ur 1 � s � log2 n und 1 � r � 2�sn zu einer orthogonalen

Basis von p erh�alt, und R� entsprechend der Rest, den man durch Erg�anzen
von X

(s)
2r;2r�1 f�ur 1 � s � log2 n und 1 � r � 2�sn zu einer orthogonalen

Basis von k erh�alt.
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F�ur �
(s)
r = �

�
H

(s)
r

�2
�
�
X

(s)
2r;2r�1

�2
�
�
X

(�s)
2r;2r�1

�2
ist also

D
d�
�

�
(s)
r

�
�; �
E
�

��1 (sin (2#))2 =# und damit folgt

hd� (�) �; �i � (sin (2#))2

�#

lX
s=1

2�s�1
�
2�sn

�
f�ur eine Darstellung ohne nichttriviale invariante Vektoren unter Verwendung
von Satz 2.4.2.

Es ist 2l � n � 2l+1 � 1 und damit n =
Pl

r=0 qr2
r mit qr 2 f0; 1g. Es gilt

b2�snc =
jPl

r=0 qr2
r�s
k

=
Pl

r=s qr2
r�s und somit ist

lX
s=1

2�s
�
2�sn

�
=

lX
s=1

lX
r=s

qr2
r�2s =

lX
r=1

qr

rX
s=1

2r�2s

=
1

3

lX
r=1

qr
��2�r + 2r

�
=

1

3

lX
r=0

qr
��2�r + 2r

�
=

1

3

 
n�

lX
r=0

qr2
�r
!
� 1

3

�
n� 2 + 2�l

�
� 1

3

�
n� 2 +

1

n

�
=

1

3

(n� 1)2

n
.

Durch eine Fallunterscheidung l�a�t sich diese Absch�atzung noch etwas ver-
bessern.

F�ur n = 2l+1 � 1 =
Pl

r=0 2r ist

lX
s=1

2�s
�
2�sn

�
=

1

3

 
n�

lX
r=0

2�r
!

=
1

3

�
n� 2 + 2�l

�
=

1

3

�
n� 2 +

2

n+ 1

�
=

1

3
n
n� 1

n + 1
.

F�ur 2l � n � 2l+1 � 2 ist

lX
r=0

qr2
�r = 2�l +

l�1X
r=0

qr2
�r � 2�l +

l�2X
r=0

2�r = 2�l + 2� 2�l+2 = 2� 3

2l

� 2� 3

n
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und somit

lX
s=1

2�s
�
2�sn

�
=

1

3

 
n�

lX
r=1

qr2
�r
!
� 1

3

�
n� 2 +

3

n

�
>

1

3

�
n� 2 +

2

n+ 1

�
=

1

3
n
n� 1

n+ 1
.

Also erh�alt man folgendes.

2.4.5 Satz. F�ur jede Darstellung � von Sp (n;R), n � 2, ohne nichttriviale
invariante Vektoren und alle glatten Sp (n;R) \ SO (2n)-endlichen Einheits-
vektoren ist

hd� (�) �; �i � 1

3
sup

0<#<�=2

(sin (2#))2

�#
(n� 1)

n

n + 1

> 0; 15376 (n� 1)
n

n+ 1
.

Beweis. Es gilt (3�)�1 (sin (2#))2 =# t 0; 153767 f�ur # t 0; 582781, wo die
Funktion n�aherungsweise ihr Maximum annimmt. �

Hier erfolgte die Normalisierung des Casimir- und damit auch des Laplace-
Operators bez�uglich der Spurform. Bez�uglich der Killing-Form h�atte der
Laplace-Operator die Gestalt �0 = (2 (n + 1))�1 � und damit w�are

hd� (�0) �; �i � 1

3
sup

0<#<�=2

(sin (2#))2

�#

(n� 1)n

2 (n + 1)2
.

2.5 Kazhdan-Konstanten der speziellen linearen Gruppen mit
h�oherem Rang

Dieser Abschnitt behandelt die �Ubertragung des Resultats f�ur die Kazhdan-
Konstante der Gruppe SL (3;R) von M. B. Bekka und M. Mayer aus [4]
auf die Gruppen SL (n;R) f�ur n � 4. Dabei ist zu bemerken, da� die Ba-
sis der Lie-Algebra in [4] nicht wie dort angegeben orthogonal ist. Dies
halbiert folglich die untere Schranke dort, da man nur eine Kopie einer zu
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sl (2;R)nR2 isomorphen Lie-Unteralgebra zur Verf�ugung hat und nicht zwei.
Hier wird nun allgemein eine geeignete orthogonale Basis der Lie-Algebra
sl (n;R) bestimmt. Jeweils drei geeignete Elemente spannen eine zu sl (2;R)
isomorphe Lie-Unteralgebra auf. Die Vorgehensweise ist analog zu der im
vorigen Abschnitt. Da auch sl (n;R) eine einfache Lie-Algebra ist, ist es
m�oglich statt mit der Killing-Form wieder mit der Spurform zu rechnen, da
sich beide nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Danach folgt
ausgehend von einer Basis von sl (n;R) die rekursive De�nition neuer Ba-
siselemente, die zu sl (2;R) isomorphe Lie-Unteralgebren aufspannen und
in einer zu sl (2;R) nR2 isomorphen Lie-Unteralgebra enthalten sind. Der
Beweis benutzt wieder Induktion. Vor der Bestimmung der Basis der Lie-
Algebra wird noch folgendes gezeigt, das die �Ubertragung des Ergebnisses
von M. B. Bekka und M. Mayer aus [4] erlaubt. Dies ist analog zu Satz 2.4.2
im Fall Sp (n;R).

2.5.1 Satz. Sei � eine Darstellung von SL (n;R), n � 3, ohne nichttriviale
invariante Vektoren. Sei P eine abgeschlossene zu SL (2;R)nR2 isomorphe
Untergruppe, dann besitzt die Einschr�ankung von � auf die zu R2 isomorphe
Untergruppe von P keine nichttrivialen invarianten Vektoren.

Beweis. Die MatrixkoeÆzienten von � verschwinden bei 1. F�ur einen ele-
mentaren Beweis hierzu siehe [27, Seite 212]. Also verschwinden auch die
MatrixkoeÆzienten von � eingeschr�ankt auf die zu R2 isomorphe Untergrup-
pe von P bei 1. Damit besitzt auch die Einschr�ankung von � auf R2 keinen
nichttrivialen invarianten Vektor. �

Nun zu den Berechnungen f�ur die Basis der Lie-Algebra von sl (n;R). Sei
sl (n;R) = fX 2 gl (n;R) : SpurX = 0g, p = fX 2 sl (n;R) : X = Xtrg,
k = fX 2 sl (n;R) : X = �Xtrg, Er;s = (Ær;uÆs;v)u;v=1;:::;n und Hr = Er;r� 1

n
I

f�ur r = 1; : : : ; n, dann ist Er;s mit 1 � r; s � n, r 6= s und Hr mit 1 � r �
n � 1 eine Basis von sl (n;R). Sei X+

r;s = Er;s + Es;r und X�
r;s = Er;s � Es;r

f�ur 1 � s; r � n, dann erh�alt man durch X+
r;s mit 1 � s < r � n und Hr mit

1 � r � n� 1 eine Basis von p und durch X�
r;s mit 1 � s < r � n erh�alt man

eine Basis von k.

Es gilt

[Hv; Er;s] = [Ev;v; Er;s] = Æv;rEv;s � Æs;vEr;v = (Æv;r � Æs;v)Er;s
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und

X+
r;sX

+
u;v = Æs;uEr;v + Ær;uEs;v + Æs;vEr;u + Ær;vEs;u;

X+
r;sX

�
u;v = Æs;uEr;v + Ær;uEs;v � Æs;vEr;u � Ær;vEs;u;

X�
r;sX

�
u;v = Æs;uEr;v � Ær;uEs;v � Æs;vEr;u + Ær;vEs;u

f�ur 1 � r; s � n und 1 � u; v � n. Also ist SpurX+
r;sX

+
u;v = 2 (Ær;uÆs;v),

SpurX+
r;sX

�
u;v = 0, SpurX�

r;sX
�
u;v = �2 (Ær;uÆs;v) f�ur 1 � s < r � n und

1 � v < u � n. Da SpurEr;s = 0 ist f�ur 1 � s < r � n, ist SpurHrX
�
u;v = 0

f�ur 1 � r � n� 1 und 1 � v < u � n. Es ist

SpurHrHs = Spur

�
Ær;sEr;s � 1

n
Er;r � 1

n
Es;s +

1

n2
E

�
= Ær;s � 1

n
.

F�ur die Killing-Form � erh�alt man

� (Hv; Hv) = Spur (adHv adHv) =
X
r 6=s

(Æv;r � Æs;v)
2

=
X
r 6=s

Æv;r � 2Æs;vÆv;r + Æs;v = 2 (n� 1)

und, da SpurH2
v = 1 � n�1 = (2n)�1 � (Hv; Hv) ist, folgt SpurXY =

(2n)�1 � (X; Y ), da sl (n;R) eine einfache Lie-Algebra ist. F�ur einen Beweis

siehe z. B. [28, Seite 118]. Sei H
(�1)
r = H2r�1�H2r und H

(1)
r = H2r�1 +H2r

f�ur 1 � r � n=2, dann gilt

SpurH(�1)
r H(�1)

s = Spur (H2r�1H2s�1 �H2r�1H2s �H2rH2s�1 +H2rH2s)

= 2

�
Ær;s � 1

n

�
+

2

n
= 2Ær;s;

SpurH(�1)
r H(1)

s = 0;

SpurH(1)
r H(1)

s = Spur (H2r�1H2r�1 +H2r�1H2r +H2r;2r�1 +H2r;2r)

= 2

�
Ær;s � 1

n

�
� 2

n
= 2Ær;s � 4

n
.

Erg�anzt man nun die H
(�1)
r mit 1 � r � n

2
und X+

r;s mit 1 � s < r � n zu
einer orthogonalen Basis von p, so erh�alt man den Casimir-Operator

C =
1

2

bn=2cX
r=1

�
H(�1)
r

�2
+

1

2

nX
s=1

nX
r=s+1

�
X+
r;s

�2 � �X�
r;s

�2
+R
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und den Laplace-Operator

� = �1

2

bn=2cX
r=1

�
H(�1)
r

�2 � 1

2

 
nX
s=1

nX
r=s+1

�
X+
r;s

�2
+
�
X�
r;s

�2!�R,

wobei R den Rest der orthogonalen Basis enth�alt. Sei �r = �
�
H(�1)
r

�2
��

X+
2r;2r�1

�2 � �X�
2r;2r�1

�2
f�ur 1 � r � n

2
, dann gilt hd� (�r) �; �i � (sin#)2

�#

nach [4] f�ur jeden SO (n)-endlichen Einheitsvektor � und eine Darstellung �
ohne nichttriviale invariante Vektoren. Denn f�ur n � 4 ist die zu sl (2;R)

isomorphe Lie-Unteralgebra mit der Basis H
(�1)
r , X�

2r;2r�1 immer in einer
zu sl (2;R) n R2 isomorphen Lie-Unteralgebra enthalten. Nach Satz 2.5.1
besitzt die Darstellung eingeschr�ankt auf die zugeh�orige zu SL (2;R) n R2

isomorphe Untergruppe ebenfalls keine nichttrivialen unter R2 invarianten
Vektoren. Da� die von H

(�1)
r , X�

2r;2r�1 erzeugte Lie-Unteralgebra wirklich
in einer zu sl (2;R) n R2 isomorphen Lie-Unteralgebra enthalten ist, wird
dann bei der Bestimmung einer etwas besseren Schranke gezeigt. Damit gilt
folgendes.

2.5.2 Satz. F�ur n � 3, jede Darstellung � von SL (n;R) ohne nichttriviale
invariante Vektoren und alle glatten SO (n)-endlichen Einheitsvektoren � gilt

hd� (�) �; �i � 1

2
sup

0<#<�

(sin#)2

�#

jn
2

k
� sup

0<#<�

(sin#)2

�#

n� 1

4

> 0; 057662 (n� 1) .

Beweis. F�ur # t 1; 16556 gilt (sin#)2

4�#
t 0; 0576627 > 0; 057662. Dort liegt

ann�ahernd das Maximum dieser Funktion. �

Das folgende zeigt einen Weg, wie sich diese Schranke noch versch�arfen l�a�t.
Dazu werden rekursiv die Basiselemente de�niert und es wird gezeigt, da�
jeweils drei geeignete dieser eine zu sl (2;R) isomorphe Lie-Unteralgebra
von sl (n;R) aufspannen und in einer zu sl (2;R) n R2 isomorphen Lie-
Unteralgebra von sl (n;R) enthalten sind. F�ur s � 2 sei

H(s)
r = H

(s�1)
2r�1 +H

(s�1)
2r ;

H(�s)
r = H

(s�1)
2r�1 �H

(s�1)
2r



2. Kazhdans Eigenschaft (T) f�ur einfache Lie-Gruppen 91

f�ur 1 � r � 2�sn, dann gilt

SpurH(v)
r H(v)

s

= Spur
�
H

(v�1)
2r�1 H

(v�1)
2s�1 +H

(v�1)
2r�1 H

(v�1)
2s +H

(v�1)
2r H

(v�1)
2s�1 +H

(v�1)
2r H

(v�1)
2s

�
= 2

�
2v�1Ær;s � 4v�1

n

�
� 2

4v�1

n
= 2vÆr;s � 4v

n
,

SpurH(�v)
r H(�v)

s

= Spur
�
H

(v�1)
2r�1 H

(v�1)
2s�1 �H

(v�1)
2r�1 H

(v�1)
2s �H

(v�1)
2r H

(v�1)
2s�1 +H

(v�1)
2r H

(v�1)
2s

�
= 2

�
2v�1Ær;s � 4v�1

n

�
+ 2

4v�1

n
= 2vÆr;s,

SpurH(�v)
r H(v)

s

= 0.

Sei

X(1)
r;s = X+

r;s; X
(w)
r;s = X(w�1)

2r�1;2s +X(w�1)
2r;2s�1;

X(�1)
r;s = X�

r;s; X
(�w)
r;s = X

(�w+1)
2r�1;2s +X

(�w+1)
2r;2s�1

f�ur w � 2 und 1 � s < r � 2�w+1n, dann gilt SpurX
(w)
r;s X

(w)
u;v = 2wÆr;uÆs;v

und SpurX
(�w)
r;s X

(�w)
u;v = �2wÆr;uÆs;v, da

SpurX(w)
r;s X

(w)
u;v = Spur

��
X

(w�1)
2r�1;2s +X

(w�1)
2r;2s�1

��
X

(w�1)
2u�1;2v +X

(w�1)
2u;2v�1

��
= 2w�1Ær;uÆs;v + 2w�1Ær;uÆs;v = 2wÆr;uÆs;v,

SpurX(�w)
r;s X(�w)

u;v = Spur
��
X

(�w+1)
2r�1;2s +X

(�w+1)
2r;2s�1

� �
X

(�w+1)
2u�1;2v +X

(�w+1)
2u;2v�1

��
= �2w�1Ær;uÆs;v � 2w�1Ær;uÆs;v = �2wÆr;uÆs;v

ist. Da�
Hv; X

+
r;s

�
= [Ev;v; Er;s + Es;r] = Æv;rEv;s � Æs;vEr;v + Æv;sEv;r � Ær;vEs;v

= (Æv;r � Æv;s)X
�
r;s;�

Hv; X
�
r;s

�
= [Ev;v; Er;s � Es;r] = Æv;rEv;s � Æs;vEr;v � Æv;sEv;r + Ær;vEs;v

= (Æv;r � Æv;s)X
+
r;s

gilt, ist mit Induktion�
H(u�1)
v ; X(u)

r;s

�
=

h
H

(u�2)
2v�1 +H

(u�2)
2v ; X

(u�1)
2r�1;2s +X

(u�1)
2r;2s�1

i
= (Æv;r � Æv;s)X

(�u+1)
2r�1;2s + (�Æv;s + Æv;r)X

(�u+1)
2r;2s�1

= (Æv;r � Æv;s)X
(�u)
r;s
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und analog
h
H

(u�1)
v ; X

(�u)
r;s

i
= (Æv;r � Æv;s)X

(u)
r;s . Also isth

H(�s)
r ; X

(s)
2r;2r�1

i
=
h
H

(s�1)
2r�1 �H

(s�1)
2r ; X

(s)
2r;2r�1

i
= �2X

(�s)
2r;2r�1

und h
H(�s)
r ; X

(�s)
2r;2r�1

i
= �2X

(s)
2r;2r�1.

Da �
X+
r;s; X

�
u;v

�
= [Er;s + Es;r; Eu;v � Ev;u]

= Æs;uEr;v + Ær;uEs;v � Æs;vEr;u � Ær;vEs;u

� Æv;rEu;s � Æv;sEu;r + Æu;rEv;s + Æu;sEv;r

= Æs;u (Er;v + Ev;r) + Ær;u (Es;v + Ev;s)

� Æs;v (Er;u + Eu;r)� Ær;v (Es;u + Eu;s)

= Æs;uX
+
r;v + Ær;uX

+
s;v � Æs;vX

+
r;u � Ær;vX

+
s;u,

ist �
X+
r;s; X

�
r;s

�
= Æs;rX

+
r;s + Ær;rX

+
s;s � Æs;sX

+
r;r � Ær;sX

+
s;r = X+

s;s �X+
r;r

= 2 (Hs �Hr) .

Sei Y
(1)
r;s = X+

r;s und Y
(w)
r;s = Y

(w�1)
2r�1;2s�1 + Y

(w�1)
2r;2s , dann ist�

X(w)
r;s ; X

(�w)
u;v

�
=

h
X

(w�1)
2r�1;2s +X

(w�1)
2r;2s�1; X

(�w+1)
2u�1;2v +X

(�w+1)
2u;2v�1

i
= Ær;uY

(w�1)
2s;2v � Æs;vY

(w�1)
2r�1;2u�1 + Æs;uY

(w�1)
2r;2v � Ær;vY

(w�1)
2s�1;2u�1

+ Æs;uY
(w�1)
2r�1;2v�1 � Ær;vY

(w�1)
2s;2u + Ær;uY

(w�1)
2s�1;2v�1 � Æs;vY

(w�1)
2r;2u

= Ær;u

�
Y

(w�1)
2s;2v + Y

(w�1)
2s�1;2v�1

�
� Æs;v

�
Y

(w�1)
2r�1;2u�1 + Y

(w�1)
2r;2u

�
+ Æs;u

�
Y

(w�1)
2r;2v + Y

(w�1)
2r�1;2v�1

�
� Ær;v

�
Y

(w�1)
2s�1;2u�1 + Y

(w�1)
2s;2u

�
= Ær;uY

(w)
s;v � Æs;vY

(w)
r;u + Æs;uY

(w)
r;v � Ær;vY

(w)
s;u

und, da

Y (v)
r;r � Y (v)

s;s = Y
(v�1)
2r�1;2r�1 + Y

(v�1)
2r;2r � Y

(v�1)
2s�1;2s�1 � Y

(v�1)
2s;2s

= 2
�
H

(v�2)
2r�1 +H

(v�2)
2r �H

(v�2)
2s�1 �H

(v�2)
2s

�
= 2

�
H(v�1)
r �H(v�1)

s

�



2. Kazhdans Eigenschaft (T) f�ur einfache Lie-Gruppen 93

gilt, isth
X

(s)
2r;2r�1; X

(�s)
2r;2r�1

i
= Y

(s)
2r�1;2r�1 � Y

(s)
2r;2r = 2

�
H

(s�1)
2r�1 �H

(s�1)
2r

�
= 2H(�s)

r .

Die Elemente H
(�s)
r , X

(�s)
2r;2r�1 bilden damit die Basis einer zu sl (2;R) isomor-

phen Lie-Unteralgebra.

Das folgende zeigt nun, da� fast jede solche Basis bestehend aus diesen drei
Elementen in einer zu sl (2;R) n R2 isomorphen Lie-Algebra enthalten ist.
Zuerst werden die de�nierenden Relationen bestimmt. Danach werden re-
kursiv die entsprechenden Elemente de�niert, die zur Erg�anzung n�otig sind.
Mit Induktion folgt, da� diese die de�nierenden Relationen erf�ullen.

Es istH
(�1)
r ; X+

2r;2r�1; X
�
2r;2r�1; E2r�1;2r+1; E2r;2r+1 die Basis einer zu sl (2;R)n

R2 isomorphen Lie-Algebra, denn es gilt�
H(�1)
r ; E2r�1;2r+1

�
= [H2r�1 �H2r; E2r�1;2r+1] = E2r�1;2r+1;�

H(�1)
r ; E2r;2r+1

�
= [H2r�1 �H2r; E2r;2r+1] = �E2r;2r+1;

[E2r�1;2r+1; E2r;2r+1] = 0

und

[Hv; Er;s] = (Æv;r � Æs;v)Er;s;�
X+
r;s; Eu;v

�
= [Er;s + Es;r; Eu;v] = Æs;uEr;v � Æv;rEu;s + Ær;uEs;v � Æv;sEu;r;�

X�
r;s; Eu;v

�
= [Er;s � Es;r; Eu;v] = Æs;uEr;v � Æv;rEu;s � Ær;uEs;v + Æv;sEu;r;

[Er;s; Eu;v] = Æs;uEr;v � Æv;rEu;s.

Damit ist �
X+

2r;2r�1; E2r�1;2r+1

�
= E2r;2r+1;�

X�
2r;2r�1; E2r�1;2r+1

�
= E2r;2r+1

und �
X+

2r;2r�1; E2r;2r+1

�
= E2r�1;2r+1;�

X�
2r;2r�1; E2r;2r+1

�
= �E2r�1;2r+1.

Nun folgen die rekursiven De�nitionen und der Beweis, da� die entsprechen-
den Elemente die de�nierenden Relationen einer zu sl (2;R)nR2 isomorphen
Lie-Algebra erf�ullen. Sei also

Q(1)
r;s = Er;s; Q

(v)
r;s = Q

(v�1)
2r�1;2s�1 +Q

(v�1)
2r;2s�1;

R(1)
r;s = Er;s; R

(v)
r;s = R

(v�1)
2r�1;2s +R

(v�1)
2r;2s ,
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dann ist�
H(v�1)
u ; Q(v)

r;s

�
=

h
H

(v�2)
2u�1 +H

(v�2)
2u ; Q

(v�1)
2r�1;2s�1 +Q

(v�1)
2r;2s�1

i
= (Æu;r � Æs;u)Q

(v�1)
2r�1;2s�1 + (�Æs;u + Æu;r)Q

(v�1)
2r;2s�1

= (Æu;r � Æs;u)Q
(v)
r;s .

Es gilt�
X(w)
r;s ; Q

(w)
u;v

�
=

h
X

(w�1)
2r�1;2s +X

(w�1)
2r;2s�1; Q

(w�1)
2u�1;2v�1 +Q

(w�1)
2u;2v�1

i
= �Æv;rR(w�1)

2u�1;2s + Ær;uQ
(w�1)
2s;2v�1 + Æs;uQ

(w�1)
2r;2v�1 � Æv;sR

(w�1)
2u�1;2r

� Æv;rR
(w�1)
2u;2s + Æs;uQ

(w�1)
2r�1;2v�1 + Ær;uQ

(w�1)
2s�1;2v�1 � Æv;sR

(w�1)
2u;2r

= �Æv;r
�
R

(w�1)
2u�1;2s +R

(w�1)
2u;2s

�
+ Ær;u

�
Q

(w�1)
2s;2v�1 +Q

(w�1)
2s�1;2v�1

�
+ Æs;u

�
Q

(w�1)
2r;2v�1 +Q

(w�1)
2r�1;2v�1

�
� Æv;s

�
R

(w�1)
2u�1;2r +R

(w�1)
2u;2r

�
= �Æv;rR(w)

u;s + Ær;uQ
(w)
s;v + Æs;uQ

(w)
r;v � Æv;sR

(w)
u;r

und �
X(�w)
r;s ; Q(w)

u;v

�
=

h
X

(�w+1)
2r�1;2s +X

(�w+1)
2r;2s�1 ; Q

(w�1)
2u�1;2v�1 +Q

(w�1)
2u;2v�1

i
= �Æv;rR(w�1)

2u�1;2s � Ær;uQ
(w�1)
2s;2v�1 + Æs;uQ

(w�1)
2r;2v�1 + Æv;sR

(w�1)
2u�1;2r

� Æv;rR
(w�1)
2u;2s + Æs;uQ

(w�1)
2r�1;2v�1 � Ær;uQ

(w�1)
2s�1;2v�1 + Æv;sR

(w�1)
2u;2r

= �Æv;r
�
R

(w�1)
2u�1;2s +R

(w�1)
2u;2s

�
� Ær;u

�
Q

(w�1)
2s;2v�1 +Q

(w�1)
2s�1;2v�1

�
+ Æs;u

�
Q

(w�1)
2r;2v�1 +Q

(w�1)
2r�1;2v�1

�
+ Æv;s

�
R

(w�1)
2u�1;2r +R

(w�1)
2u;2r

�
= �Æv;rR(w)

u;s � Ær;uQ
(w)
s;v + Æs;uQ

(w)
r;v + Æv;sR

(w)
u;r .

Weiter gilt�
Q(w)
r;s ; Q

(w)
u;v

�
=

h
Q

(w�1)
2r�1;2s�1 +Q

(w�1)
2r;2s�1; Q

(w�1)
2u�1;2v�1 +Q

(w�1)
2u;2v�1

i
= Æs;uQ

(w�1)
2r�1;2v�1 � Æv;rQ

(w�1)
2u�1;2s�1 + Æs;uQ

(w�1)
2r;2v�1 � Æv;rQ

(w�1)
2u;2s�1

= Æs;u

�
Q

(w�1)
2r�1;2v�1 +Q

(w�1)
2r;2v�1

�
� Æv;r

�
Q

(w�1)
2u�1;2s�1 +Q

(w�1)
2u;2s�1

�
= Æs;uQ

(w)
r;v � Æv;rQ

(w)
u;s .

Also isth
H(�s)
r ; Q

(s)
2r�1;2r+1

i
=
h
H

(s�1)
2r�1 �H

(s�1)
2r ; Q

(s)
2r�1;2r+1

i
= Q

(s)
2r�1;2r+1
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und h
H(�s)
r ; Q

(s)
2r;2r+1

i
=
h
H

(s�1)
2r�1 �H

(s�1)
2r ; Q

(s)
2r;2r+1

i
= �Q(s)

2r;2r+1.

Es ist h
X

(s)
2r;2r�1; Q

(s)
2r�1;2r+1

i
= Q

(s)
2r;2r+1;h

X
(s)
2r;2r�1; Q

(s)
2r;2r+1

i
= Q

(s)
2r�1;2r+1

und h
X

(�s)
2r;2r�1; Q

(s)
2r�1;2r+1

i
= Q

(s)
2r;2r+1;h

X
(�s)
2r;2r�1; Q

(s)
2r;2r+1

i
= �Q(s)

2r�1;2r+1.

Es gilt
h
Q

(s)
2r�1;2r+1; Q

(s)
2r;2r+1

i
= 0. Damit spannen H

(�s)
r , X

(s)
2r;2r�1, X

(�s)
2r;2r�1,

Q(s)
2r�1;2r+1, Q

(s)
2r;2r+1 eine zu sl (2;R) n R2 isomorphe Lie-Unteralgebra von

sl (n;R) auf f�ur 1 � s � log2 (n� 1), 1 � r < 2�sn. F�ur r = 2�sn kann man

analog zeigen, da� auch H
(�s)
r , X

(�s)
2r;2r�1, R2r�1;2r�1, R2r;2r�1 eine solche Lie-

Unteralgebra von sl (n;R) aufspannen. F�ur n = 5 erh�alt man beispielsweise
folgende Untergruppen8>>>><>>>>:

0BBBB@
a b x 0 0
c d y 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1CCCCA :
ad� bc = 1;
x; y 2 R

9>>>>=>>>>; ,

8>>>><>>>>:

0BBBB@
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 a b x
0 0 c d y
0 0 0 0 1

1CCCCA :
ad� bc = 1;
x; y 2 R

9>>>>=>>>>;
und 8>>>><>>>>:

0BBBB@
a 0 0 b x
0 a b 0 x
0 c d 0 y
c 0 0 d y
0 0 0 0 1

1CCCCA :
ad� bc = 1;
x; y 2 R

9>>>>=>>>>; .

Es gibt eine orthogonale Basis, die die orthogonalen Elemente H
(�s)
r , X

(�s)
2r;2r�1

f�ur 1 � s � log2 (n� 1), 1 � r � 2�sn enth�alt. Sei l = blog2 (n� 1)c, dann



2. Kazhdans Eigenschaft (T) f�ur einfache Lie-Gruppen 96

hat der Casimir-Operator die Form

C =
lX

s=1

b2�sncX
r=1

2�s
��
H(�s)
r

�2
+
�
X

(s)
2r;2r�1

�2
�
�
X

(�s)
2r;2r�1

�2�
+R+ � R�,

wobei R+ der Rest ist, den man nach Erg�anzen von H
(�s)
r , X

(s)
2r;2r�1 mit

1 � s � l und 1 � r � 2�sn zu einer orthogonalen Basis von p erh�alt und R�

entsprechend der Rest, den man nach Erg�anzen von X
(�s)
2r;2r�1 mit 1 � s � l

und 1 � r � 2�sn erh�alt.

Nach [4] gilt
D
d�
�

�
(s)
r

�
�; �
E
� ��1 (sin#)2 =# mit �

(s)
r = �

�
H

(�s)
r

�2
��

X
(s)
2r;2r�1

�2
�
�
X

(�s)
2r;2r�1

�2
f�ur jeden glatten SO (n)-endlichen Einheitsvektor

�, wobei die Darstellung � von SL (n;R) keine nichttrivialen invarianten Vek-
toren besitzt. Nach Satz 2.5.1 besitzt also auch die Einschr�ankung von � auf
die zur Lie-Unteralgebra geh�origen zu SL (2;R)nR2 isomorphen Untergrup-

pe, deren zugeh�orige zu sl (2;R) isomorphe Lie-Unteralgebra H(�s)
r , X(�s)

2r;2r�1

aufspannen, keine unter R2 invarianten Vektoren. Sei

� = �
lX

s=1

b2�sncX
r=1

2�s
��
H(�s)
r

�2
+
�
X(s)

2r;2r�1

�2
+
�
X(�s)

2r;2r�1

�2�
� R+ � R�,

dann gilt

hd� (�) �; �i � (sin#)2

�#

lX
s=1

2�s
�
2�sn

�
.

Sei 2l + 1 � n � 2l+1 � 1 und n =
Pl

r=0 qr2
r mit qr 2 f0; 1g, dann ist

b2�snc =
jPl

r=0 qr2
r�s
k

=
Pl

r=s qr2
r�s. Damit ist

lX
s=1

2�s
�
2�sn

�
=

lX
s=1

lX
r=s

qr2
r�2s =

lX
r=1

qr

rX
s=1

2r�2s

=
1

3

lX
r=1

qr
��2�r + 2r

�
=

1

3

lX
r=0

qr
��2�r + 2r

�
=

1

3

 
n�

lX
r=0

qr2
�r
!
>
n� 2

3
.
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Durch eine Fallunterscheidung l�a�t sich dies etwas verbessern. F�ur n =
2l+1 � 1 =

Pl
r=0 2r gilt

lX
s=1

2�s
�
2�sn

�
=

1

3

 
n�

lX
r=0

2�r
!

=
1

3

�
n� 2 + 2�l

�
=

1

3

�
n� 2 +

2

n+ 1

�
=

1

3
n
n� 1

n + 1
.

F�ur 2l + 1 � n � 2l+1 � 2 ist qr = 0 f�ur mindestens ein r mit 0 � r � l � 1.
Also ist

lX
r=0

qr2
�r = 2�l +

l�1X
r=0

qr2
�r � 2�l +

l�2X
r=0

2�r = 2�l + 2� 2�l+2 = 2� 3

2l

� 2� 3

n� 1

und damit

lX
s=1

2�s
�
2�sn

�
=

1

3

 
n�

lX
r=0

qr2
�r
!
� 1

3

�
n� 2 +

3

n� 1

�
>

1

3

�
n� 2 +

2

n + 1

�
=

1

3
n
n� 1

n+ 1
.

F�ur n = 2l+1 gilt

lX
s=1

2�s
�
2�sn

�
=

lX
s=1

2l+1�2s =
1

3

�
2l+1 � 2�l+1

�
=

1

3

�
n� 4

n

�
=

1

3

�
n� 2 +

2n� 4

n

�
>

1

3

�
n� 2 +

2

n + 1

�
=

1

3
n
n� 1

n+ 1

f�ur n � 3. Also gilt folgendes.

2.5.3 Satz. Sei n � 3, � eine Darstellung von SL (n;R) ohne nichttriviale
invariante Vektoren und � ein glatter SO (n)-endlicher Einheitsvektor, dann
ist

hd� (�) �; �i � 1

3
sup

0<#<�

(sin#)2

�#
n
n� 1

n + 1
> sup

0<#<�

(sin#)2

�#

n� 2

3
.
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Die Funktion ��1 (sin#)2 =# nimmt ihr Maximum n�aherungsweise f�ur # t
1; 16556 an. Daf�ur gilt (3�)�1 (sin#)2 =# t 0; 0768837 > 0; 076883 und dar-
aus folgt hd� (�) �; �i > 0; 076883 (n� 1)n= (n+ 1) > 0; 076883 (n� 2) f�ur
n � 3.

Die Betrachtung des Casimir- und Laplace-Operators erfolgte hier wieder
bez�uglich der Spurform. Bez�uglich der Killing-Form w�urde gelten �0 =
(2n)�1 � und damit

hd� (�0) �; �i � 1

6
sup

0<#<�

(sin#)2

�#

n� 1

n+ 1
.

2.6 Asymptotik der MatrixkoeÆzienten

Einem Ansatz in [27, Seite 203{242] f�ur SL (n;R) folgend wird hier die Asym-
ptotik der MatrixkoeÆzienten von Sp (n;R) bestimmt. Die Hauptanwen-
dung davon ist hier der Beweis der Eigenschaft (T) f�ur Sp (n;R), n � 2.
Dies geschieht durch die Bestimmung einer unteren Schranke der Kazhdan-
Konstante von Sp (n;R). Hierbei ist die Vorgehensweise die folgende. Zur
Bestimmung einer Absch�atzung f�ur die Asymptotik der MatrixkoeÆzienten
von Sp (n;R) f�ur eine Darstellung ohne nichttriviale invariante Vektoren wird
die Asymptotik der MatrixkoeÆzienten von SL (2;R)nS2 (R2) bestimmt und
dann auf entsprechende Untergruppen von Sp (n;R) angewendet. F�ur eine
geeignete abelsche Untergruppe wird dazu zuerst gezeigt, da� jede Darstel-
lung von Sp (n;R), deren MatrixkoeÆzienten nicht in 1 verschwinden, einen
nichttrivialen unter dieser abelschen Untergruppe invarianten Vektor besitzt.
Danach folgt der Beweis, da� dieser Vektor bereits unter ganz Sp (n;R) in-
variant ist.

Sei

K = Sp (n;R) \ SO (2n)

=

��
a �b
b a

�
2 GL (2n;R) : abtr = batr; aatr + bbtr = I

�
;

N =

��
I b
0 I

�
: b 2 S2 (Rn)

�
;

A =

��
a 0
0 a�1

�
: a = diag (a1; : : : ; an) ; aj > 0; j = 1; : : : ; n

�
;
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A+ =

��
a 0
0 a�1

�
: a = diag (a1; : : : ; an) ; a1 � : : : � an � 1

�
.

Dabei sind K, N und A Untergruppen von Sp (n;R). Jedes Element g 2
Sp (n;R) l�a�t sich zerlegen in g = k1hk2 mit k1; k2 2 K und h 2 A. F�ur
diese Zerlegung siehe z. B. [32, Seite 126]. Man kann sogar h 2 A+ an-

nehmen. Denn falls a�1
j > aj ist f�ur h =

�
a 0
0 a�1

�
2 A mit a =

diag (a1; : : : ; an), so lassen sich diese Diagonaleintr�age durch Konjugation

mit den Permutationsmatrizen !j;j =

�
I � Ej;j �Ej;j
Ej;j I � Ej;j

�
2 K vertau-

schen, wobei Er;s = (Ær;pÆs;q)p;q=1;:::;n ist. Man kann also annehmen, da�

h =

�
a 0
0 a�1

�
mit a = diag (a1; : : : ; an) und a�1

j � aj. Die Diagonalein-

tr�age der Diagonalmatrix a lassen sich durch Konjugation mit den Permuta-

tionsmatrizen k =

�
~!r;s 0
0 ~!r;s

�
2 K mit ~!r;s = I �Er;r�Es;s +Er;s +Es;r

vertauschen.

2.6.1 Lemma. Sei � eine Darstellung von Sp (n;R) auf H� derart, da� ein
MatrixkoeÆzient in 1 nicht verschwindet, dann gibt es �; � 2 H� und eine
Folge (gm)m2N mit gm 2 A+ so, da� (h� (gm) �; �i)m2N nicht gegen 0 konver-
giert.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es hm 2 Sp (n;R) und �0; �0 2 H� so,
da� (h� (hm) �0; �0i)m2N nicht gegen 0 konvergiert. Da Sp (n;R) = KA+K
ist, gibt es zu hm ein gm 2 A+ und k1;m; k2;m 2 K mit hm = k1;mgmk2;m.
Da K kompakt ist, kann man annehmen, da� die Folgen

�
�
�
k�1
1;m

�
�0
�
m2N

und (� (k2;m) �0)m2N gegen � bzw. � konvergieren. Sonst betrachtet man eine
Teilfolge. Damit ist

jh� (hm) �0; �0i � h� (gm) �; �ij
=

��
� (gm) � (k2;m) �0; �
�
k�1
1;m

�
�0
�� h� (gm) �; �i��

� ��
� (gm) � (k2;m) �0; �
�
k�1
1;m

�
�0 � �

���+ jh� (gm) (� (k2;m) �0 � �) ; �ij
� k�0k� �k�1

1;m

�
�0 � �

+ k� (k2;m) �0 � �k k�k .

Also konvergiert die Folge (h� (hm) �0; �0i)m2N genau dann gegen 0, wenn die
Folge (h� (gm) �; �i)m2N gegen 0 konvergiert. �
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Man betrachtet die Untergruppe

N1 =

8>><>>:
0BB@

1 0 x ytr

0 I y 0
0 0 1 0
0 0 0 I

1CCA : x 2 R; y 2 Rn�1

9>>=>>;
von Sp (n;R). Das folgende Lemma zeigt, da� eine Darstellung von Sp (n;R),
die einen MatrixkoeÆzienten besitzt, der nicht in 1 verschwindet, einen
nichttrivialen unter N1 invarianten Vektor besitzt. Der nachfolgende Satz
zeigt, da� der Vektor dann schon unter ganz Sp (n;R) invariant ist.

2.6.2 Lemma. Sei � eine starkstetige unit�are Darstellung von Sp (n;R) auf
H� und ein MatrixkoeÆzient von � verschwinde nicht in 1, dann gibt es
einen nichttrivialen Vektor, der unter N1 invariant ist.

Beweis. Nach Lemma 2.6.1 gibt es eine Folge (gm)m2N, die gegen Unendlich
konvergiert, mit gm 2 A+ und ein � 2 H� so, da� die Folge (� (gm) �)m2N
nicht schwach gegen 0 konvergiert. Nach �Ubergang zu einer Teilfolge, kann
man annehmen, da� (� (gm) �)m2N in der schwachen Topologie gegen � 6= 0
konvergiert, da � (gm) unit�ar und die Einheitskugel kompakt in der schwachen
Topologie ist.

Sei gm =

�
am 0
0 a�1

m

�
mit

am = diag (am;1; : : : ; am;n) ; am;1 � : : : � am;n � 1.

Da am !1 gilt, mu� a�1
m;1 ! 0 gelten. Also konvergiert g�1

m hgm gegen I f�ur
m!1 und h 2 N1, da�

a�1 0
0 a

��
I b
0 I

��
a 0
0 a�1

�
=

�
I a�1ba�1

0 I

�
ist mit a diagonal und b 2 S2 (Rn),�

a�1
m;1 0
0 d�1

m

��
x ytr

y 0

��
a�1
m;1 0
0 d�1

m

�
=

�
a�2
m;1x a�1

m;1y
trd�1

m

a�1
m;1d

�1
m y 0

�
mit dm = diag (am;2; : : : ; am;n) und somit gilt a�2

m;1x ! 0 und a�1
m;1d

�1
m y ! 0

wegen am;j � 1 f�ur alle j.
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Nun folgt der Beweis, da� � 2 H� invariant unter N1 ist. Sei h 2 N1 mit

h =

�
I b
0 I

�
, dann ist

jh� (h) � � �; �ij = lim
m!1

jh� (h) � (gm) � � � (gm) �; �ij
= lim

m!1

��
� (gm)
�
�
�
g�1
m hgm

�
� � �

�
; �
���

� lim
m!1

� (gm)
�
�
�
g�1
m hgm

�
� � �

� k�k
= lim

m!1

� �g�1
m hgm

�
� � �

 k�k = 0

f�ur alle � 2 H� wegen der starken Stetigkeit von �. Somit ist � (h) � = �. �

Im folgenden ist der Beweis im Fall Sp (1;R) = SL (2;R) analog wie in [27,
Seite 212]. Er gilt allgemein f�ur alle einfachen Lie-Gruppen.

2.6.3 Satz. Sei � eine starkstetige unit�are Darstellung von Sp (n;R), die die
triviale Darstellung nicht enth�alt, dann verschwinden die MatrixkoeÆzienten
von � in 1.

Beweis. Sei n = 1, dann gilt Sp (n;R) = SL (2;R). Angenommen ein
MatrixkoeÆzient verschwinde nicht in 1, dann gibt es nach Lemma 2.6.2

einen Vektor �, der unter N = N1 =

��
1 x
0 1

�
: x 2 R

�
invariant ist.

F�ur g =

�
a b
c d

�
mit a 6= 0 gilt g

�
1 �b=a
0 1

�
=

�
a 0
c a�1

�
und, falls

a = 0 ist, gilt

�
0 �c�1

c d

��
1 �d=c
0 1

�
=

�
0 �c�1

c 0

�
. Also ist wegen

der Invarianz des Vektors � unter N der Wert von � (g) � schon durch (a; c) 2
R2 n f0g bestimmt.

Sei '�;� (g) = h� (g) �; �i, dann gilt '�;� (hg) = h� (g) �; � (h�1) �i = '�;� (g)

f�ur h 2 N . F�ur c 6= 0 ist

�
1 �a=c
0 1

��
a b
c d

�
=

�
0 �c�1

c d

�
. Also

ist f�ur festes c 6= 0 der Wert von '�;� (g) konstant f�ur a 2 R. Wegen der
Stetigkeit des MatrixkoeÆzienten '�;�, ist damit auch '�;� (g) f�ur c = 0 und

a 2 R n f0g konstant. Also ist '�;� (g) = k�k2 f�ur alle g =

�
a b
0 a�1

�
und

f�ur alle diese g gilt somit � (g) � = �.
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F�ur c 6= 0 ist

�
c 0
0 c�1

��
0 �c�1

c a�1

�
=

�
0 �1

1 (ac)�1

�
. Damit ist der

Wert '�;�

�
a b
c d

�
f�ur c 6= 0 konstant '�;�

�
0 �1
1 0

�
. Wegen der Stetigkeit

folgt, da� '�;� (g) auch f�ur c = 0 und a 6= 0 konstant ist. Also ist '�;� (g) =

k�k2 f�ur alle g 2 SL (2;R). Damit ist � 6= 0 unter ganz SL (2;R) invariant.

Sei nun n � 2 und der MatrixkoeÆzient verschwinde nicht in 1, dann gibt es
ein � 6= 0 nach Lemma 2.6.2 so, da� � invariant unter � (N1) ist. Wegen des
ersten Falls mit n = 1 ist dieser Vektor auch invariant unter den zu SL (2;R)
isomorphen Untergruppen

G1;1 =

��
I + (a� 1)E1;1 bE1;1

cE1;1 I + (d� 1)E1;1

�
: ad� bc = 1

�
und G1;j, der Untergruppe aller Matrizen�

I + (a� 1) (E1;1 + Ej;j) b (E1;j + Ej;1)
c (E1;j + Ej;1) I + (d� 1) (E1;1 + Ej;j)

�
mit ad� bc = 1, von Sp (n;R) f�ur j � 2. Sei G die von diesen Untergruppen
erzeugte Gruppe. Es wird gezeigt, da� G = Sp (n;R) ist. Dazu sei

!1;j =

�
I � E1;1 � Ej;j �E1;j � Ej;1
E1;j + Ej;1 I � E1;1 � Ej;j

�
,

g1;1 =

�
I + (a� 1)E1;1 bE1;1

cE1;1 I + (d� 1)E1;1

�
.

Dann ist

!1;jg1;1!
�1
1;j =

�
I + (d� 1)Ej;j �cEj;j

�bEj;j I + (a� 1)Ej;j

�
.

Somit ist auch

Gj;j =

��
I + (a� 1)Ej;j bEj;j

cEj;j I + (d� 1)Ej;j

�
: ab� bc = 1

�
� G.

Sei

!1;1 =

�
I � E1;1 �E1;1

E1;1 I � E1;1

�
,

g1;j =

�
I + (a� 1) (E1;1 + Ej;j) b (E1;j + Ej;1)

c (E1;j + Ej;1) I + (d� 1) (E1;1 + Ej;j)

�
,
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dann ist

!1;1g1;j!
�1
1;1 =

�
~g 0

0 (~gtr)
�1

�
mit ~g = I + (d� 1)E1;1 + (a� 1)Ej;j � cE1;j � bEj;1. Also sind auch die
Gruppen ~G1;j � G. Sei

~!1;l = I � E1;1 � El;l � E1;l + El;1,

~g1;j = I + (a� 1)E1;1 + bE1;j + cEj;1 + (d� 1)Ej;j,

dann ist

~!1;l~g1;j ~!
�1
1;l = I + (a� 1)El;l + bEl;j + (d� 1)Ej;j + cEj;l

mit 2 � l � n und l 6= j. Also ist auch ~Gj;l � G. Es gilt�
~!1;l 0
0 ~!1;l

�
g1;j

�
~!�1
1;l 0
0 ~!�1

1;l

�
=

�
I + (a� 1) (El;l + Ej;j) c (Ej;l + El;j)

b (Ej;l + El;j) I + (d� 1) (El;l + Ej;j)

�
.

Also sind auch die Gruppen Gj;l � G und damit ist G = Sp (n;R) nach
Lemma 2.1.1. Somit ist � unter Sp (n;R) invariant. �

Durch Betrachten geeigneter Mengen in der dualen Gruppe von S2 (R2) un-
ter der dualen Operation von SL (2;R) ist es m�oglich eine Absch�atzung f�ur
die Asymptotik der MatrixkoeÆzienten der Darstellungen von SL (2;R) n
S2 (R2) zu bestimmen, die keine nichttrivialen unter S2 (R2) invarianten
Vektoren besitzen. Die Verwendung geeigneter Untergruppen von Sp (n;R)
erlaubt dies danach auf Sp (n;R) zu �ubertragen.

2.6.4 Satz. Sei � eine Darstellung von SL (2;R)nS2 (R2) auf einem Hilbert-
Raum H�, der keine nichttrivialen unter S2 (R2) invarianten Vektoren ent-
h�alt, dann gilt f�ur die dichte Menge der K-endlichen Vektoren H�;K��'�;� (g0 (�) g1 (t) g0 (�))

�� = jh� (g0 (�) g1 (t) g0 (�)) �; �ij � c�;�e
�t=2

f�ur �; � 2 H�;K und c�;� ist eine Konstante, die nur von � und � abh�angig ist.
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Beweis. Man identi�ziert wieder R3 mit \S2 (R2) wie in 2.3. Sei

Xs =

8<:
0@ x

x+ y
z

1A 2 R3 : x 2 R; s�2 < y2 + z2 < s2

9=; ,

dann gilt
S
s>1Xs = R3 n f0g. Da � keine nichttrivialen unter S2 (R2) inva-

rianten Vektoren besitzt, konvergiert E (Xs) � gegen � f�ur � 2 H�, wobei E
das zu �jS2(R2) assoziierte Spektralma�. Es reicht also die Aussage f�ur Ei-
genvektoren �; � 2 E (Xs)H� von � (K) zu zeigen, da die MatrixkoeÆzienten
sesquilinear in � und � sind. Sei t > 2 ln s, dann gilt f�ur den MatrixkoeÆzi-
enten

'�;� (g1 (t)) = h� (g1 (t)) �; �i = h� (g1 (t))E (Xs) �; E (Xs) �i
= hE (g1 (t) �Xs)� (g1 (t)) �; E (Xs) �i
= h� (g1 (t)) �; E ((g1 (t) �Xs) \Xs) �i .

Mit der Cauchy{Schwarz-Ungleichung folgt also��'�;� (g1 (t))
�� � k�k kE ((g1 (t) �Xs) \Xs) �k .

Da
(�x sinh t+ (x+ y) cosh t)� (x cosh t� (x+ y) sinh t) = yet

gilt, ist

g1 (t) �Xs =

8<:
0@ x

x+ y
z

1A : s�2 < e2ty2 + z2 < s2

9=;
�

8<:
0@ x

x+ y
z

1A : jyj < e�ts

9=; .

Da

(g1 (t) �Xs) \Xs �
8<:
0@ x

x+ y
z

1A : y2 + z2 > s�2; jyj < e�ts

9=;
gilt, ist jyj

�p
y2 + z2

��1

< e�ts (s�1)
�1

= e�ts2. Mit r =
p
y2 + z2 gilt also

y = r cos �, wobei jcos �j < e�ts2 ist. Sei # = arccos (e�ts2), dann gilt dies
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f�ur �� < � < � genau dann, wenn �� < � < �# oder # < � < �. Mit den
De�nitionen von Sh (#) und W (#), siehe 2.3, folgt��'�;� (g1 (t))

�� �
q

1� kE (S1 (#)) �k2 �
q

1� kE (W (#)) �k2

=

r
1� 2

�
arccos (e�ts2) =

r
2

�
arcsin (e�ts2)

� se�t=2.

F�ur t � 2 ln s gilt schlie�lich
��'�;� (g1 (t))

�� � 1 � se�t=2. �

Die Einschr�ankung dieser MatrixkoeÆzienten des letzten Satzes auf SL (2;R)
ist L2+"-integrierbar wie in [27, Seite 225] f�ur SL (2;R)nR2 statt SL (2;R)n
S2 (R2).

2.6.5 Korollar. Seien die Voraussetzungen wie im vorigen Satz, dann ist
'�;�

��
SL(2;R)

2 L2+" (SL (2;R)) f�ur alle " > 0 und alle �; � 2 H�;K, dem

dichten Teilraum der K-endlichen Vektoren.

Beweis. Nach dem letzten Satz gilt
��'�;� (g1 (t))

�� � c�;�e
�t=2 f�ur �; � 2 H�;K.

Es gilt Z
SL(2;R)

��'�;� (g)
��2+" dg

=
1

4�2

Z 2�

0

Z 1

0

Z 2�

0

��'�;� (g0 (�) g1 (t) g0 (�))
��2+" d� sinh t dt d�

� c2+"�;�

Z 1

0

e�t�"t=2 sinh t dt � c2+"�;�

2

Z 1

0

e�"t=2 dt =
c2+"�;�

"
.

Also ist '�;�
��
SL(2;R)

2 L2+" (SL (2;R)). �

F�ur die regul�are Darstellung von SL (2;R) erh�alt man in [27, Seite 217] eine
Absch�atzung der MatrixkoeÆzienten. Diese ist abh�angig von der Funktion
� von Harish-Chandra. Diese Funktion ist de�niert als der MatrixkoeÆzient
einer Darstellung von SL (2;R). F�ur t 2 R gilt

� (g1 (t)) = (2�)�1 e�t=2
Z 2�

0

��e�2t (cos#)2 + (sin#)2
���1=2

d#.
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F�ur eine Herleitung dieser Gleichung siehe z. B. [27, Seite 215]. Zum Beweis
der Absch�atzung im folgenden sind die Darstellungen der komplement�aren
Serie von SL (2;R) n�otig. Diese werden auch in [27] angegeben.

2.6.6 Satz. Sei � eine Darstellung von SL (2;R)nS2 (R2) ohne nichttriviale
S2 (R2)-invariante Vektoren, dann erf�ullt f�ur je zwei Vektoren �; � 2 H� der
MatrixkoeÆzient '�;� die punktweise Absch�atzung��'�;� (g1 (t))

�� � k�k k�k
p

dim h� (K) �idim h� (K) �i� (g1 (t)) ,

wobei h� (K) �i der von der Menge � (K) � aufgespannte Teilraum.

Beweis. Man betrachtet das Tensorprodukt �� der auf SL (2;R) einge-
schr�ankten Darstellung �jSL(2;R) und einer Darstellung der komplement�a-
ren Serie zum Parameter 0 � � < 1. Sei H� der Darstellungsraum, dann
ist '�
�0;�
�0 (g) = '�;� (g)'�0;�0 (g) f�ur Vektoren � 
 �0; � 
 �0 2 H�. Da

der MatrixkoeÆzient t 7! '�0;�0 (g1 (t)) wie t 7! e�(1��)t=2 f�allt, f�allt t 7!
'�
�0;�
�0 (g1 (t)) wie t 7! e�t=2e�(1��)t=2 = e�(1��=2)t f�ur die Vektoren �,
�, �0 und �0. Wie im Beweis zu Korollar 2.6.5 kann man nun zeigen, da�
'�
�0;�
�0 2 L2 (SL (2;R)) ist. Die Darstellung �� ist somit unit�ar �aquivalent
zu einer Teildarstellung der regul�aren Darstellung von SL (2;R). F�ur einen
Beweis siehe z. B. [27, Seite 208].

Man w�ahlt nun die Vektoren �0 und �0 als K-invariante Vektoren mit k�0k =
1 = k�0k, dann gilt dim h�� (K) (� 
 �0)i = dim h� (K) �i und analog f�ur
� 
 �0. Es ist auch k� 
 �0k = k�k k�0k = k�k und analog f�ur � 
 �0. Also
folgt ��'�;� (g1 (t))

�� ��'�0;�0 (g1 (t))
��

=
��'�
�0;�
�0 (g1 (t))

�� � k�k k�k
p

dim h� (K) �i dim h� (K) �i� (g1 (t))

nach [27, Seite 217], da �� eine Teildarstellung der regul�aren Darstellung.
L�a�t man nun � gegen 1 konvergieren, so konvergiert '�0;�0 (g1 (t)) gleichm�a�ig
auf kompakten Mengen gegen die Funktion, die konstant 1 ist. F�ur einen
Beweis siehe z. B. [27, Seite 217]. �

Somit ist es m�oglich die Asymptotik der MatrixkoeÆzienten der Darstellun-
gen ohne nichttriviale invariante Vektoren von Sp (n;R) zu zeigen.
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2.6.7 Satz. Sei K = Sp (n;R)\SO (2n) eine maximalkompakte Untergrup-
pe von Sp (n;R) und � eine starkstetige unit�are Darstellung von Sp (n;R),
n � 2, ohne nichttriviale invariante Vektoren, dann gilt��'�;� (g)

�� � k�k k�k
p
Æ (�) Æ (�)� (g1 (ln (a1a2)))

f�ur zwei K-endliche Vektoren �; �, wobei Æ (�) = dim h� (K) �i und Æ (�) =
dim h� (K) �i und g = diag

�
a1; : : : ; an; a

�1
1 ; : : : ; a�1

n

� 2 A+.

Beweis. Man hat die zu SL (2;R) isomorphe Untergruppe

~G1;2 =

8>><>>:
0BB@

a 0 0 0
0 I 0 0

0 0 atr
�1

0
0 0 0 I

1CCA : a 2 SL (2;R)

9>>=>>;
und die zu SL (2;R)n S2 (R2) isomorphe Untergruppe

P1;2 =

8>><>>:
0BB@

a 0 b 0
0 I 0 0

0 0 atr
�1

0
0 0 0 I

1CCA : a 2 SL (2;R) ; abtr = batr

9>>=>>;
von Sp (n;R).

Sei � eine Darstellung von Sp (n;R) ohne nichttriviale invariante Vektoren,
dann besitzt auch die Darstellung �1;2 = �jP1;2 keine nichttrivialen S2 (R2)-
invarianten Vektoren, da die MatrixkoeÆzienten von � und damit auch die
von �1;2 in 1 gegen 0 gehen nach Satz 2.6.3.

Auf ~G1;2 � Sp (n;R) wendet man die Absch�atzung aus Satz 2.6.6 an. Sei

K1;2 =

8>><>>:
0BB@

a 0 0 0
0 I 0 0
0 0 a 0
0 0 0 I

1CCA : a 2 SO (2;R)

9>>=>>;
eine maximalkompakte Untergruppe von ~G1;2.

Sei ! =

�
I � E2;2 �E2;2

E2;2 I � E2;2

�
2 K, dann gilt

!g!�1 = diag
�
a1; a

�1
2 ; a3; : : : ; an; a

�1
1 ; a2; a

�1
3 ; : : : ; a�1

n

�
.
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Nun ist

� p
a1a2 0
0

p
a1a2

�1

�� p
a1=a2 0

0
p
a1=a2

�
=

�
a1 0
0 a�1

2

�
. Sei

~g = diag
�p

a1a2;
p
a1a2

�1; 1; : : : ; 1;
p
a1a2

�1;
p
a1a2; 1; : : : ; 1

�
,

h = diag
�p

a1=a2;
p
a1=a2; a3; : : : ; an;

p
a2=a1;

p
a2=a1; a

�1
3 ; : : : ; a�1

n

�
,

dann gilt��'�;� (g)
�� = jh� (g) �; �ij = jh� (~g)� (h!) �; � (!) �ij

� k�k k�k
p
Æ (�) Æ (�)�

� p
a1a2 0
0

p
a1a2

�1

�
nach Satz 2.6.6, da � unit�ar,

dim h� (K1;2)� (h!) �i = dim h� (h) � (K1;2)� (!) �i
= dim h� (K1;2)� (!) �i

und K1;2! � K ist. �

2.6.8 Bemerkung. Mit einem �ahnlichen Argument wie in Korollar 2.6.5
kann man zeigen, da� es ein p > 0 gibt derart, da� f�ur jede Darstellung � von
Sp (n;R), n � 2, die die triviale Darstellung nicht enth�alt, alle K-endlichen
MatrixkoeÆzienten von � in Lp (Sp (n;R)) liegen.

Nun folgt die Bestimmung einer unteren Schranke der Kazhdan-Konstante
f�ur Sp (n;R) unter Benutzung des vorigen Ergebnisses. F�ur � erh�alt man
folgende Absch�atzung. Eine Herleitung �ndet man z. B. in [27, Seite 216].
Es gilt

� (g1 (t)) � (2�)�1 e�t=2
�

4
�
1� e�2t

��1=2
+ 2� (ln (�=2) + t)

�
=

p
2=� (sinh t)�1=2 + e�t=2 (ln (�=2) + t)

� (sinh t)�1=2
�p

2=� + ln (�=2) + t
�

f�ur t > 0. F�ur 0 < Æ < 1 gibt es also ein t0 so, da� � (g1 (t)) < 1 � Æ f�ur
jtj > t0. Damit ist die Menge aller t mit � (g1 (t)) � 1� Æ kompakt.

F�ur g 2 Sp (n;R) gibt es k1; k2 2 K und

h = diag
�
a1; a2; : : : ; an; a

�1
1 ; a�1

2 ; : : : a�1
n

� 2 A+
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so, da� g = k1hk2. Damit folgt��'�;� (g)
�� =

��
� (h)� (k2) �; � (k1)
�1 �

���
� k�k k�k

p
Æ (�) Æ (�)� (g1 (ln (a1a2))) .

Die Funktion 	 sei nun de�niert durch 	 (g) = � (g1 (ln (a1a2))).

2.6.9 Satz. Sei 0 < " < 1 und Æ =
�
4 sin

�
arcsin "

2

�
+ "
�2
=2 < 1, so ist " eine

untere Schranke der Kazhdan-Konstante bez�uglich 	�1 ([1� Æ; 1]).

Beweis. Die Menge 	�1 ([1� Æ; 1]) ist kompakt und enth�altK = Sp (n;R)\
SO (2n). Sei � eine unit�are Darstellung von Sp (n;R), die keine invarianten
Vektoren besitzt, die nicht trivial sind. Es gebe einen Vektor �, der die Norm
1 besitzt und (";	�1 ([1� Æ; 1]))-invariant ist. Sei � =

R
K
� (k) � dk, wobei

die Integration bez. des Haar-Ma�es erfolgt, das so normiert ist, da� K das
Ma� 1 besitzt, dann gilt

k� � �k =

Z
K

(� � � (k) �) dk

 � Z
K

k� � � (k) �k dk < ".

Sei o. E. " � 1, dann ist k�k > 1� " und damit 6= 0. Sei � = �
k�k , dann ist

k� � �k2 = 2� 2 Re h�; �i = 2 (1� cos arccos Re h�; �i)
= 4 sin2

�
arccos Re h�; �i

2

�
und

arccos Re h�; �i = arcsin

q
1� (Re h�; �i)2,

da Re h�; �i = k�k�1 Re h�; �i > 1�"
1+"

> 0. Wegen

0 � (Re h�; �i � k�k)2 = (Re h�; �i)2 � 2 Re h�; �i+ k�k2
= (Re h�; �i)2 � 1 + k� � �k2 < (Re h�; �i)2 � 1 + "2

ist k� � �k < 2 sin arcsin "
2

.

Nach Konstruktion ist � invariant unter K. Nach Satz 2.6.7 gilt also

k� (g) � � �k =
q

2� 2 Re'�;� (g) �
p

2� 2	 (g).
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Damit ist

" > k� (g) � � �k = k� (g) (� � �) + � (g) � � � + � � �k
� k� (g) � � �k � 2 k� � �k
>

p
2� 2	 (g)� 4 sin

�
arcsin "

2

�
=
p

2Æ � 4 sin

�
arcsin "

2

�
= "

f�ur ein g mit 	 (g) = 1� Æ. Dies ergibt einen Widerspruch. �

Zu gegebenem Æ ist es m�oglich den Wert " im letzten Satz abzusch�atzen und
dies ergibt folgende Vereinfachung.

2.6.10 Korollar. Sei 0 < Æ < 1, dann ist " = (8=25)
p

2Æ eine untere
Schranke der Kazhdan-Konstante f�ur 	�1 ([1� Æ; 1]).

Beweis. Sei zuerst 0 < " < 1 beliebig. Da

4 sin ((arcsin ") =2) = 2
p

2

q
1�

p
1� "2

� 2
p

2
p

1� (1� "2=2) = 2"

f�ur 0 < " < 1 gilt, ist 4 sin ((arcsin ") =2) + " � 3" � p
2 f�ur " � p

2=3. Also
reicht es " <

p
2=3 zu betrachten. Nun gilt

p
1 + x � 1 + x=2 f�ur x � �1

und damit ist

p
1 + x =

r
1� x

1 + x

�1

�
�

1� x

2 + 2x

��1

= 1 +
x

2 + x
.

Somit folgtq
1�

p
1� "2

�
s

1�
�

1� "2

2� "2

�
=

"p
2

s
1

1� "2=2
=

"p
2

s
1 +

"2=2

1� "2=2

� "p
2

�
1 +

"2=2

2� "2

�
=

"p
2

�
1 +

1

4"�2 � 2

�
<

"p
2

17

16

f�ur 0 < " <
p

2=3 und damit 4 sin ((arcsin ") =2)+" < (17=8 + 1) " = (25=8) ".
Nun sei 0 < " = (8=25)

p
2Æ <

p
2=3, dann gilt 4 sin ((arcsin ") =2)+ " <

p
2Æ

und nach dem letzten Satz ist " untere Schranke der Kazhdan-Konstante. �
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2.7 Kazhdan-Konstanten von Loopgruppen

Dieser Abschnitt behandelt die Bestimmung einer unteren Schranke einer
Kazhdan-Konstante f�ur die Gruppe Sp (n;R), wobeiR ein topologischer kom-
mutativer Ring mit Eins, der einen dichten endlicherzeugten Unterring ent-
h�alt. Dabei ist f�ur einen kommutativen Ring mit Eins die Gruppe Sp (n;R)
de�niert durch Sp (n;R) = fg 2 GL (2n;R) : g�1 = JgtrJ�1g wie f�ur einen

K�orper, wobei J =

�
0 �I
I 0

�
. Die Hauptanwendung ist der Fall, in dem

R der Ring der stetigen Funktionen T ! C, wobei T = fx 2 C : jxj = 1g
der eindimensionale Torus ist. Den Fall SL (n;R) behandelt [44]. Dies be-
�ndet sich nicht in der ver�o�entlichten Version [45]. Loopgruppen und ihre
Darstellungen behandeln z. B. [30] und [40].

Die Vorgehensweise hier ist die folgende. Die Darstellung orientiert sich an
[44] im Fall SL (n;R). Das Ziel ist die Bestimmung einer unteren Schran-
ke der Kazhdan-Konstante f�ur die Loopgruppe Loop (Sp (n;C)). Dies ist
die Gruppe der stetigen Abbildungen von T nach Sp (n;C) versehen mit
punktweiser Addition und Multiplikation und der Topologie der gleichm�a�i-
gen Konvergenz. Die hier behandelten Darstellungen sind wieder starkstetig
und unit�ar. Beispiele solcher Darstellungen erh�alt man wie folgt: Sei � eine
Darstellung von Sp (n;C), sei x 2 T fest, dann ist g 7! �x (g) = � (g (x))
eine Darstellung von Loop (Sp (n;C)). Allgemeiner erh�alt man durch end-
lich viele x1; : : : ; xn 2 T und endlich viele Darstellungen �1; : : : ; �n von
Sp (n;C) die folgende Darstellung � de�niert durch � (g) =

Nn
k=1 �k (g (xk))

f�ur g 2 Loop (Sp (n;C)). Es ist sogar m�oglich geeignete unendliche Tensor-
produkte zu betrachten, siehe z. B. [30, Seite 60{65].

Eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante f�ur diese Gruppe wird allge-
mein f�ur Sp (n;R) bestimmt, wobei R ein topologischer Ring, der einen dich-
ten endlicherzeugten Unterring enth�alt. Man beachte, da� Loop (Sp (n;C))
kanonisch isomorph zu Sp (n;R) ist, wobei R der Ring der stetigen Funktio-
nen von T nach C. Die untere Schranke der Kazhdan-Konstante ist abh�angig
von einer ganzen Zahl �n (R), die wie folgt de�niert ist.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und Sp (n;R) die Gruppe der sym-
plektischen 2n� 2n-Matrizen �uber R. Eine elementare n�n-Matrix Ej;k f�ur
1 � j; k � n ist eine Matrix mit dem KoeÆzienten 1 an der Stelle (j; k) und
0 an allen anderen Stellen. Eine elementare symplektische Matrix ist von der
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Form

aj;k (t) =

�
I + tEj;k 0

0 I � tEk;j

�
,

bj;k (t) =

�
I t (Ej;k + Ek;j)
0 I

�
,

cj;k (t) =

�
I 0

t (Ej;k + Ek;j) I

�
f�ur j 6= k oder

bj;j (t) =

�
I tEj;j
0 I

�
; cj;j (t) =

�
I 0

tEj;j I

�
.

2.7.1 De�nition. Die Gruppe Sp (n;R) hei�t beschr�ankt elementar erzeugt,
wenn es ein � = �n (R) < 1 gibt so, da� sich jede Matrix in Sp (n;R)
als Produkt aus h�ochstens � elementaren symplektischen Matrizen schreiben
l�a�t.

F�ur einen K�orper K ist �n (K) < 1. Siehe hierzu den Beweis zu Lem-
ma 2.1.1. Dabei ist zu beachten, da��

0 �1
1 0

�
=

�
1 �1
0 1

��
1 0
1 1

��
1 �1
0 1

�
,�

a 0
0 a�1

�
=

�
1 0
�1 1

��
1 1� a�1

0 1

��
1 0
a 1

��
1 a�2 � a�1

0 1

�
.

Um nun eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante f�ur Sp (n;R) zu be-
stimmen, ist es notwendig untere Schranken der relativen Kazhdan-Konstan-
te f�ur das Paar (SL (2; R)n S2 (R2) ; S2 (R2)) zu bestimmen. Diese sind wie
folgt de�niert.

2.7.2 De�nition. Sei G eine topologische Gruppe und U eine abgeschlos-
sene Untergruppe, dann bildet ein " > 0 eine untere Schranke der relativen
Kazhdan-Konstante bez�uglich einer kompakten Menge Q � G, falls die Ein-
schr�ankung jeder Darstellung von G mit (";Q)-invarianten Vektoren auf U
einen nichttrivialen invarianten Vektor besitzt.
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Die gesuchte untere Schranke folgt aus einem Satz, der eine untere Schranke
in dem Spezialfall bestimmt, da� R der Ring der Polynome �uber Z in m Va-
riablen. Dies geschieht durch Induktion unter Verwendung eines Satzes der
f�ur einen Ring R zum Ring R [t] �ubergeht, d. h. der f�ur eine untere Schranke
der relativen Kazhdan-Konstante von (SL (2; R)n S2 (R2) ; S2 (R2)) f�ur eine
geeignete Menge Qt eine untere Schranke der relativen Kazhdan-Konstante
von

�
SL (2; R [t])n S2

�
(R [t])2

�
; S2

�
(R [t])2

��
bestimmt. F�ur den Indukti-

onsanfang ist es n�otig auch f�ur (SL (2;Z)n S2 (Z2) ; S2 (Z2)) eine solche un-
tere Schranke zu bestimmen. Der Beweis verwendet folgendes erste Lemma,
vgl. Satz 2.2.3 f�ur K = R.

2.7.3 Lemma. Sei � ein Mittel de�niert auf den Borel-Mengen von R3nf0g,
dann gibt es eine Borel-Menge W � R3 n f0g und g 2 �u�1; u

tr
�1

	
mit ub =�

1 b
0 1

�
derart, da� j� (gW )� � (W )j � 1

12
.

Beweis. Sei

A+ =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 R3 : 0 < y � 2x

9=; ,

Â+ =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 R3 : 0 � 2x < y

9=; ,

dann ist u�1 �
�
A+ [ Â+

�
� Â+, da u�1 �

0@ x
y
z

1A =

0@ x
2x+ y
x+ y + z

1A und

2x + y > 2x � 0. W�urde nun die Aussage nicht gelten, so w�are

1

12
> �

�
A+ [ Â+

�
� �

�
u�1 �

�
A+ [ Â+

��
� �

�
A+ [ Â+

�
� �

�
Â+
�

= �
�
A+
�

.

Analog gilt u�1 �
�
A� [ Â�

�
� Â� f�ur

A� =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 R3 : 0 > y � 2x

9=; ,

Â� =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 R3 : 0 � 2x > y

9=; .
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Also w�are auch � (A�) < 1
12

. Es gilt u1 �
�
B+ [ B̂+

�
� B̂+ f�ur

B+ =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 R3 : 0 � �y < 2x

9=; ,

B̂+ =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 R3 : 0 < 2x � �y
9=; ,

da u1 �
0@ x

y
z

1A =

0@ x
�2x+ y
x� y + z

1A und 2x � y � 2x > 0 ist. Damit w�are

� (B+) < 1
12

. Analog ist u1 �
�
B� [ B̂�

�
� B̂� f�ur

B� =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 R3 : 0 � y < �2x

9=; ,

B̂� =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 R3 : 0 < �2x � y

9=;
und damit w�are � (B�) < 1

12
.

Sei wieder ! =

�
0 �1
1 0

�
. Dann erh�alt man f�ur die transponierten Matri-

zen utr�1 = !u�1!
�1 die entsprechenden Aussagen f�ur ! �A� und ! �B�. Also

w�urde auch � (! � A�) < 1
12

und � (! �B�) < 1
12

gelten.

F�ur

C =

8<:
0@ x

y
z

1A 2 R3 : y > 0;�y � 2x < y;�y < 2z � y

9=;
gilt R3 n f0g = A+ [ A� [B+ [B� [ C [ ! � (A+ [ A� [ B+ [B� [ C).

Es ist utr�1 �
0@ x

y
z

1A =

0@ x + y + z
y + 2z
z

1A und 2x + 2y + 2z � y + 2z > 0,

da 2x + y � 0 f�ur

0@ x
y
z

1A 2 C ist, also w�are utr�1 � C � A+. Damit ist
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1
12
> � (C)� �

�
utr�1 �C

� � � (C) � � (A+) und somit � (C) < 1
6
. Analog ist

� (! � C) < 1
6
.

Daraus w�urde also folgen

1 = �
�
A+ [ A� [B+ [ B� [ C [ ! � �A+ [ A� [B+ [B� [ C��

<
8

12
+

2

6
= 1.

�

F�ur das Paar (SL (2;Z)n S2 (Z2) ; S2 (Z2)) ist es nun m�oglich eine untere
Schranke der relativen Kazhdan-Konstante zu bestimmen.

2.7.4 Satz. Seien u�1; u
tr
�1 2 SL (2;Z) die elementaren Matrizen mit �1

ober- und unterhalb der Diagonale,

�� =

� �1 0
0 0

�
; �� = �

�
0 1
1 0

�
; � =

�
0 0
0 �1

�
2 S2

�
Z2
�

und Q die Teilmenge von SL (2;Z)nS2 (Z2) bestehend aus diesen 10 Elemen-
ten. Sei � eine Darstellung von G auf H� die einen

�
1
26
; Q
�
-invarianten Vektor

enth�alt, dann enth�alt H� einen nichttrivialen S2 (Z2)-invarianten Vektor.

Beweis. Man betrachtet �jS2(Z2) und E bezeichne das dazugeh�orige Spek-

tralma�. Sei " = 1
26

und es gebe einen (";Q)-invarianten Einheitsvektor
� 2 H�, aber keinen S2 (Z2)-invarianten Vektor ungleich 0. Sei �� das zu-

geh�orige Ma� auf (R=Z)3 �= \S2 (Z2), wobei �� (B) = hE (B) �; �i. Nach

Annahme ist �� (f0g) = 0. Man identi�ziert \S2 (Z2) mit ]�1=2; 1=2]3, wo-

bei (x; y; z) 2 ]�1=2; 1=2]3 dem Charakter � (n1; n2; n3) = e2�i(xn1+yn2+zn3)

entspricht. Sei W = ]�1=6; 1=6[3.

Es gilt h� (z) �; �i =
R
� (z) d�� (�) f�ur z 2 S2 (Z2). Mit der Identi�kation

von (R=Z)3 und ]�1=2; 1=2]3 ist alsoZ
]�1=2;1=2]3

��e�2�ix � 1
��2 d�� (x; y; z) =

� ���� � � �
2 � "2,Z

]�1=2;1=2]3

��e�2�iy � 1
��2 d�� (x; y; z) =

� ���� � � �
2 � "2,Z

]�1=2;1=2]3

��e�2�iz � 1
��2 d�� (x; y; z) =

� ��� � � �
2 � "2.
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Da je�2�it � 1j = je�it � e��itj = 2 jsin (�t)j � 1 f�ur 1=6 � jtj � 1=2, folgt

�� (f(x; y; z) : jxj � 1=6g) � "2,

�� (f(x; y; z) : jyj � 1=6g) � "2,

�� (f(x; y; z) : jzj � 1=6g) � "2.

Also ist �� (W ) � 1� 3"2.

F�ur alle me�baren B � (R=Z)3 und g 2 �u�1; u
tr
�1

	
gilt���� (gB)� �� (B)

�� � 2",

denn: ���� (gB)� �� (B)
��

=
��
� (g)E (B) �

�
g�1
�
�; �
�� hE (B) �; �i��

� ��
� (g)E (B) �
�
g�1
�
�; �
�� h� (g)E (B) �; �i��

+ jh� (g)E (B) �; �i � hE (B) �; �ij
=

��
� (g)E (B)
�
�
�
g�1
�
� � �

�
; �
���+

��
E (B) �;
�
�
�
g�1
�
� � �

����
� k� (g)E (B)k � �g�1

�
� � �

+ kE (B)k� �g�1
�
� � �

 � 2".

Nun sei �W auf ]�1=2; 1=2]3 de�niert durch �W (B) = �� (B \W ), dann folgt
0 � �� (B)� �W (B) � 3"2.

F�ur die Borel-Mengen B und g 2 �u�1; u
tr
�1

	
gilt nun

�W (gB)� �W (B)

= �W (gB)� �� (gB) + �� (gB)� �� (B) + �� (B)� �W (B)

� 0 + 2"+ 3"2.

Sei � =
�
�W (W )

��1
�W , dann gilt f�ur jedes me�bare B und g 2 �u�1; u

tr
�1

	
j� (gB)� � (B)j � 2"+ 3"2

1� 3"2
=

55

673
<

1

12
.

Da f�ur jedes solche g gilt gW � ]�1=2; 1=2[3, kann man � als Ma� auf R3

betrachten und erh�alt so einen Widerspruch zu Lemma 2.7.3. �
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Nun folgt die Untersuchung der Struktur der dualen Gruppe dR [t] f�ur einen
diskreten Ring R wie in [44]. Sei R ein diskreter Ring betrachtet als abelsche

Gruppe und bR die duale Gruppe, also die Menge aller Charaktere. Man
identi�ziert nun T mit R=Z und betrachtet Charaktere � : R ! R=Z mit

� (r + s) = � (r) + � (s). Da R diskret ist, ist bR kompakt in der Topologie
der punktweisen Konvergenz. F�ur einen Beweis siehe z. B. [22, Seite 89]. Es
konvergiert also �k !  , falls �k (r) !  (r) f�ur alle r 2 R.

Sei X die Gruppe der formalen Potenzreihen
P1

k=0 �kt
�k, �k 2 bR, dann ist X

eine abelsche Gruppe. Man versieht X mit der Produkttopologie bez�uglich
der Identi�kation X �= Q1

k=0
bR. Dadurch wird X kompakt.

Man bettet X in dR [t] ein durch � (r) =
P1

k=0 �k (rk) 2 R=Z, wobei � =P1
k=0 �kt

�k mit �k 2 bR und r =
P1

k=0 rkt
k 2 R [t]. Bei r sind nur endlich

viele rk 6= 0.

2.7.5 Lemma. Die Abbildung von X ! dR [t] ist ein topologischer Grup-
penisomorphismus.

Beweis. Falls � (r) = 0 ist f�ur alle r 2 R [t], so gilt �k (rk) = 0, indem man
r = rkt

k w�ahlt. Also ist �k = 0 f�ur alle k � 0. Die Abbildung ist auch stetig,
denn konvergiert �(j) ! 0 in X , so gilt �(j) (r) ! 0 f�ur j !1 und alle r 2
R. Also ist das Bild von X in dR [t] kompakt und damit abgeschlossen. Unter
Verwendung der Pontrjagin-Dualit�at reicht es zu zeigen, da� aus � (r) = 0
f�ur alle � 2 X f�ur ein r 2 R [t] schon r = 0 folgt, da dann das Bild dicht
ist. Denn falls r =

P1
k=0 rkt

k und f�ur alle � =
P1

k=0 �kt
�k gilt � (r) =P1

k=0 �k (rk) = 0, dann gilt notwendigerweise rk = 0. Da das f�ur alle k � 0
gilt, ist r = 0. �

Also ist es m�oglich den Dual dR [t] mit X zu identi�zieren. Im folgenden ist
es einfacher mit einer gr�o�eren Gruppe ~X zu arbeiten. Dabei soll ~X alle
formalen Reihen

P1
k=m �kt

�k mit m 2 Z beinhalten. Der Vorteil dabei ist,
da� ein Element aus ~X multipliziert mit t wieder in ~X liegt. Die Gruppe
X kann man wieder in ~X einbetten. Man erh�alt einen Endomorphismus

von ~X auf dR [t] wie oben f�ur X. Dabei ist � (r) =
P1

k=0 �k (rk) wie oben.

Man identi�ziert nun dR [t] mit ~X, indem zwei Elemente � und  als gleich
betrachtet werden, falls �k =  k f�ur alle k � 0.
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Folgendes Lemma ist das zu 2.7.3 analoge Lemma f�ur R [t].

2.7.6 Lemma. Sei R ein diskreter Ring und � ein Mittel de�niert auf den
Borel-Mengen von ~X3 n f0g. Sei Q eine endliche Teilmenge von SL (2; R [t])
mit u�1; u�t; utr�1; u

tr
�t 2 Q, dann gibt es ein g 2 Q und eine Borel-Menge

W � ~X3 n f0g mit j� (gW )� � (W )j � 1
34

.

Beweis. F�ur ein Element � =
P1

n=m �nt
�n de�niert man v (�) = m, falls

�m 6= 0, dann gilt v (t�) = v (�) � 1 und v (�+  ) � min fv (�) ; v ( )g,
wobei f�ur v (�) 6= v ( ) sogar Gleichheit gilt. Im Fall � = 0 sei v (�) = 1;
im folgenden sei 1�1 = 0 und sgn (1) = 1, sgn (�1) = �1.

Sei nun

As1;s2 =

8<:
0@ �1

�2

�3

1A 2 ~X3 n f0g :
sgn (v (2�1) � v (�2)) = s1
sgn (v (�2)� v (2�3)) = s2

9=; ,

dann gilt utr�1 � (A�1;1 [ A0;1 [ A1;1) � A�1;0 [ A0;0 [ A1;0, da

utr�1 �
0@ �1

�2

�3

1A =

0@ �1 + �2 + �3

�2 + 2�3

�3

1A
und v (2�3) < v (�2), also v (�2 + 2�3) = v (2�3) ist. Da gilt

utr�t �
0@ �1

�2

�3

1A =

0@ �1 + t�2 + t2�3

�2 + 2t�3

�3

1A ,

ist utr�t � (A1;1 [ A1;0 [ A0;0 [ A0;1) � A�1;�1. Denn es gilt v (2t�3) < v (�2)
und v (t�2) < v (2�1), also ist v (�2 + 2t�3) < v (2�3) und v (t�2 + 2t2�3) <
v (2�1 + t�2) und damit v (2 (�1 + t�2 + t2�3)) < v (�2 + 2t�3). Analog gilt
u�t � (A�1;�1 [ A�1;0 [ A0;0 [ A0;�1) � A1;1 und u�1 � (A1;�1 [ A1;0 [ A1;1) �
A0;�1 [ A0;0 [ A0;1. Sei ! =

�
0 �1
1 0

�
, dann gilt

u�1u
tr
1 u�1 =

�
1 �1
0 1

��
1 0
1 1

��
1 �1
0 1

�
=

�
0 �1
1 0

�
= !
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und es ist jeweils ! � As1;s2 = A�s2;�s1, da

! �
0@ �1

�2

�3

1A =

0@ �3

��2

�1

1A .

Angenommen es gibt kein g und W mit j� (W )� � (gW )j � 1
34

, so gilt

� (A1;1 [ A0;1 [ A�1;1) <
1

34
+ � (A�1;0 [ A0;0 [ A1;0) ;

� (A1;1 [ A0;1 [ A0;0 [ A1;0) <
1

34
+ � (A�1;�1) ;

� (A�1;�1 [ A�1;0 [ A0;0 [ A0;�1) <
1

34
+ � (A1;1) ;

� (A1;�1 [ A1;0 [ A1;1) <
1

34
+ � (A0;�1 [ A0;0 [ A0;1) ;

� (As1;s2) <
3

34
+ � (A�s2;�s1) ,

da ! = u�1u
tr
1 u�1 ist, und damit erh�alt man

� (A0;1 [ A0;0 [ A1;0) = � (A1;1 [ A0;1 [ A0;0 [ A1;0)� � (A1;1)

<
1

34
+ � (A�1;�1)� � (A1;1) <

2

17
;

� (A�1;0 [ A0;�1) � � (A�1;0 [ A0;0 [ A0;�1)

= � (A�1;�1 [ A�1;0 [ A0;0 [ A0;�1)� � (A�1;�1)

<
1

34
+ � (A1;1)� � (A�1;�1) <

2

17
.

Es gilt

� (A�1;1) � � (A0;1 [ A�1;1) � � (A1;1 [ A0;1 [ A�1;1)� � (A1;1)

<
1

34
+ � (A�1;0 [ A0;0 [ A1;0)� � (A1;1)

=
1

34
+ � (A�1;0 [ A0;0) + � (A1;0)� � (A1;1)

<
2

17
+ � (A�1;0 [ A0;0) + � (A0;�1)� � (A1;1)

=
2

17
+ � (A�1;0 [ A0;0 [ A0;�1)� � (A1;1)

� 2

17
+ � (A�1;�1 [ A�1;0 [ A0;0 [ A0;�1) � � (A1;1)

<
5

34
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und analog � (A1;�1) <
5
34

. Es gilt

� (A1;1) � � (A1;1 [ A0;1 [ A�1;1) <
1

34
+ � (A�1;0 [ A0;0 [ A1;0)

=
1

34
+ � (A�1;0) + � (A0;0 [ A1;0)

<
2

17
+ � (A0;1) + � (A0;0 [ A1;0) =

2

17
+ � (A0;1 [ A0;0 [ A1;0)

<
4

17

und analog � (A�1;�1) <
4
17

. Mit

� (A0;1 [ A0;0 [ A1;0 [ A�1;0 [ A0;�1 [ A�1;1 [ A1;�1 [ A1;1 [ A�1;�1)

= � (A0;1 [ A0;0 [ A1;0) + � (A�1;0 [ A0;�1) + � (A�1;1) + � (A1;�1)

+ � (A1;1) + � (A�1;�1)

<
4

17
+

5

17
+

8

17
= 1

erh�alt man einen Widerspruch. �

Unter Verwendung des letzten Lemmas erh�alt man eine untere Schranke der
relativen Kazhdan-Konstante von

�
SL (2; R [t])n S2

�
(R [t])2

�
; S2

�
(R [t])2

��
aus der unteren Schranke f�ur (SL (2; R)n S2 (R2) ; S2 (R2)). Dies wird im
Induktionsschritt im Beweis von Satz 2.7.8 benutzt, um eine untere Schranke
f�ur (SL (2; Rm)n S2 (R2

m) ; S2 (R2
m)) zu bestimmen, wobei Rm der Ring der

Polynome �uber Z in m Variablen ist.

2.7.7 Satz. Sei R ein diskreter Ring. F�ur ein " > 0 und eine endliche
Menge Q � SL (2; R)n S2 (R2) bilde " eine untere Schranke f�ur die relative
Kazhdan-Konstante bez�uglich Q und Q enthalte die vier elementaren Matri-
zen von SL (2; R) mit �1 au�erhalb der Diagonale. Der Ring R sei kanonisch
eingebettet in R [t], wodurch man eine Einbettung von SL (2; R)nS2 (R2) in
SL (2; R [t])n S2

�
(R [t])2

�
erh�alt.

Sei 0 < Æ < "=
p

2 so, da� (Æ + 4Æ=") =
�
1�p

2Æ="
� � 1

68
, dann ergibt Æ be-

z�uglich Qt eine untere Schranke der relativen Kazhdan-Konstante des Paares�
SL (2; R [t])n S2

�
(R [t])2

�
; S2

�
(R [t])2

��
, wobei Qt die Vereinigung von Q

mit der Menge der vier elementaren Matrizen in SL (2; R [t]) mit �t au�er-
halb der Diagonale und allen Elementen aus Q, bei denen der S2 (R2)-Anteil
jeweils mit t multipliziert wird.
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Beweis. Das semidirekte Produkt SL (2; R) n S2
�
(Rt)2

�
ist isomorph zu

SL (2; R) n S2 (R2). Sei Q0 die Q entsprechende Menge, wobei jeweils der
S2 (R2)-Anteil mit t multipliziert ist, dann ist " eine untere Schranke der rela-
tiven Kazhdan-Konstante von

�
SL (2; R)n S2

�
(Rt)2

�
; S2

�
(Rt)2

��
bez�uglich

Q0.

Sei nun � eine Darstellung von SL (2; R [t]) n S2
�
(R [t])2

�
auf H�, � 2

H� ein Einheitsvektor, der (Æ; Qt)-invariant ist, H0 � H� der Raum der
S2
�
(R +Rt)2

�
-invarianten Vektoren und H1 das orthogonale Komplement

von H0 im Raum der S2 (R2)-invarianten Vektoren, H2 das orthogonale Kom-
plement von H0 im Raum der S2

�
(Rt)2

�
-invarianten Vektoren und H3 das

orthogonale Komplement zu H0 � H1 � H2 in H�, dann ist H0 � H1 und
H2 � H3 invariant unter SL (2; R) n S2 (R2) und H0 � H2 und H1 � H3

invariant unter SL (2; R) n S2
�
(Rt)2

�
. Damit hat man die entsprechende

orthogonale Zerlegung � = �0 + �1 + �2 + �3. Also gilt

Æ2 � k� (g) � � �k2
= k� (g) (�0 + �1) � (�0 + �1)k2 + k� (g) (�2 + �3)� (�2 + �3)k2

f�ur alle g 2 Q und entsprechend

Æ2 � k� (g) (�0 + �2)� (�0 + �2)k2 + k� (g) (�1 + �3)� (�1 + �3)k2

f�ur alle g 2 Q0. Da es in H2 � H3 keine S2 (R2)-invarianten Vektoren gibt,
gibt es ein g1 2 Q mit " k�2 + �3k � k� (g1) (�2 + �3)� (�2 + �3)k � Æ. Also
ist k�2 + �3k � Æ=". Genauso gibt es ein g2 2 Q0 derart, da� " k�1 + �3k �
k� (g2) (�1 + �3)� (�1 + �3)k � Æ. Also ist auch k�1 + �3k � Æ=" und damit

k�0k2 = k�k2 � k�1 + �3k2 � k�2 + �3k2 + k�3k2 � 1� 2 (Æ=")2 ,

d. h. k�0k �
q�

1�p
2Æ="

� �
1 +

p
2Æ="

�
> 1�p

2Æ=".

F�ur alle g 2 Qt ist

k� (g) �0 � �0k � k� (g) � � �k+ 2 k�1 + �2 + �3k
� Æ + k�1 + �2k+ k�2 + �3k+ k�1 + �3k � Æ + 4Æ=".

F�ur � = �0= k�0k folgt also

k� (g) � � �k < Æ + 4Æ="

1�p
2Æ="

� 1

68

f�ur alle g 2 Qt nach der Wahl von Æ.
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Sei E das zur Einschr�ankung von � auf S2
�
(R [t])2

�
geh�orige Spektralma�

auf der dualen Gruppe von S2
�
(R [t])2

�
und �� (B) = hE (B) �; �i de�niert

auf X3 �= \S2
�
(R [t])2

�
, dann ist (t�2X)

3
der Tr�ager von ��. G�abe es keine

S2
�
(R [t])2

�
-invarianten Vektoren in H�, so w�are �� (f0g) = 0.

Wie im Beweis zu Satz 2.7.4 folgt aus der 1
68

-Invarianz von �, da� f�ur alle
me�baren B � X3 gilt

���� (gB)� �� (B)
�� < 1

34
. Da gB � X3 f�ur B �

(t�2X)
3

und g 2 �u�1; u
tr
�1; u�t; u

tr
�t
	

, ergibt dies jedoch einen Widerspruch
zu Lemma 2.7.6. �

2.7.8 Satz. Sei m � 0, Rm der Ring Z [x1; : : : ; xm] der Polynome �uber Z
in m Variablen. Sei Q � SL (2; Rm)n S2 (R2

m) die Teilmenge bestehend aus
��xj1 � � �xjk ; ��xj1 � � �xjk ; �xj1 � � �xjk 2 S2 (R2

m), 0 � k � m, 1 � j1 <
: : : < jk � n, und den 4 (m + 1) elementaren Matrizen in SL (2; Rm) mit
�1;�x1; : : : ;�xm auf der Nebendiagonale, dann enth�alt jede Darstellung von
SL (2; Rm) n S2 (R2

m) mit einem (2� 274�m�2; Q)-invarianten Vektor einen
S2 (R2

m)-invarianten Vektor ungleich 0.

Beweis. Der Fall m = 0 folgt aus Satz 2.7.4. Danach folgt mit Induktion
und Satz 2.7.7 die Behauptung. Denn es gilt

Æ + 4Æ="

1�p
2Æ="

=
2� 274�m�2 + 4

274�p
2

� 2� 274�2 + 4

274�p
2

<
1

68

f�ur " = 2� 274�m�2 und Æ = 2� 274�m�3. �

Der folgende Korollar liefert nun eine untere Schranke des Durchmessers der
Bahn des S2 (R2)-Anteils.

2.7.9 Korollar. Sei R ein topologischer kommutativer Ring mit Eins. Es
gebe �0 = 1; �1; : : : ; �m 2 R, die einen dichten Unterring D � R erzeugen.
Sei Q � SL (2; R) n S2 (R2) die Teilmenge aus Satz 2.7.8, wobei �j jeweils
die Variable xj ersetzt. F�ur eine unit�are Darstellung � von G = SL (2; R)n
S2 (R2) auf H� und einen Einheitsvektor � 2 H�, der (274�m�2";Q)-invariant
ist f�ur ein " > 0, gilt k� (g) � � �k � " f�ur jedes g 2 S2 (R2).



2. Kazhdans Eigenschaft (T) f�ur einfache Lie-Gruppen 123

Beweis. Die Abbildung von 1; x1; : : : ; xm 2 Rm auf 1; �1; : : : ; �m 2 D � R
ist kanonisch zu einem Ringepimorphismus fortsetztbar, der einen Gruppen-
homomorphismus

� : SL (2; Rm)n S2
�
R2
m

�! SL (2; D)n S2
�
D2
� � SL (2; R)n S2

�
R2
�

induziert.

Sei H0 � H� der Teilraum der S2 (R2)-invarianten Vektoren und H1 � H�

sein orthogonales Komplement, dann gibt es zu � 2 H� eindeutige �0 2 H0

und �1 2 H1 mit � = �0+�1. Da D dicht inR liegt, gibt es keine nichttrivialen
S2 (D2)-invarianten Vektoren f�ur die Darstellung � auf H1 und somit auch
f�ur die Darstellung � Æ � der Gruppe SL (2; Rm) n S2 (R2

m). Also folgt aus
Satz 2.7.8, da� es ein g0 2 Q gibt, f�ur das 2�274�m�2 k�1k � k� (g0) �1 � �1k
ist. Andererseits gilt nach Annahme

k� (g0) �0 � �0k2 + k� (g0) �1 � �1k2 = k� (g0) � � �k2
� �

274�m�2"
�2

und somit 2 � 274�m�2 k�1k � 274�m�2" oder k�1k � "
2
. Schlie�lich ergibt

die Invarianz des Vektors �0 unter S2 (R2), da� f�ur alle g 2 S2 (R2) gilt
k� (g) � � �k = k� (g) �1 � �1k � 2 k�1k � ". �

Um nun eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante von Sp (n;R) bestim-
men zu k�onnen, sind noch zwei Aussagen n�otig. Die erste zeigt, da� es m�og-
lich ist zu einer elementaren symplektischen Matrix eine zu SL (2; R)nS2 (R2)
isomorphe Untergruppe zu �nden derart, da� diese Matrix im Normalteiler
S2 (R2) enthalten ist. Die zweite gibt eine Bedingung an den Durchmesser
der Bahn � (G) � einer Darstellung � an f�ur die Existenz eines invarianten
Vektors. Hier spielen wieder die Untergruppen Gj;k und ~Gj;k eine Rolle. Diese
zu SL (2; R) isomorphen Untergruppen sind de�niert wie f�ur einen K�orper.
Dabei ist ~Gj;k die zu SL (2; R) isomorphe Untergruppe bestehend aus den
Matrizen �

g 0

0 gtr�1

�
mit g = I + (a� 1)Ej;j + bEj;k + cEk;j + (d� 1)Ek;k und ad � bc = 1 und
Gj;k bestehend aus den Matrizen der Form�

I + (a� 1) (Ej;j + Ek;k) b (Ej;k + Ek;j)
c (Ej;k + Ek;j) I + (d� 1) (Ej;j + Ek;k)

�
mit ad� bc = 1.
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2.7.10 Lemma. Sei n � 2, dann gibt es zu jeder elementaren symplekti-
schen Matrix in Sp (n;R) ein Exemplar einer zu S2 (R2) isomorphen Unter-
gruppe, die kanonisch in einem zu SL (2; R)nS2 (R2) isomorphen semidirek-
ten Produkt enthalten ist. Dabei ist der SL (2; R)-Anteil gerade ein ~Gk;k+1

oder ein Gk;k+1 mit 1 � k � n� 1.

Beweis. F�ur n = 2 gibt es vier nat�urliche Einbettungen von SL (2; R) n
S2 (R2), wobei die Vereinigung der S2 (R2)-Anteile jede elementare symplek-
tische Matrix enth�alt. Die Untergruppen bestehen aus folgenden Matrizen
mit x; y; z 2 R0BB@

1 0 x y
0 1 y z
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA ;

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
x y 1 0
y z 0 1

1CCA ;

0BB@
1 y x 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 z �y 1

1CCA ;

0BB@
1 0 0 0
y 1 0 z
x 0 1 �y
0 0 0 1

1CCA .

Mit Induktion folgt nun durch Einbettungen von Sp (n� 1; R) in Sp (n;R)
die Behauptung. �

F�ur eine allgemeinere Version des folgenden siehe [26, Seite 37].

2.7.11 Lemma. Sei � eine Darstellung von G auf H� und f�ur einen Ein-
heitsvektor � 2 H� sei k� (g) � � �k � 1 f�ur alle g 2 G, dann gibt es einen
G-invarianten Einheitsvektor in H�.

Beweis. Es gilt

k� � �1k2 + k� � �2k2 = 2 k�k2 � 2 Re h�; �1 + �2i+ k�1k2 + k�2k2

= 2

� � 1

2
(�1 + �2)

2 +
1

2
k�1 � �2k2

f�ur alle �; �1; �2 2 H�. Sei f (�) = sup�2�(G)� k� � �k, dann ist

1

2
k�1 � �2k2 � (f (�1))

2 + (f (�2))
2 � 2

� � 1

2
(�1 + �2)

2 .
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Dies gilt f�ur alle � 2 � (G) � und damit

1

2
k�1 � �2k2 � (f (�1))

2 + (f (�2))
2 � 2

�
f

�
1

2
(�1 + �2)

��2

� (f (�1))
2 + (f (�2))

2 � 2r2,

wobei r = inf�2H�
f (�).

Sei
�
�j
�
j2N eine Folge in H� so, da�

�
f
�
�j
��
j2N gegen r konvergiert, dann ist�

�j
�
j2N eine Cauchy-Folge in H�. Also gibt es einen Grenzwert �0 2 H� und

dieser ist unabh�angig von der Wahl der Folge. Da f (0) = 1 und f (�) � 1,
kann 0 nicht der eindeutige Vektor sein, f�ur den f minimal ist. Also ist
�0 6= 0. Aus der Eindeutigkeit folgt auch, da� �0 invariant unter � (G) ist. �

Nun ist es m�oglich eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante f�ur einen
topologischen Ring R zu bestimmen, der einen dichten endlicherzeugten Un-
terring enth�alt und f�ur den Sp (n;R) beschr�ankt elementar erzeugt ist.

2.7.12 Satz. Sei n � 2, R ein kommutativer topologischer Ring mit Eins
und �n (R) < 1. F�ur 1 � m < 1 gebe es Elemente �1; : : : ; �m 2 R,
die einen dichten Unterring erzeugen. Sei Q1 � Sp (n;R) die Menge der
elementaren symplektischen Matrizen mit 1 au�erhalb der Diagonale und
Q2 die Menge der elementaren symplektischen Matrizen ak;k+1 (�r) mit 1 �
k � n � 1 und 1 � r � m und der elementaren symplektischen Matri-
zen bj;k

�
�r1 � � ��rp

�
, cj;k

�
�r1 � � ��rp

�
mit 1 � j; k � n, 0 � p � m und

1 � r1 < : : : < rp � m, dann ist Sp (n;R) eine Kazhdan-Gruppe mit
" = 274�m�2 (�n (R))�1 als unterer Schranke der Kazhdan-Konstante f�ur
die Menge Q1 [Q2. Gibt es in jeder Umgebung der 0 2 R solche �1; : : : ; �m
f�ur festes m, dann ist Q1 eine Kazhdan-Menge f�ur Sp (n;R) mit derselben
unteren Schranke der Kazhdan-Konstante.

Beweis. Da k� (h) � � �k = k� (h�1) � � �k ist, gen�ugt es die Aussage zu
zeigen, wenn Q symmetrisch ist. Man ersetzt also Q durch Q[Q�1. Sei nun
� 2 H� ein

�
274�m�2 (�n (R))�1 ; Q

�
-invarianter Vektor und h 2 Sp (n;R)

eine elementare symplektische Matrix, dann gibt es nach Lemma 2.7.10 eine
zu SL (2; R)n S2 (R2) isomorphe Untergruppe so, da� h 2 S2 (R2) ist. Nach
Korollar 2.7.9 ist also k� (h) � � �k � (�n (R))�1.
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Sei � = �n (R), g 2 Sp (n;R) und g = g0g1 � � � g�, wobei g0 = I und g1; : : : ; g�
elementare symplektische Matrizen sind, dann gilt

� (g) � � � =
��1X
j=0

� (g0g1 � � � g��j) � � � (g0g1 � � � g��j�1) �

und

k� (g) � � �k �
��1X
j=0

k� (g0g1 � � � g��j) � � � (g0g1 � � � g��j�1) �k

=
��1X
j=0

k� (g��j) � � �k � ���1 = 1.

Nach Lemma 2.7.11 gibt es also einen G-invarianten Vektor 6= 0.

Sei � eine Darstellung von Sp (n;R) auf H� ohne nichttriviale invariante Vek-
toren, � 2 H� ein Einheitsvektor und U eine Umgebung der 0 2 R so, da�
k� (g (t)) � � �k < " = 274�m�2 (�n (R))�1 ist f�ur jede elementare symplekti-
sche Matrix g (t) mit t 2 U , dann gibt es ein g 2 Q1 mit k� (g) � � �k � ".

�

Nun ist noch zu zeigen, da� Sp (n;R) f�ur den RingR aller stetigen Funktionen
von T nach C beschr�ankt elementar erzeugt ist. Dazu ben�otigen wir noch
folgendes Lemma.

2.7.13 Lemma. Seien f; ~f : T ! C zwei stetige Funktionen mit keiner
gemeinsamen Nullstelle. Dann gibt es eine stetige Funktion � : T! T � C
derart, da� ~f + �f keine Nullstelle besitzt.

Beweis. Sei A =
n
x 2 T : jf (x)j =

��� ~f (x)
���o, dann ist A abgeschlossen. Sei

� (x) =
~f(x)
f(x)

2 T f�ur x 2 A. Falls A 6= T ist, gibt es eine stetige Funktion ~� :

A! R derart, da� � (x) = exp
�
i~� (x)

�
f�ur x 2 A gilt. Da A kompakt und

~� stetig ist, ist auch ~� (A) kompakt und insbesondere in einem beschr�ankten
Intervall [a; b] enthalten. Nun l�a�t sich ~� und damit � auf ganz T stetig
fortsetzen nach einer allgemeineren Version des Lemmas von Urysohn. F�ur
einen Beweis siehe z. B. [43, Seite 80].
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Mit diesem � ist ~f (x) + � (x) f (x) 6= 0, denn es ist jf (x)j 6=
��� ~f (x)

��� f�ur

x =2 A und somit
��� ~f (x) + � (x) f (x)

��� � ���jf (x)j �
��� ~f (x)

������ > 0. F�ur x 2 A

ist ~f (x) + � (x) f (x) = 2 ~f (x) 6= 0. �

Nun ist es m�oglich eine Absch�atzung f�ur �n (R) zu zeigen.

2.7.14 Satz. F�ur n � 2 gilt �n (R) � 3n2 + 4n.

Beweis. Sei g 2 Sp (n;R) beliebig, R der Ring der stetigen Funktionen
T ! C und (f1; : : : ; f2n) die erste Spalte der Matrix g, dann haben die
Funktionen f1; : : : ; f2n keine gemeinsame Nullstelle, da g invertierbar ist.
Also haben insbesondere die Funktionen ~f = f1 und f = jf2j2 + � � �+ jf2nj2
keine gemeinsame Nullstelle. Sei � : T ! C wie in Lemma 2.7.13, dann
addiert man zur ersten Zeile das �f2-fache der zweiten usw. bis zum �f2n-
fachen der letzten Zeile. Nach diesen 2n� 1 Operationen ist der Eintrag in
der ersten Zeile und ersten Spalte eine Funktion ohne Nullstelle. Weitere
vier Operationen liefern die Funktion, die konstant 1 ist, in diesem Eintrag.
Dann wird in 2n � 1 Operationen jeweils der zweite bis 2n-te Eintrag zur
Nullfunktion. F�ur die erste Spalte ergeben sich also insgesamt 4n + 2 =
2 (2n� 1) + 4 Operationen.

Entsprechend erh�alt man f�ur die n�achsten n� 1 Spalten je 4 (n+ 1� k) + 2
Operationen in der k-ten Spalte. Insgesamt also

Pn
k=1 (4 (n+ 1� k) + 2) =

2n2 + 4n. Es bleiben noch
Pn

k=1 (k � 1) = (n2 � n) =2 und
Pn

k=1 k =
(n2 + n) =2 Operationen, siehe den Beweis zu Lemma 2.1.1. Man hat al-
so im gesamten 3n2 +4n = 2n2 +4n+(n2 � n) =2+(n2 + n) =2 Operationen.

�

Die Funktionen x 7! x, x 7! x und x 7! p
2 + i erzeugen einen dichten

Unterring von R, da
p

2 + i einen dichten Unterring von C erzeugt und
nach dem Satz von Stone{Weierstra�, siehe z. B. [12, Seite 145], erzeugt
C mit den beiden anderen Funktionen eine dichte Unteralgebra der stetigen
Funktionen auf T. Da�

p
2 + i einen dichten Unterring erzeugt, sieht man

folgenderma�en: Es gilt
�p

2 + i
�3

= �p2 + 5i und damit ist 6
p

2; 6i 2
Z
�p

2 + i
�
. Also ist Z

�
6
p

2; 6i
� � Z

�p
2 + i

�
und Z

�
6
p

2; 6i
�

ist dicht in C.

W�ahlt man die Funktionen x 7! n�1x, x 7! n�1x und x 7! n�1
�p

2 + i
�
, so
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sieht man, da� sogar die letzte Aussage von Satz 2.7.12 gilt. Damit erh�alt
man folgende untere Schranke.

2.7.15 Korollar. Die Gruppe Loop (Sp (n;C)) ist eine Kazhdan-Gruppe f�ur
n � 2 und " = 274�5 (3n2 + 4n)

�1
ist eine untere Schranke der Kazhdan-

Konstante f�ur die Menge Q der Abbildungen, die als Werte jeweils eine kon-
stante elementare symplektischen Matrix annehmen.
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3

Kazhdan-Konstanten kompakter Gruppen

In diesem Kapitel wird f�ur eine Konjugiertenklasse Q in einer kompakten
Gruppe G eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante bestimmt. Die un-
tere Schranke der Kazhdan-Konstante h�angt nur von den nichttrivialen ir-
reduziblen Charakteren ab. Als erste Anwendung erh�alt man eine untere
Schranke der Kazhdan-Konstante endlicher zyklischer Gruppen. Ferner er-
h�alt man eine untere Schranke endlicher Gruppen von Lie-Typ. Danach folgt
ein Beweis, da� die untere Schranke nicht trivial ist, falls die Konjugierten-
klasse die Gruppe erzeugt. Ein Ergebnis, das f�ur den Beweis dieser Aussage
n�otig ist, liefert noch andere Absch�atzungen f�ur die Kazhdan-Konstanten.
Das Hauptergebnis wird angewendet auf die symmetrische Gruppe und die
spezielle unit�are Gruppe.

3.1 Die Eigenschaft (T) f�ur kompakte Gruppen

Es ist einfach zu zeigen, da� kompakte Gruppen Kazhdan-Gruppen sind. Sei
� eine unit�are Darstellung der kompakten Gruppe G auf H� mit fastinva-
rianten Vektoren, " = 1 und Q = G, dann gibt es einen (";Q)-invarianten
Vektor �, o. E. sei k�k = 1. Es gilt also k� (g) � � �k < 1 f�ur alle g 2 G.
Sei � =

R
G
� (g) � dg, dann ist k� � �k � R

G
k� (g) � � �k dg < 1 bei Inte-

gration bez�uglich des normierten Haar-Ma�es. Also ist � ein nichttrivialer
invarianter Vektor.

In der Literatur werden einige Berechnungen von Kazhdan-Konstanten kom-
pakter Gruppen durchgef�uhrt, insbesondere f�ur endliche Gruppen. In [17]
wurde die Kazhdan-Konstante K (G;G) kompakter Gruppen G bestimmt.
Es gilt K (G;G) =

p
2, falls die Gruppe nicht endlich ist, und K (G;G) =
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q
2n
n�1

f�ur endliche Gruppen der Ordnung n = jGj. In [10] wurden Kazhdan-

Konstanten f�ur Diedergruppen bestimmt. Ebenso in [3] f�ur ein anderes Er-
zeugendensystem. Dort wurde auch gezeigt, da� K (Sn; Q) =

p
24= (n3 � n)

f�ur die symmetrische Gruppe Sn der Ordnung n! relativ zum Erzeugenden-
system Q = f(1; 2) ; (2; 3) ; : : : ; (n� 1; n)g.

3.2 Kazhdan-Konstanten relativ zu einer Konjugiertenklasse

Sei G eine kompakte Gruppe, Q eine Konjugiertenklasse in G und � eine
Darstellung in G. Mit Hilfe der Orthogonalit�atsrelationen von Schur wird
eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante bestimmt.

3.2.1 Lemma. Sei G eine kompakte Gruppe, Q eine Konjugiertenklasse von
G, � eine Darstellung von G auf H� und Z die Menge der irreduziblen Cha-
raktere � von G assoziiert mit den irreduziblen Komponenten der Darstellung
�, dann ist

K (�;G;Q) � inf
�2Z

s
2� 2

m�
Re� (Q).

Beweis. Da G kompakt ist, gibt es irreduzible Darstellungen �r von G auf
Hr derart, da� H� =

L
rHr, � =

L
r �r und �r = Spur �r 2 Z. Sei g 2 Q,

dann gilt

k� (g) � � �k2 =
X
r

k�r (g) �r � �rk2 ,

wobei � =
P

r �r mit �r 2 Hr f�ur alle r und � 2 H�.

Sei q ein Vertreter der Konjugiertenklasse Q und mr = dimHr, dann gibt es
eine orthonormale Basis er;1; : : : ; er;mr von Hr so, da� �r (q) diagonal bez�ug-
lich dieser Basis ist, da �r (q) unit�ar ist. F�ur g = h�1qh 2 Q gilt

k�r (g) �r � �rk2 = k�r (q)�r (h) �r � �r (h) �rk2

=
mrX
s=1

jh(�r (q)� I) �r (h) �r; er;sij2

=
mrX
s=1

jh�r (h) �r; (�r (q)� I)� er;sij2
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=
mrX
s=1

jher;s; (�r (q)� I)� er;si h�r (h) �r; er;sij2

=
mrX
s=1

k(�r (q)� I) er;sk2 jh�r (h) �r; er;sij2

und somit

sup
g2Q

k� (g) � � �k2 = sup
g2Q

X
r

k�r (g) �r � �rk2

= sup
h2G

X
r

mrX
s=1

k(�r (q)� I) er;sk2 jh�r (h) �r; er;sij2

�
Z
G

X
r

mrX
s=1

k(�r (q)� I) er;sk2 jh�r (h) �r; er;sij2 dh.

Nun gilt
R
G
jh�r (h) �r; er;sij2 dh = m�1

r k�rk2 nach den Orthogonalit�atsrela-
tionen von Schur und damit

sup
g2Q

k� (g) � � �k2 �
X
r

mrX
s=1

k(�r (q)� I) er;sk2m�1
r k�rk2 .

Da

mrX
s=1

k(�r (q)� I) er;sk2 =
mrX
s=1

h(�r (q)� I)� (�r (q)� I) er;s; er;si

= Spur (2I � �r (q)� �r (q)�)

= 2mr � 2 Re�r (q)

ist, folgt

sup
g2Q

k� (g) � � �k2 �
X
r

�
2� 2

mr

Re�r (q)

�
k�rk2

� inf
r

�
2� 2

mr

Re�r (q)

�
k�k2 .

Somit ist

K (�;G;Q) = inf
� 6=0

k�k�1 sup
g2Q

k� (g) � � �k � inf
�2Z

s
2� 2

m�
Re� (q).

�
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Seien Qt f�ur t 2 T Konjugiertenklassen und Q � G eine beliebige Teilmenge
derart, da� gilt

S
t2T Qt � Q, dann gilt K (�;G;Q) � K (�;G;Qt) f�ur eine

irreduzible Darstellung � von G f�ur alle t 2 T , da Qt � Q ist. Damit folgt

K (�;G;Q) � sup
t2T

K (�;G;Qt) � sup
t2T

inf
�2Z

r
2� 2

m
Re� (Qt).

Aus dem vorigen Lemma erh�alt man eine Schranke f�ur die Kazhdan-Kon-
stante der Gruppe.

3.2.2 Satz. Sei G eine kompakte Gruppe und Q eine Konjugiertenklasse
von G, dann gilt

K (G;Q) � inf
�2Z

s
2� 2

m�
Re� (Q),

wobei Z die Menge aller nichttrivialen irreduziblen Charaktere von G und
m� = � (1) der Grad von � ist.

Beweis. Da K (�;G;Q) � inf�2Z
q

2� 2
m�

Re� (Q) f�ur alle Darstellungen

� von G ohne invariante Vektoren gilt, folgt dies aus Lemma 3.2.1. �

3.2.3 Bemerkung. Sei Q =
S
t2T Qt eine Vereinigung von Konjugierten-

klassen, dann gilt K (G;Q) � K (G;Qt) f�ur alle t 2 T . Also ist

K (G;Q) � sup
t2T

K (G;Qt) � sup
t2T

inf
�2Z

s
2� 2

m�

Re� (Qt).

F�ur die zyklische Gruppe Cn � T der Ordnung n erh�alt man die irreduziblen
Darstellungen �m (g) = gm f�ur 0 � m � n� 1. Damit ist K (�m; Cn; fgg) �p

2� 2 cos (2�m=n) = 2 sin (�m=n) f�ur das erzeugende Element g = e2�i=n

und es gilt

K (Cn; fgg) � 2 inf
1�m�n�1

sin (�m=n) = 2 sin (�=n) .

Es gilt sogar K (Cn; fgg) = 2 sin (�=n), da K (�1; Cn; fgg) =
��e2�i=n � 1

�� =��e�i=n � e��i=n
�� = 2 sin (�=n) ist. F�ur dieses Ergebnis siehe auch [26, Seite 16]

oder [16, Seite 19].
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Nichttriviale obere Schranken des Ausdrucks sup�2Z m
�1
� Re� (Q) ergeben

untere Schranken der Kazhdan-Konstante. Gew�ohnlich betrachtet die Lite-
ratur obere Schranken f�ur m�1

� j� (Q)j f�ur irreduzible Charaktere vom Grad
� 2. Solche oberen Schranken f�ur die symmetrische Gruppe �ndet man z. B.
in [20] und [41], f�ur endliche Gruppen von Lie-Typ in [25]. Falls es solche
oberen Schranken f�ur die nichttrivialen Charaktere gibt, ist zus�atzlich nur
noch n�otig die nichttrivialen Charaktere vom Grad 1 zu betrachten, wenn
es welche gibt, da Re� (Q) � j� (Q)j ist. Wenn alle Werte der irreduziblen
Charaktere einer Gruppe bekannt sind, kann man genauso durch Berechnung
des Supremums von m�1

� Re� (Q) f�ur die nichttrivialen irreduziblen Charak-
tere eine untere Schranke der Kazhdan-Konstante bestimmen. In [23] und
[29] erfolgte zum Beispiel die Bestimmung einiger Werte der Charaktere der
symmetrischen Gruppe.

Wir wenden uns zun�achst den Gruppen von Lie-Typ zu. F�ur die De�nition
solcher Gruppen siehe [8].

Das folgende Lemma wird in [25] bewiesen.

3.2.4 Lemma. Sei G eine quasieinfache, einfachzusammenh�angende Grup-
pe von Lie-Typ �uber einem endlichen K�orper mit k Elementen, Q die Kon-
jugiertenklasse eines unipotenten Elements 6= 1, � ein irreduzibler Charak-

ter vom Grad � 2, dann ist m�1
� j� (Q)j �

�p
k � 1

��1

, falls k � 5, und

m�1
� j� (Q)j � 3=4, falls k � 4.

Dabei hei�t eine endliche Gruppe quasieinfach, wenn die Faktorgruppe von
G nach dem Zentrum einfach ist und die Kommutatoruntergruppe gleich der
Gruppe selbst ist.

Eine halbeinfache Gruppe ist einfachzusammenh�angend, falls jedes abstrakte
Gewicht ein Charakter ist, wobei hier ein Charakter ein Homomorphismus
des maximalen Torus in die multiplikative Gruppe des zugrundeliegenden
K�orpers ist.

Beispiele f�ur solche Gruppen sind SL (n; k) und Sp (n; k) f�ur endliche K�orper
mit k Elementen mit Ausnahme von SL (2; k) = Sp (1; k) f�ur k = 2; 3 und
Sp (2; 2). Die unipotenten Elemente g sind gerade diejenigen, f�ur die g � I
eine nilpotente lineare Abbildung auf dem endlichen Vektorraum ist.
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Dies ergibt die folgenden unteren Schranken der Kazhdan-Konstante.

3.2.5 Satz. Sei G eine quasieinfache, einfachzusammenh�angende Gruppe
von Lie-Typ �uber einem endlichen K�orper mit k Elementen und Q eine Kon-
jugiertenklasse eines unipotenten Elements 6= 1, dann gilt

K (G;Q) �
s

2

p
k � 2p
k � 1

f�ur k � 5 und

K (G;Q) � 1p
2

f�ur k � 4.

Beweis. Da die Kommutatoruntergruppe einer quasieinfachen Gruppe die
Gruppe selbst ist und damit der einzige Charakter vom Grad 1 der tri-
viale Charakter ist. Damit folgt die Behauptung aus obigem Lemma und
Satz 3.2.2. �

Es ist auch m�oglich, eine obere Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante einer
Darstellung anzugeben.

3.2.6 Lemma. Sei Q eine Konjugiertenklasse der kompakten Gruppe G und
q 2 Q ein Vertreter von Q. Sei U der Abschlu� der Untergruppe, die q
erzeugt. F�ur eine Darstellung � von G auf H� gilt dann

K (�;G;Q) � sup
�<�jU

j� (q)� 1j ,

wobei � < �jU die irreduziblen Charaktere von U bezeichnet, die in �jU
enthalten sind.

Beweis. Sei � 2 H� mit k�k = 1, dann ist

sup
g2Q

k� (g) � � �k = sup
h2G

k� (q)� (h) � � � (h) �k
� sup fk� (q) � � �k : � 2 H�; k�k = 1g
= sup

�<�jU
j� (q)� 1j .

Somit folgt K (�;G;Q) � sup�<�jU j� (q)� 1j. �
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3.3 Nichttrivialit�at der unteren Schranke

Dieser Abschnitt zeigt, da� die untere Schranke aus Satz 3.2.2 nicht 0 ist,
sofern die Konjugiertenklasse die Gruppe erzeugt. Wir zeigen auch, da� {
umgekehrt { die Kazhdan-Konstante 0 ist, falls die kompakte Teilmenge eine
Untergruppe erzeugt, die nicht dicht liegt in G.

3.3.1 Lemma. Sei G eine kompakte Gruppe und Q eine kompakte Teilmen-
ge von G, die eine Untergruppe von G erzeugt, die nicht dicht ist in G, dann
ist K (G;Q) = 0.

Beweis. Die kompakte Teilmenge Q ist in einer abgeschlossenen Untergrup-
pe U 6= G enthalten. Sei � die von der trivialen Darstellung auf U induzierte
Darstellung von G. Die Darstellung ist nicht trivial, da U 6= G. Somit ent-
h�alt � eine irreduzible Darstellung � 6= 1. Nach dem Reziprozit�atsgesetz von
Frobenius, siehe z. B. [22, Seite 160{162], enth�alt die Einschr�ankung �jU die
triviale Darstellung. Somit ist K (G;Q) = 0. �

3.3.2 Bemerkung. Nach [46, Seite 3409] gibt es positive Kazhdan-Kon-
stanten f�ur endliche Teilmengen von kompakten Gruppen. Betrachtet man
Lemma 3.3.1, so m�ussen diese eine dichte Untergruppe erzeugen.

Das obige Lemma bleibt richtig f�ur diskrete Gruppen. Der Beweis hier
verl�auft analog zum Beweis oben f�ur kompakte Gruppen. Man hat da-
bei das Reziprozit�atsgesetz von Frobenius durch eine schwache Form nach
G. W. Mackey zu ersetzen.

3.3.3 Lemma. Sei � eine diskrete Gruppe und Q eine endliche Teilmenge
von �, die eine Untergruppe U 6= � erzeugt, dann ist K (�; Q) = 0.

Beweis. Sei � die von der trivialen Darstellung von U induzierte Darstel-
lung, dann gibt es eine in � enthaltene Darstellung �, die die triviale Darstel-
lung nicht enth�alt. Nach dem schwachen Reziprozit�atsgesetz von Frobenius,
siehe [36, Seite 158], enth�alt die Einschr�ankung �jU die triviale Darstellung
und damit ist K (�; Q) = 0. �
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3.3.4 Bemerkung. Allgemein ist die obige Aussage jedoch falsch. F�ur
G = SL (n;R), n � 3, sei Q die Menge bestehend aus den zwei Matrizen0@ 1 2 0

0 1 0
0 0 I

1A und

0@ 1 0 0
2 1 0
0 0 I

1A. Nach [45, Seite 835] gilt K (G;Q) > 0.

O�ensichtlich erzeugen diese beiden Matrizen eine echte Untergruppe von G.

Lemma 3.3.1 zeigt, da� in Satz 3.2.2 die untere Schranke trivial ist, falls die
Konjugiertenklasse Q keine dichte Untergruppe erzeugt. Die Umkehrung gilt
jedoch nicht. Betrachtet man den Torus T, so erzeugt ein Element q = e2�it

mit t 2 RnQ eine dichte Untergruppe von T. F�ur die duale Gruppe gilt bT =
f�n : n 2 Zg mit �n (c) = cn f�ur c 2 T. Damit ist infn6=0

p
2� 2 Re�n (q) =

infn6=0

p
2� 2 cos (2�nt) = 0. Es gibt jedoch eine Umkehrung, falls Q die

Gruppe G erzeugt (siehe Satz 3.3.9).

Seien Q0 und Q Teilmengen einer Gruppe G, dann bezeichne Q0Q die Menge
aller Produkte q0q der Elemente q0 2 Q0 und q 2 Q und man de�niert Q0 =
f1g, Qn+1 = QnQ f�ur nichtnegative ganze Zahlen n. Genauso sei Q�1 die
Menge aller q�1 f�ur q 2 Q und Q�n = (Q�1)

n
. Wie f�ur Erzeugendensysteme

wird die Menge als symmetrisch bezeichnet, falls Q = Q�1 ist.

F�ur einen Beweis des folgenden siehe z. B. [19, Seite 235].

3.3.5 Lemma. Sei G eine lokalkompakte Gruppe mit Haar-Ma� � und Q
eine me�bare symmetrische Teilmenge von G mit positivem Ma�, dann ist
Q2 eine Umgebung des neutralen Elements in G.

3.3.6 Lemma. Sei Q ein me�bares symmetrisches Erzeugendensystem der
lokalkompakten Gruppe G mit 1 2 Q, dann gibt es f�ur jede kompakte Teil-
menge C eine nat�urliche Zahl � derart, da� Q� � C.

Beweis. Sei � das Haar-Ma� auf G. Da Q die Gruppe G erzeugt, gibt es
eine ganze Zahl n so, da� � (Qn) > 0. Nun enth�alt Q2n eine o�ene Umgebung
U der 1 nach Lemma 3.3.5. Die Mengen UQj f�ur j = 1; 2; : : : sind eine o�ene
�Uberdeckung von C. Wegen der Kompaktheit �uberdecken C schon endlich
viele und somit gibt es ein k so, da� C � UQk � Q2n+k, da Qj � Qj+1 f�ur
alle j ist. �
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3.3.7 De�nition. Sei G eine lokalkompakte Gruppe, Q � G eine me�-
bare Teilmenge, die die Gruppe erzeugt, und C eine kompakte Teilmen-
ge von G. Dann sei � (Q;C) die kleinste nat�urliche Zahl � derart, da�
C � (Q�1 [ f1g [Q)

�
ist. Falls G kompakt ist, setzen wir � (Q) = � (Q;G).

Das folgende liefert ein explizites Beispiel einer Menge Q mit � (Q) = 0 und
� (Q2) > 0. Betrachtet man T �= R=Z, so erh�alt man ein Beispiel eines
me�baren Erzeugendensystems von R=Z mit Ma� 0.

3.3.8 Lemma. Sei Q die Cantor-Menge, dann ist Q +Q = [0; 2], wobei

Q =

(
x 2 R : x =

1X
n=1

an3�n; an 2 f0; 2g
)

.

Beweis. Sei z 2 [0; 2], dann ist z =
P1

n=0 cn3�n mit c0 2 f0; 1g und cn 2
f0; 1; 2g f�ur n 2 N. Man de�niert nun u0 = c0 und rekursiv un 2 f0; 1g mit
un � un�1 + cn mod 2 und an; bn 2 f0; 2g mit an+ bn � 3un�1 + cn�un mod 6
f�ur alle n 2 N. Es gilt also 3un�1 + cn = an + bn + un f�ur alle n 2 N. Daraus
folgt

x + y =

1X
n=1

an3�n +

1X
n=1

bn3�n =

1X
n=1

(an + bn) 3�n

=
1X
n=1

(3un�1 + cn � un) 3�n

=
1X
n=1

un�13
�n+1 +

1X
n=1

cn3�n �
1X
n=1

un3�n

=
1X
n=0

un3�n +
1X
n=1

cn3�n �
1X
n=1

un3�n = u0 +
1X
n=1

cn3�n

= c0 +
1X
n=1

cn3�n =
1X
n=0

cn3�n = z

f�ur x =
P1

n=1 an3�n und y =
P1

n=1 bn3�n. �

Mit Lemma 3.3.6 ist es nun m�oglich den n�achsten Satz zu beweisen. Man
erh�alt die Aussage, da� die untere Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante nicht
trivial ist, falls die Konjugiertenklasse die kompakte Gruppe erzeugt.
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3.3.9 Satz. Sei G eine kompakte Gruppe und Q eine Konjugiertenklasse,
die G erzeugt, dann gilt

inf
�2Z

s
2� 2

m�
Re� (Q) � 1

� (Q)
> 0,

wobei Z die Menge aller nichttrivialen irreduziblen Charaktere von G ist.

Beweis. Sei � = � (Q) und � eine nichttriviale irreduzible Darstellung mit
Charakter �, dann gilt, da es zu jedem g 2 G Elemente q1; : : : ; q� 2 Q�1 [
f1g [Q gibt mit g = q1 � � � q� ,

2� 2

m�

Re� (g) =
2

m�

Re Spur (I � � (g))

� 2

m�

�X
k=1

jSpur (� (q1 � � � qk�1) (I � � (qk)))j

� 2

m�

�X
k=1

p
m�

q
Spur ((I � � (qk))

� (I � � (qk)))

= 2�

s
2� 2

m�
Re� (Q)

nach der Cauchy{Schwarz-Ungleichung. Somit gilts
2� 2

m�
Re� (Q) � ��1

Z
G

1�m�1
� Re� (g) dg = ��1 > 0.

�

3.3.10 Bemerkung. Die Frage, ob die untere Schranke 0 sein kann und die
Kazhdan-Konstante > 0, bleibt o�en.

F�ur endliche Gruppen erh�alt man aus Satz 3.3.9 das folgende.

3.3.11 Korollar. F�ur eine endliche Gruppe G und eine Konjugiertenklasse
Q von G sind nachstehende Aussagen �aquivalent.
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(a) Q erzeugt G

(b) inf�2Z
q

2� 2
m�

Re� (Q) > 0

(c) K (G;Q) > 0

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 3.3.9, Satz 3.2.2 und Lemma 3.3.3. �

Sei f�ur den Moment G eine allgemeine lokalkompakte Gruppe. Sei Q eine
beliebige kompakte Teilmenge von G, die G erzeugt, und sei C eine beliebige
kompakte Teilmenge. Das folgende Lemma gibt eine untere Schranke von
K (G;Q) durch K (G;C) an.

3.3.12 Lemma. Sei G eine lokalkompakte Gruppe, C und Q beliebige kom-
pakte Teilmengen von G derart, da� Q die Gruppe G erzeugt, und � =
� (Q;C), dann ist K (G;Q) � ��1K (G;C).

Beweis. Sei � eine Darstellung von G auf H� ohne nichttriviale invariante
Vektoren. Zu jedem g 2 C gibt es q1; : : : ; q� 2 Q�1 [ f1g [ Q so, da�
g = q1 � � � q� ist. Nun gilt

k� (g) � � �k �
�X
k=1

k� (qk) � � �k � � sup
q2Q

k� (q) � � �k

f�ur � 2 H�. Somit ist

��1K (�;G; C) � K (�;G;Q) .

�

Das folgende liefert eine weitere Schranke f�ur Kazhdan-Konstanten einer
kompakten Gruppe bez�uglich beliebiger kompakter Mengen.

3.3.13 Korollar. Sei G eine kompakte Gruppe, Q ein beliebiges kompaktes
Erzeugendensystem und � = � (Q), dann gilt K (G;Q) � ��1

p
2. Ist jGj = n

sogar endlich, so gilt K (G;Q) � ��1
p

2n= (n� 1).
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Beweis. Das folgt mit Lemma 3.3.12 aus K (G;G) =
p

2 f�ur eine kompakte
Gruppe mit unendlich vielen Elementen und K (G;G) =

p
2n= (n� 1) f�ur

eine endliche Gruppe. Dies ist ein Ergebnis aus [17]. �

Ist G eine einfache nichtabelsche endliche Gruppe, dann erzeugt jede nichttri-
viale Konjugiertenklasse G. F�ur diese Gruppen wird die kleinste nat�urliche
Zahl n so, da� Qn = G f�ur jede Konjugiertenklasse Q 6= f1g, als �Uber-
deckungszahl cn (G) de�niert. O�ensichtlich ist � (Q) � cn (G) f�ur jede
nichttriviale Konjugiertenklasse Q � G.

Es gibt einige Berechnungen der �Uberdeckungszahl f�ur einfache nichtabel-
sche endliche Gruppen, z. B. in [2] und [34]. Unter Verwendung von Korol-
lar 3.3.13 erh�alt man daraus die folgenden unteren Schranken der Kazhdan-
Konstanten.

3.3.14 Satz. (a) F�ur die alternierende Gruppe An, n � 6, ist f�ur jede Kon-
jugiertenklasse Q 6= f1g die Kazhdan-Konstante K (An; Q) > 2

p
2=n.

(b) Sei G = PSL (n; k), die projektive spezielle lineare Gruppe eines Vek-
torraums der Dimension n � 2 �uber einem endlichen K�orper mit k � 4
Elementen, dann ist K (G;Q) >

p
2=max f3; ng f�ur jede Konjugierten-

klasse Q 6= f1g

Beweis. (a) Nach [2] ist f�ur die alternierende Gruppe An mit n � 6 die
�Uberdeckungszahl cn (An) die gr�o�te nat�urliche Zahl � n

2
.

(b) Nach [2, Seite 240] gilt cn (G) = 3 f�ur n = 2 und k � 4 und nach
[34] gilt cn (G) = n, falls n � 3 und k � 4. Eine Kombination dieser
Ergebnisse zeigt cn (G) = max f3; ng.

�

F�ur einfache nichtabelsche endliche Gruppen gilt auch folgende allgemeine
Schranke.

3.3.15 Satz. Sei G eine einfache nichtabelsche endliche Gruppe der Ord-
nung n = jGj und Q eine nichttriviale Konjugiertenklasse, dann gilt

K (G;Q) �
�
2�p

3
�p

2n

(n� 1) ln (n� 1)
.
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Beweis. Nach [42, Seite 538] gilt cn (G) � �
2�p

3
��1p

n� 1 ln (n� 1).
�

Sei G = SU (2), dann erh�alt man mit dieser Methode eine untere Schranke
der Kazhdan-Konstante. Die Konjugiertenklassen Qt von G sind durch den

Parameter t 2 [0; �] de�niert, wobei qt =

�
eit 0
0 e�it

�
ein Vertreter der

Konjugiertenklasse.

Es gilt Q��t = �Qt, da q��t =

�
ei(��t) 0

0 e�i(��t)

�
= �q�t = �q�1

t . Also

ist Qn
��t = (�1)nQn

t und insbesondere Qn
��t = G, falls Qn

t = G. Es reicht
also Qt f�ur 0 � t � �=2 zu betrachten.

3.3.16 Satz. F�ur 0 < t � �=2 gilt K (G;Qt) �
p

2=n, wobei n = d�=te die
kleinste ganze Zahl � �=t.

Beweis. Ist g 2 G und Spur (g) = 2 cos t, so ist g 2 Qt. Sei nun g =�
a b

�b a

�
2 G beliebig, dann gilt

Spur
�
gqtg

�1qs
�

= Spur

��
a b

�b a

��
eit 0
0 e�it

��
a �b
b a

��
eis 0
0 e�is

��
= Spur

��
aeit be�it

�beit ae�it

��
aeis �be�is
beis ae�is

��
= 2

�jaj2 cos (t+ s) + jbj2 cos (t� s)
�

Da jaj2 + jbj2 � 1, ist 2 cos (t + s) � Spur (gqtg
�1qs) � 2 cos (t� s) =

2 cos (jt� sj). F�ur 0 � t � �=n und k � n ist also

Qk
t = Qt

[
0�s�kt�t

Qs =
[

0�s�kt�t

[
jt�sj�r�t+s

Qr =
[

0�r�kt
Qr

und somit ist Qn
t = G, falls t = �=n.

F�ur t = �=2 gilt o�enbar Q2
t = G und damit ist K (G;Qt) �

p
2
�1

. F�ur
�
n
� t < �

n�1
gilt Qn

t = Qt

S
0�s�nt�tQt � Qt

S
0�s���tQs, da � � nt. Also

folgt Qn
t �

S
0�s���t

S
jt�sj�r�s+tQr =

S
0�r��Qr = G. F�ur �

n
� t < �

n�1
ist

also K (G;Qt) � n�1
p

2. �
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Wir werden in 3.5 die untere Schranke verbessern.

3.4 Die symmetrische Gruppe

In manchen F�allen gen�ugt es nur irreduzible Charaktere einer Untergruppe
zusammen mit einigen Charakteren der Gruppe zu betrachten. Dadurch ist
die �Ubertragung von Schranken f�ur Untergruppen auf Schranken der Gruppe
m�oglich. Dies wird hier gezeigt und zur Bestimmung einer unteren Schranke
f�ur die Kazhdan-Konstante der symmetrischen Gruppe bez�uglich der Konju-
giertenklasse der 2-Zyklen benutzt. Es ist nur n�otig zus�atzlich die Charaktere
zu betrachten, deren Einschr�ankung auf die Untergruppe die triviale Darstel-
lung enth�alt.

Eine untere Schranke f�ur den Realteil der normalisierten Charaktere einer
kompakten Gruppe G wird bestimmt aus einer unteren Schranke einer Un-
tergruppe U von G, die nichttrivialen Schnitt mit einer Konjugiertenklasse
Q von G hat. Danach folgt die Auff�uhrung einiger Ergebnisse in Zusammen-
hang mit den Darstellungen und Charakteren der symmetrischen Gruppe.

3.4.1 Lemma. SeiG eine kompakte Gruppe, Q eine Konjugiertenklasse und
U eine abgeschlossene Untergruppe von G derart, da� Q \ U 6= ;, dann ist
Q \ U =

S
t2T Vt eine Vereinigung von Konjugiertenklassen Vt von U . Sei

Z eine Menge irreduzibler Charaktere von G, Z 0 eine Menge irreduzibler
Charaktere von U und E � Z die Menge aller nichttrivialen Charaktere
� 2 Z so, da� die Einschr�ankung �jU einen irreduziblen Charakter, der
nicht in Z 0 liegt, enth�alt, dann ist

sup
�2Z

m�1
� Re� (Q) � max

�
sup
�2E

m�1
� Re� (Q) ; inf

t2T
sup
�2Z0

m�1
� Re� (Vt)

�
,

wobei m� = � (1) der Grad von � ist.

Beweis. Sei � 2 Z nE, dann gibt es  1; : : : ;  n 2 Z 0 so, da� �jU =
Pn

s=1  s.
Damit ist

m�1
� Re� (u) =

nX
s=1

m s

m�

m�1
 s

Re s (u) � sup
s=1;:::;n

m�1
 s

Re s (u)

� sup
 2Z0

m�1
 Re (u) .
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Insbesondere gilt dies f�ur u 2 Vt und somit ist

m�1
� Re� (Q) � inf

t2T
sup
 2Z0

m�1
 Re (Vt) .

Daraus folgt

sup
�2Z

m�1
� Re� (Q) = max

(
sup
�2E

m�1
� Re� (Q) ; sup

�2ZnE
m�1
� Re� (Q)

)

� max

�
sup
�2E

m�1
� Re� (Q) ; inf

t2T
sup
 2Z0

m�1
 Re (Vt)

�
.

�

Die Verwendung des Ergebnisses erm�oglicht nun eine untere Schranke der
Kazhdan-Konstante der symmetrischen Gruppe bez�uglich der Konjugierten-
klasse aller 2-Zyklen zu bestimmen.

Es ist m�oglich die �Aquivalenzklassen der Darstellungen von Sn durch die
Partitionen der nat�urlichen Zahl n zu parametrisieren. Eine Partition ist
eine Folge ganzer Zahlen b1 � b2 � : : : � br � 1 so, da�

Pr
k=1 bk = n,

und (b1; b2; : : : ; br) bezeichne eine solche Partition. Die Gruppe Sn�1 ist in
nat�urlicher Weise eine Untergruppe von Sn. Die Notation F 0 / F f�ur Parti-
tionen F 0 von n � 1 und F von n bezeichne b0s � bs f�ur 1 � s � r0, wobei
F = (b1; : : : ; br) und F 0 = (b01; : : : ; b

0
r0) ist (f�ur das obige sowie f�ur das n�achste

Lemma siehe z. B. [47, Seite 95{120]).

3.4.2 Lemma. Die Einschr�ankung der Darstellung �F von Sn auf Sn�1 ist

�F jSn�1

�=
M
F 0/F

�F 0.

Die triviale Darstellung von Sn entspricht gerade der Partition F = (n). Dies
zeigt, da� die triviale Darstellung genau dann in �F jSn�1

enthalten ist, wenn
(n� 1) = F 0 / F gilt. Das ist aber nur dann der Fall, wenn F = (n) oder
F = (n� 1; 1) ist.

Die Konjugiertenklassen von Sn sind durch die Zyklenstruktur ihrer Elemente
bestimmt. Das bedeutet, da� eine Konjugiertenklasse aus allen Permutatio-
nen besteht, deren Anzahl an 1-Zyklen gleich k1 ist, die Anzahl an 2-Zyklen
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gleich k2 ist und so weiter bis zur Anzahl der n-Zyklen kn, wenn die Permu-
tation durch disjunkte Zyklen gegeben ist. Daf�ur gilt dann

Pn
j=1 jkj = n

und 1k12k2 � � �nkn bezeichne die Konjugiertenklasse.

Die Zusammenfassung der Lemmata 3.4.1 und 3.4.2 ergibt folgendes.

3.4.3 Korollar. Sei n � 3, Z die Menge aller nichttrivialen Charaktere
von Sn, Z 0 die Menge aller nichttrivialen Charaktere von Sn�1 und Q =
1k12k2 � � � (n� 1)kn�1 mit k1 � 1, dann ist

V = Sn�1 \Q = 1k1�12k2 � � � (n� 1)kn�1

und

sup
�2Z

m�1
� Re� (Q) � max

�
m�1
�(n�1;1)

Re�(n�1;1) (Q) ; sup
�2Z0

m�1
� Re� (V )

�
,

wobei �(n�1;1) = Spur �(n�1;1).

F�ur die Partition F = (n� 1; 1) gilt folgendes.

3.4.4 Lemma. Die Werte des Charakters, der zur Partition F = (n� 1; 1)
geh�ort, sind

�(n�1;1)

�
1k12k2 � � �nkn� = k1 � 1.

Nun ist es m�oglich die Aussage �uber die untere Schranke der Kazhdan-
Konstante f�ur die 2-Zyklen zu beweisen.

3.4.5 Satz. F�ur n � 2 und die Konjugiertenklasse Q = 1n�221 der 2-Zyklen
gilt

K (Sn; Q) � 2p
n� 1

.

Beweis. Sei n = 2, dann gilt S2
�= C2 und die Bemerkung in 3.2 zeigt,

da� K (S2; Q) = 2. Nun ergibt Induktion zusammen mit Lemma 3.4.4 und
Korollar 3.4.3

K (Sn; Q) � min

(r
2� 2

n� 3

n� 1
;

2p
n� 2

)
=

2p
n� 1

.

�
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3.4.6 Bemerkung. F�ur eine Konjugiertenklasse Q von Sn mit sgnQ = �1
gilt allgemein K (Sn; Q) � 2=

p
n� 1. Dies folgt mit einem Ergebnis, das in

[20, Seite 167] dargelegt ist und besagt, da� m�1
� j� (Q)j � n�3

n�1
ist f�ur jeden

Charakter � mit m� � 2 und jede Konjugiertenklasse Q 6= f1g. In [20,
Seite 167] erscheint jedoch nur das Ergebnis und der Beweis ist nur in einem
nicht ver�o�entlichten Manuskript enthalten.

Die untere Schranke aus Satz 3.4.5 ist besser als die, die aus einem Ergebnis
aus [3] folgt. Dort erfolgte die Bestimmung der exakten Kazhdan-Konstante
von Sn relativ zu f(1; 2) ; (2; 3) ; : : : ; (n� 1; n)g als

p
24= (n3 � n). Da die

Konjugiertenklasse aller 2-Zyklen diese Menge enth�alt, gilt o�ensichtlich

K (Sn; Q) �
r

24

n3 � n
=

r
6

n2 + n

2p
n� 1

und
p

6= (n2 + n) < 1 f�ur n � 3.

3.5 Die spezielle unit�are Gruppe

In diesem Abschnitt steht die Gruppe G = SU (n) aller unit�aren n� n Ma-
trizen g mit Determinante 1 im Vordergrund. Ziel ist die Bestimmung einer
unteren Schranke der Kazhdan-Konstante. Zuerst wird die untere Schranke,
die man aus Satz 3.2.2 im Fall SU (2) erh�alt, nach unten abgesch�atzt. Dies
ergibt auch eine untere Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante von SO (3). Auf
�ahnliche Weise wie f�ur SU (2) ist es auch m�oglich eine untere Schranke der
Kazhdan-Konstante von U (2) zu bestimmen.

Anschlie�end folgt die L�osung eines Problems von P. de la Harpe. Dies
beinhaltete die Bestimmung der Kazhdan-Konstante einer Darstellung von
SU (2). Es zeigt dann, da� man eine echte untere Schranke erh�alt und nicht
wie im Fall der zyklischen Gruppen, die untere Schranke gleich der Kazhdan-
Konstante ist. Danach wird der Fall n � 3 betrachtet. Dies geschieht durch
die Absch�atzung der normalisierten Charaktere der nichttrivialen Darstel-
lungen von SU (n) durch die normalisierten Charaktere der nichttrivialen
Darstellungen von SU (n� 1). Mit Induktion erh�alt man daraus eine untere
Schranke der Kazhdan-Konstante von SU (n).
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Im ersten Teil ist nun n = 2. Sei G = SU (2), Qt die Menge aller g 2 G mit

Eigenwerten e�it und qt =

�
eit 0
0 e�it

�
, dann gilt Qt = fh�1qth : h 2 Gg.

Zu jeder nichtnegativen ganzen Zahl m gibt es genau eine �Aquivalenzklasse
irreduzibler Darstellungen, siehe z. B. [22, Seite 143]. Die homogenen Po-

lynome e0; : : : ; em mit er (z; w) =
q

(m+1)!
r!(m�r)!z

rwm�r f�ur r = 0; : : : ; m bilden

eine orthonormale Basis des Darstellungsraums zu einer solchen Darstellung
�m und �m (qt) operiert darauf diagonal. Denn es gilt

�m (qt) er (z; w) = er
�
q�1
t (z; w)

�
= er

�
e�itz; eitw

�
= ei(m�2r)ter (z; w) .

Das folgende ist eine Konsequenz aus Lemma 3.2.1 und Satz 3.2.2.

3.5.1 Satz. Sei G = SU (2), �m die irreduzible Darstellung von G auf Hm

vom Grad m+1 und Qt die Konjugiertenklasse von qt =

�
eit 0
0 e�it

�
, dann

gilt

2 max
0�r�m

jsin ((m=2� r) t)j � K (�m; G;Qt) �
r

2� 2

m+ 1

sin ((m + 1) t)

sin t

und
K (G;Qt) � jsin tj .

Beweis. Lemma 3.2.6 zeigt, da�

K (�m; G;Qt) � sup
0�r�m

��ei(m�2r)t � 1
�� = 2 max

0�r�m
jsin ((m=2� r) t)j

gilt, da genau die Charaktere  m�2r < �mjUt sind, wobei Ut der Abschlu�

der Untergruppe ist, die qt erzeugt, und  m�2r (qt) = ei(m�2r)t ist.

F�ur den Charakter �m = Spur �m gilt

�m (qt) =
mX
r=0

ei(m�2r)t =
ei(m+1)t � e�i(m+1)t

eit � e�it
=

sin ((m + 1) t)

sin t
.

Also gilt

K (�m; G;Qt) �
r

2� 2

m+ 1

sin ((m + 1) t)

sin t
.
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Es gilt 2 (m + 1)� 2 Re� (qt) =
Pm

r=0

��1� ei(m�2r)t
��2, wobei��1� ei(m�2r)t

�� =
��e�i(m=2�r)t + ei(m=2�r)t

�� = 2 jsin ((m� 2r) t=2)j .

F�ur 0 � t � �
2

ist t 7! (sin t)2 monoton steigend und damit sind alle Funk-

tionen t 7! (sin ((m� 2r) t=2))2 monoton steigend f�ur 0 � t � �
m

. Also
ist

2� 2

m+ 1
Re� (qt) =

4

m + 1

mX
r=0

(sin ((m� 2r) t=2))2

� 4 (sin (t=2))2 � (2 sin (t=2) cos (t=2))2

= (sin t)2 .

F�ur arcsin (2= (m + 1)) � t � � � arcsin (2= (m + 1)) gilt

2� 2

m + 1

sin ((m + 1) t)

sin t
� 2� 2

(m+ 1) sin t
� 1 � (sin t)2 .

Es ist
��� sin((m+1)(��t))

sin(��t)

��� =
��� sin((m+1)t)

sin t

��� und damit

2� 2

m + 1

sin ((m+ 1) t)

sin t
� 2� 2

m+ 1

����sin ((m + 1) t)

sin t

���� � (sin t)2

f�ur � � �
m
� t � �.

Da arcsin (2= (m + 1)) � �
m+1

� �
m

, ist 2� 2
m+1

sin((m+1)t)
sin t

� (sin t)2 und damit

K (G;Q) � sin t

f�ur 0 � t � �. �

Die folgende Abbildung zeigt die unteren Schranken von K (�m; G;Q) f�ur
m = 1; : : : ; 11 und von K (G;Q).
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Untere Schranken von K (�m; G;Q) f�ur m = 1; : : : ; 11 und K (G;Q)

F�ur G = SO (3) erh�alt man Ad (SU (2)) = G bzw. G �= SU (2) = f�Ig und
die irreduziblen Darstellungen �m vom Grad 2m + 1, wobei �m Æ Ad = �2m.
F�ur eine Herleitung siehe z. B. [22, Seite 146]. Damit folgt entsprechend

K (�m; G;Qt) �
q

2� 2
2m+1

sin((2m+1)t)
sin t

f�ur eine Konjugiertenklasse Qt von0@ cos t 0 � sin t
0 1 0

sin t 0 cos t

1A und K (G;Qt) � jsin tj.

F�ur G = U (2) erh�alt man �m;n mit m � 0, n 2 Z und m � nmod 2 als Ver-

treter der �Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen. F�ur eine Herleitung
siehe z. B. [22, Seite 147]. Sie sind de�niert durch �m;n

�
ei#h

�
= ein#�m (h)

f�ur h 2 SU (2).

3.5.2 Korollar. Sei G = U (2) und Qt die Konjugiertenklasse von qt =�
eit1 0
0 eit2

�
, dann gilt

K
�
�m;n; G;Qt

�
�

r
2� 2

m+ 1
cos (n (t1 + t2) =2)

sin ((m+ 1) (t1 � t2) =2)

sin t

und
K (G;Qt) � jsin ((t1 � t2) =2)j .
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Beweis. Es gilt Spur �m;n (g) = ein(t1+t2)=2 sin((m+1)(t1�t2)=2)
sin((t1�t2)=2) f�ur g = qt =�

eit1 0
0 eit2

�
= ei(t1+t2)=2

�
ei(t1�t2)=2 0

0 e�i(t1�t2)=2

�
. Also gilt

K
�
�m;n; G;Qt

� �s2� 2

m+ 1
cos (n (t1 + t2) =2)

sin ((m+ 1) (t1 � t2) =2)

sin ((t1 � t2) =2)

f�ur die Konjugiertenklasse Qt von qt und, da

K
�
�m;n; G;Qt

� �
s

2� 2

m+ 1

����sin ((m + 1) (t1 � t2) =2)

sin ((t1 � t2) =2)

����
� jsin ((t1 � t2) =2)j

ist, ist auch K (G;Qt) � jsin ((t1 � t2) =2)j. �

Der folgende Satz bestimmt den exakten Wert der Kazhdan-Konstante f�ur die
Darstellung �2 von SU (2) und zeigt, da� im allgemeinen die untere Schranke
aus Satz 3.2.2 nicht den exakten Wert liefert ist. Die Bestimmung dieser
Kazhdan-Konstante wurde von P. de la Harpe als Problem gestellt.

3.5.3 Satz. F�ur die Darstellung � = �2 von G = SU (2) gilt

K (�;G;Qt) = 2 jsin tj .

Beweis. Sei P die Projektion auf den von den Basisvektoren e0 und e2 auf-
gespannten Raum, dann gilt

K (�;G;Qt)
2 = inf

� 6=0
k�k�2 sup

h2G
k� (qt)� (h) � � � (h) �k2

=
��e2it � 1

��2 inf
� 6=0

k�k�2 sup
h2G

kP� (h) �k2 .

Also gilt suph2G kP� (h) �k2 = k�k2� infh2G kP1� (h) �k2 f�ur die orthogonale

Projektion P1 = P? auf e1. F�ur h =

�
a b

�b a

�
2 SU (2) mit jaj2 + jbj2 = 1

gilt P1� (h) � =
��p2ab�0 +

�jaj2 � jbj2� �1 +
p

2ab�2
�
e1, wobei � = �0e0 +

�1e1 + �2e2. Falls �1 = 0 ist, setzt man a = 1, b = 0, dann ist P1� (h) � = 0.
Um nun f�ur �1 6= 0 zu zeigen, da� es ein h gibt mit P1� (h) � = 0, kann man



3. Kazhdan-Konstanten kompakter Gruppen 150

annehmen, da� �1 = 1 ist. Ansonsten dividiert man die Gleichung durch �1.
Damit folgt

Im
�
�
p

2ab�0 + jaj2 � jbj2 +
p

2ab�2

�
=

p
2 Im

��ab�0 + ab�2
�

= �
p

2 Im
�
ab
�
�0 + �2

��
.

Damit der Imagin�arteil 0 wird, mu� gelten ab = jabj e�i#, falls �0 + �2 =
ei#
���0 + �2

�� ist. F�ur geeignete jaj und jbj mit jaj2 + jbj2 = 1 ist

Re
�
�
p

2ab�0 + jaj2 � jbj2 +
p

2ab�2

�
=

p
2 Re

��ab�0 + ab�2
�

+ jaj2 � jbj2
= �

p
2 Re

�
ab
�
�0 � �2

��
+ jaj2 � jbj2

= �
p

2 jabjRe
�
e�i#

�
�0 � �2

��
+ jaj2 � jbj2 = 0.

Also gibt es ein h 2 SU (2) so, da� P1� (h) � = 0 ist. Somit ist K (�;G;Qt) =
j1� e2itj = je�it � eitj = 2 jsin tj, da infh2G kP1� (h) �k2 = 0. �

Damit ist K (�2; G;Qt) >
q

2� 2
3
sin(3t)
sin t

f�ur 0 < t < �, da

2� 2

3

sin (3t)

sin t
= 2� 4

3
(cos t)2 � 2

3
cos (2t) = 2� 2 (cos t)2 +

2

3
(sin t)2

=
8

3
(sin t)2 < 4 (sin t)2 .

Nun folgt die Betrachtung des allgemeinen Falls n � 2. Sei � = (�1; : : : ; �n)
ein Vektor ganzer Zahlen �s mit �1 � �2 � : : : � �n, dann wird de�niert
�� (x) = detM� (x) = detM0 (x), wobei M� (x) die Matrix mit den KoeÆzi-

enten x
�s+n�s
r bezeichne f�ur r; s = 1; : : : ; n und x 2 Tn. Die Matrix M0 (x)

ist eine Vandermonde-Matrix und damit ist detM0 (x) =
Q

1�r<s�n (xr � xs).

Es ist m�oglich die �Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von SU (n)
durch Vektoren nichtnegativer ganzer Zahlen � =

�
�1; : : : ; �n�1; �n

�
zu para-

metrisieren mit �1 � �2 � : : : � �n�1 � �n = 0 und der Wert des Charakters
von g 2 SU (n), der zum Parameter � geh�ort, ist �� (x), wobei x1; : : : ; xn die
Eigenwerte der Matrix g sind, siehe z. B. [47, Seite 237].

3.5.4 Lemma. Sei y = (x1; : : : ; xn�1), dann gilt

detM� (x)Qn�1
r=1 (xr � xn)

=

�1X
�1=�2

� � �
�n�1X

�n�1=�n

x�1+���+�n��1�:::��n�1
n detM� (y) .
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Beweis. Sei �s = �s � �n f�ur s = 1; : : : ; n � 1, dann erh�alt man durch
elementare Umformung

det

0BBB@
x
�1+n�1
1 � � � x

�n�1+1
1 x

�n
1

...
...

...

x
�1+n�1
n�1 � � � x

�n�1+1
n�1 x

�n
n�1

x
�1+n�1
n � � � x

�n�1+1
n x

�n
n

1CCCA
= (x1 � � �xn)�n det

0B@ x�1+n�1
1 � x�1+n�1

n � � � x
�n�1+1
1 � x�n�1+1

n
...

...

x�1+n�1
n�1 � x�1+n�1

n � � � x�n�1+1
n�1 � x�n�1+1

n

1CA
und somit ist der Wert von (x1 � � �xn)��n detM� (x) =

Qn�1
r=1 (xr � xn) gleich

det

0B@
P�1+n�2

�=0 x�1x
�1+n�2��
n � � � P�n�1

�=0 x�1x
�n�1��
n

...
...P�1+n�2

�=0 x�n�1x
�1+n�2��
n � � � P�n�1

�=0 x
�
n�1x

�n�1��
n

1CA
= det

0B@
P�1+n�2

�=�2+n�2 x
�
1x

�1+n�2��
n � � � P�n�1

�=0 x
�
1x

�n�1��
n

...
...P�1+n�2

�=�2+n�2 x
�
n�1x

�1+n�2��
n � � � P�n�1

�=0 x
�
n�1x

�n�1��
n

1CA .

Die Multilinearit�at der Determinante zusammen mit �s = �s + �n ergibt
obige Formel. �

Dieses Lemma liefert eine Rekursionsformel f�ur �� (x). Es zeigt auch, da�
�� (x) f�ur alle x de�niert ist und nicht nur f�ur diejenigen mit detM0 (x) 6= 0.
Insbesondere ist der Wert f�ur x = (1; : : : ; 1) gleich

m� =

�1X
�1=�2

�2X
�2=�3

� � �
�n�2X

�n�2=�n�1

�n�1X
�n�1=�n

m�.

Sei im folgenden Nn =
�
� 2 Zn : �1 � 1; �1 � �2 � : : : � �n�1 � �n = 0

	
,

dann gilt n � inf�2Nn m�. Denn es ist 2 = inf�2N2 m� und f�ur n � 3 gilt

inf
�2Nn

m� � 1 + inf
�2Nn

�
(�1 � �2 + 1) � � � ��n�1 � �n + 1

�� 1
�

inf
�2Nn�1

m�

� 1 + n� 1 = n,

da f�ur �0 = (�1 � �n�1; : : : ; �n�2 � �n�1; 0) gilt m�0 = m�. Allgemeiner gilt
sogar j��0 (y)j = j�� (y)j f�ur y = (x1; : : : ; xn�1) 2 Tn�1.
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3.5.5 Lemma. Sei n � 3, x = (x1; : : : ; xn) 2 Tn und y = (x1; : : : ; xn�1),
dann gilt

sup
�2Nn

m�1
�

���� (x)
�� � 1

n
+
n� 1

n
sup

�2Nn�1

m�1
� j�� (y)j .

Beweis. Das vorige Lemma zeigt, da�

���� (x)
�� � �1X

�1=�2

�2X
�2=�3

� � �
�n�2X

�n�2=�n�1

�n�1X
�n�1=0

j�� (y)j

ist. Ist �2 = �n�1, dann gilt

m�1
�

���� (x)
�� � 1

m�

+
m� � 1

m�

�1X
�1=�2

� � �
minf�n�1;�1�1gX

�n�1=0

m�

m� � 1
m�1
� j�� (y)j

� 1

m�
+
m� � 1

m�
sup

�2Nn�1

m�1
� j�� (y)j

� 1

n
+
n� 1

n
sup

�2Nn�1

m�1
� j�� (y)j ,

da n � inf�2Nn m�. Ist nun �2 > �n�1, dann ist

m�1
�

���� (x)
�� �

�1X
�1=�2

�2X
�2=�3

� � �
�n�2X

�n�2=�n�1

�n�1X
�n�1=0

m�

m�
m�1
� j�� (y)j

� sup
�2Nn�1

m�1
� j�� (y)j

� 1

n
+
n� 1

n
sup

�2Nn�1

m�1
� j�� (y)j .

�

3.5.6 Korollar. Sei n � 2 und xr = eitr f�ur r = 1; : : : ; n, dann gilt

inf
�2Nn

s
2� 2

m�

���� (x)
�� �r 2

n
jsin ((t1 � t2) =2)j .

Beweis. F�ur n = 2 folgt dies aus Korollar 3.5.2.
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Sei n � 3, dann folgt f�ur y = (x1; : : : ; xn�1) aus Lemma 3.5.5

inf
�2Nn

s
2� 2

m�

���� (x)
�� � inf

�2Nn�1

s
2� 2

�
1

n
+
n� 1

n
m�1
� j�� (y)j

�
=

r
n� 1

n
inf

�2Nn�1

r
2� 2

m�
j�� (y)j.

Mit Induktion und Korollar 3.5.2 folgt

inf
�2Nn

s
2� 2

m�

���� (x)
�� �

r
2

n
inf
�2N2

r
2� 2

m�
j�� (x1; x2)j

�
r

2

n
jsin ((t1 � t2) =2)j .

�

Nun ist es m�oglich folgende untere Schranke f�ur die Kazhdan-Konstante von
SU (n) zu bestimmen.

3.5.7 Satz. F�ur G = SU (n) und die Konjugiertenklasse Qt mit den Eigen-
werten eit1 ; : : : ; eitn gilt

K (G;Qt) �
r

2

n
max

1�r;s�n
jsin ((tr � ts) =2)j .

Beweis. Sei xr = eitr f�ur r = 1; : : : ; n, dann folgt nach obigem Korollar

K (G;Qt) � inf
�2Nn

s
2� 2

m�
Re�� (x) � inf

�2Nn

s
2� 2

m�

���� (x)
��

�
r

2

n
jsin ((t1 � t2) =2)j .

Da eine Permutation der Eigenwerte x1; : : : ; xn die Konjugiertenklasse Qt

nicht �andert, folgt

K (G;Qt) �
r

2

n
max

1�r;s�n
jsin ((tr � ts) =2)j .

�
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Anhang A

Das Spektrum zusammenh�angender Graphen

Dieser Anhang enth�alt eine Liste der Spektren ungerichteter Graphen mit
bis zu f�unf Knoten.

Die Werte mit weniger als vier Stellen sind exakt, d. h. 0; 5 bedeutet wirklich
1=2, die anderen sind auf f�unf Stellen gerundet.

Die Eigenwerte sind der Gr�o�e nach geordnet mit Vielfachheiten angegeben
ohne �1 = 0 jedesmal aufzuf�uhren.

Die folgenden beiden Graphen liefern ein Beispiel daf�ur, da� die Graphen
nicht durch ihr Spektrum eindeutig bestimmt sind. Das Spektrum ist beide
Male f0; 1; 2g, wobei der Eigenwert 1 jeweils mit Vielfachheit 2 auftritt.

r r

r r

r r r

r

Hinzugef�ugte Kanten vergr�o�ern auch den zweitkleinsten Eigenwert � = �2
nicht notwendigerweise, wie die folgenden beiden Graphen zeigen.

r r

r r

r

�
�

@
@

� t 0; 69098
r r

r r

r

�
�

@
@

� t 0; 66667
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Graph Spektrum
�2 �3 �4 �5

r r 2

r r

r

�
�
�

T
T
T

1; 5 1; 5

r r r 1 2

r r

r r

�
�
��

@
@

@@ 1; 3333 1; 3333 1; 3333

r r

r r

�
�
�� 1 1; 3333 1; 6667

r r

r r

1 1 2

r r r

r

1 1 2

r r r

r

�
�
�

T
T
T

0; 77129 1; 5 1; 7287

r r r r 0; 5 1; 5 2

r r

r r

r

�
�
��

@
@

@@

��
��

��

PPPPPP

�
�

@
@ 1; 25 1; 25 1; 25 1; 25

r r

r r

r

�
�
��

@
@

@@

��
��

��

PPPPPP

�
�

@
@ 1 1; 25 1; 25 1; 5

r r

r r

r

�
�
��

@
@

@@ 1 1 1; 3333 1; 6667

r

r

r r

r

�
�

�
�

@
@

@
@

��
��

HHHH 1 1 1; 25 1; 75

r r

r r

r

�
�
�� 1 1 1 2

r r

r r

r

�
�
��

@
@

@@ 1 1 1 2
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Graph Spektrum
�2 �3 �4 �5

r r

r r

r

�
�
��

@
@

0; 86193 1 1; 3333 1; 8047

r r

r r

r

�
�
��

@
@

@@

�
�

@
@ 0; 85233 1; 25 1; 3333 1; 5643

r r

r r

r

@
@
@@

0; 77129 1 1; 5 1; 7287

r r

r r

r�
�
��@

@
@@

0; 72571 1; 3333 1; 3333 1; 6076

r r

r

r

r

�
�
�

T
T
T

�
�
�

T
T
T

0; 72571 1; 1667 1; 5 1; 6076

r r

r

r

r

T
T
T

�
�
�

0; 69098 1 1; 5 1; 8090

r r

r r

r

�
�

@
@ 0; 69098 0; 69098 1; 8090 1; 8090

r r

r r

r

�
�

@
@ 0; 66667 1 1; 5 1; 8333

r r

r r

r

0; 59175 1 1; 4082 2

r r

r r

r�
�
�� 0; 56574 1; 3333 1; 3333 1; 7676

r r r r

r

�
�
�

T
T
T

0; 56574 1 1; 6667 1; 7676

r

r

r

r

r

"
"
"
"
""b

b
b
b
bb

0; 5 1; 5 1; 5 1; 5

r r r r

r

0; 42265 1 1; 5774 2

r r r r

r

�
�
�

T
T
T

0; 34594 1; 2975 1; 5 1; 8566

r r r r r 0; 29289 1 1; 7071 2
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Anhang B

Graphen aus Erzeugendensystemen von Gruppen

Dieser Anhang enth�alt eine Liste der Graphen mit bis zu f�unf Knoten samt
den Erzeugendensystemen, aus denen sie entstehen, und den dazugeh�origen
Gruppen. Dabei ist zu beachten, da� nur jeweils die gr�o�ten Gruppen aufge-
f�uhrt sind, in dem Sinn, da� auch Faktorgruppen der angegebenen Gruppe
mit entsprechendem Erzeugendensystem denselben Graphen erzeugen k�on-
nen. Beispielsweise erzeugt folgenden Graphen mit dem Erzeugendensystem
S = fx; y; xy; yx; xyxg nicht nur � = hx; y : x2; y2i �= D1, sondern auch

� =
D
x; y : x2; y2; (xy)k

E �= Dk mit k � 4.

r

r

r

r

r

"
"
"
"
""b

b
b
b
bbx

yx

y

xyx

xy

Abschnitt 1.5 enth�alt f�ur die dort bestimmten Graphen auch die entspre-
chenden Faktorgruppen.

Durch Vergleich mit den Spektren in Anhang A l�a�t sich feststellen, da�
jene Graphen, auf die sich das Kriterium von A. _Zuk anwenden lie�e, end-
liche Gruppen erzeugen. Alle unendlichen Gruppen in folgender Liste sind
auch keine Kazhdan-Gruppen, denn D1 = hx; y : x2; y2i ist keine Kazhdan-
Gruppe, da sie eine zu Z isomorphe Untergruppe mit Index 2 enth�alt. Die
Gruppe PSL (2;Z) ist ebenfalls keine Kazhdan-Gruppe. Die beiden Grup-

pen
D
x; y : x4; y2; (yx2)

2
E

und hx; y : x4; y4; x2y2i besitzen jeweils eine Fak-

torgruppe isomorph zu D1 und sind damit auch keine Kazhdan-Gruppen.
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Gruppe Graph
� = hx : x3i �= Z=3Z
S = fx�1g r r

x x�1

� = hx : x4i �= Z=4Z
S = fx�1; x2g

r r

r

�
�
�

T
T
T

x x�1

x2

� =


x; y : x2; y2; (xy)2

� �= D2�= hx : x2i � hy : y2i
�= (Z=2Z) � (Z=2Z)

S = fx; y; xyg
r r

r

�
�
�

T
T
T

x y

xy

� = hx : x5i �= Z=5Z
S = fx�1; x�2g

r r

r r

�
�
��

@
@

@@

x2

x

x�2

x�1

� = hx : x6i �= Z=6Z
S = fx�1; x�2g

r r

r r

x2

x

x�2

x�1

� =


x; y : x2; y2; (xy)3

� �= D3

S = fx; y; xy; yxg
r r

r r

x

xy

y

yx
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Gruppe Graph
� = hxi �= Z
S = fx�1; x�2g r r r r

x2 x x�1 x�2

� = hx; y : x2; y2i �= D1;
S = fx; y; xy; yxg r r r r

xy x y yx

� = hx : x6i �= Z=6Z
S = fx�1; x�2; x3g

r r

r r

r

�
�
��

@
@

@@

��
��

��

PPPPPP

�
�

@
@

x�1

x

x�2

x2

x3

� =


x; y : x2; y2; (xy)3

� �= D3

S = fx; y; xy; yx; xyxg
r r

r r

r

�
�
��

@
@

@@

��
��

��

PPPPPP

�
�

@
@

x

xy

y

yx

xyx

� = hx; y : x2; y2i �= D1
S = fx; y; xy; yx; xyxg

r

r

r

r

r

"
"
"
"
""b

b
b
b
bbx

yx

y

xyx

xy

� =


x; y; z : x2; y2; z2; (zx)2 ; (zy)2

�
�= hx; y : x2; y2i � hz : z2i
�= D1 � (Z=2Z)

S = fx; y; z; zx; zyg r

r

r

r

r

"
"
"
"
""b

b
b
b
bbz

zx

x

zy

y

� =
D
x; y : x4; y2; (yx2)

2
E

S = fx�1; x2; y; yx2g
r

r

r

r

r

"
"
"
"
""b

b
b
b
bbx2

x�1

x

yx2

y
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Gruppe Graph

� = hx; y : x4; y4; x2y2i
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