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3.2.3.5 Blockgrenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2.3.6 Periodische Ränder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2.4 Implementierung des iterativen Lösungsverfahrens . . . . . . . 58



INHALTSVERZEICHNIS VII

3.3 Finite-Elemente Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.3.1 Diskretisierung der Grundgleichungen . . . . . . . . . . . . . . 61

3.3.2 Berechnung der Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.3.3 Numerische Integration der Elementmatrizen . . . . . . . . . . 67

3.3.4 Superposition der Gesamtstruktur und Randbedingungen . . . 69

3.3.5 FEM Lösungsalgorithmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.3.5.1 Statische Berechnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.3.5.2 Modalanalyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.3.5.3 Harmonische Analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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XVII

Zusammenfassung

Die meisten technisch-wissenschaftlichen Problemstellungen können zur Gruppe der
Mehrfeldprobleme gezählt werden. Der Grund hierfür liegt darin, dass im Normalfall
gleichzeitig unterschiedliche physikalische Phänomene wirken und sich gegenseitig
beeinflussen. Eine für viele Anwendungsgebiete wichtige Gruppe solcher Mehrfeld-
probleme ist durch die Interaktion von Fluiden und beweglichen bzw. elastischen
Strukturen charakterisiert.
Das numerische Programmsystem, das während dieser Arbeit entstand, bietet die
Möglichkeit, strömungs- und strukturdynamische Berechnungen gekoppelt durch-
zuführen.
Hierzu wurde der am Lehrstuhl für Fluidmechanik der TU-München entwickelte
CFD-Code auf die gegebene Problemstellung erweitert. Das Verfahren berücksich-
tigt Kompressibilitäts- und Reibungseffekte ebenso wie die Fluid-Interaktionen zwi-
schen rotierenden und stehenden strömungsführenden Elementen. Durch ein erwei-
tertes Druckkorrekturverfahren können sowohl inkompressible als auch kompressible
Strömungen von Fluiden mit ein und derselben Diskretisierung berechnet werden.
Außerdem wurde ein Finite-Elemente Methode Code zur numerischen Strukturana-
lyse implementiert. Dieses Programm enthält die in der Praxis gängigen Simula-
tionsmethoden der Strukturanalyse, d.h. die statische und dynamische Berechnung
der Verformungen sowie die modale- und harmonische Analyse. Damit lassen sich in-
stationäre Berechnungen sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich durchführen.
Beide numerischen Werkzeuge wurden in dieser Arbeit an Hand von Messungen und
analytischen Lösungen, soweit verfügbar, validiert und mit den entsprechenden Er-
gebnissen kommerzieller Programme verglichen. Bei den durchgeführten Strömungs-
berechnungen wurde CFX und bei der Strukturanalyse ANSYS als Referenz ver-
wendet. Für die fluiddynamischen Berechnungen ergab sich für alle betrachteten
Anwendungen eine sehr gute Übereinstimmung zwischen dem komerziellen und dem
im Rahmen dieser Arbeit entwickelten CFD-Codes. Für die untersuchten Anwen-
dungen aus dem Gebiet der Strukturdynamik stellten sich vernachlässigbare Unter-
schiede zwischen dem implementierten FEM-Code und ANSYS heraus.
Für die Kopplung der fluid- und strukturdynamischen Berechnungen wurden beide
Codes um entsprechende Schnittstellen erweitert, um die parallele Berechnung des
Strömungsfeldes, der Strukturantwort und deren Interaktion effizient zu ermögli-
chen. Dabei wurde die Berechnung der Strukturantwort in den iterativen Algorith-
mus des Strömungslösers eingearbeitet, d.h. während einer Iteration werden die pro-
blembeschreibenden Gleichungen sequentiell gelöst.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Der Entwurf von leistungsfähigen Turbomaschinen erfolgt in mehreren getrennten
Schritten. Die Folge davon sind meist lange Entwicklungszeiten und damit verbun-
den hohe Kosten. Um diese Abläufe zu rationalisieren, muss die Entwicklungszeit
bei gleichzeitiger Verbesserung der Qualität verkürzt werden.
Die nötigen Schritte hierzu sind der Einsatz von leistungsfähigen Rechnersystemen
im Bereich der Konstruktion mittels Computer-Aided-Design CAD, der Strömungs-
berechnung mittels Computational-Fluid-Dynamics CFD und der Strukturanalyse
mittels Computational-Structure-Analysis CSA.
Die Anwendung von numerischen Methoden beim Entwurf oder bei der Optimierung
von technischen Systemen hat mehrere Vorteile. Durch Variation der Geometrie las-
sen sich Parameterstudien in einfacher Weise durchführen. Dies führt zu verkürzten
Entwicklungszeiten und zu einer Minimierung des erforderlichen Prototypenbaus,
was eine Reduzierung der Kosten zur Folge hat. Außerdem lassen sich technische
Systeme an experimentell schwer zugänglichen Orten analysieren.
Durch die Aufteilung der oben genannten Entwicklungsbereiche ergeben sich in der
Praxis häufig Schnittstellenprobleme. Wie sich gezeigt hat, werden diese Teilberei-
che meist von verschiedenen Sachbearbeitern betreut, was zusätzliche Probleme zur
Folge haben kann. Darüber hinaus kann eine Optimierung des gesamten Entwurfs
oft nicht isoliert in den Bereichen der Fluiddynamik und Strukturdynamik durch-
geführt werden. Bei Flugzeugen kann beispielsweise die Tragfläche nicht immer als
starr angenommen werden. Durch die Verformung des Flügels ändert sich seine Um-
strömung und damit der Widerstands- und Auftriebsbeiwert. Die Strömung durch
offene Laufräder in Turbomaschinen hat eine Verformung der Beschaufelung zur
Folge. Daraus kann eine veränderte Strömungsführung resultieren, die nicht dem
gewünschten Verhalten entspricht. Maschinen mit fluidgelagerten Bauteilen können
nur unter Berücksichtigung der Interaktion zwischen dem Strömungsfeld und dem
Festkörper physikalisch richtig simuliert werden.
Aus den genannten Gründen war das Ziel dieser Arbeit, ein numerisches Werkzeug
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zu erstellen, mit dem der Anwender eine vollständige, strömungs- und strukturdy-
namische Analyse durchführen kann. Der Anwender ist somit in der Lage, innerhalb
kurzer Zeit Aussagen über das hydro- bzw. aerodynamische Betriebsverhalten und
die Strukturbelastung zu treffen. Damit können schon im Vorfeld gute von weniger
guten Entwürfen getrennt werden. Außerdem wird die Interaktion zwischen dem
Fluid und der um- bzw. durchströmten Struktur bei der numerischen Simulation
berücksichtigt, was eine umfassendere Modellierung der technischen Problemstel-
lung erlaubt.
Für den praktischen Einsatz von numerischen Rechenverfahren im Entwicklungs-
und Optimierungsprozess müssen diese mehrere Anforderungen erfüllen. Die we-
sentlichen physikalischen Phänomene wie Impuls-, Massen- und Energieerhal-
tung müssen durch die Rechenverfahren korrekt wiedergegeben werden. Außerdem
müssen die verwendeten Simulationsmethoden eine hohe Flexibilität in der Geome-
triebeschreibung zulassen. Des Weiteren müssen kurze Rechenzeiten realisiert wer-
den, die ein interaktives Arbeiten zulassen. Da sich die oben genannten Anforderun-
gen zum Teil widersprechen, muss bei der praktischen Anwendung ein Kompromiss
zwischen bestmöglicher Modellierung und der dafür benötigten Rechenzeit gefunden
werden.

1.2 Stand der Technik

Numerische Methoden werden in den unterschiedlichsten technischen und wissen-
schaftlichen Disziplinen angewendet. Im Bereich des Maschinenbaus sind dies vor
allem die Simulation von Strömungsvorgängen, die Strukturanalyse sowie die Be-
rechnung von Wärmeleitung und -transport.

Berechnung des Strömungsfeldes

Die Anwendung rechnergestützer Simulationen ist sehr eng mit der Leistungsfähig-
keit der verfügbaren Computer gekoppelt. Obwohl die mathematischen Methoden
der heutigen numerischen Strömungsberechnung schon lange zuvor bekannt waren,
ist der anwendungstechnische Durchbruch der CFD erst der Bereitstellung der für ein
ausreichendes Niveau physikalischer Modellierungen notwendigen Rechner ab den
70er Jahren des letzten Jahrhunderts zu verdanken. Anfänglich wurde mangels Rech-
nerleistung quasidreidimensionale Q3D Euler-Verfahren zur Simulation von Turbo-
maschinen eingesetzt. Die entsprechende Theorie geht auf Wu [79] zurück. Schil-

ling [60, 61] wendete dieses Verfahren für hydraulische Strömungsmaschinen an.
Für thermische Strömungsmaschinen wurde ebenfalls ein Q3D-Verfahren eingesetzt,
siehe z.B. Krain [31]. Die nächst genauere Modellierung entspricht dem 3D Euler-
Verfahren, welches z.B. von Riedel [55] angewendet wurde. Zur Berechnung von
reibungsbehafteten Strömungen werden heute die Reynolds- bzw. Favré-gemittelten
Gleichungen gelöst, siehe z.B. Bader [2] oder Skoda [68]. Alternativ dazu wurde
von Schilling und Müller [62, 47] ein Navier-Stokes Q3D-Verfahren entwickelt.
Eine genauere Modellierung als die Mittelung der Navier-Stokes Gleichungen stellt
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die Large-Eddy Simulation LES dar, bei der die groben turbulenten Strukturen be-
rechnet und die feinen modelliert werden. Auf Grund der hohen Rechenzeiten wird
die LES noch selten in der Industrie angewendet. In der Akademia wird die LES z.B.
von Wunderer [80] eingesetzt, um die Druckpulsationen in Francis-Turbinen zu
berechnen. Die direkte numerische Simulation DNS kann heute wegen der enormen
Rechenzeiten nur für relativ geringe Reynolds-Zahlen angewendet werden.
Die numerische Simulation des Strömungsfeldes kann mit Finiten-Differenzen,
Finiten-Volumen oder mit Finiten-Elementen erfolgen. Die Anfänge der CFD ge-
hen auf die Finite-Differenzen Methode zurück, die jedoch nur noch selten eingesetzt
wird. Die numerische Strömungssimulation mit Hilfe der Finiten-Elemente Methode,
die in wenigen kommerziellen Codes zur Anwendung kommt, wurde z.B. in Müller

[46] behandelt. In den meisten kommerziellen CFD-Codes wie CFX, FLUENT und
Star-CD werden jedoch Finite-Volumen eingesetzt, siehe auch Bader [2] und Sko-

da [68]. Eine allgemeine und umfangreiche Einführung in die Finite-Volumen Me-
thode findet sich z.B. in Patankar [51] bzw. Ferziger und Perić [18].

Strukturanalyse

Gegenwärtig werden Finite-Elemente Methoden bei Problemstellungen im Inge-
nieurwesen auf breiter Ebene angewendet. Diese Verfahren werden bei der Berech-
nung von Festkörpern und Strukturen sowie bei Problemen der Wärmeübertragung
umfassend eingesetzt. Die ausführliche Theorie zur Finiten-Elemente Methode kann
z.B. in Zienkiewicz [82] oder Bathe [4] nachgeschlagen werden. Die Wurzeln dieser
Verfahren gehen auf die frühen 70er Jahre des 20. Jahrhunderts zurück. Wegen der
geringen Leistungsfähigkeit der Rechner dieser Zeit konnten nur einfache Strukturen
mit wenigen hundert Freiheitsgraden untersucht werden. Heute können wesentlich
komplexere Strukturen mit einigen Millionen Freiheitsgraden modelliert werden. Die
bekannten kommerziellen Verfahren zur Strukturanalyse ANSYS und ABAQUS ba-
sieren auf der Methode der Finiten-Elemente. Anwendungen zur Finiten-Elemente
Methode finden sich z.B. in Müller und Rehfeld [48].

Fluid-Struktur Interaktion

Die Fluid-Struktur Interaktion kann in zwei Bereiche gegliedert werden. Der er-
ste Bereich entspricht der sog. einseitigen Fluid-Struktur Interaktion. Hier wird
zuerst das Strömungsfeld numerisch berechnet. Damit ist die Druckbelastung, die
vom Fluid auf die Struktur ausgeübt wird, bekannt. Anschließend kann die Reak-
tion der Struktur auf die Fluidbelastung ermittelt werden. Eine Rückkopplung der
Strukturantwort auf das Strömungsfeld kann mit dieser Art der Interaktion nicht
erfasst werden, weshalb die einseitige Fluid-Struktur Interaktion nur dann physi-
kalisch sinnvolle Ergebnisse liefert, wenn die Verschiebungen der Struktur als klein
angenommen werden können. Der Vorteil dieser Methode liegt darin, dass ein be-
liebiger Strömungslöser und eine beliebige Methode zur Berechnung der Struktur
verwendet werden kann. Falls die Strukturantwort in Folge der Fluidbelastung auf
das Strömungsfeld nicht vernachlässigt werden kann, muss mit der sog. zweiseiti-
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gen Fluid-Struktur Interaktion gearbeitet werden. Hier wird die Rückkopplung der
Strukturantwort berücksichtigt, was extern bzw. intern erfolgen kann. Bei der ex-
ternen Kopplung können wie bei der einseitigen Fluid-Struktur Interaktion belie-
bige Lösungsverfahren verwendet werden. Der nötige Datentransfer zwischen dem
Strömungsfeld und der Struktur sowie die Kontrolle der entsprechenden Löser muss
von einem weiteren Programm-Modul erledigt werden. Untersuchungen zur externen
Fluid-Struktur Interaktion in hydraulischen Strömungsmaschinen finden sich z.B. in
Sporer [69]. Der Nachteil der extenen Fluid-Struktur Interaktion ist die schwache
Kopplung zwischen dem Strömungsfeld und der Struktur. Bei der internen Kopp-
lung werden beide Lösungsverfahren in ein numerisches Werkzeug integriert. Damit
ist ein direkter Datenaustausch während der Berechnung möglich. Daraus ergibt
sich eine starke Kopplung der beiden Feldprobleme. In den Arbeiten von Ghattas

und Li [21], Wall [76] und Glück [22] wurde die Fluid-Struktur Interaktion mit
Hilfe der Finiten-Elemente Methode behandelt. Dabei wurde sowohl das Strömungs-
feld als auch die Struktur mit Finiten-Elementen diskretisiert. Prinzipiell ist es aber
möglich, für die beiden Feldprobleme verschiedene numerische Lösungsverfahren zu
verwenden, sofern eine physikalische Kopplung realisiert werden kann. In den oben
genannten Arbeiten wird die Interaktion zwischen dem Strömungsfeld und einem
elastischen Körper beschrieben. In Steinbrecher [70] wird die numerische Simu-
lation eines fluidgelagerten Rotors in einer Kreiselpumpe behandelt. Darin wird der
Rotor als Starrkörper modelliert.

1.3 Aufgabenstellung und Zielsetzung

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines leistungsfähigen numerischen Werkzeugs
zur Simulation der Fluid-Struktur Interaktion. Dazu muss sowohl die Berechnung
der Strömung als auch die Strukturanalyse möglichst realitätsnah modelliert wer-
den.
Die numerische Berechnung der Strömung erfolgt auf Basis der Finiten-Volumen
Methode. Als Grundlage wurde der von Skoda [68] entwickelte CFD-Code NS2D
für ebene bzw. NS3D für dreidimensionale Strömungen verwendet und auf kompres-
sible Fluide erweitert. Das Verfahren von Skoda [68] hat einen sehr hohen Reifegrad
erreicht und stellt den zentralen Baustein eines integrierten Entwicklungssystems für
Beschaufelungen von Turbomaschinen dar. Das Verfahren basiert auf blockstruktu-
rierten Rechennetzen, was eine flexible und realitätsnahe Behandlung der Geometrie
erlaubt. Durch die Parallelisierung mittels MPI können geringe Rechenzeiten reali-
siert werden.
Auf dem Gebiet der Strukturdynamik wird die Methode der Finiten-Elemente seit
Längerem in der Technik mit großem Erfolg eingesetzt. Aus diesem Grund wurde für
die numerische Strukturanalyse ein Finite-Elemente Verfahren implementiert. Das
entwickelte Verfahren enthält sowohl Elemente für die 2D als auch für die 3D Be-
rechnung. Neben der statischen Berechnung kann die Modalanalyse und die Harmo-
nische Analyse sowie die zeitechte Berechnung durchgeführt werden. Ferner werden
geometrische Nichtlinearitäten berücksichtigt, um große Verschiebungen korrekt zu
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simulieren.
Die vorliegenden Löser für die Strömung NS3D bzw. die Strukturanalyse FEM3D
können sowohl ein- als auch zweiseitig gekoppelt werden. Für die einseitige Kopp-
lung, siehe Abb. 1.1, wurde neben der Strukturanalyse im Zeitbereich auch die Ana-
lyse im Frequenzbereich implementiert. Letztere kann bei periodischen Vorgängen,
wie sie bei Turbomaschinen auftreten, sehr effektiv eingesetzt werden. Bei der zwei-
seitigen Kopplung wurde der Einfluss der Strukturantwort in den sog. SIMPLE-
Algorithmus eingebettet, welcher dem CFD-Code NS2D bzw. NS3D zu Grunde liegt,
siehe Kap. 3.2. Das gekoppelte Verfahren ist in Abb. 1.2 schematisch dargestellt.

Entwurf
CAD

Netzgenerierung
Struktur

Geometrie
Struktur

Netzgenerierung
Strömungsfeld

Geometrie
Strömungsfeld

Strömungs-
berechnung

FSI 
Schnittstelle

Struktur
Analyse

Druck p(t)

Fourier-
Transformation

Druck P(
�

) Verschiebungen U(�)
Spannungen �(�)

Inverse Fourier-
Transformation

Verschiebungen u(t)
Spannungen �(t)

Geschwindigkeit c(t)
Strömungsdruck p(t)

Anwender

Abb. 1.1: Schematische Darstellung der einseitigen Fluid-Struktur Interaktion
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Abb. 1.2: Iteratives Schema bei der zweiseitigen Fluid-Struktur Interaktion

Durch die Verschiebung der Struktur ändert sich das Strömungsgebiet und damit
das zugehörige Rechennetz. Die numerische Netzverformung Computational-Mesh-
Dynamic CMD wird mit Hilfe der transfiniten Interpolation, siehe Thompson [73]
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bzw. der Pseudo-Struktur Methode realisiert. Bei der zuletzt genannten Methode
wird das Rechennetz als elastische Struktur interpretiert. Die Verschiebungen der
Koppelknoten zwischen Fluid und Struktur sind durch die Antwort der physikali-
schen Struktur vorgegeben. Mit diesen Randbedingungen kann die Deformation des
Rechennetzes ermittelt werden. Die transfinite Interpolation benötigt nur sehr gerin-
ge Rechenzeiten, die weniger als ein Prozent der gesamten Rechenzeit der zweiseiti-
gen Fluid-Struktur Interaktion betragen. Bei der Verwendung der Pseudo-Struktur
Methode beträgt der entsprechende Anteil 10 − 20%. Bei sehr großen Verschiebun-
gen der physikalischen Struktur liefert die transfinite Interpolation i.a. unbrauch-
bare Rechennetze. Aus diesem Grund muss hier auf die Pseudo-Struktur Methode
zurückgegriffen werden.
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wesentlichen physikalischen Grundlagen erläutert, die
für das entwickelte Simulationswerkzeug zur Fluid-Struktur Interaktion von Bedeu-
tung sind. In Kap. 2.1 werden die Erhaltungsgleichungen der Fluidmechanik behan-
delt, während in Kap. 2.2 die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik beschrie-
ben werden.

2.1 Fluiddynamik

Die Strömungen kompressibler und inkompressibler Fluide werden mathematisch
vollständig durch die Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls und Energie beschrie-
ben. Sie gelten sowohl für laminare als auch für turbulente Strömungen. Nach den
Grundgleichungen werden die zeitlich gemittelten Gleichungen und deren Schließung
mittels Turbulenzmodellierung behandelt. Wegen ihrer besonderen Bedeutung für
Turbomaschinen werden die Grundgleichungen im rotierenden Bezugssystem in ei-
nem gesondertem Abschnitt betrachtet.
Die Herleitung der zu lösenden Erhaltungsgleichungen vollzieht sich in vier Schrit-
ten:
Aufstellen der Erhaltungsgleichungen im Inertialsystem, Bildung der Reynolds- bzw.
Favré-gemittelten Navier-Stokes Gleichungen, Schließung des Gleichungssystems mit
einem Turbulenzmodell und Transformation der Gleichungen in ein rotierendes Be-
zugssystem.

2.1.1 Grundgleichungen

Das dreidimensionale Stromfeld eines kompressiblen Fluids ist definiert durch die
drei Komponenten des Geschwindigkeitsvektors ci, den statischen Druck p, die Dich-
te ρ sowie die statische Temperatur T . Zur Berechnung dieser Größen stehen fünf
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Erhaltungsgleichungen, die Kontinuitätsgleichung, drei Impulsgleichungen, die Ener-
gieerhaltungsgleichung und die Zustandsgleichung zur Verfügung. Die Stoffwerte, die
in den oben genannten Gleichungen enthalten sind, müssen zusätzlich als Funktio-
nen des Druckes und der Temperatur bekannt sein. Es sind dies die Dichte ρ(p, T ),
die spezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck cp(p, T ) und bei konstantem
spezifischen Volumen cv(v = 1/ρ, T ), die dynamische Viskosität µ(p, T ) sowie die
Wärmeleitfähigkeit λ(p, T ). In der Fluidmechanik werden die Erhaltungsgleichungen
üblicherweise in der Eulerschen Betrachtungsweise angegeben, d.h. man betrachtet
einen ortsfesten Punkt xi und beobachtet die Strömungsgrößen Φ des Fluidteilchens,
das sich zur Zeit t am Ort xi befindet. Im Gegensatz dazu wird bei der Lagrangeschen
Betrachtungsweise der Zustand eines bestimmten Fluidteichens im Raum verfolgt,
vgl. Kap 2.2.1. Für die Erhaltungsgleichungen der Fluidmechanik findet in dieser Ar-
beit die Eulersche Betrachtungsweise Verwendung. Für veränderliche Fluidgebiete,
wie sie bei der Fluid-Struktur Interaktion auftreten, wird diese Betrachtungsweise
um das “Space Conservation Law“ erweitert, was in diesem Zusammenhang als Arbi-
trary Lagrange Euler Bertrachtungsweise gesehen werden kann. Für ein kartesisches
Inertialsystem lautet die Kontinuitätsgleichung, siehe z.B. Schlichting [63],

∂ρ

∂t
+
∂(ρcj)

∂xj
= 0, (2.1)

die Impulsgleichungen, bzw. die Navier-Stokes Gleichungen

∂(ρci)

∂t
+
∂(ρcicj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+
∂τij
∂xj

(2.2)

mit dem viskosen Spannungstensor τij, siehe Gl. 2.5, und die Energieerhaltungsglei-
chung

∂(ρet)

∂t
+
∂(ρcjht)

∂xj
= − ∂qj

∂xj
+
∂(ciτij)

∂xj
. (2.3)

In Gl. 2.3 bezeichnet et die spezifische totale innere Energie und ht die spezifische
totale Enthalphie, siehe Bader [2]. Für diese Größen gilt:

h = e+
p

ρ
, et = e+

1

2
cici, ht = h+

1

2
cici. (2.4)

Mit Hilfe des Newtonschen Stoffgesetzes lautet der viskose Spannungstensor:

τij = µ

(
∂ci
∂xj

+
∂cj
∂xi

)

− 2

3
µδij

∂ck
∂xk

. (2.5)

Der Vektor der Wärmestromdichte qi aus Gl. 2.3 wird mit dem Fourier-Gesetz als
Funktion des Temperaturgradienten und der Wärmeleitfähigkeit λ dargestellt:

qi = −λ∂T
∂xi

. (2.6)

In der Zustandsgleichung werden die thermodynamischen Größen Druck p, Dichte ρ
und Temperatur T miteinander verknüpft. Um das angegebene Gleichungssystem zu
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schließen, müssen die Stoffwerte und die Zustandsgleichung noch definiert werden.
Es werden folgende Annahmen getroffen:
Für die Zustandsgleichung wird das ideale Gasgesetz

p = ρRT (2.7)

verwendet, wobei R die spezifische Gaskonstante des Fluids ist. Bei der spezifischen
Wärmekapazität bei konstantem Druck cp(p, T ) und bei konstantem spezifischen
Volumen cv(v = 1/ρ, T ) wird durch die Annahme eines thermisch perfekten Gases
die Druckabhängigkeit vernachlässigt. Nimmt man darüber hinaus ein kalorisch per-
fektes Gas an, so sind cp und cv konstant, siehe z.B. Stephan und Mayinger [71]
und Baehr [3]. Daraus leiten sich folgende Zusammenhänge ab:

e = cvT, h = cpT, und κ =
cp
cv
, R = cp − cv. (2.8)

Für die dynamische Viskosität wird nach der Formel von Sutherland nur die Tem-
peraturabhängigkeit berücksichtigt

µ = µ0
S + T0

S + T

(
T

T0

) 3

2

, (2.9)

mit den fluidabhängigen Konstanten S, µ0 und einer Bezugstemperatur T0. Über die
Prandtl-Zahl Pr, die für Gase im Bereich 50K < T < 1600K nahezu temperatu-
runabhängig ist und den Wert Pr = 0.7 annimmt, läßt sich nach Trockenbrodt

[74] ein Zusammenhang zwischen der Wärmeleitfähigkeit λ und der dynamischen
Viskosität µ herstellen:

λ =
cP
Pr

µ (2.10)

Reibungsfreie Strömungen

Für Kernströmungen außerhalb von Grenzschichten, im Fernfeld und für Strömun-
gen in Schallnähe kann die Reibung vernachlässigt werden. Da sowohl die Reibung als
auch die Wärmeleitung auf molekularen Wechselwirkungen beruhen, erlaubt die Mo-
dellannahme nur die Berücksichtigung beider oder gar keiner Größe, siehe Schnerr

[65]. Damit ergeben sich die sog. Euler-Gleichungen für reibungsfreie kompressible
Fluide:

∂ρ

∂t
+
∂(ρcj)

∂xj

= 0

∂(ρci)

∂t
+
∂(ρcicj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
(2.11)

∂(ρet)

∂t
+
∂(ρcjht)

∂xj

= 0
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Inkompressible Strömungen

Für inkompressible Strömungen stellt die Dichte eine Konstante dar, wodurch sich
Kontinuitätsgleichung 2.1 und die Impulsgleichungen 2.2 wie folgt vereinfachen:

∂(ρcj)

∂xj
= 0

∂(ρci)

∂t
+
∂(ρcicj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[

µ

(
∂ci
∂xj

+
∂cj
∂xi

)]

. (2.12)

Damit stehen vier Erhaltungsgleichungen für die vier darin enthaltenen Unbekannten
ci und p zur Verfügung. Falls die dynamische Viskosität keine Temperaturabhängig-
keit aufweist, ist das Gleichungssystem 2.12 geschlossen, d.h. die Energieerhaltungs-
gleichung ist entkoppelt.

Dimensionslose Darstellung der Erhaltungsgleichungen

Zur geeigneten numerischen Behandlung müssen die Kontinuitätsgleichung 2.1, die
Impulsgleichungen 2.2, die Energieerhaltungsgleichung 2.3 und die Zustandsglei-
chung 2.7 dimensionslos gemacht werden. Hierfür ist ein Satz unabhängiger Re-
ferenzwerte erforderlich. Dies sind eine Referenzlänge xref , eine Referenzgeschwin-
digkeit cref , eine Referenzzeit tref , eine Referenzdichte ρref und ein Referenzdruck
pref . Für die spezifische innere Energie wird eref = c2ref als Referenz gewählt und
für die spezifische Enthalphie href = c2ref , d.h. die Eckert-Zahl nimmt den Wert Eins
an. Die Referenztemperatur ergibt sich aus der Beziehung href = cPTref . Damit
ergeben sich die dimensionslosen Erhaltungsgleichungen und die Zustandsgleichung,
siehe z.B. Laschka [33], zu:

Sr
∂ρ

∂t
+
∂(ρcj)

∂xj
= 0

Sr
∂(ρci)

∂t
+
∂(ρcicj)

∂xj

= −Eu ∂p
∂xi

+
1

Re

∂τij
∂xj

(2.13)

Sr
∂(ρet)

∂t
+
∂(ρcjht)

∂xj

=
1

Re

∂

∂xj

[
1

Pr

∂T

∂xj

]

+
1

Re

∂(ciτij)

∂xj

τij =

(
∂ci
∂xj

+
∂cj
∂xi

)

− 2

3
δij
∂ck
∂xk

p =
1

Eu

κ− 1

κ
ρT

mit den dimensionslosen Kennzahlen

Strouhal-Zahl Sr =
xref

cref tref

Euler-Zahl Eu =
pref

ρrefc2ref

(2.14)

Reynolds-Zahl Re =
ρref lrefcref

µ

Prandtl-Zahl Pr = cp
µ

λ
.
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In der Gleichung 2.13 sind alle Größen auf ihre Referenzwerte bezogen. Auf eine
separate Bezeichnung wurde zu Gunsten der besseren Übersicht verzichtet.

2.1.2 Mittelung der Grundgleichungen

Bei der Berechnung der Strömung durch Turbomaschinen ist man neben den lo-
kalen auch an integralen Größen interessiert und somit an zeitlichen Mittelwerten.
Nach Reynolds [53] läßt sich für stationäre Problemstellungen die lokal an einem
Ort vorherrschende Strömungsgröße Φ in einen zeitlichen Mittelwert Φ und einem
Schwankungsanteil Φ′ aufteilen.

Φ(xi, t) = Φ(xi) + Φ′(xi, t) (2.15)

Die zeitlich gemittelte Größe ergibt sich dann zu

Φ(xi) = lim
∆t→∞

1

∆t

∫ t+∆t

t

Φ(xi, t)dt, (2.16)

während der gemittelte Schwankungsanteil Φ′(xi, t) verschwindet. Diese Vorgehens-
weise lässt sich auch auf instationäre Strömungen anwenden sofern die globale zeit-
liche Änderung der Strömung wesentlich langsamer verläuft als die turbulenten
Schwankungen. In diesem Fall lautet der Separationsansatz

Φ(xi, t) = Φ(xi, t) + Φ′(xi, t) (2.17)

mit dem zugehörigen Mittelwert

Φ(xi, t) =
1

∆t

∫ t+∆t

t

Φ(xi, t)dt, (2.18)

wobei die Integrationszeit ∆t klein gegenüber der globalen Zeit ist, jedoch hinrei-
chend groß sein muss um einen repräsentativen Mittelwert zu bilden.

2.1.2.1 Reynolds-Mittelung

Führt man den Separationsansatz nach Gl. 2.17 in die Erhaltungsgleichungen 2.12
zur Beschreibung von Strömungen inkompressibler Fluide für die Geschwindigkeiten
und den statischen Druck ein und mittelt diese zeitlich nach Gl. 2.18, so erhält man
die Reynolds-gemittelten Gleichungen:

∂(ρcj)

∂xj
= 0

∂(ρci)

∂t
+
∂(ρcicj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[

µ

(
∂ci
∂xj

+
∂cj
∂xi

)

− ρc′ic
′
j

]

(2.19)
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Die Gleichungen 2.19 beschreiben im Gegensatz zu den originären Erhaltungsglei-
chungen 2.12 den Transport der zeitlich gemittelten Größen p und ci. Dabei tritt
zusätzlich der sog. Reynolds-Spannungstensor −ρc′ic′j auf, der aus der Mittelung
der konvektiven Terme stammt, siehe Wilcox [78]. Die Reynolds-Spannungen stel-
len die zeitlich gemittelte Wirkung der turbulenten Konvektion dar. Ihr zunächst
irreführender Name lässt sich nach Skoda [68] aus der gängigen Modellierungsstra-
tegie, der Wirbelviskositätsannahme verstehen. Da das Gleichungssystem 2.19 nicht
geschlossen ist, liegt es nahe, den Reynolds-Spannungstensor ρc′ic

′
j mit entsprechen-

den Transportgleichungen zu ermitteln. Dazu multipliziert man die Impulsgleichung
j mit der Geschwindigkeitskomponente ci, addiert diese Gleichung zu der entspre-
chenden korrespondierenden Gleichung und mittelt diese zeitlich. Damit erhält man

∂(ρc′i c
′
j)

∂t
+
∂(ck ρ c

′
i c

′
j)

∂xk
= Pij − ρεij + Φij + PDij + TDij + V Dij , (2.20)

siehe z.B. Durbin und Pettersson Reif [15]. In der Transportgleichung für den
Reynolds-Spannungstensor 2.20 bedeutet Pij Produktion, εij Dissipation, Φij Druck-
Scher-Korrelation, PDij Druckdiffusion, TDij turbulenter Transport und V Dij vis-
kose Diffusion. Die Definitionen dieser Größen finden sich z.B. in Wilcox [78].
Außer der Produktion Pij und der viskosen Diffusion V Dij sind alle Größen unbe-
kannt, d.h. es müssen weitere Modellierungsannahmen getroffen werden. Bildet man
die Spur der tensoriellen Gleichung 2.20, dann erhält man eine Transportgleichung
für die spezifische turbulente kinetische Energie k:

∂(ρk)

∂t
+
∂(ρcjk)

∂xj
= Pk − ρε+

∂

∂xj

[

µ
∂k

∂xj
− ρ

2
c′ic

′
ic

′
j − p′c′j

]

(2.21)

mit den Definitionen

k =
1

2
c′ic

′
i, (2.22)

Pk = −ρc′ic′j
∂ci
∂xj

, (2.23)

ε = ν
∂c′i
∂xj

∂c′i
∂xj

, (2.24)

worin ν = µ/ρ für die kinematische Viskosität steht. Der turbulente Transport
−ρ

2
c′ic

′
ic

′
j und die Druckdiffusion −p′c′j lassen sich als Summe nach Daly und Har-

low [12] mit einem Gradiententransportansatz approximieren:

−ρ
2
c′ic

′
ic

′
j − p′c′j =

µT

σk

∂k

∂xj
. (2.25)

In Gl. 2.25 stellt σk eine Konstante und µT die sog. turbulente Viskosität dar, siehe
Abschnitt 2.1.3. Der Produktionsterm Pk beschreibt in Gl. 2.21 wie der Haupt-
strömung Energie entzogen und den turbulenten Fluktuationen zugeführt wird,
während die Disspation ε angibt, wie turbulente kinetische Energie in Wärme um-
gewandelt wird.
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2.1.2.2 Favré-Mittelung

Betrachtet man die Erhaltungsgleichungen Gl. 2.1, 2.2, 2.3 zur Beschreibung kom-
pressibler Fluide und führt den Separationsansatz nach Gl. 2.17 ein, so müssten hier
auch Dichte und Temperaturschwankungen berücksichtigt werden. Diese Vorgehens-
weise ist zwar prinzipiell möglich, stellt sich jedoch als unvorteilhaft heraus. Wendet
man den Separationsansatz nach Gl. 2.17 in der Kontinuitätsgleichung 2.1 an und
mittelt diese anschließend nach der Vorschrift in Gl. 2.18, dann ergibt sich:

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj

(
ρcj + ρ′c′j

)
= 0, (2.26)

siehe z.B. Bader [2]. Die hier auftretenden Korrelationen zwischen ρ′ und c′j sind
unbekannt und müssten modelliert werden. In den Impulsgleichungen ergäben sich
sogar Tripelkorrelationen zwischen ρ′, c′i und c′j . Um dieses Problem zu umgehen,
empfiehlt sich bei der Mittelung der kompressiblen Erhaltungsgleichungen den von
Favré [17] vorgeschlagenen, massengewichteten Ansatz zu verwenden. Für stati-
onäre Probleme lautet der Separationsansatz dann:

Φ(xi, t) = Φ̃(xi) + Φ′′(xi, t), (2.27)

wobei die massengemittelte Größe Φ̃ definiert ist als

Φ̃(xi) =
ρΦ

ρ
=

1

ρ
lim

∆t→∞

1

∆t

∫ t+∆t

t

ρ(xi, t)Φ(xi, t)dt. (2.28)

Die überstrichenen Terme kennzeichnen Reynolds-gemittelte Größen. Ferner ergibt
sich aus Gl. 2.28:

ρΦ = ρΦ̃ + ρΦ′′
i , (2.29)

wobei ρΦ′′
i = 0 und Φ′′

i 6= 0 gilt. Die Favré, bzw. massengemittelten Gleichungen
lauten:

∂ρ

∂t
+
∂(ρc̃j)

∂xj
= 0, (2.30)

∂(ρc̃i)

∂t
+
∂(ρc̃ic̃j)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[
τ̃ij − % c′′i c

′′
j

]
, (2.31)

∂(ρẽt)

∂t
+
∂(ρc̃jh̃t)

∂xj

=
∂

∂xj

[

µ

Pr

∂h̃

∂xj

− ρc′′jh
′′

]

+
∂

∂xj

[
c̃i
(
τ̃ij − % c′′i c

′′
j

)]
(2.32)

+
∂

∂xj

[

τijc
′′
i − ρc′′j

1
2
c′′i c

′′
i

]

,

τ̃ij = µ

[(
∂c̃i
∂xj

+
∂c̃j
∂xi

)

− 2

3
δij
∂c̃k
∂xk

]

, (2.33)

p = ρRT̃ . (2.34)

Für den viskosen Spannungstensor τij , wird während der Mittelung der Reynolds-
Separationsansatz verwendet. Nach Huang et al. [27] ist bei wandgebundener
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Turbulenz ci ≈ c̃i, so dass τij näherungsweise mit c̃i gebildet werden kann. Bei
der Mittelung des Wärmestromdichtevektors wurde analog T ≈ T̃ verwendet. Die
spezifische totale innere Energie ẽt sowie die spezifische Totalenthalpie h̃t enthalten
nun auch die spezifische turbulente kinetische Energie k:

ẽt = ẽ+
1

2
c̃ic̃i + k, h̃t = h̃+

1

2
c̃ic̃i + k (2.35)

Der übliche Schließungsansatz für den turbulenten Wärmestromdichtevektor −ρc′′jh′′
ist ein Gradiententransportansatz:

−ρc′′jh′′ =
µT

PrT

∂h̃

∂xj
, (2.36)

der die turbulente Viskosität µT und die turbulente Prandtl-Zahl PrT enthält, die
den konstanten Wert 0.9 annimmt. Die von den turbulenten Schwankungsgeschwin-
digkeiten pro Zeiteinheit geleisteten Arbeit τijc′′i und die mit den Schwankungsge-

schwindigkeiten transportierte kinetische Energie −ρc′′j 1
2
c′′i c

′′
i treten bei der Mitte-

lung der Energiegleichung, Gl. 2.32 auf. Sie sind i.a. klein gegenüber den anderen
Termen und werden vernachlässigt. Diese Annahme ist für Mach-Zahlen gerechtfer-
tigt, die nicht wesentlich größer als Eins sind. Aus den massengemittelten Impuls-
gleichungen 2.31 kann eine Transportgleichung für den Favré-gemittelten Reynolds-
Spannungstensor abgeleitet werden. Bildet man die Spur der so erhaltenen, tensori-
ellen Gleichung, so ergibt sich die Transportgleichung für die turbulente kinetische
Energie, siehe Wilcox [78]:

∂(ρk)

∂t
+
∂(ρc̃jk)

∂xj
= Pk − ρε+

∂

∂xj

[

τijc
′′
i − ρc′′j

1
2
c′′i c

′′
i − p′c′′j

]

−c′′j
∂p

∂xj
+ p′

∂c′′i
∂xj

(2.37)

worin die folgenden Abkürzungen verwendet werden:

ρk =
1

2
ρc′′i c

′′
i , (2.38)

Pk = −ρc′′i c′′j
∂c̃i
∂xj

, (2.39)

ρε = τij
∂c′′i
∂xj

. (2.40)

Vergleicht man Gl. 2.37 mit der Transportgleichung der turbulenten kinetischen
Energie für den inkompressiblen Fall, Gl. 2.21, stellt man fest, dass alle Terme bis auf

die Druckarbeit −c′′j ∂p
∂xj

und die Druckdilatation p′
∂c′′i
∂xj

analoge Komponenten besit-

zen. Für inkompressible Fluide nehmen die gemittelte Geschwindigkeitsschwankung

c′i und die Divergenz der Schwankungsanteile
∂c′j
∂xj

den Wert Null an, weshalb die

Druckarbeit und die Druckdilatation in Gl. 2.21 nicht auftauchen. Die molekulare
Diffusion τijc′′i , der turbulente Transport −ρc′′j 1

2
c′′i c

′′
i und die Druckdiffusion −p′c′′j
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werden mit Hilfe eines Gradiententransportansatzes approximiert, siehe Wilcox

[78]:

τijc
′′
i − ρc′′j

1
2
c′′i c

′′
i − p′c′′j =

(

µ+
µT

σk

)
∂k

∂xj
. (2.41)

Nach Sarker et al. [59] und Zeman [81] lässt sich die Druckdillitation durch

p′
∂c′′i
∂xj

= α2PkMaT + α3ρεMa2
T (2.42)

mit der turbulenten Mach-Zahl MaT = 2k
a2 , der Schallgeschwindigkeit a und den

Konstanten α2 = 0.15 bzw. α3 = 0.2 approximieren. Für kleine turbulente Mach-

Zahlen ist p′
∂c′′i
∂xj

≈ 0. Die Druckarbeit wird in dieser Arbeit vernachlässigt:

−c′′j
∂p

∂xj
≈ 0. (2.43)

Mit den getroffenen Annahmen lauten die Favré-gemittelten Erhaltungsgleichungen:

∂ρ

∂t
+
∂(ρc̃j)

∂xj
= 0, (2.44)

∂(ρc̃i)

∂t
+
∂(ρc̃ic̃j)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[
τ̃ij − % c′′i c

′′
j

]
, (2.45)

∂(ρẽt)

∂t
+
∂(ρc̃j h̃t)

∂xj

=
∂

∂xj

[
(

µ+
µT

Pr

) ∂h̃

∂xj

]

+
∂

∂xj

[
c̃i
(
τ̃ij − % c′′i c

′′
j

)]
, (2.46)

∂(ρk)

∂t
+
∂(ρc̃jk)

∂xj
=

∂

∂xj

[(

µ+
µT

σk

)
∂k

∂xj

]

+ Pk − ρε, (2.47)

τ̃ij = µ

[(
∂c̃i
∂xj

+
∂c̃j
∂xi

)

− 2

3
δij
∂c̃k
∂xk

]

, (2.48)

p = ρRT̃ . (2.49)

Diese Gleichungen gelten auch für inkompressible Fluide, sofern man die Favré-
gemittelten Größen Φ̃ durch die Reynolds-gemittelten Größen Φ und den Favré-
gemittelten Reynolds-Spannungstensor −ρc′′i c′′j durch −ρc′ic′j ersetzt und die entspre-
chenden Definitionen für die Dissipation ε und den Produktionsterm Pk verwendet.
Da die Dichte ρ für inkompressible Fluide eine Konstante darstellt und bei der Mit-
telung nicht mehr von Bedeutung ist, entfallen die Terme ∂ρ

∂t
und ∂ck

∂xk
. Außerdem

entfällt das ideale Gasgesetz, Gl. 2.49 für inkompressible Fluide.

2.1.3 Turbulenzmodellierung

Das nach der Mittelung entweder nach Reynolds oder Favré entstandene Gleichungs-
system, Gl. 2.44 bis 2.49 ist nicht geschlossen. Die unbekannten Terme, der Reynolds-
Spannungstensor −ρc′ic′j, bzw. −ρc′′i c′′j , die Dissipation ε und die turbulente Visko-
sität µT werden durch weitere Annahmen verschiedener Turbulenzmodelle appro-
ximiert. Die Ausführungen in diesem Abschnitt werden für inkompressible Fluide
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erläutert. Sie gelten auch für kompressible Fluide mit Mach-Zahlen die nicht we-
sentlich größer als Eins sind, falls man den Reynods-Spannungstensor −ρc′ic′j durch

−ρc′′i c′′j und die Strömungsgrößen Φ durch Φ̃ ersetzt.
Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschließlich Wirbelviskositätsmodelle verwendet.
Die Grundlage dieser Modelle ist der Ansatz von Boussinesq [7]:

−ρc′ic′j = 2µTSij −
2

3
δij

(

µT
∂ck
∂xk

+ ρk

)

+ ρc′ic
′
j

HOT
. (2.50)

In Gl. 2.50 sind die sog. High-Order-Terms ρc′ic
′
j

HOT
quadratische und kubische Ap-

proximationen des Reynolds-Spannungstensors in Abhängigkeit des Deformations-
tensors Sij und des Rotationstensors Ωij , siehe Gl. 2.51 und 2.52. Die High-Order-
Terms nehmen beim originären Boussinesq-Ansatz den Wert Null an. Turbulenz-
modelle, die High-Order-Terms beinhalten, werden in Kap. 2.1.3.4 behandelt. Der
Deformationstensor Sij und der Rotationstensor Ωij sind folgendermaßen definiert:

Sij =
1

2

(
∂ci
∂xj

+
∂cj
∂xi

)

, (2.51)

Ωij =
1

2

(
∂ci
∂xj

− ∂cj
∂xi

)

. (2.52)

Das Schließungsproblem reduziert sich damit auf die Bestimmung der turbulenten
Viskosität µT und der Dissipation ε. Die turbulente Viskosität kann auf ein tur-
bulentes Zeitmaß TT und ein integrales Längenmaß LT zurückgeführt werden, d.h.

µT ∝ ρ
L2

T

TT
. Damit verschiebt sich das Problem auf die Bestimmung von TT und LT .

Diese Größen werden üblicherweise durch die turbulente kinetische Energie k und
die Dissipation ε bzw. die spezifische Dissipation ω ausgedrückt:

ω =
ε

β∗k
mit β∗ = 0.09, (2.53)

TT =
k

ε
=

1

β∗ω
, (2.54)

LT =
k3/2

ε
=

√
k

β∗ω
. (2.55)

Die Größen k und ε bzw. ω werden mit entsprechenden Transportgleichungen be-
stimmt. Die turbulente Viskosität ergibt sich mit Hilfe von Gl. 2.54 bzw. 2.55 und
einer Proportionalitätskonstanten Cµ zu:

µT = Cµρ kTT . (2.56)

Die turbulente kinetische Energie kann als ein turbulentes Geschwindigkeitsmaß
uT =

√
k aufgefasst werden.

2.1.3.1 k-ε-Modelle

Beim k-ε-Modell kann man mit Gl. 2.54 und 2.56 die turbulente Viskosität durch

µT = Cµfµρ
k2

ε
, (2.57)
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mit einer Dämpfungsfunktion fµ ausdrücken. Eine exakte Gleichung für die Dis-
sipation ε kann, ähnlich wie die Transportgleichung für die turbulente kinetische
Energie k, aus den Navier-Stokes Gleichungen abgeleitet werden, siehe Wilcox

[78]. Die Schließung dieser so erhaltenen Gleichung ist weitaus schwieriger als die
der turbulenten kinetischen Energie. Die Transportgleichungen für k bzw. ε lauten:

∂(ρk)

∂t
+
∂(ρcjk)

∂xj

=
∂

∂xj

[(

µ+
µT

σk

)
∂k

∂xj

]

+ Pk − ρε, (2.58)

∂(ρε)

∂t
+
∂(ρcjε)

∂xj

=
∂

∂xj

[(

µ+
µT

σε

)
∂ε

∂xj

]

+
ρCε1f1Pk − Cε2f2ε

TT

. (2.59)

Gl. 2.59 ist nach Ferziger und Perić [18] als Modellgleichung für die Dissipation
ε zu verstehen. Für das turbulente Zeitmaß gilt die Beziehung nach Gl. 2.54. Das
Standard-Modell nach Launder und Spalding [34] ist nur für hohe Reynolds-
Zahlen gültig. Die Dämpfungsfunktionen fµ, f1 und f2 sollen dafür sorgen, dass das
korrekte asymptotische Wandverhalten, siehe Kap. 2.1.3.3 durch das Turbulenz-
modell wiedergegeben wird. Diese Dämpfungsfunktionen sind für jedes Turbulenz-
modell individuell definiert. Fernab von Wänden nehmen sie den Wert Eins an. Die
Dämpfungsfunktion fµ entspricht einer Korrektur des turbulenten Geschwindigkeits-
maßes uT , siehe Durbin und Pettersson Reif [15]. Die Funktion f1 erzeugt ein
lokales Maximum der Dissipation im Übergangsbereich der viskosen Wandschicht
zur logarithmischen Schicht. Die Funktion f2 reduziert den Abfall der Turbulenz
durch Dissipation in Wandnähe und verhindert eine Singularität in der ε-Gleichung.
Die Modellkonstanten und die Dämpfungsfunktionen für die verwendeten Varianten
des k-ε-Modells werden in Kap. 2.1.3.4 angegeben.

2.1.3.2 k-ω-Modelle

Das k-ω-Modell verwendet anstelle einer Transportgleichung für die Dissipation ε
eine Transportgleichung für die spezifische Dissipation ω. Die turbulente Viskosität
ergibt sich beim k-ω-Modell zu:

µT = ρ
k

ω
. (2.60)

Die Transportgleichungen für k bzw. ω lauten:

∂(ρk)

∂t
+
∂(ρcjk)

∂xj
=

∂

∂xj

[

(µ+ σkµT )
∂k

∂xj

]

+ Pk − ρβ∗kω, (2.61)

∂(ρω)

∂t
+
∂(ρcjω)

∂xj
=

∂

∂xj

[

(µ+ σεµT )
∂ω

∂xj

]

+
α
k
Pk − ρβω

CµTT
, (2.62)

mit den Definitionen aus den Gl. 2.53, 2.54 und β∗ = Cµ. Im Gegensatz zur Größe
ε zeigt die spezifische Dissipation ω ohne Dämpfungsfunktionen das korrekte as-
myptotische Wandverhalten ω = O(y−2), siehe Kap. 2.1.3.3. Das k-ω-Modell kann
somit ohne Verwendung von Dämpfungsfunktionen bis an die Wand integriert wer-
den, siehe Skoda [68]. Die Modellkonstanten für die verwendeten Varianten des
k-ω-Modells werden in Kap. 2.1.3.4 angegeben.
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2.1.3.3 Wandbehandlung

Um die Wandrandbedingungen herzuleiten sind asymptotische Betrachtungen not-
wendig. Die Komponenten des Reynolds-Spannungstensors haben nach Durbin

und Pettersson Reif [15] für y → 0 folgendes Abklingverhalten:

c′x c
′
x = O

(
y2
)
, c′y c

′
y = O

(
y4
)
, c′z c

′
z = O

(
y2
)
, (2.63)

c′x c
′
y = O

(
y3
)
, c′x c

′
z = O

(
y2
)
, c′y c

′
z = O

(
y3
)
.

Dabei bezeichnet die x-Richtung die Strömungsrichtung und die y-Richtung die
Wandnormale. Die z-Richtung ist wandparallel und senkrecht zur Strömung. Aus der
Definition der kinetischen turbulenten Energie 2.22 und Gl. 2.63 folgt k = O (y2).
Damit gilt für y → 0:

k → 0 und
∂k

∂y
→ 0. (2.64)

Aus der k-Gleichung 2.21 kann mit dem Grenzübergang y → 0 die Beziehung

ε = ν
∂2k

∂y2
(2.65)

ableitet werden. Die zweimalige Integration von Gl. 2.65 liefert mit Gl. 2.64:

k → εy2

2ν
bzw. εW = lim

y→0

2νk

y2
. (2.66)

Damit ist der Wert von ε an der Wand festgelegt. Mit der Definition der spezifischen
Dissipation, Gl. 2.53 ergibt sich die Wandrandbedingung für ω:

ωW → ∞. (2.67)

Die Wandbehandlung wurde bei der Erläuterung der Turbulenzmodelle bereits
erwähnt. Bei der Integration zur Wand müssen k-ε-Modelle mit geeigneten Dämp-
fungsmodellen erweitert werden, um das asymptotische Verhalten näherungsweise
wiederzugeben. k-ω-Modelle benötigen dagegen keine Dämpfungsfunktionen.
Das dimensionslose Geschwindigkeitsprofil einer turbulenten Grenzschicht gliedert
sich in drei Bereiche, der viskosen Unterschicht, dem logarithmischen Bereich und
der turbulenten Kernströmung, siehe Abb. 2.1.
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Abb. 2.1: Geschwindigkeitsprofil einer turbulenten Grenzschicht

Die verwendeten dimensionslosen Größen u+ und y+ sind wie folgt definiert:

y+ =
yuτ

ν
, u+ =

ut

uτ
, uτ =

√
τW
ρ
. (2.68)

In Gl. 2.68 steht u+ für die dimensionslose Geschwindigkeit, ut für die Geschwin-
digkeit tangential zur Wand, uτ entspricht der Schubspannungsgeschwindigkeit, y+

dem dimensionslosen Wandabstand und τW der Wandschubspannung. In der visko-
sen Unterschicht ist

u+ = y+, (2.69)

während im logarithmischen Bereich die Beziehung

u+ =
1

κ
ln y+ + C =

1

κ
ln
(
Eln y

+
)

(2.70)

ihre Gültigkeit hat. In Gl. 2.70 sind κ = 0.41, C = 5.2 und Eln = eκC Konstanten.
Mit der Annahme, dass im logarithmischen Bereich der Strömungsgrenzschicht ein
Gleichgewicht zwischen Produktion Pk und Dissipation ε herrscht, Pk ≈ ρε, lässt
sich uτ nach Ferziger und Perić [18] durch

uτ = C1/4
µ

√
k (2.71)

ausdrücken. Mit der Bedingung des Gleichgewichts zwischen Pk und ε, einer Nähe-
rung des Produktionsterms in Wandnähe Pk ≈ τW

∂ut

∂y
und Gl. 2.70 ergibt sich für ε

im logarithmischen Bereich:

ε =
C

3/4
µ k3/2

κy
. (2.72)

Bei allen Modellen, die bis in die viskose Unterschicht integriert werden, ist für die
wandnächste Zelle ein dimensionsloser Wandabstand von y+ = O(1) einzuhalten.
Dieser sollte bei der Verwendung der Wandfunktion etwa y+ ≈ 30 betragen.
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2.1.3.4 Verwendete Turbulenzmodelle

Im Rahmen dieser Arbeit wird das Standard k-ε-Modell nach Launder und Spal-

ding [34] (k-ε STD), das Standard k-ω-Modell nach Wilcox [78] (k-ω STD),
sowie das nichtlineare k-ε basierte Low-Reynolds-Modell nach Lien et al. [36]
(LCL) verwendet. Die High-Order-Terms werden dabei nach Gl. 2.73 modelliert.
Beim LCL Modell werden die High-Order-Terms aus einer Reihenentwicklung des
Reynolds-Spannungstensors abgeleitet. Ferner wird eine algebraische Modellierung
der High-Order-Terms nach Rodi [57], [58] und Gatski und Speziale [20] ange-
wendet (EASM), siehe Gl. 2.78. Diese Modellierung kann sowohl für k-ε- als auch
für k-ω-Modelle verwendet werden. Die Modellkonstanten und die Dämpfungsfunk-
tionen sind in Tab. 2.1, 2.2, 2.3 und 2.4 zusammengefasst. Die Reihenentwicklung
des Reynolds-Spannungstensors ergibt:

−ρc′ic′j
HOT

= −4C1µT
k

ε

(

SikSkj −
1

3
SklSlkδij

)

(2.73)

−4C2µT
k

ε
(ΩikSkj + ΩjkSki)

−4C3µT
k

ε

(

ΩikΩjk −
1

3
ΩklΩklδij

)

−8C4µT
k2

ε2
(SkiΩlj + SkjΩli)Skl

−8C5µT
k2

ε2

(

ΩilΩlmSmj + SilΩlmΩmj −
2

3
SlmΩmnΩnlδij

)

−8C6µT
k2

ε2
SijSklSlk − 8C7µT

k2

ε2
SijΩklΩkl.

Die Invarianten S̃ und Ω̃ des Dehnungs- und des Rotationstensors sowie die turbu-
lenten Reynolds-Zahlen ReT und Rey sind wie folgt definiert:

S̃ =
k

ε

√

2SijSij, (2.74)

Ω̃ =
k

ε

√

2ΩijΩij , (2.75)

ReT =
k2

εν
, (2.76)

Rey =

√
ky

ν
. (2.77)

Die High-Order-Terms für die algebraischen Modelle lauten:

−ρc′ic′j
HOT

= 2µTα4TT (SikΩkj + SjkΩki) (2.78)

−2µTα5TT

(

SikSkj −
1

3
SklSlkδij

)

.

Zur Bestimmung der turbulenten Viskosität, Gl. 2.57 bzw. 2.60 wird Cµ durch die
modifizierte Konstsante C̃µ ersetzt. Diese ergibt sich mit Hilfe der Invarianten η und
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ξ zu:

C̃µ =
3 (1 + η2)α1

3 + η2 + 6ξ2η2 + 6ξ2
, (2.79)

η2 = α2T
2
TSijSij , (2.80)

ξ2 = α3T
2
T ΩijΩij . (2.81)

Die Koeffizienten αi nach Tab. 2.5 sind Funktionen des Parameters g, der folgender-
maßen definiert ist:

g =
1

C1 + Pk

ε
− 1

. (2.82)

Der Anisotropietensor bij in Tab. 2.5 lautet:

bij =
c′ic

′
j

k
− 2

3
δij. (2.83)

Modell Cµ Cε 1 Cε 2 σk σε

STD 0.09 1.44 1.92 1.0 1.3

LCL 2/3

4+S̃+0.9Ω̃
1.44 (1 + P ′

k/Pk) 1.92 1.0 1.3

P ′
k = 1.33 [1 − 0.3 exp (−Re2T )]

(

Pk + 2ν k
y2

)

exp
(
−0.00375Re2y

)

Tabelle 2.1: Modellkonstanten der k-ε-Modelle

Modell fµ f1 f2

STD 1.0 1.0 1.0

LCL [1 − exp (−0.0198Rey)]
(

1 + 5.29
Rey

)

1.0 1 − 0.3 exp (−Re2T )

Tabelle 2.2: Dämpfungsfunktionen der k-ε-Modelle



22 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Modell C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

LCL 3/4

Cµ (1000+S̃3)
15/4

Cµ (1000+S̃3)
19/4

Cµ (1000+S̃3)
−10C2

µ 0 −2C2
µ 2C2

µ

Tabelle 2.3: Modellkonstanten nichtlinearer k-ε-Modelle

α β∗ β σk σω

5
9

9
100

3
40

1
2

1
2

Tabelle 2.4: Konstanten des k-ω-Modells

α1 α2 α3 α4 α5
(

4
3
− C2

)
g
2

g2 (1 − C3)
2 g2 (1 − C4)

2 g (1 − C4) 2 g (1 − C3)

C1 C2 C3 C4

1.7 + 0.9Pk/ε 0.8 − 0.65
√
bijbij 0.625 0.2

Tabelle 2.5: Koeffizienten des algebraischen Reynolds-Spannungsmodells
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2.1.4 Rotierendes Bezugssystem

Die Strömung in Turbomaschinen ist durch Trägheitskräfte gekennzeichnet, die
durch Stromlinienkrümmung oder durch eine Rotation des Bezugssystems hervor-
gerufen werden. Der Einfluss der Stromlinienkrümmung ist implizit in den Impuls-
gleichungen enthalten, die Systemrotation dagegen muss durch eine geeignete For-
mulierung der Impulsgleichungen berücksichtigt werden. In diesem Abschnitt wird
aus Gründen der vereinfachten Darstellung auf die Kennzeichnung der Reynolds-
bzw. Favré-gemittelten Werte verzichtet, so dass Φ entweder Φ oder Φ̃ bezeichnet.
Außerdem wird der Reynolds-Spannungstensor −ρc′ic′j bzw. −ρc′′i c′′j durch τRey

ij er-
setzt. Die Strömung in rotierenden Bauteilen stellt sich für einen Betrachter im
Absolutsystem instationär dar. Mit Hilfe einer Transformation in ein körperfestes,
mitrotierendes Relativsystem kann in vielen Fällen die Strömung als stationär be-
trachtet werden, d.h. die partielle Zeitableitung ∂

∂t
verschwindet im Relativsystem.

Die Absolutgeschwindigkeit ~c lässt sich damit in zwei Anteile, Relativgeschwindig-
keit ~w und Führungsgeschwindigkeit ~u, zerlegen:

~c = ~w + ~u = ~w + ~ΩF × ~r (2.84)

Darin stellt ~ΩF die Führungswinkelgeschwindigkeit und ~r den Ortsvektor dar. Setzt
man eine konstante Führungswinkelgeschwindigkeit voraus, dann treten bei der
Transformation zwei zusätzliche Beschleunigungsterme auf, die sog. Zentrifugalbe-
schleunigung ~aZ und die Coriolisbeschleunigung ~aC :

~aZ = ~ΩF ×
(

~ΩF × ~r
)

(2.85)

~aC = 2 ~ΩF × ~w (2.86)

Diese zusätzlichen Beschleunigungen bewirken in den Impulsgleichungen zusätzliche
Kräfte bzw. einen zusätzlichen Quellterm ~Srot und damit lauten die Kontinuitäts-
gleichung und die Impulsgleichungen im Relativsystem, siehe z.B. Truckenbrodt

[74]:

∂ρ

∂t
+
∂(ρwi)

∂xi

= 0 , (2.87)

∂(ρwi)

∂t
+
∂(ρwiwj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[

τij + τRey
ij

]

+ Srot
i , (2.88)

~Srot = ρ






Ω2x

Ω2y

0




+ 2ρ






+Ωwy

−Ωwx

0




 . (2.89)

Nach Kroll [32] ist es vorteilhaft, die Impulsgleichungen in eine Form überzuführen,
die den Transport der Absolutgeschwindigkeit im Relativsystem beschreibt. Da-
durch wird die Zentrifugalbeschleunigung und die halbe Coriolisbeschleunigung in
die Differentiale der linken Seite eingebracht. Die Kontinuitätsgleichung und die Im-
pulsgleichungen nehmen damit und mit dem modifizierten Quellterm ~Smod folgende
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Form an:

∂ρ

∂t
+
∂(ρci)

∂xi
= 0 , (2.90)

∂(ρci)

∂t
+
∂(ρciwj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[

τij + τRey
ij

]

+ Smod
i , (2.91)

~Smod = ρ






+Ωcy

−Ωcx

0




 . (2.92)

Bei der Transformation der Energiegleichung ins Relativsystem muss zusätzlich die
Arbeit der Zentrifugalkraft berücksichtigt werden. Die Corioliskraft verrichtet keine
Arbeit, da deren Wirkung immer senkrecht zur Relativgeschwindigkeit orientiert ist,
siehe Hirsch [26]. Damit lautet die Energiegleichung im Relativsystem:

∂(ρerel
t )

∂t
+
∂(ρwjh

rel
t )

∂xj
=

∂

∂xj

[(

µ+
µT

Pr

) ∂h

∂xj

]

+
∂

∂xj

[

wi

(

τij + τRey
ij

)]

. (2.93)

Die spezifische totale innere Energie im Relativsystem erel
t und die spezifische Tota-

lenthalpie im Relativsystem hrel
t sind durch die Beziehungen

erel
t = e+

1

2
wiwi −

1

2
uiui + k, (2.94)

hrel
t = h+

1

2
wiwi −

1

2
uiui + k (2.95)

gegeben.

2.2 Strukturdynamik

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen theoretischen Grundlagen behandelt,
die für das entwickelte Finite-Elemente Methode Rechenverfahren von Bedeutung
sind. Die Herleitung der für die Strukturdynamik zu lösenden Gleichungen vollzieht
sich in drei Schritten, den drei Säulen der Kontinuumsmechanik:
Die Definition der Dehnung als Funktion der Verschiebung, der Zusammenhang
zwischen Dehnung und Spannung, dem sog. Materialgesetz und das Aufstellen des
Kräftegleichgewichts. Ferner wird auf das Prinzip der virtuellen Arbeit eingegangen,
das für die Finite-Element Methode verwendet wird, siehe Kap. 3.

2.2.1 Beschreibung der Konfiguration eines Körpers

In diesem Abschnitt wird erläutert, wie die allgemeine Bewegung eines Körpers be-
schrieben wird. Hier ist besonders darauf zu achten, daß sich die Konfiguration eines
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Körpers bei Berechnungen mit großen Verschiebungen laufend ändert. Diese Ände-
rung kann auf elegante Weise behandelt werden, wenn man den Deformationsvor-
gang inkrementell zerlegt. Damit lassen sich auch die Spannungen und Dehnungen
inkrementell zerlegen.
Die kontinuierliche Änderung der Konfiguration eines Körpers in Folge einer Bela-
stung wird in einem feststehenden kartesischen Koordinatensystem beschrieben. Die
Lage eines materiellen Punktes P im undeformierten Zustand wird durch den Orts-
vektor 0xi beschrieben. In Folge der Belastung erfährt der Punkt P eine Verschiebung
und befinde sich zum Zeitpunkt t an der Position txi. Ein Zeitinkrement ∆t später
sei der Punkt P bei t+∆txi. Dabei beziehen sich die linken oberen Indizes auf die
Konfiguration des Körpers und die rechten unteren auf die Koordinatenachsen. In
Abb. 2.2 ist der materielle Punkt P in den genannten Konfigurationen dargestellt.
Im Verlauf der Berechnung folgt man daher allen materiellen Punkten des Körpers
in ihrer Bewegung von der Anfangs- bis zur Endkonfiguration des Körpers, was der
Lagrangeschen Betrachtungsweise entspricht. Diesem Lösungsweg steht die Euler-
sche Formulierung gegenüber, siehe Kap. 2.1.

x

y

x
r0

xt r

xtt r∆+

)0(P

)(tP

)( ttP ∆+

u
rut

r

utt r∆+xd
r0

xd tr

xd tt r∆+Konfiguration des 
Körpers zur Zeit 0

Konfiguration des 
Körpers zur Zeit t

Konfiguration des 
Körpers zur Zeit t+∆t

Abb. 2.2: Konfiguration eines Körpers und Lage des materiellen Punktes P zum

Zeitpunkt 0, t und t + ∆t mit den zugehörigen Verschiebungen und Ortsinkrementen

Die Schreibweise für die Verschiebungen des Punktes P gleicht der Schreibweise für
die Koordinaten: Zur Zeit t gehören die Verschiebungen tui, zur Zeit t+∆t gehören
t+∆tui. Damit ergibt sich

txi = 0xi + tui, (2.96)
t+∆txi = 0xi + t+∆tui. (2.97)

Der Zuwachs der Verschiebungen vom Zeitpunkt t bis zum Zeitpunkt t+ ∆t lautet
damit:

ui = t+∆tui − tui. (2.98)
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Die Konfiguration des Körpers nach Abb. 2.2 wird nun zur Zeit t betrachtet. Dabei
hat sich das infinitesimal kleine, materielle Linienelement d0xi deformiert und wird
zum Zeitpunkt t durch dtx beschrieben. Mit Hilfe der Kettenregel der Differential-
rechnung kann d0xi mit dtxi verknüpft werden:

dtxi = t
0Xi,jd

0xj . (2.99)

Darin bezeichnet
t
0Xi,j =

∂txi

∂0xj

(2.100)

den Deformationsgradienten, welcher eine Drehung und Dehnung des Materials be-
schreibt. Der linke untere Index bezieht sich auf die Konfiguration, in der die Größe
t
0Xi,j gemessen wird. Mit Hilfe von Gl. 2.96 kann Gl. 2.100 in

t
0Xi,j = δij +t

0Fi,j (2.101)

umgeformt werden, wobei

t
0Fi,j =

∂tui

∂0xj
(2.102)

als Verschiebungsgradient bezeichnet wird.

2.2.2 Zusammenhang von Dehnung und Verschiebung

Im vorangegangenen Abschnitt wurden mit dem Deformationsgradienten, Gl. 2.100
und dem Verschiebungsgradienten, Gl. 2.102 zwei Maße für die Verformung eines
Körpers erläutert. Im Folgenden wird ein Dehnungsmaß eingeführt, das eine effektive
Beschreibung der Finiten-Elemente Methode erlaubt.
Die Länge des materiellen Linienelements d0x in der undeformierten Konfiguration
sei 0ds =

√
d0xid0xi und die in der Konfiguration zum Zeitpunkt t sei tds =

√
dtxidtxi.

Als Dehnung wird die Größe 1
2
(tds2 − 0ds2) verwendet, welche mit dem sog. Green-

Lagrangeschen Dehnungstensor folgendermaßen verknüpft ist:

t
0ε

GL
ij d

0xid
0xj =

1

2

(
dts2 − d0s2

)

=
1

2

(
t
0Xk,i

t
0Xk,j − δij

)
d0xid

0xj . (2.103)

In Gl. 2.103 wurde Gl. 2.99 verwendet. Der Deformationsgradient lässt sich formal
in eine Dehnung und eine Drehung zerlegen; d.h. t

0Xi,j = t
0Rik

t
0Ukj, wobei t

0Uij einer
symmetrischen Streckmatrix und t

0Rij einer orthogonalen Drehmatrix entspricht.
Damit ergibt sich aus Gl. 2.103, dass der Green-Lagrangesche Dehnungstensor un-
abhängig von einer Starrkörperdrehung des Körpers ist. Mit Hilfe von Gl. 2.101 und
2.102 kann der Green-Lagrangesche Dehnungstensor in

t
0ε

GL
ij =

1

2

[
∂tui

∂0xj
+
∂tuj

∂0xi
+
∂tuk

∂0xi

∂tuk

∂0xj

]

. (2.104)
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umgeformt werden. Ferner kann der Green-Lagrangesche Dehnungstensor in einen
linearen Anteil, t

0εij und einen nichtlinearen, t
0ηij, zerlegt werden:

t
0ε

GL
ij = t

0εij + t
0ηij (2.105)

t
0εij =

1

2

[
∂tui

∂0xj
+
∂tuj

∂0xi

]

(2.106)

t
0ηij =

1

2

[
∂tuk

∂0xi

∂tuk

∂0xj

]

(2.107)

Der lineare Anteil in Gl. 2.105 wird als infinitesimaler Dehnungstensor bezeichnet.
Der nichtlineare Anteil in Gl. 2.105 verursacht die sog. geometrischen Nichtlinea-
ritäten. Bei Berechnungen mit kleinen Verschiebungen kann der nichtlineare Anteil
des Green-Lagrangeschen Dehnungstensors vernachlässigt werden, da in diesem Fall
auch der Verschiebungsgradient als klein angesehen werden kann. Damit verbleibt
t
0εij als Dehnungsmaß. In Abb. 2.3 und Abb. 2.4 sind die Volumen- und Winkelände-
rung für ein infinitesimales Element V exemplarisch in 2D dargestellt.

x

y

dy

dx

V

dyyyε

dxxxε

Abb. 2.3: Volumenänderung

x

y

dy

dx
V

dy
y

u x

∂
∂−

dx
x

u y

∂
∂

xyεπ
2

2
−

Abb. 2.4: Gestaltänderung

Die Komponente εxx des infinitesimalen Dehnungstensors beschreibt somit eine
Längenänderung des Elements in x Richtung, siehe Abb. 2.3. Entsprechend bewir-
ken εyy und εzz Längenänderungen in die y- bzw. z-Richtung. Die Komponente εxy

bewirkt eine Änderung des rechten Winkels des infinitesimalen Elements in der x-y
Ebene, siehe Abb. 2.4.

2.2.3 Gleichgewichtsbedingungen

In diesem Abschnitt werden die für den entwickelten Finite-Elemente Methode Co-
des benötigten Spannungstensoren definiert. Da der Körper in Folge der Belastung
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i.a. große Verschiebungen erfahren hat, werden die nachfolgenden Betrachtungen in
der Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt t durchgeführt. Der Spannungszustand an ei-
nem Punkt P eines beliebigen Körpers ist durch drei zueinander senkrechte Schnitte
im Raum mit den dabei frei werdenden Schnittspannungen vollständig definiert. Die
Beanspruchung an jeder dieser drei Flächen wird durch den dort wirksamen Span-
nungsvektor tΣi gekennzeichnet, der im allgemeinen schief zur Schnittfläche steht.
Die Zerlegung des Spannungsvektors tΣi führt zu Normal- und Schubspannungen.
Zerlegt man die Schubspannungen weiter parallel zu den Achsrichtungen, so erhält
man für jede Schnittfläche drei Schnittspannungen, siehe Abb. 2.5.

x y

z

xxσ xyσ
xzσ

yxσ

yzσ

yyσ

zzσ

zxσ
zyσ

Σ
r

P

Abb. 2.5: Schnittspannungen am Punkt P

Auf diese Weise erhält man neun Spannungskomponenten tσij . Dabei gibt der erste
rechte untere Index die Schnittfläche, charakterisiert durch die Oberflächennormale
an. Der zweite rechte untere Index entspricht der Koordinatenrichtung längs der die
Spannung wirkt. Diese Spannungskomponenten bilden den sog. Cauchy Spannungs-
tensor tσij . Nach Kap. 2.2.1 bezeichnen die linken oberen Indizes die Konfiguration,
in welcher die entsprechende Größe auftritt. Dagegen beziehen sich die linken unte-
ren Indizes auf die Konfiguration, in der die Größe gemessen wird; z.B. bezeichnet
t
0ε

GL
ij den Green-Lagrangeschen Dehnungstensor zum Zeitpunkt t bezüglich der un-

verformten Konfiguration 0. Hier gilt aber folgende Ausnahme: Wenn eine Größe
in derselben Konfiguration auftritt, in der sie gemessen wird, so entfällt der linke
untere Index. So gilt für die Cauchy Spannungen t

tσij = tσij .
Für die Festigkeitsberechnung ist die Bestimmung der Schnittspannungen tσij von
großer Bedeutung. Um den Spannungszustand an einem Punkt P mit beliebig orien-
tierter Schnittebene, gegeben durch ihre Oberflächennormale tni, zu erhalten, bildet
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man das Kräftegleichgewicht an einem hinreichend kleinen Tetraederelement, siehe
Abb. 2.6.
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Abb. 2.6: Schnittspannungen am Punkt P

Die Gleichgewichtsbedingung liefert den gesuchten Schnittspannungsvektor tΣi:

tΣi = tσij
tnj . (2.108)

Schneidet man einen Körper an einer Koordinatenebene mit der Normalen tej , dann
ergibt sich für tΣi die j-te Spalte des Spannungstensors tσij .
Bisher wurde lediglich der Spannungszustand tσij an einem Punkt P betrachtet. Da
die Spannungen in einem Körper i.a. stetig verteilt sind, muß die Gleichgewichts-
bedingung in der Umgebung eines allgemeinen Punktes P aufgestellt werden. Man
schneidet dazu ein symmetrisches und infinitesimal kleines Würfelelement um den
Punkt P heraus und enwickelt den Cauchy Spannungstensor in eine Taylor-Reihe
mit Termen erster Ordnung. Dann erhält man den Spannungszustand, der in Abb.
2.7 exemplarisch für den 2D Fall dargestellt ist, siehe z.B. Issler [28].
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Abb. 2.7: Spannungszustand um den Punkt P

Der Vektor tfi steht hier für die Volumenkräfte zum Zeitpunkt t, die ebenfalls stetig
über den Körper verteilt sind. Auftretende Volumenkräfte sind z.B. Gravitations-
und Trägheitskräfte.
Die Momentengleichgewichte um die Koordinatenachsen bezüglich des Punktes P
liefern:

tσij = tσji, (2.109)

d.h. der Cauchy Spannungstensor ist symmetrisch. Man nennt tσij = tσji zugeord-
nete Schubspannungen. Bildet man die Kräftegleichgewichte entlang der Koordina-
tenachsen, dann ergeben sich die differentiellen Gleichgewichtsbedingungen:

∂tσij

∂txj
+ tfi = 0. (2.110)

Da das Gleichgewicht am verformten Körper gebildet wurde, ist in Gl. 2.110 nach den
Koordinaten der aktuellen Konfiguration txi zu differenzieren. Eine andere Möglich-
keit besteht darin die Gleichgewichtsbedingungen für ein beliebiges, aus dem Körper
geschnittenes, endliches Teilvolumen dtV mit der Oberfläche dtA zu formulieren. Die-
ses ist durch die Volumenkraft tfid

tV und die Oberflächenlast tΣid
tA beansprucht.

Damit der Körper im Gleichgewicht ist, muss die Summe der äußeren Kräfte ver-
schwinden: ∫

tA

tΣid
tA+

∫

tV

tfi d
tV = 0. (2.111)

Mit Gl. 2.108 ergibt sich zunächst:
∫

tA

tσij
tnj d

tA+

∫

tV

tfi d
tV = 0. (2.112)



2.2. STRUKTURDYNAMIK 31

Mit Hilfe des Integralsatzes von Gauß, siehe Meyberg [44] erhält man schließlich
∫

tV

∂tσij

∂txj

dtV +

∫

tV

tfi d
tV = 0. (2.113)

Aus Gl. 2.113 lassen sich wieder die differentiellen Gleichgewichtsbedingungen, Gl.
2.110 ableiten.
Da sich der Cauchy Spannungstensor auf die aktuelle Konfiguration bezieht, sind
seine Komponenten bei einer Starrkörperdrehung nicht konstant.
In Kap. 2.2.2 wurde der Green-Lagrangsche Dehnungstensor behandelt. Nun soll der
dazu passende, d.h. energetisch konjugierte, 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor,
siehe z.B. Bathe [4] definiert werden:

t
0Sij = 0

tXi,k
tσkl

0
tXj,ldet

(
t
0X
)
. (2.114)

In Gl. 2.114 bezeichnet 0
tXi,j die Inverse des Deformationsgradienten. Auf Grund

der Struktur des Deformationsgradienten sind die Komponenten des 2. Piola-
Krichhoffsche Spannungstensors konstant bezüglich einer Starrrkörperdrehung. We-
gen der Definition in Gl. 2.114 besitzt t

0Sij die selben Symmetrieeigenschaften
wie tσij . Bei Berechnungen mit kleinen Verschiebungen entspricht der 2. Piola-
Kirchhoffsche Spannungstensor dem Cauchy Spannungstensor, siehe Gl. 2.101.

2.2.4 Materialgesetz

In Kap. 2.2.2 wurde der Green-Lagrangesche Dehnungstensor t
0ε

GL
ij und in Kap. 2.2.3

der Cauchy Spannungstensor tσij bzw. der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor
t
0Sij erläutert. In diesem Kapitel werden die tensoriellen Dehnungen und Spannungen
mit Hilfe des Materialgesetzes verknüpft. Das Materialgesetz beschreibt die Art und
Weise, wie ein Werkstoff auf eine von außen aufgebrachte Belastung reagiert. Als
Folge der äußeren Belastung kommt es einerseits zu einer Verformung des Werkstoffs
und andererseits zu Spannungen.
Das Materialgesetz kann nur mit Hilfe von Experimenten, z. B. einem Zugversuch,
gewonnen werden. Verhält sich dabei ein Werkstoff in allen Punkten gleich, so nennt
man ihn homogen, andernfalls inhomogen. Der Werkstoff heißt isotrop, wenn die
Werkstoffeigenschaften von der Richtung unabhängig sind, d.h. der Werkstoff verhält
sich in allen Richtungen gleich. Dagegen sind die Eigenschaften beim anisotropen
Werkstoff abhängig von der Richtung.
Bei vielen Werkstoffe stellt man fest, dass einer Dehnung zum Zeitpunkt t genau
eine Spannung zugeordnen werden kann:

t
0Sij = t

0Sij(
t
0ε

GL
kl ), (2.115)

d.h. die Spannung ist unabhängig von der Deformationsgeschichte. Falls der Werk-
stoff nach der Belastung wieder seine urspüngliche Gestalt annimmt, nennt man das
Werkstoffverhalten nach Gl. 2.115 elastisch. Sofern der Zusammenhang in Gl. 2.115
linear ist, lässt sich Gl. 2.115 durch:

t
0Sij = t

0Cijkl
t
0ε

GL
kl (2.116)
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ausdrücken. Gl. 2.116 stellt eine lineare Abbildung zwischen zwei Tensoren 2. Stufe
dar. Hierdurch ist t

0Cijkl, der Elastizitätstensor, als Tensor 4. Stufe gekennzeich-
net. Er unterliegt gewissen Symmetrieeigenschaften, da sowohl t

0Sij als auch t
0ε

GL
ij

symmetrisch sind. Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschließlich linear elastisches,
homogenes und isotropes Materialverhalten vorausgesetzt. Weiterführende Model-
lierungen des Materialverhaltens finden sich z.B. in Gross [23] und Mannl [41].
Für linear elastisches Materialverhalten ergibt Gl. 2.116:

t
0Cijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) . (2.117)

Dabei sind λ und µ die Laméschen Konstanten und δij ist das Kronecker Symbol.
Die Materialkonstanten λ und µ werden in der einschlägigen Literatur auch als
Kompressionsmodul bzw. Schubmodul bezeichnet. Mit Hilfe des Elastizitätsmoduls
E und der Querkontraktionszahl ν lassen sich λ und µ durch

λ =
Eν

(1 + ν) (1 − 2ν)
, (2.118)

µ =
E

2 (1 + ν)
(2.119)

ausdrücken; d.h. ein linearelastischer Werkstoff besitzt zwei unabhängige Material-
konstanten. Setzt man Gl. 2.117 in GL. 2.116 unter Verwendung von Gl. 2.118 und
2.119 ein, so ergibt sich:

t
0Sij =

Eν

(1 + ν) (1 − 2ν)
δij

t
0ε

GL
kk +

E

1 + ν
t
0ε

GL
ij . (2.120)

Bei homogenem und isotropem Verhalten, wie es in dieser Arbeit verwendet wird,
sind diese Materialkonstanten unabhängig vom Ort, unabhängig von der Richtung
der Beanspruchung und keine Funktionen der Zeit.

2.2.5 Das Prinzip der virtuellen Arbeit

Ein eleastischer Körper wird zum Zeitpunkt t durch das Verschiebungsfeld tui, den
Green-Lagrangeschen Dehnungstensor t

0ε
GL
ij und den 2. Piola-Kirchhoffschen Span-

nungstensor t
0Sij bzw. den Cauchy Spannungstensor tσij vollständig beschrieben.

Damit ergeben sich 15 Unbekannte, drei Verschiebungen, sechs Dehnungen, sechs
Piola-Kirchhoff- bzw. sechs Cauchy-Spannungen. Mit Gl. 2.104, Gl. 2.120, Gl. 2.110
und Gl. 2.114 stehen 15 Gleichungen zur Verfügung, um das Problem zu lösen:

t
0ε

GL
ij =

1

2

[
∂tui

∂0xj

+
∂tuj

∂0xi

+
∂tuk

∂0xi

∂tuk

∂0xj

]

, (2.121)

t
0Sij =

Eν

(1 + ν) (1 − 2ν)
δij

t
0ε

GL
kk +

E

1 + ν
t
0ε

GL
ij , (2.122)

tσij = t
0Xi,k

t
0Skl

t
0Xj,ldet

(
t
0X
)
, (2.123)
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∂tσij

∂txj

+ tfi = 0. (2.124)

Hinzu kommen Randbedingungen, die sowohl auf Spannungsebene, tσij
tnj = tΣ0

i

auf AΣ als auch auf Verschiebungsebene tui = tu0
i auf Au formuliert sein können.

Dabei kennzeichnet der rechte obere Index 0 die gegebenen Größen und AΣ bzw. Au

den Rand, entlang dessen die entsprechenden Größen vorgegeben sind. Bei AΣ bzw.
Au wurde keine Bezugskonfiguration angegeben, da die Randbedingungen sowohl in
der unverformten Ausgangskonfiguration als auch in der deformierten Konfiguration
zur Zeit t gegeben sein können.
Im Folgenden soll das Prinzip der virtuellen Arbeit erläutert werden, das bei der
Formulierung der Finiten-Elemente Methode verwendet wird.
Man betrachtet einen Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt t nach Abb. 2.2 mit
den aktuellen Dehnungen t

0ε
GL
ij und den Cauchy Spannungen tσij . Zusätzlich zu den

aktuellen Verschiebungen tui führt man nun virtuelle, gedachte Verschiebungen δui

ein, durch die sich das System aus der aktuellen Gleichgewichtslage tui in die Nach-
barschaftslage tui + δui begibt. Diese virtuellen Verschiebungen seien infinitesimal
klein und kinematisch zulässig, d.h. am Rand Au mit vorgegebenen Verschiebungen
tu0

i verschwinden die virtuellen Verschiebungen.
Multipliziert man die Gelichgewichtsbedingungen Gl. 2.124 mit der virtuellen Ver-
schiebung δui und integriert über das aktuelle Volumen, erhält man:

∫

tV

(
∂tσij

∂txj

δui + tfiδtui

)

dtV = 0. (2.125)

Mit der Beziehung für die virtuellen Dehnungen

δtεij =
1

2

(
∂(δui)

∂txj

+
∂(δuj)

∂txi

)

(2.126)

und der Identität
∂tσij

∂txj
δui =

∂ (tσijδui)

∂txj
− tσijδtεij , (2.127)

wobei die Symmetrie des Cauchy Spannungstensors vorausgesetzt wurde, wird aus
Gl. 2.125:

∫

tV

tσijδtεijd
tV =

∫

tV

tfiδuid
tV +

∫

tV

∂ (tσijδui)

∂xj
dtV. (2.128)

Mit dem Integralsatz von Gauß und den Spannungsrandbedingungen ergibt sich
schließlich: ∫

tV

tσijδtεijd
tV =

∫

tV

tfiδuid
tV +

∫

tAΣ

tΣ0
i δuid

tA. (2.129)

Der Satz der virtuellen Arbeit der Mechanik, Gl. 2.129 besagt, dass die innere vir-
tuelle Arbeit gleich der äußeren virtuellen Arbeit sein muss, siehe Gross [23]

δWin = δWex (2.130)
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In Gl. 2.129 sind

δWin =

∫

tV

tσijδtεijd
tV (2.131)

die Arbeit der inneren Kräfte tσij bei einer virtuellen Verschiebung und

δWex =

∫

tV

tfiδuid
tV +

∫

tAΣ

tΣ0
i δuid

tA (2.132)

die entsprechende Arbeit der äußeren, eingeprägten Kräfte. Man bezeichnet Gl. 2.129
auch als schwache Form der Gleichgewichtsbedingung. Der Grund dafür ist, dass die
Spannungen hier direkt und nicht als Ableitungen auftreten; d.h. an tσij werden
schwächere Differenzierbarkeitsbedingungen gestellt als in Gl. 2.123, was bei der nu-
merischen Berechnung von Vorteil ist. Da der Satz der virtuellen Arbeit sowohl die
Gleichgewichtsbedingung als auch die Randbedingungen enthält eignet sich diese
kompakte Darstellung sehr gut als Basis für die numerische Berechnung.
Für Berechnungen mit kleinen Verschiebungen sind die Unterschiede zwischen der
undeformierten bzw. deformierten Konfiguration zu vernachlässigen. Damit kann für
eine Finite-Elemente Methode Formulierung unmittelbar von Gl. 2.129 ausgegangen
werden, wobei tV ≈ 0V , tA≈ 0A, δtεij ≈ δ0εij und t

0Sij ≈ tσij zu verwenden ist. Diese
Vorgehensweise würde der Gleichgewichtsbedingung am unverformten Körper ent-
sprechen. Ferner wird die Deformation durch den infinitesimalen Dehnungstensor
beschrieben, vgl. Kap. 2.2.2.
Für Berechnungen mit großen Verschiebungen ist der Ausdruck für die innere vir-
tuelle Arbeit nichtlinear in den Verschiebungen. Aus diesem Grund wird eine inkre-
mentelle Vorgehensweise herangezogen. Da sich die Komponenten des Cauchy Span-
nungstensors durch eine Starrkörperdrehung ändern, kann dieser nicht ohne Weiteres
additiv in Inkremente zerlegt werden. Außerdem ist das Volumen des Körpers tV
während der Deformation unbekannt. Deshalb wird der Ausdruck für die innere
virtuelle Arbeit umgeformt:

∫

tV

tσijδtεijd
tV =

∫

0V

tSijδ
t
0ε

GL
ij d

0V. (2.133)

Dabei wurde die Definition des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors, Gl. 2.114
sowie die Beziehung δt

0ε
GL
ij = t

0Xk,iδtεk,l
t
0Xl,j und d0V = det (t

0X) dtV verwendet. In
Gl. 2.133 kann durch die geeignete Umformung über das ursprüngliche Volumen inte-
griert werden. Die Komponenten des 2. Piola-Kirhoffschen Spannungstensors bleiben
während einer Starrkörperdrehung konstant. Damit ist eine additive inkrementelle
Zerlegung möglich. Im Folgenden seien alle Größen zum Zeitpunkt t bekannt, und
es wird die virtuelle Arbeit zur Zeit t+ ∆t betrachtet:

∫

0V

t+∆t
0Sijδ

t+∆t
0ε

GL
ij d

0V = t+∆tR, (2.134)

wobei t+∆tR der äußeren virtuellen Arbeit δWex zur Zeit t + ∆t entspricht. Als
nächstes werden alle Größen auf der linken Seite von Gl. 2.134 inkrementell zerlegt:

t+∆t
0ui = tui + ui, (2.135)

t+∆t
0ε

GL
ij = t

0ε
GL
ij + 0ε

GL
ij , (2.136)

t+∆t
0Sij = t

0Sij + 0Sij . (2.137)
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Dabei gliedert sich der Zuwachs der Green-Lagrangeschen Dehnung 0ε
GL
ij in zwei An-

teile, einen linearen und einen nichtlinearen, vgl Gl. 2.105. Die Dehnungsinkremente
ergeben sich hier zu:

0εij =
1

2

[
∂ui

∂0xj
+
∂uj

∂0xi
+
∂tuk

∂0xi

∂uk

∂0xj
+
∂tuk

∂0xj

∂uk

∂0xi

]

, (2.138)

0ηij =
1

2

∂uk

∂0xi

∂uk

∂0xj
. (2.139)

Im linearen Anteil des Dehnungsinkrements, Gl. 2.138 ist zusätzlich der Effekt der
Anfangsverschiebung zur Zeit t enthalten, vgl. Gl. 2.105. Ferner ist nun die Dehnung
eine Funktion der aktuellen Verschiebung, was eine nicht konstante Steifigkeitsma-
trix zur Folge hat, siehe Kap. 3.3. In diesem Fall spricht man von einer geometrischen
Nichtlinearität im Gegensatz zur physikalischen Nichtlinearität, wie sie beim Mate-
rialgesetz auftreten kann. Die inkrementelle Bewegungsgleichung lautet damit:

∫

0V
0Sijδ0ε

GL
ij d0V +

∫

0V

t
0Sijδ0ηij d

0V = t+∆tR −
∫

0V

t
0Sijδ0εij d

0V. (2.140)

Dabei wurde δt+∆t
0ε

GL
ij = δ0ε

GL
ij gesetzt, da die Variation zum Zeitpunkt t + ∆t

durchgeführt wird; d.h. δt
0ε

GL
ij = 0. Außerdem wurden alle Terme, die inkrementelle

Verschiebungen enthalten, auf die linke Seite geschrieben und solche, die keine in-
krementellen Verschiebungen enthalten, auf die rechte Seite.
Bis zu diesem Schritt wurden keine Vereinfachungen gemacht, sondern nur die ur-
sprüngliche Gleichung 2.133 umgestellt. Im Allgemeinen ist die linke Seite von Gl.
2.140 hochgradig nichtlinear in den inkrementellen Verschiebungen. Durch eine Li-
nearisierung der Terme 0Sij ≈ 0Cijkl 0εkl und δ0ε

GL
ij ≈ δ0εij , siehe Bathe [4] ergibt

Gl. 2.140:
∫

0V
0Cijkl 0εklδ0εij d

0V +

∫

0V

t
0Sijδ0ηij d

0V = t+∆tR−
∫

0V

t
0Sijδ0εij d

0V. (2.141)

Die so erhaltene Gl. 2.141 kann nun iterativ gelöst werden, da die linke Seite nun
linear in den inkrementellen Verschiebugen ist.
Abschließend wird noch der Einfluss der Trägheitskräfte dargestellt. Spaltet man die
Trägheitskräfte von den Volumenkräften

∫

tV
tfiδuid

tV ab und berücksichtigt, dass die
Masse des Körpers erhalten bleibt, so erhält man:

∫

tV

tρtüiδuid
tV =

∫

0V

0ρtüiδuid
0V. (2.142)

Demnach bereitet dieser Term bei kinetischen Berechnungen keine weiteren Schwie-
rigkeiten.
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Kapitel 3

Numerische Verfahren

In diesem Kapitel werden die numerischen Verfahren erläutert, die im Rahmen der
vorliegenden Arbeit implementiert wurden. Zur Lösung der Navier-Stokes Gleichun-
gen wurde die Methode der Finiten Volumen, (FVM) verwendet, siehe Kap. 3.2,
während die Finite-Element Methode, (FEM) zur Lösung des strukturmechanischen
Problems herangezogen wurde, siehe Kap. 3.3. Die für beide numerischen Verfahren
benötigten Algorithmen zur Lösung linearer Gleichungssysteme sind in Kap. 3.1 be-
schrieben. Die numerische Kopplung von Fluid- und Strukturfeld, bzw. CFD-CSD
wird in Kap. 3.4 dargestellt.

3.1 Lineare Gleichungssysteme und Eigenwert-

probleme

Bei der Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen und anschließender
Linearisierung erhält man ein lineares Gleichungssystem der Gestalt:

A~x = ~b. (3.1)

Grundsätzlich sind zwei Arten zur Lösung von Gl. 3.1 zu unterscheiden. Zum einen
direkte Verfahren, die auf dem Gaußschen Eliminationsalgorithmus basieren und
zum anderen iterative Verfahren. Die direkten Verfahren liefern im Rahmen nume-
rischer Fehler eine exakte Lösung von Gl. 3.1. Da die N × N Koeffizientenmatrix
A für technische Probleme im Allgemeinen sehr groß ist, N ∼ 106, lassen sich
direkte Lösungsverfahren nicht immer wirtschaftlich einsetzen. Iterative Verfahren
lösen Gl. 3.1 bis auf einen Restfehler und sind bei großen Gleichungssystemen meist
effizienter als die direkten Lösungsverfahren. In dem entwickelten numerischen Si-
mulationswerkzeug wurden folgende Verfahren implementiert:

• Direkte Spaltenlösung



3.1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME UND EIGENWERTPROBLEME 37

• Unvollständige LU Zerlegung

• Strongly Implizit Procedure SIP, von Stone [72]

• Konjugiertes Gradienten Verfahren

Bis auf die Direkte Spaltenlösung handelt es sich hier ausschließlich um iterative Ver-
fahren. Zur Lösung von Gl. 3.1 aus der Diskretisierung mit der Finiten-Volumen Me-
thode wird die SIP und das Konjugierte Gradienten Verfahren verwendet, während
bei der Finiten-Element Methode die Direkte Spaltenlösung, die Unvollständige LU
Zerlegung und das Konjugierte Gradienten Verfahren zum Einsatz kommt. Für li-
neare Finite-Element Probleme mit Systemmatrizen geringer Bandbreite können
direkte Lösungsalgorithmen sehr effektiv eingesetzt werden.
Bei der Modalanalyse einer Festkörperstruktur treten Eigenwertprobleme der Ge-
stalt

A~x = λB~x (3.2)

auf. Diese können mit Hilfe der Jacobi Methode oder mit der Unterraum Iterations-
methode gelöst werden. Letztere erweist sich bei großen Eigenwertaufgaben als sehr
effektiv. Beide Verfahren wurden für das Simulationswerkzeug implementiert.
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3.2 Finite-Volumen Methode

In diesem Abschnitt werden die verwendeten numerischen Grundlagen erläutert, die
eine numerische Berechnung der Transportgleichungen aus Kap. 2.1 möglich machen.
Das entwickelte Verfahren basiert auf der Finiten-Volumen Methode. Darin wird das
zu berechnende, durchströmte Gebiet in eine endliche Zahl N kleiner Teilvolumina
zerlegt. Für jedes dieser Teilvolumina werden die Erhaltungsgleichungen in integra-
ler Form aufgestellt, wodurch eine für jede Zelle gültige Bilanzgleichung entsteht.
Diese setzt die lokalen Änderungen einer Erhaltungsgröße in Beziehung zu den über
die Oberfläche ein- und ausströmenden Flüssen und den im Volumen enthaltenen
Quellen und Senken. Sowohl die über die Oberfläche tretenden Flüsse, als auch die
Volumenterme und die darin enthaltenen Gradienten müssen durch geeignete Funk-
tionen approximiert werden. Als Ergebnis dieser Umformung erhält man für jede
Zelle eine linearisierte Erhaltungsgleichung, die eine Strömungsgröße am Punkt P
mit den entsprechenden Werten der Nachbarzellen verknüpft. Die Bilanzgleichungen
aller Zellen liefert ein lineares Gleichungssystem der Dimension N .

3.2.1 Finite-Volumen Diskretisierung

Das implementierte Finite-Volumen Methode arbeitet auf nicht versetzten, nicht
überlappenden, blockstrukturierten Gittern. Dabei wird das Rechengebiet in qua-
drilaterale Blöcke aufgeteilt. Jeder dieser Blöcke wird durch ein geeignet strukturier-
tes Rechennetz in beliebig viele Teilvolumina zerlegt. Die folgenden Ausführungen
beschränken sich wegen der übersichtlichen Darstellung auf den 2D Fall, sie können
jedoch völlig analog auf 3D erweitert werden.

3.2.1.1 Integralform der Erhaltungsgleichungen

Wegen des ähnlichen Aufbaus der zu lösenden Erhaltungsgleichungen sind die nach-
folgenden Betrachtungen an Hand einer allgemeinen Transportgleichung für die
Strömungsgröße Φ erläutert. Diese lautet:

∂(ρΦ)

∂t
+
∂(ρcjΦ)

∂xj

=
∂

∂xj

(

Γ
∂Φ

∂xj

)

+ q. (3.3)

Die darin enthaltene Strömungsgröße Φ steht stellvertretend für die Geschwindig-
keiten ci, die Enthalpie h, die turbulente kinetische Energie k oder die Dissipati-
on ε bzw. ω. Für die Kontinuitätsgleichung nimmt Φ den Wert Eins an. Auf eine
Kennzeichnung der Reynolds, bzw. Favré-gemittelten Größen wird in diesem Kapi-
tel verzichtet. Die Transportgleichung Gl. 3.3 besteht aus vier Termen. Der erste,
zeitabhängige Term auf der linken Seite der Gleichung beschreibt lokale zeitliche
Änderungen der Strömungsgröße Φ, der zweite dagegen den konvektiven Transport
von Φ mit dem Stromfeld. Auf der rechten Seite der Gleichung befindet sich der
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sog. diffusive Term mit dem Diffusionskoeffizienten Γ, wodurch der Transport in
Richtung des Gradienten von Φ ausgedrückt wird. Alle weiteren Einflüsse sind im
Quellterm q zusammengefasst. Um eine Billanzgleichung für ein endliches Teilvo-
lumen zu erhalten, wird bei der Finiten-Volumen Methode die Transportgleichung,
Gl. 3.3 über das Volumen integriert und es ergibt sich die Erhaltungsgleichung in
integraler Form:

∫

V

∂(ρΦ)

∂t
dV +

∫

V

∂(ρcjΦ)

∂xj
dV =

∫

V

∂

∂xj

(

Γ
∂Φ

∂xj

)

dV +

∫

V

q dV. (3.4)

Unter Verwendung des Gaußschen Integralsatzes für den konvektiven und den Dif-
fusiven Term ergibt sich:

∫

V

∂(ρΦ)

∂t
dV +

∫

A

ρcjΦnjdA =

∫

A

Γ
∂Φ

∂xj
njdA+

∫

V

q dV. (3.5)

Gl. 3.5 gilt für beliebig geschlossene Kontrollvolumina dV . Bis zu diesem Schritt
wurden keine approximativen Modellierungen angewendet, d.h. die allgemeine Aus-
gangsgleichung 3.3 wurde durch mathematisch exakte Operationen in eine für die
weitere Bearbeitung günstige Form gebracht.

3.2.1.2 Definition des Kontrollvolumens

Für das entwickelte Verfahren werden ausschließlich Kontrollvolumina in Form von
2D Vierecken bzw. 3D Hexaedern verwendet. In Abb. 3.1 ist ein zweidimensiona-
les Kontrollvolumen mit den verwendeten Bezeichnungen dargestellt. Das Finite-
Volumen, bzw. die Zelle hat das Volumen ∆V und den Mittelpunkt P , der sich
innerhalb der Zelle befindet. Dort wird die zu lösende Strömungsgröße Φ gespei-
chert. Diese Art der Datenverwaltung wird als zell-zentrierte Anordnung, bzw. als
cell-centered Variable Arrangement bezeichnet. Im Gegensatz dazu existiert die sog.
versetzte Anordung, bzw. staggered Variable Arrangement, bei der z.B. der Druck
am Zellmittelpunkt und die Geschwindigkeiten an den Mittelpunkten der Zellflächen
gespeichert werden. In negativer bzw. positiver i-Indexrichtung befinden sich die
Nachbarzellen (W)est und (E)ast und entsprechend sind in j- und k-Richtung die
Zellen (S)outh, (N)orth, (B)ottom und (T)op. Grenzflächen zwischen der Zelle P
und ihren Nachbarn werden mit dem zugehörigen Kleinbuchstaben gekennzeichnet.
Jede dieser Grenzflächen besitzt einen Flächeninhalt A und einen Normalenvektor
~n. Ferner wird an jedem Flächenmittelpunkt ein lokales Koordinatensystem parallel
zu den Indexrichtungen i und j mit den Einheitsvektoren ~ξ und ~η definiert.
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Abb. 3.1: Kontrollvolumen in zweidimensionaler Darstellung

3.2.1.3 Approximation der Volumen- und Oberflächenintegrale

Für eine konsistente Berechnung der integralen Terme in Gl. 3.5 muss das verwen-
dete Rechennetz die Bedingung erfüllen, dass alle Teilvolumina den gesamten Re-
chenraum vollständig ausfüllen und sich dabei nicht überlappen. Die Grenzflächen
zweier benachbarter Zellen müssen eindeutig sein. Ist darüber hinaus sichergestellt,
dass derjenige Fluss, der aus einer Zelle über eine bestimmte Grenzfläche austritt,
genau so in der entsprechenden Nachbarzelle eintritt, so wird das Verfahren konser-
vativ bezeichnet.
Im Folgenden wird die Zellfläche e stellvertretend für die anderen Grenzflächen des
Kontrollvolumens betrachtet. Die Flüsse an den anderen Grenzflächen erhält man
ohnehin durch Vertauschen der Indices.

Oberflächenintegrale

Um die Oberflächenintegrale in Gl. 3.5 zu berechnen, müsste die Verteilung des In-
tegranden f auf der gesamten Fläche bekannt sein. Im Rahmen dieses numerischen
Verfahrens muss jeder Wert der Strömungsgrößen auf der Zellfläche durch Interpola-
tion aus den Nachbarwerten bestimmt werden. Damit gestaltet sich die Integration
über die Grenzfläche sehr schwierig. Abhilfe schafft der Mittelwertsatz der Integral-
rechnung, siehe z.B. Meyberg [44]. Dieser besagt, dass auf der Zellfläche ein Wert
f existiert, der mit dem Flächeninhalt multipliziert genau dem Wert des Integrals
entspricht:

Fe =

∫

Ae

fdA = fAe ≈ feAe. (3.6)
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Näherungsweise sei dieser Wert f gleich dem Wert fe am Flächenmittelpunkt. Der
Wert auf dem Mittelpunkt der Zellfläche wird durch Interpolation der Nachbarzell-
mittelpunkte berechnet.

Volumenintegrale

Neben den Oberflächenintegralen treten in der Erhaltungsgleichung 3.5 auch Terme
auf, die über das Volumen zu integrieren sind. Hier wird ebenfalls der Mittelwertsatz
der Integralrechnung angewendet. Damit ergibt sich der Quellterm QP der Zelle P
zu:

QP =

∫

V

qdV = q∆V ≈ qP ∆V. (3.7)

Die Genauigkeit dieser Annahme ist von zweiter Ordnung, falls P in der Mitte der
Zelle liegt und q konstant oder linear verteilt ist. Bei der Berechnung von Q in Gl.
3.7 keine Interpolation nötig, da die Strömungsgrößen ohnehin am Zellmittelpunkt
vorliegen.

3.2.1.4 Berechnung der Gradienten

Die Approximation des diffusiven Terms erfordert die Berechnung des Gradienten
der Strömungsgröße Φ im Zellmittelpunkt. Mit dem Satzes von Gauß und der Ap-
proximation der Oberflächen- und Volumenintegrale lässt sich eine Beziehung für
den Gradianten von Φ am Punkt P angeben:

(
∂Φ

∂xi

)

P

≈
∑

l Φlni,lAl

∆V
; l = w, e, s, n, b, t. (3.8)

Zur Auswertung von Gl. 3.8 wird der Wert der Strömungsgröße Φl am Mittelpunkt
der Fläche Al benötigt. Dieser wird mit Hilfe einer zentralen Differenz CDS, siehe
Kap. 3.2.1.6 bestimmt.

3.2.1.5 Diskretisierung der diffusiven Flüsse

Der diffusive Fluss in Gl. 3.5 über die repräsentative Zellflächen e lautet:

F d
e = Γe

(
∂φ

∂xj

)

e

nj,eAe. (3.9)

Der Gradient der Strömungsgroße Φ lässt sich an den benachbarten Punkten P und
E mit Gl. 3.8 berechnen und dann auf die Zellfläche e interpolieren. Damit ist der
diffusive Fluss F d

e nicht nur eine Funktion der Nachbarn von P sondern auch von
den nächstweiteren Zellen, weshalb eine implizite Implementierung von Gl. 3.9 sehr
aufwändig wird. Muzaferija [49] schlägt dagegen eine Ortsableitung des diffusiven
Flusses in Normalenrichtung vor:

F d
e = Γe

(
∂Φ

∂n

)

e

Ae. (3.10)
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Für schwach gescherte Netze gilt ~n ≈ ~ζ, vgl. Abb. 3.1. Wendet man für den Gra-
dienten in der ~ζ Indexrichtung eine zentrale Differenz an, so erhält man eine Form
des diffusiven Flusses, die leicht implizit zu implementieren ist:

F d
e = Γe

(
∂Φ

∂ζ

)

e

Ae = ΓeAe
ΦE − ΦP

|~xE − ~xP |
. (3.11)

Die Abweichung der ~n und ~ζ Richtung wird explizit durch eine nachgezogene Kor-
rektur berücksichtigt. Sei n der aktuelle Iterationsschritt eines iterativen Verfahrens
und n− 1 der vorhergehende, dann lautet der korregierte diffusive Fluss:

F d
e = ΓeAe

(
∂Φ

∂ζ

)n

e

+ ΓeAe

[(
∂Φ

∂n

)

e

−
(
∂Φ

∂ζ

)

e

]n−1

. (3.12)

Die überstrichenen Gradienten werden von den Nachbarpunkten mit Hilfe der CDS

Interpolation berechnet. Da dieser Term explizit behandelt wird, ist er zum Iterati-
onsschritt n bekannt und somit unproblematisch. Mit den Gln. 3.11 und 3.12 ergibt
sich eine leicht und effizient zu implementierende Form des diffusiven Flusses:

F d
e = ΓeAe

ΦE − ΦP

|~xE − ~xP |
+ ΓeAe

(
∂Φ

∂xj

)n−1

e

(nj − ξj) . (3.13)

Der diffusive Fluss in den Impulsgleichungen ist umfangreicher als in der allgemeinen
Transportgleichung. Für die i− te Geschwindigkeitskomponente lauter der diffusive
Fluss:

F d
e =

∫

Ae

µ
∂ci
∂xj

nj,edA+

∫

Ae

µ
∂cj
∂xi

ni,edA. (3.14)

Der erste Term der rechten Seite in Gl. 3.14 ist analog zum diffusiven Fluss der all-
gemeinen Transportgleichung und wird mit Gl. 3.13 approximiert. Der zweite Term
der rechten Seite von Gl. 3.14 wird dem Quellterm Q zugeschlagen und explitzit
behandelt.

3.2.1.6 Diskretisierung der konvektiven Flüsse

Der konvektive Fluss in Gl. 3.5, der über die Zellfläche e tritt lautet:

F c
e =

∫

Ae

ρcjΦnjdA ≈ ṁeΦe, (3.15)

wobei ṁe = (ρcjnjA)e der Massenstrom durch die Zellfläche e ist. Zum aktuellen
Iterationsschritt n des iterativen Verfahrens wird der Massenstrom ṁe als konstant
betrachtet, so dass die diskretisierten Impulsgleichungen ein lineares Gleichungssy-
stem bilden. Mit dieser Voraussetzung muss noch die Strömungsgröße Φe auf der
Zellfläche e bestimmt werden. Dabei steht die Genauigkeit der Interpolation im Ge-
gensatz zu der Stabilität des Verfahrens, siehe Patankar [51].
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Im Folgenden werden die beiden am weitesten verbreiteten Verfahren und ein Aus-
blick auf verbesserte Algorithmen erläutert. Anschließend wird auf die Implemen-
tierung der Interpolationsverfahren eingegangen.

Stromauf-Interpolation UDS

Bei der Stromauf-Interpolation bzw. Upwind-Differencing-Scheme wird der gesuchte
Wert Φe abhängig von der Richtung des an der Zellfläche vorherrschenden Massen-
stroms durch den stromauf gelegenen Zellwert approximiert:

Φe =

{

ΦP falls ṁe > 0

ΦE falls ṁe < 0 .
(3.16)

Der Vorteil dieses Diskretisierungsverfahrens ist die uneingeschränkte Stabilität. Es
besitzt jedoch eine Genauigkeit erster Ordnung, wodurch sich ein Diskretisierungs-
fehler ergibt, der dieselbe mathematische Struktur aufweist wie der diffusive Term.
Dadurch erhält man im Strömungsfeld neben der physikalischen Diffusion die sog.
numerische Diffusion.

Zentrale Differenz CDS

Durch eine lineare Interpolation der Zellwerte ΦP und ΦE auf die Fläche e ergibt
sich der gesuchte Wert Φe zu

Φe = λeΦE + (1 − λe)ΦP , (3.17)

wobei sich der Interpolationsfaktor λe mit Hilfe des Rechennetzes berechnen lässt:

λe =
|~xe − ~xP |
|~xE − ~xP |

. (3.18)

Bei der zentralen Differenz, auch als Central-Differencing-Scheme bezeichnet, besitzt
die Interpolation eine Genauigkeit zweiter Ordnung. Diese Methode hat jedoch die
Eigenschaft, dass sie, angewendet auf den konvektiven Fluss, während des Iterati-
onsprozesses oszillierende Lösungen erzeugt und damit die Stabilität des iterativen
Verfahrens negativ beeinflusst. Patankar [51] zeigt anhand der eindimensionalen
Konvektions-Diffusionsgleichung, dass die Verwendung von CDS zu physikalisch un-
sinnigen Ergebnissen führt, falls die lokale Peclét-Zahl einen Wert größer als zwei
annimmt. Bei der numerischen Simulation der meisten technischen Strömungspro-
bleme mit einer üblichen Netzfeinheit ist die lokale Peclét-Zahl nahezu im gesamten
Rechengebiet größer als zwei und deswegen stellt das CDS-Verfahren eine schlechte
Approximation für den konvektiven Transportterm dar.

Hochauflösende Verfahren

Die Notwendigkeit einer numerisch stabilen Approximation für den konvektiven
Term, die gleichzeitig zweiter Ordnung genau ist, stellt ein fundamentales Problem
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dar. Lilek und Perić [39] schlagen ein Zentralverfahren vierter Ordnung vor und
weisen die höhere Genauigkeit gegenüber dem CDS-Verfahren nach. Eine stabile
Anwendung für technische Problemstellungen ist von diesem Verfahren vierter Ord-
nung nicht zu erwarten. Leonard [35] entwickelte ein Verfahren, das die Vorteile
des UDS und des CDS miteinander kombiniert. Bei dieser Interpolation, dem sog.
QUICK-Verfahren wird eine Parabel durch den stromab und die zwei stromauf lie-
genden Punkte gelegt.
Um die Stabilität einer Diskretisierung höherer Ordnung zu gewährleisten, wurden
hochauflösende limitierende Verfahren entwickelt. Diese stellen eine Kombination
verschiedener Basisverfahren dar, siehe Skoda [68]. Im Rahmen dieser Arbeit wur-
de das SMART-Verfahren nach Gaskell und Lau [19], das MINMOD-Verfahren
nach Harten [25] und das OSHER-Verfahren nach Chakravarthy und Osher

[9] implementiert.

Implementierung

Durch die nachgeführte Korrektur gelingt es, eine Approximation höherer Ordnung
ohne signifikante Verschlechterung der Stabilität zu implementieren. Bei dieser Me-
thode wird der konvektive Fluss durch das Stromauf-Verfahren implizit diskretisiert
und mit der nachgeführten Korrektur wird ein Verfahren höherer Ordnung explizit
berücksichtigt. Diese Methode wurde erstmalig von Khosla und Rubin [29] vorge-
schlagen und von anderen Autoren erfolgreich angewendet. Für die Strömungsgröße
Φe an der Grenzfläche e erhält man damit:

Φn
e =

(
ΦUDS

e

)n
+ γ

(
ΦHOS

e − ΦUDS
e

)n−1
. (3.19)

wobei n + 1 den aktuellen Iterationsschritt bezeichnet und n den vorhergehenden.
Die Abkürzung HOS bedeutet “High-Order-Scheme“ und steht stellvertretend für
ein Diskretisierungsverfahren höherer Ordnung. Der Interpolationsfaktor γ stellt ei-
ne Gewichtung zwischen UDS und dem Verfahren höherer Ordnung dar. Da der
implizite Teil des konvektiven Flusses mit Hilfe des Stromauf-Verfahrens diskreti-
siert wird, ist die Zelle P nur mit ihren unmittelbaren Nachbarn gekoppelt. Falls der
konvektive Fluss durch ein Verfahren höherer Ordnung implizit diskretisiert wird,
können sich Kopplungen zwischen der Zelle P , ihren Nachbarn und weiteren Zell-
schichten ergeben, was zu großen Rechenmolekülen führt.
Dieses Verfahren stellt eine einfach zu implementierende Möglichkeit für die For-
derungen nach Approximation höherer Ordnung dar, bei der Oszillationen bzw.
Stabilitätsprobleme vermieden werden. Die Konvergenzraten verschlechtern sich ge-
genüber der impliziten Betrachtungsweise in der Regel nur wenig, da der explizite
Korrekturterm i.A. klein ist gegenüber dem impliziten Diskretisierungsanteil.

3.2.1.7 Diskretisierung des instationären Terms

Der instationäre Term in Gl. 3.5 gibt die lokale zeitliche Änderung der Strömungs-
größe Φ wieder und wird als Volumenintegral behandelt. Die partielle Ableitung
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nach der Zeit wird durch ein Drei-Zeitebenen Verfahren diskretisiert, indem eine
quadratische Parabel durch den aktuellen Zeitschritt m, den letzten (m − 1) und
den vorletzten (m− 2) gelegt wird:

∫

V

∂(ρΦ)

∂t
dV ≈ 3(ρΦP )m − 4(ρΦP )m−1 + (ρΦP )m−2

2∆t
∆V. (3.20)

Wird die allgemeine Transportgleichung für beliebig bewegte Rechennetze, wie sie
bei der Fluid-Struktur Interaktion vorkommen, formuliert, so ist bei der Berechnung
des konvektiven Terms das vom Netz überstrichene Volumen zu berücksichtigen,
siehe Ferziger und Perić [18]:

∫

V

∂(ρΦ)

∂t
dV +

∫

A

ρ(cj − cgrid
j )ΦnjdA =

∫

A

Γ
∂Φ

∂xj
njdA+

∫

V

q dV. (3.21)

Gl. 3.21 zeigt, dass die Netzgeschwindigkeit ~cgrid bestimmt werden muss. In Turbo-
maschinen kommt es in der Regel zu kinematisch einfachen Bewegungen wie Trans-
lation im Zwei- und Rotation im Dreidimensionalen. Bewegt sich das Rechennetz
nicht als Starrkörper wie es bei der Fluid-Struktur Interaktion der Fall ist, so muss
~cgrid mit der Raumerhaltungsgleichung bzw. “Space Conservation Law“ berechnet
werden, siehe Demirdžić und Perić [14] und Schuster [67]. Dies entspricht hier
einer Arbitrary Lagrange Euler Betrachtungsweise.

3.2.2 Implizites Druckkorrektur-Verfahren

Die Impulsgleichungen dienen zur Berechnung der drei Geschwindigkeitskomponen-
ten. Für inkompressible Fluide verbleibt die Kontinuitätsgleichung für die Berech-
nung der vierten Unbekannten, den statischen Druck. Da die Kontinuitätsgleichung
den statischen Druck nicht enthält, muss das Geschwindigkeitsfeld mit dem Druck
gekoppelt werden. Dasselbe Verfahren lässt sich auch auf kompressible Fluide erwei-
tern. Hier wird zusätzlich die Energiegleichung zur Berechnng der Entalpie und die
Zustandsgleichung für die Bestimmung der Dichte verwendet.
Die Impulsgleichungen lassen sich formal nach der Geschwindigkeitskomponente ci
auflösen:

cn∗i,P =
Qn−1

ci
−∑lA

ci

l c
n∗
i,l

Aci

P

− ∆V

Aci

P

(
δpn−1

δxi

)

P

. (3.22)

In Gl. 3.22 bezeichnet n den aktuellen Iterationschritt und n−1 der vorhergegange-
nen. Die mit dem Stern (∗) gekennzeichneten Geschwindigkeiten sind als vorläufige
Werte zu verstehen. Dem Druckgradienten kommt in Gl. 3.22 besondere Bedeutung
zu, weshalb er vom Quellterm Q abgespalten ist. Da Gl. 3.22 unabhängig von der
Diskretisierung des Druckgradienten ist, wird dieser formal mit dem Symbol δ ge-
kennzeichnet. Der erste Term der rechten Seite in Gl. 3.22 wird im Folgenden mit
c̃n∗i,P abgekürzt:

c̃n∗i,P =
Qn−1

ci
−
∑

l A
ci

l c
n∗
i,l

Aci

P

. (3.23)
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Da das vorläufige Geschwindigkeitsfeld cn∗i , das sich als Lösung der Impulsgleichun-
gen zum Iterationsschritt n ergeben hat, die lokale Massenerhaltung i.A. nicht erfüllt,
muss es nachträglich korrigiert werden. Mit der Beziehung für den Druck zum ak-
tuellen Iterationsschritt ergibt sich:

cni = cn∗i + c′i und pn = pn−1 + p′, (3.24)

wobei c′i und p′ Korrekturterme sind. Vom Geschwindigkeitsfeld cni und vom Druck-
feld pn wird gefordert, dass sie sowohl die Impulsgleichungen als auch die Konti-
nuitätsgleichung erfüllen, d.h. es muss gelten:

cn∗i,P = c̃n∗i,P − ∆V

Aci

P

(
δpn

δxi

)

P

(3.25)

und

δ (ρcni )

δxi
= 0. (3.26)

In Gl. 3.26 ist die stationäre Kontinuitätsgleichung angegeben. Für kompressible
Fluide erhält man im Falle instationärer Berechnungen einen weitern Term ∂ρ

∂t
in

der Druck-Korrekturgleichung. Bildet man die Differenz von Gl. 3.25 und Gl. 3.22
unter Beachtung von Gl. 3.23 und 3.24 dann erhält man eine Beziehung zwischen
der Druck- und Geschwindigkeitskorrektur:

c′i,P = c̃′i,P − ∆V

Aci

P

(
δp′

δxi

)

P

, (3.27)

mit der Definition für c̃′i,P

c̃′i,P = −
∑

lA
ci

l c
′
i,l

Aci

P

. (3.28)

Da die Massenerhaltung zu jedem Iterationsschritt gewährleistet sein muss, kann
mit der Kontinuitätsgleichung 3.26, der Beziehung cni = cn∗i + c′i und Gl. 3.27 die
Druck-Korrekturgleichung aufgestellt werden:

δ

δxi

[

ρ
∆V

Aci

P

(
δp′

δxi

)]

P

=

[
δ (ρcn∗i )

δxi

]

P

+

[
δ (ρc̃′i)

δxi

]

P

. (3.29)

Mit Gl. 3.29 kann die Druckkorrektur p′ berechnet werden und anschließend die
Geschwindigkeitskorrektur mit Gl. 3.27. Da die Geschwindigkeitskorrektur c′i,P der
Zelle P mit den ihrer Nachbarn gekoppelt ist, ist der Term c̃′i,P aus Gl. 3.29 unbe-
kannt und es müssen weitere Annahmen getroffen werden.
Beim SIMPLE Verfahren wird dieser Term vernachlässigt, während er beim SIM-
PLEC mit der Beziehung

c̃′i,P ≈ −c′i,P
∑

l A
ci

l

Aci

P

(3.30)
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approximiert wird. Im PISO-Algorithmus wird der unbekannte Term c̃′i,P explizit
berücksichtigt. Hier wird zuerst p′ wie beim SIMPLE bestimmt und anschließend
eine zweite Druckkorrektur p′′ mit der jetzt bekannten Größe c̃′i,P berechnet:

δ

δxi

[

ρ
∆V

Aci

P

(
δp′′

δxi

)]

P

=

[
δ (ρc̃′i)

δxi

]

P

. (3.31)

In den Gln. 3.29 und 3.31 gilt es zu beachten, dass die Diskretisierung des Gradienten
von p′ bzw. p′′ aus den Impulsgleichungen stammt, während die anderen formalen
Diskretisierungen δ

δxi
aus der Kontinuitätsgleichung entstammen.

In den folgenden Abschnitten wird zuerst der SIMPLE-Algorithmus für kontu-
rangepasste Netze zur Berechnung der Strömung inkompressibler Fluide erläutert,
anschließend wird das Verfahren für kompressible Strömungen erweitert. Der
SIMPLEC-Algorithmus unterscheidet sich ohnehin nur durch einen Term vom
SIMPLE-Algorithmus, und die zweite Korrektur p′′ des PISO-Algorithmus kann
analog zur ersten Druckkorrektur p′ bestimmt werden.

3.2.2.1 SIMPLE-Algorithmus für konturangepasste Netze

Vor der Diskretisierung der Druckkorrekturgleichung 3.29 wird diese unter Ver-
nachlässigung des Terms c̃′i mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes in ein Ober-
flächenintegral umgeformt. Damit ergibt der erste Term der rechten Seite in Gl.
3.29 die Massenbilanz der Zelle P:

∑

l

(ρcn∗i niA)l =
∑

l

ṁn∗
l = ∆ṁ 6= 0. (3.32)

Da die Massenerhaltung zum Iterationsschritt n i.A. nicht gegeben ist, wird sie mit
Hilfe eines Korrekturmassenstroms ṁ′

l an jeder Zellfläche erfüllt:

∑

l

ṁ′
l + ∆ṁ = 0. (3.33)

Die Massenstromkorrektur wird mit der Geschwindigkeitskorrektur, Gl. 3.27 berech-
net. Diese müssen zuerst auf die Zellflächen interpoliert werden. Für die repräsen-
tative Zellfläche e lautet die Normalkomponente der Geschwindigkeitskorrektur:

c′n,e = −
(

∆V

Ac
P

)

e

(
δp′

δn

)

e

. (3.34)

Der Kehrwert des Diagonalkoeffizienten der Impulsgleichugen Ac
P und das Zellvolu-

men werden dabei linear nach Gl. 3.17 interpoliert. Der Korrekturmassenstrom an
der Zellfläche e ist gegeben durch:

ṁ′
e = −ρ

(
∆V

Ac
P

)

e

(
δp′

δn

)

e

Ae. (3.35)
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Durch Einsetzen von Gl. 3.35 in 3.33 ergibt sich die diskretisierte Druckkorrek-
turgleichung. Für nichtversetzte Variablenanordnung ist das Druck- und Geschwin-
digkeitsfeld entkoppelt. Dadurch kann die Lösung zu Oszillationen neigen, weshalb
Patankar [51] eine versetzte Variablenanordnung benutzt. Da sich diese Variablen-
anordnung für konturangepasste Netze schwierig gestaltet, wird zur Stabilisierung
ein Korrekturterm nach Rhie und Chrow [54] verwendet. Damit gelingt es, das
Druck- und Geschwindigkeitsfeld zu koppeln und Oszillationen zu verhindern. Mit
Hilfe dieses Korrekturterms laut die Geschwindigkeit an der Zellfläche e:

cn∗n,e = cn∗n,e −
(

∆V

Ac
P

)

e

[(
δp

δn

)

e

−
(
δp

δn

)

e

]n−1

. (3.36)

Nach Ferziger und Perić [18] werden die in Gl. 3.36 enthaltenen Gradienten wie
folgt approximiert:

(
δp

δn

)

e

≈ pE − pP

(xi,E − xi,P )ni,e

,

(
δp

δn

)

e

≈

(
∂p
∂xj

)

e
(xj,E − xj,P )

(xi,E − xi,P )ni,e

. (3.37)

Bei großen Zentralkoeffizienten der Impulsgleichungen Ac
P , wie sie bei instationären

Berechnungen mit kleinen Zeitschritten auftreten, wird der Korrekturterm klein und
verliert seine stabilisierende Wirkung.

3.2.2.2 SIMPLE-Algorithmus für kompressible Fluide

Bei der Berechnung von Strömungen kompressibler Fluide kann eine Erweiterung
auf Basis des Druckkorrekturverfahrens durchgeführt werden. Der korregierte Mas-
senstrom zum Iterationsschritt n lautet:

ṁn
e = ρn

e c
n
n,eAe =

(
ρn−1 + ρ′

)

e
(cn∗n + c′n)eAe (3.38)

bzw.
ṁn

e =
(
ρn−1cn∗n A

)

e
︸ ︷︷ ︸

ṁn∗
e

+
(
ρn−1c′nA

)

e
︸ ︷︷ ︸

ṁ′
e,c

+ (ρ′cn∗n A)e
︸ ︷︷ ︸

ṁ′
e,ρ

+ (ρ′c′nA)e
︸ ︷︷ ︸

≈0

. (3.39)

Dabei entspricht ṁn∗
e dem vorläufigen Massenstrom wie im inkompressiblen Fall,

wobei an die Stelle der konstanten Dichte ρ die im vorhergehenden Iterationsschritt
berechnete Dichte ρn−1 tritt. Der Korrekturmassenstrom ṁ′

e,c ergibt sich analog
zum inkompressiblen Fall, während ṁ′

e,ρ die Korrektur der Dichte berücksichtigt.
Der Term ρ′c′nA wird vernachlässigt unter der Annahme, dass ein Produkt zweier
Korrekturen klein gegenüber den anderen Anteilen ist.
Zur Lösung der kompressiblen Druckkorrekturgleichung wird noch eine Beziehung
für die Dichtekorrektur ρ′ in Abhängigkeit von der Druckkorrektur p′ benötigt. Nach
Demirdžić et al. [13] kann die Näherung

p′

ρ′
≈ ∂p

∂ρ
(3.40)
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verwendet werden. Mit der Zustandsgleichung für isentrope Strömungen und Gl.
3.40

p′

ρ′
≈ ∂p

∂ρ
= κ

p

ρ
= κRT =

1

Cρ
(3.41)

ergibt sich der gesuchte Zusammenhang:

ρ′ = Cρp
′. (3.42)

Mit Gl. 3.42 und den analogen Termen für inkompressible Fluide lautet der Korrek-
turmassenstrom:

ṁ′
e = −ρn−1

e

(
∆V

Ac
P

)

e

(
δp′

δn

)

e

Ae +

(
Cρṁ

n∗

ρn−1

)

p′e. (3.43)

Wie im inkompressiblen Fall ergibt Einsetzen von Gl. 3.43 in 3.33 die diskretisierte
Druckkorrekturgleichung.
Für inkompressible Fluide entspricht die Druckkorrekturgleichung einer Poisson bzw.
Diffusionsgleichung. Bei der Erweiterung auf kompressible Strömungen erhält man
durch den zusätzlichen Term eine Konvektions-Diffusions-Gleichung. Dies hat zur
Folge, dass das Niveau des Drucks nun nicht mehr frei wählbar ist, da dieser implizit
im Koeffizienten Cρ enthalten ist.

3.2.3 Randbedingungen

Am Rande jedes Rechenblocks müssen für die entsprechenden Flächen geeignete
Randbedingungen vorgeschrieben werden. Dies kann durch explizite Vorgabe von
Werten, den Dirichlet-Randbedingungen, geschehen oder durch Vorgebe eines Gradi-
enten, den Neumann-Randbedingungen. Zwischen zwei benachbarten Rechenblöcken
werden Durchflussbedingungen formuliert.

3.2.3.1 Einströmrand

Geschwindigkeiten

Die Geschwindigkeiten am Einströmrand können durch die Vorgabe von Werten
belegt werden oder durch die Vorgabe des Totaldrucks und einer Strömungsrichtung.
Für inkompressible Strömungen lautet der Betrag der Geschwindigkeit

|~cin| =

√
2

ρ
(pt,in − pin) (3.44)

und für kompressible isentrope Strömungen

|~cin| =

√
√
√
√2

κ− 1

κ
RTin

[(
pt,in

pin

)κ−1

κ

− 1

]

. (3.45)
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Darin ist pin der statische Druck und Tin die statische Temperatur am Einströmrand,
für die eine eigene Randbedingung definiert werden.

Druck

Für Unterschallströmungen wird der statischen Druck durch Extrapolation be-
stimmt. Bei Überschallströmungen muss der Wert des statischen Druck vorgeschrie-
ben werden; er kann in diesem Fall nicht aus dem Rechenraum bestimmt werden. Die
Vorgabe kann explizit oder mit Hilfe des Totaldrucks und der isentropen Beziehung

pt,in

pin
=

(

1 +
κ− 1

2
Ma2

in

) κ
κ−1

(3.46)

geschehen. In Gl. 3.46 bezeichnet Main die Mach-Zahl am Einströmrand.
In der Druckkorrekturgleichung wird am Einströmrand für inkompressible Strömun-
gen eine Neumann-Randbedingung formuliert, falls die Geschwindigkeiten vorge-
schrieben sind. Ist dagegen der Totaldruck vorgeschrieben, wird der Wert der Druck-
korrektur durch Extrapolation aus dem Strömngsfeld bestimmt. Bei kompressiblen
Strömungen mit vorgegebenen Totaldruck am Einströmrand wird die Geschwindig-
keit korregiert, die Dichte dagegen nicht. Damit lautet die Geschwindigkeitskorrek-
tur, die zur Berechnung des Korrekturmassentroms benötigt wird nach Ferziger

und Perić [18]:

c′i,in =

(
∂ci
∂p

)

in

pin = Cci
p′in. (3.47)

Für Überschallströmngen nimmt die Druckkorrektur am Einströmrand den Wert
Null an, da der statische Druck vorgeschieben ist.

Temperatur

Die Vorgabe der statischen Temperatur kann durch explizite Wertzuweisung oder
über die Totaltemperatur erfolgen:

Tt,in

Tin
=

(

1 +
κ− 1

2
Ma2

in

)

. (3.48)

Turbulenzgrößen

Neben den Geschwindigkeiten und der Temperatur müssen am Einströmrand auch
die Turbulenzgrößen, die turbulente kinetische Energie k und die Dissipationsrate
ε bzw. die spezifische Dissipation ω definiert werden. Der Wert für die turbulente
kinetische Energie kann über den Turbulenzgrad Tu festgelegt werden:

kin =
3

2
Tu2c2in. (3.49)

Darin bezeichnet cin den Betrag der Geschwindigkeit an der entsprechenden Stelle
des Einströmrandes. Für k-ε basierte Modelle kann die Dissipation εin über das
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charakteristische Längenmass Lchar,ε definiert werden:

εin =
k

3

2

in

Lchar,ε

. (3.50)

Für k-ω basierte Turbulenzmodelle gilt die entsprechende Beziehung:

ωin =
k

1

2

in

β∗
0Lchar,ω

. (3.51)

Aus der einschlägigen Litreratur ergeben sich Turbulenzgrade zwischen 1% und 10%
sowie für das charakteristische Längenmass Werte zwischen 1% und 100% einer cha-
rakteristischen Abmessung des Strömungsproblems.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden zwei Varianten von Einströmrandbedingungen
implementiert. Diese sind für kompressible Fluide in Tab. 3.1 und 3.2 schematisch
dargestellt. Darin bedeuten fex Extrapolation aus dem Feld, fis isentrope Beziehung

|~cin| pin Tin p′in pt,in Tt,in Main

Ma < 1 const fex (pP , pQ) const fex (pP ) fis (p,Ma) fis (T,Ma) Ma (ci, T )

Ma > 1 const const const 0 fis (p,Ma) fis (T,Ma) Ma (ci, T )

Tabelle 3.1: Einströmrandbedingungen primitive Größen

|~cin| pin Tin p′in pt,in Tt,in Main

Ma < 1 c (p, pt, T ) fex (pP , pQ) fis (Tt,Ma) fex (pP ) const const Ma (ci, T )

Ma > 1 c (Ma, T ) fis (pt,Ma) fis (Tt,Ma) 0 const const const

Tabelle 3.2: Einströmrandbedingungen totale Größen

und const steht für vorgeschriebene Werte. Die Dichte wird über die Zustandsglei-
chung ρ = p

RT
bestimmt. Für inkompressible Strömungen sind die isentropen Funk-

tionen fis für den Totaldruck, Gl. 3.46 und die totale Temperatur, Gl. 3.48, durch
pt = p + ρ

2
|~c| bzw. Tt = T + |~c|

2cP
zu ersetzen, und die Beziehung für die Mach-Zahl

entfällt. Bei den Geschwindigkeiten tritt Gl. 3.44 an die Stelle von Gl. 3.45.
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3.2.3.2 Ausströmrand

Geschwindigkeiten

Am Ausströmrand ist die Geschwindigkeit sowohl für Unterschall- als auch für Über-
schallströmungen unbekannt und Teil der Lösung, weshalb sie dort durch Extrapo-
lation aus dem Strömungsfeld bestimmt wird:

ci,out = ci,P + λout (ci,P − ci,Q) . (3.52)

In Gl. 3.52 ist ci,P die Geschwindigkeit der Nachbarzelle der Randfläche, ci,Q die
Geschwindigkeit der Zelle in der nächst inneren Ebene und λout ein Interpolations-
faktor, der sich aus den Netzabständen berechnet:

λout =
|~xpq − ~xP |

|~xQ − ~xpq| + |~xpq − ~xP |
. (3.53)

Hierin entspricht ~xpq dem Mittelpunkt der Grenzfläche zwischen den Zellen P und Q.
Diese Art von Randbedingung ist im strengen Sinne nur für Ausströmränder gültig,
die weit stromab liegen und keinen Einfluss auf weiter stromauf gelegene Bereiche
nehmen.

Druck

Für Überschallströmungen ist der Druck am Ausströmrand, wie auch die Geschwin-
digkeit, unbekannt, d.h. Teil der Lösung und wird durch Extrapolation aus dem
Feld bestimmt, siehe Gl. 3.53. Die Druckkorrektur wird ebenfalls durch Extrapola-
tion bestimmt.
Bei Unterschallströmungen wird am Ausströmrand der statische Druck festgelegt.
Dies kann über einen konstanten oder über einen flächengemittelten Wert erfolgen.
Mit Hilfe eines Faktors 0 ≤ αp ≤ 1 können beide Zustände gewichtet werden:

pout = αppPQ + (1 − αp) pconst. (3.54)

In Gl. 3.54 bezeichnet pPQ den durch die Werte der Zellen P und Q extrapolierten
und anschließend flächengemittelten Druck und pconst. den vorgeschiebenen Druck
am Ausströmrand.

Temperatur, Dichte und Turbulenzgrößen

Die skalaren Größen wie Temperatur T , turbulente kinetische Energie k und Dissi-
pationsrate ε bzw. ω werden am Ausströmrand durch Extrapolation aus dem Fel-
dinneren bestimmt. Die Dichte ρ wird wie beim Einströmrand für kompressible
Strömungen über die Zustandsgleichung bestimmt.
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3.2.3.3 Haft- und Undurchlässigkeitsbedingungen an Wänden

Bei undurchlässigen Wänden verschwindet der Massendurchfluss und damit der kon-
vektive Fluss durch die entsprechende Zellfläche. Der Impulsaustausch findet hier
über den diffusiven Fluss statt.

Geschwindigkeiten

Durch die Haftbedingung nimmt der Wert der Relativgeschwindigkeit an der Wand
den Wert Null an, ~wW = 0. Der diffusive Fluss an der Wand wird mit Hilfe der
Wandschubspannung τW in einem lokalen Koordinatensystem (n, t, b) berechnet.
Dabei entspricht n der Normalenrichtung, die Tangentialrichtung t ist parallel zur
Strömungsrichtung im Punkt P der Wandzelle und die Richtung b entspricht der
Binormalen, die sowohl senkrecht zu n als auch senkrecht zu t im Sinne eines Rechts-
systems orientiert ist, siehe Abb. 3.2.

P

n
r

t
r

x1

x2

Pc
rPtc ,

r

Pnc ,

r

Py

Abb. 3.2: Skizze der Wandzelle zur Berechnung des diffusiven Flusses

In diesem lokalen Koordinatensystem lauten die Schubspannungen an der Wand-
fläche:

τnn = 2µ
∂wn

∂n
= 0, (3.55)

τnt = µ
∂wt

∂n
, (3.56)

τnb = µ
∂wb

∂n
= 0. (3.57)



54 KAPITEL 3. NUMERISCHE VERFAHREN

Die Tangentialkomponente der Relativgeschwindigkeit am Punkt P der
wandnächsten Zelle ~wt,P lässt sich mit der Beziehung

~wt,W = ~wP − ~wn,P = ~wP − (~wP~n)~n (3.58)

berechnen. Mit der Tangentialgeschwindigkeit ~wt,W ist die Richtung der Tangente ~t
festgelegt. Für den diffusiven Fluss an der Wandzelle ergibt sich:

F d
i,W =

∫

AW

τnttidA ≈ τnttiAW , (3.59)

wobei die Schubspannung τnt durch

τnt ≈ µ
~t (~wP − ~wW )

yP

(3.60)

approximiert wird, siehe Ferziger und Perić [18]. Damit der Diagonalkoeffizient
Aci

P für alle Geschwindigkeitskomponenten den gleichen Wert annimmt, wird der
diffusive Term mit Hilfe der nachgeführten Korrektur zu Iterationsschritt n wie
folgt implementiert:

F d
i,W ≈

(

ci
AW

yP

)n

+

[

−ci
AW

yP
+ µti

tj (wj,P − wj,W )

yP

]n−1

. (3.61)

Druck

Der Druck und die Druckkorrektur werden an der Wand durch Extrapolation be-
stimmt.

Temperatur

Für die Temperatur kann eine adiabate Wandrandbedingung, d.h.
(

∂T
∂n

)

W
= 0 oder

ein bestimmter Wärmestrom −λ
(

∂T
∂n

)

W
= qW vorgeschrieben werden.

Turbulenzgrößen

Für die turbulente kinetische Energie wird sowohl eine Dirichlet-Randbedingung
kW = 0 als auch eine Neumann-Randbedingung,

(
∂k
∂n

)

W
= 0 vorgechrieben.

Für die k-ε basierten Modelle wird eine ε-Randbedingung nach Chapman und

Kuhn [10] verwendet:

εk−ε
w = ν

4 kP

y2
P

− εP . (3.62)

Da der Wert der spezifischen Dissipation ω an der Wand ins Unendliche strebt,
ωW → ∞ kann diese Randbedingung so nicht implementiert werden. Menter [42]
schlägt dagegen die Beziehung

ωw = αωW

6 ν

β y2
P

(3.63)
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für ωW mit αωW
= 10 vor.

Wandfunktion

Bei der Implementierung der Wandfunktion ist zunächst eine Beziehung zwischen
u+ und y+ zu hinterlegen, Gl. 2.69 für die laminare Unterschicht und Gl. 2.70 für die
logarithmische Übergangsschicht. Um die Implementierung des diffusiven Flusses an
der Wand nach Gl. 3.61 verwenden zu können, wird eine künstliche Rechengröße,
die Wandviskosität µW definiert:

τW = µW

~t (~wP − ~wW )

yP

. (3.64)

Mit Gl. 2.68 und Gl. 3.64 kann die Wandviskosität durch

µW = µ
y+

u+
(3.65)

ausgedrückt werden. Mit Gl.2.70 ergibt Gl. 3.65 die zu implementierende Bezie-
hung für die Wandviskosität µW , die ihre Gültigkeit im logarithmischen Bereich
30 ≤ y+ ≤ 300 hat. Da es sich bei technischen Anwendungen i.A. als schwierig ge-
staltet, diesen Gültigkeitsbereich einzuhalten, schlägt Menter et al. [75] eine au-
tomatische Skalierung zwischen logarithmischem Bereich und viskoser Unterschicht
in Abhäbgigkeit von y+ vor:

µW = µ
4

√

1 +

[
κy+

ln(Eln y+)

]4

. (3.66)

Für kleine Werte von y+ strebt der Term in den eckigen Klammern von Gl. 3.66
gegen den Wert Null, für Werte y+ ≥ 30 verhält er sich sehr groß gegenüber dem
Wert Eins. Damit ist ein fließender Übergang zwischen der viskosen Unterschicht
und dem logarithmischem Bereich gewährleistet.

3.2.3.4 Gleitbedingung an undurchlässigen Wänden

Diese Randbedingung wird häufig als Euler-Wand bezeichnet. Hier verschwindet
der Massendurchfluss senkrecht zur Wand und damit der konvektive Fluss durch
die entsprechende Zellfläche. Der Impulsaustausch findet über den diffusiven Fluss
statt.

Geschwindigkeiten

Die Schubspannungen an der Wandfläche lauten im lokalen Koordinatensystem:

τnn = 2µ
∂wn

∂n
, (3.67)

τnt = µ
∂wt

∂n
= 0, (3.68)

τnb = µ
∂wb

∂n
= 0. (3.69)
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Damit lautet der diffusive Fluss mit Hilfe der nachgeführten Korrektur:

F d
i,S ≈

(

ci
AW

yP

)n

+

[

−ci
AW

yP

+ µni
nj (wj,P − wj,W )

yP

]n−1

(3.70)

In Gl. 3.70 ist die Viskosität µ für turbulente Strömungen durch die Gesamtviskosität
µeff = µ+ µT zu ersetzten.

Druck

Sowohl für den Druck als auch für die Druckkorrektur wird an der reibungsfreien
Wand der Wert von p und p′ aus dem Strömungsfeld extrapoliert.

Temperatur, Dichte und Turbulenzgrößen

Alle skalaren Größen, d.h. Temperatur T , turbulente kinetische Energie k und Dissi-
pation ε bzw. spezifische Dissipation ω werden für einen verschwindenden Gradienten
mit einer Neumann-Randbedingung festgelegt. Die Dichte ρ ergibt sich mit Hilfe der
Zustandsgleichung.

3.2.3.5 Blockgrenzen

Strukturierte Lösungsverfahren besitzen gegenüber unstrukturierten Verfahren den
Vorteil, dass die Algorithmen zum Lösen der linearisierten Gleichungen i.A. schnel-
ler sind und die Datenhaltung sich außerdem effizienter gestalten lässt. Andererseits
erweist es sich bei komplexen Geometrien oft als schwierig, ein strukturiertes Netz
zu generieren. Blockstrukturierte Verfahren kombinieren bis zu einem bestimmten
Grad die Effizienz von strukturierten und die Flexibilität von unstrukturierten Ver-
fahren.
Der im Rahmen dieser Arbeit implementierte Algorithmus beruht auf einer Idee von
Lilek et al. [38]. Hier müssen die Netzknoten an der Blockgrenze nicht aufeinan-
der liegen, und die Blöcke können aufgrund ihrer flexiblen Datenstruktur beliebig
zueinander orientiert sein. Dieser Algorithmus eignet sich außerdem sehr gut für eine
Parallelisierung.
Abb. 3.3 zeigt die Blockgrenze einer zweidimensionalen Topologie mit nicht pas-
senden Netzknoten. Zur Berechnung der Flüsse über die Blockgrenze hinweg wird
diese in Teilflächen zerlegt. Jede dieser Teilflächen ist von zwei Netzknoten beran-
det. Dabei spielt es keine Rolle, zu welchem Block diese Knoten gehören. Das ent-
spricht einer lokal unstrukturierten Behandlung an der Blockgrenze. Dadurch kann
eine Zelle im zweidimensionalen mehr als vier, im dreidimensionalen mehr als sechs
Grenzflächen besitzen, siehe z.B. Skoda [68]. Da die Flüsse durch jede Teilfläche
berechnet werden, ist die Konservativität des Verfahrens gewährleistet.
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Abb. 3.3: Skizze einer Blockgrenze mit nichtpassenden Netzknoten

Bei der Verwendung eines höherwertigen Verfahrens für die Berechnung der konvek-
tiven Terme sind in jedem Block zwei Zellschichten betroffen. Nach Abb. 3.3 sind
dies in Block A die Zellen L und LL und in Block B die Zellen R und RR.

3.2.3.6 Periodische Ränder

Periodische Randbedingungen werden wie Blockgrenzen behandelt, wobei noch eine
Transformation durchzuführen ist, welche die Größen in den Zellmittelpunkten P
und Q auf die der Geister-Zellen P ′ und Q′ abbildet. Grundsätzlich werden hier zwei
Arten von Periodizitäten, translatorische und rotatorische unterschieden, siehe Abb.
3.4.

PQ

Shadow-
Zellen

Interface A Interface B

a) Translatorische Periodizität

Interface A

Interface B

Q́

Ṕ

Q
P

x

y

Teilung T

Teilungs-
winkel g

b) Rotierende Periodizität

Shadow-
Zellen

Q́ Ṕ

Abb. 3.4: Skizze zur Topologie der Geisterzellen an periodischen Rändern;

a) translatorisch- und b) rotatorisch-periodische Ränder
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Bei translatorisch periodischen Rändern werden die Zellmittelpunkte der Nachbar-
zellen um eine Teilung verschoben, siehe Abb. 3.4 a). Die Transformation für die

skalaren Größen Φ, die Vektoren ~Φ und die Matritzen Φ lautet:

ΦP ′ = ΦP , (3.71)

~ΦP ′ = ~ΦP , (3.72)

ΦP ′ = ΦP . (3.73)

Bei rotatorisch periodischen Rändern werden die Zellmittelpunkte der Nachbarzellen
um eine Teilung rotiert, siehe Abb. 3.4 b). Die Transformation für die skalaren

Größen Φ, die Vektoren ~Φ und die Matritzen Φ ergibt mit der Rotationsmatrix Qz

um die z-Achse:

ΦP ′ = ΦP , (3.74)

~ΦP ′ = Qz
~ΦP , (3.75)

ΦP ′ = QzΦPQz
T . (3.76)

Die Rotationsmatrix Qz um die z-Achse ist durch die Beziehung

Qz =






cos (γ) − sin (γ) 0

sin (γ) cos (γ) 0

0 0 1




 (3.77)

definiert.

3.2.4 Implementierung des iterativen Lösungsverfahrens

In diesem Abschnitt wird erläutert, wie sich der Programmablauf des implementier-
ten CFD-Codes gestaltet.
Zuerst werden die Eingabedaten sowie das Rechennetz eingelesen und anschließend
das Strömungsfeld initialisiert. Danach beginnt die Zeitschleife, die für stationäre
Simulationen nur einmal durchlaufen wird. Im nächsten Schritt wird die Netzki-
nematik berechnet, da sich bei instationären Simulationen einzelne Blöcke bewe-
gen können. Hier wird die Lage der Netzknoten ~x(tm) und ihre Geschwindigkeiten
~cgrid(tm) für jeden Zeitschritt m neu berechnet. Anschließend müssen die Netzgrößen
wie das Zellvolumen ∆V , die Interpolationsfaktoren λl und die Oberflächennorma-
len der Zellflächen ~nl berechnet werden.
Danach werden die Impulsgleichung, die Druckkorrekturgleichung und die Trans-
portgleichungen der skalaren Größen für jeden Zeitschritt iterativ gelöst. Für jede
Iteration n sind folgende Schritte durchzuführen:
Im ersten Schritt werden die linearisierten Impulsgleichungen

Aci

P c
n∗
i,P +

∑

L

Aci

L c
n∗
i,L = bci

P (3.78)
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gelöst, wo die Massenströme ṁl der vorhergegangenen Iteration als konstant be-
trachtet werden. Um die numerische Stabilität von Gl. 3.78 zu erhöhen, wird diese
mit Hilfe eines Faktors unterrelaxiert, d.h. es wird nur ein Teil der so gewonnenen
Lösung verwendet. Für die allgemeine Strömungsgröße Φ und den Unterrelaxations-
faktor αΦ ergibt sich:

Φn+1 = Φn + αΦ (Φnew − Φn) . (3.79)

Die Beziehung aus Gl. 3.79 lässt sich in Gl. 3.78 einarbeiten und somit folgt eine
Gleichung

Aci

P

αc

cn∗i,P +
∑

L

Aci

L c
n∗
i,L = bci

P +
1 − αc

αc

Aci

P c
n
i,P (3.80)

mit erhöter Diagonaldominanz der Matrix A und einem modifizierten Quellterm.
Durch Lösen von Gl. 3.80 erhält man die vorläufigen Geschwindigkeiten cn∗i,P , womit
sich die Massenströme ṁl und der Massendefekt ∆ṁ berechnen lassen. Danach wird
die Druckkorrekturgleichung gelöst und anschließend der Druck, die Geschwindig-
keiten und die Massenströme korregiert.
Im Anschluss daran wird für kompressible Fluide die Energiegleichung gelöst und
die Dichte mit Hilfe der Zustandsgleichung berechnet.
Im letzten Schritt des iterativen Verfahrens werden schließlich die Turbulenzgrößen
durch Lösen der entsprechenden Transportgleichung bestimmt. Sofern die Massen-
bilanz nicht erfüllt ist, wird mit der nächsten Iteration begonnen. Nach Beendigung
dieser Iterationsschleife wird das Ergebnis abgespeichert und die Berechnung des
nächsten Zeitschritts beginnt. Dieser Ablauf ist schematisch in Tab. 3.3 dargestellt.
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0. Initialisierung des Strömungsfeldes

1. Zeitschleife tm = tm−1 + ∆t

2. Berechnung der Netzkinematik ~x(tm) und ~cgrid(tm)

3. Berechnung der Netzgrößen ∆V, λl, ~nl

4. Iterationsschleife n = n+ 1

5. Lösen von Aci

P c
n∗
i,P +

∑

LA
ci

L c
n∗
i,L = bci

P

6. Berechnung der Massenströme ṁl und ∆ṁ

7. Lösen von Ap′

P p
′
P +

∑

LA
p′

Lp
′
L = ∆ṁ

8. Korrektur des Druckfeldes pn = pn−1 + αPp
′

9. Korrektur des Geschwindigkeitsfeldes cni,P = cn∗i,P + αci
c′i,P

10. Korrektur der Massenströme ṁn
l = ṁn∗

l + ṁ′
l

11. Lösen der Energiegleichung

12. Berechnung der Dichte mit der Zustandsgleichung

13. Lösen der Turbulenzgleichungen k, ε bzw. ω

14. Konvergenzabfrage

15. Ende der Iterationsschleife

16. Lösung zum Zeitschritt tm

17. Ende der Zeitschleife

Tabelle 3.3: Ablauf bei der Lösung des Gleichungssystems
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3.3 Finite-Elemente Methode

In diesem Abschnitt wird die Methode der Finiten-Elemente beschrieben, die zur
Lösung der Grundgleichungen der Mechanik verwendet wird. Der Grundgedanke
der Finiten-Elemente Methode basiert auf dem Näherungsverfahren von Ritz, siehe
Pfeiffer [52]. Die Idee von Ritz ist, Variationsprobleme, wie sie in der Struktur-
mechanik auftauchen, nicht exakt zu lösen, sondern das Verschiebungsfeld ui durch
eine endliche Linearkombination ūi mit Basisfunktionen ūi,n zu approximieren. Diese
Basisfunktionen sind beliebig, müssen jedoch die kinematischen Randbedingungen
erfüllen. Die Finite-Element Methode verwendet an Stelle der Approximation des
Verschiebungsfeldes für die gesamte Struktur eine gebietsweise Näherung. Diese Ge-
biete werden Finite-Elemente genannt und besitzen ausgezeichnete Punkte, die sog.
Knoten. Das Verschiebungsfeld innerhalb eines Elements wird mit Hilfe der Knoten-
verschiebungen approximiert. An Stelle der Ritzschen Basisfunktionen treten hier
Ansatzfunktionen, die nur innerhalb eines Elementes gültig sind. Dadurch werden
jedem Element gewisse Eigenschaften wie Masse und Steifigkeit zugeordnet. Die pro-
blembeschreibenden Gleichungen der Gesamtstruktur ergeben sich durch Superposi-
tion der einzelnen Elemente. Die geometrische Form und Ausdehnung der Elemente
ist beliebig. Man unterscheidet zwischen Kontinuumselementen und generalisierten
Elementen wie Stab, Balken und Schale. Die Formulierung der generalisierten Ele-
mente basiert auf speziellen Modellvorstellungen der Kontinuumsmechanik.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein verschiebungsbasierter FEM-Code entwickelt,
der über isoparametrische Volumenelemente und generalisierte Elemente wie Stab,
Balken und Schale für ebene und räumliche Probleme verfügt. Die Dehnungs-
Verschiebungs-Beziehung kann linear sowie nichtlinear sein und das Materialver-
halten homogen, isotrop und linear-elastisch; d.h. geometrische Nichtlinearitäten
werden berücksichtigt, physikalische jedoch nicht. Die Formulierung von isoparame-
trischen Elementen wird in den folgenden Abschnitten behandelt und exemplarisch
für den 2D Fall ausgeführt; die analoge Erweiterung auf den 3D Fall findet sich z.B.
in Bathe [4]. Generalisierte Elemente wie Balken und Stab werden z.B. in Klein

[30] erläutert. Eine ausführliche Abhandlung über Schalenelemente findet sich z.B.
in Bathe und Dvorkin [5, 16]. Die hier verwendeten verschiebungsbasierten Fi-
niten Elemente können sog. Locking Phänomene aufweisen. Dies sind im einzelnen
Shear- und Volume-Locking, siehe Wall [77]. Diese unerwünschten Eigenschaften
können z.B. mit der Enhanced Assumed Strain Methode vermieden werden, siehe
Andelfinger [1].

3.3.1 Diskretisierung der Grundgleichungen

Ein isoparametrisches Finites-Element habe N Knoten und N Ansatzfunktionen.
Die Geometrie des Elements ist mit den Knotenkoordinaten t~xe

n zur Zeit t vollständig
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festgelegt, d.h. jeder Punkt innerhalb des Elements ist durch

t~x e =

N∑

n

hn(r, s)t~xe
n (3.81)

beschrieben. Dabei entspricht hn(r, s) den Ansatzfunktionen. Die Parameter r und
s sind lokale Elementkoordinaten, siehe Abb. 3.5 und 3.6.

Knoten 1

2

3

4

5

6

7

8 r

s

r = 0

r = -1

r = 1
s = -1

s = 0

s = 1

Abb. 3.5: Viereckiges ebenes Element

mit 8 Knoten mit konturangepassten

Koordinaten r und s

1

2

3

4

5
6

r

s

r = 0

r = 1

s = 0

s = 1

r = 0.5

s = 0.5

Abb. 3.6: Dreieckiges ebenes Element

mit 6 Knoten mit konturangepassten

Koordinaten r und s

An Knoten ergibt sich für die Ansatzfunktionen hn(rm, sm) = 1, falls für den Kno-
tenindex n = m gilt, sonst nehmen die Ansatzfunktionen den Wert Null an. Sie sind
für ein viereckiges bzw. ein dreieckiges 2D Kontinuumselement mit 4 bis 8 bzw. 3
bis 6 Knoten in Tab. 3.4 und 3.5 angegeben, siehe z.B. Bathe [4]. Bei isopara-
metrischen Elementen wird das Verschiebungsfeld mit derselben Ordnung wie die
Geometrie approximiert, d.h. die Verschiebungen innerhalb des Elements lauten zur
Zeit t:

t~u e =

N∑

n

hn(r, s)t~ue
n. (3.82)

Definiert man einen Elementverschiebungsvektor tUe =
(

t~ue
1, · · · t~ue

n

)T

, dann lässt

sich Gl. 3.82 in Matrix-Vektorschreibweise darstellen:

t~u e = H (r, s)t
Ue, (3.83)

wobei H(r, s) die Matrix der Ansatzfunktionen bedeutet

H (r, s) =

(

h1 0 h2 0 · · · hN 0

0 h1 0 h2 · · · 0 hN

)

(3.84)
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hinzufügen, falls Knoten n definiert
Ansatzfunktion

n = 5 n = 6 n = 7 n = 8

h1 = 1
4
(1 + r)(1 + s) −1

2
h5 −1

2
h8

h2 = 1
4
(1 − r)(1 + s) −1

2
h5 −1

2
h6

h3 = 1
4
(1 − r)(1 − s) −1

2
h6 −1

2
h7

h4 = 1
4
(1 + r)(1 − s) −1

2
h7 −1

2
h8

h5 = 1
2
(1 − r2)(1 + s)

h6 = 1
2
(1 − s2)(1 − r)

h7 = 1
2
(1 − r2)(1 − s)

h8 = 1
2
(1 − s2)(1 + r)

Tabelle 3.4: Ansatzfunktionen für viereckiges Element mit 4 bzw. 8 Knoten

hinzufügen, falls Knoten n
definiert

Ansatzfunktion
n = 4 n = 5 n = 6

h1 = 1 − r − s −1
2
h4 −1

2
h6

h2 = r −1
2
h4 −1

2
h5

h3 = s −1
2
h5 −1

2
h6

h4 = 4r(1 − r − s)

h5 = 4rs

h6 = 4s(1 − r − s)

Tabelle 3.5: Ansatzfunktionen für dreieckiges Element mit 3 bzw. 6 Knoten

Im Folgenden muss zwischen der Berechnung von Strukturen mit kleinen und großen
Verschiebungen unterschieden werden. Bei der Berechnung mit kleinen Verschie-
bungen wird direkt von Gl. 2.129 ausgegangen. Diese Gleichung ist linear in den
Verschiebungen und kann daher direkt gelöst werden. In diesem Fall wird der infini-
tesimale Dehnungstensor verwendet und der Cauchy Spannungstensor ist äquivalent
zum 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor. Beide Größen, 0εij und t

0Sij, werden
als Funktion der Knotenfreiheitsgrade ausgedrückt.
Bei der Berechnung unter Voraussetzung großer Verschiebungen wird von Gl. 2.141
ausgegangen. Diese Gleichung ist linear in den Dehnungsinkrementen, und damit las-
sen sich die Verschiebungen iterativ berechnen. Dabei muss der Green-Lagrangesche
Dehnungstensor und der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor zu jedem Iterati-
onschritt berechnet werden. Die Dehnungsinkremente werden als Funktion der Ver-
schiebungsinkremente der Knoten ausgedrückt.
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Zunächst wird die Berechnung bei kleinen Verschiebungen betrachtet. In diesem
Fall sind der Cauchy- und der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor gleich, d.h
tσij = t

0Sij. Im Folgenden ist es zweckmäßig, den infinitesimalen Dehnungstensor

0εij und den 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor in Vektorschreibweise zu ver-
wenden:

ε =
(

0εxx 0εyy 20εxy

)T

, (3.85)

Ŝ =
(

t
0Sxx

t
0Syy

t
0Sxy

)T

. (3.86)

Setzt man Gl. 3.83 in Gl. 2.106 ein, so erhält man

ε = BL (r, s)t
Ue (3.87)

und mit der Dehnungs-Verschiebungsmatrix BL = BL0

BL0 (r, s) =






∂h1

∂0x
0 ∂h2

∂0x
0 · · · ∂hN

∂0x
0

0 ∂h1

∂0y
0 ∂h2

∂0y
· · · 0 ∂hN

∂0x
∂h1

∂0y
∂h1

∂0x
∂h2

∂0y
∂h2

∂0x
· · · ∂hN

∂0y
∂hN

∂0x




 . (3.88)

Da die Ansatzfunktionen hi im natürlichen Koordinatensystem definiert sind,
müssen die partiellen Ableitungen nach 0x und 0y in Gl. 3.88 mit den partiellen
Ableitungen nach r und s verknüpft werden. Die entsprechende Transformation ist
durch die inverse Jacobi-Matrix gegeben:

∂

∂0~x
= J−1 ∂

∂~r
mit J =

∂(0x,0y)

∂(r, s)
. (3.89)

Die Elementspannungen können mit dem Hookschen Gesetz nach Kap. 2.2.4 und Gl.
2.120 berechnet werden. In Matrixschreibweise ergibt sich für die ebene Formände-
rung

Ŝ = Cε = CBL(r, s)tUe mit (3.90)

C =
E(1 − ν)

(1 + ν)(1 − 2ν)






1 ν
1−ν

0
ν

1−ν
1 0

0 0 1−2ν
2(1−ν)




 . (3.91)

Damit stehen alle Größen zur Verfügung, die für den virtuellen Arbeitssatz, Gl.
2.129 im Rahmen der Berechnung für kleine Verschiebungen benötigt werden.
Als Nächstes wird die Berechnung für große Verschiebungen betrachtet. Durch
Einsetzen von Gl. 3.83 in Gl. 2.138 ergibt sich der lineare Anteil der Dehnungs-
Verschiebungsmatrix als Summe von BL0 nach Gl. 3.88 und dem Anteil der An-
fangsverschiebung:

BL1 (r, s) =






l11
∂h1

∂0x
l21

∂h1

∂0x
· · · l11

∂hN

∂0x
l21

∂hN

∂0x

l12
∂h1

∂0y
l22

∂h1

∂0y
· · · l12

∂hN

∂0y
l22

∂hN

∂0y

l11
∂h1

∂0y
+ l12

∂h1

∂0x
l21

∂h1

∂0y
+ l22

∂h1

∂0x
· · · l11 ∂hN

∂0y
+ l12

∂hN

∂0x
l21

∂hN

∂0y
+ l22

∂hN

∂0x






(3.92)
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mit

lij =
∂hk

∂0xj

tuk
i . (3.93)

In Folge dessen lauten die linearen Dehnungsinkremente mit dem Vektor Ue =
(

~ue
1, · · · ~ue

n

)T

der Zuwächse der Elementverschiebungen:

ε = BL (r, s)Ue = [BL0 (r, s) + BL1 (r, s)]Ue. (3.94)

Der Green-Lagrangesche Dehnungstensor kann zur Zeit t mit den bekannten Kno-
tenverschiebungen tuk

i berechnet werden:

εGL =






t
0ε

GL
xx

t
0ε

GL
yy

t
0ε

GL
xx




 =






l11 + 1
2
(l11l11 + l21l21)

l22 + 1
2
(l12l12 + l22l22)

l12 + l21 + l11l12 + l21l22




 . (3.95)

Die Elementspannungen können mit dem Werkstoffgesetz nach Kap. 2.2.4 und Gl.
2.120 berechnet werden. Dadurch ergibt sich in Matrixschreibweise:

Ŝ = CεGL (3.96)

mit der Matrix C des Stoffgesetzes nach Gl. 3.91. Da der nichtlineare Anteil von
t
0ε

GL
ij den Verschiebungsgradienten enthält, muss dieser als Funktion der Knotenver-

schiebungen ausgedrückt werden:

dUe = BNL (r, s)Ue, (3.97)

wobei BNL die folgende Matrix bedeutet:

BNL (r, s) =









∂h1

∂0x
0 · · · ∂hN

∂0x
0

∂h1

∂0y
0 · · · ∂hN

∂0y
0

0 ∂h1

∂0x
· · · 0 ∂hN

∂0x

0 ∂h1

∂0y
· · · 0 ∂hN

∂0y









. (3.98)

Demzufolge stehen nun alle Größen zur Verfügung, die für den Satz der virtuellen
Arbeit benötigt werden.

3.3.2 Berechnung der Elementmatrizen

Der Satz der virtuellen Arbeit nach Gl. 2.141 lautet in Matrizenschreibweise:
∫

0V

δ~ue
T 0ρt+∆t~̈ued

0V +

∫

0V

δε TCεd0V +

∫

0V

δη T ŜdV = t+∆tRe −
∫

0V

δε T Ŝd0V,

(3.99)
wobei

t+∆tRe =

∫

0V

δ~uT
e fd0V +

∫

0AΣ

δ~uT
e Σ0d0A+

∑

f

δ~uT
e Ff (3.100)
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gilt sowie die Trägheitskräfte fi,T = −0ρt+∆tüi von den Volumenkräften fi und die

diskreten Kräfte ~Ff von den kontinuierlichen Oberflächenlasten Σ0
i dA abgespalten

wurden. Setz man Gl. 3.83, 3.87 bzw. 3.94 in Gl. 3.99 mit Gl. 3.97 ein und berücksich-
tigt, dass die virtuellen Verschiebungen δ~ue

n 6= 0 sind und die Knotenverschiebungen
~ue

n keine Funktionen von r und s sind, ergibt sich:
∫

0V

0ρHTHd0V t+∆tÜe +

∫

0V

(

BT
LCBL + BT

NLS̃BNL

)

d0V Ue =

= r+∆tRe −
∫

0V

BT
LŜd0V, (3.101)

r+∆tRe =

∫

0V

HT fd0V +

∫

0AΣ

HTΣ0d0A+
∑

f

HTFf . (3.102)

Darin sind folgende Definitionen und Abkürzungen verwendet:

Me =

∫

0V

ρHTHd0V, (3.103)

Ke = KeL + KeNL, (3.104)

KeL =

∫

0V

BT
LCBLd

0V, (3.105)

KeNL =

∫

0V

BT
NLS̃BNLd

0V, (3.106)

t
0Fe =

∫

0V

BT
LŜd0V, (3.107)

t+∆tRe = ReV + ReA + ReF , (3.108)

ReV =

∫

0V

HT ~fd0V, (3.109)

ReA =

∫

AΣ

HT ~Σ0d0,A (3.110)

ReF =
∑

f

HT ~Ff , (3.111)

wobei Me Massenmatrix, Ke Steifigkeitsmatrix und Re Lastvektor bedeuten. Re

setzt sich aus Volumenkräften ReV, Oberflächenlasten ReA und Einzelkräften ReF

zusammen. Die Steifigkeitsmatrix enthält einen linearen KeL und einen nichtlinearen
KeNL Anteil. Der Vektor t

0F ist der zu den Knotenspannungen äquivalente Kraft-
vektor. Ferner gilt:

S̃ =








t
0S11

t
0S12 0 0

t
0S21

t
0S11 0 0

0 0 t
0S11

t
0S12

0 0 t
0S21

t
0S11







. (3.112)

Die Massenmatrix und die Steifigkeitsmatrix des Elements sind nun keine Funk-
tionen der Ortskoordinaten mehr. Der Lastvektor Re und der Elementverschie-
bungsvektor ~ue

n können Funktionen der Zeit sein. Bei Berechnungen mit kleinen
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Verschiebungen ist die Steifigkeitsmatrix linear, so dass das Verschiebungsinkre-
ment Ue durch die aktuelle Verschiebung tUe ersetzt werden kann. Der Vektor t

0F

nimmt den Wert Null an. Damit lautet Gl. 3.101 mit Gl. 3.103 bis 3.111 in Matrix-
Verktorschreibweise:

MeÜe(t) + KeUe(t) = Re(t). (3.113)

Bei Berechnungen mit großen Verschiebungen lautet Gl. 3.101 mit dem Verschie-
bungsinkrement ∆Ue

MeÜe(t) + Ke (Ue(t))∆Ue = Re(t) − Fe(t). (3.114)

Da Gl. 3.114 nicht linear ist, muss ein iteratives Lösungsverfahren angewendet wer-
den, z.B. das Newton-Raphson Verfahren, siehe Bathe [4]. Dabei wird so lange
iteriert, bis der Wert der Verschiebungsinkremente und die Differenz zwischen der
äußeren und inneren virtuellen Arbeit kleiner als ein definiertes Konvergenzmaß ist.
Bei der Integration der Elementmatrizen wird dV durch detJdrds ersetzt, da die
Integranden Funktionen der lokalen Elementkoordinaten r und s sind. Da die Inte-
grale in Gl. 3.101 und 3.102 i.a. nicht mehr analytisch integrierbar sind, muss auf
numerische Integration zurückgegriffen werden.

3.3.3 Numerische Integration der Elementmatrizen

Ein wichtiger Aspekt für die Berechnung mit isoparametrischen Elementen ist die
letztlich erforderliche numerische Integration. Dabei wird die analytische Integration
durch eine Summe ersetzt:

∫

F (r, s)drds =
∑

i,j

αijF (ri, sj). (3.115)

Die αij sind Gewichtungsfaktoren und F (ri, sj) ist der Wert des Integranden an den
sog. Integrationspunkten (i, j). In diesem Abschnitt soll die Theorie der numeri-
schen Integration und ihre praktischen Folgerungen dargestellt werden. Ein wichti-
ger Punkt ist die Frage der notwendigen Integrationsgenauigkeit, d.h. wieviele In-
tegrationspunkte in der Element-Formulierung erforderlich sind. Der Grundgedanke
der numerischen Integration beruht im Wesentlichen darauf, ein Polynom ψ(r, s)
durch die gegebenen Werte F (r, s) zu legen und dann

∫
ψ(r, s)drds als Näherung

für
∫
F (r, s)drds zu verwenden. Die Zahl der Integrationspunkte von F (r, s) und

die Lage dieser Punkte bestimmt, wie gut F (r, s) durch ψ(r, s) angenähert wird und
damit den Fehler der numerischen Integration.
Im Folgenden wird die Berechnung der Gewichtungsfaktoren für den eindimensio-
nalen Fall dargestellt und dann auf mehrere Dimensionen erweitert. Mit Hilfe der
Lagrangeschen Interpolation ergibt sich ψ(r) mit n+ 1 Stützstellen zu:

ψ(r) = F0l0(r) + F1l1(r) + · · ·+ Fnln(r). (3.116)

Darin bedeuten lj die Lagrangeschen Polynome:

lj(r) =
(r − r0)(r − r1) · · · (r − rj−1)(r − rj+1) · · · (r − rn)

(rj − r0)(rj − r1) · · · (rj − rj−1)(rj − rj+1) · · · (rj − rn)
. (3.117)
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In Gl. 3.116 ist Fj gleich dem Funktionswert an der Setelle rj, Fj = F (rj).
Bei der Newton-Cotes Quadratur werden die n + 1 Stützstellen äquidistant auf
das Intervall [−1; 1] verteilt. Damit lautet

∫
F (r)dr mit den sog. Newton-Cotes-

Konstanten Cn
i :

∫ 1

−1

F (r)dr ≈
n∑

i=0

(∫ 1

−1

li(r)dr

)

Fi = 2

n∑

i=0

Cn
i Fi. (3.118)

Das betrachtete Newton-Cotes Integrationsschema verwendet äquidistante Stütz-
stellen. Es ist naheliegend, die Genauigkeit der Integration durch die Lage der Stütz-
stellen zu verbessern. Dieser Sachverhalt ist bei der Gauß-Qudradtur gegeben; sie
wird in der vorliegend Arbeit herangezogen, weil hier sowohl die Gewichtungsfunk-
tionen, als auch die Lage der Stützstellen optimiert werden. Bei der Gauß-Quadratur
wird dasselbe Polynom ψ(r) wie beim Newton-Cotes-Integrationsschema verwendet.
Der Integrand wird allderdings mit den Zusatzpolynomen rkP (r) approximiert:

F (r) = ψ(r) + P (r)(β0 + β1r + β2r
2 + ...) mit (3.119)

P (r) = (r − r1)(r − r2)...(r − rn).

Das Polynom P (r) nimmt an den Integrationspunkten rj den Wert Null an, die rj

werden mit der Bedingung

∫ 1

−1

P (r)rkdr = 0 mit k = 0, 1, 2, ..., n− 1 (3.120)

bestimmt. Nachdem die Lage der Integrationspunkte berechnet wurde, können die
Gewichtungsfaktoren αi mit

αi =

∫ 1

−1

li(r)dr (3.121)

berechnet werden. Die Stützstellen und die Gewichtungsfaktoren sowie detaillier-
tere Ausführungen können der einschlägigen Literatur Bathe [4] und Loxan [40]
entnommen werden. Bisher wurde die Berechnung der Gewichtungsfaktoren auf ei-
ne Dimension beschränkt. Bei der Finiten-Element Methode wird i.a. über zwei-
und dreidimensionale Bereiche integriert. Bei rechteckigen Elementen kann man die
zuvor entwickelte eindimensionale Strategie nacheinander auf jede der drei Raum-
richtungen anwenden. Für zwei Dimensionen ergibt sich:

∫ 1

−1

∫ 1

−1

F (r, s)drds =
∑

i

αi

∫ 1

−1

F (ri, s)ds =
∑

ij

αiαjF (ri, sj). (3.122)

Entsprechend zu Gl. 3.115 ist αij = αiαj. Das erläuterte Verfahren kann nicht
direkt auf die Integration von dreieckigen Bereichen angewendet werden, da hier die
Integrationsgrenzen Funktionen der Variablen sind. Geeignete Integrationsformeln
finden sich z.B. in Hammer [24] und Cowper [11].
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3.3.4 Superposition der Gesamtstruktur und Randbedin-

gungen

Gesamtstruktur

Die gesamte Finite-Elemente Struktur baut sich aus der Summe der einzelnen Ele-
mente auf. Dieser Vorgang wird in diesem Abschnitt exemplarisch für lineare Be-
rechnung erläutert. Bei der Berechnung mit geometrischen Nichtlinearitäten gestal-
tet sich die Vorgehensweise analog. Nachdem die Elementmatrizen berechnet sind,
kann das Gleichungssystem für die gesamte Struktur aufgestellt werden. Der Vektor
U soll alle Freiheitsgrade der Struktur enthalten und die Transformation

U = TeUe (3.123)

bildet die lokalen Elementfreiheitsgrade Ue auf die globalen Freiheitsgrade U ab.
Setzt man Gl. 3.123 in Gl. 3.113 ein und multipliziert Te

T von links, erhält man

MÜ(t) + KU(t) = R(t) (3.124)

als Gleichungssystem für die gesamte Struktur. Die Strukturmassenmatrix M, die
Struktursteifigkeitsmatrix K und der Strukturlastvektor R ergeben sich zu

M =
∑

e

Te
TMeTe, (3.125)

K =
∑

e

Te
TKeTe, (3.126)

R =
∑

e

Te
TRe. (3.127)

Randbedingungen

Bei der Finiten-Element Methode unterscheidet man zwei Arten von Randbedin-
gungen:

• Kinematische Randbedingungen, d.h. Verschiebungsrandbedingungen

• Dynamische Randbedingungen, d.h. Spannungsrandbedingungen, Kräfte und
Momente

Die dynamischen Randbedingungen werden zur Berechnung des Lastvektors R ver-
wendet. Um die kinematischen Randbedingungen zu berücksichtigen, ordnet man
den Verschiebungsvektor U formal nach unbekannten Verschiebungen U1 und be-
kannten U2. Damit geht Gl. 3.124 in

(

M11 M12

M21 M22

)(

Ü1

Ü2

)

+

(

K11 K12

K21 K22

)(

U1

U2

)

=

(

R1

R2

)

(3.128)
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über. Bekannte Verschiebungen treten insbesondere an Lagern auf; dort sind die
Reaktionskräfte R2 unbekannt. Betrachtet man nur die erste Zeile von Gl. 3.128
und bringt die Terme, die U2 enthalten, auf die rechte Seite, dann erhält man ein
modifiziertes Gleichungssystem für die unbekannten Verschiebungen U1:

M11Ü1 + K11U1 = R1 − M12Ü2 −K12U2. (3.129)

Nachdem Gl. 3.129 gelöst wurde, kann der unbekannte Lastvektor R2 mit der zwei-
ten Zeile von Gl. 3.128 und den jetzt bekannten Verschiebungen U1 berechnet wer-
den.

Zwangsbedingungen

Die in der Struktur enthaltenen Zwangsbedingungen, wie z.B. periodische Knoten
oder reibungsfreie Lagerungen, können mit Hilfe der Substitution

U = TCUC (3.130)

in das Gleichungssystem eingebaut werden. Die Integration der Zwangsbedingungen
nach Gl. 3.130 kann auf Element- oder globaler Ebene erfolgen. Periodische Zwangs-
bedingungen werden auf globaler Ebene berücksichtigt, da Freiheitsgrade gekoppelt
werden, die nicht zu demselben Knoten gehören. Reibungsfreie Lagerungen können
dagegen auf Elementebene berücksichtigt werden, da hier Freiheitsgrade eines Kno-
tens miteinander verknüpft sind.

3.3.5 FEM Lösungsalgorithmen

Bei der verschiebungsbezogenen Finiten-Element Methode sind die Verschiebungen
die zu berechnenden Größen. Der Vektor U, der alle Verschiebungen enthält, resul-
tiert aus der Lösung von Gl. 3.124. Wenn die Verschiebungen bekannt sind, dann
können alle anderen Größen berechnet werden. Die Dehnungen ergeben sich aus
Gl. 3.87 bzw. Gl. 3.94, die Spannungen aus Gl. 3.90 bzw. Gl. 3.96, und die Re-
aktionskräfte können mit Gl. 3.128 berechnet werden. Da die Verschiebungen in
den Elementen approximiert sind, stellt der Lösungsvektor U eine Näherung dar.
Dieser numerische Fehler verkleinert sich mit zunehmender Netzfeinheit. Das Ver-
schiebungsfeld weist bei diesem Verfahren keine Sprünge, wohl aber Knicke an den
Elementgrenzen auf, d.h. U ist C0 stetig. Das hat zur Folge, dass das Spannungs-
feld Sprünge an den Elementgrenzen aufweist. In diesen Sprüngen zeigt sich der
numerische Fehler, der diesem Verfahren zu Grunde liegt. Die Größe dieser Sprünge
kann als Maß für die Güte des Netzes, bzw. der Simulation herangezogen werden.
Da die Verschiebungen direkt berechnet werden und die Spannungen sich aus de-
ren Ableitung ergeben, ist die Lösung des Verschiebungsfeldes genauer als die des
Spannungsfeldes.

Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte FEM-Code verfügt über folgende Simula-
tionsverfahren:
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• Statische Berechnung

• Modalanalyse

• Harmonische Analyse

• Instationäre Berechnung

Dabei können bei der Modal- und der Harmonischen Analyse keine geometrischen
Nichtlinearitäten berücksichtigt werden. Die statische und zeitechte Berechnung ist
sowohl mit als auch ohne geometrischen Nichtlinearitäten möglich.

3.3.5.1 Statische Berechnung

Bei der statischen Simulation von Strukturen wird das Gleichungssystem

KU = R −MÜ0 (3.131)

gelöst. Dabei ist der Beschleunigungsvektor Ü0 gegeben und das Produkt aus Mas-
senmatrix M und Ü0 enthält Trägheits- und Fliehkräfte. Ferner muss die Struktur
gelagert sein, dies geschieht durch die Vorgabe einzelner Verschiebungen. Der Vektor
R enthält die Belastungen der Struktur. Falls keine geometrischen Nichtlinearitäten
berücksichtigt werden, kann die Steifigkeitsmatrix K direkt invertiert werden. Damit
ergibt sich der Verschiebungsvektor U. Außerdem können mehrere Lastfälle sehr ef-
fektiv berechnet werden, da die Steifigkeitsmatrix K nur ein einziges Mal invertiert
werden muss. Falls geometrische Nichtlinearitäten berücksichtigt werden müssen, ist
Gl. 3.131 iterativ zu lösen. Deshalb muss die Streifigkeitsmatrix in jedem Iterations-
schritt invertiert werden, was zu deutlich größeren Rechenzeiten führt, als in der
linearen Berechnung.

3.3.5.2 Modalanalyse

Die Aufgabe der Modalanalyse ist die Berechnung der Eigenfrequenzen und der
Eigenformen. Betrachtet man eine frei schwingende Struktur und legt den Ansatz

U(t) = φeiωt (3.132)

zugrunde, so ergibt sich mit Gl. 3.124 und verschwindendem Lastvektor das Eigen-
wertproblem

Kφ = ω2Mφ, (3.133)

wobei ω die Eigenfrequenz und φ den Eigenvektor darstellt. Dabei ist der Eigenvek-
tor bis auf einen Faktor festgelegt. Wenn der Vektor U die Dimension N hat, dann
gibt es genau N Eigenfrequenzen. Die Eigenvektoren und die evtl. benötigten Haupt-
vektoren spannen einen Vektorraum der Dimension N auf, siehe Meyberg [44],[45]
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und Bremer [8]. Der Vektor U kann mit dieser Basis Φ als Linearkombination der
Eigenvektoren φ ausgedrückt werden.

U = Φξ (3.134)

Transformiert man Gl. 3.124 mit der Eigenvektorbasis, dann ergibt sich das Glei-
chungssystem in den Modalkoordinaten ξ

ξ̈(t) + Λξ(t) = ΦTR(t) (3.135)

ΦTMΦ = E

ΦTKΦ = Λ

Dabei wurden die Eigenvektoren auf die Massenmatrix normiert. Die Matrix Λ ist
eine Diagonalmatrix mit dem Quadrat der Eigenfrequenzen als Einträge. Durch die
Modaltransformation ist das Gleichungssystem entkoppelt.

3.3.5.3 Harmonische Analyse

Für die Simulation von zeitlich periodischen Problemen, wie sie bei Turbomaschinen
auftreten, kann die harmonische Analyse sehr effizient eingesetzt werden. Bei der
harmonischen Analyse wird das Gleichungssystem

MÜ(t) + KU(t) = R(t) (3.136)

mit Hilfe der Fouriertransformation, siehe z.B. Meyberg [45] bzw. Schrüfer [66]
in die Form

(−Ω2M + K)U(Ω) = R(Ω) (3.137)

gebracht. Durch den Wechsel vom Zeit- in den Frequenzbereich ist die transien-
te Gleichung 3.136 formal in eine statische Gleichung 3.137 überführt worden. Gl.
3.137 ist nun für hinreichend viele Ω zu lösen. Als Ergebnis erhält man die Fourier-
transformierte der Verschiebung U(Ω). Durch inverse Fouriertransformation ergibt
sich die Verschiebung U(t) als Funktion der Zeit.

3.3.5.4 Instationäre Simulation

Bei der instationären Simulation wird Gl. 3.124 über die Zeit integriert. Dazu
müssen die Beschleunigungen Ü und die Geschwindigkeiten U̇ diskretisiert wer-
den. Prinzipiell ist hier jeder Finite-Differenzen Ausdruck anwendbar, siehe z.B.
Bathe [4]. Auf Grund der Stabilitätseigenschaften wurde im Rahmen dieser Ar-
beit das implizite Verfahren von Houbolt und das von Newmark verwendet. Bei der
Methode nach Houbolt werden zwei Rückwärts-Differenzen verwendet, womit sich
ein Diskretisierungsfehler zweiter Ordnung ergibt. Nach Houbolt lautet der Finite-
Differenzenausdruck für die Beschleunigung

Ü(t+ ∆t) =
1

∆t2
[2U(t+ ∆t) − 5U(t) + 4U(t− ∆t) −U(t− 2∆t)] (3.138)
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und die Geschwindigkeit

U̇(t+ ∆t) =
1

6∆t2
[11U(t+ ∆t) − 18U(t) + 9U(t− ∆t) − 2U(t− 2∆t)] . (3.139)

Unter Verwendung von Gl. 3.138 lautet Gl. 3.124:
(

2

∆t2
M + K

)

U(t+ ∆t) = R(t+ ∆t) +

(
5

∆t2
M

)

U(t) (3.140)

−
(

4

∆t2
M

)

U(t− ∆t) +

(
4

∆t2
M

)

U(t− 2∆t).

Mit Hilfe der Diskretisierung entspricht Gl. 3.140 formal einer statischen Gleichung
der Gestalt AU = b, die für jeden Zeitschritt zu lösen ist. Die Anfangswerte der
Verschiebung U0, der Geschwindigkeit U̇0 und der Beschleunigung Ü0 werden vor-
gegeben oder mit Hilfe eines anderen Integrationsverfahrens berechnet. Mit diesen
Anfangswerten können die Verschiebungen U(−∆t) und U(−2∆t) bestimmt wer-
den. Für eine verschwindende Massenmatrix M und einen zeitunabhängigen Last-
vektor R geht Gl. 3.140 in die statische Gleichung über.
Bei der Methode nach Newmark wird folgendermaßen diskretisiert:

U̇(t+ ∆t) = U̇(t) +
[

(1 − δ) Ü(t) + δÜ(t+ ∆t)
]

∆t (3.141)

U(t+ ∆t) = U(t) + U̇(t)∆t+

[(
1

2
− α

)

Ü(t) + αÜ(t+ ∆t)

]

∆t2, (3.142)

wobei α und δ freie Parameter sind. Unter Verwendung von Gl. 3.141 und 3.142
ergibt sich aus Gl. 3.124 die diskretisierte Gleichung.
Nach der Diskretisierung kann das Gleichungssystem gelöst werden. Falls keine
geometrischen Nichtlinearitäten berücksichtigt werden müssen, wird die Matrix
A einmal zu Beginn der Berechnung invertiert. Wenn geometrische Nichtlinea-
ritäten berücksichtigt werden, dann muss zu jedem Zeitschritt des Gleichungssystem
A(t)U(t) = b(t) iterativ gelöst werden, da die Steifigkeitsmatrix von der aktuel-
len Verschiebung abhängt. Deshalb muss die Matrix A(t) in jedem Zeitschritt i.a.
mehrmals invertiert werden. Verglichen mit der linearen Berechnung führt dies zu
hohen Rechenzeiten.

3.3.6 Ablauf des Berechnungsverfahrens

In diesem Abschnitt werden die einzelnen Schritte erläutert, die bei der Implementie-
rung des Finite-Element Verfahrens im Rahmen dieser Arbeit durchgeführt wurden:
Zuerst wird das Rechennetz, d.h. die Knoten, die Elemente sowie ein Satz von Para-
metern eingelesen. Anschließend wird für jedes Element die Massenmatrix Me, die
Steifigkeitsmatrix Ke und der Lastvektor Re berechnet. Da die Elementmatrizen
unabhängig voneinander berechnet werden und anschließend die Gesamtstruktur
daraus aufgebaut wird, müssen die lokalen Elementfreiheitsgrade und die global de-
finierten Freiheitsgrade mit Hilfe der Zuordnungsmatrizen Te verknüpft werden. Die
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globalen Matrizen M, K und R der Gesamtstruktur ergeben sich durch Superposi-
tion und den entsprechenden Zuordnungsmatrizen Te, siehe Gl. 3.125 bis 3.127. Die
Rand- und Zwangsbedingungen werden mit Hilfe von Gl. 3.129 bzw. 3.130 berück-
sichtigt. Unbhängig von der Art der Simulation ergibt sich ein Gleichungssystem
der Gestalt AU = b mit den reduzierten Systemmatrizen A und b. Für stati-
sche Berechnungen entspricht A der Steifigkeitsmatrix der Struktur, b enthält den
Lastvektor und die Trägheitskräfte. Bei der Harmonischen Analyse wird für A die
Matrix (−Ω2M+K) verwendet, die Fouriertransformierte des globalen Lastvektors
wird durch b ausgedrückt. Für instationäre Simulationen sind die Ausdrücke in Gl.
3.140 für A und b zu verwenden. Ferner ist das reduzierte Gleichungssystem bei der
harmonischen Analyse für hinreichend viele Frequenzen und bei der instationären
Simulation für hinreichend viele Zeitschritte zu berechnen. Die Verschiebungen er-
geben sich durch Lösen des linearen Gleichungssystems AU = b. Damit können die
Lagerkräfte mit Gl. 3.128, sowie die Dehnungen mit Gl. 3.87 bzw. Gl. 3.94 und die
Spannungen mit Gl. 3.90 bzw. Gl. 3.96 berechnet werden.
Die einzelnen Schritte des Verfahrens sind in Tab. 3.6 dargestellt.

1. Nummerierung der globalen Freiheitsgrade

2. Berechnung der Zuordnungsmatrizen Te

3. Berechnung der lokalen Elementmatrizen Me, Ke, Re

4. Berechnung der globalen Matrizen M, K, R

5. Integration der Rand- und Zwangsbedingungen

6. Berechnung der reduzierten Systemmatrizen A und b

7. Lösen des Gleichungssystems AU = b

8. Berechnung der Lagerkräfte R2

9. Berechnung der Dehnungen ε und der Spannungen σ

Tabelle 3.6: Ablauf des Berechnungsverfahrens
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3.4 Fluid-Struktur-Kopplung

Bei der Fluid-Struktur Kopplung müssen die Transportgleichungen der Fluiddy-
namik und die Grundgleichungen der Strukturdynamik gleichzeitig gelöst und die
gegenseitige Beeinflussung berücksichtigt werden. Ferner muss der Datenaustausch
an den Schnittstellen gewährleistet sein. Die Interaktion zwischen Fluid und Struk-
tur ergibt sich aus dem Druck und den Schubspannungen, die das Strömungsfeld auf
die Oberfläche des Festkörpers ausüben, der sich unter diesen Belastungen verformt,
und der Rückwirkung auf das Strömungsfeld, welches durch diese Verformung be-
einflusst wird.
Diese Tatsache kann bei der iterativen Berechnung des Strömungsfeldes berück-
sichtigt werden; d.h. bei jeder Iteration der Finiten-Volumen Methode innerhalb
eines Zeitschtritts wird der aktuelle Druck und die aktuellen Schubspannungen, wel-
che auf der Struktur lasten, dem Finite-Elemente Code übergeben und die dar-
aus resultierende Verschiebung berechnet. Die sich daraus ergebende Verformung
des Strömungsgebietes wird durch eine Bewegung des Rechennetzes berücksichtigt.
Durch diese Netzbewegung ist die Rückwirkung der Struktur auf das Strömungsfeld
innerhalb jeder Iteration gewährleistet. Im Rahmen dieser Flkuid-Struktur Kopp-
lung werden die einzelnen Gleichungen innerhalb einer Iteration sequentiell gelöst,
d.h. die Berechnung der Strukturantwort und die daraus resultierende Netzbewegung
wurde in den SIMPLE-Algorithmus, der dem CFD-Code zugrunde liegt, eingearbei-
tet. Sobald die Transportgleichungen für das Fluid hinreichend genau gelöst sind
und sich die Verschiebungen der Struktur nicht mehr ändern, ist ein Gleichgewicht
zwischen Fluid und Struktur erreicht, und das Koppelungsproblem ist gelöst.
Der schematische Ablauf der iterativen Fluid-Struktur Interaktion ist in Tab. 3.7
dargestellt. Der Datenaustausch zwischen Fluid und Struktur Netz erfolgt von CFD-
Knoten zu CSD-Knoten, d.h. an der Grenzfläche müssen die Rechennetze gleich sein.
Die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Berechnungen wiesen ein sehr gutmüti-
ges Verhalten hinsichtlich der Stabilität auf. Bei diesen Berechnungen ist außerdem
die Konvergenz der zwischen Fluid und Struktur auszutauschenden Größen stets si-
chergestellt gewesen. Diese Tatsache lässt sich jedoch nicht verallgemeinern. Ferner
muss für weitere Anwendungen geprüft werden, ob Stabilität und Konvergenz mit
dem vorliegenden Verfahren erreicht werden können.
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0. Initialisierung des Strömungsfeldes

1. Initialisierung der Struktur, Te

2. Verknüpfung der CSD- und CFD-Knoten

3. Berechnung lokaler und globaler FEM-Matritzen M, K

5. Berechnung der inversen FEM-Systemmatrix A−1

6. Zeitschleife tm = tm−1 + ∆t

7. Berechnung der CFD-Netzkinematik ~x(tm) und ~cgrid(tm)

8. Iterationsschleife n = n+ 1

9. Schnittstelle CFD-CSD, Druckfeld auf Struktur ⇒ b

10. Berechnung von Un = A−1b

11. Berechnung von U̇n und Ün

12. Schnittstelle CSD-CFD, anpassen von ~x(tm) und ~cgrid(tm)

13. Berechnung der CFD-Netzgrößen ∆V, λl, ~nl

14. Lösen von Aci

P c
n∗
i,P +

∑

LA
ci

L c
n∗
i,L = bci

P

15. Berechnung der Massenströme ṁl und ∆ṁ

16. Lösen von Ap′

P p
′
P +

∑

LA
p′

Lp
′
L = ∆ṁ

17. Korrektur des Druckfeldes pn = pn−1 + αPp
′

18. Korrektur des Geschwindigkeitsfeldes cni,P = cn∗i,P + αci
c′i,P

19. Korrektur der Massenströme ṁn
l = ṁn∗

l + ṁ′
l

20. Lösen der Energiegleichung

21. Berechnung der Dichte mit der Zustandsgleichung

22. Lösen der Turbulenzgleichungen k, ε bzw. ω

23. Konvergenzabfrage

24. Ende der Iterationsschleife

25. Lösung zum Zeitschritt tm

26. Ende der Zeitschleife

Tabelle 3.7: Schematischer Ablauf der iterativen Berechnung der Fluid-Struktur In-
teraktion
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Kapitel 4

Validierung

In diesem Kapitel werden die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten numerischen
Verfahren auf ihre Genauigkeit untersucht. Der CFD-Code zur Strömungssimulation
basiert auf Skoda [68] und wurde in der vorliegenden Arbeit um den Einfluss der
Kompressibilität erweitert. Die Validierung des Verfahrens beschränkt sich deshalb
auf diese Erweiterungen. Der Finite-Elemente Methode Code für die Strukturdyna-
mik wurde neu entwickelt und im Rahmen dieses Kapitels ausführlich getestet.

4.1 Fluiddynamik

Da die grundlegenden Eigenschaften des CFD-Lösers und die Turbulenzmodellie-
rung bereits in Skoda [68] untersucht wurden, beschränkt sich die Validierung des
vorliegenden Verfahrens auf die Untersuchung von Temperaturgrenzschichten und
die Berechnung reibungsfreier Strömungen kompressibler Fluide.

4.1.1 Couette-Strömung

Auf Grund der sehr einfachen Geometrie wird die Couette-Strömung als erster
Testfall zur Validierung der Energiegleichung herangezogen. Die ebene Couette-
Strömung entsteht in einem Fluid zwischen zwei planparallelen, unendlich ausge-
dehnten Platten, wenn man die obere mit konstanter Geschwindigkeit UW bewegt,
während die untere festgehalten wird. Die Temperatur der oberen Platte sei TW und
die der unteren Platte T0 < TW , siehe Abb. 4.1. Der Abstand der beiden Platten
betrage h. Ferner ist ein verschwindender Druckgradient vorausgesetzt, da sich die
Strömung in Folge der Bewegung der oberen Platte entwickeln soll.
Bei der numerischen Simulation wird ein Rechengebiet mit ∆x× ∆y = 0.5h× h in
Strömungsrichtung mit 12 Knoten vernetzt, während die Auflösung senkrecht zu den
Platten mit 100 Knoten gewählt wird. In Strömungsrichtung wird eine periodische
Randbedingung mit ∆T = ∆p = 0 verwendet, siehe Abb. 4.1. Die Geschwindigkeits-
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und Temperaturverteilung folgt aus der numerischen Lösung des Problems.
Für die ebene Couette-Strömung lautet die Impulsgleichung in x-Richtung:

µ
∂2u

∂y2
= 0 (4.1)

Mit den Randbedingungen u(y = 0) = 0 und u(y = h) = UW folgt ein lineares
Geschwindigkeitsprofil u(y) = y

h
UW . Die Energiegleichung reduziert sich für dieses

Problem auf:

λ
∂2T

∂y2
+ µ

(
∂u

∂y

)2

= 0 (4.2)

Mit den gegebenen Temperaturen an den Platten ergibt sich mit der Eckert-Zahl

Ec =
U2

W

2cp(TW −T0)
eine parabolische Temperaturverteilung:

Θ =
T (y) − T0

TW − T0
= PrEc

[
y

h
−
(y

h

)2
]

+
y

h
(4.3)

siehe Baehr [3]. Für Ec > 1
Pr

weist die Temperaturverteilung ein Maximum im
Strömungsgebiet auf. Mit steigender Eckert-Zahl steigt auch der Betrag des Tem-
peraturmaximums, wobei sich dessen Position zu kleineren y-Werten hin verschiebt
und für Ec→ ∞ den Wert y = 1

2
h erreicht, siehe Abb. 4.2.
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Abb. 4.1: Randbedingung für die ebene

Couette-Strömung für Gl. 4.1 und 4.2
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Abb. 4.2: Temperaturverteilung

über der Kanalhöhe für die Couette-

Strömung aus Abb. 4.1 in Abhängigkeit

der Geschwindigkeit

Neben den analytischen Temperaturverteilungen sind die numerisch berechneten in
Abb. 4.2 dargestellt. Dabei werden alle Temperaturschichtungen in Abhängigkeit
der Eckert-Zahl mit sehr guter Übereinstimmung von der numerischen Berechnung
wiedergegeben.
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4.1.2 Ebene Platte

Die numerische Modellierung dieses Testfalls lehnt sich an die Arbeit von Skoda

[68]. Während Skoda [68] den Einfluss der Turbulenzmodellierung untersucht, wird
hier die Temperaturgrenzschicht analysiert. Nach Skoda [68] liefert das v′2-f -Modell
die besten Ergebnisse, weshalb es auch hier verwendet wird. Ferner wird das LCL-
Modell als Vertreter der nichtlinearen k-ε-Modelle herangezogen.
Die Platte habe die Länge L, welche mit 300 Zellen aufgelöst wird. Die Höhe des
Rechengebietes sei 0.4L und wird mit 100 Zellen aufgelöst. An der Oberseite wird
eine Symmetrierandbedingung definiert, da in diesem Bereich von ungestörter Au-
ßenströmung ausgegangen werden kann. Das Rechennetz der ebenen Platte ist so-
wohl zur Wand als auch zur Stromaufrichtung verzerrt. Außerdem wird ein Zulauf
der Länge 0.2L vorgesehen. In diesem ist das Rechennetz ebenfalls zur Wand hin
verzerrt. In Abb. 4.3 ist die Geschwindigkeits- und die Temperaturgrenzschicht für
dieses Problem schematisch dargestellt. Die mit der Plattenlänge gebildete Reynolds-
Zahl sei ReL = 5.7 × 105. Die Dicke der Grenzschicht wird mit δ für die Geschwin-
digkeit bzw. mit δΘ für die Temperatur bezeichnet. Dabei gilt:

δ = y(u = uδ) mit uδ = 0.99 umax, (4.4)

δΘ = y(T = T∞). (4.5)

Der Widerstandsbeiwert Cf einer laminar angeströmten Platte lautet nach Blasius:

Cf(x) = 2
τW (x)

ρu2
δ

=
0.664√
Rex

, (4.6)

wobei die Reynolds-Zahl mit der Lauflänge x gebildet wird Rex = uδ x
ν

.
Der Widerstandsbeiwert Cf einer turbulent angeströmten Platte lautet nach
Schlichting [63]:

Cf (x) = 2
τW (x)

ρu2
δ

=
0.0576

Rex
1/5
. (4.7)

In Abb. 4.5 ist der Widerstandsbeiwert Cf nach Gl. 4.6 bzw. Gl. 4.7 dargestellt.
Ferner sind der experimentelle Verlauf von Cf und die mit NS2D ermittelten Er-
gebnisse eingetragen. Der laminare Anlaufbereich 0 < x

L
< 0.1 stimmt bei beiden

numerischen Modellen im Rahmen der Strichstärke mit Gl. 4.6 überein. Für die aus-
gebildete turbulente Strömung im Bereich x

L
> 0.6 ergibt sich eine sehr gute Über-

einstimmung mit Gl. 4.7. Im dazwischenliegendem Bereich tritt die sog. Transition,
d.h. der Umschlag von laminarer zu turbulenter Strömung, auf. Das LCL-Modell
sagt im Vergleich zum Experiment eine zu frühe und zu abrupte Transition vorher.
Das v′2-f -Modell beschreibt den Transitionsbeginn und den Verlauf von Cf(x) in
sehr guter Übereinstimmung mit dem Experiment.
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Abb. 4.5: Vergleich des Widerstandsbeiwerts Cf für verschiedene Turbulenzmodelle der

eben angeströmten Platte anhand der laminaren Lösung nach Blasius und der

turbulenten nach Schlichting

Im Folgenden soll die Temperaturgrenzschicht eingehend untersucht werden. Die
Temperatur der Anströmung sei T∞ und an der Wand gelte im Fall 1 eine konstante
Wandtemperatur TW und im Fall 2 ein konstanter Wärmestrom qW . In beiden Fällen
tritt keine Rückwirkung des Temperaturfeldes auf das Geschwindigkeitsfeld auf, da
zum einen für die Mach-Zahl Ma ≈ 0 gilt und zum anderen die Stoffwerte des Fluids
als konstant vorausgesetzt werden. Die Prandtl-Zahl sei Pr = 0.7 und die turbulente
Prandtl-Zahl Prt = 0.87. Die Nusselt-Zahl der laminar angeströmten Platte lautet
für Prandtl-Zahlen Pr > 0.5 nach Schlichting [63]:

Nu√
Re

= 0.339
(x

l

)−1/2

Pr1/3 mit TW = const. , (4.8)

Nu√
Re

= 0.464
(x

l

)−1/2

Pr1/3 mit qW = const. . (4.9)
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Die Stanton-Zahl St einer turbulent angeströmten Platte kann nach Schlichting

[63] durch

St =
Nux

RexPr
=

qW
ρuδcp∆T

=
κθ

κ

Cf

2
(4.10)

ausgedrückt werden, wobei κ = 0.41 und κθ = 0.47 ist. Ferner gilt Prt = κ
κθ

.
In Abb. 4.6 und 4.7 sind die numerisch berechnete Stanton-Zahl und die Verläufe
nach Gl. 4.8, 4.9 mit Gl. 4.10 dargestellt. Für die laminare Anlaufströmung und
die ausgebildete tubulente Strömung zeigen beide numerischen Modelle eine sehr
gute Übereinstimmung mit der Literatur, wobei das LCL-Modell bei konstantem
Wärmestrom im turbulenten Bereich eine zu hohe Stanton-Zahl vorhersagt.
Ferner entnimmt man den Abb. 4.5 und 4.6 bzw. 4.7 analoge Verläufe, d.h. auch bei
der Temperaturgrenzschicht tritt Transition auf. Bei beiden numerischen Modellen
ist der Transitionsbeginn in der Geschwindigkeits- und Temperaturgrenzschicht we-
gen Pr ≈ 1 nahezu an der gleichen Stelle. Außerdem verhalten sich die Verläufe von
Cf und St ähnlich. Dies gilt sowohl für konstante Wandtemperaturen als auch für
konstante Wärmeströme.
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Abb. 4.6: Stanton-Zahl für verschiedene Turbulenzmodelle mit konstanter

Wandtemperatur TW
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Abb. 4.7: Stanton-Zahl für verschiedene Turbulenzmodelle mit konstantem Wärmestrom

an der Wand qW

4.1.3 Prandtl-Meyer Expansion

Bei der sog. Prandtl-Meyer Expansion wird eine Überschallströmung an einer Ecke
umgelenkt, siehe Abb. 4.8. Dabei wird die Strömung auf Grund der Querschnitts-
erweiterung beschleunigt. Die Ecke fällt mit dem Ähnlichkeitszentrum des Expansi-
onsfächers zusammen, welcher durch die Charakteristiken ζ1 bzw. ζ2 begrenzt ist. In
diesem Beispiel wird der Umlenkungswinkel zu θ = 5.352◦ gewählt und die Mach-
Zahl der Anströmung sei Ma1 = 2. Die Winkel α1 und α2 der Charakteristiken ζ1
bzw. ζ2 nach Abb. 4.8 leiten sich aus der Mach-Zahl der Einströmung Ma1 bzw. der
Abströmung Ma2 ab.
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Abb. 4.8: Schematische Darstellung der Prandtl-Meyer Expansion: Mach-Zahl Ma1 der

Zu- und Ma2 der Abströmung, Expansionsfächer begrenzt durch die Charakteristiken ζ1

und ζ2, mit den Neigungswinkeln α1 bzw, α2
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Mit Hilfe des Epizykloidendiagramms ergibt sich die Mach-Zahl der Abströmung zu
Ma2 = 2.19, siehe Schnerr [65]. In Abb. 4.9 ist die numerische Lösung der Prandl-
Meyer Expansion dargestellt. Darin ist die Mach-Zahl als Konturplot enthalten. Die
Mach-Zahl der Abströmung beträgt Ma2 = 2.2 und weist damit geringe Abweichun-
gen zur analytischen Lösung auf. Die Charakteristiken ζ1 bzw. ζ2 sind ebenfalls in
Abb. 4.9 eingezeichnet. Nach Abb. 4.9 ergibt sich eine sehr gute Übereinstimmung
zwischen der numerischen und der analytischen Lösung für den Expansionsfächer.

Ma: 2.00 2.02 2.04 2.06 2.08 2.10 2.12 2.14 2.16 2.18 2.20

Abb. 4.9: Numerische Lösung der Prandtl-Meyer Expansion nach Abb. 4.8; Konturplot

der Machzahl

4.1.4 Lavaldüse

Die Querschnittsform der sog. Lavaldüse besitzt einen konvergenten und einen di-
vergenten Teil. Hält man die Totaltemperatur T0 und den Totaldruck p0 am Ein-
tritt der Düse konstant, dann ergeben sich in Abhängigkeit des Gegendrucks pa am
Düsenaustritt verschiedene Strömungsformen. Ferner sei vorausgesetzt, dass sich die
Strömung am Düseneintritt im Unterschall befindet. Nach Stephan und Mayin-

ger [71] lautet die Geschwindigkeit am Düsenaustritt mit der Ruhedichte ρ0 = p0

R T0
:

ca =

√
√
√
√2

κ

κ− 1

p0

ρ0

[

1 −
(
pa

p0

)κ−1

κ

]

. (4.11)

Aus Gl. 4.11 entnimmt man, dass die Geschwindigkeit am Düsenaustritt mit sin-
kendem Gegendruck ansteigt.
Durch die Verjüngung des Querschnitts im konvergenten Teil wird das Fluid be-
schleunigt. Für den Gegendruck pa = p2 erreicht die Strömung im engsten Quer-
schnitt gerade Schallgeschwindigkeit. Falls pa > p2 gilt, bleibt die Strömung bis
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zum engsten Querschnitt im Unterschall und wird anschließend im divergenten Teil
der Düse wieder verzögert. Für einen Gegendruck pa < p2 erreicht die Strömung
im engsten Querschnitt A∗ Schallgeschwindigkeit und wird im divergenten Teil der
Düse in den Überschall beschleunigt. Ist der Gegendruck pa außerdem geringer als
der Druck p1, dann verlässt die Strömng die Düse im Überschall. Für Drücke im
Bereich p2 > pa > p1 tritt im divergenten Bereich der Düse ein Verdichtungsstoß
auf, siehe z.B. Schnerr [64]. Die Position des Verdichtungsstoßes ist durch den
Gegendruck pa festgelegt; je kleiner pa, desto weiter stromab befindet sich der Ver-
dichtungsstoß.
In Abb. 4.10 ist die Kontur der hier betrachteten Düse und der dazugehörigen Ver-
lauf der Mach-Zahl in Abhängigkeit des Gegendrucks dargestellt.
Für die numerischen Untersuchungen wurde die Lavaldüse mit 240 Zellen in
Strömungsrichtung und 80 Zellen senkrecht dazu aufgelöst. Dabei wurden die drei
repräsentativen Fälle

• Fall 1: pa > p2 reine Unterschallströmung

• Fall 2: p2 > pa > p1 Verdichtungsstoß im divergenten Teil der Düse

• Fall 3: pa < p1 isentrope Düsenströmung

numerisch berechnet und mit der entsprechenden analytischen Lösung verglichen.

x
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Ma

1=Ma

00,Tp
ap

eA aA

sA
0 L-L

2ppa >

1ppa <

12 ppp a >>

Fall 3:

Fall 2:

Fall 1:

Abb. 4.10: Lavaldüse mit zugehörigem Mach-Zahl Verlauf für verschiedene Gegendrücke

pa am Austritt

Im Abb. 4.11 ist der Verlauf der Mach-Zahl längs der Düsenmitte für die numerische
Berechnung und die analytische Lösung dargestellt. Für Fall 1 und 3 ergibt sich eine
sehr gute Übereinstimmung zwischen der numerischen und der analytischen Lösung.
Im Fall 2 tritt bei der numerischen Lösung ein Unterschwingen der Mach-Zahl nach
dem Verdichtungsstoß auf. Ferner wird die korrekte Mach-Zahl vor dem Stoß nicht
erreicht. Die Lage des Stoßes wird jedoch richtig vorhergesagt.
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Abb. 4.11: Analytisch und numerisch berechneter Verlauf der Machzahl in der Lavaldüse

für verschiedene Gegendrücke pa

Betrachtet man den Verlauf der statischen Temperatur, so ergeben sich für Fall 1 und
3 vernachlässigbare Unterschiede zwischen numerischer und analytischer Lösung. Im
Fall 2 weist die numerische Lösung eine zu niedrige statische Temperatur auf, siehe
Abb. 4.12.
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Abb. 4.12: Analytisch und numerisch berechneter Verlauf der bezogenen statischen

Temperatur T
T0

in der Lavaldüse für verschiedene Gegendrücke pa

Für den Verlauf des statischen Drucks in der Düse gelten dieselben Aussagen wie
für den Verlauf der Mach-Zahl, siehe Abb. 4.13.
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Abb. 4.13: Analytisch und numerisch berechneter Verlauf des statischen Drucks p
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in der

Lavaldüse für verschiedene Gegendrücke pa

Die Änderung der Dichte in Strömungsrichtung weist für Fall 1 und 3 vernachlässig-
bare Unterschiede zwischen numerischer und analytischer Lösung auf. In Fall 2 ist
die Dichte nach dem Stoß bei der numerischen Berechnung größer als bei der ana-
lytischen Lösung, siehe Abb. 4.14.
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Abb. 4.14: Analytisch und numerisch berechneter Verlauf der bezogenen Dichte ρ
ρ0

in der

Lavaldüse für verschiedene Gegendrücke pa

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Strömung in einer Lavaldüse in den
Fällen 1 und 3 mit dem vorliegenden numerischen Verfahren sehr gut vorhergesagt
werden kann. Für Fall 2 gilt dies für die Mach-Zahl und den statischen Druck. Bei
der Dichte ergibt sich nach dem Stoß ein zu hoher Wert, während bei der statischen
Temperatur der Wert zu gering ist.
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4.1.5 Umströmung des Profils RAE2822

In diesem Abschnitt wird die numerische Lösung für das Problem der Umströmung
eines transsonischen Profils erläutert. Als Referenz dient das Ergebniss von Rizzi

und Viviand [56]. Das um das Profil gelegte c-förmige Rechennetz ist via Internet
verfügbar und in Abb. 4.15 schematisch dargestellt.
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Abb. 4.15: Schematische Darstellung des Rechennetzes für das RAE2822 Profil

Der Anstellwinkel α beträgt 3◦ und die Anströmung erfolgt mit einer Mach-Zahl
Ma∞ = 0.75. Auf der Saugseite des Profils wird die Strömung auf Überschall be-
schleunigt. Bei ca. 70% der Sehnenlänge L kommt es zu einem Verdichtungsstoß. Der
Druckbeiwert cp = 2 p∞−p

ρc2
∞

um das Profil ist in Abb. 4.16 dargestellt. Bei der nume-
rischen Berechnung mit NS2D wurde der Einfluss verschiedener Diskretisierungen
für die konvektiven Terme untersucht. Hier wurde neben den grundlegenden Diskre-
tisierungen UDS und CDS auch die Fluxlimiter-Verfahren MINMOD, OSHER und
SMART verwendet. Die entsprechenden Ergebnisse für den Druckbeiwert cp auf dem
Profil werden zusammen mit dem Referenzergebnis nach Rizzi und Viviand [56]
in Abb. 4.17 und 4.18 verglichen. Ein Konturplot des Druckbeiwerts im Strömungs-
feld ist für die numerische Berechnumg mit NS2D in Abb. 4.16 dargestellt. Bei der
entsprechenden Berechnung wurde das SMART-Verfahren verwendet.
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Abb. 4.16: Konturplot von cp um das RAE2822 Profil

Aus Abb. 4.18 ist zu entnehmen, dass das UDS Schema die größten Abweichungen
zu Rizzi und Viviand [56] aufweist. Außerdem ist hier kein Verdichtungsstoß er-
kennbar. Beim CDS und OSHER Schema ist ein Verdichtungsstoß erkennbar, jedoch
weisen auch diese Verfahren deutliche Abweichungen zu Rizzi und Viviand [56]
auf. Eine weitaus bessere Übereinstimmung liefern in diesem Fall das MINMOD und
vor allem das SMART Schema, siehe Abb. 4.17. Das SMART Schema weist eine sehr
gute Übereinstimmung mit dem Ergebnis von Rizzi und Viviand [56] auf, wobei
der cp-Wert vor dem Stoß etwas zu niedrig vorhergesagt wird.
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Abb. 4.17: Vergleich des cp-Verlaufs um das RAE2822 Profil; numerische Lösung von

Rizzi und Viviand und NS2D mit verschiedenen Diskretisierungen
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Abb. 4.18: Vergleich des cp-Verlaufs um das RAE2822 Profil; numerische Lösung von

Rizzi und Viviand und NS2D mit verschiedenen Diskretisierungen

4.1.6 Mach-Reflexion

In diesem Abschnitt werden Durchströmungsprobleme mit reflektierten Stößen be-
schrieben. Dabei wird zuerst die sog. reguläre Reflexion behandelt. Die Geometrie
ist in Abb. 4.19 dargestellt. Da für dieses Beispiel keine geschlossene analytische
Lösung existiert, werden representative Punkte untersucht.
Nach Abb. 4.19 trifft die Überschallströmung im Punkt A auf eine Rampe, die um
den Winkel θ geneigt ist. Dort bildet sich ein schiefer Verdichtungsstoß aus. Da-
durch reduziert sich die Mach-Zahl, die Strömung verbleibt jedoch im Überschall.
An der Ecke B entsteht eine Prandtl-Meyer Expansion. Dabei überschneidet sich der
Expansionsfächer mit dem schiefen Verdichtungsstoß, wobei dieser eine Krümmung
erfährt. An der oberen Grenze des Strömungskanals wird der Verdichtungsstoß re-
flektiert. Eine Stromlinie wird in Folge des Stoßes, der von A aus verläuft, nach
oben abgelenkt. Durch den reflektierten Stoß wird diese Stromlinie wieder in die
Waagrechte abgelenkt.
Die Mach-Zahl Ma2 nach dem Verdichtungsstoß und der Stoßwinkel ΘS können mit
Hilfe der Stoßpolaren, siehe z.B. Schnerr [65] bestimmt werden. Analog kann die
Mach-Zahl Ma3 nach der Prandtl-Meyer Expansion und die dazugehörigen Winkel
des Expansionsfächers α1 und α2 mit Hilfe des Epizykloidendiagramms bestimmt
werden. Der schiefe Verdichtungsstoß und der Expansionsfächer sind in Abb. 4.19
eingezeichnet. Ferner enthält Abb. 4.19 den Konturplot der Mach-Zahl für dieses
Problem, welcher sich aus der numerischen Berechnung ergibt. Die Überlagerung
der numerischen Lösung und der analytisch bestimmten Stoß- bzw. Expansionsli-
nien lässt die numerische Lösung plausibel erscheinen. Die Mach-Zahlen betragen
bei der numerischen Lösung Ma2 = 1.35 und Ma3 = 2.45. Dies entspricht einer
Abweichung zu den analytisch bestimmten Werten von ca. 10%, vgl. Abb. 4.19.
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Abb. 4.19: Reguläre Reflexion

Im Folgenden wird der Strömungskanal nach Abb. 4.20 betrachtet. Analog zum Fall
aus Abb. 4.19 entsteht am Punkt A ein schiefer Verdichtungsstoß und am Punkt B
ein Expansionsfächer. Im Gegensatz zu Abb. 4.19 liegt in Abb. 4.20 keine reguläre
Stoßreflexion vor, sondern die sog. Mach-Reflexion. Dabei bildet sich ein sog. λ-Stoß
aus. Im Falle einer regulären Reflexion wäre hier der reflektierte Stoß nicht in der
Lage, eine Stromlinie an der Oberseite wieder in die Waagrechte abzulenken. Deswe-
gen bildet sich lokal ein senkrechter Verdichtungsstoß aus, der zusammen mit dem
schiefen und dem reflektierten Stoß den sog. λ-Stoß ergibt. Stromlinien, die den senk-
rechten Stoß duchlaufen haben, befinden sich im Unterschall. Dagegen herrscht nach
dem schiefen Stoß Überschall. Dies hat zur Folge, dass sich nach dem λ-Stoß eine
Kontaktunstetigkeit ausbildet. Die Kontur dieser Kontaktunstetigkeit engt das Un-
terschallgebiet ein, so dass die Strömung wieder auf Überschall beschleunigt wird.
Der schiefe Verdichtungsstoß ist zusammen mit dem Expansionsfächer dem Kon-
turplot der Mach-Zahl der numerischen Berechnung überlagert und in Abb. 4.20
dargestellt. Abb. 4.20 lässt die numerische Lösung plausibel erscheinen. Bei der nu-
merischen Lösung ergeben sich die Mach-Zahlen zu Ma2 = 1.55, Ma3 = 2.45 und
Ma4 = 0.55. Diese Werte stimmen besser mit den analytischen überein als im Bei-
spiel nach Abb. 4.19.
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4.2 Strukturdynamik

Die Validierung des implementierten Finite-Elemente Methode Codes gliedert sich in
vier Schritte, die den in Kap. 3.3.5 erläuterten Lösungsalgorithmen entsprechen. Da-
zu werden zuerst statische Testfälle untersucht, für die analytische Lösungen vorlie-
gen. Dabei werden die Eigenschaften der einzelnen Elementtypen analysiert. Speziel-
le Randbedingungen, welche auf Zwangsbedingungen basieren, wie z.B. Symmetrie-
und periodische Ränder, werden ebenfalls auf ihre praktische Anwendbarkeit ge-
prüft. Danach werden transiente Testfälle herangezogen, um die numerische Lösung
des Eigenwertproblems und die Simulation im Frequenzbereich sowie die zeitechte,
transiente Berechnung der Strukturantwort auf ihre Genauigkeit zu untersuchen.

4.2.1 Testfälle mit statischer Belastung

4.2.1.1 Dickwandiges Rohr unter Innendruck

Bei diesem Testfall handelt es sich um ein dickwandiges Rohr mit dem Innenradius
ri bzw. dem Aussenradius ra und dem Radienverhältnis ra

ri
= 2. Im Inneren des

Rohres herrscht der Druck p0, der als Randbedingung vorgeschrieben wird. Bei der
Berechnung wird nicht das gesamte Rohr vernetzt, sondern nur ein Kreisringseg-
ment von ∆φ = 55◦. An den Schnittflächen des Segments werden entsprechende
Randbedingungen formuliert.
Die analytische Lösung für das dickwandige Rohr unter Innendruck nach Abb. 4.21
lautet mit der Vorausetzung eines ebenen Spannungszustandes für die Radialver-
schiebung

ur (r) =
p0

E
r

r2
i

r2
a − r2

i

[

(1 − ν) +
(ra

r

)2

(1 + ν)

]

(4.12)

(4.13)

und für die Radialspannung σrr bzw. Azimutalspannung σφφ

σrr (r) = −p0
r2
i

r2
a − r2

i

[(ra

r

)2

− 1

]

(4.14)

σφφ (r) = +p0
r2
i

r2
a − r2

i

[(ra

r

)2

+ 1

]

, (4.15)

siehe z.B. Gross [23].
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Abb. 4.21: Modellierung des dickwandigen Rohrs unter Innendruck und verwendete

Element-Typen

Da das Problem sowohl hinsichtlich der Goemetrie als auch der Belastung rotations-
symmetrisch ist, kann an den Schnittflächen des Kreissegments eine sog. reibungs-
freie Lagerung vorgeschrieben werden.
Auf den Oberflächen mit reibungsfreier Lagerung gilt ~n · ~u = 0, wobei ~n den Nor-
malenvektor der entsprechenden Oberfläche bezeichnet; d.h. die Knoten auf dieser
Oberfläche können sich tangential zu dieser verschieben, während Bewegungen senk-
recht zur Oberfläche nicht möglich sind. Für die Finite-Elemente Berechnung wurden
sowohl Elemente mit linearen als auch solche mit quadratischen Ansatzfunktionen
mit jeweils 4 bzw. 8 Knoten verwendet, um die Genauigkeit dieser Elementtypen zu
untersuchen. In Tab 4.1 sind die verwendeten Netzlevel und die numerischen Fehler
der entsprechenden Berechnung eingetragen. Dabei bezeichnet die Knotentopolo-
gie das Gerüst der numerischen Struktur. Beim Netzlevel G05 × 05 für Elemente
mit linearen Ansatzfunktionen wurden 5 Knoten in r- und 5 Knoten in φ-Richtung
verteilt; damit ergeben sich 25 FEM-Knoten und 16 Elemente für die Berechnung.
Beim analogen Netzlevel Q05× 05 für die Elemente mit quadratischen Ansatzfunk-
tionen ergeben sich vier Elemente und 21 FEM-Knoten. Die Netzlevel G09×09 und
Q09 × 09 entstehen durch entsprechende Verfeinerung.
Der numerische Fehler der Größe Φ ist hier wie folgt definiert:

∆Φ =
1

NΦref

N∑

i=0

∣
∣
∣Φanalytisch − ΦFEM

∣
∣
∣. (4.16)
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In Gl. 4.20 steht Φ für die Radialverschiebung ur bzw. die Radialspannung σrr oder
die Azimutalspannung σφφ. In Abb. 4.22 ist die Radialverschiebung bezogen auf die

Knotentopologie Knoten Elemente ∆ur ∆σrr ∆σφφ

G05 × 05 25 16 1.64 × 10−2 1.05 × 10−1 3.52 × 10−2

Q05 × 05 21 4 4.86 × 10−4 2.95 × 10−2 2.96 × 10−2

G09 × 09 81 64 4.13 × 10−3 3.23 × 10−2 1.25 × 10−2

Q09 × 09 65 16 3.24 × 10−5 1.01 × 10−2 1.01 × 10−2

Tabelle 4.1: Netzdimension und Numerische Fehler

Referenzverschiebung u0 = pri

E
über dem Radius r

ri
dargestellt. Man erkennt, dass die

Radialverschiebung durch die Finite-Elemente Berechnung mit den feineren Netzen
G09×09 bzw. Q09×09 genauer vorhersagt werden kann als mit den groben G05×05
bzw. Q05 × 05. Außerdem liefert die Finite-Elemente Berechnung der Netztopolo-
gie mit Elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen ein genaueres Ergebnis als
diejenigen, die Elemente mit linearen Ansatzfunktionen verwenden, vgl. Tab. 4.1.
Diese Eigenschaft wird in der einschlägigen Literatur als p-Konvergenz bezeichnet.
Der numerische Fehler von ur und σrr ist für die Finite-Elemente Berechnung mit
dem groben Netzlevel Q05 × 05 geringer als für die mit dem feinen G09 × 09.
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Abb. 4.22: Vergleich der Radialverschiebung über dem Rohrradius

In Abb. 4.23 und 4.24 ist die Radialspannung bzw. die Azimutalspannung bezogen
auf den Innendruck p0 über dem Radius r

ri
dargestellt. Da bei der verschiebungsbe-

zogenen Finite-Element Formulierung die Spannungsrandbedingungen nicht exakt
eingehalten werden können, ergibt sich an der Innenseite R = r

ri
= 1 nicht der

vorgeschriebene Wert −p0 und an der Aussenseite R = r
ri

= 2 nicht der Wert
Null. Diese Abweichungen sind bei den Elementen mit linearen Ansatzfunktionen
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besonders groß, während sie bei Elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen ver-
nachlässigbar klein sind. Betrachtet man den Spannungsverlauf in Abb. 4.23 bzw.
4.24 genauer, so stellt man fest, dass bei den Netzen Q05 × 05 und Q09 × 09 die
Mittelknoten der Elemente eine größere Abweichung von der analytischen Lösung
aufweisen als die Eckknoten.
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Abb. 4.23: Vergleich der Radialspannung über dem Rohrradius
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Abb. 4.24: Vergleich der Azimutalspannung über dem Rohrradius

4.2.1.2 Dickwandiges Rohr unter Torsionslast

Bei dem vorliegenden Testfall handelt es sich um dasselbe Rohr wie in Abschnitt
4.2.1.1. Jedoch gelten hier andere Randbedingungen. Hier ist an der Position
R = r

ri
= 2 die Schubspannung τ0 vorgegeben und bei R = r

ri
= 1 ist das Rohr
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fest eingespannt. Da auch in diesem Beispiel nicht das gesamte Rohr, sondern nur
ein Kreisringsegment vernetzt wird, müssen auch hier entsprechende Randbedin-
gungen an den Schnittflächen vorgeschrieben werden. Dabei handelt es sich um sog.
periodische Knoten, d.h. der eine Knoten vollzieht dieselbe Verschiebung wie sein
korrespondierender Partner auf der anderen Seite, siehe Kap. 3.3.4.
Die analytische Lösung für das dickwandige Rohr mit ebenem Spannugszustand
unter Torsion nach Abb. 4.25 lautet für die Azimutalverschiebung uφ

uφ (r) =
τ0r

2
a

2Gri

[
r

ri
− ri

r

]

(4.17)

und für die Schubspannung σrφ

σrφ (r) = τ0

(ra

r

)2

, (4.18)

siehe z.B. Gross [23].
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Abb. 4.25: Modellierung des dickwandigen Rohrs unter Torsionslast und verwendete

Element-Typen

Zwischen den periodischen Knoten auf der Seite A und B besteht der Zusammen-
hang: (

uA
x

uA
y

)

=

(

cos (φAB) − sin (φAB)

sin (φAB) cos (φAB)

)

·
(

uB
x

uB
y

)

, (4.19)
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siehe Gl. 3.130. In Tab. 4.2 sind die verwendeten Netzlevel sowie die entsprechenden
numerischen Fehler der FEM-Berechnung eingetragen. Der numerische Fehler der
Größe Φ ist hier wie folgt definiert:

∆Φ =
1

NΦref

N∑

i=0

∣
∣
∣Φanalytisch − ΦFEM

∣
∣
∣. (4.20)

In Abb. 4.26 bzw. 4.27 sind die Azimutalverschiebung und die Schubspannung be-

Knotentopologie Knoten Elemente ∆ur ∆σrφ

G05 × 05 25 16 8.69 × 10−2 1.09 × 10−1

Q05 × 05 21 4 6.34 × 10−2 4.88 × 10−2

G09 × 09 81 64 7.91 × 10−2 3.17 × 10−2

Q09 × 09 65 16 2.70 × 10−2 1.89 × 10−2

Tabelle 4.2: Netzdimension und Numerische Fehler

zogen auf ihre Referenzwerte u0 = Gri

τor2
a

bzw. τ0 über dem dimensionslosen Radius
R = r

ri
dargestellt. In Abb. 4.26 erkennt man, dass die Finite-Elemente Berechnung

mit dem feineren Netzlevel die Verschiebung besser approximieren als die Berech-
nung mit den gröberen. Außerdem sind Elemente mit quadratischen Ansatzfunktio-
nen genauer als Elemente mit linearen Ansatzfunktionen, vgl. Tab. 4.2. Diese Tatsa-
che deckt sich mit Abschnitt ?? bzw. 4.2.1.1 hinsichtlich der h- bzw. p-Konvergenz.
Ferner erkennt man, dass alle numerisch berechneten Ergebnisse eine zu geringe
Verschiebung vorhersagen, da die FEM-Struktur tendenziell zu steif ist. Abb. 4.27
entnimmt man eine deutlich größere Abweichung der numerisch berechneten Schub-
spannungen am Innenradius R = 1 der Elemente mit linearen Ansatzfunktionen
als bei Elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen, vgl. Abschnitt 4.2.1.2. Bei
den Elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen ergibt sich eine deutlich größere
Abweichung der Schubspannung von der analytischen Lösung an den Mittelknoten
als an den Eckknoten.

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

ANALYTISCH

G05x05

G09x09

Q05x05

Q09x09

irrR =

ir

uG
U

⋅
⋅

=Φ
0τ

ϕ



98 KAPITEL 4. VALIDIERUNG

Abb. 4.26: Vergleich der Azimutalverschiebung
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Abb. 4.27: Vergleich der Schubspannung

4.2.1.3 Ebene gelochte Scheibe

Bei diesem Testfall handelt es sich um eine unendlich ausgedehnte, quadratische
und gelochte Scheibe mit dem Radius a. Diese ist längs einer Richtung durch die
Zugspannung p0 beansprucht. Da sich die Spannungsstörungen im Abstand R =
r
a
≈ 10 weitestgehend ausgeglichen haben, genügt es, nur diesen Bereich bei der

FEM-Berechnung zu berücksichtigen. Ferner werden die Symmetrieeigenschaften der
Struktur berücksichtigt, d.h. es wird nur ein Viertel der Scheibe vernetzt und an den
Symmetrierändern werden entsprechende Randbedingunen formuliert, siehe Abb.
4.28.
Die analytische Lösung für die ebene gelochte Scheibe lautet:

σrr (r, φ) =
p0

2

(

1 − a2

r2

)

− p0

2

(

1 − 4
a2

r2
+ 3

a4

r4

)

cos (2φ) , (4.21)

σφφ (r, φ) =
p0

2

(

1 +
a2

r2

)

+
p0

2

(

1 + 3
a4

r4

)

cos (2φ) , (4.22)

σrφ (r, φ) =
p0

2

(

1 + 2
a2

r2
− 3

a4

r4

)

sin (2φ) , (4.23)

siehe z.B. Issler [28].
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Abb. 4.28: FEM-Vernetzung der ebenen gelochten Scheibe

Für die Berechnung wurden vier verschiedene Netzlevel verwendet, die sich nach der
Anzahl der Knoten sowie der Art der Elemente unterscheiden, siehe Tab. 4.3. Bei
den Netzlevel G09 × 17 und G17 × 33 wurden Elemente mit linearen Ansatzfunk-
tionen verwendet, während bei Q09× 17 und Q17× 33 Elemente mit quadratischen
Ansatzfunktionen zum Einsatz kamen. In den Abb. 4.29 und 4.30 sind die numeri-

Netzlevel Knoten Knoten Anzahl

r-Richtung φ-Richtung Elemente

Q05 × 09 9 17 32

Q09 × 17 17 33 128

G09 × 17 9 17 128

G17 × 33 17 33 512

Tabelle 4.3: Netzdimension der verwendeten FEM-Modelle

schen Ergebnisse und die analytische Lösung der Radial- und der Azimutalspannung
für den Schnitt φ = 0◦ dargestellt. Man erkennt, dass die Elemente mit linearen
Ansatzfunktionen die Radialspannung σRR am Innenradius nicht ausreichend genau
beschreiben können. Die Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen beschreiben
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dagegen die Randbedingung an der Position R = r
a

= 1 sehr gut, sie überschätzen
jedoch das Maximum der Radialspannung bei R = r

a
≈ 1.5. Die Azimutalspannung

σφφ kann am Schnitt φ = 0◦ mit allen verwendeten Netzleveln sehr gut berechnet
werden. Die Schubspannung ist am Schnitt φ = 0◦ identisch Null.
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Abb. 4.29: Vergleich der Radialspannung über R bei φ = 0◦
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Abb. 4.30: Vergleich der Azimutalspannung über R bei φ = 0◦

Beim Schnitt φ = 90◦ ergeben sich die Spannungsverläufe nach Abb. 4.31 bzw. 4.32.
Hier stellt man fest, dass die Radial- und Azimutalspannung mit allen verwende-
ten Netztopologien mit ausreichender Genauigkeit berechnet werden können. Die
Schubspannung σrφ ist am Schnitt φ = 90◦ identisch Null.
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Abb. 4.31: Vergleich der Radialspannung über R bei φ = 90◦
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Abb. 4.32: Vergleich der Azimutalspannung über R bei φ = 90◦

In den Abb. 4.33 bis 4.35 sind die numerischen Ergebnisse sowie die analytische
Lösung für den Schnitt φ = 45◦ dargestellt. Bei der Radialspannung σRR ergibt sich
ein analoger Sachverhalt wie beim Schnitt φ = 0◦. Elemente mit linearen Ansatz-
funktionen können die Spannungsrandbedingung bei R = 1 nicht genau einhalten.
Dieser Effekt verringert sich jedoch mit zunehmender Netzauflösung. Die Azimutal-
spannung σφφ wird von allen verwendeten Netzleveln mit guter Übereinstimmung
zur analytischen Lösung berechnet. Bei der Schubspannung σRφ kann wie bei der
Radialspannung σRR die Randbedingung von den Elementen mit linearen Ansatz-
funktionen und grober Netzauflösung nicht ausreichend genau eingehalten werden.
Bei den Netzlevel mit Elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen erhält man
im Bereich R ≈ 1.7 eine Erhöhung der Schubspannung, die mit zunehmender Netz-
auflösung kleiner wird.
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Abb. 4.33: Vergleich der Radialspannung über R bei φ = 45◦
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Abb. 4.34: Vergleich der Azimutalspannung über R bei φ = 45◦
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Abb. 4.35: Vergleich der Schubspannung über R bei φ = 45◦

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

0.0 15.0 30.0 45.0 60.0 75.0 90.0

ANALYTISCH

G09x17

Q05x09

G17x33

Q09x17

0p
ϕϕσ

σ =ΦΦ

1== arR ϕ

Abb. 4.36: Vergleich der Azimutalspannung über φ bei R = 1

In Abb. 4.36 ist die Azimutalspannung am Innenradius R = 1 über φ aufgetragen.
Der Verlauf der Azimutalspannung kann von allen verwendeten Rechenmodellen sehr
genau vorhergesagt werden. An der Stelle φ = 0◦ ergibt sich eine Zugspannung mit
dem dreifachen Wert der Grundlast p0, während bei φ = 90◦ eine Druckspannung
in der Höhe von p0 vorliegt.
In Tab. 4.4 ist der numerische Fehler eingetragen, der folgendermaßen definiert ist:

∆Φ =
1

NΦref

N∑

i=0

∣
∣
∣Φanalytisch − ΦFEM

∣
∣
∣. (4.24)

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Finite-Elemente Berechnung mit
feineren Netzen geringere numerische Fehler liefert als die mit gröberen. Dies gilt
sowohl für Netztopologien, die Elemente mit linearen Ansatzfunktionen verwenden,
als auch für Netze mit Elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen. Beim Ver-
gleich der entsprechenden Netzlevel für die verschiedenen Elementtypen ergibt sich
hier ein geringer Vorteil für die Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen.
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Netzlevel Q05 × 09 Q09 × 17 G09 × 17 G17 × 33

∆φ=0◦

σRR
2.19 × 10−2 1.24 × 10−2 3.84 × 10−2 1.73 × 10−2

∆φ=0◦

σRφ
4.06 × 10−2 2.61 × 10−2 2.22 × 10−2 1.97 × 10−2

∆φ=0◦

σφφ
1.50 × 10−2 1.80 × 10−3 2.49 × 10−2 1.32 × 10−2

∆φ=45◦

σRR
6.86 × 10−3 3.80 × 10−3 1.27 × 10−2 5.78 × 10−3

∆φ=45◦

σRφ
7.31 × 10−3 4.81 × 10−3 7.99 × 10−3 6.57 × 10−3

∆φ=45◦

σφφ
2.53 × 10−2 1.28 × 10−2 3.10 × 10−2 1.67 × 10−2

∆φ=90◦

σRR
3.49 × 10−2 1.96 × 10−2 3.36 × 10−2 2.31 × 10−2

∆φ=90◦

σRφ
3.49 × 10−2 2.43 × 10−2 2.30 × 10−2 2.04 × 10−2

∆φ=90◦

σφφ
1.73 × 10−2 2.15 × 10−3 4.22 × 10−2 2.18 × 10−2

Tabelle 4.4: Numerischer Fehler

4.2.1.4 Nichtlineare Berechnung des eingespannten Balkens

Als Validierungsbeispiel für die statische FEM-Berechnung mit geometrischen Nicht-
linearitäten wird der Kragbalken nach Abb. 4.37 betrachtet.
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E Elastizitätsmodul
0F Kraft in der undeformierten Lage
tF Kraft in der deformierten Lage
l Balkenlänge

deformierte Lage

undeformierte Lage

Abb. 4.37: Balkenmodell für nichtlineare FEM-Berechnung in der deformierten und

undeformierten Lage
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Hier wird der Betrag der Kraft hoch gewählt, so dass sich große Verschiebungen
ergeben. Das Rechennetz enthält 20 Elemente in Richtung der Balkenachse und
vier senkrecht dazu. Jedes Element besitzt vier Knoten und lineare Ansatzfunk-
tionen. Da für dieses Beispiel keine analytische Lösung verfügbar ist, werden hier
lediglich die beiden FEM-Codes FEM3D und ANSYS miteinander verglichen. Für
die Berechnung mit ANSYS wurde die zu FEM3D analoge Element-Formulierung
verwendet. Ferner wird der Unterschied zwischen linearer und nichtlinearer Berech-
nungsmethode bei großen Verschiebungen erläutert. In Abb. 4.38 ist die deformierte
Balkenmittenachse eingezeichnet. Darin sind sowohl die Ergebnisse, die mit linearer
FEM-Berechnung als auch die, die mit nichtlinearer FEM-Berechnug von FEM3D
bzw. ANSYS generiert wurden, enthalten. Beim Vergleich der nichtlinearen Ergeb-
nisse stellt sich heraus, dass die Unterschiede zwischen FEM3D und ANSYS zu ver-
nachlässigen sind. Stellt man die linear und nichtlinear berechneten, deformierten
Balkenmittenachse gegenüber, so fallen erhebliche Unterschiede auf. Bei der Ver-
wendung der linearen Berechnungsmethode verschieben sich die FEM-Knoten auf
der Achse nur in y-Richtung, d.h. senkrecht zur undeformierten Balkenachse. Eine
Verschiebung in x-Richtung, d.h. längs der Achse findet dagegen nicht statt. Aus
diesem Grund liefert die lineare FEM-Berechnung bei großen Verschiebungen un-
physikalische Ergebnisse. Bei der Verwendung einer nichtlinearen FEM-Berechnung
verschieben sich die Knoten der Balkenachse sowohl in x- als auch in y-Richtung.
Eine Gegenüberstellung der Vergleichspannung nach v. Mises auf der Oberseite des
Balkens, y = h

2
, zeigt, dass die Spannung durch die Berechnug mit linearer For-

mulierung überschätzt wird, siehe Abb. 4.39. Ferner ergeben sich bei FEM3D und
ANSYS bei der nichtlinearen Berechnung nur geringfügige Abweichungen in der v.
Mises Spannung. Dies erkennt man insbesondere an der Einspannstelle bei x = 0.
In Abb. 4.39 ist die v. Mises Spannung mit σ0 = F lh

I
normiert.
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Abb. 4.38: Vergleich der Deformierten Balkenmittellinie
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Abb. 4.39: Vergleich der von Mises Spannung längs der Balkenmittellinie

4.2.2 Testfälle mit dynamischer Belastung

In diesem Abschnitt werden die dynamischen Lösungsverfahren für die Modalanalyse
und die harmonische Analyse sowie die transiente, zeitechte Simulation validiert. Al-
le genannten Berechnungsverfahren werden am einseitig eingespannten Kragbalken
nach Abb. 4.40 durchgeführt und in den folgenden Abschnitten ausführlich erläutert.
Die zeitechte Simulation wird für das nichtlineare Brechnungsverfahren an einem
ebenen Pendel untersucht.

E Elastizitätsmodul
F(t) zeitabhängige Kraft
I Flächenträgheitsmoment
l Balkenlänge

x

z

h

l

F(t)

Abb. 4.40: Balken-Modell für die dynamischen Berechnungsmethoden

In Abschnitt 4.2.2.1 wird auf die Berechnung der Eigenfrequenzen und Eigenschwin-
gungsformen nach Kap. 3.3.5.2 eingegangen. Im Anschluss daran wird in Abschnitt
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4.2.2.2 eine harmonische Analyse mit periodisch anregender Kraft F = F0 sin(Ωt)
nach Kap. 3.3.5.3 durchgeführt. Schließlich wird in Abschnitt 4.2.2.3 eine zeitechte
Berechnung der Balkenstruktur mit der selben Anregung nach Kap. 3.3.5.4 behan-
delt.

4.2.2.1 Modalanalyse des Kragbalkens

Die Aufgabe der Modalanalyse ist es, die Eigenschwingungsformen der frei schwin-
genden Struktur und die dazugehörigen Frequenzen zu ermitteln. Dies entspricht der
homogenen Lösung der problembeschreibenden Differentialgleichung. Im Gegensatz
dazu wird bei der harmonischen Analyse die partikuläre Lösung berechnet, siehe
Abschnitt 4.2.2.2. In der Praxis ist es wichtig, die Eigenfrquenzen zu kennen, da
Anregungen in genau diesem Frequenzbereich zu großen Schwingungsamplituden
und somit zu großen Spannungen führen, evtl. sogar zu Schwingungsrissen und -
brüchen der Struktur.
Die problembeschreibende Differentialgleichung für die Durchsenkung w(x, t) der
neutralen Faser eines Balkens lautet

∂4w(x, t)

∂x4
+
ρA

EI

∂2w(x, t)

∂t2
= 0, (4.25)

siehe z.B. Pfeiffer [52]. Mit den Randbedingungen für den frei schwingenden,
einseitig eingespannten Balken:

w (0, t) =

(
∂w

∂x

) ∣
∣
∣
∣
x=0,t

= 0 (4.26)

My (l, t) = −EI
(
∂2w

∂x2

) ∣
∣
∣
∣
x=l,t

= 0 (4.27)

Qz (l, t) = −EI
(
∂3w

∂x3

) ∣
∣
∣
∣
x=l,t

= 0 (4.28)

Gl. 4.26 besagt, dass die Durchsenkung w und die Neigung ∂w
∂x

des Balkens am linken
Balkenende bei x = 0 zu jeder Zeit den Wert Null annimmt. Die Randbedingungen
nach Gl. 4.27 bzw. 4.28 bedeuten, dass am rechten Balkenende bei x = l das Biege-
moment My bzw. die Querkraft Qz den Wert Null annehmen.
Mit einem Separationsansatz der Form

w (x, t) = Kiwi(x)qi(t) (4.29)

erhält man zwei gewöhnliche Differentialgleichungen

∂2qi
∂t2

+ ω2
i qi = 0, (4.30)

∂4wi

∂x4
− β4

i wi = 0, (4.31)

β4
i =

ρA

EI
ω2

i . (4.32)
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Daraus ergeben sich die Schwingungslösungen für die Zeitfunktionen qi(t)

qi(t) ∼ ejωit (4.33)

und die i-ten Eigenform wi(x)

wi(x) = [sin (βil) − sinh (βil)] [sin (βix) − sinh (βix)] (4.34)

+ [cos (βil) + cosh (βil)] [cos (βix) − cosh (βix)] , (4.35)

wobei für nichttriviale Lösungen die Beziehung

cos (βil) cosh (βil) + 1 = 0 (4.36)

erfüllt sein muss. Mit Hilfe der Gl. 4.36 werden die Eigenwerte βi berechnet. Die
Amplituden Ki in Gl. 4.29 ergeben sich mit Hilfe der Anfangswerte.
Für die Finite-Elemente Berechnung wurden zwei verschiedene Modellierungen mit
unterschiedlichen Elementen verwendet. Bei der ersten Modellierung wurde analog
zu Abschnitt ?? die Struktur mit ebenen SOLID-Elementen mit je vier Knoten und
linearen Ansatzfunktionen der Netzdimension 20×4 vernetzt, d.h. 20 Elemente längs
der Balkenachse und 4 senkrecht dazu. Für die zweite Modellierung wurden 10 Bal-
kenelemente längs der Balkenachse gewählt. Ferner wurde neben dem im Rahmen
dieser Arbeit entwickelten FEM-Code das kommerzielle FEM-Programm ANSYS
verwendet.
In Tab. 4.5 sind die numerisch berechneten, ersten vier bezogenen Eigenkreisfrequen-

zen ωi = ωi

√
ρAl4

EI
sowie die prozentualen Abweichungen ∆FEM =

ωanalytisch−ωF EM

ωanalytisch

der beiden FEM-Codes für die Berechnung mit Balkenelementen eingetragen.

Balkenmodell Analytisch ANSY S FEM3D ∆ANSY S[%] ∆FEM3D[%]

1.Biegung 3.5156 3.6726 3.6726 +0.183 +0.184

2.Biegung 22.034 22.126 22.126 +1.302 +1.191

Longitudinal 54.414 54.531 54.532 −1.013 −1.023

3.Biegung 61.701 58.748 58.748 +3.060 +3.057

Tabelle 4.5: Vergleich der bezogenen Eigenkreisfrequenzen und numerische Fehler
der Balkenelement-Modellierung

Aus Tab. 4.5 ergibt sich, dass die Abweichungen der Eigenkreisfrequenzen der Bie-
geschwingungen von der analytischen Lösung mit steigender Ordnung der Schwin-
gung anwächst. Alle Eigenkreisfrequenzen der Biegeschwingungen werden von den
FEM-Codes überschätzt. Die Eigenkreisfrequenz der Longitudinalschwingung wird
dagegen unterschätzt. Ferner kann gesagt werden, dass die Unterschiede zwischen
den beiden verwendeten FEM-Codes zu vernachlässigen sind.
In Tab. 4.6 sind die numerischen Ergebnisse der ersten vier bezogenen Eigen-

kreisfrequenzen ωi = ωi

√
ρAl4

EI
sowie die prozentualen Abweichungen ∆FEM =
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SOLID20× 4 Analytisch ANSY S FEM3D ∆ANSY S[%] ∆FEM3D[%]

1.Biegeung 3.5156 3.6726 3.6726 −4.464 −4.464

2.Biegeung 22.034 22.126 22.126 −0.417 −0.418

Longitudinal 54.414 54.531 54.532 −0.215 −0.217

3.Biegeung 61.701 58.748 58.748 +4.785 +4.786

Tabelle 4.6: Vergleich der bezogenen Eigenkreisfrequenzen und numerische Fehler
der SOLID-Modellierung

ωanalytisch−ωF EM

ωanalytisch
der beiden FEM-Codes für die Berechnung mit SOLID-Elementen

beschrieben. Aus Tab. 4.6 ergibt sich, dass die erste und vierte Eigenkreisfrequenz
eine Abweichung von ca. 5% von der analytischen Lösung aufweisen, während die
zweite und dritte Eigenfrequenz sehr gut mit der analytischen Lösung übereinstim-
men. Außerdem stellt man fest, dass die erste Eigenfrequenz von den FEM-Codes
zu groß berechnet wird, was auf die zu große Steifigkeit der FEM-Struktur zurück-
zuführen ist. Die Unterschiede zwischen den Ergebnissen der beiden FEM-Codes
FEM3D und ANSYS ist auch hier zu vernachlässigen.
Die Eigenschwingungsformen zu Tab. 4.6 sind in den Abb. 4.41 bis 4.44 dargestellt.
Bei der ersten Eigenschwingungsform handelt es sich um eine Biegeschwingung. Die
Unterschiede der bezogenen Durchsenkung w1 zwischen der analytischen Eigenform
und den mit Hilfe der FEM-Codes ANSYS bzw. FEM3D berechneten liegt unterhalb
der Strichstärke, siehe Abb. 4.41. Derselbe Sachverhalt kann bei der Longitudinal-
schwingung, der dritten Eigenform, festgestellt werden. Hier ist im Gegensatz zu den
Biegeschwingungen die bezogene Verschiebung längs der Balkenachse u1 dargestellt,
siehe Abb. 4.42.
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Abb. 4.41: Vergleich der erseten Eigenform des Balkens
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Abb. 4.42: Vergleich der dritten Eigenform des Balkens

Bei der zweiten und vor allem bei der vierten Eigenschwingungsform kommt es
jedoch zu größeren Abweichungen zwischen berechneter und analytischer Lösung,
siehe Abb. 4.43 und 4.44. Die Unterschiede der Eigenformen, die mit ANSYS bzw.
FEM3D berechnet wurden, sind zu vernachlässigen.
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Abb. 4.43: Vergleich der zweiten Eigenform des Balkens
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Abb. 4.44: Vergleich der vierten Eigenform des Balkens

4.2.2.2 Harmonische Analyse des Kragbalkens

Die Modalanalyse liefert die Eigenschwingungsformen und die entsprechenden Fre-
quenzen der frei schwingenden Struktur. Dies entspricht der homogenen Lösung der
problembeschreibenden Differentialgleichung. Die Aufgabe der harmonischen Analy-
se ist es dagegen, die Systemantwort auf periodische Anregungen zu geben. Dies ent-
spricht einer partikulären Lösung der problembeschreibenden Differentialgleichung,
die mit Hilfe eines Ansatzes vom Typ der rechten Seite gewonnen wird. Damit lässt
sich die Systemantwort in Abhängigkeit der anregenden Kreisfrequenz Ω untersu-
chen.
Beim einseitig eingespannten Balken mit harmonischer Anregung an der Stelle x = l
gilt statt der Randbedingung nach Gl. 4.27 für die Querkraft die Beziehung:

Qz (l, t) = −EI
(
∂2w

∂x2

)

x=0

= F0 sin (Ωt) . (4.37)

Mit einem Ansatz vom Typ der rechten Seite erhält man mit β
4

= ρA
EI

Ω2 die Schwin-
gungsamplitude als Lösung der Differentialgleichung an der Stelle x = l:

w (L, t) =
F0L

3

EI(βl)3

sin(βl) cosh(βl) − cos(βl) sinh(βl)

1 + cos(βl) cosh(βl)
sin(Ωt), (4.38)

siehe z.B. Pfeiffer [52]. Die Nullstellen des Nenners in Gl. 4.38 entsprechen dem
Resonanzfall, d.h. die Erregerkreisfrequenz Ω nimmt den Wert der i-ten Eigenkreis-
frequenz ωi an, siehe Kap. 4.2.2.1. Bei der numerischen harmonischen Analyse wurde
die Modellierung mit Balkenelementen aus Abschnitt 4.2.2.1 verwendet, da sich bei
dieser Variante die geringsten Abweichungen zur analytischen Lösung ergaben.
Trägt man die Amplitude nach Gl. 4.38 und die entsprechenden Simulationsergeb-
nisse von FEM3D bzw. ANSYS über der Erregerkreisfrequenz Ω auf, dann ergibt
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sich die Verstärkung nach Abb. 4.45. Dabei ist die Amplitude auf die Durchsenkung
w0 bezogen, die bei statischer Belastung mit der Kraft F0 auftritt. Für die bezogene

Kreisfrequenz gilt Ω = Ω
√

ρAl4

EI
.
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Abb. 4.45: Vergleich der Verstärkung der Amplitude bei x = l des periodisch angeregten

Balkens als Funktion der bezogenen Kreisfrequenz

In Abb. 4.45 sind drei lokale Maxima zu erkennen. Diese liegen bei den entspre-
chenden Eigenkreisfrequenzen. Die ersten beiden Maxima der FEM-Berechnungen
stimmen sehr gut mit der analytischen Lösung überein. Das dritte Maximum dage-
gen weist eine deutliche Abweichung zwischen Berechnung und analytischer Lösung
auf. Beachtet man die Fehler bei der numerischen Berechnung der Eigenfrequen-
zen, vgl. Abschnitt 4.2.2.1, so stellt man fest, dass sich die Amplitudenmaxima der
numerischen harmonischen Analyse bei den entsprechenden Eigenfrequenzen befin-
den. Ferner fällt auf, dass die Unterschiede zwischen den verwendeten FEM-Codes
unterhalb der Strichstärke liegen.

4.2.2.3 Instationäre Analyse des Kragbalkens

Bei der Simulation von Strukturen kann mit Hilfe der Modalanalyse das frei schwin-
gende System untersucht werden. Die damit berechneten Eigenfrequenzen und Ei-
genformen stellen die homogene Lösung der problembeschreibenden Differentialglei-
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chung dar. Die Länge der Eigenvektoren, d.h. die Amplituden der Eigenschwingungs-
formen, müssen aus den Anfangsbedingungen berechnet werden.
Die harmonische Analyse stellt eine Möglichkeit dar, die Systemantwort auf Grund
von periodischen Anregungen zu berechnen, was einer partikulären Lösung der pro-
blembeschreibenden Differentialgleichung entspricht.
Das dynamische Verhalten einer elastischen Struktur kann somit vollständig mit
Hilfe der Modalanalyse und der harmonischen Analyse untersucht werden. Die Syn-
these der einzelnen Ergebnisse, die Superposition von homogener und partikulärer
Lösung, führt schließlich zur gesuchten Systemantwort in Abhängigkeit der Zeit.
Die instationäre oder zeitechte Simulation stellt eine Alternative zu der oben ge-
nannten Kombination dar. Hier wird die problembeschreibende Differentialgleichung
unter Berücksichtigung der Anfangswerte über die Zeit integriert. Damit sind alle
dynamischen Effekte in der zeitechten Berechnung enthalten und man erhält direkt
die Systemantwort als Funktion der Zeit.
Die zeitechte Simulation des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten FEM-Codes wird
am Beispiel des einseitig eingespannten Balkens untersucht. Da für diesen Testfall
keine analytische Lösung vorliegt, werden die Simulationsergebnisse, die mit FEM3D
berechnet wurden, zum einen mit ANSYS verglichen, und zum andern wird eine
Spektralanalyse durchgeführt, um die zeitechte numerische Simulation mit den Er-
gebnissen der harmonischen Analyse und der Modalanalyse zu vergleichen. Dazu
wurde die in Abschnitt 4.2.2.2 bzw. 4.2.2.1 verwendete Modellierung mit Balkenele-
menten verwendet.
Um die berechneten Ergebnisse auf ihre Güte zu untersuchen wurde ein analytisches
Ersatzmodell mit folgenden Annahmen verwendet:

• Die anregende Frequenz f0 = 40Hz ist kleiner als die erste Eigenfrequenz
f1 = 83.8Hz,

• Die Struktur schwingt nur in der ersten Eigenform und der Anregung.

Damit lässt sich folgende Differentialgleichung für die Durchsenkung w am Balke-
nende bei x = l ableiten:

ẅ(t) + ω2
1w(t) = A0 cos(Ω0t). (4.39)

Mit A0 = ω2
1w0 ergibt sich die Lösung von Gl. 4.40 mit den Anfangswerten w(0) =

ẇ(0) = 0:

w(t) = w0
ω1

ω2
1 − Ω2

0

[ω1 sin(Ω0t) − Ω0 sin(ω1t)] , (4.40)

wobei w0 der Durchsenkung unter der statischen Last F0 entspricht. Mit den gegebe-

nen Werten ergibt sich die Amplitude der Anregung
AΩ0

w0
= 1.30 und die Amplitude

der Eigenschwingung
Aω1

w0
= 0.62.

Im Folgenden wird die Qualität der beiden Zeitdiskretisierungen, nach Newmark
bzw. Houbolt, untersucht. Zu diesem Zweck wurde die Systemantwort für acht
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Schwingungsamplituden der periodisch anregenden Kraft F0 berechnet. Die Fre-
quenz f0 = 40Hz der Anregung entspicht etwa dem halben Wert der ersten Eigen-
frequenz f1 = 83.8Hz.
Zuerst wird die Zeitdiskretisierung nach Houbolt untersucht. In Abb. 4.46 ist die
bezogene Durchsenkung w

w0
über der auf die Schwingungsdauer T = f−1

0 bezogen-
nen Zeit dargestellt. Dabei wurde eine Schwingung mit 32, 64 bzw. 128 Zeitschritten
aufgelöst.
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Abb. 4.46: Vergleich des zeitlichen Verlaufs der Balkendurchsenkung bei x = l;

Diskretisierung nach Houbolt
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Abb. 4.47: Vergleich der Fouriertransfornierten der Balkendurchsenkung nach Abb. 4.46

Man erkennt, dass eine zeitliche Auflösung von 128 Schritten pro Periode notwendig
ist, um den Verlauf des analytischen Ersatzmodells hinreichend genau wiederzu-
geben. In Abb. 4.47 ist das Amplitudenspektrum des Zeitverlaufs aus Abb. 4.46
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dargestellt. Hier wurde die selbe zeitliche Auflösung wie bei der Houboltschen Me-
thode benutzt. Dabei ist die bezogenen Amplitude A(w)

w0
über der dimensionslosen

Frequenz Ω = Ω
√

ρAl4

EI
aufgetragen. Die Amplitude der Anregung wird durch alle

drei zeitlichen Auflösungen hinreichend genau berechnet. Die Eigenfrequenz wird
jedoch nur von der feinsten zeitlichen Auflösung richtig vorhersagt, wobei die Am-
plitude unterschätzt wird.
In Abb. 4.48 bzw. 4.49 wird der Zeitverlauf bzw. das Amplitudenspektrum für die
Berechnung nach der Newmarkschen Zeitdiskretisierung gezeigt. Aus Abb. 4.48 ent-
nimmt man, dass hier eine Schrittweite von 64 Intervallen pro Periode genügt, um
den Verlauf des analytischen Ersatzmodells ausreichend genau zu beschreiben. Aus
dem Amplitudenspektrum kann der analoge Schluss gezogen werden; die anregende
Amplitude und die Eigenfrequenz kann mit der zeitlichen Auflösung von 64 Schrit-
ten hinreichend genau wiedergegeben werden. Die Schwingungsamplitude der Eigen-
form wird allerdings wie bei der Houboltschen Methode unterschätzt. Eine zeitliche
Auflösung von 128 Schritten pro Schwingung liefert hier keine weitere Verbesserung
der Genauigkeit. Die Zeitdiskretisierung mit 32 Schritten vermag auch bei der New-
mark’schen Methode nur die anregende Kreisfrequenz und deren Amplitude richtig
wiederzugeben, nicht aber die Eigenfrequenz nebst Amplitude.
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Abb. 4.48: Vergleich des zeitlichen Verlaufs der Balkendurchsenkung bei x = l;

Diskretisierung nach Newmark
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Abb. 4.49: Vergleich der Fouriertransfornierten der Balkendurchsenkung nach Abb. 4.48

Abschließend wird noch einmal die Houbolt’sche und die Newmarksche Methode für
verschiedene zeitliche Auflösungen gegenübergestellt und mit einer entsprechenden
Simulation mit ANSYS verglichen, siehe Abb. 4.50 und 4.51. ANSYS arbeitet eben-
falls mit der Methode nach Newmark, weshalb die Unterschiede zwischen FEM3D
und der kommerziellen Software ANSYS unterhalb der Strichstärke liegen. Ferner
erkennt man deutlich Abweichungen zwischen den beiden verwendeten Zeitdiskreti-
sierungsschemata.
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Abb. 4.50: Vergleich des zeitlichen Verlaufs der Balkendurchsenkung bei x = l;

Diskretisierung nach Newmark
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Abb. 4.51: Vergleich der Fouriertransfornierten der Balkendurchsenkung nach Abb. 4.48

4.2.2.4 Ebenes Pendel

Zur Validierung des instationären, nichtlinearen Finite-Elemente Methode Codes
wird ein ebenes Pendel herangezogen. Das Pendel bewege sich in der xy-Ebene und
ist drehbar im Koordinatenursprung gelagert, siehe Abb. 4.52.
Das Pendel wird dabei als ebener Balken der Länge l und der Höhe h modelliert,
wobei das Verhältnis l

h
= 10 ist. Die Vernetzung erfolgt mit quadratischen Elementen

mit je vier Knoten und linearen Ansatzfunktionen. Das Netz enthält 20 Elemente
längs der Balkenachse und vier senkrecht dazu. Bei der FEM-Berechnung werden
geometrische Nichtlinearitäten berücksichtigt.

x

y

r

ϕ

g

lh<<l

E Elastizitätsmodul
J Massenträgheitsmoment
m Masse

Abb. 4.52: Ebenes Pendel für die nichtlinearen dynamischen Berechnungen
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Zunächst wird das Verhältnis E
gρl

= 2, 75×106 gesetzt, d.h. der E-Modul der Struktur
ist hinreichend groß um das Pendel als starr zu betrachten.
Das ebene starre Pendel wird durch die Differentialgleichung

φ̈+
mgl

2J
sin (φ) = 0 (4.41)

beschrieben. Dabei bezeichnet m die Masse, l die Länge und J = 1
3
ml2 das Massen-

trägheitsmoment des Pendels um den Lagerpunkt. Integriert man Gl. 4.41 längs des
Weges erhält man unter Berücksichtigung von φ̈dφ = φ̇dφ̇ und den Anfangsbedin-
gungen φ(t = 0) = φ0 und φ̇(t = 0) = 0

φ̇2 = 3
g

l
[cos (φ) − cos (φ0)] (4.42)

die Zustandsdarstellung des Pendels. In Abb. 4.53 ist die analytisch und numerisch
berechnete Zustandsgleichung für φ0 = π

2
dargestellt, wobei die Winkelgeschwindig-

keit mit φ̇ref =
√

g/l normiert wurde.
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Abb. 4.53: Vergleich des Zustandsdiagrammes des starren Pendels

Da sich der Lagewinkel nicht analytisch als Funktion der Zeit berechnen lässt, ist
in Abb. 4.54 die mit FEM3D bzw. ANSYS berechnete Funktion dargestellt. Aus
Abb. 4.53 und 4.54 ist eine sehr gute Übereinstimmung zwischen FEM3D und der
analytischen Lösung bzw. ANSYS zu erkennen. Bei der numerischen Berechnung
wurde ein Zeitschritt von ∆t = 0.0313

√

l/g verwendet. Die Schwingungsdauer des

Pendels ergibt sich aus der numerischen Lösung zu T = 6.08
√

l/g. Nach Meyberg

[44] lässt sich die Schwingungsdauer semianalytisch berechnen, wodurch sich T =
6.06

√

l/g ergibt.
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Abb. 4.54: Vergleich des zeitlichen Verlaufs des Lagewinkels des starren Pendels

Im Folgenden wird der E-Modul der Struktur um 4 Größenordnungen abgesenkt;
d.h. E

gρl
= 2, 75 × 102. Damit muss das Pendel als elastischer Körper betrachtet

werden. In Abb. 4.55 ist die Zustandsdarstellung des starren und des eleastischen
Pendels dargestellt. Durch Absenken des E-Models bewegt sich das Pendel nicht nur
in seinem Starrkörperfreiheitsgrad; in diesem Fall überlagern sich zusätzlich elasti-
sche Freiheitsgrade was zu einer deformierten Kurve im Zustandsraum führt. Der von
FEM3D bzw. ANSYS numerisch berechnete Lagewinkel φ und die Radialverschie-
bung r sind in Abb. 4.56 dargestellt. Auch hier ist eine sehr gute Übereinstimmung
der beiden FEM-Codes zu erkennen.
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Abb. 4.55: Vergleich des Zustandsdiagrammes des elastischen Pendels
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Abb. 4.56: Vergleich des zeitlichen Verlaufs des Lagewinkels und der Radialverschiebung

des elastischen Pendels
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Kapitel 5

Anwendungen

5.1 Halbaxialpumpe HAP120

Bei der betrachteten Versuchspumpe handelt es sich um eine halbaxiale Kreiselpum-
pe mit der spezifischen Drehzahl nq = 120min−1, die am Fachgebiet für Fluidan-
triebstechnik der TU Darmstadt im Rahmen eines VDMA-Forschungsvorhabens im
Luftversuch vermessen wurde. Die entsprechenden Messungen wurden von Mesch-

kat [43] durchgeführt. In Abb. 5.1 ist die Halbaxialpumpe im Meridianschnitt sche-
matisch dargestellt. Die Schaufelzahl des Laufrads beträgt vier und die des Leitrads
elf.

Modellbildung

Bei der Berechnung der Strömung wurde jeweils eine Teilung von Lauf- und Leitrad
vernetzt und mit einem Stage-Interface gekoppelt, sowie in Umfangsrichtung peri-
odische Randbedingungen verwendet.
Die Simulationen wurden auf zwei unterschiedlichen Netzen durchgeführt. Das grobe
Rechennetz G1 mit ca. 180000 Punkten ergab bei allen durchgeführten Berechnun-
gen einen dimensionslosen Wandabstand in dem Bereich 30 < y+ < 100, in dem
die logarithmische Wandfunktion verwendet wurde. Das feine Rechennetz G2 mit
ca. 500000 Punkten liefert für die durchgeführten Berechnungen y+-Werte zwischen
10 und 15. Für die Wandbehandlung wurde deshalb die logarithmische Wandfunk-
tion mit der Low-Reynolds Behandlung überlagert. Ferner wurde bei allen Berech-
nungen mit dem groben Netz G1 die UDS-Diskretisierung für die konvektiven Ter-
me verwendet und beim feinen Rechennetz G2 das OSHER-Verfahren. Als Turbu-
lenzmodell diente bei der Simulation mit dem groben Rechennetz G1 das Std-k-ε-
Turbulenzmodell und bei den Berechnungen mit dem feinen Netz das Turbulenzmo-
dell nach Lien Chen und Lesziner, siehe Kap. 2.1.
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Die Abb. 5.1 zeigt die Halbaxialpumpe mit den verwendeten Messebenen.

Leitrad

Laufrad

z

r
8 Da 1.5 Da

Messebene 1 Messebene 4

Messebene 2

Messebene 3

Abb. 5.1: Schematische Darstellung des Strömungsgebietes der Halbaxialpumpe HAP120

im Meridianschnitt

Integrale Strömungsgrößen

Bei der Messung und der numerischen Berechnung der Förderhöhenkennlinie wur-
de die Totaldruckerhöhung ∆pt an den Messebenen i = 1 bzw. 4 folgendermaßen
bestimmt: Der gemittelte Totaldruck in einer Messebene MEi wird mit Hilfe des
nachstehenden Zusammenhangs ermittelt

pti =
1

AMEi

∫

A

p dAMEi +
ρ

2

(
Q

AMEi

)2

, (5.1)

womit sich die dimensionslose Totaldruckerhöhung der Stufe berechnen läßt:

Ψt =
∆pt1−4

ρ
2
(raω)2 =

pt4 − pt1
ρ
2
(raω)2 (5.2)

Der Wirkungsgrad der Stufe kann bei bekannter Totaldruckerhöhung ∆p1−4 und
gegebenen Volumenstrom Q über das Drehmoment des Rotors bestimmt werden:

ηMP
=
Q∆pt1−4

ωMP
. (5.3)

In Abb. 5.2 ist die dimensionslose Totaldruckerhöhung Ψt über dem bezogenen Vo-
lumenstrom q = Q

Qopt
aufgetragen. Darin sind neben der gemessenen Kennlinie die

numerischen Ergebnisse von NS3D und CFX dargestellt. Für die numerische Berech-
nung mit NS3D wurde sowohl das Rechenetz G1 als auch G2 verwendet, während
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die entsprechende Simulation mit CFX nur mit dem groben Rechennetz G1 durch-
geführt wurde. Aus Abb. 5.2 ergibt sich, dass die Totaldruckerhöhung mit steigen-
dem Volumenstrom sinkt, wobei sich bei q ≈ 0.45 ein lokales Minimum ergibt. Im
Teillastbereich, 0.20 < q < 0.80, ergibt sich eine sehr gute Übereinstimmung zwi-
schen der Messung und den numerischen Simulationen. Im Überlastbereich ist die
berechnete Totaldruckerhöhung niedriger als in der Messung. Dabei ist die Abwei-
chung zwischen der Messsung und den Simulationen mit dem groben Rechennetz
G1 größer als mit dem feinen G2. Ferner ist Abb. 5.2 zu entnehmen, dass CFX und
NS3D bei der Berechnung mit dem groben Netz G1 vergleichbare Ergebnisse liefern.
In Abb. 5.3 ist das lokale Minimum der Kennlinie aus Abb. 5.2 vergrößert dargestellt.
Demnach kann mit der numerischen Simulation diese Instabilität der Kennlinie auf-
gelöst werden.
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Abb. 5.2: Vergleich der gemessene und der mit NS3D und CFX berechneten Kennlinien

von Ψt(q) der Halbaxialpumpe HAP120; numerische Ergebnisse von NS3D bzw. CFX
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Abb. 5.3: Vergrößerter Ausschnitt der Kennlinie aus der Abb. 5.2
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Die gemessene Kennlinie des Wirkungsgrades ηMP
ist in Abb. 5.4 über dem bezoge-

nem Volumenstrom q dargestellt. Dabei ergibt sich wie bei der Totaldruckerhöhung
im Teillastbereich eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den numerischen Simu-
lationen und der Messung. Im Überlast- und Optimalbereich liefern die numerischen
Ergebnisse von NS3D und CFX, die mit dem groben Rechennetz G1 durchgeführt
wurden, zu niedrige Wirkungsgrade. Die Simulation mit dem feinen Rechennetz G2
liefert dagegen eine sehr genaue Übereinstimmung mit der Messung.
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Abb. 5.4: Vergleich der gemessene und berechneten Kennlinien von ηMP
(q) der

Halbaxialpumpe HAP120

Lokale Strömungsgrößen

In der Abb. 5.5 sind die normierten Druckverteilungen auf der Laufschaufel an
der Deckscheibe, in der Mitte und an der Nabe dargestellt. Da keine entsprechen-
den Messungen vorliegen, werden die Ergebnisse der numerischen Simulationen von
NS3D und CFX, die mit Hilfe des groben Rechennetzes G1 jeweils für den Opti-
malpunkt durchgeführt wurden, gegenübergestellt. Der direkte Vergleich zwischen
NS3D und CFX zeigt eine sehr gute Übereinstimmung für die Druckverteilungen.
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Abb. 5.5: Vergleich der mit NS3D und CFX berechneten normierten Druckverteilungen

CP ( s
ra

) des Laufrads der Halbaxialpumpe HAP 120 an der Deckscheibe, oben, Mitte und

an der Nabe, unten

In der Messebene 3, siehe Abb. 5.1, wurde die Geschwindigkeitsverteilung in
Meridian- und Umfangsrichtung für den Optimalpunkt gemessen. Beide Geschwin-
digkeitsverteilungen sind zusammen mit den numerischen Ergebnissen von NS3D
in Abb. 5.6 bzw. 5.7 dargestellt. Bei der Meridiangeschwindigkeit ergibt sich eine
vernachlässigbare Abweichung. Hingegen erkennt man bei der Verteilung der Um-
fangsgeschwindigkeit, dass die numerische Simulation zu niedrige Werte liefert. Diese
Abweichung ist jedoch konsistent zur berechneten Kennlinie nach Abb. 5.2, da die
numerische Simulation für q > 0.8 eine zu niedrige Totaldruckerhöhung vorhersagt.
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Abb. 5.6: Vergleich der gemessenen und berechneten Meridiangeschwindigkeit am

Austritt des Laufrads der Halbaxialpumpe HAP 120 in der Messebene 3
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Abb. 5.7: Vergleich der gemessenen und berechneten Umfangsgeschwindigkeit am

Austritt des Laufrads der Halbaxialpumpe HAP 120 in der Messebene 3

Im Folgenden werden lokale Strömungsgrößen im Bereich der Kennlinieninstabilität,
nach Abb. 5.2 bzw. 5.3 erläutert. Es werden die Betriebspunkte q = 0.45, links der
Instabilität, und q = 0.50, rechts davon, behandelt. In diesem Bereich der Kenn-
linie verursacht eine relativ kleine Änderung des Volumenstroms eine relativ große
Änderung der Totaldruckerhöhung. In Abb. 5.8 ist der umfangsgemittelte Turbu-
lenzgrad im Meridianschnitt dargestellt. Im Betriebspunkt q = 0.50 tritt an der
Eintrittskante des Laufrads an der Deckscheibe eine Erhöhung des Turbulenzgrades
auf, welche mit einem Wirbel einhergeht. Im benachbarten Betriebspunkt q = 0.45
vergrößert sich dieser Wirbel erheblich, was eine massive Rückströmung zur Folge
hat. Daraus resultiert der Abfall der Totaldruckerhöhung in Abb.5.2. Dieser Sach-
verhalt kann auch über die auftretenden Verluste dargestellt werden. In Abb. 5.9
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ist das Laufrad der Halbaxialpumpe im Mittelschnitt in der konformen Abbildung
dargestellt. Als Konturplot ist der Gesamtdruckverlust pv dargestellt, der sich mit
Hilfe der nachstehenden Zusammenhängen bestimmen lässt:

p∗g(l, φ) = pt(l, φ) − ρrωcu(l, phi) (5.4)

pv(l, φ) = p∗g0
− p∗g(l, φ) (5.5)

p∗g0
= pt0

Der reduzierte Gesamtdruck p∗g entspricht dem Totaldruck, bereinigt um den Ener-
gieeintrag des Laufrads. Nach Abb. 5.9 ergibt sich eine deutliche Erhöhung des
Gesamtdruckverlusts zwischen den Betriebspunkten q = 0.50 und q = 0.45.

Tu: 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0

Betriebspunkt q=0.50

Betriebspunkt q=0.45

Turbulenzgrad [%]

a)

b)

Abb. 5.8: Vergleich der Konturplots des umfangsgemittelten Turbulenzgrads im

Meridianschnitt der HAP 120 in zwei Betriebspunkten, a) q=0.45 und b) q=0.5
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Abb. 5.9: Vergleich der Konturplots des Verlustes des reduzierten Gesamtdrucks p∗v im

Mittelschnitt der HAP 120 in zwei Betriebspunkten, a) q=0.45 und b) q=0.5
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5.2 Francis-Turbine FT40

In diesem Abschnitt wird das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte numerische
Werkzeug zur einseitigen Fluid-Struktur Interaktion am Beispiel einer Francis-
Turbine mit der spezifischen Drehzahl nq = 40min−1 angewendet.
Da für die vorliegende Turbine keine Messdaten zur Verfügung stehen, wird das mit
NS3D berechnete Strömungsfeld mit CFX und die von FEM3D berechnete Struk-
turantwort mit ANSYS verglichen. Dieser Vergleich wird ausschließlich für den Be-
triebspunkt q = Q

Qopt
= 1.11 durchgeführt.

Numerische Berechnung des Strömungsfeldes

Die Stufe der Francis-Turbine ist mit 15 Lauf- und 16 Leitschaufeln ausgeführt. Zur
Berechnung wird lediglich ein Lauf- und ein Leitradkanal vernetzt. Das gesamte Re-
chennetz enthält ca. 650000 Zellen. Die Kopplung erfolgt über ein Stage-Interface. In
Umfangsrichtung wird eine teilungsperiodische Strömung angenommen. In Abb. 5.10
ist die Stufe der Francis-Turbine FT40 mit den Randbedingungen für die Strömungs-
berechnung im Meridianschnitt schematisch dargestellt. Als Turbulenzmodell wurde
das Std-k-ε-Modell verwendet, und die Wandbehandlung erfolgte mit Hilfe der lo-
garithmischen Wandfunktion.
Die numerischen Ergebnisse der CFD-Codes NS3D und CFX wurden an Hand der
integralen Größen und der Druckverteilungen verglichen. Die Druckbelastung der
Laufradbeschaufelung ist hier von besonderen Interesse, da sie bei der nachfolgenden
Strukturanalyse als Last aufgeprägt wird. In Tab. 5.1 sind die integralen Größen aus
den Berechnungen mit NS3D und CFX eingetragen. Hier bezeichnet ∆ die relativen
Unterschiede zwischen NS3D und CFX. In Tab. 5.1 wurden folgende Definitionen

NS3D CFX ∆ [%]

Ψt 1.605 1.588 1.1

Ψt,th 1.493 1.489 0.3

ΨMP
1.494 1.503 0.6

ηt,th[%] 93.02 93.77 0.8

ηMP
[%] 93.08 94.65 1.7

Tabelle 5.1: Vergleich der integralen Größenn der Francis-Turbine FT40 im Betrieb-
spunkt q = 1.11 bei der Berechnung mit NS3D und CFX

verwendet:

Ψt =
∆pt1−4

ρ
2
(raω)2 , (5.6)

Ψt,th = 2
∆2−3 (u cu)

(raω)2
, (5.7)
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ΨMP
=

MP
ρ
2
Qr2

aω
, (5.8)

ηt,th =
Ψt,th

Ψt
, (5.9)

ηMP
=

ΨMP

Ψt
, (5.10)

∆pti =
1

QMEi

∫

QMEi

pt dQ (5.11)

(5.12)

Die Resultate in Tab. 5.1 weisen nur vernachlässigbare Unterschiede ∆ zwischen den
Ergebnissen der verwendeten Strömungslöser auf.
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Abb. 5.10: Schematische Darstellung des Strömungsgebietes der Francis-Turbine FT40 im

Meridianschnitt

In der Abb. 5.11 ist die normierte Druckverteilung der Laufschaufel am Kranz, in
der Mitte und am Boden über der Sehnenlänge dargestellt. Darin sind neben den
Ergebnissen von NS3D auch die entsprechenden Resultate von CFX enthalten.
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Abb. 5.11: Vergleich der mit NS3D und CFX berechneten normierten Druckverteilungen

CP ( s
ra

) der Francis-Turbine FT40 am Kranz, oben, in der Mitte und am Boden, unten

Nach Abb. 5.11 ergeben sich für die Druckverteilungen nur geringfügige Abweichun-
gen zwischen den Strömungslösern NS3D und CFX.

Numerische Strukturanalyse

Bei der numerischen Analyse der Struktur des Laufrads der Francis-Turbine FT40
wurde ebenfalls nur eine Teilung vernetzt. An den Schnittflächen zwischen den
Teilungen wurden periodische Knoten verwendet, siehe Kap. 3.3.4. Das Rechen-
netz enhält etwa N ≈ 13000 Knoten und ca. 20000 Tetraederelemente. Abb. 5.12
zeigt den Meridianschnitt des Laufrads und die dazugehörigen Randbedingungen für
die Strukturanalyse. Als kinematische Randbedingung wird neben den periodischen
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Knoten eine feste Einspannung an der Nabe definiert. Belastet wird die Laufschau-
fel durch Fliehkräfte infolge Rotation und Druckkräfte. Letztere unterteilen sich in
die Drucklasten auf die Beschaufelung und diejenigen in den Radseitenräumen. Die
Druckbelastung auf die Beschaufelung kann aus der Strömungsberechnung extra-
hiert und der Struktur aufgeprägt werden. Für die Druckbelastung in den Radsei-
tenräumen ist dies nicht möglich, da sie bei der Strömungsberechnung vernachlässigt
wurden. Aus diesem Grund wird die entsprechende Last folgendermaßen modelliert:
Der Druck ist eine quadratische Funktion des Radius, wobei der Wert am Eintritt in
den Radseitenraum der Strömungsberechnung entnommen wurde, siehe Abb. 5.12.
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Abb. 5.12: Schematische Darstellung des Laufrads der Francisturbine FT40 und

Randbedingungen für die Strukturanalyse

Als Nächstes werden die Ergebnisse von FEM3D und ANSYS miteinander vergli-
chen. Dazu wurde folgendes Fehlermaß für die Komponenten des Verschiebungsvek-
tors und des Spannungstensors verwendet:

∆ =

N∑

i=1

|σi
FEM3D − σi

ANSY S|
N∑

i=1

|σi
ANSY S|

. (5.13)

In Tab. 5.2 sind die entsprechenden Ergebnisse für den Verschiebungsvektor und in
Tab. 5.3 für den Spannungstensor zusammengestellt. Die relativen Abweichungen
in Tab. 5.2 und 5.3 weisen eine Größenordnung von 10−5 auf, die in der Praxis ver-
nachlässigt werden kann.
Für einen Festigkeitsnachweis ist die Vergleichspannung nach v. Mises von beson-
derem Interesse. Abb. 5.13 zeigt das verwendete Rechennetz und die bezogene v.
Mises Vergleichspannung als Konturplot, wobei pref = ρ

2
(raω)2 verwendet wurde.
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relative Abweichung UX UY UZ

∆ × 105 4.99 2.63 6.54

Tabelle 5.2: Abweichung der numerischen Berechnung des Verschiebungsvektors zwi-
schen FEM3D und ANSYS

relative Abweichung σXX σY Y σZZ σXY σY Z σXZ

∆ × 105 6.66 3.96 3.66 4.23 2.60 4.00

Tabelle 5.3: Abweichung der numerischen Berechnung des Spannungstensors zwi-
schen FEM3D und ANSYS

20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130140150160
v.Mises/pref

σ

Abb. 5.13: Numerisch berechnete Vergleichspannungen nach v.Mises für das Laufrad der

Francisturbine FT40
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5.3 Turgo-Turbine

In diesem Abschnitt wird die instationäre Strukturanalyse am Beispiel einer Turgo-
Turbine behandelt. Ein 120◦ Segment des Laufrads der Turgoturbine ist in Abb.
5.14 dargestellt. Der Antrieb des Laufrads erfolgt über einen oder mehrere Was-
serstrahlen, die zur achsnormalen Ebene geneigt sind. Die Berechnung erfolgt im
Relativsystem, siehe Abb. 5.14. Darin rotieren die Wasserstrahlen in umgekehrter
Richtung um das im Relativsystzem stehende Laufrad. Ferner ergibt sich im Relativ-
system ein steilerer Neigungswinkel für die Wasserstrahlen zur achsnormalen Ebene
als im Absolutsystem. Für n Wasserstrahlen und einer Laufraddrehzahl von fLa er-
gibt sich im Relativsystem für jeden Becher des Laufrads eine periodiche Belastung,
die mit der Drehzahl f0 = n · fLA umläuft.
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Abb. 5.14: Schematische Darstellung des Laufrads der Turgo-Turbine

Zur Berechnung wird der Algorithmus der instationären, einseitigen Fluid-Struktur
Interaktion herangezogen. Da eine numerische Strömungsberechnung in diesem Fall
sehr kostenintensiv und umfangreich ist, wird die Drucklast des Wasserstrahls auf die
Becher des Laufrads folgendermaßen modelliert: Der Wasserstrahl habe den Radius
R und beaufschlagt einen Becher des Laufrads mit der Drucklast p(r), wobei r der
Abstand eines Punktes auf der Becheroberfläche zur Achse des Wasserstrahls im
Relativsystem ist, siehe Abb. 5.15. Dabei entspricht das Druckintegral über dem
Strahlquerschnitt der Impulskraft des Wasserstrahls.
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Abb. 5.15: Modellierung des Strahldrucks und Rechennetz für die numerische

Berechnung

In Abb. 5.16 ist die zeitabhängige Drucklast p(t) und die Fouriertransformierte
p(f/f0) für den repräsentativen Knoten A auf der Becheroberfläche dargestellt.

t/t0

p/
p

0

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

f/f0

A
(p

/p
0)

0 10 20 30
10-3

10-2

10-1

100

Abb. 5.16: Druckbelastung am Knoten A im Zeit- und Frequenzbereich

Für die Strukturanalyse wird nur ein Becher des Laufrads mit entsprechenden Rand-
bedingungen für die Schnittflächen modelliert. Das Rechennetz und die Randbedin-
gungen für die Strukturanalyse sind in Abb. 5.17 dargestellt. Die Schnittflächen am
Kranz des Laufrads entsprechen Ebenen, welche die Drehachse enthalten. An diesen
Schnittflächen werden Symmetrierandbedingungen formuliert. Dadurch kann sich
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jeder Knoten dieser Schnittfläche radial und axial verschieben, in Umfangsrichtung
jedoch nicht. Am Boden sind ebenfalls Symmetrierandbedingungen vorgeschrieben.
Durch die Krümmung dieser Schnittflächen wird eine axiale und azimutale Verschie-
bung unterbunden; eine radiale Verschiebung ist dagegen möglich. Durch diese Art
der kinematischen Randbedingungen ist der Becher im Relativsystem statisch be-
stimmt gelagert. Gleichzeitig wird eine radiale Ausdehnung in Folge Fliehkraft und
eine Durchsenkung in axialer Richtung in Folge der Drucklast ermöglicht. Neben
den kinematischen Randbedingungen wird die Druckbelastung nach Abb. 5.15 und
eine Fliehkraftbeanspruchung definiert.
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W

Knoten A

Knoten B
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Druck

W

Knoten A

Knoten B
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Abb. 5.17: Randbedingungen für die Strukturanalyse an dem Laufrad einer

Turgo-Turbine

Die instationäre numerische Strukturanalyse wurde mit FEM3D und ANSYS durch-
geführt. Dabei wurden mit FEM3D drei verschiedene Berechnungsverfahren einge-
setzt sowie auf ihre Genauigkeit und Effizientz untersucht:

• Berechnung im Frequenzbereich mit Hilfe der Fouriertransformation, harmo-
nische Analyse

• Berechnung im Zeitbereich mit der Houbolt-Methode

• Berechnung im Zeitbereich mit der Newmark-Methode

Letztere entspricht dem Lösungsverfahren von ANSYS. Um vorab zu klären, ob
Resonanzeffekte zu erwarten sind, wurde eine Modalanalyse durchgeführt. In Tab.
5.4 sind die mit FEM3D bzw. ANSYS berechneten Eigenfrequenzen dargestellt. Die
erste bezogene Eigenfrequenz liegt im Bereich 16 < f

f0
< 17. Hier weisen die Am-

plituden des Lastspektrums nach Abb. 5.16 Werte von p
p0

≈ 0.005 auf. Die höheren
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Eigenfrequenzen sind nicht im Lastspektrum enthalten. Daher sind in diesem Fall
keine Resonanzeffekte zu erwarten. Ferner weisen die mit FEM3D bzw. ANSYS be-
rechneten Eigenfrequenzen in Tab. 5.4 vernachlässigbare relativen Abweichungen ∆
auf. Die Ergebnisse werden an den drei repräsentativen Knoten A, B und C nach

Eigenfrequenz f
f0

FEM3D ANSY S ∆[%]

1.Eigenfrequenz 16.58 16.58 0.003

2.Eigenfrequenz 46.06 46.07 0.016

3.Eigenfrequenz 63.37 63.38 0.016

4.Eigenfrequenz 83.58 83.62 0.054

Tabelle 5.4: Numerisch berechnete Eigenfrequenzen eines Bechers der Turgo-Turbine
sowie Vergleich zwischen FEM3D und ANSYS

Abb. 5.17 untersucht. Knoten A befindet sich in der Mitte der Eintrittskante des Be-
chers, Knoten B am Boden an der Hinterkante und Knoten C am Kranz ebenfalls an
der Hinterkante. Alle Ergebnisse werden sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich
erläutert. Dabei wird das Frequenzspektrum der im Zeitbereich berechneten Größen
durch eine nachfolgende Fouriertransformation ermittelt. Der zeitliche Verlauf der
im Frequenzbereich berechneten Größen wird entsprechend durch eine inverse Fou-
riertransformation bestimmt.
Bei der Darstellung werden alle Größen auf denjenigen Wert bezogen, der sich durch
reine Fliehkraftbeanspruchung ergäbe. Dadurch wird der Einfluss des dynamischen
Lastanteils im Zeitbereich gegenüber dem statischen deutlich. Aus dem Frequenz-
spektrum können die statisch wirkende Belastung sowie die periodischen Lasten
und die dazugehörigen Frequenzen ermittelt werden. Zusammen mit dem Wöhler-
Diagramm des entsprechenden Werkstoffs kann die Lebensdauer des Laufrads ab-
geschätzt werden, siehe z.B. Niemann [50], Issler [28].
In Abb. 5.18 ist der zeitliche Verlauf der v. Mises Spannung und das entsprechende
Frequenzspektrum für den Knoten A dargestellt. Am Knoten A ergibt sich somit eine
schwellende Beanspruchung mit einer Amplitude von ca. 60% der statisch wirkenden
Fliehkraft. Die entsprechenden Frequenzen befinden sich im Bereich 1 ≤ f

f0
≤ 9.

Der Vergleich der einzelnen Simulationen ergibt eine sehr gute Übereinstimmung
mit denjenigen, die im Zeitbereich durchgeführt wurden; das Ergebnis aus der Be-
rechnung im Frequenzbereich weicht etwas davon ab. Bei der harmonischen Analyse
sinken die Spannungsamplituden progressiv mit der Frequenz. Bei f

f0
≥ 10 betra-

gen sie weniger als 0.1% der statischen Last. Für die Berechnungen im Zeitbereich
klingen die Amplituden zunächst ab und weisen bei f

f0
≈ 12 ein lokales Minimum

auf. Danach ergibt sich für die hochfrequenten Amplituden, f
f0

≥ 13 ein nahezu

konstanter Wert mit einer Amplitude von ca. 0.5% der statischen Last.
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Abb. 5.18: Vergleich der berechneten Vergleichsspannungen nach v.Mises am Knoten A

im Zeit- und Frequenzbereich

In der Abb. 5.19 ist der zeitliche Verlauf und das Frequenzspektrum der v. Mises
Spannung am Knoten B dargestellt. Wie beim Knoten A ergeben auch hier die
Berechnungen im Zeitbereich ineinander übergehende Kurven, wobei das Ergebnis
der harmonischen Analyse wieder etwas davon abweicht. Analog zum Knoten A
sinken die hochfrequenten Amplituden bei der harmonischen Analyse progressiv mit
der Frequenz. Bei den Ergebnissen der Berechnungen im Zeitbereich verbleibt eine
Amplitude von ca. 0.8% der statischen Last für große Frequenzen.
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Abb. 5.19: Vergleich der berechneten Vergleichsspannungen nach v.Mises am Knoten B

im Zeit- und Frequenzbereich

Am Knoten C ergibt sich der zeitliche Verlauf und das Frequenzspektrum nach Abb.
5.20. Hier ist die maximale Spannung im Zeitbereich um ca. 120% höher als die
statische Last. Für den Vergleich der einzelnen Simulationsmethoden gelten analoge
Aussagen wie für Knoten A und B.
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Abb. 5.20: Vergleich der berechneten Vergleichsspannungen nach v.Mises am Knoten C

im Zeit- und Frequenzbereich
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5.4 Kaplan-Turbine

Im diesem Abschnitt wird die instationäre ein- und zweiseitige Fluid-Struktur In-
teraktion an der Stufe einer Kaplanturbine des Kraftwerks “Dettelbach“ näher
erläutert. Eine ausführliche Beschreibung dieses Kraftwerks kann bei Böhm [6]
nachgelesen werden. Die technischen Betriebsdaten der Turbinenstufe sind für den
Optimalpunkt in Tab. 5.5 zusammengefasst.

Fallhöhe H 4.7 [m]

Volumenstrom im Optimum Qopt 37.5 [m3/s]

Drehzahl n0 100 [1/min]

Laufradaußenradius ra 1.77 [m]

Anzahl Leitschaufeln 24

Anzahl Laufschaufeln 4

Tabelle 5.5: Technische Daten der Stufe der Kaplan-Turbine des Kraftwerks
“Dettelbach“

Modellbildung

Bei der einseitigen Fluid-Struktur Interaktion wird zunächst das Strömungsfeld be-
rechnet. Anschließend wird das daraus resultierende instationäre Druckfeld extra-
hiert und der Struktur als Last aufgeprägt. Danach erfolgt eine transiente Struktur-
analyse. Die einseitige Fluid-Struktur Interaktion setzt sich somit aus einer CFD-
und einer CSD-Simulation zusammen, weshalb die entsprechenden Ergebnisse mit
CFD bzw. CSD abgekürzt werden. Bei der zweiseitigen Fluid-Struktur Interaktion
werden das Strömungsfeld und die Strukturantwort gleichzeitig berechnet, und die
dazugehörigen Ergebnisse werden mit FSI abgekürzt. Da die Anzahl der Laufschau-
feln 4 und die der Leitschaufeln 24 beträgt, kann für die numerische Simulation ein
90◦-Segment der Turbinenstufe verwendet werden, wobei in den anderen Segmenten
von teilungsperiodischer Strömung ausgegangen wird. Dieses 90◦-Segment enthält
somit eine Laufrad- und sechs Leitradkanäle. Die Kopplung zwischen dem Rotor und
dem Stator erfolgt über ein Non-Matching-Interface. Für die durchgeführten Simu-
lationen wurden ausschließlich die Betriebsdaten des Optimalpunkts nach Tab. 5.5
verwendet und das Rechennetz für die instationäre Simulation von Böhm [6] über-
nommen. In Abb. 5.21 ist die Stufe der Kaplanturbine des Kraftwerks “Dettelbach“
im Meridianschnitt und die für die numerische Strömungsberechnung verwendeten
Randbedingungen dargestellt.
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Abb. 5.21: Schematische Darstellung der Stufe der Kaplan-Turbine des Kraftwerks

“Dettelbach“ im Meridianschnitt und Randbedingungen für die Strömungsberechnung

Für die numerische Strukturanalyse wurde eine Schaufel des Laufrads mit 4350
Knoten und 3264 Hexaederelementen vernetzt. Die Nabe des Laufrads wurde als
starr und die Laufschaufel am Zapfen fest eingespannt angenommen, siehe Abb.
5.22.
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Knoten B

Knoten C

Ω
Strömungsrichtung

Knoten D

Einspannung

Abb. 5.22: Schematische Darstellung des Laufrads der Kaplan-Turbine und das

Rechennetz für die Strukturanalyse mit den repräsentativen Knoten A,B,C und D für die

Auswertung

Die Strukturknoten an der Oberfläche der Laufschaufel entsprechen den Knoten des
Rechennetzes der Strömungsimulation. Dadurch ist während der Berechnung eine
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direkte Übergabe des Drucks bzw. der Verschiebungen ohne Interpolation möglich.
Neben den genannten Randbedingungen sind in Abb. 5.22 die Knoten A, B und C
im Ausenschnitt und der Knoten D am Zapfen des Laufrads dargestellt.

Ergebnisse der numerischen Simulation der Fluid-Struktur Interaktion

Der zeitliche Verlauf der Energieumsetzung, d.h. die Druckzahl Ψt,th sowie der hy-
draulische Stufenwirkungsgrad ηh zeigen auf Grund des großen Abstandes zwischen
der Leit- und Laufschaufel nur geringe Schwankungen, siehe Abb. 5.23 und 5.24.
Außerdem ergibt sich bei der einseitigen Fluid-Struktur Interaktion, d.h. bei der
CFD-Simulation, ein niedrigerer Mittelwert von Ψt,th als bei der zweiseitigen Fluid-
Struktur Interaktion.
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Laufradumdrehung für die CFD- und FSI-Berechnung
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Die Druckzahl beträgt bei der CFD-Berechnung ΨCFD
t,th = 0.2243 und bei der FSI-

Berechnung ΨFSI
t,th = 0.2255. Für den hydraulischen Wirkungsgrad gilt der analoge

Sachverhalt. Bei der CFD-Simulation beträgt ηCFD
h = 89.8% während bei der zwei-

seitigen Fluid-Struktur Interaktion ηFSI
h = 90.0% beträgt. Außerdem liefert das

Ergebnis nach Abb. 5.23 und 5.24 ein periodisches Verhalten mit der Laufraddreh-
frequenz.
Im Folgenden wird die bezogene Gesamtverschiebung ∆USUM = uSUM (t)−uSUM

ra
über

eine Laufradumdrehung diskutiert. Dabei stellt uSUM den zeitlichen Mittelwert der
Gesamtverschiebung dar. Ferner werden die Ergebnisse der einseitigen und zweisei-
tigen Fluid-Struktur Interaktion gegenübergestellt.
An der Eintrittskante des Ausenschnitts erhält man am Knoten A den Verlauf der
bezogenen Gesamtverschiebung nach Abb. 5.25. In der Mitte, Knoten B, und an
der Hinterkante, Knoten C, des Ausenschnitts der Laufradschaufel ergeben sich die
Verläufe nach Abb. 5.25 und 5.27.
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Abb. 5.25: Gesammtverschiebung im Zeit- und Frequenzbereich am Knoten A über eine

Laufradumdrehung für die CSD- und FSI-Berechnung
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Daraus lässt sich erkennen, dass die Laufradschaufel an der Vorderkante größeren
mittleren Verschiebungen unterworfen ist als an der Hinterkante. Für die transien-
ten Anteile gilt der umgekehrte Zusammenhang. Ferner sind die Amplituden der
Schwankungsanteile bei der Simulation der zweiseitigen Fluid-Struktur Interaktion
größer als bei der einseitigen. Der zeitliche Mittelwert der Gesamtverschiebung ist
bei der zweiseitigen FSI-Berechnung ebenfalls größer als bei der einseitigen. Um die
Amplituden und die dazugehörigen Frequenzen zu verdeutlichen, ist in der Abb.
5.25, 5.26 und 5.27 die fouriertransformierte Gesamtverschiebung der Knoten A, B
und C über der bezogenen Frequenz f

f0
dargestellt. Dabei entspricht f0 der Lauf-

raddrehfrequenz. Der Wert der Gesamtverschiebung bei f
f0

= 0 ist äquivalent zum
zeitlich gemittelten Wert. Bei den betrachteten Knoten A, B und C ergibt sich die
maximale Schwingungsamplitude bei f

f0
= 4. Diese ist jedoch um ca. zwei Größen-

ordnungen kleiner als der zeitliche Mittelwert.
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Abb. 5.26: Gesammtverschiebung im Zeit- und Frequenzbereich am Knoten B über eine

Laufradumdrehung für die CSD- und FSI-Berechnung
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Abb. 5.27: Gesammtverschiebung im Zeit- und Frequenzbereich am Knoten C über eine

Laufradumdrehung für die CSD- und FSI-Berechnung

Als nächstes soll der zeitliche Verlauf der bezogenen Vergleichspannung nach v.
Mises am Zapfen der Laufradschaufel, Knoten D betrachtet werden. An diesem
Knoten ergibt sich sowohl für die ein- als auch für die zweiseitige Simulation der
Fluid-Struktur Interaktion die maximale Vergleichspannung. Abb. 5.28 zeigt den
Verlauf der bezogenen Vergleichspannung nach v. Mises über eine Laufradumdre-
hung, wobei pref = ρ(raω)2 gilt. Dabei ergeben sich bei der zweiseitigen Simulation
der Fluid-Struktur Interaktion sowohl ein höherer zeitlicher Mittelwert als auch
größere Schwankungsamplituden als bei der einseitigen Simulation. Für den Festig-
keitsnachweis sind neben den stationären Lasten die Amplituden der schwellenden
Beanspruchung und deren Frequenzen von Interesse. Der stationäre Anteil muss
geringer als die Streckgrenze des verwendeten Werkstoffs sein. Die maximale Am-
plitude der Schwankungsanteile der Vergleichspannung muss dagegen geringer als
die Dauerfestigkeit des Werkstoffs sein. Andernfalls kann mit Hilfe der zugehörigen
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Frequenz die Anzahl der Lastwechsel und damit die Lebensdauer der Beschaufelung
abgeschätzt werden. Als Hilfsmittel kann das Wöhlerdiagramm des entsprechenden
Werkstoffs verwendet werden, siehe z.B. Niemann [50], Issler [28]. Für die betrach-
tete Laufradbeschaufelung kann der stationäre Anteil, d.h. f

f0
= 0, der Vergleich-

spannung und die Amplituden mit den dazugehörigen Frequenzen der schwellenden
Belastungen aus Abb. 5.28 abgelesen werden.
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Abb. 5.28: Vergleichspannung nach v. Mises im Zeit- und Frequenzbereich am Knoten D

über eine Laufradumdrehung für die CSD- und FSI-Berechnung

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass sich bei der zweiseitigen Simulation der
Fluid-Strktur Interaktion bei allen betrachteten Größen größere zeitliche Mittelwerte
und größere Schwankungsamplituden als bei der einseitigen Simulation ergeben.
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Kapitel 6

Bewertung und Ausblick

Das vorliegende Programmsystem stellt ein effizientes Werkzeug zur ein- und
zweiseitig gekoppelten Fluid-Struktur Interaktion dar. Durch die Integration von
strömungs- und strukturmechanischen Berechnungsmodulen kann bereits in einem
frühen Entwicklungsstadium eine schnelle und vollständige Analyse der entworfenen
Geometrie erfolgen, womit eine erhebliche Verkürzung der Durchlaufzeiten verbun-
den ist. Außerdem kann das Verhalten technischer Systeme numerisch simuliert wer-
den, bei denen sich das Strömungsfeld und die Struktur gegenseitig beeinflussen. Die
einzelnen Bausteine des Programmsystems werden im Folgenden einzeln diskutiert.

Finite-Volumen Methode

Der von Skoda [68] entwickelte CFD-Löser wurde als Basis für die vorliegende Ar-
beit verwendet. Die wesentlichen Erweiterungen von NS2D bzw. NS3D sind die Por-
tierung des Quellcodes von der Programmiersprache FORTRAN77 auf C++ und
eine damit verbundene Verallgemeinerung der Parallelisierung und des Speicher-
managements. Ferner wurde das numerische Lösungsverfahren für die Berechnung
kompressibler Fluide erweitert. Die entsprechende Validierung wurde anhand von
einfachen Strömungen, für die entweder analytische Lösungen oder Ergebnisse aus
der Literatur vorliegen durchgeführt. Der vorliegende CFD-Code kann in folgen-
den Arbeiten für die Simulation der Strömung kompressibler Fluide in technischen
Problemstellungen, wie z.B. thermischen Turbomaschinen angewendet werden.

Finite-Element Methode

Im Rahmen dieser Arbeit ist es gelungen, einen FEM-Code für die numerische Struk-
turanalyse zu entwickeln und zu implementieren. Er enthält die in der Praxis am
häufigsten eingesetzten Analysemethoden. Dies sind die statische Berechnung, die
Modale- und Harmonische Analyse, sowie die transiente Simulation. Letztere kann
sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich durchgeführt werden. Die Berechnung
im Frequenzbereich kann bei zeitlich periodischen Vorgängen, wie sie bei Turboma-
schinen auftreten, sehr effektiv eingesetzt werden. Der FEM-Code wurde an Hand
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von Testfällen, für die eine geschlossene analytische Lösung existiert, validiert. Bei
komplexen Strukturen wurde der Vergleich mit der kommerziellen Software AN-
SYS herangezogen. In beiden Fällen ergab sich eine sehr gute Übereinstimmung
zwischen dem entwickelten Verfahren und den entsprechenden Referenzen. Der be-
stehende FEM-Code kann in noch folgenden Arbeiten zur Berechnung der Wärmelei-
tung in Strukturen und den daraus resultierenden thermischen Spannungen erweitert
werden. Da die hier verwendete verschiebungsbasierte Finite-Element Formulierung
Locking Phänomenen aufweisen kann könnten EAS-Formulierungen implementirt
werden.

Fluid-Struktur Interaktion

Die Kopplung des numerischen Strömungslöser und der Strukturanalyse wurde
durch zwei verschiedene Methoden realisiert. Für die einseitige Kopplung wurden die
entsprechenden Interpolationen zwischen Fluid und Struktur implementiert. Diese
Methode eignet sich für Problemstellungen, bei denen nur kleine Verschiebungen
der Struktur und damit keine Rückwirkungen auf das Strömungsfeld zu erwarten
sind. Für die zweiseitige Kopplung wurde der Strömungslöser und der CSD-Code
zur Strukturanalyse in ein Programmsystem integriert. Dieses enthält neben den
nötigen Koppelalgorithmen zwischen Fluid und Struktur auch ein numerisches Ver-
fahren zur Anpassung der Rechennetze.
Nach einer Erweiterung des FEM-Codes durch den Einfluss der Wärmeleitung
kann mit dem vorliegenden Programmsystem dann auch die Interaktion zwischen
Strömung, Struktur und gleichzeitiger Wärmeleitung durch das Fluid und den
Festkörper simuliert werden.
Die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Simulationen der Fluid-Struktur Inter-
aktion haben sich als stabil mit guten Konvergenzeigenschaften erwiesen. Da dieser
Sachverhalt nicht allgemein gegeben ist sollte in folgenden Arbeiten die Stabilitäts-
und Konvergenzeigenschaften des vorliegenden Verfahrens untersucht werden.
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