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lung Herr Prof. Kortüm, Ph. D. und Herr Dr. Alfred Jaschinski. Die Deutsche Bahn (DB) hat
mit viel Interesse die Industriepatenschaft für mich und diese Forschungsaufgabe übernommen.

Nach Einreichung der Arbeit gab es, bedingt durch den äußerst bedauerlichen Tod von Herrn
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Notation, Symbole

I Einheitsmatrix

Schreibweisen, Akzente:

x Skalar
x Vektor
X Matrix oder

”
langer“, zusammengesetzter Vektor (vgl. S. 37)

x̃ gemessene Größe
x̂ geschätzte/berechnete Größe
x (kein Akzent) wahre Größe des Prozesses

Ableitungen nach Vektoren:

∂s/∂x ∈ R1×dim x 1. Ableitung Skalar nach Vektor, Zeilenvektor

∂2s/∂x ∂yT ∈ Rdim y×dim x 2. Ableitung Skalar nach Vektoren, Matrix

=
(
∂ (∂s/∂x)T/∂y

)T

Gleichungsreferenzen sind ohne weitere Bezeichnung alleine durch Klammern gekennzeichnet:

z.B. (4.16)
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Zur Analyse technischer Systeme als Teil des Entwicklungsprozesses lassen sich Versuchs-
oder Berechnungsmethoden anwenden. Beide Methoden haben in Bezug auf die Analy-
semöglichkeiten verschiedene Vor- und Nachteile. Die wichtigsten werden im Folgenden an-
hand Abbildung 1.1 kurz erläutert.

−

− häufig höherer

zufällige Störungen

Aufwand

kein Modellfehler

Fahrzeug-Versuch

+

−+

+

häufig geringerer

Modellfehler

Aufwand

keine zufälligen Störungen

Fahrzeug-Berechnung

Identifikation

Abbildung 1.1: Vor- und Nachteile von Versuch und Berechnung

Die Durchführung von Versuchen verursacht in der Regel höheren Aufwand als die Durchfüh-
rung von Simulationen. Dies bezieht sich vor allem auf die Betriebskosten der Versuchseinrich-
tung, die Rüstkosten und den Personalaufwand. Im Kostenzusammenhang ist auch zu beden-
ken, dass für Versuche eine Realisierung (Prototyp) des zu untersuchenden Objekts und für
Simulationen ein hinreichend genaues Simulationsmodell erforderlich ist.

Des Weiteren gibt es im Versuch prinzipiell keinen Modellfehler (
”
The best model of a cat is a

cat. Preferably the same cat.“, N. Wiener [1]). Dagegen ist es unmöglich, ein exaktes, fehler-
freies Modell eines realen Systems aufzustellen, da man bei beliebiger Feinheit immer weitere
Aspekte finden kann, die nicht im Modell enthalten sind.

Schließlich gibt es in jedem Versuch Einflüsse aus zufälligen Störungen. Unter zufälligen Stö-
rungen werden prinzipiell Phänomene verstanden, die auf stochastischen Ursachen beruhen
und in diesem Sinn nicht vorhersagbar sind. Sie führen dazu, dass die Versuchsergebnisse nicht
vollständig reproduzierbar sind. Im Modell sind solche Störungen nicht vorhanden, wenn sie
nicht explizit modelliert werden.

Da die Vor- und Nachteile von Berechnung und Versuch wie dargestellt korrespondierend sind,
lässt eine Verbindung beider Disziplinen bei der Systemanalyse prinzipiell eine Kompensation
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der Nachteile erwarten. Bei einer konsequenten Anwendung im Entwicklungsprozess können
auf diese Weise wesentliche Verbesserungen erreicht werden. Verbesserungen an dieser Stelle
sind wirtschaftlich von hohem Interesse, beispielsweise gilt derzeit bei der Entwicklung und
Erprobung von Rennautos:

”
Wer heute vorne stehen will, muss seinem Gegner logistisch einen

Schritt voraus sein. Es geht darum, einerseits möglichst viel Entwicklungszeit, andererseits
möglichst viel Testzeit vor dem ersten Rennen zur Verfügung zu haben“, [2].

Zur Realisierung der Verknüpfung zwischen Versuch und Berechnung nach Abbildung 1.1
kommen unter anderem Identifikationsmethoden in Frage. Bei der Identifikation werden im
Allgemeinen Versuchs- und Berechnungsergebnisse miteinander verglichen und dann auf Ba-
sis der berechneten Vergleichswerte (Abweichungen) Verbesserungen des Berechnungsmodells
ermittelt. Begrifflich sind die Parameteridentifikation und die Systemidentifikation zu unter-
scheiden. Bei der Parameteridentifikation werden mehrere Parameter einer festgelegten Sys-
temstruktur identifiziert, bei der Systemidentifikation ist darüber hinaus eine Modellstruktur
zu identifizieren. Es können physikalische, nichtphysikalische/mathematische oder gemischte
Systembeschreibungen beziehungsweise Modelle zugrunde gelegt werden. Physikalisch sind bei-
spielsweise die in der Arbeit verwendeten Mehrkörpermodelle, nichtphysikalisch/mathematisch
sind Systembeschreibungen durch Eigenwerte und Eigenformen [3].

Die vorliegende Arbeit untersucht und entwickelt eine Identifikationsmethode, die primär für
die Analyse der Fahrdynamik im Zusammenhang mit dem Einsatz im Entwicklungsprozess
gedacht ist. Neben der Methode zur Parameteridentifikation im Kern werden dabei auch die
wichtigen weiteren Aspekte eines Gesamtverfahrens behandelt.

Teilen dieser Arbeit liegen Ergebnisse eines Industrieprojekts zugrunde, dessen Ziel die Er-
weiterung der fahrdynamischen Untersuchungsmöglichkeiten an dem Rollprüfstand (Abbil-
dung 1.2) für Schienenfahrzeuge der Deutschen Bahn AG [4] war. Hierbei sollte untersucht
werden, inwieweit aus den Messergebnissen Fahrdynamik-Modelle identifiziert werden können.
Diese sollten für weitergehende, nicht an diesem Prüfstand darstellbare Untersuchungen ein-
setzbar sein. In diesem Rahmen konnte die Methodenentwicklung problemorientiert durch-
geführt werden.

Abbildung 1.2: Ansichten eines Fahrzeugs auf dem Rollprüfstand der DB AG, links: Wagen
mit Mess-Bühnen [4], Mitte: Antriebsstränge der Rollen [4], rechts: Mehrkörpermodell mit
Fahrzeug auf dem Prüfstand
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1.2 Themenstellung

Um den beschriebenen Nutzen einer engeren Verknüpfung zwischen Versuch und Simulation
mittels Identifikationsmethoden für Fragen der Fahrdynamik zukünftig eingehend prüfen zu
können, sind zunächst methodische Voraussetzungen zu schaffen. Dies ist ein wesentliches
Ziel dieser Arbeit. Zum einen müssen geeignete Methoden und Teilmethoden der Identifikati-
on für diesen spezifischen Problemkreis ausgewählt und diese an die spezifischen Bedingungen
angepasst beziehungsweise erweitert werden. Zum anderen muss die Machbarkeit geprüft wer-
den.

Die Arbeit konzentriert sich auf die Fahrdynamik. Dieser Problembereich unterscheidet sich
von der Fahrzeugdynamik dadurch, dass nicht alle Arten der im Fahrzeug auftretenden Dyna-
mik berücksichtigt werden (zum Beispiel Aggregatschwingungen), sondern nur die Dynamik,
die direkt mit der Funktion des Fahrens längs einer Sollbahn verbunden ist. Dabei sind häufig
Gesamtfahrzeugmodelle zu verwenden. Die Methoden der vorliegenden Arbeit beziehen sich
damit eher auf die niederfrequente Bewegungsdynamik bis 30 Hz. Erscheinungen mit höheren
Frequenzen werden effizienter mit anderen Modelltypen behandelt und erfordern damit auch
bei der Identifikation andere Verfahren. Höhere Frequenzen erstrecken sich in der Regel auch
nicht auf das gesamte Fahrzeug-System, da sie durch die Dämpfung in den Koppelstellen zwi-
schen den einzelnen Körpern immer lokal im System begrenzt bleiben.

Da das Verfahren im Zusammenhang mit Schienenfahrzeugen entwickelt wurde, beschränken
sich einzelne, jedoch nicht alle Aussagen auf diese Fallklasse. Eine Anwendung auf Straßen-
fahrzeuge wird zum Großteil mit behandelt. Es ergeben sich jedoch insbesondere bezüglich der
Eingangsgrößen an der Lenkung Änderungen, auf die nicht näher eingegangen werden kann.

1.3 Basisanwendung

Die methodischen Entwicklungen der vorliegenden Arbeit haben das konkrete Ziel, die Erzeu-
gung von Berechnungsmodellen von Schienenfahrzeugen auf Basis von Identifikationsmetho-
den zu unterstützen. Die Messdaten werden dabei am Rollprüfstand der DB AG in München
gewonnen. Abbildung 1.2 zeigt einige Teilansichten dieses Prüfstands und eine Visualisierung
des zugehörigen Mehrkörpermodells.

In der vorliegenden Arbeit wird das Modell eines bestimmten Wagens des Hochgeschwindig-
keitsverkehrs (v > 250km/h, bezeichnet als Testfahrzeug) und seine Identifikation als Beispiel
und Referenzanwendung herangezogen. Die Methodik wurde darüber hinaus erfolgreich auf ein
Hochgeschwindigkeits-Triebfahrzeug angewendet, welches einen zweiten völlig unterschiedli-
chen Fahrzeugtyp darstellt.

Der Rollprüfstand als Versuchseinrichtung bietet gegenüber Feldversuchen vielfältige Vorteile.
Wesentlich ist im Hinblick auf die Identifikationsmethode das prinzipielle Fehlen stochastischer
Prozessstörungen wie Fahrtwind oder unbekannte Streckenunregelmäßigkeiten. Das Kernstück
des Rollprüfstands sind schnell rotierende Stahlrollen (s. Abb. 1.3), die die Schiene unter dem
fahrenden Fahrzeug nachbilden. Die Stahlrollen können einzeln dynamisch bewegt und so Stre-
ckenunebenheiten im Versuch simuliert werden.
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Abbildung 1.3: Prüfstandsdetail: Rad auf beweglicher Rolle (DB AG [4])

1.4 Stand der Forschung

Eine frühe Anwendung der Identifikationsmethode zur nichtlinearen Fahrdynamik-Analyse an
einem Rollprüfstand wird von Heym [5] beschrieben. Hier werden 7 Koeffizienten der nicht-
linearen Kraftgesetze eines Einzel-Radsatzes identifiziert. Ebenfalls mit der Identifikation
von Schienenfahrzeugen auf einem Rollprüfstand befasst sich die Arbeit von Grupp [6], in
der 21 Parameter identifiziert werden. Grupp betrachtet dabei ein maßstäblich verkleinertes
Labor-Drehgestell, das unter Ausnutzung des selbsterregten Sinuslaufes angeregt wird. Ne-
ben dem Gesamtverfahren und der praktischen Realisierung befasst sich die Arbeit von Grupp
ausführlich mit dem Mehrzielansatz, bei dem die Lösung der Systemgleichungen auf mehre-
re Zeitintervalle verteilt wird, und der Behandlung nicht-konsistenter Anfangswerte. Die Pro-
blemstellung nicht-konsistenter Anfangswerte tritt dann auf, wenn die Anfangsbedingungen
mit identifiziert werden müssen. Dies wird in der Arbeit durch den selbsterregten Sinuslauf
notwendig. Wird jedoch eine Versuchseinrichtung verwendet, die eine äußere Anregung des
Fahrzeug-Systems zulässt, kann bei geringen, unproblematischen Einschränkungen auf eine
Identifizierung der Anfangswerte verzichtet werden.

Meier und Kessing [7] verwenden ein Vollmodell eines Kraftfahrzeugs und identifizieren an die-
sem einige Parameter. Dabei wenden sie zur Minimierung des Fehlerfunktionals, welches bei
der Identifikation die Abweichung zwischen Modell und Messung bewertet, evolutionäre Opti-
mierungsalgorithmen an. Diese Algorithmen bilden die Optimierungsstrategie der Evolution in
der Natur nach. Sie können auch auf nicht differenzierbare Probleme angewendet werden, für
differenzierbare Fehlerfunktionale sind sie jedoch nicht so effizient wie konventionelle Algorith-
men.

Das Problem nichtmodellierter Dynamik im Fahrzeugmodell behandelt der Beitrag von Best
und Gordon [8] im Rahmen der Gleichungsfehlermethode. Dabei wird der Fehler für die Iden-
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tifikation nicht durch eine Differenz aus Messung und Simulation, sondern über einen allge-
meinen Gleichungszusammenhang gebildet. Der Einfluss höherfrequenter Dynamik kann nach
Best und Gordon ausgeblendet werden, indem im mechanischen Modell Impulsänderungen
über nach unten begrenzte, zufällig gewählte Zeiträume betrachtet werden. Das Vorgehen
entspricht näherungsweise einer Tiefpassfilterung am Systemausgang, scheint jedoch aufgrund
seiner Komplexität mathematisch schwer zu handhaben. Best und Gordon betrachten in einem
weiteren Beitrag [9] die rekursive Identifikation von zeitvarianten Schräglaufsteifigkeiten mit-
tels eines nichtlinearen Zustandsschätzers. Die Schräglaufsteifigkeiten stellen die Linearisierung
der Reifenkräfte über dem Schräglaufwinkel dar.

Jo und Beale [10] befassen sich mit der Identifikation von Parametern einer Pkw-Radaufhän-
gung im Zusammenhang mit simulierten Testdaten. Durch Verwendung des Gleichungsfehlers
für die Identifikation ist die Messung aller Systemzustände erforderlich. Die Autoren behandeln
weiterhin das Problem der Identifizierbarkeit der Parameter, das heißt, ob die zu identifizieren-
den Parameter bei gegebener Anregung strukturell überhaupt bestimmt werden können. Ein
Simulationsmodell eines Geländefahrzeugs wird bei Serban und Freeman [11] durch Fahrt über
Sinuswellen bei echten Testdaten identifiziert.

Eine praxisorientierte Anwendung findet sich bei Forsén [12] zur Identifikation von Parame-
tern eines Lkw-Modells aus einer Fahrt über eine Schwelle bei Verwendung von Realdaten. Es
wird eine sogenanntes Diskrepanzmaß definiert, das dem Korrelationskoeffizienten von Mes-
sung und Simulation entspricht [13] und praktikabel genutzt werden kann, um die Simulation
unabhängig vom speziellen Anwendungsfall zu bewerten. In der Arbeit wird von Schwierigkei-
ten bei schlechter Synchronisation von Simulation und Versuch durch jeweils unterschiedliche
Fahrgeschwindigkeiten berichtet. Die Verwendung des Ausgangsfehlers, als Differenz von Si-
mulation und Messung berücksichtigt die Störsituation der gegebenen Verfahrenskonfiguration
nicht in ausreichender Weise.

Die bis hier aufgeführten Veröffentlichungen sind ein Querschnitt der Identifikation von Fahr-
dynamikmodellen. Die Arbeiten behandeln in der Regel die Identifikationsproblematik oder ein-
zelne Erweiterungen isoliert, ohne die grundlegende Fragestellung der weiteren Verwendung
der identifizierten Fahrdynamikmodelle einzubeziehen. Soll die Identifikation im Entwicklungs-
prozess zur Verbesserung der Analysemöglichkeiten eingesetzt werden, so ist letztlich ein Ge-
samtverfahren zu konzipieren, das die gesamte Kette vom Versuch bis zur nachgeschalteten
Analyse berücksichtigt. Die existierenden Arbeiten zur Identifikation im Zusammenhang mit
der Fahrdynamik berücksichtigen den Aspekt eines Gesamtverfahrens nur in einem geringen
Maß.

Zur Berechnung von Fahrdynamik kommen in der Regel Mehrkörpermodelle zum Einsatz.
Für diese Systemklasse wurden zahlreiche Identifikationsmethoden entwickelt. Identifikati-
onsverfahren in der Mehrkörperdynamik verwenden häufig den Gleichungsfehler. Da beim
Gleichungsfehler und bei verrauschten Messungen die Parameterschätzwerte in der Regel
nicht statistisch erwartungstreu sind, sind zusätzliche Maßnahmen erforderlich, um die Erwar-
tungstreue herzustellen. Die Arbeiten von Schwarz [14] und Roether [15] widmen sich die-
ser Problematik im Rahmen linearer Mehrkörpersysteme. Im Fall von Modellen, deren Sys-
temgleichungen linear in den Parametern sind, kann die Gleichungsfehlermethode mit Be-
rechnung der Lösung in einem Schritt auch auf Systeme angewendet werden, die nichtline-
ar in den Zuständen sind, allerdings müssen alle Zustände messbar sein. Diese Vorgehens-
weise wird häufig bei der Identifikation von Robotern eingesetzt, beispielsweise in [16] oder
bei Pfeiffer und Hölzl [17]. Hu [18] setzt die Gleichungsfehlermethode zur Identifikation ei-
ner Radaufhängung ein und behandelt dabei ebenfalls das Problem nicht erwartungstreuer



6 1 Einleitung

Schätzungen. Die allgemeine Anforderung der Messung aller Zustände beim Gleichungsfeh-
ler ist allerdings bei weitem zu streng, um allgemeine Problemstellungen in der Fahrdynamik
behandeln zu können.

Linearisierbare Mehrkörpersysteme (MKS) können unter stochastischen Anregungen mit den
Mitteln der Kovarianzanalyse identifiziert werden, welche beispielsweise bei Kallenbach [19]
oder Schiehlen und Wedig [20] verwendet wird. Dazu wird das System linearisiert und die Ko-
varianzfunktionen über die Ljapunovsche Matrizengleichung ermittelt. Eine lineare Betrach-
tung ist jedoch für viele Problemstellungen der Fahrdynamik unzureichend. Interessant ist in
diesem Zusammenhang die Arbeit von Krause [21], die als erweiterte Kovarianzmethode be-
zeichnet wird. Krause identifiziert die Nichtlinearitäten an einem Roboter-Greifarm durch sto-
chastische Signale unterschiedlicher Anregungsintensitäten. Die Methode bleibt jedoch durch
den zu treibenden Aufwand beschränkt auf kleinere Systeme. Darüber hinaus erlaubt auch die
erweiterte Kovarianzmethode nicht die Wiedergabe typischer nichtlinearer Erscheinungen.

Die Identifikation von Mehrkörpermodellen in der Flugdynamik stützt sich im Wesentlichen auf
Filterfehlermethoden. Dabei werden nichtlineare Zustandsbeobachter (Filter) eingesetzt und
der Filterfehler im Fehlerfunktional der Identifikation verwendet. Wichtige Arbeiten zu dieser
Methode sind die von Mehra [22], Maine und Iliff [23], Jategaonkar und Plaetschke [24] und
die Übersicht von Hamel und Jategaonkar [25].

Die aufgeführten, grundsätzlichen Verfahrensalternativen in der Mehrkörperdynamik stellen
ein breites Spektrum an Möglichkeiten dar, das für die gegebene Problemstellung der Fahrdy-
namikanalyse jedoch keine unmittelbare Lösung bietet. Für diese spezifische Problemstellung
sind die Eigenschaften der aufgeführten Alternativen noch zu diskutieren und anhand einer
Analyse der Störeinflüsse im System Fahrzeug/Versuch ein geeignetes Verfahren auszuwählen.
Zusätzlich sind spezifische Anpassungen erforderlich.

Zur Lösung des Identifizierungsproblems kommen Minimierungsverfahren zum Einsatz, die
Gradienten als Ableitung der berechneten Lösung nach den Identifikationsparametern ver-
wenden. Die von Eberhard [26] verwendete Methode der adjungierten Variablen, ist eine
Möglichkeit, Gradienten in Mehrkörpersystemen zu bestimmen. In der Arbeit von Grupp [6]
wird ein Verfahren angegeben, mit dem durch eine synchrone Zeitintegration variierter Sys-
temlösungen eine verbesserte Gradientenapproximation in Mehrkörpersystemen erhalten
werden kann. Allgemeine Methoden zur Bestimmung von Gradienten sind das automati-
sche Differenzieren existierender Programmcodes von Griewank [27] oder die Lösung von
Sensitivitätsgleichungen als Differenzialgleichungen der Gradienten [28]. Trotz dieser vielen
Möglichkeiten stellt die Berechnung von Gradienten über die gesamte Berechnungskette in
Mehrkörperanalysen und die Verknüpfung der verschiedenen Methoden ein noch wenig behan-
deltes Problem dar. Ein zusätzlicher Aspekt dabei ist die Erfordernis, diese ohne umfangreiche
Änderungen in ein bestehendes Mehrkörperprogramm implementieren zu können.

Eine wesentliche Ergänzung des Identifikationsverfahrens ist die Vorfilterung der Messwerte
und der simulierten Ausgangsgrößen. Diese verändert nach Ljung [29] den Frequenzfokus,
das heißt den interessierenden Frequenzbereich einer Schätzung. Sie stellt eine zusätzliche
Einstellmöglichkeit der Identifikation dar [30] und wurde bisher bei der Identifikation von
Mehrkörpersystemen noch nicht umfassend behandelt. Bei der Anwendung der Verfahren der
vorliegenden Arbeit konnte experimentell eine deutliche Verbesserung der Verfahrenskonver-
genz durch Vorfilterung festgestellt werden. Eine theoretische Behandlung der Vorfilterung im
Rahmen der behandelten Problemklasse ist daher angezeigt.

Die Frage der Identifizierbarkeit behandeln Serban und Freeman [11] im Zusammenhang mit
einer Fahrdynamikidentifikation. Sie wird dort über ein Invertierbarkeitskriterium und die Kon-
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dition der zu invertierenden Matrix untersucht. Die bei Jo und Beale [10] vorgestellte Metho-
de verwendet spezielle linear-algebraische Transformationen, um die singulären Komponenten
in einem linear mit den Parametern (parameterlinear) zusammenhängenden Schätzproblem
und damit die Identifizierbarkeit zu bestimmen. Ein einfacheres, robustes und standardmäßiges
Verfahren zur Bestimmung der Identifizierbarkeit stellt die Singulärwertzerlegung dar, wie sie
beispielsweise bei Pfeiffer und Hölzl [17] für ein parameterlineares Problem bei der Roboteri-
dentifikation verwendet wird, um die nicht-identifizierbaren Parameter aus der Schätzung zu
eliminieren. Im allgemeinen nichtlinearen Fall sind jedoch noch einige Erweiterungen erforder-
lich. Zum einen soll die Identifizierbarkeit graduell beurteilt werden können, zum anderen soll
die Frage der Identifizierbarkeit auch bei der Bestimmung der Schätzvarianz einbezogen wer-
den.

Mittels stochastischer Methoden kann der Einfluss von Parameterunsicherheiten in
Mehrkörpersystemen bestimmt werden, wie beispielsweise bei Hörsken und Hiller [31] gezeigt
wird. Eine solche Betrachtung ist auch im Zusammenhang mit den Parameterunsicherheiten
identifizierter Modelle erforderlich.

1.5 Ziel und Aufbau der Arbeit

Das Grundziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung einer Gesamtmethode zur Ver-
knüpfung von Fahrdynamikversuch und -analyse mittels Identifikationsmethoden. Dies betrifft
im Wesentlichen ein Parameteridentifikationsverfahren als Methodenkern und zahlreiche weite-
re methodische Bausteine zur Ergänzung.

In Kapitel 2 wird auf Basis methodischer Grundüberlegungen ein Gerüst für ein Gesamtverfah-
ren abgeleitet. Zuerst werden dazu einige notwendige Grundlagen und Definitionen behandelt.
Im Zusammenhang mit der Klassifizierung von Störungen werden die möglichen Störeinflüsse
an den unterschiedlichen Versuchseinrichtungen erörtert. Dann wird als wichtiger Grundschritt
die Nutzbarkeit von Identifikationsmethoden im Entwicklungsprozess von Fahrzeugen und im
Zusammenhang mit Fahrdynamik analysiert. Daraus werden Ziele für die Identifikation abgelei-
tet, mit denen sich direkt die zu behandelnden Modelltypen festlegen lassen. Das dynamische
Verhalten dieser Berechnungsmodelle ist durch die vorhandenen Nichtlinearitäten gekennzeich-
net. Deren verschiedene Erscheinungen im Bereich der Fahrdynamik werden in einem weiteren
Abschnitt kurz skizziert. Damit sind die Bedingungen für die Auswahl der Parameteridenti-
fikationsmethode als Verfahrenskern aufgezeigt. Verschiedene gebräuchliche Identifikations-
methoden im Bereich der Mehrkörperdynamik werden im Zusammenhang mit den definierten
Bedingungen diskutiert und auf Basis dieser Diskussion eine Auswahl getroffen. Eine wesent-
liche Bedeutung hat auch die darauffolgende Darstellung der in der vorliegenden Arbeit ein-
genommenen stochastischen Sicht der Identifikation. Das Kapitel wird abgeschlossen mit der
Zusammenstellung von weiteren Bausteinen der Identifikation im Zusammenhang des Gesamt-
verfahrens.

Kapitel 3 dient der weiteren Ausgestaltung des Parameter-Schätzverfahrens. Zunächst wer-
den die verschiedenen Störeinflüsse formal in Gleichungen dargestellt und in Zusammenhang
mit dem verwendeten Ausgangsfehler gebracht. Auf dieser Basis wird untersucht, wie das
Schätzfunktional in der gegebenen Konfiguration aufzustellten ist, um die Identifikations-
aufgabe optimal zu erfüllen. Darauf folgen die notwendigen Analysen der Konvergenz des
Verfahrens und der zu erwartenden Verteilungseigenschaften der Schätzung. Ein Teil des
Schätzverfahrens sind auch die numerischen Algorithmen zur Lösung der Bewegungsglei-
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chungen und des nichtlinearen Minimierungsproblems. Hier werden die wechselseitigen Ein-
flüsse untereinander und das Verhalten im Zusammenhang mit der spezifischen Fahrdynamik-
Problemstellung aufgezeigt. Eine besondere Rolle spielt im Zusammenhang mit der Ver-
fahrensnumerik die möglichst genaue Bestimmung der Ableitungen der berechneten Sys-
temlösung. Um die vorhandenen Möglichkeiten der analytischen und numerischen Ableitungs-
bestimmung verbinden zu können, wird eine allgemeine Methode entwickelt. Diese stützt sich
auf ein programmcode-orientiertes, schematisiertes Vorgehen.

Kapitel 4 beschreibt verschiedene weitere Elemente des Gesamtverfahrens. Einen wesentlichen
Beitrag zur Verbesserung der Schätzung stellt die Vorfilterung des Fehlers dar. Des Weite-
ren bereitet das Auftreten nicht-identifizierbarer Parameter besondere Schwierigkeiten bei der
Parameteridentifikation und kann mit der Methode der Singulärwertzerlegung behandelt wer-
den. Im Zusammenhang mit dem hier erarbeiteten Gesamtverfahren ergeben sich einige Er-
weiterungen bei der Verwendung dieser Methode. Weiter ergibt sich bei der Verwendung der
identifizierten Systemmodelle zur Systemanalyse die Frage der Gültigkeit dieser Modelle für
die jeweilige Analyse. Es wird eine Methode aufgestellt, mit der eine Gültigkeitsprüfung durch-
geführt werden kann. Zum Abschluss des Kapitels wird unter Bezugnahme auf die wichtigsten
Gleichungen eine zusammenfassende Übersicht des Gesamtverfahrens gegeben. Die entwickel-
te Gesamtmethode wurde vollständig in dem etablierten Mehrkörpersystem-Analyseprogramm
SIMPACK umgesetzt. Im Zusammenhang damit wird kurz dargestellt, wie die verschiedenen
Teile dort realisiert wurden.

Kapitel 5 beinhaltet eine durchgängige und schrittweise Anwendung des entwickelten Gesamt-
verfahrens anhand der Identifikation der Fahrdynamik des Basisbeispiels des Testfahrzeugs
(vgl. Abschn. 1.3). Es dient sowohl als Anwendungsbeispiel als auch zur Untermauerung der in
den vorangegangenen Kapiteln dargestellten Theorie. Den Abschluss der Arbeit bildet schließ-
lich die Durchführung einer speziellen Systemanalyse auf Basis des identifizierten Beispielm-
odells und die Analyse der Gültigkeit des Modells für diese Analyse.

Kapitel 6 fasst die wesentlichen Beiträge und Ergebnisse der Arbeit zusammen. Abschließend
werden offene Probleme genannt und der Ausblick auf mögliche zukünftige Weiterentwicklun-
gen gegeben.
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Kapitel 2

Prinzipielle methodische Überlegungen

Bei der Herleitung einer Identifikationsmethode für die Fahrdynamikanalyse müssen, um ein
praxisrelevantes Verfahren zu erhalten, vielfältige Faktoren berücksichtigt werden, vergleiche
Abbildung 2.1.

Verfahrenstechnische Möglichkeiten,

Verfahrensalternativen

Zu identifizierende Modelle,

Art der Dynamik

Anforderungen des

Entwicklungsprozesses

Technische Aspekte,

Versuchseinrichtungen

Identifikationsmethode

Abbildung 2.1: Allgemeine Faktoren bei der Herleitung einer Identifikationsmethode

Dies sind zum einen die Anforderungen des Entwicklungsprozesses, in dem die Methode
und die identifizierten Fahrdynamikmodelle später genutzt werden sollen. Aus diesen An-
forderungen ergibt sich unter anderem, welche Arten von Modellen mit unterschiedlichen
dynamischen Eigenschaften identifiziert werden sollen. Weiteren wesentlichen Einfluss ha-
ben die Störeinflüsse an den verwendeten Versuchseinrichtungen. Je nach Störeinfluss sind
unterschiedliche Methoden zu wählen. Schließlich soll sich die Verfahrensherleitung nach
Möglichkeiten auf existierende Verfahren stützen, daraus geeignete Teilverfahren auswählen
und diese an die gegebene Problemstellung anpassen.

Im folgenden Kapitel werden zunächst einige methodische Grundlagen zusammengestellt. Da-
nach werden die verschiedenen oben beschriebenen Einflussfaktoren im Verfahren analysiert
und schließlich ein geeignetes Verfahren für die Parameteridentifikation als Methodenkern aus-
gewählt. Die Identifikationsthematik beinhaltet darüber hinaus zahlreiche weitere Fragestellun-
gen wie die Identifizierbarkeit, die Versuchsplanung, die Messdatenverarbeitung oder die Frage
der Gültigkeitsbereiche der identifizierten Modelle. Diese werden im Abschnitt 2.6 dargestellt
und in Zusammenhang mit dem Gesamtverfahren gebracht.
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Das folgende Kapitel gibt damit einen Überblick über das Gesamtverfahren. Gleichzeitig resul-
tiert eine spezifische Zusammenstellung von Methoden für ein Gesamtverfahren zur Identifika-
tion von Fahrdynamik an Prüfständen zu Analysezwecken im Entwicklungsprozess.

2.1 Verschiedene Grundlagen

2.1.1 Mehrkörpermodelle

Zur Modellierung von Fahrdynamik sind holonome, elastische Mehrkörper-Systeme
(s. Abb. 2.2) geeignet [32, 33]. Diese führen allgemein auf folgende Gleichungsstruktur [34]:

ẋp = xv kinematische DGL, (2.1a)

M(xp, u, t) ẋv = f
k (xp, xv ,λ, u, u̇, ü, t)− G

Tλ Impuls DGL, (2.1b)

0 = g (xp, u, t) Lage-Zwangsbedingungen, (2.1c)

G (xp, u, t) =
∂g

∂xp
Zwangskraftrichtungen, (2.1d)

xp, xv ∈ R
np , M ∈ Rnp×np ,

f k ∈ Rnp , g,λ ∈ Rnc ,

G ∈ Rnc×np , u ∈ Rnu .

Details zur Herleitung obiger Gleichungen betreffend Kinematik, Koordinatenwahl, Kinetik,
mechanische Prinzipien und Behandlung elastischer Körper finden sich in der Literatur [35, 36,
37, 38, 34, 39, 40, 41, 42]. Obwohl die vorliegende Arbeit nur die Struktur der resultierenden
Gleichungen explizit berücksichtigt, setzt die Gesamtmethode implizit voraus, dass der spätere
Anwender mit der Mehrkörpermethode vertraut ist, da auch Iterationen der Modellstruktur
vorgesehen sind.

Sämtliche Größen in (2.1) sind abhängig von der Zeit t. Die zusätzliche explizite Zeitab-
hängigkeit der Funktionen f k , g und M kennzeichnet, dass die entsprechenden Terme auch
direkt von der Zeit abhängen können, es sich bei (2.1) also um ein zeitvariantes System han-
delt. Dieses tritt beispielsweise dann auf, wenn sich einzelne Parameter der Gleichungen nach
einem vorgegebenen Zeitgesetz ändern.

Der kinematische und kinetische Teil des mechanischen Systems wird durch die Systemva-
riablen xv und xp und die abhängige verallgemeinerte Trägheitsmatrix M beschrieben. Dabei
ist xv der Vektor der reduzierten, verallgemeinerten Geschwindigkeiten. In einer reduzierten
verallgemeinerten Koordinatenbeschreibung kann bereits ein Teil vorhandener Zwangsbedin-
gungen über das d’Alembertsche Prinzip implizit mit berücksichtigt werden [39, 38]. Dies ist
dann der Fall, wenn die aufgrund der jeweiligen Bindung eingeschränkte Bewegung des Sys-
tems mit durchgängigen Koordinaten explizit formuliert werden kann, zum Beispiel im Fall ei-
ner Drehgelenk-Bindung in einer offenen Gelenkkette [38] mit dem Gelenkwinkel dieses Dreh-
gelenks. Der Vektor xp stellt den Vektor der integrierbaren (holonomen) Lagen dar.

Die Vektorfunktion g umfasst weitere algebraische Neben- oder Zwangsbedingungen. Die-
se werden formuliert, wenn die Berücksichtigung von einzelnen Zwangsbedingungen über ei-
ne Formulierung als verallgemeinerte Koordinaten nach dem Prinzip von d’Alembert nicht
durchgängig möglich ist (kinematische Schleifen). Die algebraischen Zwangsbedingungen wer-
den auch verwendet, wenn Reibkräfte modelliert werden sollen, die von den Zwangskräften
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Abbildung 2.2: Mehrkörpersystem mit typischen Modellierungslementen: Körper, Gelenke,
Federn, Dämpfer, Aktuator, Regelkreis und äußere Kraft

abhängen, für die aber bei der d’Alembertschen Methode nicht genügend Bestimmungsglei-
chungen zur Verfügung stehen. Formal können solche Nebenbedingungen über die mecha-
nischen Gleichungen 1. Art von Lagrange mit Lagrangefaktoren λ in die Berechnung einge-
bracht werden [37]. Dabei ist die Matrix G äquivalent zu den verallgemeinerten Zwangsrich-
tungen bezüglich der reduzierten Koordinaten xp. Im Fall des als Zwangsbedingung modellier-
ten Rad-Schiene-Kontakts wird im Mehrkörper-Programm SIMPACK eine solche Formulierung
im Zusammenhang mit der Kontaktkraft des Einzelrades verwendet [43, 44].

Die im und auf das System wirkenden Kräfte sind im Vektor f k der verallgemeinerten einge-
prägten Kräfte zusammengefasst, einschließlich der Coriolis- und Zentrifugalkräfte sowie der
Kräfte aus den beschleunigt bewegten Bezugssystemen. Die verallgemeinerten Kräfte können
dabei wie dargestellt auch von den Zwangskräften λ abhängen, beispielsweise, wenn Reibung
in Gelenken modelliert wird.

Anregungen des Systems fließen über den Vektor u der Eingangsgrößen ein. Dies können
beispielsweise Kraftsignale, elektrische Spannungen oder andere allgemeine Signale sein. Bei
rheonomen Anregungen von Gelenken (Beispiel: Geführter Aufhängepunkt eines Pendels) re-
sultieren verallgemeinerte Kräfte f k , die auch von der Beschleunigung ü abhängen.

Die Aufstellung der Gleichungen (2.1) kann computergestützt mit Hilfe von numerischen
Mehrkörperformalismen erfolgen. Hierfür gibt es Mehrkörpersystem-Programme, von denen
ADAMS, das verwendete SIMPACK und DADS die gebräuchlichsten sind. Die Topologie des
Mehrkörpersystems wird dabei durch den Nutzer in intuitiv-einfacher Weise als Verknüpfung
verschiedener Modellierungselemente (vgl. Abb. 2.2) festgelegt. Die Bewegungsgleichun-
gen (2.1) werden dann auf Basis des vom Nutzer verknüpften Systems automatisch durch den
numerischen Mehrkörperformalismus unter der Anwendung der oben angeführten mechani-
schen Prinzipien ausgerechnet [45, 46, 47].

Das mechanische System nach (2.1) kann hybrid erweitert werden durch mathematische Mo-
delle allgemeiner physikalischer Systeme erster Ordnung, die voll mit dem mechanischen Sys-
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tem verkoppelt sind. Dies führt auf weitere Differentialgleichungen:

ẋa(t) = a(xp, xv , xa,λ, u, u̇, ü) , a, xa ∈ R
na , (2.2)

wobei (2.1b) entsprechend zu erweitern ist:

M(xp, u, t) ẋv = f k(xp, xv , xa,λ, u, u̇, ü, t)− G
Tλ . (2.3)

Ein Beispiel für solche hybride Modellteile sind Hydraulik-Zylinder in Aktuatoren, bei denen
sich eine Differentialgleichung im Zusammenhang mit dem zu- beziehungsweise abgeflossenen
Fluid ergibt.

Die zeitvariablen Größen zur Beschreibung des mit (2.1), (2.3) und (2.2) definierten
differentiell-algebraischen Gesamtsystems können im Deskriptorvektor

xD =
(
xTp , x

T
v , λ

T , xTa

)T
∈ RnD , nD = 2np + nc + na

zusammengefasst werden. Da in diesem Vektor der algebraische Zusammenhang der Zwangs-
gleichungen (2.1c) gilt, stellt er nicht die minimale Koordinatenbeschreibung des Gesamtsys-
tems dar. Eine solche minimale Koordinatenbeschreibung stellt der Zustandsvektor

x ∈ Rnx , nx = 2np − 2nc + na

dar, der als geeignete Linearkombination der Deskriptorgrößen gewählt werden kann.

Die Zustandsgrößen x beziehungsweise der Deskriptorvektor xD eines Mehrkörpersystems sind
am realen Objekt meist nicht direkt messtechnisch zugänglich, sondern werden nur zum Teil
oder indirekt durch Kraft-, Beschleunigungs-, Lage-, Geschwindigkeits- und andere Messun-
gen erfasst, wobei unterschiedliche Sensorarten zum Einsatz kommen [48]. Diese Messungen
können im störungsfreien Fall durch die Mess- oder Ausgangsgleichungen:

y = h(xD, u, t) , y ∈ Rny . (2.4)

modellmäßig beschrieben werden. In den Computerprogrammen zur Mehrkörper-Analyse sind
dazu verschiedene Messgleichungstypen als Elementtypen implementiert.

Die Gleichungen (2.1), (2.3) und (2.4) für Mehrkörpersysteme lassen sich auch in verallge-
meinerter Form anschreiben. Sie entsprechen einem allgemeinen nichtlinearen Differentialglei-
chungssystem mit äußeren Anregungen, algebraischen Nebenbedingungen und Messgleichun-
gen in der Form:

ẋD = f (xD,ϑ, u, t) , x , f ∈ RnD , u ∈ Rnu , ϑ ∈ Rnϑ , (2.5a)

0 = g(xD,ϑ, u, t) , g ∈ Rnc , (2.5b)

y = h(xD,ϑ, u, t) , y ∈ Rny . (2.5c)

In (2.5) wird zusätzlich ein zeitunabhängiger (konstanter) Parametervektor ϑ berücksichtigt,
der einzelne, ausgewählte Konstanten zur Beschreibung des Systems umfasst. Die Information
zur strukturellen Beschreibung des Systems wird durch die Struktur der Gleichungen f wieder-
gegeben.
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2.1.2 Stochastische Grundbegriffe

Identifikationsmethoden stützen sich vom Prinzip her stark auf stochastische Konzepte. In
diesem Abschnitt werden einige dafür notwendige stochastische Begriffe eingeführt (vgl. [49,
13, 32]).

Stochastische Größen (stochastische Variablen) dienen sowohl zur Beschreibung von
Störungen als auch von Schätzgrößen. Eine skalare stetige stochastische Variable ζ ist dabei
vollständig durch ihre Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

pζ(ζ) : R → R

charakterisiert, ein Vektor ξ stetiger stochastischer Variablen durch seine Verbundwahrschein-
lichkeitsdichtefunktion

pξ(ξ) : R
nξ → R .

Die Gleichverteilung und die Gaußverteilung führen jeweils auf spezielle Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen. Bei Zufallsvektoren sind diese als mehrdimensionale Verbundwahrscheinlich-
keitsdichteverteilungen entsprechend mehrdimensional.

Mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p lässt sich die Wahrscheinlichkeit, dass die sto-
chastischen Variablen ξ in einem bestimmten Gebiet G des Wertebereichs liegen, durch Inte-
gration über dieses Gebiet berechnen:

P (ξ ∈ G) =
∫

G
pξ(ξ)dξ , G ⊆ Rnξ .

Die Schätzwerte ϑ̂ (notationsmäßig gekennzeichnet durch den Zirkumflex
”
̂“) der zu iden-

tifizierenden Parameter in (2.5) sind ein Beispiel für stochastische Variablen. Sie beinhalten
typischerweise kein exaktes Berechnungsergebnis, sondern sind durch eine Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion charakterisiert.

Auch ein diskretes, zufälliges Signal

d(tk) , k = 1, . . . , nk

kann stochastisch beschrieben werden, wobei die einzelnen Signalwerte die Komponenten eines
Vektors stochastischer Variablen sind. Die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte charakterisiert in
diesem Fall die inneren Zusammenhänge im Signal. Im Fall von diskretem weißen Rauschen
sind die Einzelwerte des Vektors statistisch unabhängig, die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte
ergibt sich als Produkt der Wahrscheinlichkeitsdichten der Einzelelemente. Beim Gaußschen
weißen Rauschen sind die Einzelelemente jeweils gaußverteilt.

Bei einem zeitkontinuierlichen, stochastischen Signal d(t) ist jeder der (unendlich vielen) Si-
gnalwerte eine Zufallsgröße. Daher sind im Allgemeinen zur Beschreibung die Verbundwahr-
scheinlichkeitsdichten zu allen (unendlich vielen) Zeitpunkten erforderlich [3].

Die vollständige Angabe der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte ist bei stochastischen Diffe-
rentialgleichungen als Lösung der Fokker-Planck-Gleichungen meist nicht praktikabel [21].
Wichtige Kennwerte von Verteilungen, die häufig bestimmbar sind, sind die im Folgenden an-
gegebenen Mittelwerte und Kovarianzen der Zufallsgrößen. Im Vektor-Fall ist der Mittelwert
(Erwartungswert 1. Ordnung) definiert als:

ξ = Erw ξ

=
∫
pξ(ξ) ξ dξ , ξ ∈ Rnξ ,
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wobei über den gesamten Wertebereich von ξ integriert wird. Die symmetrische Kovarianzma-
trix (Erwartungswert 2. Ordnung) ist definiert als:

Cov ξξT = Erw (ξ − ξ)(ξ − ξ)T

=
∫
pξ(ξ) (ξ − ξ)(ξ − ξ)

T dξ , Cov ξξT ∈ Rnξ×nξ .

Die Schreibweise Cov ξξT bringt zum Ausdruck, dass in der Kovarianzmatrix in erster Linie die
Kovarianzen Cov ξkξj unterschiedlicher Komponenten von ξ enthalten sind. Nur die Hauptdia-
gonale enthält die Varianzen der Einzelkomponenten. Es ist aber auch die abkürzende Schreib-
weise Cov ξ möglich.

Die Gaußverteilung wird vollständig durch Mittelwert und Kovarianz beschrieben. Bei einem
diskreten mittelwertfreien stationären weißen Rauschprozess ist der Mittelwert Null und die
Kovarianzmatrix ist eine Diagonalmatrix mit der Varianz des Prozesses als identischen Ein-
trägen in der Hauptdiagonalen.

Ergänzend zur Kovarianz ist noch der Begriff der Korrelation von Bedeutung, die als Erw ξξT

definiert ist. Mit obigen Integraldefinitionen gilt Erw ξξT = Cov ξξT + ξ ξ
T
. Aus den

Ausführungen dieses Abschnittes folgt die Feststellung, dass zwei statistisch unabhängige mit-
telwertfreie Zufallsvariablen nicht-korreliert sind. Die umgekehrte Folgerung gilt jedoch nicht
[3]. Falls die Kovarianz zweier Zufallsvariablen Cov ξiξj Null ist, sind diese nicht-korreliert,
wenn auch noch einer der beiden Mittelwerte Null ist.

2.2 Versuchs- und Messprozesse

Das System der Mehrkörpergleichungen (2.5) führt im Sinne der Systemtheorie auf ein
Prozessmodell als dynamisches Ein–Ausgangsmodell M(ϑ) (vgl. Abb. 2.3), welches durch
die zu schätzenden Werte ϑ parametriert ist. Der Eingang des Modells wird durch den
zeitabhängigen Anregungsvektor u(t) repräsentiert, der Ausgang durch den Messvektor y .

Die Messungen werden im Rahmen einer digitalen Signalverarbeitung zu diskreten Zeitpunkten
tk abgetastet. Der Prozess der Abtastung macht aus dem zeitkontinuierlichen Ausgangssignal
y(t) ein diskretes Signal

yk = y(tk) , k = 1, . . . , nk .

Auf den realen Versuchsprozess wirken in der Regel Störungen, die bei der Identifikation
berücksichtigt werden müssen. Störungen sind allgemein dadurch charakterisiert, dass ihr
Wert nicht vorher bekannt ist [30]. Störungen lassen sich aufteilen in Prozess- und Ausgangs-
störungen. Prozessstörungen dp(t) können an allen Stellen im System einwirken außer am
Ausgang. Ausgangs- oder Messstörungen da(t) wirken ausgangsseitig bei der Messdaten-
Erfassung, Abbildung 2.3. In den Systemgleichungen (2.5) greifen die Prozessstörungen und
Ausgangsstörungen wie folgt ein:

ẋD = f (xD,ϑ, u, dp, t) , dp ∈ R
np , (2.6a)

0 = g(xD,ϑ, u, t) , (2.6b)

ỹ = h(xD,ϑ, u, t) + da , da ∈ R
ny . (2.6c)

Die gemessene Größe ỹ wird zur Unterscheidung von der völlig ungestörten Ausgangsgröße y
durch eine Tilde

”
˜“ gekennzeichnet.
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Abbildung 2.3: Prozessmodell mit Prozess- und Ausgangsstörungen

Die Störungen können entweder stochastisch oder deterministisch sein. Deterministische
Störungen sind dadurch gekennzeichnet, dass sie nicht auf stochastischen Prozessen beruhen.
Wie noch gezeigt werden wird, können sie durch die üblichen Identifikationsverfahren nicht
ohne Weiteres eliminiert werden [3]. Ein typisches Beispiel deterministischer Störungen sind
elliptische Unrundheiten der Räder. Diese beruhen auf wenigen stochastischen Variablen, die
Parameter betreffen (Amplitude und Phase der Ellipse), die sich während des Versuchs nicht
mehr ändern. Auch Driften und Offsets von Messungen haben den Charakter deterministischer
Störungen. Modellfehler können ebenfalls als deterministische Störungen interpretiert werden.

Stochastische Störungen können mit Hilfe stochastischer Signale modelliert werden.
Zu den stochastischen Prozess-Störungen zählen beispielweise unbekannte Fahrweg-
Unregelmäßigkeiten oder Windböen, wie sie in Feldversuchen auftreten. Die Prozessstörungen
sind als kontinuierliche stochastische Signale modellierbar. Ausgangsstörungen sind, da hier
nur die Werte zu den Abtastpunkten relevant sind, als diskrete stochastische Signale da(tk)
modellierbar.

Prüfstandsversuche

Für die vorliegende Arbeit konnte der Schienenfahrzeug-Rollprüfstand beim Forschungs- und
Technologiezentrum der Deutschen Bahn AG in München-Freimann als Versuchseinrichtung
genutzt werden. Dieser Prüfstand ist hauptsächlich für die fahrdynamische (laufdynamische)
Analyse konzipiert und ermöglicht ein sehr umfangreiches Spektrum an Fahrszenarien. Die
Schiene unter jedem einzelnen Rad wird durch jeweils eine drehende Rolle simuliert. Jede der
acht Einzelrollen kann dynamisch in verschiedenen Richtungen bewegt oder rotiert werden, so
dass beliebige Streckenanregungen realisierbar sind.

Zur fahrdynamischen Untersuchung von Straßenfahrzeugen stehen Hydropuls-Prüfstände
und Trommelprüfstände zur Verfügung. An Hydropuls-Prüfständen werden die Kräfte auf
die Räder direkt mit hydraulischen Aktuatoren an den Radnaben eingeleitet, also ohne
Berücksichtigung der fahrdynamischen Wirkung der Reifen. Trommelprüfstände werden häufig
für längsdynamische Untersuchungen eingesetzt. Bei Trommelprüfständen wird der Abrollvor-
gang mit berücksichtigt, querdynamische Einflussgrößen können aber häufig nur grob simuliert
werden.

Durch die örtliche Stationarität erlauben Prüfstandsversuche gerade bei Fahrdynamik-
Untersuchungen eine einfachere Erfassung von Messungen als Feldversuche. Die Anregungen
sind bei Prüfstandsversuchen als bekannt vorauszusetzen, wenn sie über eine Steuerung auf die
Versuchsapparatur aufgebracht werden.

Auf Fahrdynamik-Prüfständen sind stochastische Störeinflüsse wie die aus Windkräften oder
Fahrwegunregelmäßigkeiten ausgeschlossen. Die Fahrwegunregelmäßigkeiten werden auf
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Fahrdynamik-Prüfständen simuliert und sind damit voll reproduzierbar und als deterministisch
anzusehen. Die einzigen unsicheren Faktoren auf Prüfständen sind in der Regel durch sehr
langsam schwankende Umgebungsbedingungen gegeben. Damit haben diese Faktoren zwar
stochastischen Charakter, im Gegensatz zu den eigentlichen stochastischen Prozessstörungen
basieren sie aber auf nur sehr wenigen Zufallsereignissen. Es ist daher wesentlich günstiger,
diese Faktoren modellmäßig durch einzelne Parameter zu erfassen und einfach mit zu identifi-
zieren, als sie als Prozessstörungen zu betrachten. Dies ist beispielsweise auch bei Rad- oder
Rollenunrundheiten möglich, aus denen Prozessstörungen resultieren, die als deterministisch
anzusehen sind [50]. Sie können als n-Polygone beispielsweise über zwei einem Polygon zu-
ordenbare Parameter Phasenwinkel auf dem Rad und Unrundheitsamplitude erfasst werden.
Auch das Netzbrummen kann beispielsweise, falls es in den Messungen nicht schon unter-
drückt ist, mit zwei Parametern Phase und Amplitude behandelt werden. Prozessstörungen
können bei Prüfstandsversuchen also meist durch Berücksichtigung im Modell beseitigt wer-
den.

Feldversuche

Neben Prüfstandsversuchen kommen grundsätzlich natürlich auch Feldversuche für die Ge-
winnung von Identifikationsdaten in Betracht. Im Unterschied zu den Prüfständen wirken im
Feldversuch häufig stochastische Prozessstörungen, beispielsweise durch Windböen und Wet-
ter. Die Anregungssituation an den Rädern ist im Feldversuch in der Regel nur durch Messung
zu erfassen, was im Prozessmodell auf eine eingangsseitige stochastische Störung führt.

Bei speziellen Freiluft-Testparcours der Fahrzeugentwickler können die Anregungen als Fahr-
bahnprofil bekannt sein [12]. Ein Problem hinsichtlich der Identifikation stellt bei solchen Ver-
suchen jedoch die Anregungsgeschwindigkeit dar, die mit der Fahrgeschwindigkeit zusam-
menhängt. Abweichungen der Fahrgeschwindigkeit zwischen Versuch und Simulation stellen
eine spezielle Störsituation dar, die bei der Identifikation unbedingt in der richtigen Weise zu
berücksichtigen ist.

Die vorliegende Arbeit beschränkt sich bei der Verfahrensentwicklung allerdings auf
Prüfstandsversuche.

Stationarität

Um später die asymptotischen Eigenschaften der identifizierten Parameter für unendliche
Messzeit (bei konstanter Abtastrate: nk → ∞) zu überprüfen, ist das Konzept der Statio-
narität von Prozessen von Bedeutung. Da die in dieser Arbeit verwendeten deterministischen
Eingangssignale und damit auch die Prozesse im Allgemeinen nicht stationär sind, wird alter-
nativ die Quasistationarität verwendet.

Bezogen auf die Messsignale ỹ eines Prozess lautet in Anlehnung an [30] die
Definition: Ein quasistationäres diskretes Signal ỹ genügt den Bedingungen:

Erw ỹk = my ,k , |my ,k | ≤ c , ∀ k ,

Erw ỹk ỹ
T
l = Ry (k, l) , |Ry(k, l)| ≤ c , ∀ k, l ,

lim
nk→∞

1

nk

nk∑

k=1

Ry (k, k − κ) = Ry (κ) , ∀ κ .
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Für stationäre stochastische Prozesse ist obige Definition trivial erfüllt. Für rein deterministi-
sche Prozesse muss {ỹk , k = 1, . . . , nk} eine beschränkte Folge sein, damit die Grenzwerte
existieren. Da die Experimentalzeit in der Regel endlich ist, werden für den Grenzwert zum
Beispiel unendlich viele Wiederholungen der Anregungssequenz {u(t), t ∈ [t1, tnk ]} hinterein-
andergehängt.

2.3 Anforderungen des Entwicklungsprozesses

Methoden der Fahrdynamikanalyse

In der fahrdynamischen Analyse kommen je nach Untersuchungsziel unterschiedliche Modelle
zur Anwendung [51, 32]. Häufig werden einfache Modelle der Vertikaldynamik erstellt, um
Machbarkeitsaussagen im Zusammenhang mit komfortverbessernden oder straßenschonenden
Fahrzeuggestaltungen zu erhalten. Der Typus des ebenen fahrdynamischen Modells umfasst
einen weiteren Nickfreiheitsgrad und einen Längsfreiheitsgrad. Dieser Modelltyp wird häufig im
Zusammenhang mit Antriebs- und Bremsuntersuchungen verwendet. Bei Kraftfahrzeugen wird
das Einspurmodell verwendet, um erste Auslegungsfragen im Zusammenhang mit stationärer
Kreisfahrt, Seitenwindverhalten, Lenkverhalten und Fahrstabilität zu erhalten. Das ebenfalls
vereinfachende Viertelfahrzeugmodell lässt die Optimierung der Radaufhängungsparameter
hinsichtlich der Vertikaldynamik zu.

Das umfassendste Modell für die Fahrdynamik stellt das räumliche Fahrzeugmodell oder
Vollmodell dar [51]. Hierin können sämtliche Aspekte, welche für den Gesamtkomplex Fahrdy-
namik relevant sind, modelliert werden. Daher können mit diesen Modellen alle Aspekte der
reduzierten Modelle mit behandelt werden. Eine Vielzahl an Modellen und Aspekten wird oh-
nehin bei Multimodell- und Multikriterienoptimierungen benötigt [52]. Das räumliche Modell
hat zwei

”
Richtungen“ der Verfeinerung. Die eine Richtung stellt dabei die Verfeinerung hin-

sichtlich höherfrequenter Moden dar [51], wobei zusätzliche Freiheitsgrade der Elastokinema-
tik zu berücksichtigen sind (zum Beispiel niedrigste Karosserie-Eigenfrequenz ab 20 Hz, . . . ).
Die andere Richtung stellt die Verfeinerung hinsichtlich der Bewegungsamplituden dar, wobei
zusätzliche Nichtlinearitäten in den Kraftgesetzen und der Kinematik berücksichtigt werden.
Viele Aspekte der Fahrdynamik können nur mit räumlichen Modellen analysiert werden. Bei-
spielsweise haben Vertikalschwingungen der Räder großen Einfluss auf das Kurvenverhalten
bei Fahrwegunregelmäßigkeiten. Bei Schienenfahrzeugen befinden sich Gier-, Wank-, Vertikal-
und Querbewegung in dynamischer Wechselwirkung. Für die Untersuchung der Auswirkungen
von Streckenunregelmäßigkeiten auf das Fahrzeug sind daher ebenfalls räumliche Modelle zu
verwenden.

Einen wichtigen neuen Aspekt für die Modellierung im Bereich Fahrdynamik bringen die CAD-
generierten Modelle [53, 54, 55, 56]. Ziel ist die Bearbeitung der Entwicklungsaufgaben in
durchgängigen Prozessketten. Hier steht nicht mehr so sehr der Anwendungszweck Pate für
die Modellierung, sondern die Konstruktionsdaten zum momentanen Entwicklungsstand des
virtuellen Produkts. Das bedeutet auch, dass die Modelle nicht mehr das kleinste Modell dar-
stellen, das die Untersuchungsaspekte gerade noch mit der geforderten Genauigkeit wieder-
gibt. CAD-generierte Modelle sind häufig zu umfassend für den einzelnen Untersuchungs-
zweck, also auswertetechnisch ineffizient. Sie haben aber auf der anderen Seite den Vorteil,
dass die gesamte Datenbasis des technischen Objekts in einem Vollmodell gesammelt ist, sind
also organisatorisch effizienter. Aus dem Vollmodell können dann aber auch wieder vereinfach-
te Modelle in einer durchgängigen Kette (möglichst automatisch) abgeleitet werden.
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Prinzipielle Zielsetzung der Identifikation von Analysemodellen

Die angestrebte Identifikation von Analysemodellen bedeutet eine spezielle Zielsetzung, deren
einzelne Aspekte in diesem Abschnitt weiter vertieft werden sollen.

Primär sollen gemäß dieser Zielsetzung mit den identifizierten Modellen Systemanalysen
durchgeführt werden. Sinnvollerweise müssen die Ergebnisse dieser Analysen über die Aussa-
gen, die bereits in den Identifikationsversuchen erhalten werden können, deutlich hinausgehen.
Das heißt, dass die Analysen die Versuche extrapolieren müssen. Bei einer Extrapolation gibt
es grundsätzlich zwei Richtungen, Abbildung 2.4 soll dies veranschaulichen. Die eine Richtung
betrifft Veränderungen der Versuchs- beziehungsweise Analysebedingungen, beispielsweise der
Anregungsspektren, der Fahrgeschwindigkeit oder der Kurvenradien. Die andere Richtung be-
trifft Veränderungen des Systems, beispielsweise der Systemparameter oder der Systemstruk-
tur.
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Abbildung 2.4: Prinzipielle Darstellung von Gültigkeitsbereichen und Extrapolationsmöglich-
keiten bei Einzelversuchen (×-Punkte) und Simulation (Gebiet)

Für aussagefähige Analyseergebnisse muss die Gültigkeit des Modells gegeben sein. Zur
Überprüfung der Gültigkeit eines Modells ist grundsätzlich festzustellen, ob es die Wirklich-
keit in hinreichender Genauigkeit wiedergibt. Dies ist nicht gegeben, falls wesentliche Mo-
dellfehler, bedingt durch falsche Parameter oder Strukturdefekte, vorhanden sind. Zu je-
dem Modell, welches gegebenenfalls in verschiedenen Identifikationspunkten gültig ist, gibt
es von diesen Punkten ausgehend Grenzen, jenseits derer die Gültigkeit nicht mehr gegeben
ist. Diese begrenzen den Gültigkeitsbereich des Modells und sind in der Regel nicht bekannt,
da im Allgemeinen nicht explizit ermittelbar. Es muss daher fallweise nachgewiesen werden,
ob die Gültigkeit gegeben ist. Der Gültigkeitsbereich eines identifizierten Modells wird in Ab-
bildung 2.4 schematisch veranschaulicht. Dass er meist nicht explizit bekannt ist, und die
Gültigkeit dann fallweise geprüft werden muss, ist in der Abbildung durch die Fragezeichen
angedeutet.

Die Ergebnisse von Einzelversuchen sind für die dabei herrschenden Versuchsbedingungen per
se immer gültig, sie sind aber ohne jegliches Systemmodell nicht extrapolierbar. Dies ist in Ab-
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bildung 2.4 durch einen jeweils punktuellen Gültigkeitsbereich der Versuche schematisch dar-
gestellt. Um verschiedene Punkte der Extrapolationsebene abzustecken, wären zwar Versuchs-
reihen in Betracht zu ziehen. Im Verhältnis zum sehr geringen Aufwand für Simulationen sind
unter wirtschaftlichen Gesichtspunkten die Extrapolationsmöglichkeiten des Versuchs dennoch
im Allgemeinen eingeschränkt.

Um möglichst weitreichende Analysen mit einem identifizierten Systemmodell durchführen zu
können, ist ein möglichst großer Gültigkeitsbereich anzustreben. Die vollständige Extrapolier-
barkeit wäre theoretisch bei identischem System und Modell erreicht. Dies ist jedoch nur theo-
retisch mit extrem hohem Modellierungs- und Identifikationsaufwand möglich. Der erreichte
Gültigkeitsbereich muss also im Verhältnis zum Identifikationsaufwand betrachtet werden.

Viele Modelle haben nur einen kleinen Gültigkeitsbereich, beispielsweise lineare Modelle. So-
wohl bei Änderungen am System als auch bei Änderungen an den Versuchsbedingungen er-
geben sich bei realen, nichtlinearen Systemen in der Regel Ergebnisse, die von denen des li-
nearen Modells abweichen, so dass die Gültigkeit nicht mehr gegeben ist. Ähnliches gilt auch
für allgemeine reduzierte Modelle, deren Gültigkeit nur in dem Bereich gegeben ist, in dem die
ursprünglichen Bedingungen der Reduktion nicht verletzt sind.

Die gegebene Zielsetzung unterscheidet sich wesentlich von der Zielsetzung einer Identifikation
für Regelungen. Da geregelte Systeme häufig nur in der näheren Umgebung des Betriebsbe-
reichs variieren, sind dafür in der Regel verhältnismäßig kleine Gültigkeitsbereiche der identi-
fizierten Modelle erforderlich. Des Weiteren sind die Genauigkeitsanforderungen an ein rege-
lungstechnisches Modell bei weitem nicht so hoch wie die an ein Analysemodell, da die Rege-
lung viele Fehler kompensiert.

Als Ergebnis dieser prinzipiellen Überlegungen ergeben sich für den Einsatz von Identifikations-
methoden für Analysemodelle im Entwicklungsprozess zwei Forderungen:

1. Die identifizierten Modelle müssen einen möglichst großen Gültigkeitsbereich besitzen.
Die Größe des Gültigkeitsbereichs ist allerdings ins Verhältnis zum Identifikationsaufwand
zu setzen.

2. Die Gültigkeit muss für jede Analyse fallweise überprüft werden.

Abschließend ist noch zu bemerken, dass die Verwendung von Identifikationsmethoden im
Zusammenhang mit der Idee der virtuellen Produktentwicklung ein entscheidendes Problem
aufwirft. In der virtuellen Produktentwicklung wird die kostengünstige, vollständige Ent-
wicklung von Systemen auf dem Computer angestrebt. In einem solchen virtuellen Entwick-
lungsprozess steht ein Versuchsträger nicht zur Verfügung, eine Identifikation ist dabei also
nicht möglich. Eine Lösung dieses Konflikts besteht darin, an den realisierten Systemen der
Vorgängergenerationen Modelle zu identifizieren und diese dann (gegebenenfalls auch nur in
Teilkomponenten) auf die virtuellen Folgeentwicklungen zu extrapolieren, die sich in der Regel
nicht an allen Stellen von den Vorgängern unterscheiden [57].

Physikalisch-Parametrische Modelle und reduzierte Modelle

Räumliche Fahrzeugvollmodelle sind tendenziell
”
white-box“ oder physikalisch-parametrisch,

das heißt, es gibt oft einen direkten Zusammenhang zwischen technischen Parametern des
Objekts und Modellparametern [30]. Dies ist insbesondere der Fall, wenn das räumliche
Vollmodell direkt auf Basis der Konstruktionsunterlagen oder CAD-Daten erzeugt wird.
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Physikalisch-parametrische Modelle sind aus Sicht des Entwicklungsprozesses notwendig, um
die Auswirkungen von konstruktiven Änderungen auf das System untersuchen zu können.

Die reduzierten Modelltypen Einspur, Viertelfahrzeug oder ebenes Modell, auf der anderen Sei-
te, lassen sich von komplexen Fahrzeugsystemen auf dem Weg der Modellreduktion ableiten.
Die Parameter des reduzierten und des komplexen Modells hängen dabei über eine entspre-
chend aufwändige Abbildungsvorschrift zusammen und sind deshalb nicht mehr ohne Weiteres
den technischen Parametern des Systems zuordenbar. Reduzierte, kanonische Modelle sind
deshalb tendenziell

”
black-box“ mit abstrakten Parametern.

Ergebnis: Zu identifizierende Modelltypen

Die vorangegangene Diskussion der Anforderungen des Entwicklungsprozesses an eine Identi-
fikation von Analysemodellen führt zu folgendem Ergebnis: Mit Hinblick auf die geforderten
umfangreichen Gültigkeitsbereiche der Modelle ist die Identifikation von räumlichen Fahrzeug-
Vollmodellen anzustreben. Diese decken viele Aspekte der Fahrdynamikanalyse ab. Des Weite-
ren stellen räumliche Vollmodelle durchgängige Datenbasen des jeweiligen Fahrzeug-Systems
dar, in denen alle identifizierten Teilaspekte konsistent untergebracht werden können. Anders
als reduzierte Modelle sind räumliche Vollmodelle in der Regel physikalisch-parametrisch, wo-
durch eine enge Verbindung zwischen Konstruktion und Analysemodell gegeben ist.

Ein Vollmodell befindet sich im Widerspruch zu dem klassischem Paradigma, wonach ein Mo-
dell so einfach wie möglich und so kompliziert wie nötig sein soll. Die Situation bei der Nut-
zenbetrachtung einer Identifikation ist allerdings komplizierter. Hierbei spielen zusätzliche Kri-
terien eine Rolle wie das Kosten-Nutzen Verhältnis der Identifikation.

2.4 Nichtlineare Erscheinungen in der Fahrdynamik

Die zu verwendenden Modelle und Identifikationsmethoden hängen sehr stark vom möglichen
Vorhandensein nichtlinearer Effekte im System ab. Speziell bei der Fahrdynamik gibt es eine
ganze Anzahl relevanter nichtlinearer Effekte, die im Folgenden kurz dargestellt werden sollen.
Diese Effekte lassen insbesondere die Verwendung von linearisierten Modellen nicht zu, wenn
Modelle mit größerem Gültigkeitsbereich identifiziert werden sollen. Bei Anregungsszenarien,
die einen größeren Gültigkeitsbereich ansprechen, wird im System regelmäßig die nichtlineare
Dynamik angeregt.

Oberschwingungen

In schwingfähigen nichtlinearen Systemen treten Oberschwingungen auf. Die entsprechen-
den Phänomene können an einem stark vereinfachten vertikaldynamischen Modell nach Abbil-
dung 2.5 qualitativ verdeutlicht werden. Das Fahrzeug wird durch eine Einzelmasse mit einfa-
cher, vertikaler Bewegungsfreiheit zF repräsentiert. Das System bewegt sich mit der konstan-
ten Geschwindigkeit vF über eine sinusförmige Streckenunebenheit und stützt sich über eine
lineare Feder Fc und einen nichtlinearen Dämpfer Fd mit einfacher, ursprungssymmetrischer
Sättigungscharakteristik auf der Straße ab.

Die Ausgangsgröße zF des Systems bei Sinusanregung mit einer festen Frequenz ω ist bei ei-
nem linearen System immer eine Sinusschwingung gleicher Frequenz jedoch mit veränderter
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Abbildung 2.5: Einfaches Modell der Vertikal-Fahrdynamik mit Nichtlinearität.

Amplitude und Phase. In Abbildung 2.6 ist oben das diskrete Leistungsdichtespektrum der
Systemantwort zF auf die Sinusanregung aus einer Simulation des linearen Systems qualitativ
aufgetragen. Im unteren Diagramm ist der qualitative Verlauf der spektralen Leistungsdichte
im Fall der nichtlinearen Dämpfung mit Sättigung gemäß Abbildung 2.5 dargestellt. Im nichtli-
nearen Fall treten im Allgemeinen Oberschwingungen an den Stellen

kω , k = 2, 3, . . .

auf. Im gegebenen Beispiel werden im Diagramm nur ungerade Faktoren k sichtbar, da die
nichtlineare Kennlinie des Dämpfers ungerade (ursprungssymmetrisch) ist. Die ursprüngliche
Sinusantwort wird im nichtlinearen Fall zu einer periodischen Antwort gleicher Frequenz mit
verändertem Verlauf verformt. Werden die Fourier-Reihen einer solchen periodischen Funktion
bestimmt, so ergeben sich von Null verschiedene Fourier-Koeffizienten bei den k-fachen Fre-
quenzen. Dieses typische Verhalten nichtlinearer Systeme kann durch lineare Modelle nicht
wiedergegeben werden. Je nach Intensität der Nichtlinearitäten im System sind die Ober-
schwingungen mehr oder weniger stark ausgeprägt. Sind die Auswirkungen der Nichtlinea-
ritäten unwesentlich, so verschwinden auch die Anteile der Oberschwingungen, so dass in die-
sem Fall die Nichtlinearitäten vernachlässigt werden können.

Weitere Beispiele für ein solches Verhalten mit Auftreten superharmonischer Frequenzen sind
die Lagerstellen mechanischer Systeme. Hier sind in der Regel Lose vorhanden, die in dyna-
mischer Hinsicht je nach Steifigkeit der Lagerungen erst bei höheren Frequenzen eine Rolle
spielen [21]. Andere Beispiele in diesem Zusammenhang sind die Hysteresen in Blattfedern,
trockene Coulomb-Reibung in Gleitführungen und Stöße bei harten Anschlägen, die gegebe-
nenfalls mit strukturvariablen Modellen berechnet werden [58, 59].

Grenzzyklen

Im Fall von Nichtlinearitäten mit starken Rückkoppelungen im System und äußerer Energie-
zufuhr können selbsterregte Schwingungen auftreten, die sich als Grenzzyklen äußern [37],
beispielsweise bei Radsätzen [60].

Grenzzyklen sind durch jeweils mit der Periode T sich wiederholende Zustandsgrößen gekenn-
zeichnet

x(t + T ) = x(t) ,
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Abbildung 2.6: Auftreten von Superharmonischen im einfachen Modell mit nichtlinearem
Dämpfer nach Abbildung 2.5

so dass die Trajektorien im Phasenraum schleifenartig zusammenhängen. Abbil-
dung 2.7 zeigt ein simuliertes Phasendiagramm eines Einzelradsatzes unter realistischen
Aufhängungsbedingungen. Dabei werden die typischen geschlossenen Schleifen erkennbar, die
als stabile Lösung immer wieder durchlaufen werden. Der Grenzzyklus ist ein Attraktor, das
heißt, die Trajektorien laufen von jeder Anfangsbedingung in einer hinreichend kleinen Umge-
bung des Grenzzyklus in diesen hinein. Daher ist allein die Phase des Grenzzyklus abhängig
von der Anfangsbedingung. Die Form des Grenzzyklus ist unabhängig von der Anfangsbedin-
gung, hängt also nur von den Systemparametern ab. Die nichtlineare Dynamik von Grenzzy-
klen kann durch lineare Modelle nicht approximiert werden.

Spielen solche Erscheinungen bei der Identifikation eine Rolle, so müssen entweder die An-
fangsbedingungen oder die Phase des Grenzzyklus identifiziert werden [6].

Verzweigungen

Eine weitere Erscheinung nichtlinearer dynamischer Systeme sind Verzweigungen der Lösung.
In diesen singulären Stellen ändert sich die weitere Lösung in Abhängigkeit von minimalen
Änderungen des Zustands vollständig. Sie ist damit nicht mehr differenzierbar nach dem Zu-
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Abbildung 2.7: Grenzzyklus im Rad-Schiene-System, Simulation eines Einzelradsatzes bei
hoher Fahrgeschwindigkeit, Phasendiagramm Quergeschwindigkeit (vy) über der Vertikalge-
schwindigkeit (vz) des Radsatzschwerpunkts

stand. Entsprechend sind auch im Parameterraum Stellen vorhanden, an denen die Lösung
nicht differenzierbar nach den Parametern ist. Im Bereich solcher Verzweigungen sind die
Systeme bedingt durch die fehlende Differenzierbarkeit nur noch sehr schwierig identifizier-
bar. In der Fahrdynamik kann ein solches Verhalten beispielsweise im Zusammenhang mit den
erwähnten Grenzzyklen an Eisenbahradsätzen auftreten [61].

2.5 Auswahl der Parameteridentifikationsmethode

Im Abschnitt 2.3 wurde gezeigt, dass aus Sicht der Anforderungen des Entwicklungsprozesses
die Identifikation von nichtlinearen Vollmodellen erforderlich ist. Das Verfahren kann ergänzt
werden durch die Identifikation einzelner Komponenten, die meist weniger umfangreiche Iden-
tifikationsprobleme darstellen. Um jedoch nicht von vorneherein auf spezielle Fallklassen be-
schränkt zu sein, wird das Verfahren für die Identifikation von Vollmodellen konzipiert. In die-
sen Modellen können die in Abschnitt 2.4 aufgeführten nichtlinearen Erscheinungen auftreten.

Den Kern des Identifikationsverfahrens bildet das Verfahren zur Parameteridentifikation. Die-
ses Verfahren existiert, wie in der Einleitung bereits angedeutet, in vielen unterschiedlichen
methodischen Varianten. In diesem Abschnitt werden Verfahrensgrundlagen beschrieben und
die Auswahl der Variante, die für die gegebene Problemstellung am besten geeignet ist, darge-
stellt. Das Verfahren wird im anschließenden Kapitel 3 dann noch weiter verfeinert.
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Grundbegriffe der Identifikation

Im folgenden Abschnitt werden einige im weiteren Text verwendete Grundbegriffe der Identifi-
kation definiert.

Parameteridentifikation und Strukturidentifikation Die Systemidentifikation untergliedert
sich in zwei Teilprobleme [30], die Parameteridentifikation und die Strukturidentifikation. Die
in Abbildung 2.8 dargestellten Zusammenhänge zwischen diesen Fragestellungen werden im
Folgenden erläutert.

M(ϑ̂)

ϑ̂

Strukturidentifikation

Parameteridentifikation Validierung

Systemidentifikation

Abbildung 2.8: Systemidentifikation

Ist die Modellstruktur gegeben, so sind darin meist verschiedene Parameterwerte unsicher, dies
sind die Identifikationsparameter. Mittels der Parameteridentifikation können die unsicheren
Parameterwerte ϑ̂ einer gegebenen Modellstruktur M(ϑ̂) identifiziert werden.

Die Strukturidentifikation beinhaltet die Identifikation der Modellstruktur M(ϑ̂), die in der
Parameteridentifikation verwendet wird. In einigen Fällen können Strukturidentifikationspro-
bleme auch als Parameteridentifikationsprobleme formuliert werden, beispielsweise, wenn ein
Parameterwert ϑ̂i = 0 der nichtvorhandenen Teilstruktur entspricht. Aus dem Prozess der
Parameteridentifikation ergeben sich Validierungskriterien. Dies sind Beurteilungsgrößen, mit
denen sich feststellen lässt, ob die zugrunde gelegte Modellstruktur geeignet war, oder gege-
benenfalls, welcher Art die Mängel im Modell sind. In Abhängigkeit davon kann die Modell-
struktur angepasst werden. Im Unterschied zur Parameteridentifikation kann diese Anpassung
nicht automatisiert erfolgen.

Die vorliegende Arbeit geht zunächst von einer gegebenen Modellstruktur aus und entwickelt
im Zusammenhang damit ein Parameteridentifikationsverfahren. Darauf aufbauend werden
später Möglichkeiten der Strukturidentifikation angegeben.

Bias, Konsistenz Bei der Parameteridentifikation resultieren Schätzwerte der Identifikati-
onsparameter, die durch stochastische Verteilungen charakterisiert sind. Entspricht der Erwar-
tungswert der Schätzwerte dem wahren Wert der Parameter:

Erw ϑ̂ = ϑ ,
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so ist die Schätzung erwartungstreu. Die Differenz Erw ϑ̂−ϑ wird als Bias bezeichnet, biasfrei
heißt erwartungstreu.

Ein Schätzverfahren wird als konsistent bezeichnet, wenn sich die Schätzung bei Hinzunahme
von zusätzlichen Messdaten verbessert.

Information und erschöpfende Schätzung Die Identifikation führt vom Prinzip her Wissen
über den Prozess und Messinformation zusammen. Ohne näher auf den Begriff der Informa-
tionmenge in Signalen einzugehen, soll hier nur festgestellt werden, dass in gemessenen Signa-
len eine bestimmte Informationsmenge enthalten ist [62]. In weißem Rauschen ist die Informa-
tionmenge Null, da es völlig regellos ist. Es gibt Transformationen der Messungen, die die In-
formation reduzieren, beispielsweise eine Mittelwertbildung. Lassen die transformierten Daten
jedoch eine Rekonstruktion der ursprünglichen Daten zu, so ist die Transformation informa-
tionserhaltend. Falls es informationserhaltende Transformationen der Messungen gibt, deren
Differenz mit den entsprechenden Werten des geschätzten Modells weißes Rauschen darstellt,
so ist sämtliche Information der Messung auch im Modell vorhanden. Das Modell ist Resultat
einer erschöpfenden Schätzung.

Etwas weniger streng gefasst ist der Begriff der effizienten Schätzung. Diese ist die biasfreie
Schätzung, die minimale Varianz hat [3, 49].

Fehleransatz

Basis jeder Parameteridentifikation ist die Bildung eines Fehlers zwischen Modell und Pro-
zess [3]. Der Fehler wird auf unterschiedliche Weise gebildet, wobei die Art der Fehlerbildung
unbedingt der Fehlerentstehung im Sinne der Störquellen des Prozesses Rechnung tragen
muss [30]. Im allgemeinen Fall bezieht sich der Fehler auf transformierte Messgrößen, die aus
den abgetasteten Messgrößen des Prozesses abgeleitet sind:

z̃l = z̃l

(
{ỹk , k = 1, . . . , nk}

)
, l = 1, . . . , nl , z̃l ∈ R

ne .

Als Transformationen der Messgrößen kommen je nach Störsituation beispielsweise eine Filte-
rung, die Bildung der spektralen Leistungsdichten oder die Bildung von Korrelationsfunktionen
in Frage.

Der Fehler wird gebildet als Differenz

el = z̃l − ẑl , l = 1, . . . , nl , el ∈ R
ne . (2.8)

Dabei sind (unter der Voraussetzung bekannter Anregungen u(t))

ẑl = ẑl

(
{ỹk , k = 1, . . . , nk}, {ũ(t), t ∈ [t0, te]}, ϑ̂

)
, ẑl ∈ R

ne (2.9)

die über ein Systemmodell geschätzten, transformierten Messungen.

Es werden nun diejenigen Parameter ϑ̂ in (2.9) bestimmt, die den Fehler zwischen transfor-
mierter Messung und Modell so klein wie möglich macht. Diese sind dann Schätzwerte für die
wahren Parameter ϑ.
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Methode der kleinsten Quadrate

Als Schätzmethode wird zunächst die einfache Methode der kleinsten Quadrate (Least-
Squares =

”
LS“) zugrunde gelegt. Dieses Grundkonzept der Identifikation bildet auch für viele

verfeinerte Methoden die Basis. Kennzeichnend für die Methode der kleinsten Quadrate ist die
Bildung und Minimierung einer quadratischen, skalaren Verlustfunktion bei den in (2.8) defi-
nierten Fehlern:

VLS =
1

2

nl∑

k=1

eTl el . (2.10)

Aus dieser ergibt sich durch Minimierung über ϑ̂ der Schätzwert der Kleinsten-Quadrate-
Methode:

ϑ̂LS = argmin
ϑ̂

VLS

(
”
argmin“ bedeutet das minimierende Argument, das heißt der Wert von ϑ̂, der VLS mini-
miert).

Notwendige Bedingung für ein Minimum der Verlustfunktion ist das Verschwinden der ersten
Ableitung, vorausgesetzt, dass diese existiert:

∂VLS

∂ϑ̂
=

nl∑

k=1

eTl
∂el

∂ϑ̂
= 0 . (2.11)

Die Gleichungen (2.11) sind die Normalengleichungen [13] als eine notwendige Bedingung
für einen Minimalwert der Verlustfunktion VLS. Dadurch ist jedoch nicht nur das globale
Minimum, sondern es sind auch sämtliche lokale Minima gekennzeichnet. Aus sämtlichen
Lösungen, die die Normalenbedingung erfüllen, ergibt sich der endgültige Schätzwert als Mi-
nimum aller dieser Kandidaten.

2.5.1 Auswahl des Basisverfahrens

Im Folgenden werden verschiedene grundsätzliche Verfahrensalternativen, welche für die
Identifikation von Fahrdynamik in Frage kommen, dargestellt und diskutiert. Dabei wer-
den die in den vorangegangenen Abschnitten formulierten Bedingungen und Anforderungen
berücksichtigt. Aus der folgenden Diskussion wird sich ergeben, dass die Ausgangsfehlerme-
thode (Verfahrensalternative II) eine geeignete Verfahrensbasis darstellt.

Verfahrensalternative I:
Nichtlineare Modelle und vollständige Zustandsmessung

Sind bei nichtlinearer Modellstruktur (2.5) ohne Zwangsbedingungen g alle Zustände und de-
ren erste Ableitung messbar:

y =

(
y xp

y x

)
, y xp = ẋ , y x = x ,
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dann kann man aus

y xpk = f (y xk , uk ,ϑ) (2.12)

durch Einsetzen der Messungen einen Fehler direkt angeben:

ek = ỹ xpk − f (ỹ
x
k , ũk , ϑ̂) . (2.13)

Dies ist die Gleichungsfehlermethode, Abbildung 2.9.

System

Systemmodell

Gleichungs-

Eingangsgrößen

Prozessrauschen Messrauschen

gemessene Systemantwort

fehler

Abbildung 2.9: Gleichungsfehler

Häufig können – insbesondere bei mechanischen Systemen – Formulierungen gefunden wer-
den, in denen der Gleichungsfehler linear von den Parametern abhängt. Damit vereinfacht sich
die Berechnung wesentlich. In der nichtlinearen Modellstruktur (2.5) ohne Zwangsbedingungen
g entspricht nämlich der Term f bei Mehrkörpersystemen den bezüglich der reduzierten Koor-
dinaten generalisierten Kräften. Diese sind trotz der Nichtlinearität des Ausdrucks häufig linear
in den Parametern, da sich die generalisierten Kräfte aus einer linearen Projektion beziehungs-
weise Linearkombination der Einzelkräfte des mechanischen Systems ergeben. Die Linearfak-
toren bei den Einzelkräften hängen dann nur noch nichtlinear von den Systemzuständen ab.
Beispielsweise besteht im Coulombschen Reibgesetz

FC = −µ|F⊥| sgn v

(µ – Reibbeiwert, F⊥ – Normalkraft, sgn v – Vorzeichen der Gleitgeschwindigkeit) eine nicht-
lineare Abhängigkeit von der Gleitgeschwindigkeit, jedoch eine lineare Abhängigkeit vom Pa-
rameter µ. In sehr vielen Fällen lassen sich auch durch Umparametrierung aus nichtlinearen
Kraftgesetzen (in den Parametern) lineare machen. Ebenso lassen sich Trägheitsparameter auf
lineare Abhängigkeiten bei der Fehlerbildung umstellen.

Es folgt eine parameterlineare Darstellung:

y xpk = F f (y xk , uk) ϑ+ f
0(y xk , uk) , F f ∈ Rny×nϑ , (2.14)

Für den Gleichungsfehler folgt:

ek = ỹ xpk − F
f (ỹ xk , ũk) ϑ̂− f

0(ỹ xk , ũk) .
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Nach Einsetzen in die Normalenbedingung (2.11), Transponieren und Umstellen der Gleichung
folgen die Schätzparameter als:

ϑ̂LS =

(
nk∑

k=1

F̃ f
T

k F̃
f
k

)−1 nk∑

k=1

F̃ f
T

k

(
ỹ xpk − f̃

0
k

)
. (2.15)

In dieser Konfiguration sind somit die Schätzparameter direkt in einem Schritt ermittelbar.
Darüber hinaus ist das Ergebnis (die positive Definitheit und damit Invertierbarkeit der Matrix
∑nk
k=1 F̃

f
T

k F̃
f
k vorausgesetzt) eindeutig.

Ergänzend soll noch folgende formale Darstellung angegeben werden: Aus Umstellung von
(2.14)

F f (y xk , uk) ϑ = y xpk − f
0(y xk , uk)

und Anordnung sämtlicher Messzeitpunkte k in einem großen Gleichungssystem folgt bei Ein-
setzen sämtlicher Messwerte folgender überbestimmter Zusammenhang:

Φ̃f ϑ̂ = m̃ , Φ̃f ∈ R(ny+nk )×nϑ , m̃ ∈ R(ny+nk) . (2.16)

Die Matrix Φ̃f in dieser Gleichung wird im Allgemeinen als Informationsmatrix bezeichnet.

Die zu (2.15) analoge Schätzgleichung folgt bei Linksmultiplikation von (2.16) mit Φ̃f
T
und

Auflösen:

ϑ̂ =
(
Φ̃f
T
Φ̃f
)−1

Φ̃f
T
m̃ .

Diese Identifikationsstruktur erfordert die Messung des gesamten Zustandsvektors und die
Ermittlung der Ableitungen. Das bedeutet für Modelle mechanischer Systeme, dass auch die
Beschleunigungen gemessen oder anderweitig bestimmt werden müssen. Die Methode wird
in [18] angewendet, um einen Stoßdämpfer in einer Radaufhängung an einem HIL-Prüfstand
zu identifizieren.

Sollen kleinere Mehrkörper-Systeme – bestehend aus wenigen Körpern – zu Forschungszwe-
cken im Labor identifiziert werden, ist diese Konstellation sehr attraktiv, da die Lösung der
Schätzgleichung (2.15) in einem Schritt bestimmt werden kann. Für die Identifikation redu-
zierter Systemmodelle (s. Abschn. 2.3), beispielsweise eines Einspurmodells, ist diese Identi-
fikationsstruktur ebenfalls geeignet, da wegen der geringen Anzahl an Zuständen nur wenige
Messstellen am Fahrzeug benötigt werden. Bei den hier angestrebten umfangreicheren Mo-
dellen müsste allerdings die sehr hohe Anzahl an sämtlichen Zuständen gemessen werden. Im
routinemäßigen Einsatz im Entwicklungsprozess ist überdies häufig nicht a priori klar, welche
Zustände relevant sind, beispielsweise, wenn elastische Komponenten beteiligt sind [14]. Auch
parameterlineare Systemmodelle führen im Fall einzelner nicht gemessener Zustandsgrößen am
Ende doch wieder auf nichtlineare Parameterabhängigkeiten im Schätzproblem. Daher ist die
Methode für die angestrebte Identifikation umfangreicherer Modelle unbrauchbar.

Verfahrensalternative II:
Nichtlineares Modell und unvollständige Zustandsmessung,
Ausgangsfehlermethode

Bei einem nichtlinearen Prozess und unvollständiger Zustandsmessung ist das Systemmodell
nach (2.5) zugrunde zu legen. Das differentiell-algebraische Gleichungssystem (2.5) wird über
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ein numerisches Integrationsverfahren F gelöst. Dabei ergeben sich die Zustände x̂k zu den
einzelnen Abtastzeitpunkten tk als nichtlineare Funktion in Abhängigkeit von den Anfangswer-
ten, den Anregungsverläufen und den Identifikationsparametern:

x̂k = F

(
x(t0), {u(t), t ∈ [t0, tk ]}, ϑ̂

)
. (2.17)

Nun kann aus den berechneten Zuständen x̂k der Ausgangsfehler nach Abbildung 2.10 über die
Messgleichung (2.5c) ermittelt werden:

ek = ỹk − h(x̂k , uk , ϑ̂) ,

wobei sich mit der Normalengleichung (2.11) folgende Schätzbedingung ergibt:

nk∑

k=1

(ỹk − ŷk)
∂ŷk

∂ϑ̂
= 0 .

Diese Bedingung ist allerdings nicht explizit, so dass zur Minimierung der Verlustfunktion ein
iterativer Algorithmus notwendig wird.

System
Eingangsgrößen

Prozessrauschen Messrauschen

Systemmodell

−

gemessene Systemantwort

simulierte Systemantwort

Ausgangsfehler

∫

Abbildung 2.10: Ausgangsfehler

Die Bildung des Ausgangsfehlers repräsentiert die Störsituation in korrekter Weise, wenn am
Prozess als Störung ein weißes Ausgangsrauschen wirkt, aber keine Prozessstörung.

Verfahrensalternative III:
Nichtlineares Modell und unvollständige Zustandsmessung, Filterfehlermethode

Wird zur Korrektur der einzelnen berechneten Zustände x̂k in Gleichung (2.17) die gemesse-
ne Information ỹ bereits in die Lösung mit einbezogen, so führt dies auf das Prinzip der Zu-
standsschätzung. Dieser liegt das um stochastische Anteile ergänzte Systemmodell nach (2.6)
zugrunde (hier ohne Berücksichtigung der Zwangsbedingungen g):

ẋ = f (x ,ϑ, u(t)) + wp(t) , wp ∈ R
nx , (2.18a)

ỹ = h(xk ,ϑ, u(tk)) + wa(k) , wa ∈ R
ny . (2.18b)

Das Prozessrauschen wp ist hierbei als ein vektorieller, stationärer, weißer Rauschprozess in
kontinuierlicher Zeit mit gegebener Intensität modelliert. Das Messrauschen wa ist als ein vek-
torieller, stationärer, weißer Rauschprozess in diskreter Zeit mit gegebener Kovarianz model-
liert.
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Erweitertes Kalman-Filter Im nichtlinearen Fall führt die optimale Schätzung der Zu-
standsvariablen x(k) mit einer Approximation erster Ordnung der Zustands- und Mess-
gleichung (2.18a), (2.18b) auf das Erweiterte Kalman-Filter (EKF) [63, 64]. Für eine
ausführliche Darstellung im Zusammenhang mit der Parameteridentifikation an Flugzeugen
kann auf [24] und [25] verwiesen werden.

Der Filterfehler nach Abbildung 2.11 für die Parameteridentifikation wird durch Differenz der
gemessenen ỹ(k) und der durch das Filter auf Basis der Gleichungen (2.18) geschätzten Mes-
sung ̂̃y(k) gebildet:

ek = ỹ(k)− ̂̃y(k).

Die weitere Lösung des Identifikationsproblems erfolgt dann als Optimierungsproblem wie
bei der Verfahrensalternative II, wobei in einem Optimierungsschritt die Schätzfehler je-
weils in einem Zug für einen kompletten Datensatz von nk Messzeitpunkten gebildet wer-
den. Bei der Berechnung des EKF müssen die Ableitungen der Zustands- und Messglei-
chung (2.18a), (2.18b) ∂f /∂x und ∂h/∂x in jedem Abtastschritt gebildet werden, was ins-
besondere bei großen Systemen zu einem hohen Rechenaufwand führt.

System

MessrauschenProzessrauschen

Systemmodell

Eingangsgrößen

Filterfehler

geschätzte

−

gemessene Systemantwort

Zustandsschätzer

∫

System-
antwort

Abbildung 2.11: Filterfehler

Gegenüber der Zeitintegration der Zustandsgleichungen nach Gleichung (2.17) hat das EKF
den Vorteil, dass ein vorhandenes Prozessrauschen berücksichtigt werden kann. In der Pra-
xis ist dieses insbesondere für die Identifikation der Dynamik von Flugzeugen interessant, bei
denen die erforderlichen Experimente nur in der Luft unter Böen- und Druckschwankungs-
einflüssen durchgeführt werden können. Bei Fahrzeugen ist diese Methode notwendigerweise
anzuwenden, wenn auf Basis von Feldversuchen identifiziert werden soll.

Bedingt durch die zugrunde liegende Anwendung konzentriert sich die vorliegende Arbeit auf
Prüfstandsversuche. Da dabei das Prozessrauschen, wie in Abschnitt 2.2 dargestellt, entfällt,
verschwindet der entsprechende Term wp in (2.18). Damit entartet das EKF wieder zur einfa-
chen Zeitintegration der Zustandsgleichungen nach Gleichung (2.17). Die Filterfehlermethode
entspricht dann der Ausgangsfehlermethode.
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Weitere Alternativen

Hilfsvariablenmethode Als Alternative zur Minimierung einer Fehlernorm in Form der Ver-
lustfunktion nach (2.10) gibt es die Hilfsvariablenmethode. Diese Methode kommt zum Ein-
satz, wenn in den Normalengleichungen (2.11) die Terme ∂el/∂ϑ̂ mit den Fehlern el korre-
liert sind. Daraus folgt ein Bias der Parameterschätzung, der dadurch vermieden wird, dass
anstelle der Terme ∂el/∂ϑ̂ in den Normalengleichungen die Hilfsvariablen eingesetzt werden.
Diese müssen bestimmten Bedingungen genügen, um einen Bias zu vermeiden [65]. Bei der in
der vorliegenden Arbeit verwendeten Ausgangsfehlermethode tritt das Problem der Korrela-
tion von ∂el/∂ϑ̂ und el jedoch nicht auf, so dass sich Verwendung der Hilfsvariablenmethode
erübrigt. Sie spielt allerdings eine wichtige Rolle bei der Gleichungsfehlermethode [14].

Identifikation mit Zwischenmodellen Die Kovarianzmethode, wie in [66] dargestellt, kann
zur Identifikation linearer Systeme genutzt werden. Auf ein nichtlineares System angewendet
erhält man ein quasilinearisiertes System. Da die Methode bezüglich der Rechenressourcen
relativ aufwandslos ist, kann eine hohe Anzahl von Messdaten einbezogen werden und so ei-
ne hohe Genauigkeit der identifizierten Linearfaktoren erreicht werden. Betrachtet man das
lineare Modell als ein Zwischenmodell, so lassen sich unter bestimmten Voraussetzungen die
Parameter eines nichtlinearen Modells durch Abgleich mit dem linearisierten Modell in ebenso
hoher Genauigkeit bestimmen. Ein ähnlicher Weg wird in [21] beschritten. Diese Methode hat
jedoch den entscheidenden Nachteil, dass dann im Verhältnis zur Ausgangsfehlermethode nur
noch wenig Informationen zur Validierung und damit auch zur notwendigen Strukturidentifika-
tion zur Verfügung stehen. Dieses Problem trifft ganz allgemein auf Identifikationsmethoden
mit Zwischenmodellen zu.

Verfahren mit generischen Nichtlinearitäten Schätzverfahren mit generischen Nichtlinea-
ritäten, beispielsweise Neuronalen Netzen [67, 68, 69], kommen ebenfalls in Betracht, werden
in dieser Arbeit jedoch nicht behandelt. Sie sind entweder vom Gültigkeitsbereich her einge-
schränkt oder nicht physikalisch-parametrisch. Eine mögliche Strategie für die Verwendung
solcher Methoden im Sinne einer zukünftigen Erweiterung wäre der Einbau und die Identifika-
tion solcher generischer Nichtlinearitäten als Modellelemente im Mehrkörpermodell. Dadurch
wird das Mehrkörpermodell zu einem Grey-Box-Modell [69].

Fazit

Die Ausgangsfehlermethode ist die einzige der betrachteten Methoden, die die auftretende
Störsituation am Prüfstand in geeigneter Weise wiedergibt. Stochastische Prozessstörungen
treten an Prüfständen nicht auf. Deterministische Prozessstörungen können, wie in Ab-
schnitt 2.2 dargestellt, im Systemmodell berücksichtigt und die wenigen darin enthaltenen sto-
chastischen Größen als zusätzliche Parameter identifiziert werden. Es verbleiben stochastische
Messstörungen, die mit dem Ausgangsfehler geeignet berücksichtigt sind. Die Gleichungsfeh-
lermethode ist aufgrund der notwendigen messtechnischen Erfassung sämtlicher Zustands-
größen ohnehin nicht anwendbar.
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2.5.2 Stochastische Sicht der Identifikation

Die vorliegende Arbeit basiert auf einer stochastischen Sicht der Parameteridentifikation, die
damit zur Parameterschätzung wird. Die Identifikations- beziehungsweise Schätzparameter
sind stochastische Variable.

Bei idealen Verhältnissen, wenn die Messungen völlig fehlerfrei wären und auch die Modell-
struktur dem realen System entspräche, wäre es bei geeigenten Experimenten bereits mit nϑ
Messungen möglich, eine ausreichende Anzahl von Gleichungen zur eindeutigen Bestimmung
der Parameter aufzustellen. Da dies real nicht gegeben ist, werden zur Parameteridentifikation
typischerweise eine Vielzahl von Messwerten herangezogen. Es sind grundsätzlich Störungen
zu modellieren, die zum einen auf den Prozess und zum anderen auf die Messungen wirken.
Diese Störungen haben immer einen stochastischen Anteil, dadurch gekennzeichnet, dass er
nicht vorhersagbar ist.

Neben dem stochastischen Störanteil kann auch ein wesentlicher deterministischer Fehleran-
teil aus einer fehlerhaften Modellstruktur vorhanden sein, der als wesentlicher Modellfehler zu
bezeichnen ist. Dieser tritt beispielsweise dann auf, wenn das Modell bestimmte Aspekte nicht
berücksichtigt, oder auch, wenn für nicht identifizierte Parameter im Modell falsche Parame-
terwerte angenommen werden. Die Anteile der deterministischen Modellfehler im Fehlervek-
tor variieren mit den Versuchsbedingungen, etwa mit unterschiedlichen Anregungen. Daraus
folgt, dass bei einer auf dem Fehlervektor basierenden Parameteridentifikation das Ergebnis
unerwünscht von der gewählten Anregung abhängt [70].

Demgegenüber variiert das Ergebnis in Abhängigkeit von stochastischen Störungen zwar in ei-
nem definierten Streubereich von Versuch zu Versuch, hängt bei nichtvorhandenem Modellfeh-
ler jedoch nicht von den gewählten Versuchsbedingungen oder den Anregungen ab. Das liegt
daran, dass die stochastischen Störungen und damit auch die als korrekt vorauszusetzenden
Störmodelle universell sind. Stochastische Störungen sind bei der Fehlerbetrachtung also mo-
dellierbar, Modellfehler sind es prinzipiell nicht, sonst könnten sie korrigiert werden und wären
auch keine Modellfehler mehr.

Bei wesentlichen Modellfehlern ist die Übertragbarkeit von Identifikationsergebnissen also nicht
gewährleistet. In diesem Fall kann auch die in Abschnitt 2.3 geforderte Extrapolierbarkeit von
Modellen nicht erfüllt werden.

Darüber hinaus macht eine Identifikation nur Sinn zusammen mit einer Aussage über die Ge-
nauigkeit der Ergebnisse [62]. Eine solche Aussage ist nur dann erreichbar, wenn die Fehleran-
teile analysierbar sind. Sie sind es nur, wenn ein Fehlermodell vorhanden ist, was nach obigen
Bemerkungen naturgemäß nur bei stochastischen Fehlern beziehungsweise Modellen der Fall
sein kann.

Die stochastischen Störungen (hier zusammengefasst in einem langen Vektor D, vgl. Ab-
schn. 3.1) auf den Prozess zur Gewinnung der Messungen sind stochastische Variablen mit
einer Verbundwahrscheinlichkeitsdichte pD(D) (vgl. Abschn. 2.1.2 und 2.2). Konsequenterwei-
se sind auch die Messwerte stochastische Variablen und am Ende auch die Schätzparameter,
die deshalb ebenfalls durch eine Verbundwahrscheinlichkeitsdichte pϑ(ϑ) charakterisiert sind.
Es ist wichtig, zu erkennen, dass somit im Endeffekt selbst die Ergebnisse der Analysen (Kri-
terien Ĵi), die auf Basis der identifizierten Modelle und Schätzparameter durchgeführt werden,
stochastische Variable sind und deren Werte daher einer Wahrscheinlichkeitsdichte (pJ(Ĵi))
unterliegen. Abbildung 2.12 verdeutlicht diese Zusammenhänge.

Aus der notwendigen stochastischen Sicht ergeben sich für die zu verwendenden Methoden
folgende Konsequenzen:
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Anregungen

Systemdynamik

Messungen

beabsichtigte
Analysen

phys. Wissen

Konstruktion

Versuchsprozess

Störungen D : pD(D)

Messwerte Ỹ : pY (Ỹ )

Schätzparameter ϑ̂ : pϑ(ϑ̂)

Analysekriterien Ji : pJ(Ĵi)

ModelleM

Identifikation

Abbildung 2.12: Fortpflanzung der stochastischen Störungen im Identifikationsprozess

• Wesentliche Modellfehler sind bei der Schätzung nicht zulässig.

Da neben den zu schätzenden Parametern in der Regel auch die Modellstruktur zu iden-
tifizieren ist, ist im Verlauf der Systemidentifikation mit Modellfehlern zu rechnen. Aus
diesem Grund ist eine Strategie zur Ausblendung der Modellfehler geboten.

• Die stochastischen Störeinflüsse sind genau zu analysieren und in korrekter Weise in das
Modell einzubeziehen. Dies ermöglicht zum einen eine verbesserte Qualität der Parame-
terschätzung und zum anderen eine verbesserte Abschätzung der Ergebnisgenauigkeit.

Die Störungen können zum einen durch stochastische Prozesse hervorgerufen wer-
den, beispielsweise im Fall des Messrauschens. Störungen können aber auch ge-
mischt stochastisch-deterministischen Ursprungs sein, beispielsweise im Fall von Rad-
Unrundheiten. In diesem Fall lässt sich die Stochastik durch die zwei stochastischen
Größen Phase und Amplitude der Unrundheit charakterisieren. Solche Situationen wer-
den besser im Systemmodell berücksichtigt und als zwei stochastische

”
Einzelereignisse“

mit in den Schätzvektor ϑ̂ aufgenommen.

Die stochastische Sicht der Identifikation ist im Allgemeinen nicht vollständig einzuhalten, da
gewisse, wenn auch möglichst unwesentliche Modellfehler immer vorhanden sind. Dennoch
bietet sie auch mit diesen Abstrichen ein nützliches Vehikel zur Analyse der Fehler im System,
beispielsweise wenn es darum geht, die Gültigkeit des Modells zu überprüfen.

Die Ausrichtung auf eine stochastische Sicht der Parameteridentifikation in der vorliegenden
Arbeit orientiert sich an der Behandlung in den Standardwerken [30, 62].

2.6 Weitere Bausteine und Synthese zu einem Gesamtver-

fahren

Neben der eigentlichen Kernmethode der Parameteridentifikation gibt es bei der Systemiden-
tifikation zahlreiche ergänzende Fragestellungen [62]. In diesem Abschnitt wird eine kurze
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Übersicht über diese weiteren Bausteine gegeben.

Verteilung geschätzter Parameter Die Ergebnisse einer Parameteridentifikation sind unsi-
cher und streuen bei Wiederholung der Versuche. Diese Streuung kann durch die Ver-
bundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(ϑ̂) der identifizierten Parameter ϑ̂ beschrieben
werden. Diese kann näherungsweise bestimmt werden, der entsprechende Baustein wird
in Abschnitt 3.4 entwickelt.

Fehlerfilterung Modellfehler beeinflussen das Teilverfahren der Parameteridentifikation nega-
tiv. Um dieses Problem zu behandeln, verwendet die vorliegende Arbeit das Konzept der
Fehlerfilterung, mit dem der Einfluss derjenigen Modellfehler, die in erster Linie höheren
Frequenzen zugeordnet werden können, reduziert wird. Die Fehlerfilterung stellt einen
weiteren wichtigen Baustein im Gesamtverfahren dar und wird in Abschnitt 4.1 behan-
delt.

Identifizierbarkeit Die reziproke Varianz der Schätzung eines Parameters ist ein Maß für die
Genauigkeit, mit der der Parameter geschätzt wird. Ist die Varianz unendlich groß, so ist
der Parameter nicht identifizierbar. Die Frage der Identifizierbarkeit spielt meist schon
im Vorfeld der eigentlichen Identifikation eine Rolle und hat Einfluss auf die Wahl der
Identifikationsparameter und die auszuführenden Versuche. Sie ist eine strukturelle Ei-
genschaft von System und Anregungsszenario und kann daher unabhängig von den Ver-
suchsdaten behandelt werden. Eine allgemeine Methode zur Analyse der Identifizierbar-
keit in nichtlinearen Mehrkörpersystemen wird in Abschnitt 4.2 dargelegt.

Gültigkeitbereich des identifizierten Modells Die Systemidentifikation hat in dieser Arbeit
das Ziel, mit den identifizierten Modellen später verbesserte rechnerische Beurteilungen
der untersuchten Systeme durchführen zu können. Die Beurteilungskriterien lassen sich
zu einem Kriterienvektor zusammenfassen, dessen Komponenten von den zu identifizie-
renden Modellen abhängen:

J
(i)
Krit = J

(i)
Krit

(
M(ϑ̂)

)
, i = 1, . . . , nJ .

Werden die Verteilungen pϑ(ϑ̂) der Parameterschätzung zugrunde gelegt, lässt sich auch

eine Näherungen für die Verteilung pJi(J
(i)
Krit) jedes Kriteriums J

(i)
Krit abschätzen. Mit die-

ser Verteilung kann dann ein Vertrauensintervall ermittelt werden. Falls dieses eine vor-
gegebene Grenze überschreitet, ist die Gültigkeit des identifizierten Modells nicht gege-
ben. Die zentrale Frage der Beurteilung Gültigkeitsbereiche von identifizierten Modellen
im Zusammenhang mit nachgeschalteten Analysen wird in Abschnitt 4.3 behandelt.

Strukturidentifikation Die Parameteridentifikation im Verfahrenskern setzt jeweils eine fest
vorgegebene Modellstruktur voraus. Eine Strukturidentifikation ist allgemein nur im Zu-
sammenhang mit Validierungswerkzeugen möglich. Details zu diesem Baustein des Ge-
samtverfahrens werden in Abschnitt 4.4.1 angegeben.

Versuchsplanung Die Versuchsplanung (Design of Experiments) hat zum Ziel, die Versuchs-
bedingungen so zu wählen, dass die Identifikationsparameter möglichst genau (alter-
nativ: innerhalb einer vorgegebenen Genauigkeitsschranke) identifizierbar werden. Als
Versuchsbedingungen können sämtliche Einflüsse einbezogen werden, die eine Verbes-
serung der Schätzungen ermöglichen. Dazu gehören primär die Anregungsverläufe und
die Messkonfiguration, aber auch die Messzeitlänge und die Anzahl der Messzeitpunk-
te. Die Optimierungsaufgabe kann in diesem Zusammenhang folgendermaßen formuliert
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werden [62, 30]: Finde Versuchsbedingungen, die die Kovarianz der geschätzten Para-
meter minimieren. Bei alternativ vorgegebener Genauigkeitsschranke der Schätzung sind
Versuchsbedingungen zu finden, die diese erfüllen.

In Abschnitt 4.4.1 wird angegeben, unter welchen Aspekten die Versuchsplanung für
die Identifikation von Fahrdynamikmodellen an Prüfständen erfolgen kann und konkre-
te Empfehlungen zur Wahl der Versuchsbedingungen gemacht. Neue Möglichkeiten einer
Versuchsplanung unter dem Aspekt der Ergebnisse nachgeschalteter Analysen werden in
Abschnitt 4.3.3 aufgezeigt, sie wurden jedoch noch nicht in die Praxis umgesetzt.

Das Gesamtverfahren und seine Komponenten

Die Teilmethoden des Gesamtverfahrens stehen in engem wechselseitigem Zusammenhang,
vgl. Abbildung 2.13.

Identifikation

Struktur

Identifikation

Schätzung

der Verteilung

Fehler-

Parameter

Filterung

Versuchs-

planung

Gültigkeit

Prüfung

zierbarkeit

Identifi-

A 4.2

K 3

A 4.3

A 4.1

A 3.4

A 4.4.1

A 4.4.1

Abbildung 2.13: Zusammenhang zwischen den Teilmethoden des Gesamtverfahrens, mit
zugehörigen Abschnittsverweisen. A - Abschnitt, K - Kapitel.

Im Zentrum steht die Kernmethode der Parameteridentifikation. Die Schätzung wird durch
die Fehlerfilterung in ihren Konsistenzeigenschaften verbessert. Zusätzlich kann die Fehlerfil-
terung bewirken, dass eine Konvergenz zu Nebenminima verhindert wird. Die Fehlerfilterung
verbessert darüber hinaus die Strukturidentifikation, indem sie ein schrittweises Vorgehen dabei
ermöglicht.

Die Parameteridentifikation wird notwendigerweise ergänzt durch eine Abschätzung der Ver-
teilung ihrer Ergebnisse. Die Fehlerfilterung ist bei dieser Abschätzung zu berücksichtigen.
Die Abschätzung der Gültigkeitsbereiche der identifizierten Modelle beruht auf einer ge-
nauen Schätzung der Verteilung der Schätzparameter. Diese Verteilung kann bei nicht-
identifizierbaren Parametern singulär sein. Dieses Problem wird durch die Berücksichtigung
der Frage der Identifizierbarkeit behandelt.
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Durch die Fehlerfilterung kann aber auch bei einzelnen Parametern phasenweise das Problem
der Nicht-Identifizierbarkeit entstehen, indem als Nebeneffekt die Messinformation zur Bestim-
mung eines Parameters eliminiert wird. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn die Parameter
von höherfrequenten, elastischen Eigenmoden der Karosseriestruktur ab 10 Hz ermittelt wer-
den sollen, die Messdaten aber mit einem Tiefpassfilter mit 5 Hz Eckfrequenz geglättet wer-
den.

Die Versuchsplanung wird basierend auf der Identifizierbarkeit und der Abschätzung der
Gültigkeitsbereiche durchgeführt.
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Kapitel 3

Parameter-Schätzverfahren

Während in Kapitel 2 die prinzipielle Vorauswahl des Verfahrens für die Parameteridentifika-
tion beziehungsweise -schätzung getroffen wurde, soll das Verfahren im folgenden Kapitel wei-
ter ausgestaltet werden. Dazu wird zuerst der Ausgangsfehler im Zusammenhang mit dem zu
wählenden Schätzkriterium diskutiert und so ein Schätzverfahren hergeleitet, das unter den
gegebenen Annahmen über den Versuchsprozess gegen die wahren Parameterwerte konver-
giert und dessen Ergebnis minimale Unsicherheit hat. In Abschnitt 3.4 wird untersucht, wie
die Verteilung der geschätzten Parameter näherungsweise unter den gegebenen Annahmen
über den Versuchsprozess bestimmt werden kann. In den darauf folgenden Abschnitten 3.5
und 3.6 werden die numerischen Teilverfahren zur Zeitintegration und zur Minimierung des
Schätzkriteriums dargestellt. Zum Abschluss des Kapitels wird schließlich ein neuer, wesent-
licher Algorithmus angegeben, der im Schätzverfahren zur verbesserten Berechnung der Gra-
dienten des Fehlers bezüglich der Identifikationsparameter benötigt wird.

3.1 Ansatz des Ausgangsfehlers, Stör- und Fehleranalyse

Der Ausgangspunkt für die Identifikation ist die in den Messungen enthaltene Information über
das System. Diese wird nun anders als in Abschnitt 2.5 formal in einem

”
langen“ Messvektor

Ỹ angeordnet, wobei jeweils die Messungen an den verschiedenen Messstellen zu jeweils einem
Messzeitpunkt ỹk = ỹ(tk) ∈ R

ny direkt untereinander stehen:

Ỹ =




ỹ1
...
ỹnk


 , Ỹ ∈ RnY , nY = nynk . (3.1)

Mit der in dieser Arbeit verwendeten Anordnung der Messungen in einem
”
langen“ Vektor

können die Terme in den später auftretenden quadratischen Normen im Vergleich zur Anord-
nung in einer Messmatrix (∈ Rny×nk) besonders übersichtlich und kompakt dargestellt werden,
ohne die Verwendung vieler Indizes und Summenzeichen.

Ausgangsfehler und zugeordnetes Fehlermodell

Den Ausgangsfehler gemäß Schreibweise (3.1) erhält man, indem man die Differenz zwischen
dem in dieser Weise angeordneten Messvektor und dem entsprechenden Vektor des System-
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modells Ŷ mit gleicher Dimension bildet [71, 62]:

E = Ỹ − Ŷ . (3.2)

Das Systemmodell besteht beim Ausgangsfehler aus einer Simulation des Systems allein auf
Basis des bekannt vorausgesetzten Anregungsverlaufs. Der Anregungsverlauf und die Anfangs-
bedingungen spielen für die Betrachtungen der nächsten Abschnitte keine Rolle, so dass mit
(2.17) im Folgenden abgekürzt geschrieben werden kann:

Ŷ = Ŷ

(
x(t0), {u(t), t ∈ [t0, tk ]}, ϑ̂

)
= Ŷ

(
ϑ̂
)
.

Dem Ansatz des Ausgangsfehlers entspricht der ideale Fall der Fehlerentstehung im Prozess
gemäß Abbildung 3.1. Es gibt keine Prozessstörungen, nur die Messung

Ỹ = Y +Wa (3.3)

unterliegt additiv überlagerten, stochastischen Ausgangsstörungen Wa ∈ R
nY , die von den

Messungen statistisch unabhängig sind. Auch die Komponenten dieses Störvektors sind von-
einander statistisch unabhängig (Weißes Rauschen am Systemausgang). Für das korrekte Mo-
dell (Ŷ = Y ) folgt dann E = Wa.

Prozess

weißes Rauschen Wa

gemessene Systemantwort

ỸY

Abbildung 3.1: Spezielles Modell für die Fehlerentstehung beim Ausgangsfehler

Stör- und Fehlersituation beim Ausgangsfehler

Der Ansatz des Ausgangsfehlers ist ohne zusätzliche Anpassungen nur für Störungen in Form
von weißem Rauschen am Ausgang ideal. Sind weitere Störungen vorhanden, ergeben sich ent-
sprechend weitere Terme im berechneten Ausgangsfehler. Im Folgenden werden die unmittel-
baren Auswirkungen der in Abbildung 3.2 dargestellten, verschiedenen allgemeinen Störarten
und die Auswirkungen von strukturellen Modellfehlern im Ausgangsfehler aufgezeigt.

Farbiges Ausgangsrauschen Im allgemeinen Fall liegt am Ausgang als Störung kein weißes
Rauschen vor, sondern farbiges Rauschen:

Ỹ = Y +Da(Wa) . (3.4)

Da(Wa), ist dabei ein beliebiger, auch nichtlinearer Zusammenhang, der den Vektor Wa ∈ R
nY

statistisch unabhängiger Zufallsvariablen in der Regel in einen Vektor Da ∈ R
nY statistisch

abhängiger Größen überführt. Da die Signalanteile Da dann nicht mehr weiß sind, wird hier
von farbigen Rauschsignalen gesprochen. Der für ein korrektes Modell (Ŷ = Y ) resultierende
Ausgangsfehler ist mit E = Da ebenfalls farbig.
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Prozess

Da(Wa)

weißes Rauschen Wp

gemessene Systemantwort

weißes Rauschen Wa

ỸY ∗

Abbildung 3.2: Allgemeines Modell für die Fehlerentstehung

Prozessrauschen Die Prozessstörungen in einer allgemeinen Störsituation mit Prozess- und
Ausgangsstörungen nach Abbildung 3.2 bewirken einen veränderten Verlauf der Prozessgrößen
und damit auch der Ausgangsgrößen, die sich in eine Summe aus ungestörter Lösung Y und
Störanteil Dp aufteilen lassen:

Y ∗ = Y +Dp(ϑ,Wp) , Dp,Wp ∈ R
nY ,

wobei Dp im Allgemeinen auch von den Identifikationsparametern ϑ abhängt. Insgesamt stellt
sich die Messung im allgemeinen Störfall mit Prozess- und Messrauschen folgendermaßen dar:

Ỹ = Y +Dp(ϑ,Wp) +Da(Wa) . (3.5)

Der für ein korrektes Modell (Ŷ = Y ) resultierende Ausgangsfehler ist in diesem Fall
E = Dp(ϑ,Wp) +Da(Wa).

Strukturelle Modellfehler beim Ausgangsfehler Strukturelle Modellfehler entsprechen
einer falschen Modellstruktur und unterscheiden sich von den oben dargestellten Störungen
dadurch, dass sie deterministisch sind. Die Ausgangsgrößen des Simulationsmodells Ŷ mit
geschätzten Identifikationsparametern setzen sich aus dem Ergebnis des wahren Modells Y ,
simuliert mit diesen Parametern, und einem Fehler aus einer falsch angenommenen Modell-
struktur zusammen. Dieser hängt damit im Allgemeinen von den identifizierten Parametern
ab.

Ŷ (ϑ̂) = Y (ϑ̂)−Dm(ϑ̂) (3.6)

Eine falsche Modellstruktur kann unter anderem sein:

• Parameter mit einem falschen Wert, die nicht identifiziert werden,

• nicht berücksichtigte Systemteile, Moden oder Freiheitsgrade,

• nicht berücksichtigte Nichtlinearitäten.

Des Weiteren treten Fehler bei der numerischen Lösung der Modell-Gleichungen auf, die
vom Prinzip her deterministisch sind. Diese Fehler werden in dieser Arbeit im Fehleransatz
der Identifikation nicht extra berücksichtigt, es ist damit also vorauszusetzen, dass sie ver-
nachlässigbar sind.
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Fehlervektor beim Ausgangsfehler Bei Anwendung des Ausgangsfehlermodells nach (3.2)
ergibt sich bei den oben dargestellten Störungen und strukturellen Modellfehlern insgesamt
folgender, allgemeiner Fehlervektor:

E = Y (ϑ)− Y (ϑ̂) +Dp(ϑ,Wp) +Da(Wa) +Dm(ϑ̂) . (3.7)

Ohne weitere Maßnahmen führen Schätzungen, die auf dem Ausgangsfehler beruhen, zu nicht
erwartungstreuen oder nicht effizienten Schätzungen, falls farbiges Ausgangsrauschen, Pro-
zessrauschen oder Modellfehler vorhanden sind. Gleichung (3.7) bildet die Basis für weiterge-
hende Untersuchungen in den folgenden Abschnitten.

Fehler- und Störquellen an Prüfständen

In Fortführung von Abschnitt 2.2 sollen nun die praktischen Stör- und Fehlereinflüsse bei Ver-
suchseinrichtungen im Zusammenhang mit dem Ausgangsfehler erörtert werden. Prinzipiell
sind dabei nur solche Anteile relevant, die in den interessierenden Frequenzbereichen und im
Größenmaßstab der Signale und Systemgrößen eine Rolle spielen.

Es wurde bereits dargelegt, dass stochastische Prozessstörungen Dp wie Wind oder unbe-
kannte Streckenanregungen bei Prüfstandsversuchen nicht auftreten beziehungsweise ver-
nachlässigt werden können. Daneben sind jedoch wesentliche deterministische Störungen am
Prozess vorhanden, beispielsweise gegeben durch Radunrundheiten oder langsam schwankende
Umweltparameter. Diese beruhen nur auf wenigen stochastischen Ereignissen. Daher können
diese Einflüsse in der Regel im Systemmodell berücksichtigt werden wobei diese wenigen sto-
chastischen Größen als Parameter identifiziert werden können. Deterministischen Störungen
sind, falls unberücksichtigt, als Modellstrukturfehler Dm zu sehen.

Die ausgangsseitigen Störungen beziehen sich auf die Messvorgänge. Die Fehler in Messun-
gen setzen sich zusammen aus Skalierungs- beziehungsweise Nichtlinearitätenfehlern, Diskreti-
sierungsfehlern, Hysterese- oder Losefehlern und aus Einschwingfehlern [72]. Dies lassen sich
zusammenfassen zu einem stochastischen und einem deterministischen Fehleranteil. Stochasti-
sche Fehler Wa am Ausgang sind, sofern sie statistisch unabhängig sind, beim Ausgangsfehler
zulässig. Die Unabhängigkeit zwischen den Messstellen ist bei unabhängig arbeitenden Sen-
soren an unterschiedlichen Messstellen in der Regel als gegeben anzunehmen. Problematisch
sind dagegen beispielsweise Übertragungsglieder mit signifikanten Amplitudenverzerrungen
im Bereich der interessierenden Frequenzen, die bei Beschleunigungssensoren mit seismischer
Masse und insbesondere bei induktiven Wegaufnehmern eine Rolle spielen können [72]. Dies
führt zu dem oben dargestellten farbigen Ausgangsrauschen Da. Geht man in diesem Fall,
wenn möglich, mit einer Invertierung von Da auf

E ′ = D−1a (E)

über, so ist E ′ nichtkorreliert. Das heißt, erst die Schätzung, die das Störmodell Da
berücksichtigt, erfolgt (in diesem Fall basierend auf E ′) in optimaler Weise. Diese Vorgehens-
weise wird zur Verbesserung der Schätzung typischerweise im Zusammenhang mit einfachen li-
nearen Störmodellen der Ausgangsstörung angewendet, deren Parameter ebenfalls identifiziert
werden können [3, 30]. Für die die vorliegende Arbeit begleitende Anwendung wird angenom-
men und damit vorausgesetzt, dass die stochastischen Ausgangsstörungen im Verhältnis zu
den interessierenden Frequenzen weiß sind.

Die deterministischen oder systematischen Störungen am Ausgang sind so wie die Pro-
zesstörungen und Modellfehler zu eliminieren. Nützlich sind dabei pauschale Maßnahmen wie
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Offset- oder Driftbereinigung [3]. Weitere deterministische Messfehler sind gegebenenfalls im
Modell zu berücksichtigen und so zu beseitigen. Nichtberücksichtigte, wesentliche deterministi-
sche Messfehler sind als Modellstrukturfehler Dm zu sehen.

3.2 Schätzkriterium

Die Minimierung eines Schätzkriteriums stellt eine geeignete Methode dar, um die stochas-
tischen Anteile von der Information zur Schätzung der Parameter im Fehlervektor E ab-
zuspalten. Die Eigenschaften der Parameterschätzung bei gegebenen Prozessstörungen
hängen verfahrensmäßig allein von der Wahl des Schätzkriteriums in Verbindung mit dem
angesetzten Fehler (vgl. Abschn. 2.5.1 und 3.1) ab. Die Kriterien für ein optimales Verfah-
ren sind die möglichst vollständige Extraktion der Information (erschöpfende oder effiziente
Schätzung [62]) beziehungsweise die Schätzung mit minimaler Varianz [30]. Des Weiteren soll
die Schätzung möglichst konsistent und asymptotisch biasfrei erfolgen. Konsistenz bedeutet,
dass sich Bias und Varianz der Schätzung bei Verwendung von zusätzlichen Messwerten immer
weiter reduzieren [49].

Grundsätzlich geht es darum, den Fehler E so klein wie möglich zu machen. Das bedeutet,
dass als Schätzkriterium eine Norm des Fehlers E, die skalare Verlustfunktion V minimiert
wird:

V = ‖E‖ = min
ϑ̂

! (3.8)

Dabei stellt sich die Frage, wie diese Norm zu wählen ist.

Maximum-Likelihood Schätzung als Leitbild

Die Maximum-Likelihood-Schätzung (MLS) hat bezüglich der Effizienz optimale Eigenschaf-
ten, welche jedoch an die Erfüllung praktisch nicht erfüllbarer Voraussetzungen geknüpft
sind [62]. Die MLS kann jedoch als Leitbild genommen werden, sie wird dann als Pseudo-
Maximum-Likelihood-Schätzung [62] realisiert. Die optimalen Eigenschaften gelten überdies
nur für hinreichend lange Messvektoren [30]. Diese Voraussetzung wird hier als erfüllt ange-
nommen, da die Parameter in der gegebenen Aufgabenstellung hinreichend genau identifiziert
werden müssen, wozu entsprechend lange Messvektoren notwendig sind.

Die MLS fußt vollständig auf einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Sicht des Schätzproblems.
Der Experimentalprozess unterliegt danach stochastischen Störungen, liefert auf der anderen
Seite jedoch auch Information über die zu schätzenden Parameter. Diese kann – mit Kennt-
nis der Ergebnisse der Experimente – über Verteilungsdichten pϑ(ϑ̂) beschrieben werden. Als
Schätzwert für die Parameter wird dann der Wert ϑ̂ angenommen, der den Wert dieser Ver-
bundwahrscheinlichkeitsdichte maximiert und also maximale

”
Wahrscheinlichkeit“ hat:

ϑ̂ML = argmax
ϑ̂

pϑ(ϑ̂) , pϑ : R
nϑ → R . (3.9)

Um aus den Messungen einen Ausdruck für pϑ(ϑ̂) abzuleiten, kann von der Verbundwahr-
scheinlichkeitsdichte für die Messwerte pY (Ỹ ) ausgegangen werden, die beispielsweise bei
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Kenntnis des stochastischen Prozessmodells (3.5) über ϑ̂ als pY (Ỹ ; ϑ̂) bestimmt werden
kann. Einsetzen einer konkret beobachteten Realisierung Ỹ ? von Ỹ ergibt dann:

p?ϑ(ϑ̂) = pY (Ỹ
?; ϑ̂) . (3.10)

Meist ist jedoch die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte für den Fehlervektor E leichter dar-
stellbar. Da E beim Ausgangsfehler aus Transformationen hergeleitet wird, welche die Infor-
mationsmenge gegenüber Ỹ nicht verändern, ändert sich durch den Übergang auf E nichts
an der Effizienz der am Ende erhaltenen Schätzung. Dem Vektor der Schätzparameter kann
zusätzlich noch ein weiterer zu schätzender Vektor η̂ für die unbekannten Verteilungseigen-
schaften des Fehlervektor E hinzugefügt werden, so dass sich Gleichung (3.10) insgesamt fol-
gendermaßen erweitert:

p?ϑη(ϑ̂, η̂) = pϑη(Ỹ
?; ϑ̂, η̂) = pϑη(E(Ỹ

?, ϑ̂); ϑ̂, η̂) = pϑη(E
?; ϑ̂, η̂) , (3.11)

pϑη : R
nϑ+nη → R .

Einfach darstellbar ist pϑ dann, wenn die einzelnen Elemente des Fehlervektors statistisch un-
abhängig sind. Der Ausdruck ergibt sich dann durch das Produkt sämtlicher Einzelwahrschein-
lichkeitsdichten pi(ei) der Elemente ei von E. Dieses entspricht der Maßgabe, den Fehler-
vektor möglichst so zu wählen, dass die stochastische Situation im Prozess darin als weißes
Rauschen repräsentiert ist [30]. Bei Bildung des Ausgangsfehler für einen Prozess mit weißem
Ausgangsrauschen und keinem Prozessrauschen oder Modellstrukturfehler ist dies erfüllt, siehe
Abbildung 3.1.

Die MLS ist unter relativ milden Voraussetzungen an die Wahrscheinlichkeitsdichte asympto-
tisch effizient, konsistent und asymptotisch gaußverteilt [73]. Voraussetzung dabei ist die Iden-
tifizierbarkeit der Parameter.

Ansatz für die Verteilungsfunktion des Fehlersignals

Zur Modellierung des Maximum-Likelihood-Ansatzes ist auch noch eine Annahme über die
Form der Verteilung notwendig. Für den Fehlervektor E beim Ausgangsfehler für einen Pro-
zess nach Abbildung 3.1 ist eine Gaußverteilung anzunehmen, die durch den Mittelwert
E = Erw E und die Kovarianzmatrix CE = CovEE

T = Erw (E − E)(E − E)T vollständig
beschrieben ist [13]:

pGaußE = KG e−Q(E,E) , pE : R
nE → R , (3.12)

mit der quadratischen Form

Q(E,E) = (E − E)TC−1E (E − E) (3.13)

und der Skalierung

KG =

√√√√det (C
−1
E )

(2π)nE
.

Die Annahme einer Gaußverteilung für den Fehler lässt sich wie folgt begründen. Ein gaußver-
teiltes, stochastisches und ansonsten weißes Signal beinhaltet außer der Information über seine



3.2 Schätzkriterium 43

Kovarianz und seinen Mittelwert minimale zusätzliche Information [62]. Falls keine zusätzliche
Information über die Verteilungen der stochastischen Störungen vorhanden ist, ist die Wahl
der Gaußverteilung also diejenige, die den geringsten Modellfehler erwarten lässt. Für die Si-
tuation am Prüfstand wird davon ausgegangen, dass sämtliche Information über das System
im Modell (auch im Modell der Ausgangsstörung) berücksichtigt ist. Das Ausgangsrauschen
kann also durch Änderung der Modellstruktur immer auf ein Signal zurückgeführt werden, über
das keine Information mehr besteht und so als gaußverteilt zu modellieren ist.

Mit dem Ansatz einer Gaußverteilung für die eigentlich nicht bekannte Verteilung von E wird
die MLS nur angenähert und damit zur Pseudo-Maximum-Likelihood-Schätzung. Damit sind
zwar die optimalen Eigenschaften der MLS nicht anwendbar, je besser die Näherung der Gauß-
verteilung jedoch zutrifft, desto besser werden die optimalen Eigenschaften der MLS erreicht.
Der Ansatz der Gaußverteilung wird auch bei der Bestimmung der Schätzverteilung in Ab-
schnitt 3.4 verwendet.

Mit Logarithmieren von (3.12) und Vorzeichenumkehr (
”
min“ →

”
max“) wird, da (3.12) stets

positiv und der Logarithmus monoton steigend ist, (3.9) zu:

ϑ̂ML = argmin
ϑ̂

(
1

2
ln detCE +Q(E,E)

)
. (3.14)

Besteht eine Korrelation oder Kreuz-Korrelation der einzelnen Fehler in E, so können diese
auch noch auf ein nicht-korreliertes Gesamtsignal E ′ mit Einheitsvarianz zurückgeführt wer-
den. Da CE und damit auch C

−1
E positiv definit ist, existiert immer eine reellwertige Zerlegung

C−1E = STESE , SE ∈ R
nY ×nY .

Damit kann (3.13) auch angeschrieben werden als:

Q(E,E) = (E − E)TSTE I SE(E − E)

= (E ′ − E ′)T I (E ′ − E ′) .

Dies entspricht einer linearen Transformation beziehungsweise
”
Skalierung“ E ′ = SEE des

ursprünglichen Fehlers, so dass E auf einen Fehlervektor E ′ mit nichtkorrelierten Einzelfehlern
ei zurückgeführt ist.

Da die MLS durch die Pseudo-Maximum-Likelihood-Methode [62] approximiert wird, sind
auch die Konvergenzeigenschaften der MLS wie oben dargestellt nicht mehr gültig. Sie
müssen für die jeweilige Situation extra überprüft werden (sh. folgende Abschn. 3.3 und 3.4).

Anpassungen und Erweiterungen

Die Bayes-Schätzung als Erweiterung der Maximum-Likelihood-Methode bietet die
Möglichkeit, A-priori-Information über die wahren Werte der Schätzparameter, die bereits
ohne Kenntnis der Information aus den Messdaten vorhanden war, bei der Gesamtschätzung
zu berücksichtigen. Diese A-priori-Information steht ebenso wie die Information aus der
Schätzung pϑ(ϑ̂) als Verbundwahrscheinlichkeitsdichte pϑ,prior(ϑ̂) zur Verfügung. Als resul-
tierende, die Information aus Experiment und Vorkenntnis zusammenfassende A-posteriori-
Information über die Parameter-Verteilung ergibt sich [62]:

pϑ,post(ϑ̂) = KB pϑ(ϑ̂) pϑ,prior(ϑ̂) (3.15)
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mit der Normierung KB :
∫
pϑ,post(ϑ̂) dϑ̂ = 1.

Die ursprüngliche MLS nach (3.9) ist ein Sonderfall der Bayes-Schätzung nach (3.15) mit ei-
ner Gleichverteilung pϑ,prior(ϑ̂). Kann eine Gaußverteilung außer für E auch für die A-priori-
Information angenommen werden, ergibt sich in Erweiterung von (3.14) und unter Weglassen
einzelner konstanter Anteile in der Verteilung, die für die Schätzung keine Rolle spielen:

ϑ̂B = argmin
ϑ̂


1
2
ln detCE +Q(E,E) +Qprior(ϑ̂, ϑ̂)


 (3.16)

mit der quadratischen Form:

Qprior(ϑ̂, ϑ̂) = (ϑ̂− ϑ̂prior)
TC−1ϑ,prior(ϑ̂− ϑ̂prior) .

ϑ̂prior und Cϑ,prior beschreiben dabei den Mittelwert und die Kovarianz als A-priori-Information
der Schätzparameter.

Die Bayes-Methode zur Berücksichtigung von A-priori-Information der Schätzparameter wird
sinnvoll zur Regularisierung bei nicht identifizierbaren Parametern (s. Abschnitt 4.2) oder zur
Verknüpfung mehrerer Experimente (s. Abschnitt 4.4) verwendet. Strittig ist es, auf diesem
Weg Vorab-Schätzungen über die zu identifizierenden Parameter zu berücksichtigen, wie sie
beispielsweise aus Expertenwissen oder Erfahrungswerten zur Verfügung stehen [62]. Bei der
Minimierung (3.16) wirken sich solche Abschätzungen nämlich unmittelbar auf die am Ende
identifizierten Parameter aus. Die Schätzwerte sind nicht erwartungstreu, das heißt der Erwar-

tungswert Erw ϑ̂ entspricht nicht dem wahren Wert ϑ, falls ϑ̂prior 6= ϑ. Sie sind theoretisch
allerdings asymptotisch erwartungstreu.

Ausgehend von (3.16) ergibt sich auch die Vorschrift für die Verknüpfung von zwei

Schätzwerten ϑ̂1, ϑ̂2 aus zwei Einzelexperimenten bei gegebener Gaußverteilung mit bekann-
ten Kovarianzen Cϑ,1, Cϑ,2 . Die Verteilung aus den beiden Experimenten kann jeweils als
A-priori-Information interpretiert werden. Der Schätzwert ergibt sich dann als A-posteriori-
Schätzwert:

ϑ̂1−2 = argmin
ϑ̂

(
Q1(ϑ̂, ϑ̂) +Q2(ϑ̂, ϑ̂)

)

=

(
C−1ϑ,1 + C

−1
ϑ,2

)−1 (
C−1ϑ,1 ϑ̂1 + C

−1
ϑ,2 ϑ̂2

)
. (3.17)

Die Gleichung kann ohne Weiteres auf den n-dimensionalen Fall übertragen werden.

Die Schätzgleichungen lassen in der Form (3.11) neben der Schätzung der Parameter auch die
Schätzung der Verteilungseigenschaften eines angenommenen Fehlermodells zu. Beispielsweise
können dabei die Varianzen der Einzelfehler bestimmt werden, falls diese stationär und unkor-
reliert sind. Zusätzlich wird eine zentrierte Gaußverteilung angenommen, d. h. die Mittelwerte
E = Erw E = 0. Es ergeben sich dann nm zusätzliche zu schätzende Verteilungsparameter η̂,
so dass basierend auf (3.15) folgendes Funktional aufgestellt werden kann:

(
ϑ̂B
η̂

)
= argmin

ϑ̂,η̂


1
2
ln det ĈE(η̂) +Q(E,E) +Qprior(ϑ̂, ϑ̂)


 (3.18)

mit der quadratischen Form:

Q(E,E) = ET
(
CE(η̂)

)−1
E . (3.19)



3.3 Konvergenz 45

Die Schätzung der Verteilungsparameter η̂ verhindert jedoch, da in (3.18) der Anteil

”
ln det ĈE“ berücksichtigt werden muss, die Verwendung von Verfahren, welche die Struktur
der quadratischen Anteile ausnutzen (s. Abschn. 3.6). Anstelle der Schätzung der Anteile
über (3.18) ist es daher günstiger, eine Schätzung von ĈE direkt über den Fehlervektor durch-
zuführen (vgl. Abschnitt 4.1.4):

ϑ̂∗B = argmin
ϑ̂


Q∗(E,E) +Qprior(ϑ̂, ϑ̂)


 (3.20a)

mit der quadratischen Form:

Q∗(E,E) = ET
(
Ĉ∗E

)−1
E . (3.20b)

Die Schätzung von Ĉ∗E erfolgt dabei jeweils nach dem Ausiterieren der nichtlinearen Para-
meteridentifikation. Danach erfolgt eine weitere Parameterschätzung nach (3.20), in der Ĉ∗E
gemäß (3.20b) berücksichtigt werden kann, und somit die Schätzung noch einmal verbessert
wird. Wie die Schätzung von Ĉ∗E erfolgen kann, wird in Abschnitt 4.1.4 beschrieben.

Aus Sicht der Praxis entstehen Probleme im Zusammenhang mit sogenannten
”
Ausreißern“.

Im Fehlervektor E entstehen dann an Einzelmesspunkten große Werte, die durch die an-
genommene Gaußverteilung extrem stark gewichtet werden. Eine übliche Abhilfe wäre, bei
(3.8) eine Betragsnorm zu wählen, die gegenüber diesen

”
Ausreißern“ robuster ist. Für die-

se Arbeit wird jedoch davon ausgegangen, dass die Messdaten von solchen Effekten bereinigt
sind, so dass die Voraussetzungen für die Anwendung quadratischer Funktionale im Sinne der
Maximum-Likelihood-Schätzung gegeben sind.

3.3 Konvergenz

Die Schätzung erfolgt, wie im letzten Abschnitt näher dargelegt, als Pseudo-Maximum-
Likelihood-Schätzung nach (3.20), gegebenenfalls mit A-priori-Information nach Bayes. Die
Maximum-Likelihood-Schätzung (MLS) ist asymptotisch biasfrei, bei der Pseudo-MLS müssen
die Konvergenzeigenschaften im spezifischen Fall überprüft werden. Die Pseudo-MLS führt
mit dem Ansatz gaußverteilter Störungen auf die Minimierung eines quadratischen, gewichte-
ten Gütefunktionals über den Fehlern, mit der positiv definiten Gewichtungsmatrix C−1E . Diese
kann nach Abschnitt 3.2 auf eine allgemeine, lineare Skalierung des Fehlers SE zurückgeführt
werden. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass diese Skalierung auch allgemeiner Natur
sein kann, das heißt, dass nicht unbedingt gelten muss STE SE = C

−1
E . Das A-priori-Wissen in

(3.20) wird zunächst nicht berücksichtigt. Damit ergibt sich für das zu minimierende Funktio-
nal:

V = ETSTE SEE . (3.21)

Das Funktional V beinhaltet stochastische Anteile aus den Störungen und deterministische aus
Modell und Anregung. Eine Konvergenzaussage für dieses Funktional erhält man, indem man
nk , die Anzahl der Messpunkte, gegen Unendlich gehen lässt. Dabei gilt [70]:

lim
nk→∞

Vnk = V∞ = Erw V , mit Wahrscheinlichkeit 1 ,
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unter der Voraussetzung, dass E ein quasistationäres Signal ist. Da der Erwartungswert eines
deterministischen Signals dem deterministischen Signal selbst entspricht, folgt mit (3.7) und
(3.21) weiter:

V∞ =
(
Y (ϑ)− Y (ϑ̂) +Dm(ϑ̂)

)T
STE SE

(
Y (ϑ)− Y (ϑ̂) +Dm(ϑ̂)

)

+ 2
(
Y (ϑ)− Y (ϑ̂) +Dm(ϑ̂)

)T
STE SE Erw

(
Da(Wa) +Dp(ϑ,Wp)

)

+ Erw

(
Da(Wa) +Dp(ϑ,Wp)

)T
STE SE

(
Da(Wa) +Dp(ϑ,Wp)

)
. (3.22)

Ausgehend von den Konvergenzeigenschaften von V∞ können nun die Konvergenzeigenschaf-
ten der Schätzung nach (3.8) als Minimierung von V∞ über ϑ̂ bestimmt werden. Betrachtet
man allein die Minimierung des ersten Summanden in (3.22), so ist offensichtlich, dass im All-
gemeinen nur bei einem strukturell korrekten Modell Ŷ = Y und entsprechend Dm ≡ 0, das
Minimum durch die Bedingung

Y (ϑ) = Y (ϑ̂) (3.23)

gegeben ist. Das heißt, die aufgrund der geschätzten Parameter geschätzten Ausgangsgrößen
entsprechen für nk → ∞ den wahren Ausgangsgrößen. Dies gilt auch unabhängig von allen
regulären Skalierungen SE. Hängen in (3.22) noch weitere Terme außer dem ersten Summan-
den von ϑ̂ ab, so verändert sich im Allgemeinen das Minimum nach (3.23). Man spricht dann
von einer nicht konvergenten Schätzung. Da die Schätzung gegen einen falschen Wert konver-
giert, ist sie verzerrt oder biasbehaftet. Im anderen Fall spricht man von einer konvergierenden
Schätzung, bei der für nk → ∞ die Schätzung mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen den wahren
Wert Y (ϑ) konvergiert [3, 49]. Das Verschwinden der weiteren Terme außer dem ersten Sum-
manden und des Modellfehlers Dm ist eine hinreichende Bedingung für das Konvergieren von
Y (ϑ̂).

Die bisherige Konvergenzaussage bezieht sich auf die geschätzten Ausgangsgrößen Ŷ . Sie gilt
nicht notwendig auch für die Schätzparameter ϑ̂ sondern nur dann, wenn die Identifizierbarkeit
der Schätzparameter ϑ̂ gegeben ist (vgl. Abschn. 4.2).

Das Verschwinden der strukturellen Modellfehler stellt für die Praxis eine problematische For-
derung dar. Es bedeutet nach Abschnitt 3.1 überdies, dass auch alle deterministischen Pro-
zessstörungen im Modell berücksichtigt sein müssen. Im Allgemeinen kann ein struktureller
Modellfehler in der Anfangsphase der Systemidentifikation nicht vermieden werden. Er kann
jedoch schrittweise eliminiert werden, wenn das Gesamtverfahren zur Identifikation zusätzliche
Werkzeuge bereitstellt, mit dem Modellfehler erkannt werden können. Dies ist mittels Validie-
rungstechniken und Strukturdiskrimination möglich (vgl. Abschn. 4.4.1). Darüber hinaus wird
in Abschnitt 4.1 eine Maßnahme vorgeschlagen, mit der der Einfluss von Modellfehlern redu-
ziert werden kann.

Der Anteil Erw Da(Wa) +Dp(ϑ,Wp) im zweiten Summand in (3.22) ist der Mittelwert
der Wahrscheinlichkeitsdichte der Störanteile. Dieser muss verschwinden, damit der zweite
Summand zu Null wird. Falls die Schätzwerte Ŷ wie beim Gleichungsfehler als Prädiktoren
aufgrund von Ỹ gebildet würden, so gäbe es eine Korrelation zwischen den Störungen und
den Schätzwerten, die sich bei der Bildung des Erwartungswerts im zweiten Summand glei-
chungsmäßig manifestieren würde.

Der dritte Summand in (3.22) hängt nicht von dem zu schätzenden Parameter ϑ̂ ab und
spielt daher bei einer Minimierung von V∞ keine Rolle.
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Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass bei der Bildung des Ausgangsfehlers eine
konvergierende Schätzung der Parameter unter den folgenden allgemeinen Voraussetzungen
möglich ist:

1. Kein Modellstrukturfehler,

2. Statistisch mittelwertfreies Prozess- und Messrauschen,

3. Identifizierbarkeit der Parameter.

3.4 Asymptotische Verteilung der geschätzten Parameter

Eine Parameterschätzung basiert auf gemessenen Werten, die bedingt durch stochastische
Messungenauigkeiten einer Wahrscheinlichkeitsverteilung unterliegen (vgl. Abschn. 2.5.2 und
3.2). Daher ergeben sich auch die Schätzwerte, die in Abhängigkeit von der Messung berech-
net werden, als Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Schätzverfahren: pY
(
Ỹ
)
→ pϑ

(
ϑ̂(Ỹ )

)
.

Diese wird als Unsicherheit, mit der die Parameter bestimmt wurden, für weitere Untersuchun-
gen benötigt:

• Zur Bestimmung der Unsicherheit der Ergebnisse nachgeschalteter Analysen, die mit
Hilfe dieser Parameter berechnet werden.

• Zur Optimierung der Versuchsbedingungen mit dem Ziel, die Genauigkeit der Ergebnisse
weiter zu verbessern. Die Änderungen der Versuchsbedingungen betreffen im Wesentli-
chen die Anzahl der Messzeitpunkte, die Anzahl und Art der Messstellen und die Wahl
der Anregungszenarien.

Die Bestimmung der Schätzgenauigkeit muss sämtliche Störungen auf das System erfassen
und in Störmodellen abbilden. Da bei der Identifikation auf Prüfständen vorausgesetzt werden
kann (vgl. Abschn. 3.1), dass sich die Störungen im Wesentlichen auf Störungen im Messpro-
zess beschränken, brauchen nur diese berücksichtigt zu werden. Zusätzlich wird vorausgesetzt,
dass die Modellfehler vernachlässigbar sind. Dies ist nicht von vorneherein zu garantieren, kann
jedoch durch schrittweise Modellverbesserungen mit Einzelidentifikationen in jedem Schritt
erreicht werden. Nach (3.4) kann in Abhängigkeit von den Schätzparametern ϑ̂ folgender Feh-
lerzusammenhang angesetzt werden:

E = Y − Ŷ (ϑ̂) +Da(Wa) .

3.4.1 Einfluss der Ausgangsstörung

Zunächst wird die Schätzgleichung mit dem allgemeinen Fehlerfunktional (3.21) um den
Lösungspunkt (D?a, ϑ̂

?) entwickelt:

(
∂V/∂ϑ̂

)T
= 0

=


 ∂2V

∂ϑ̂ ∂ϑ̂T

∣∣∣∣∣
D?a ,ϑ̂

?



T

δϑ̂+


 ∂2V

∂ϑ̂ ∂DTa

∣∣∣∣∣
D?a ,ϑ̂

?



T

δDa , (3.24)
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mit den Variationen um die Lösung:

δϑ̂ = ϑ̂− ϑ̂? , δDa = Da −D
?
a (3.25)

und dem Funktional aus (3.20) (zunächst ohne Berücksichtigung von A-priori-Information):
V = Q(E?,E?). Die Ableitungen lassen sich unter Berücksichtigung von (3.21) bestimmen als:

∂2V

∂ϑ̂ ∂ϑ̂T

∣∣∣∣∣
D?a ,ϑ̂

?

= 2 Φ?T ŜTE ŜEΦ
? + 2 H? ,

∂2V

∂ϑ̂ ∂DTa

∣∣∣∣∣
D?a ,ϑ̂

?

= 2 ŜTE ŜEΦ
?

mit:

Φ? =
∂E

∂ϑ̂

∣∣∣∣∣
ϑ̂?

= −
∂Ŷ

∂ϑ̂

∣∣∣∣∣
ϑ̂?

, (3.26)

H?ij =

(
∂2E?

∂ϑ̂i∂ϑ̂j

∣∣∣∣∣
ϑ̂?

)T
ŜTE ŜEE

? . (3.27)

In einer hinreichend kleinen ϑ̂-Umgebung vom Lösungspunkt kann E durch einen linearen Zu-
sammenhang bei ϑ̂ approximiert werden, wobei auch H? verschwindet. Wegen der Linearität
des Ausgangsfehlers bezüglich Da kann δDa beliebig groß sein, solange gleichzeitig δϑ̂ klein
bleibt. Insgesamt ergibt sich als Zusammenhang zwischen δϑ̂ und δDa:

δϑ̂ = Ξ?−1 Φ?T ŜTE ŜE δDa (3.28)

mit der Abkürzung:

Ξ? = Φ?T ŜTE ŜEΦ
? . (3.29)

Mit (3.28) kann nun die Kovarianz der geschätzten Parameter bestimmt werden. Falls sich die
Abweichung in einer hinreichend kleinen Umgebung um den Lösungspunkt befindet, folgt unter
Verwendung von Erw ϑ̂ = Erw ϑ̂? und (3.25):

Cov ϑ̂ = Erw (ϑ̂− Erw ϑ̂)(ϑ̂− Erw ϑ̂)T = Erw δϑ̂δϑ̂T

= Ξ?−1 Γ ?Ξ?−1 , (3.30)

mit der Abkürzung:

Γ ? = Φ?T ŜTE ŜE Cov(Da)Ŝ
T
E ŜEΦ

? . (3.31)

Für quasistationäre Signale gelten die Grenzwerte:

lim
nk→∞

1/nk Ξ
? = lim

nk→∞
1/nk Φ

T
ŜTE ŜEΦ (3.32)

= CΞ ,

lim
nk→∞

1/nk Γ
? = lim

nk→∞
1/nk Φ

?T ŜTE ŜE Cov(Da)Ŝ
T
E ŜEΦ

?

= CΓ .
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Die Grenzwertmatrizen CΞ und CΓ sind Konstante. Also konvergiert

lim
nk→∞

nk Cov ϑ̂ = C−1Ξ CΓ C
−1
Ξ

gegen eine konstante Matrix. Damit strebt die Kovarianz der Schätzwerte Cov ϑ̂ mit 1/nk
gegen Null. Die Streuung der Schätzwerte wird also immer kleiner, je größer die Anzahl der
Messwerte wird. Dies wird als konsistente Schätzung im quadratischen Mittel bezeichnet [3].
Neben der Kovarianz ist auch die Verteilung der Schätzung von Interesse. Unterliegt Da einer
Gaußverteilung, so sind für eine lineare Näherung auch die geschätzten Parameter gaußver-
teilt.

Für den allgemeinen nichtlinearen Fall kann die Konsistenz im quadratischen Mittel bei der
verwendeten speziellen Pseudo-MLS nicht ohne Weiteres gezeigt werden. Unter der Annahme,
dass auch im nichtlinearen Fall die Streuung der Schätzwerte gegen Null geht, kann die Linea-
risierbarkeit für nk → ∞ angenommen werden. Damit sind im nichtlinearen Fall die obigen
Zusammenhänge zumindest asymptotisch gültig. Für diese Arbeit werden deshalb obige Er-
gebnisse für die Schätzung der Verteilung der Parameter herangezogen, die zusammengefasst
lauten:

Bei einer Parameterschätzung basierend auf dem Ausgangsfehler ohne Prozessstörungen mit
nichtlinearem Systemmodell kann näherungsweise

• die Kovarianz der Schätzung Cov ϑ̂ durch (3.30), (3.31) und (3.29) in Abhängigkeit von
Cov(Da) bestimmt werden,

• die Verteilung der geschätzten Parameter als Gaußverteilung angenommen werden, wenn
auch die Verteilung der Ausgangsstörung gaußverteilt ist.

Im praktischen Fall einer endlichen Anzahl von Messzeitpunkten wird die tatsächliche Kovari-
anz der Schätzparameter damit einfach durch die asymptotische Kovarianz approximiert. Die-
se Approximation ist ab einer hinreichenden Anzahl an Messzeitpunkten hinreichend genau.

3.4.2 Einfluss der A-priori-Information

Auch A-priori-Information über die Werte der Schätzparameter kann in die Verteilung der
Schätzung einbezogen werden (s. Abschn. 3.2). Sie geht als Bayesscher Anteil in (3.20) ein:

V = Q(E?,E?) +Qprior(ϑ̂, ϑ̂) .

Die im Folgenden entwickelten Formeln werden beispielsweise dann benötigt, wenn die Ergeb-
nisse mehrerer verschiedener Identifikationen verknüpft werden sollen.

Die Kovarianz in der A-priori-Information C−1ϑ,prior kann im Funktional als eine Schwankung des

Erwartungswerts ϑ̂ der A-priori-Information berücksichtigt werden. Gleichung (3.24) wird zur
Untersuchung des Einflusses mit der Variation um diesen Wert erweitert:

. . . +


 ∂V 2

∂ϑ̂ ∂ϑ̂
T



T

δϑ̂ .
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Die Ableitung in diesem Term ergibt sich als:

∂V 2

∂ϑ̂ ∂ϑ̂
T = −2 C−1ϑ,prior .

Für die Variation des Schätzparameters ergibt sich so insgesamt der Zusammenhang:

δϑ̂ = Ξ?−1
(
Φ?T ŜTE ŜE δDa − C−1ϑ,prior δϑ̂

)

mit dem um den A-priori-Aspekt erweiterten Term (3.29):

Ξ? = Φ?T ŜTE ŜEΦ
? + C−1ϑ,prior . (3.33)

Als Kovarianz der Identifikationsparameter ergibt sich:

Cov ϑ̂ = Ξ?−1 Γ ?Ξ?−1 + Ξ?−1 C−1ϑ,priorΞ
?−1 . (3.34)

Für den Grenzübergang nk →∞ entsprechend (3.32) ergibt sich:

lim
nk→∞

1/nk Ξ
? = lim

nk→∞
1/nk Φ

T ŜTE ŜEΦ + 1/nk C
−1
ϑ,prior

= CΞ + lim
nk→∞

1/nk C
−1
ϑ,prior ,

und schließlich ergibt sich als asymptotische Kovarianz des Schätzvektors:

lim
nk→∞

nk Cov ϑ̂ = C−1Ξ CΓ C
−1
Ξ + lim

nk→∞
1/nk C

−1
Ξ C

−1
ϑ,priorC

−1
Ξ .

Das heißt, der Grenzwert limnk→∞ Cov ϑ̂ verschwindet. Mit zunehmendem nk nimmt auch der
Einfluss der A-priori-Information ab.

Im Fall von A-priori-Information wird also die Kovarianz der Schätzwerte Cov ϑ̂ durch die
Gleichungen (3.34) (3.31) und (3.33) unter den Voraussetzungen des vorausgegangenen Ab-
schnitts bestimmt.

Speziell unter der Annahme einer Maximum-Likelihood-Schätzung gilt

STESE = (CovDa)
−1

,

woraus

Γ ? = Φ?T ŜTE ŜEΦ
?

folgt. Es ergibt sich in diesem Fall eine Symmetrie des Gesamtresultats:

Cov ϑ̂ϑ̂T =
(
Γ ? + C−1ϑ,prior

)−1
.

Diese Gleichung kann angewendet werden auf die Situation aus Abschnitt 3.2, in der
unabhängige Schätzergebnisse mehrerer Versuche a-posteriori, also nach der jeweiligen
Durchführung von Versuch und Identifikation, zusammengefasst werden sollen. Für zwei Ver-
suche und deren Kovarianzen Cϑ,1 und Cϑ,2 wie in (3.17) gilt für die zusammengefasste Kova-
rianz:

C−1ϑ,1−2 = C−1ϑ,1 + C
−1
ϑ,2 . (3.35)
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3.5 Zeitintegration / Eigenschaften der Lösung

Wie in Abschnitt 2.5.1 dargestellt, ergibt sich die Lösung des differentiell-algebraischen Glei-
chungssystems (2.5) über ein numerisches Integrationsverfahren. In diesem Zusammenhang
ist der differentielle Index eines differentiell-algebraischen Gleichungssystems von Bedeutung.
Er gibt an, wie oft eine algebraische Nebenbedingung nach der Zeit abgeleitet werden muss,
bis nach den ersten Zeitableitungen aller Variablen des Deskriptorvektors xD aufgelöst wer-
den kann [74]. Die Zwangsbedingungen auf Lageebene innerhalb des Gleichungssystems sind
dabei vom Index 3 und können über die Gear-Gupta-Leimkuhler-Formulierung in Integrato-
ren berücksichtigt werden, die sonst nur für Systeme vom Index 2 geeignet wären [74]. Der
verwendete Integrator ODASSL1 [75, 76] ist ein solches Verfahren. Die Lösung wird als Poly-
nom mit Hilfe der Backward-Differentiation-Formula bestimmt. Die Ordnung dieses Polynoms
und die Schrittweite der Stützstellen wird über eine Ordnungs- und Schrittweitensteuerung in
jedem Integrationsschritt angepasst. Die Lösung bestimmt sich in jedem Integrationsschritt
in einer Korrektoriteration so, dass sie das differentiell-algebraische Gleichungssystem (2.5)
erfüllt. Dazu wird aus (2.5) ein Residuum rBDF gebildet und die Zustandslösung so bestimmt,
dass sie rBDF = 0 in ausreichender Näherung erfüllen. Zur iterativen Lösung von rBDF = 0 wird
die Jakobi-Matrix der Zeitintegration JBDF = ∂rBDF/∂xD benötigt.

Aus Nutzersicht ist bei der Anwendung eines solchen Verfahrens die Vorgabe einer Fehlertole-
ranz εTOL bedeutsam. Hier wird bestimmt, mit welcher Genauigkeit die Lösung pro Zeiteinheit
bestimmt wird [76]. Die auftretenden (und tolerierten) Fehler in der Lösung beziehungsweise
den Zustandsgrößen pflanzen sich in Abhängigkeit von den Systemgleichungen (2.5) fort. Am
Ende hat die Lösung

x̂k = F(x0, {ũ(t), t ∈ [t0, tk ]}, ϑ̂)

also einen Fehler, der theoretisch im Rahmen der gegebenen Fehlertoleranz bleibt, aber auch
vom gegebenen System abhängt.

Für die Genauigkeit der Gradienten bei der Finite-Differenzen-Approximation (s. Abschn. 3.6)
ist der Fehler in der Integratorlösung unter Berücksichtigung der Fehlerfortpflanzung im Sys-
tem von entscheidender Bedeutung, da er den größten Anteil ausmacht. Unter diesem Aspekt
sollte die Toleranz möglichst klein gewählt werden. Eine kleine Fehler-Toleranz führt jedoch
auch zu einem größeren Rechenaufwand bei der Bestimmung der Lösung. Eine geeignete Ein-
stellung der Fehlertoleranz im Hinblick auf die spätere Identifikation kann durch Betrachtung
der Lösungseigenschaften des Funktionals V in Abhängigkeit von den Identifikationsparame-
tern bestimmt werden. Diese Kurven werden für unterschiedliche Vorgabewerte der Fehlerto-
leranz aufgetragen und verglichen. Verwendet wird dann der Wert der Fehlertoleranz, bei dem
die Kurven hinreichend glatt sind (vgl. Abb. 3.3).

Probleme bei der Identifikation über die Zeitintegration der Bewegungsgleichungen können
dann auftreten, wenn die Dynamik des Systemmodells stark von der Zustandshistorie abhängt.
Um dies weiter zu verdeutlichen, kann (2.17) in Abhängigkeit von einem vergangenen Zustand
zum Zeitpunkt tl angeschrieben werden:

x̂k = F(xl , {ũ(t), t ∈ [tl , tk ]}, ϑ̂) . (3.36)

Die Lösung hängt also jeweils von einem Ausgangszustand xl und dem danach folgenden An-
regungsverlauf ab. Bei verschwindender Anregung hängt beispielsweise die Lösung allein von

1Eigentlich SODASRT, das verschiedene, geringfügige Anpassungen für SIMPACK enthält.
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Abbildung 3.3: Beispielhafter Schnitt durch die Funktionalhyperfläche V (ϑ̂) längs eines einzel-
nen Parameters bei verschiedenen Integrationstoleranzen. Oben gesamter Parameterbereich,
unten vergrößerte Ausschnitte. Links: εTOL = 1.e-5, rechts: εTOL = 1.e-4 .

vergangenen Zuständen ab. Damit kann der Zustandsfehler x̂k − xk mit zunehmendem Zeitin-
dex k stark wachsen, was im Endeffekt zu schlechter Konvergenz der iterativen Schätzung der
Parameter führt. Dies ist vor allem in wenig gedämpften Systemen der Fall. Eine Erhöhung
des Anregungseinflusses führt erfahrungsgemäß zu einer im Verhältnis geringeren Abhängigkeit
der Lösung von den vergangenen Zuständen, so dass sich die Zustandsfehler aus einer fehler-
haften Zwischenschätzung oder fehlerhafter Zeitintegration weniger kritisch auswirken. Bei-
spielsweise kann im Fall des Auftretens von Grenzzyklen (vgl. Abschn. 2.4) eine Anregung sto-
chastischer Art mit ausreichenden Anregungsamplituden auf das System aufgebracht werden.
Die Lösung wird naherliegenderweise eher durch die Anregung als durch den Grenzzyklus do-
miniert.

In speziellen Fällen können die Probleme im Zusammenhang mit starker Abhängigkeit von
der Zustandshistorie so groß sein, dass die Konvergenz der Parameteridentifikation nur
durch einen Mehrzielansatz erreicht werden kann [6, 77, 78]. Bei diesem Ansatz werden die
Lösungen stückweise und unabhängig berechnet. Zu jedem Stück der Lösung gehört dann ei-
ne zu identifizierende Anfangsbedingung analog (3.36) und eine zusätzliche Schließbedingung,
die vorgibt, dass der Zustand der Lösung am Ende des Stücks mit der Anfangsbedingung des
nächsten Stücks der Lösung übereinstimmt. Für Systeme und Modelle aus dem Bereich der
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Fahrdynamik ist die Zustandsabhängigkeit der Lösung jedoch meist unkritisch oder kann nach
obigen Bemerkungen durch geeignete Anregungsverläufe nach den Erfahrungen dieser Arbeit
vermindert werden.

3.6 Algorithmen zur nichtlinearen Parameteridentifikation

Zur Identifikation der Schätzparameter muss die Minimierung (3.8) gelöst werden. Dieses ist
im Zusammenhang mit der gegebenen Problemstellung der Identifikation von Fahrdynamikmo-
dellen durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

• Durch den bezüglich der Identifikationsparameter ϑ̂ nichtlinearen Ausgangsfehler E(ϑ̂)
im Funktional V ist das Minimierungsproblem nichtlinear. Die Pseudo-Maximum-
Likelihood- und die Bayes-Methode führt auf ein quadratisches Funktional (3.20) über
einen skalierten Fehler

V = ETs Es .

Die Normalengleichungen (2.11) als notwendige Bedingung zur Lösung eines quadrati-
schen Minimierungsproblems sind bezüglich der Parameter ϑ̂ nicht explizit, so dass zur
Lösung nur ein numerisches, iteratives Minimierungsverfahren in Betracht kommt.

• In der Praxis treten auch lokale Minima des zu minimierenden Funktionals V auf. Eine
solche Situation ist beispielsweise in der Darstellung des Funktionals des Anwendungs-
beispiels im linken oberen Diagramm in Abbildung 4.5 auf Seite 75 ersichtlich. Die Ober-
fläche des Funktionals kann bei der Identifikation auch durch viele schwach ausgeprägte
lokale Minima gekennzeichnet sein [79]. Eine solche Welligkeit ist in derselben Abbil-
dung 4.5 im rechten unteren Diagramm angedeutet.

• Das Funktional hat, bedingt durch die numerische Lösung der Bewegungsgleichungen,
je nach numerischem Fehler eine mehr oder weniger raue Oberfläche. Dies wird in Abbil-
dung 3.3 insbesondere im rechten unteren Diagramm, welches den Einfluss der Integrati-
onsgenauigkeit auf das Funktional darstellt, deutlich.

• Die Anzahl der zu identifizierenden Parameter liegt entsprechend der spezifizierten Pro-
zessanforderungen (vgl. Abschn. 2.3 und 2.2) im Bereich

10 ≤ nϑ ≤ 100 .

• Da nicht von vorneherein zu klären ist, ob alle Identifikationsparameter identifizierbar
sind, muss das Verfahren robust gegen die singuläre Situation nicht-identifizierbarer Pa-
rameter sein.

• Es gibt Wertebereiche der Parameter, die physikalisch unsinnig sind, beispielsweise nega-
tive Massen. Die mögliche Folge sind instabile Systeme, die bei der numerischen Zeit-
integration häufig zu keiner Lösung führen. Um dies zu vermeiden, sind numerische
Minimierungsverfahren von Interesse, die eine explizite Berücksichtigung solcher nicht-
gültigen Parameterbereiche möglichst als allgemeine Ungleichungsnebenbedingung

c(ϑ̂) < 0
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ermöglichen. In verschiedenen Fällen sind solche nicht-gültigen Parameterbereiche
aber auch nicht explizit bekannt, sondern ergeben sich erst während der Funktional-
auswertung, beispielsweise als unvorhergesehene Abbrüche der Zeitintegration. Die
Berücksichtigung dieser Situation ist eine wesentliche weitere Anforderung an einen Mi-
nimierungsalgorithmus, die jedoch von keinem der dem Autor bekannten Verfahren ange-
boten wird.

Bei der Auswahl eines geeigneten Minimierungsalgorithmus stellt sich eine Vielzahl von Alter-
nativen [80, 81, 79]. Im Folgenden werden die wichtigsten Verfahrenstypen mit Relevanz für
die Minimierung nichtlinearer, quadratischer Funktionale dargestellt und hinsichtlich ihrer Ei-
genschaften diskutiert.

SQP-Verfahren (Sequential Quadratic Programming) verwenden zur Lösung des
Minimierungs- bzw. Optimierungsproblems eine Folge von lokalen quadratischen Approxima-
tionen der Funktionalfläche V (ϑ̂) im Sinne einer Taylor-Entwicklung [80]. Für einen Iterations-
schritt i lautet diese quadratische Approximation:

Vi(δϑ̂) = V (ϑ̂i) +
∂V

∂ϑ̂

∣∣∣∣∣
ϑ̂i

δϑ̂ + δϑ̂T
∂V 2

∂ϑ̂∂ϑ̂T

∣∣∣∣∣
ϑ̂i

δϑ̂

Aus dieser Approximation wird die Suchrichtung vom Startpunkt des jeweiligen Iterations-
schritts ϑ̂i zum Minimum der jeweiligen quadratischen Approximation bestimmt. In dieser
Suchrichtung werden nun je nach individueller Strategie des jeweiligen Verfahrens Einzelschrit-
te vollzogen mit dem Ziel, den Funktionalwert V möglichst stark zu reduzieren. Danach ist
ein Iterationsschritt mit einem neuen Parameterwert ϑ̂i+1 beendet. Als Abbruchkriterium der
Iterationsfolge wird in der Regel über eine skalierte Norm des Gradienten überprüft, ob die
Steigung des Funktionals für den momentanen Iterationswert ϑ̂i verschwindet.

Beim SQP-Verfahren wird neben dem Funktionswert V auch der Gradient der Lösung ∂V/∂ ϑ̂
benötigt. Die Hesse-Matrix ∂V 2/∂ϑ̂∂ϑ̂T wird im Verfahren häufig nicht explizit berechnet,
sondern durch Information aus mehreren aufeinanderfolgenden Iterationsschritten approximiert
(BFGS-Update) [80]. Für ihre Existenz ist vorauszusetzen, dass das Funktional zweifach dif-
ferenzierbar ist. Eine möglichst exakte Bestimmung des Gradienten ∂V/∂ϑ̂ ist für die SQP-
Verfahren essenziell. In der gegebenen Aufgabenstellung der Identifikation im Zusammenhang
mit der numerischen Lösung der Bewegungsgleichungen durch einen Integrator treten dabei
Schwierigkeiten auf. Deshalb ist der Bestimmung der Gradienten besondere Aufmerksamkeit
zu widmen (s. Abschn. 3.7).

Gauß-Newton-, Levenberg-Marquardt-Verfahren Speziell zur Minimierung quadratischer
Funktionale verwendet man Gauß-Newton-Verfahren [82, 30]. Sie funktionieren vom iterativen
Ablauf her wie die SQP-Verfahren. Bei einem quadratischen Funktional kann für die Hesse-
Matrix als Iterationsmatrix eine Approximation bereits durch den quadratischen Anteil ΦTΦ
aus den Gradienten

Φ =
∂Es

∂ϑ̂

des skalierten Fehlers ermittelt werden. Entsprechende Algorithmen nutzen diese Möglichkeit
und haben damit für die bei der Parameteridentifikation gegebene quadratische Problemklas-
se eine robustere Konvergenz als die SQP-Verfahren für allgemeine nichtlineare Funktionale.
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Als Erweiterung wird beim Levenberg-Marquardt-Verfahren zur Iterationsmatrix ΦTΦ die mit
einem wählbaren Faktor multiplizierte Einheitsmatrix hinzuaddiert. Damit wird eine Regulari-
sierung erreicht, wenn ΦTΦ nicht den vollen Rang hat [30].

Implizite Filterung Die Gradienten des Funktionals können numerisch durch eine Finite-
Differenzen-Approximation bestimmt werden. Diese lautet für eine einzelne Komponente j :

∂V

∂ϑ̂j

.
=

V (ϑ̂+ εFDej)− V (ϑ̂)

εFD
,

mit ej ∈ R
nϑ dem j-ten Einheitsvektor und dem Inkrement εFD. Die Identifikation von

Fahrdynamik-Modellen im Zeitbereich ist wie beschrieben durch mögliche lokale Minima oder
Rauigkeit der Funktionalhyperfläche V (ϑ̂) gekennzeichnet, die bei der Minimierung Probleme
bereiten. Durch die Rauigkeit wird eine genaue Gradientenbildung mittels Finiter-Differenzen-
Approximation behindert. Die Impliziten-Filterungs-Verfahren ermitteln die Finite-Differenzen-
Approximationen des Gradienten mit variablem Inkrement [79]. Zu Anfang wird die Suchrich-
tung mit sehr großem Inkrement bestimmt. Mit weiterem Fortschritt der Optimierung und
geringer werdender Sensitivität der Parameter wird das Inkrement verkleinert. Diese Strategie
dient auch zur Vermeidung der Konvergenz gegen lokale Optima, indem zu Beginn des Pro-
zesses über weitere Bereiche approximiert wird.

Gradientenfreie Verfahren Simplex-Verfahren oder genetische Algorithmen benötigen keine
Gradienteninformation für die Lösung des Minimierungsproblems. Allerdings konvergieren diese
Verfahren für die gegebene stetig differenzierbare Problemstellung wesentlich langsamer als
gradientenbasierte Verfahren [83].

Wahl des Minimierungsalgorithmus

Für die gegebene Problemstellung werden im Zusammenhang mit dem Basisbeispiel (s. Ab-
schn. 1.3) verschiedene Optimierungsverfahren untersucht [84]. Dabei werden zwei allgemeine
SQP-Verfahren SLSQP [85], NLPQL [86], ein Gauß-Newton Verfahren DFNLP [87, 88], ein
Verfahren zur impliziten Filterung IFFCO [89, 90] und ein genetischer Algorithmus GA200
[91] berücksichtigt. Die Abbildungen 3.4 und 3.5 zeigen als repräsentative Ergebnisse dieser
Untersuchungen den Vergleich der Algorithmen bei der Identifikation von drei beziehungsweise
sechs Parametern bei Verwendung von simulierten Versuchsdaten. Es ist jeweils der erreichte
Funktionalwert über der Anzahl der Auswertungen des Fehlerfunktionals aufgetragen.

Im Ergebnis dieser Untersuchungen schneiden gradientenbasierte Verfahren besser ab als gra-
dientenfreie, beispielsweise konnte der genetische Algorithmus nur für eine begrenzte Anzahl
an Identifikationsparametern verwendet werden. Zwischen den restlichen untersuchten Algo-
rithmen können über eine größere Menge von Anwendungsbeispielen keine allgemeingültigen,
signifikanten Leistungsunterschiede festgestellt werden. Um keinen Einschränkungen zu un-
terliegen, stellt die Implementierung des Gesamtverfahrens (s. Abschn. 4.4.3) verschiedene
Algorithmentypen zur Verfügung.
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Abbildung 3.4: Iterationsschritte für verschiedene Algorithmen bei drei identifizierten Parame-
tern
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Abbildung 3.5: Iterationsschritte für verschiedene Algorithmen bei sechs identifizierten Para-
metern
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3.7 Hybride finit-analytische Gradientenbestimmung

in Berechnungsketten

Bei der in diesem Abschnitt entwickelten hybriden finit-analytischen Gradientenbestimmung
geht es im Wesentlichen um die rechentechnische Verbindung von analytisch bestimmten Gra-
dienten mit Gradienten, die nach der Finiten-Differenzen-Methode approximiert sind. Diese
Problemstellung soll im Folgenden näher erläutert werden.

Die möglichst genaue und effiziente numerische Bestimmung der Gradienten

Φ = ∂E/∂ϑ̂

des Fehlervektors E bezüglich der Identifikationsparameter ist an verschiedenen Stellen des
Gesamtverfahrens erforderlich: Für die numerische Auswertung der Normalenbedingung in
(2.11), für die Untersuchung der Identifizierbarkeit in (4.12) und für die Abschätzung der Ko-
varianz der Schätzparameter in (3.30).

Der Vektor der Fehler E ist das Resultat mehrerer Berechnungsteilschritte oder -blöcke, die
sequenziell oder auch in Schleifen erfolgen. So wird im ersten Schritt ein Pre-Processing, als
Aufbereitung der Eingangsdaten, ausgeführt. Daraus folgt ein Vektor ϑ̂pre neuer und in der
Regel größerer Dimension mit den von ϑ̂ abhängigen Parametern zur Systembeschreibung.
Im zweiten Schritt erfolgt die numerische Simulation mit dem Ergebnis der Zustandslösung
X̂(ϑ̂pre). Diese hat in ihrem Kern als weiteren Block die Lösung der Mehrkörpergleichungen.
Am Ende erfolgt die Bildung des Fehlervektors E(ϑ̂pre) im Rahmen des Post-Processings, wel-
ches eine beliebig definierbare Ergebnisaufbereitung sein kann. Diese Berechnungskette ent-
spricht einem typischen Ablauf in der Mehrkörpersystemanalyse [47], der Datenfluss ist in Ab-
bildung 3.6 dargestellt.

Processing
Pre-

Processing
Post-

Simulation
Numerischeϑ̂

E(X̂, ϑ̂pre)

ϑ̂pre X̂(ϑ̂pre)

Abbildung 3.6: Datenfluss in der Berechnungskette beim Vorhersagefehler E

Finite-Differenzen-Approximation

Die Finite-Differenzen-Approximation (FD-Approximation) bestimmt die Gradienten über
die Taylor-Reihenentwicklung [79]. Für eine Spalte j der Gradienten Φ ergibt sich in erster
Näherung

∂E

∂ϑ̂j

.
=
E(ϑ̂+ εFDej)− E(ϑ̂)

εFD
, (3.37)

=
E(.jϑ)− E(ϑ̂)

εFD
, .jϑ = ϑ̂+ εFDej ,
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mit ej ∈ R
nϑ dem j-ten Einheitsvektor. In dieser Arbeit bezeichnet (.jϑ) den j-ten diskret va-

riierten Vektor ϑ. Anstelle des Einheitsvektors kann auch eine beliebige andere, auf Eins nor-
mierte Richtung rj ∈ R

nϑ verwendet werden, wodurch sich eine Richtungsableitung ergibt. Der
Zähler von (3.37) ist also die Differenz zwischen dem Fehlervektor des nominellen System und
einem um εFD diskret in Richtung rj von ϑ̂ variierten System.

Die FD-Approximation kann sehr einfach implementiert werden. Es ist zur Effizienzsteigerung
auch möglich, die einzelnen Spalten der Gradientenmatrix parallel auf mehreren Rechnern zu
berechnen [28].

Analytisch oder teilanalytisch bestimmte Gradienten

Die Bestimmung von Gradienten mittels FD-Approximation führt, bedingt durch das inver-
tierte kleine Inkrement, zu einer Verstärkung der Fehler der dabei verwendeten Funktionsaus-
wertungen. Wählt man ein großes Inkrement, führt dies potenziell zu einem großen Nicht-
linearitätenfehler. Demgegenüber haben rein analytisch bestimmte Gradienten in der Regel
kleinere Fehler, die in der Größenordnung der Fehler von Funktionsauswertungen liegen. Eine
vollständige analytische Bestimmung der Gradienten für die gesamte Berechnungskette schei-
tert jedoch am zu großen Aufwand.

Es gibt allerdings Methoden, beispielsweise um die Gradienten ∂X̂/∂ϑ̂pre des Blocks der nu-
merischen Simulation in der Berechnungskette zu bestimmen, die teilweise analytisch sind.
Teilweise analytisch bedeutet, dass dabei sowohl analytische als auch FD-approximierte
Lösungsanteile verwendet werden. Eine solche Methode ist die Trajektorienvariation mit indi-
rekt festgehaltener Diskretisierung oder die interne Differentiation, bei der die Zeitintegration
synchron über alle variierten Systeme durchgeführt wird [6].

Eine andere Methode ist die Lösung der Sensitivitätsgleichungen,

d

dt

(
∂x

∂ϑ̂

)
=
∂f (x ,ϑ, u, t)

∂x

∂x

∂ϑ̂
+

∂f (x ,ϑ, u, t)

∂ϑ̂
, (3.38a)

0 =
∂g(x ,ϑ, u, t)

∂x

∂x

∂ϑ̂
+

∂g(x ,ϑ, u, t)

∂ϑ̂
, (3.38b)

mit den Anfangsbedingungen

(
∂x

∂ϑ̂

)

0

=
∂x0

∂ϑ̂
, (3.38c)

die die Ableitung des Systems (2.5) nach den Parametern unter Vertauschung der Differen-
tiationsreihenfolge (Satz von Schwarz [13]) darstellen. Da speziell der Block der numerischen
Integration zu einem großen Fehler bei der FD-Approximation führt [28], haben diese Metho-
den ein hohes Potenzial für eine Verbesserung.

Meist ist es bei den (teil-)analytisch bestimmten Gradienten des Zeitintegrationsblocks deut-
lich effizienter, alle benötigten Gradienten synchron zu ermitteln. Bei der Lösung von (3.38)
müssen so die Terme ∂f /∂x und ∂g/∂x für alle Einzelgradienten nur einmal bestimmt wer-
den. Bei der internen Differentiation [6], muss so die Jakobi-Matrix der Zeitintegration JBDF
(vgl. Abschn. 3.5) nur einmal für die nominelle Lösung ausgewertet werden.
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Notwendigkeit der Verknüpfung der beiden Methoden

Die Gradienten der Zustandslösung ∂X̂/∂ϑ̂pre stellen nur Teilgradienten in der gesamten Be-
rechnungskette nach Abbildung 3.6 dar. Da für den Rest der Berechnungskette keine analy-
tischen sondern nur FD-Approximationen als Gradient zur Verfügung stehen, müssen die ver-
schiedenen Arten der Gradientenauswertung in der Berechnungskette kombiniert werden. Die-
se Verknüpfung wird in dieser Arbeit hybride finit-analytische Gradientenbestimmung in Be-
rechnungsketten benannt.

Neben der bisher behandelten relativ einfachen Situation einer Berechnungskette mit drei
Blöcken sind allgemein Situationen möglich, in der die analytischen Gradienten Teil eines be-
liebigen Zusammenhangs von Berechnungsblöcken mit Schleifen und Verzweigungen sind. Für
diese allgemeinen Situationen soll eine Methode entwickelt werden, die die Verknüpfung von
analytischen Gradienten mit FD-approximierten Gradienten ermöglicht.

Schwierigkeiten ergeben sich bei der Verknüpfung vor allem dadurch, dass im Berechnungs-
programm die Ableitungen bei analytischen Gradienten in der Regel synchron und bei der FD-
Approximation sequenziell abgearbeitet werden. Verwendet man im Berechnungsablauf nach
Abbildung 3.6 beispielsweise einen analytischen Gradient der Zustandslösung ∂X̂/∂ϑ̂pre, so
müsste bis zu diesem Punkt bereits der gesamte FD-abgeleitete Block ‘Pre-Processing’ fertig
sein, damit alle notwendigen Richtungsableitungen bereit wären.

Zusätzlich ist neben numerischer Effizienz eine weitere Bedingung an die Methode, dass sie
sich möglichst leicht in das ursprüngliche Berechnungsprogramm integrieren lässt. Zwei Ver-
sionen des Berechnungsprogramms für die Gradienten und für die nominelle Lösung sollen aus
softwaretechnischen Gründen vermieden werden.

Berechnungsketten

Prinzipielle Zusammenhänge lassen sich am Beispiel der Mehrkörper-Analyse-
Berechnungskette aus Abbildung 3.6 darstellen. Die Gradienten ergeben sich analytisch über
die Kettenregel

Φ =
∂E

∂ϑ̂
=

∂E

∂X̂

∂X̂

∂ϑ̂pre

∂ϑ̂pre

∂ϑ̂
+

∂E

∂ϑ̂pre

∂ϑ̂pre

∂ϑ̂
. (3.39)

Bei der Variante ‘Analytische Berechnung’ dieses Zusammenhangs werden zuerst die
Teil-Gradienten ∂ϑ̂pre/∂ϑ̂, ∂X̂/∂ϑ̂pre, ∂E/∂X̂ und ∂E/∂ϑ̂pre berechnet und am Ende die
vollständigen Gradienten Φ der Berechnungskette über die Kettenregel zusammengesetzt.
Anstelle der Kettenregel können auch Richtungsableitungen, beispielsweise bei ∂X̂/∂ϑ̂pre
bezüglich der Richtung ∂ϑ̂pre/∂ϑ̂ gebildet werden. Dieses Verfahren ist meist wesentlich ef-
fizienter als die Verwendung der Kettenregel, da sich insbesondere bei einer großen Anzahl an
Zwischenvariablen die Anzahl der notwendigen Ableitungen bei den Zwischenblöcken sehr stark
reduzieren lässt.

Die Finite-Differenzen-Approximation einer Spalte j der Gradienten ergibt sich bei Verwendung
des in (3.37) definierten .-Symbols für die diskret variierten Systeme:

Φj
.
=
E
(
.jϑX̂ , .jϑϑ̂pre

)
− E(ϑ̂)

εFD
. (3.40)
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Die analytische Kettenregel in (3.39) korrespondiert mit der Kette von variierten Systemen
(FD-Kette) in (3.40). In der Kettenregel wird die Gradienteninformation über die Richtungs-
ableitungen weitergegeben, in der FD-Kette über die diskret variierten Systeme. In der Ketten-
regel muss die Richtungsableitung des jeweiligen Vorfolgersystems bei der Gradientenbildung
extra berücksichtigt werden, bei der FD-Kette wird diese implizit über die diskret variierten
Systeme mit berücksichtigt. Die Beschreibung durch Ableitungen und durch variierte Systeme
korrespondiert im Verlauf einer hybriden finit-analytischen Gradientenberechnung zueinander
und kann ineinander überführt werden:

∂X̂

∂ϑ̂j
←→ .jϑX̂ ,

∂ϑ̂pre

∂ϑ̂j
←→ .jϑϑ̂pre .

Verknüpfungsmethode

Ablauf von Berechnungsprogrammen

Prinzipiell führt jeder Programmablauf (auch mit vorhandenen Schleifen und Verzweigungen)
bei der Ausführung zu einer deterministischen, linearen Abfolge von Anweisungsblöcken. Diese
Abfolge ändert sich nur bei Vorhandensein von Verzweigungsblöcken. Bei der Bildung der Ab-
leitungen in einem Lösungspunkt muss die Stetigkeit der Lösung ohnehin vorausgesetzt wer-
den. Daher kann davon ausgegangen werden, dass sich die Abfolge für die Gradientenbildung
nicht in Abhängigkeit von den Ableitungsgrößen ändert.

An einem bestimmten Punkt der Berechnung ist in der Abfolge der Berechnungsblock an der
Reihe, für den ein (teil-)analytischer Gradient zur Verfügung steht. Dieser wird wie dargestellt
häufig synchron ausgewertet. Daher müssen im Allgemeinen die Richtungsableitungen im Pro-
grammablauf noch vor dem Beginn der Auswertung des analytischen Gradientenblocks be-
kannt sein, um eine Weiterberechnung zu ermöglichen. Für eine allgemeine Methode müssen
bis zu diesem Punkt also alle partiellen Ableitungen beziehungsweise diskret variierten Systeme
der vorausgehenden Berechnungsblöcke berechnet sein.

Das bedeutet, dass die Berechnungsabfolge im Hinblick auf die hybride finit-analytische Gradi-
entenbestimmung sequenzialisiert werden muss.

Abarbeiten der variierten Systeme

Um einen analytischen Gradienten mit dem FD-Gradienten eines existierenden Programm-
Codes zu verknüpfen, wird folgende Strategie angewendet: Die Anweisungen vor dem Punkt
des analytischen Gradienten werden zuerst für alle zu variierenden Systeme ausgeführt. Dazu
werden zu Beginn der Anweisungen immer die Systemvariablen eines variierten Systems ge-
laden und den entsprechenden Berechnungsfeldern zugewiesen, am Ende werden jeweils die
später benötigten, geänderten Systemvariablen ausgelesen und für das gerade variierte System
abgespeichert. Das Ganze wird in Schleifen über die Anzahl der zu ermittelnden Ableitungen
plus das nominelle System eingebettet. Danach werden gegebenenfalls die Richtungsableitun-
gen gebildet und die Methode zur Berechnung des analytischen Gradienten angewendet. Nach
Berechnung des analytischen Gradienten werden die entsprechenden Ergebnisse wieder auf dis-
kret variierte Systeme zurückgerechnet, abgespeichert und die restlichen Berechnungsschritte
wieder als Schleifen analog den vorfolgenden Schritten ausgeführt.
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Abbildung 3.7 zeigt die Implementierung der Schleifen im ursprünglichen Programmcode der
Berechnungskette. Sämtliche Berechnungsblöcke der Kette (dargestellt im rechten Teil des
Bildes) müssen in die beschriebenen Schleifen eingefasst werden. Dort wo der einzubettende
analytische Gradient berechnet werden kann, wird der Programmcode durch den analytischen
Gradienten ersetzt oder zu diesem verzweigt.

und alle variierten Systeme
Schleife über nominelles

analytisch
B2

FD
B3

FD
B1

der Systemvariablen
Laden/Zuweisen

der Systemvariablen
Speichern

Programm-Code
Ursprünglicher

des Systems ‘J’

des Systems ‘J’

Abbildung 3.7: Schleife für die Abarbeitung der Finite-Differenzen Gradienten

Die im linken Teil der Abbildung dargestellten Schleifen umgeben dabei jeweils einen Block der
ursprünglichen Kette von Programmanweisungen. In jedem Iterationsschritt der Schleife wird
dabei ein diskret variiertes System und in einem zusätzlichen Iterationsschritt das nominelle
System abgearbeitet. Zu Beginn der Schleife (im Weiteren auch als FD-Gradientenschleife be-
zeichnet) werden die Systemvariablen des zu behandelnden Systems geladen und zugewiesen,
die sich auf die folgenden Berechnungsschritte beziehen. Am Ende der Schleife werden nur die
resultierenden Systemvariablen gespeichert, die in den folgenden Berechnungsblöcken noch
benötigt werden. Das Auffinden der Systemvariablen eines Berechnungsblocks ist eine nichttri-
viale Aufgabe. Die Zahl dieser Systemvariablen ist häufig begrenzt. Bei der Zeitintegration be-
schränken sie sich beispielsweise auf die verhältnismäßig kleine Anzahl der Zustandsvariablen.
Im Fall der Beschreibung des Mehrkörper- und Berechnungsmodells (in (3.39) gekennzeich-
net durch ϑ̂pre) ist die Zahl der potenziell geänderten Variablen sehr hoch, die tatsächlichen
Zahl der Unterschiede zwischen den variierten Systemen häufig jedoch gering, was, wie in der
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späteren Anwendung gezeigt, zur besseren Speicherökonomie ausgenutzt werden kann.

Implementierungsschema

Die Verknüpfungsmethode führt praktisch auf eine Erweiterung des Programmcodes für die
ursprüngliche Berechnungskette mit den FD-Gradientenschleifen. Die Vorgehensweise dabei ist
zwar individuell unterschiedlich, lässt sich aber dennoch formalisieren in drei prinzipielle Schrit-
te:

Schritt 1: Blockaufteilung des Programms Das ursprüngliche Programm muss bezüglich
des analytischen Gradientenblocks sequenzialisiert werden. Die Anweisungen davor und
danach sind dazu in möglichst umfangreiche Blöcke zusammenzufassen, die später in
FD-Gradientenschleifen einzubetten sind. Zu berücksichtigen sind insbesondere Schlei-
fen und Verzweigungen im Programm, über deren Grenzen die Blöcke wegen der erfor-
derlichen Sequenzialisierung nicht hinausgehen dürfen. In Abbildung 3.8 ist die Situa-
tion bei einer Schleife dargestellt. Um den vorhandenen teilanalytischen Gradienten in
Block

”
B3“ geeignet einzubinden, sind bei der in diesem Beispiel vorhandenen Situation

zwei - gepunktet dargestellte - FD-Gradientenschleifen erforderlich.

FD
B1

Schleife

FD
B2

analytisch
B3

Abbildung 3.8: Hybride Berechnung von Gradienten bei Vorhandensein einer Schleife

Bei der Verarbeitung in FD-Gradientenschleifen werden gegebenenfalls auch Anweisungs-
blöcke ausgespart. Dies sind beispielsweise Steueranweisungen oder Anweisungen, die
sich auf Variablen beziehen, die unabhängig von den Ableitungsgrößen sind.

Schritt 2: Finden der Systemvariablen Im nächsten Schritt müssen, gegebenenfalls auch in
Zusammenhang mit dem Blockaufteilungsschritt, die Systemvariablen ermittelt werden,
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die für den jeweiligen Block Eingangs- und/oder Ausgangsgrößen sind. Bei der Abarbei-
tung der zu variierenden Systeme müssen die entsprechenden variierten Größen des je-
weiligen Systems vor der Berechnung geladen und an die entsprechenden Systemgrößen
im Block zugewiesen werden. Für die Mehrkörper-Berechnungskette aus Abbildung 3.6
sind dies die Größen:

Laden/Zuweisen Speichern

Block 1 .jϑϑ̂ .jϑϑ̂pre
Block 3 .jϑX̂ , .jϑϑ̂pre .jϑÊ

Schritt 3: Implementierung der Lade- und Speicherroutinen Die verschiedenen System-
größen müssen für die jeweils variierten Systeme einzeln geladen, zugewiesen und später
wieder abgespeichert werden. Dies erfordert die Implementierung von Routinen, die den
dafür erforderlichen Speicherplatz entsprechend der variablen Anzahl der Ableitungs-
größen flexibel und gleichzeitig effizient und speicherökonomisch bereitstellen.

Implementierung im Programmcode der ursprünglichen Berechnungskette Schritt
1-3 umfasst Planungs- und Implementierungsschritte, die noch keine Veränderung des ur-
sprünglichen Programmcodes zur Folge haben. Zur Umsetzung der Veränderungen sind
an den Stellen der Blöcke im ursprünglichen Programmcode die Anweisungen für die FD-
Gradientenschleifen gemäß Abbildung 3.7 einzusetzen. Dies wurde für die vorliegende Arbeit
händisch durchgeführt. Es ist jedoch auch möglich, dies in Verbindung mit Preprocessoran-
weisungen für den Compiler halbautomatisiert durchzuführen und so die Änderungen im Pro-
gramm auf ein Minimum zu reduzieren.

Im Anhang in Abschnitt B auf Seite 126 sind beispielhaft für die Implementierung einer FD-
Gradientenschleife die Veränderungen am ursprünglichen Programmcode dargestellt.

Eigenschaften der Methode

Die Methode ermöglicht die Einbindung von analytischen Gradienten in Berechnungsketten
mit wenig Veränderungen am ursprünglichen Programmcode der Berechnungskette. Die Vor-
gehensweise bei der Implementierung kann dabei formalisiert werden.

Die Programmcodes, die mit dieser Methode behandelt werden können, sind allgemeiner Na-
tur und nicht abhängig von speziellen Programmiersprachen, da jedes Programm vom Prinzip
her auf eine sequenzielle Abarbeitung von Berechnungsblöcken führt. Die Speicherbereiche der
Systemvariablen müssen nicht unbedingt global zur Verfügung stehen, da das Zuweisen und
Auslesen am Anfang und Ende der FD-Gradientenschleifen Größen betrifft, die auch für diese
Blöcke Ein- und Ausgangsgrößen sind und daher ohnehin sichtbar sein müssen.

Anwendung

Die Implementierungsstrategie wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit auf verschiedene
Teilprobleme angewendet, von den zwei beispielhaft dargestellt werden sollen.
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SIMPACK-Parametervariation

Das erste Beispiel betrifft die Einbettung eines teilanalytischen Gradienten der Zeitintegra-
tion in das Parameter-Variations-Analysemodul in SIMPACK. Dieses sehr allgemeine Modul
beinhaltet die gesamte Berechnungskette plus zusätzliche äußere Variationsschleifen über Sze-
narien oder Parameter. Abbildung 3.9 zeigt den Berechnungsablauf in vereinfachter Form und
verschiedene Blöcke, an denen zur Sequenzialisierung FD-Gradientenschleifen implementiert
wurden.

Parametern und Szenarien
Schleife zur Variation von

Processing
2. Post-

Simulation
Numerische

Processing
1. Post-

Processing
Pre-

FD-
Block 4

analytisch
Block 2

FD-
Block 3

FD-
Block 1

ϑ̂

∂X̂/∂ϑ̂ , .jϑX̂
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Abbildung 3.9: Hybride Berechnung von Gradienten im Modul SIMPACK-Parametervariation

Besonderheiten beim Laden/Zuweisen und Speichern der variierten Systeme ergeben sich im
Zusammenhang mit Block 1, dem Pre-Processing. Das Pre-Processing umfasst unter ande-
rem Linearisierungen, Umdefinitionen der Bezugssysteme, Datenaufbereitungen, arithmetische
Formeln und Zuweisungen allgemeiner Art sowie die Berechnung nomineller Gleichgewichts-
zustände oder -parameter [47]. In der Summe führt das Pre-Processing auf einen allgemeinen
Zusammenhang zwischen den Eingangsparametern ϑ̂ und dem wesentlich umfangreicheren
Vektor

ϑ̂pre = ϑ̂pre(ϑ̂) .
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ϑ̂pre umfasst sämtliche Parameter zur Beschreibung des Mehrkörpersystems, also Massenpa-
rameter, Geometrieparameter, Gelenkparameter, Kraftelementparameter, Wertetabellen und
so weiter. Bei der Variation eines Eingangsparameters ändert sich in der Regel nur eine kleine
Untermenge dieser Daten. Um eine höhere Effizienz der Lade- und Speicherfunktionen zu er-
reichen, werden für das jeweils variierte System nur die tatsächlich veränderten Daten einmal
bestimmt und abgespeichert. Unter den speziellen Voraussetzungen des Programms SIMPACK
konnte dies besonders effizient über direkte Speicherzugriffe mit Zeigern umgesetzt werden.
Die Vorgehensweise dabei entspricht dem Scannen der Mehrkörper-Beschreibungsdaten bei
der Methode des Symbolic Code in SIMPACK, bei der aus einem Mehrkörpermodell automa-
tisch symbolischer Programmcode erzeugt wird [47].

Auch der teilanalytische Gradient der numerischen Zeitintegration in Block 2 wurde durch die
Anwendung der Verknüpfungsmethode erzeugt. Dieses zweite Anwendungsbeispiel wird im fol-
genden Abschnitt behandelt. Als teilanalytischer Gradient kann an dieser Stelle aber auch ein
Programm zur Lösung der Sensitivitätsgleichungen eingesetzt werden [92]. Die dabei intern
benötigten Ableitungen ∂f /∂ϑ̂ und ∂g/∂ϑ̂ stellen wieder eine FD-Approximation dar, die mit
den variierten Systemen .jϑϑ̂pre ebenfalls hybrid finit-analytisch berechnet werden können.

Integrator ODASSL

Bei der Anwendung auf den Block der Zeitintegration ergibt sich eine abgeleitete Varian-
te des Programm-Codes SODASRT2. Diese Variante entspricht der internen Differentiati-
on. Diese Methode vermeidet numerische Fehler bei der FD-Approximation der Gradienten
im Zusammenhang mit der numerischen Integration. Die numerische Zeitintegration (3.36)
der Systemgleichungen verwendet für die gegebenen steifen differentiell-algebraischen Glei-
chungen (2.5) typischerweise eine Schrittweiten- und Ordnungssteuerung und auch varia-
ble Approximationen der Jakobi-Matrix der Lösung (vgl. Abschn. 3.5). Diese Verfahrensele-
mente müssen zwar eigentlich als Teil der Lösung mit differenziert werden, hängen jedoch
nicht-stetig von den Systemgrößen ab. Da bei Unstetigkeiten der Gradient nicht definiert
ist, muss die Schrittweiten- und Ordnungs-Steuerung bei der FD-Approximation nach (3.37)
unberücksichtigt bleiben [28]. Dieses wird am einfachsten erreicht, indem das nominelle und
sämtliche für die FD-Approximation zu variierenden Systeme in jedem Zeitschritt mit der glei-
chen Schrittweite, Ordnung und Jakobi-Matrix der Integration, das heißt synchron, integriert
werden.

Um dies umzusetzen, wird der Integrator blockweise so aufgeteilt, dass die Anweisungen
zur Integratorsteuerung nur für das nominelle System ausgeführt werden. Dazu gehört die
Steuerung der Korrektoriteration, die Neubestimmung der Schrittweite und Ordnung und die
Aktualisierung der Jakobi-Matrix der Zeitintegration. Zwischen diesen Blöcken werden FD-
Gradientenschleifen angelegt. Im Anhang in Abschnitt B, auf Seite 126 ist beispielhaft für die
die Routine ddatrp des Integrators ODASSL gezeigt, wie diese Implementierung konkret im
Programmcode aussieht.

Ergebnis

Bei der Parameteridentifikation aller bisher behandelten Anwendungen ergibt sich bei Verwen-
dung der Gradientenbildung mittels der synchron integrierten Trajektorien im Durchschnitt

2Entspricht dem Programm ODASSL [75, 76], mit verschiedenen, geringfügigen Anpassungen für SIMPACK
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eine deutlich verbesserte Konvergenz des Verfahrens im Vergleich zur Gradientenbildung mit
reiner FD-Approximation nach (3.37). Dies hängt damit zusammen, dass die Suchrichtung
des Optimierungsverfahrens aus dem Gradienten bestimmt wird. Ein verbesserter Gradient
ermöglicht eine genauere Bestimmung der Suchrichtung und damit eine schnellere Konvergenz
des nichtlinearen Optimierungsverfahrens.

Ein quantifizierender Vergleich zwischen den unterschiedlichen Arten der Gradientenbestim-
mung bei der Fahrdynamiksimulation ist verhältnismäßig schwierig durchzuführen. Die Er-
gebnisse hängen nämlich stark von der jeweiligen Anwendung, den gewählten Fehlertoleran-
zen für die Zeitintegration εTOL und den gewählten Inkrementen der Finiten-Differenzen-
Approximation εFD ab. In Abbildung 3.10 sind als ein spezieller Vergleich normierte Funktional-
werte über den Identifikationsschritten bei einem Beispiel mit sechs Identifikationsparametern
dargestellt. Der hybride finit-analytisch berechnete Gradient basiert auf der oben dargestellten
Technik der internen Differentiation. Das spezielle Beispiel beinhaltet die Identifikation an ei-
nem einzelnen Drehgestell als Teilmodell des als Basisbeispiel verwendeten Testfahrzeugs. In
diesem Beispiel wurden die Identifikationsdaten

”
künstlich“ durch Simulation erzeugt, wobei

als Anregung ein seitlicher Positionssprung der Radsätze verwendet wurde. Das Beispiel zeigt,
dass die interne Differentiation zu einer besseren Konvergenz der Identifikation führt. Die
Funktionalwerte V liegen hier durchgängig unter den entsprechenden der FD-Approximation.
Eine Erhöhung der Genauigkeitsforderung bei der Zeitintegration εTOL führt in diesem Beispiel
bei der internen Differentiation zu einer Verbesserung und bei der FD-Approximation sogar zu
einer Verschlechterung der Konvergenz.
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Abbildung 3.10: Normierte Funktionalwerte skaliert auf Startwert über den Iterationsschritten
der Identifikation bei εFD = 5.e-3 .
◦ – FD-Approximation, εTOL = 1e-4 . � – FD-Approximation, εTOL = 1e-5 .
4 – interne Differentiation, εTOL = 1e-4 . 3 – interne Differentiation, εTOL = 1e-5.
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Kapitel 4

Weitere Elemente des Gesamtverfahrens

4.1 Fehlerfilterung und Fokussierung der Identifikation

Der verwendete Schätzalgorithmus nach Abschnitt 3.2 setzt voraus, dass Störungen nur am
Prozessausgang als Ausgangsstörungen Da(Wa) vorhanden sind. In den einzelnen Iterations-
schritten der Systemidentifikation, in denen das Modell immer wieder verbessert werden muss,
ist jedoch mit Modellstrukturfehlern zu rechnen, die sich wie Störungen äußern.

Daraus ergibt sich in den einzelnen Iterationsschritten die Notwendigkeit einer Fehlerbeseiti-
gung oder zumindest einer Reduktion. Dieses ist mit einer Fehlerfilterung möglich. Im Folgen-
den wird die Wirkungsweise einer solchen Filterung im Identifikationsprozess aufgezeigt, ein
allgemeiner Beweis für den Erfolg dieses Vorgehens ist allerdings im gegebenen nichtlinearen
Fall nur schwierig zu führen und kann deshalb nicht angegeben werden. Für die vorliegende
Anwendung kann jedoch anhand der Simulations- und Versuchsdaten die Verbesserung der
Schätzung durch die hier vorgeschlagene Vorgehensweise nachgewiesen werden.

Neben der Fehlerunterdrückung hat die Fehlerfilterung den Aspekt einer gezielten Fokussie-
rung der Identifikation auf bestimmte Frequenzbereiche. Im Zusammenhang mit dieser Ei-
genschaft ergibt sich für die Systemidentifikation ein schrittweises Vorgehen. Dabei wird die
Systemstruktur zunächst in einem engen Frequenzfokus identifiziert, der nach Beseitigung der
wesentlichen Strukturfehler der Modellierung schrittweise erweitert wird.

4.1.1 Prinzip der Fehlerfilterung

Innerhalb der Parameteridentifikationsläufe der Modelliteration ist bei Modellfehlern folgende
allgemeine Fehlersituation als Kombination von (3.4) und (3.6) gegeben:

E = Ỹ − Ŷ (ϑ̂) = Y − Y (ϑ̂)−Dm(ϑ̂) +Da(Wa) .

Durch die Modell- beziehungsweise Modellstrukturfehler Dm(ϑ̂) ergeben sich verschiedene
Probleme. Die Schätzwerte ϑ̂ der Parameter sind potenziell biasbehaftet (s. Abschn. 3.3).
Des Weiteren ist zur Bestimmung der Kovarianz der Schätzwerte Cov ϑ̂ die Bestimmung der
Kovarianz des Ausgangsrauschens erforderlich. Da diese über den Fehlervektor E bestimmt
wird, führt ein vorhandener Modellfehler Dm(ϑ̂) zu einem fehlerhaften Ergebnis – die Kovari-
anz wird zu hoch geschätzt [30].
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Zur Verminderung der Probleme im Zusammenhang mit Modellstrukturfehlern wird eine linea-
re Vorfilterung des Fehlers entsprechend [30] eingesetzt:

Ef = F E .

Die Vorfilterung (vor dem eigentlichen Identifikationsprozess) wird als Tiefpassfilterung oh-
ne spezielles Fehlermodell angesetzt. Die Aspekte der Maximum-Likelihood-Schätzung wer-
den zunächst nicht betrachtet. Wesentlich ist, dass eine solche Filterung, wie bereits in Ab-
schnitt 3.3 gezeigt wurde, beim Ausgangsfehler keine Änderung des asymptotischen Erwar-
tungswertes bewirkt, vorausgesetzt die Vorfilter sind stabil. Die Parameterschätzung konver-
giert also auch bei einer stabilen Filterung gegen die wahren Parameter.

Die Vorfilterung hat nach [29] zwei Aspekte. Zum einen dient sie zur Unterdrückung von
Störungen, zum anderen können Frequenzbereiche unterschiedlich gewichtet werden. Die Un-
terdrückung von Störungen korrespondiert mit dem Ziel der varianzoptimalen Schätzung, der
Frequenzgewichtungsaspekt hängt mit der Biasverteilung über die Frequenzbereiche des Mo-
dells zusammen [29].

Zunächst wird der Aspekt der Unterdrückung von Störungen - hier gegeben durch die Mo-
dellstrukturfehler - betrachtet. Bedingt durch vernachlässigte höherfrequente Dynamik und
durch die Erscheinungen der Superharmonischen bei Nichtlinearitäten dominieren die Mo-
dellstrukturfehler in der Regel im höherfrequenten Bereich der Systeme. Setzt man für ein
gegebenes Identifikationsproblem voraus, dass sich die Modellstrukturfehler Dm(ϑ̂) auf die
höherfrequente Dynamik in den Messsignalen beziehen, können sie durch lineare Tiefpassfil-
ter F als Vorfilter unterdrückt werden (F Dm ≈ 0):

Ef = F E ≈ F
(
Y − Y (ϑ̂)

)
+ F Da(Wa) , F ∈ R

nknm×nknm . (4.1)

Ein ideales Tiefpassfilter unterdrückt die Signalanteile jenseits seiner Eckfrequenz vollständig.
Sind die Modellfehler alle in diesem Stoppband enthalten, sind sie im gefilterten Signal nicht
mehr vorhanden. In Abbildung 4.1 ist der Amplitudengang des Übertragungsverhaltens eines
solchen idealen Filters dargestellt. Unterhalb der Eckfrequenz bleiben die Frequenzanteile des
Signals unverändert, oberhalb der Eckfrequenz werden sie vollständig unterdrückt. Mit dem
linearen Filtertyp, der zur Vorfilterung eingesetzt werden soll, ist das Verhalten des idealen
Bandpassfilters nur näherungsweise zu erreichen, es kann jedoch davon ausgegangen werden,
dass bei geeigneter Auslegung des Filters die Frequenzanteile im Stoppband im Wesentlichen
unterdrückt werden.

Eckfrequenz fT

|Af |
|A|

0

1

f

Durchlassband Stoppband

Abbildung 4.1: Amplitudengang eines idealen Tiefpassfilters

Bei nichtlinearen Systemen wirken sich die höherfrequenten Anteile im System im Allgemeinen
auch im niederfrequenten Bereich aus. Damit ist die Voraussetzung der reinen Beschränkung
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von Modellfehlern auf diesen Frequenzbereich nicht gegeben und die Modellstrukturfehler
können selbst durch ein ideales Tiefpassfilter nicht vollständig aus dem Signal herausgefil-
tert werden. Dennoch ist davon auszugehen, dass viele Modellstrukturfehler sich stärker im
höherfrequenten Anteil des Signals auswirken und somit zumindest reduziert werden können.

Der zweite Aspekt der Vorfilterung ist die unterschiedliche Gewichtung von Frequenzberei-
chen. Auch dies wird im Amplitudendiagramm des idealen Tiefpassfilters nach Abbildung 4.1
ersichtlich. Die niedrigen Frequenzen im Durchlassband werden mit Eins gewichtet, die
höheren Frequenzen im Stoppband mit Null. Die Vorfilterung mit einem Tiefpassfilter führt
dazu, dass zunächst für die Schätzung nur die Modellteile im niederfrequenten Bereich re-
levant sind. Damit wird die Komplexität der Identifikationsaufgabe reduziert. Man muss zur
Modellstrukturidentifikation zunächst eine geringere Menge an Parametern und Modellfeh-
lern identifizieren, als es bei Betrachtung des gesamten Frequenzbereichs erforderlich wäre.
Falls der durch die Vorfilterung fokussierte Frequenzbereich durch Iterationen der Modell-
struktur schließlich annähernd erschöpfend identifiziert ist, verschwindet auch der Modellfeh-
ler in diesem Frequenzbereich. Danach können dann im Rahmen einer schrittweise Fehlerfil-
terung, höhere Frequenzen der Messung beziehungsweise des zu identifizierenden Systems
berücksichtigt werden. Dieses Vorgehen entspricht intuitiv dem Vorgehen, das üblicherweise
bei der Systemmodellierung angewendet wird. Zunächst wird dabei ein Modell niedriger Ord-
nung aufgestellt. Erst nachdem dieses für niedrige Frequenzen validiert ist, werden je nach
Bedarf noch weitere Freiheitsgrade berücksichtigt. Das Vorgehen der Fokussierung auf einen
niedrigen Frequenzbereich hat sich in der bisherigen Praxis des hier vorgestellten Gesamtver-
fahrens sehr bewährt (vgl. Abschn. 5.2.3).

In der Anwendung konnte bei Verwendung der Vorfilterung mit Tiefpassfilter auch ein stark
verbessertes Konvergenzverhalten der nichtlinearen Minimierung des Fehlerfunktionals beob-
achtet werden (vgl. Abschn. 4.1.5). Bei Betrachtung der Funktionaloberfläche für verschiede-
ne Eckfrequenzen fT kann festgestellt werden, dass diese bei größerer Eckfrequenz fT welliger
ist (vgl. Abschn. 4.1.5). Diese praktischen Befunde können folgendermaßen gedeutet werden:
Die genutzte Information im Messsignal wird durch die Filterung reduziert (vgl. Abschn. 2.5).
In diesem Zusammenhang kann sich auch die Welligkeit des Funktionals reduzieren. Damit
ergibt sich bei der Minimierung des Funktionals ein Globalisierungseffekt, das heißt, die Kon-
vergenz zu lokalen Minima wird vermieden. Dieser Globalisierungseffekt kann auch bei der Ver-
wendung von kürzeren Messabschnitten beobachtet werden [93].

Zusammengefasst ergeben sich durch die Vorfilterung mit Tiefpassfilter bei Modellfehlern im
höherfrequenten Bereich folgende nützliche Effekte:

• Verminderung des Schätzbias,

• Verbesserte Bestimmung der Kovarianz des Ausgangsrauschens,

• Globalisierung des nicht-konvexen Optimierungsproblems durch Reduktion der Informati-
onsmenge,

• Reduktion der Komplexität des Identifikationsproblems durch schrittweise Fehlerfilte-
rung.

Auch wenn die Elimination des Modellfehlers durch das Filter nicht vollständig gelingt, wird
die Problematik der durch die Modellfehler verursachten Nicht-Konsistenz der Schätzwerte re-
duziert. Eine Filterung des Fehlers bewirkt nach den Ausführungen in Abschnitt 3.3 (dort als
beliebige lineare Transformation SE) keine Verzerrung (Bias) der Schätzwerte, der Bias aus
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dem Modellfehler wird mit dem Modellfehler unterdrückt. Des Weiteren kann mit dem Mo-
dellfehler auch der Fehler bei der Kovarianzbestimmung des Ausgangsrauschens unterdrückt
werden. Die Kovarianzbestimmung erfolgt allerdings gegenüber der Variante ohne Vorfilterung
in veränderter Form (vgl. Abschn. 4.1.4).

4.1.2 Realisierung der Vorfilterung

Die geforderte Filtereigenschaft ist eine aus der Filterung resultierende Bandbegrenzung der
Signale. Da bezüglich der Zusammenhänge zwischen den Messkanälen keine Anforderung for-
muliert ist, wird die Filterung kanalweise identisch durchgeführt. Eine ideale, jedoch praktisch
nicht realisierbare Umsetzung der Bandbegrenzung wäre ein Filter, das für die Frequenzkom-
ponenten jenseits der Begrenzungsfrequenz kein Signal mehr liefert, während die anderen Fre-
quenzinhalte unverändert bleiben. Nicht ideal, jedoch rechnerisch effizient und in numerischer
Hinsicht machbar ist die Umsetzung mit IIR-Filtern (IIR - Infinite Impulse Response). Diese
Filter werden als diskrete, rekursive Filter realisiert. Der Entwurf erfolgt auf Basis einer dis-
kreten Realisierung eines kontinuierlichen Filterprototypen. Der Filterprototyp

”
Butterworth“

ist für die Vorfilterung gut geeignet, da der Amplitudengang bei diesem Typ stetig fallend
ist [94, 3].

Die Tiefpassfilterung führt neben einer Änderung im Amplitudengang zu einer Änderung der
Phase. Diese ist zwar bedeutungslos, da sie letztlich zu keiner Änderung des Funktionals
nach (3.20) führt. Um jedoch bei grafischen Ausgaben die gefilterten und ungefilterten Si-
gnale besser vergleichen zu können, werden die Kanäle nach der Vorwärtsfilterung mit dem
gleichen Filter nochmals rückwärts gefiltert, wodurch der Amplitudengang quadriert und die
Phasenänderung zu Null wird [94]. Man erhält also im Ergebnis eine reine Glättung der Signa-
le.

Da die Filterung kanalweise identisch durchgeführt wird, genügt es, die folgenden Betrach-
tungen auf einen einzelnen Messkanal zu beschränken. Der Fehlervektor an einem Einzelkanal
e i beinhaltet die Messungen an einer Messstelle i zu allen Messzeitpunkten k . Es ergibt sich
folgender Zusammenhang zwischen gefilterten und ungefilterten Daten:

e if = F c e i , e i , e if ∈ R
nk , F c ∈ Rnk×nk .

Die Filtermatrix F c für den einzelnen Messkanal ist für alle anderen Kanäle identisch und bein-
haltet die auf einen einzelnen Kanal bezogenen Elemente der Filtermatrix F für den Gesamt-
fehlervektor E. Die einzelnen Zeilen der linken unteren Dreiecksmatrix F c sind mit den Ele-
menten der diskreten Impulsantwort h des Tiefpassfilters folgendermaßen besetzt:

F c =




h(0) 0
h(1) h(0)
...

...
. . .

h(nk) h(nk − 1) · · · h(0)



. (4.2)

Diese Anordnung spiegelt wider, dass sich die gefilterten Werte als Faltung der Impulsantwort
mit den zu filternden Werten ergeben.

Für die Auslegung eines Butterworth-Filters, das den Frequenzbereich auf das Intervall bis
5 Hz begrenzen soll, wird in der Anwendung beispielsweise folgende Vorgabe gewählt:
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Eckfrequenz Durchlassband: 5 Hz

Eckfrequenz Stopp-Band: 7 Hz

Maximaler zulässiger Frequenzabfall

im Durchlassband: 2 dB

Minimale Dämpfung im Stopp-Band: 20 dB

Für diese spezielle Vorgabe ergibt sich ein Filter 8. Ordnung, dessen Amplitudengang und
diskrete Impulsantwort in Abbildung 4.2 dargestellt sind. Der Verlauf der Impulsantwort ent-
spricht dabei den Elementen in der Filter-Matrix in Gleichung (4.2). Eine weitere Abbil-
dung 4.3 veranschaulicht die Wirkung des Filters auf ein normiertes gaußverteiltes weißes
Rauschsignal. Die dünne Linie entspricht dem realisierten, weißen Rauschsignal, die dicke der
Filterung dieses Signals.
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Abbildung 4.2: Amplitudengang und Impulsantwort eines Vorfilters
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Abbildung 4.3: Vorfilterung bei weißem, gaußverteilten Rauschsignal

Wesentlich für die spätere Ermittlung der Kovarianz des Ausgangsrauschens ist die Kovarianz-
funktion des Filters, die sich als Kovarianz zwischen den einzelnen Signalwerten bei Filterung
von normiertem mittelwertfreien weißen Rauschen ergibt. Tritt die Ausgangsstörung d ia,w,f in
einem Messkanal i als solches weißes Rauschen auf, so ergibt sich die Kovarianz des gefilter-
ten weißen Rauschens in diesem Kanal als

Cov d ia,w,f = F c Cov(d ia,w)F
cT = F c F cT ,

das heißt, die Elemente der resultierenden Matrix ergeben sich aus der Faltung der Impulsant-
wort des Filters mit sich selbst.

Abbildung 4.4 zeigt die diskrete Kovarianzfunktion

Cov h(κ) = Cov h(k)h(k − κ)
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des Filters nach obiger, beispielhafter Auslegung unter Berücksichtigung der Vorwärts-/Rück-
wärtsfilterung. Die Zeilen von Cov d ia,f = F

cF cT sind mit dieser Funktion so besetzt, dass –
jeweils elementweise verschoben – der Wert Cov h(κ = 0) auf der Hauptdiagonale liegt.
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Abbildung 4.4: Korrelation im Vorfilter bei Vorwärts- Rückwärtsfilterung

4.1.3 Vorfilter und Maximum-Likelihood-Schätzung

In Abschnitt 3.2 wurde ausgeführt, dass sich die Maximum-Likelihood-Schätzung auf einen
Fehlervektor bezieht, der auf ein weißes Rauschen zurückgeführt ist. Damit ergeben sich Pro-
bleme bei der Behandlung der Vorfilterung im Rahmen der angestrebten Maximum-Likelihood-
Schätzung. Diese macht aus dem als nicht-korreliert angenommenen, weißen Ausgangsrau-
schen ein korreliertes,

”
farbiges“ Ausgangsrauschen. Eine konsequente Behandlung im Rah-

men des Maximum-Likelihood Konzepts führt dazu, dass die gefilterten Kanäle e if wieder mit
der inversen Filtermatrix (F c)

−1
zu
”
entfalten“ sind. Damit wird allerdings die Filterung durch

das zu verwendende Funktional wieder rückgängig gemacht [29].

Die Frage ist also, wie die Maximum-Likelihood-Schätzung im Zusammenhang mit der Vor-
filterung anzuwenden ist. Die Lösung bietet der oben angeführte Aspekt der Vorfilterung als
Frequenzgewichtung. Die Modellfehler sind vom Prinzip her unbekannt und werden im Bereich
höherer Frequenzen vermutet. Entsprechend wird für die Fehleranteile im Bereich höherer Fre-
quenzen eine Gleichverteilung angenommen. Die Likelihood-Funktion wird damit unabhängig
von den hochfrequenten Modellstrukturfehlern angesetzt. Bei der Bildung der Wahrscheinlich-
keitsdichte p(E) führt dies dazu (vgl. Abschn. 3.2), dass die Fehler in höheren Frequenzen mit
Null zu gewichten sind. Dieses wird durch eine Vorfilterung mit Tiefpassfiltern näherungsweise
erreicht. Das bedeutet, dass die Vorfilterung bei der Bildung des Funktionals nach (3.20) ein-
fach als zusätzliche, nachgeschaltete Gewichtungsmatrix implementiert werden kann, bezie-
hungsweise anstelle des Fehlervektor einfach der gefilterte Fehlervektor in (3.20b) eingesetzt
werden kann, so dass (3.20b) zu

Qf (E
?,E?) = E?f

T
(
Ĉ?E

)−1
E?f (4.3a)

= E?TF cT
(
Ĉ?E

)−1
F cE? (4.3b)

wird. Das in dieser Art gebildete Schätzkriterium berücksichtigt dann die Kovarianz der Ein-
gangsstörung Da plus eine gedachte überlagerte Störung im Bereich höherer Frequenzen, die
komplementär zum verwendeten Tiefpassfilter ist. Die zu schätzende Fehlerkovarianz Ĉ?E muss
sich jedoch wie im ungefilterten Fall auf die Kovarianz des ursprünglichen, als weiß betrachte-
ten, stochastischen Ausgangsrauschens beziehen.



4.1 Fehlerfilterung und Fokussierung der Identifikation 73

4.1.4 Kovarianz-Schätzung bei der Vorfilterung

Die Schätzung der Kovarianz des Ausgangsrauschens CovDa hat zweierlei Bedeutung. Zum
einen ist sie zur Bestimmung der Gewichtsfaktoren der Schätzkriterien nach (3.20b) bezie-
hungsweise (4.3b) erforderlich, zum anderen wird sie bei der Bestimmung der Kovarianz der
Schätzparameter nach Gleichung (3.30) benötigt. Im Zusammenhang mit der Vorfilterung ist
es möglich, die Schätzung der Kovarianz der Ausgangsstörung gegenüber der ungefilterten Si-
tuation entscheidend zu verbessern. Unter der Annahme, dass die Modellstrukturfehler durch
das Vorfilter vollständig ausgeblendet werden können, ist bei weißem Ausgangsrauschen eine
konsistente Schätzung der Störvarianzen aus dem gefilterten Fehlervektor Ef möglich. In den
entsprechenden Formeln muss allerdings berücksichtigt werden, dass der Anteil des Ausgangs-
signals im Fehlervektor nach (4.1) ebenfalls einer Filterung unterworfen wird und sich damit
die Korrelation im gefilterten Signal ändert.

Aus der Voraussetzung, dass die Modellfehler vollständig durch das Vorfilter ausgeblendet
werden, ist (4.1) exakt erfüllt. Aus Gleichung (4.1) ist auch ersichtlich, dass dabei neben
der direkt auf den Fehlervektor einwirkenden Ausgangsstörung auch der Streuanteil beim
Schätzparameter-Vektor ϑ̂ eine Rolle spielt. Bei einer linearen Entwicklung um die Lösung ϑ̂?

entsprechend Abschnitt 3.4 ergibt sich:

δEf = F

(
δDa +

∂E?

∂ϑ̂
δϑ̂

)

= F
(
δDa + Φ

? δϑ̂
)

mit

δEf = Ef − E
?
f .

Unter Verwendung von Gleichung (3.28) und (3.29) ergibt sich:

δEf = F
(
I + Φ? Ξ?−1 Φ?TF TF

)
δDa .

Im asymptotischen Fall nk → ∞ kann nach den Bemerkungen in Abschnitt 3.4 vorausgesetzt
werden, dass die Varianz des Parameter-Vektors hinreichend klein ist. Es gilt also insgesamt:

Ef = F

(
I + Φ

(
ΦTF TFΦ

)−1
ΦTF TF

)
Da , nk →∞ . (4.4)

Damit kann ein Zusammenhang zwischen der Kovarianz des Ausgangsfehlers und der Kova-
rianz des Messrauschens ermittelt werden. Die Ausgangsstörungen Da werden als weiß und
kanalweise nichtkorreliert angenommen. An den Einzelkanälen ist die jeweils mittelwertfreie
Störung durch die jeweilige Varianz αi gekennzeichnet, so dass Cov d

i
a = αiI. Dabei wurde die

Schreibweise für Einzelkanäle aus Abschnitt 4.1.2 verwendet. Für einen einzelnen Messkanal i
ergibt sich:

e if = F c
(
I + Φi

(
ΦTF TFΦ

)−1
Φi
T
F cTF c

)

︸ ︷︷ ︸
=Z i

d ia , nk →∞ .

Bildet man die Quadratsumme aller Fehler für einen Messkanal, so erhält man:

e if
T
e if = Spur e if e

i
f

T
= SpurZ id iad

i
a

T
Z i
T
= SpurZ i

T
Z id iad

i
a

T
,
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bei Anwendung von SpurAB = SpurBA. Der Erwartungswert dieser Quadratsumme ist:

Erw e if
T
e if = Erw SpurZ i

T
Z id iad

i
a

T
= SpurZ i

T
Z i Cov d ia

= αi SpurZ
i TZ i

Eine erwartungstreue Schätzung für die Varianz α̂i ergibt sich folglich durch den Zusammen-
hang:

α̂i =
e if
T
e if

SpurZ i
T
Z i

. (4.5)

Der Term SpurZ i
T
Z i in (4.5) kann für den Fall keiner Filterung F c = I und nur einer Mess-

stelle (nm = 1) stark vereinfacht werden [30]:

SpurZ i
T
Z i = Spur I(nk) − SpurΦi

T
Φi
(
Φi
T
Φi
)−1

= nk − nϑ .

Der Anteil nϑ ist dabei der Streuung der Schätzparameter zuzuordnen beziehungsweise dem
rechten Summand in der Klammer in (4.4). Falls nϑ � nk ist dieser Anteil vernachlässigbar.
Wird dieser Anteil auch im allgemeinen Fall vernachlässigt, so erhält man als Schätzgleichung
für die Varianz der Ausgangsstörung in einem Kanal

α̂i = e if
T
e if

1

Spur F cTF c
. (4.6)

Der Term Spur F cTF c ergibt sich aus der Quadratsumme der diskreten Impulsantwort (s.
Gleichung (4.2)):

Spur F cTF c = nk

∞∑

κ=1

h(κ)2 . (4.7)

4.1.5 Anwendungsbeispiel

Das Vorfilter führt beim Basisbeispiel (s. Abschn. 1.3) zu einer verbesserten Konvergenz
des Verfahrens und zu besseren Schätzungen hinsichtlich der Konsistenz. Diese Effekte las-
sen sich durch den Vergleich von senkrechten Schnitten durch die Funktionalhyperfläche
V (ϑ̂) bei Bandpass-Filterung mit verschiedenen Eckfrequenzen belegen. In Abbildung 4.5
sind diese Schnitte für die verschiedenen Parametertypen, dem Laufkreisabstand lkab 3, den
Dämpferparameter VDRma und die Pendel-Quersteifigkeit cypend dargestellt. Nähere Details
zu diesen Parametern, ihren Definitionsbereichen und den identifizierten Minima finden sich
in den Tabellen 5.1, Seite 97 und 5.3, Seite 107. Die Funktionalschnitte gehen jeweils durch
das identifizierte Optimum, welches deutlich als Minimalwert der Kurve erkennbar ist. In der
oberen Reihe sind die Kurven für die Bandpass-Filterung mit der Eckfrequenz 5 Hz im unteren
Diagramm für 20 Hz dargestellt. Die Parameter sind normiert über ihren gesamten Definiti-
onsbereich aufgetragen. Unter der Voraussetzung einer genügend hohen Anzahl an Messzeit-
punkten kann angenommen werden, dass die in den Kurven dargestellten Minima den Erwar-
tungswerten der Schätzung entsprechen.

Die Kurven unterstützen zum einen die These, dass die Vorfilterung zu einer Verringerung
des Schätzbias führen kann. Im Vergleich zwischen den weniger und den stärker gefilterten
Varianten oben und unten in der Abbildung fällt auf, dass sich das Minimum der Kurven in
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Abbildung 4.5: Schnitt durch die Funktionalhyperfläche V (ϑ̂) für verschiedene Identifikations-
parameter. Oben stärker, unten weniger stark gefiltert.

Parameter-Richtung zum Teil deutlich verschiebt. Es ist also festzustellen, dass der Erwar-
tungswert der Schätzung im gegebenen Beispiel von der Filterung abhängt. In Abschnitt 4.1.1
wurde theoretisch gezeigt, dass ein Schätzbias bei der Ausgangsfehlerschätzung in Abwesen-
heit von Prozessstörungen nur bei vorhandenen Modellfehlern auftritt. Zusätzlich wurde ge-
zeigt, dass eine Filterung bei der Ausgangsfehlerschätzung keinen Bias erzeugt. Der Bias kann
also durch die Filterung und die damit einhergehende Reduktion der Modellstrukturfehler nur
verringert werden. Da die stärkere Filterung mehr Information aus dem System herausnimmt,
liegt es nahe, dass die Änderung der Schätzung zwischen oben und unten mit der damit ein-
hergehenden Reduktion von Modellfehlern zusammenhängt. Das bedeutet, dass der Schätz-
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Bias aus den Modellfehlern im gegebenen Beispiel durch die Vorfilterung teilweise deutlich re-
duziert werden kann. Solange sich die zu identifizierenden Parameter im Wesentlichen auf den
niederfrequenten Bereich beziehen, leidet auch die Schätzgenauigkeit der Parameter nicht we-
sentlich unter einer solchen Filterung.

Die Kurven in Abbildung 4.5 unterstützen auch die These, dass durch die Filterung eine Glo-
balisierung möglich ist. Dieser Effekt ist zwar nur schwach erkennbar, bei genauem Hinsehen
bemerkt man aber bei der letzten Kurve in der unteren Reihe eine Welligkeit des Funktionals,
die bei der oberen auf der Vorfilterung basierenden Kurve nicht vorhanden ist. Die Welligkeit
führt potenziell auf Gradienten, die nicht in Richtung des globalen Minimums zeigen, und ver-
schlechtert die Konvergenz der Schätzung.

Schließlich lassen die Diagramme in Abbildung 4.5 erkennen, dass die Tiefe der Minima im
Verhältnis zum skalierten Wert des Funktionals bei der stärkeren Filterung größer ist. Dies
hängt damit zusammen, dass auch der auf den jeweils dargestellten Parameter bezogene Feh-
leranteil bei der stärker gefilterten Variante größer ist, was sich wiederum in der Identifikation
günstig auswirkt.

4.2 Identifizierbarkeit

Die Identifizierbarkeit ist Voraussetzung zur erfolgreichen Bestimmung von Parametern auf
Basis von Identifikationsmethoden. Sie kann bereits im Vorfeld einer Versuchsreihe aufgrund
der Modelleigenschaften geklärt werden. Aus der Identifizierbarkeitsanalyse können daher auch
Informationen für die Versuchsplanung gewonnen werden.

Die Identifizierbarkeit ist eng mit der Analyse der Verteilung der geschätzten Parameter ver-
bunden. Die bisherigen Herleitungen in dieser Arbeit setzen die Parameter-Identifizierbarkeit
voraus. Falls diese nicht oder nur in geringem Maß gegeben ist, treten numerische Probleme
bei der Matrix-Invertierung im Rahmen der Lösung der Normalengleichung (2.11) und auch
der Bestimmung der Schätzkovarianz (3.30) auf. Da aber teilweise Nicht-Identifizierbarkeit
einzelner Parameter im Gesamtverfahren zugelassen sein soll, ist eine spezielle methodische
Behandlung erforderlich.

Im Kontext der Fahrzeugdynamik greifen einzelne Arbeiten diese Problemstellung auf. In [11]
wird dazu die Kondition der Informationsmatrix in Abhängigkeit von der Hinzunahme einzel-
ner auf Einzelparameter bezogener Spalten der Matrix überprüft. Die in [10] vorgestellte Me-
thode verwendet eine orthogonale Zerlegung und spezielle weitere algebraische Permutationen
und Transformationen, um die singulären Komponenten im parameterlinearen Schätzproblem
zu berechnen. Bei Identifikationsaufgaben im Bereich der Roboterdynamik können parameter-
lineare Darstellungen der Schätzgleichungen entsprechend (2.16) verwendet werden. Um die
nicht identifizierbaren Parameter zu eliminieren, wird in diesem parameterlinearen Fall stan-
dardmäßig eine Singulärwertzerlegung der Informationsmatrix durchgeführt [16, 17, 95].

In dieser Arbeit wird eine Vorgehensweise entwickelt, in der das Problem der Nicht-
Identifizierbarkeit bei Mehrkörpersystemen im nichtlinearen Fall nach entsprechender Formu-
lierung der Gleichungen mittels Singulärwertzerlegung behandelt werden kann. Des Weiteren
wird angegeben, wie die Ergebnisse im Rahmen des Gesamtvefahrens zu interpretieren sind
und wie sie an nachgeschaltete Verfahrensblöcke übergeben werden können.
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4.2.1 Begriff und Problemdarstellung

Die Identifizierbarkeit ist lokal gegeben, wenn in einer nicht verschwindenden Umgebung
P(ϑ) ∈ Rnϑ um die wahren Parameter ein eindeutiger Bezug zwischen Ausgangsgrößen und
Identifikationsparametern gilt [73]:

Y (ϑ̂) = Y (ϑ) , ϑ̂ ∈ P(ϑ) ⇒ ϑ̂ = ϑ .

Andernfalls sind die Parameter nicht identifizierbar.

Die Identifizierbarkeit hängt auch von der Anregung des Systems ab. Dieser Einfluss wird in
der folgenden Betrachtung jedoch nur insoweit berücksichtigt, als er implizit in den Ausgangs-
größen des Modells vorhanden ist. Durch Vergleich der so beurteilten Identifizierbarkeit für
verschiedene Anregungen ist aber dennoch eine Versuchsplanung möglich.

Im Zusammenhang mit der verwendeten Ausgangsfehlermethode zur Parameteridentifikation
stellt sich als Identifizierbarkeit die Frage, ob die Parameter aus der Minimierung eines quadra-
tischen Schätzfunktionals über E eindeutig bestimmt werden können. Das allgemeine Fehler-
funktional (3.21) kann dabei auch als Norm geschrieben werden, so dass sich bei gegebener
Identifizierbarkeit die Schätzparameter ϑ̂ als eindeutige Lösung von

‖SEE(ϑ̂)‖
2
2 = min

ϑ̂

!

ergeben müssen.

Die lokale Identifizierbarkeit bedeutet, dass die Parameter in einer hinreichend kleinen Um-
gebung um den wahren Parametervektor ϑ identifiziert werden können. In einer hinreichend
kleinen Umgebung kann auch der Fehlervektor E bezüglich der Schätzparameter linearisiert
werden. Damit kann im nichtlinearen Fall für die Beurteilung der lokalen Identifizierbarkeit die
Identifizierbarkeit bei einem bezüglich Parametern und Messungen linearisierten Fehler heran-
gezogen werden, als eindeutige Lösbarkeit der Schätzbedingung:

‖SE Φ δϑ̂− SE δỸ ‖
2
2 = min

δϑ̂
! (4.8)

Für die Untersuchung der lokalen Identifizierbarkeit im nichtlinearen Fall wird also an Stelle
der Informationsmatrix einfach der Gradient des Fehlervektors Φ = ∂E/∂ϑ̂ verwendet.

Es können einzelne Parameter nicht identifizierbar, aber auch mehrere Parameter gemeinsam
nicht identifizierbar sein. Im ersten Fall verschwindet beim Ausgangsfehler die entsprechende
Spalte im Gradienten der Lösung

Φ = −
∂Ŷ

∂ϑ̂
∈ RnY ×nϑ .

Diese Situation tritt im Fall eines nichtlinearen mechanischen Mehrkörpermodells beispielswei-
se dann auf, wenn Anschläge zur Begrenzung der Bewegung vorhanden sind, die Bewegungen
während der Simulation jedoch nicht so groß sind, dass die Anschläge zur Wirkung kommen.
Der zweite Fall mehrerer nicht gemeinsam identifizierbarer Parameter führt dazu, dass meh-
rere Spalten ϕi linear abhängig sind, damit ist jeweils eine Linearkombination von Parametern
nicht identifizierbar. Dies tritt beispielsweise dann auf, wenn versucht wird, die Koeffizienten
zweier paralleler Federn

”
1“ und

”
2“ zu identifizieren. Diese sind nicht einzeln unabhängig

identifizierbar, da sie nur als Summe im System wirken. Die zugehörigen Spalten ϕ1 und ϕ2
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sind allerdings ungleich Null. Identifizierbar ist in diesem Fall die Summe beider Federkonstan-
ten, nicht identifizierbar ist die Differenz.

Das Verschwinden oder die lineare Unabhängigkeit der Spalten von Φ kann leicht direkt ge-
prüft werden. Häufig treten jedoch auch Situationen auf, in denen die Parameter strukturell
nur mit hoher Varianz bestimmt werden können. Um auch diese Situationen beurteilen zu
können, wäre ein Verfahren von Vorteil, das eine graduelle Identifizierbarkeit der Parameter
als Beurteilung der strukturell zu erwartenden hohen Schätzvarianz angibt. Dieses kann, wie
im Folgenden dargestellt, auf dem Weg der Singulärwertzerlegung in rechentechnisch robuster
Weise erreicht werden.

4.2.2 Analyse der Identifizierbarkeit

Zur Lösung des linearisierten Minimierungsproblems (4.8) kann das Matrizenprodukt SEΦ mit-
tels Standard-Numerikverfahren einer Singulärwertzerlegung unterzogen werden [13]:

SE Φ = UΣY V T , U ∈ RnY ×nY , V ∈ Rnϑ×nϑ , (4.9)

mit:

ΣY =

(
Σ

0

)
, ΣY ∈ RnY ×nϑ , Σ ∈ Rnϑ×nϑ .

Die Singulärwertzerlegung für Rechteckmatrizen mit potenziellem Rangabfall entspricht der
Eigenwertzerlegung für quadratische Matrizen vollen Rangs. Die Diagonalmatrix Σ hat auf
der Diagonale die einzelnen Singulärwerte angeordnet. Im Fall von Nicht-Identifizierbarkeiten
verschwinden einzelne Singulärwerte beziehungsweise Diagonalelemente in Σ. Die zueinander
orthonormalen Spalten der Matrix U sind die Linkseigenvektoren und die zueinander orthonor-
malen Zeilen der Matrix V T die Rechtseigenvektoren der ursprünglichen Matrix.

Nach der Singulärwertzerlegung kann (4.8) durch Linksmultiplikation mit UT gelöst werden,
da wegen der Orthonormalität UTU = I. Die ursprüngliche Norm verändert sich dabei nicht,
da sie gegenüber einer Multiplikation ihres Arguments mit einer orthonormalen Matrix invari-
ant ist:

‖SE Φ δϑ̂− SE δỸ ‖
2
2 =

‖UΣY V T δϑ̂− SE δỸ ‖
2
2 =

‖ΣY V T δϑ̂− UTSE δỸ ‖
2
2 = min

ϑ̂

!

Da die unteren Zeilen der Matrix ΣY mit Null besetzt sind, sind nur noch die obersten nϑ Zei-
len des Arguments der Norm besetzt. Die Minimierung dieses Anteils wird trivial gelöst durch:

ΣV T δϑ̂ = UT (Z1 - Znϑ) SE δỸ

= Υ T SE δỸ , Υ ∈ RnY ×nϑ ,

wobei von der Matrix UT nur die ersten nϑ Zeilen Z1 - Znϑ (hier bezeichnet als Υ
T ) benötigt

werden. Damit erhält man eine Lösung des Minimierungsproblems als:

δϑ̂ = V Σ† Υ T SE δỸ .
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Im Fall nicht identifizierbarer Komponenten in δϑ̂ sind einzelne Diagonalelemente von Σ
gleich Null. Daher ist Σ nicht invertierbar. Σ† stellt daher eine Pseudoinverse von Σ dar. Für
die Diagonalelemente σ†i i von Σ

† gilt [79]:

σ†i i =




0 , falls σi i = 0

1/σi i , sonst .
(4.10)

Wird die Pseudoinverse Σ† auf diese Art gebildet, so hat die Lösung des Schätzvektors für die
Komponenten, für die keine Identifizierbarkeit gegeben ist, minimale Norm ‖δϑ̂‖2.

Für den obigen Lösungsweg mit Singulärwertzerlegung lässt sich die Gleichung (3.30) zur Be-
stimmung der asymptotischen Kovarianz anschreiben als:

Cov† ϑ̂ = V Σ† Υ TSE Cov (Da)S
T
EΥ Σ

† V T . (4.11)

Durch die Bildung der Pseudoinversen nach (4.10) sind dabei allerdings die nicht identifizier-
baren Komponenten nicht korrekt beurteilt.

Beurteilung der Identifizierbarkeit Für die Beurteilung der Identifizierbarkeit wird die Inver-
se der Kovarianz der Schätzparameter herangezogen, die formal lautet:

Cov−1 ϑ̂ = V Σ Υ T
(
SE Cov (Da)S

T
E

)−1
Υ Σ V T . (4.12)

Diese kommt im Gegensatz zu (4.11), ohne die Pseudoinverse Σ † aus.

Bei der Beurteilung der Identifizierbarkeit können als idealisierendes Konzept idea-
le Verhältnisse vorausgesetzt werden. Das heißt, die Gewichtungen SE sind für ideale
Schätzungen:

STESE = Cov−1Da ⇒ SE Cov (Da)S
T
E = I . (4.13)

Die Kovarianz der Störsignale CovDa in (4.12) ist bei der Identifizierbarkeitsanalyse meist
unbekannt. Die Gewichtungen SE und damit implizit die Kenntnis der Kovarianz über
den Zusammenhang (4.13) wurden dennoch bereits in der Singulärwertzerlegung (4.9)
berücksichtigt.

Damit und wegen der Orthonormalität von Υ vereinfacht sich (4.12) zu:

Cov−1 ϑ̂ = V Σ Σ V T . (4.14)

Zu den einzelnen Singulärwerten σi i in (4.14) gehören jeweils die Singulärvektoren der
Rechtseigenvektor-Matrix V mit dem Spaltenindex i . Im Fall einer Nicht-Identifizierbarkeit
verschwindet ein Diagonalelement von Σ. Der korrespondierende Singulärvektor in V gibt
die nicht identifizierbaren Schätzparameter an. Ist nur ein Element in einem solchen Sin-
gulärvektor besetzt, so handelt es sich um einen einzelnen nicht identifizierbaren Parameter.
Sind mehrere Elemente besetzt, so ist der entsprechende Parameter-Zusammenhang nicht
identifizierbar, beispielsweise bei parallel geschalteten Federn die Differenz beider Steifigkeiten.
Sind die Singulärwerte sehr klein, so ist der korrespondierende Singulärvektor in V graduell
schlecht identifizierbar, hier kann auch eine untere Betragsgrenze εsing angewendet werden.

Als ein Identifizierbarkeitsmaß für den Einzelparameter kann als das dem Parameter zugeor-
dente Diagonalelement der Identifizierbarkeitsmatrix Cov−1 ϑ̂ aus (4.14) verwendet werden.
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Dieses Maß entspricht dann der Identifizierbarkeit des Parameters unter der Annahme, dass al-
le anderen Parameter bekannt seien. Besteht jedoch eine Nicht-Identifizierbarkeitssituation, so
ist dieses Maß noch nicht adäquat. Im Fall der Nicht-Identifizierbarkeit eines Zusammenhanges
mehrerer Parameter wird diese überhaupt nicht in dem so definierten Identifizierbarkeitsmaß
berücksichtigt. Daher ist das bisher festgelegte Identifizierbarkeitsmaß zu ergänzen um die In-
formation gegebener Nichtidentifizierbarkeiten. Dieses Vorgehen hat sich in der Anwendung als
sinnvoll erwiesen. Wie es praktisch umgesetzt wird, wird an Hand des Anwendungsbeispiels in
Abschnitt 5.2.4 ausgeführt.

Ein Identifizierbarkeitsmaß für den Parameter Index i kann also wie folgt definiert werden:

identifizierbarkeit ϑ̂i = diagi V ΣΣV
T (4.15a)

und die Information über die den Parameter Index i betreffenden nichtidentifizierbaren Zusam-
menhänge:

{vj , j | σj j = 0 , vi j 6= 0} . (4.15b)

Jedes Identifizierbarkeitsmaß wird durch die Skalierung der Parameter beeinflusst. Wie ei-
ne solche Skalierung im Sinne interpretierbarer Ergebnisse geeignet gewählt wird, ist in Ab-
schnitt 4.4.1 dargelegt.

Information über die Parameterverteilung bei Nicht-Identifizierbarkeiten Die berechnete
Kovarianz der Parameterschätzung nach (4.11) beinhaltet die Pseudoinverse Σ † und damit für
den Fall von Nicht-Identifizierbarkeiten nicht die vollständige Information über die Verteilung.
Diese ist zu ergänzen um die Singulärvektoren vi ,S als die Richtungen des Parametervektors,
für die die Varianz im Grunde unendlich groß ist.

Damit ist die vollständige Information über die Verteilung der Schätzparameter bei Nicht-
Identifizierbarkeiten gegeben durch:

Cov† ϑ̂ = V Σ† Υ TSE Cov (Da)S
T
EΥ Σ

† V T (4.16a)

und die Menge der Singulärvektoren

{vi , i | σi i = 0} (4.16b)

Anwendung

Die hier aufgezeigte Methode zur Identifizierbarkeitsanalyse wird im Zusammenhang mit dem
Anwendungsbeispiel, das auf Basis der erstellten Softwarebausteine in Abschnitt 5.2.4 bearbei-
tet wird, demonstriert.

4.3 Gültigkeitsbereiche und Versuchsplanung

In Abschnitt 2.6 wurde bereits die Rolle der Gültigkeitsbereiche bei Analysen auf Basis des
identifizierten Modells und bei der Versuchsplanung skizziert. Dieses soll im folgenden Kapitel
vertieft werden.
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Die Betrachtung der Gültigkeitsbereiche und Parameter-Relevanz stellt die für das Gesamtver-
fahren wichtige Verbindung zwischen der Identifikation und den beabsichtigten, nachgeschalte-
ten Analysen dar.

Der Grundgedanke dieser methodischen Erweiterung ist es, nicht nur die Streuung der identi-
fizierten Parameter zu betrachten. Stattdessen wird zusätzlich geprüft, welchen Einfluss diese
Streuung auf die Ergebnisse hat, die auf Basis der identifizierten Modelle berechnet werden.
Die Vorgehensweise hat Bezüge zur Stochastischen Modellierung, die in den letzten Jahren im
Zusammenhang mit CAE-Methoden wieder zu einem intensiver diskutierten Thema wurde (s.
z. B. [31]). Bei der stochastischen Modellierung geht es beispielsweise darum, den Einfluss von
aus der Fertigung resultierenden Streuungen von Bauteilmaßen auf das Systemverhalten zu
untersuchen.

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die Modelle mit dem zu analysierenden System struk-
turell ausreichend übereinstimmen. Diese Voraussetzung ist allerdings in der Praxis nicht leicht
zu erfüllen. Insbesondere bei starker Extrapolation des Identifikationsszenarios kann es sein,
dass Modellteile relevant werden, die bei der Identifikation keine Bedeutung hatten. Es ist aber
möglich, solche Modellteile testweise hinzuzufügen und so die Relevanz der Parameter dieser
Modellteile in der jeweiligen Systemanalyse zu überprüfen.

4.3.1 Ergebnisunsicherheit und Gültigkeitsbereiche

Ausgangspunkt für die folgende Betrachtung ist die durch pϑ(ϑ̂) beschriebene Verteilung der
Schätzparameter, die aus der Parameterschätzung resultiert. Diese kann als Unsicherheit gese-
hen werden, mit der die Schätzparameter bestimmt wurden. Die Werte der Schätzparameter
sind nur in speziellen Fällen das eigentliche Ziel einer Identifikation. Mit den identifizierten
Modellen sollen im Allgemeinen verschiedene Berechnungen durchgeführt werden. Das Re-
sultat dieser Berechnung sind die Werte J

(i)
Krit ein oder mehrerer skalarer Kriterien (Index i), die

dann natürlich von den Schätzparametern abhängen:

J
(i)
Krit = J

(i)
Krit(ϑ̂) , J

(i)
Krit ∈ R .

Dementsprechend resultiert aus der stochastischen Verteilung der Parameter eine stochasti-
sche Verteilung beziehungsweise Unsicherheit der Analysekriterien:

pϑ(ϑ̂) → pJ
(
J
(i)
Krit(ϑ̂)

)
.

Abbildung 4.6 verdeutlicht die Zusammenhänge nochmals bildlich. Das Ergebnis einer Identi-
fikation ist zum einen eine Modellstruktur M(ϑ̂) und zum anderen ein zugehöriger Vektor ϑ̂

von Schätzparametern. Verschiedene Analysen berechnen bestimmte Kriterien J
(i)
Krit des Sys-

tems auf Basis des identifizierten Modells.

Indem die Resultate der Kriterien J
(i)
Krit als Wahrscheinlichkeitsdichten p(J

(i)
Krit) vorliegen, sind

die Analyse-Ergebnisse in Abhängigkeit von dem identifizierten Modell unsicher. Die Grenze
der Gültigkeit des identifizierten Modells im Zusammenhang mit einem Ergebnis J

(i)
Krit ist na-

turgemäß dann gegeben, wenn die Unsicherheit eines Ergebnisses zu groß ist. Dies kann for-
melmäßig allgemein ausgedrückt werden als:

F
(
p(J

(i)
Krit)

)
≤ Fgrenz , (4.17)

mit einem Funktional F(p) über p, das die Unsicherheit des Kriteriums bewertet und einer
vorzugebenden Grenze Fgrenz.
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Identifikation

Analyse 1

(z.B. Komfort)

Analyse 2

(z.B. Festigkeit)

Analyse 3

(z.B. Stabilität)

s: p
(
J
(1)
Krit(ϑ̂)

)
d: J

(1)
Krit(ϑ̂)

s: p
(
J
(2)
Krit(ϑ̂)

)
d: J

(2)
Krit(ϑ̂)

s: p
(
J
(3)
Krit(ϑ̂)

)
d: J

(3)
Krit(ϑ̂)

d: deterministisch

s: stochastisch

s: p(ϑ̂)

d:M(ϑ̂), ϑ̂d: Ỹ

Abbildung 4.6: Zusammenhang zwischen Identifikation und nachgeschalteten Analysen.

Mit diesem Zusammenhang kann fallweise, für jedes Kriterium einzeln, die Gültigkeit ge-
prüft werden. Praktikabel ist allerdings nur eine einfache Version dieses allgemeinen Zu-
sammenhangs, wie sie im nachfolgenden Abschnitt 4.3.2 dargestellt wird. Der theoretische
Gültigkeitsbereich ergibt sich als Menge (oder Raum) aller Kriterien, die die obige Bedingung
erfüllen:

G :=
⋂

i

{
J
(i)
Krit : F

(
p(J

(i)
Krit)

)
≤ Fgrenz

}
.

Die Gültigkeitsgrenze ist die Grenze dieses Bereichs.

Die hier vorgestellte Betrachtung wird allerdings nicht denjenigen Aspekt bei der Bestimmung
der Gültigkeitsgrenzen erfassen, welcher mit der gewählten Modellstruktur zusammenhängt.
Beispielsweise wird es nicht möglich sein, auf Basis einer linearen Modellstruktur in einer
nichtlinearen Situation die Grenze des Gültigkeitsbereichs zu bestimmen. Das lineare Modell
hat zwar einen Gültigkeitsbereich, eignet sich jedoch nicht zur Bestimmung seiner strukturel-
len Grenzen. Dazu wäre gegebenenfalls die Struktur der entsprechenden Nichtlinearitäten in
der gewählten Modellstruktur M über Identifikationsparameter mit zu berücksichtigen.

4.3.2 Bestimmung der Gültigkeit

Zur Beurteilung der Gültigkeit der identifizierten Modellierung für eine bestimmte Analyse und
ein Kriterium J

(i)
Krit kann der im vorausgehenden Abschnitt angegebene Zusammenhang (4.17)

herangezogen werden. Als Funktional kann hier beispielsweise die Varianz des Schätzkriteriums
eingesetzt werden. Diese muss für die Gültigkeit kleiner als eine zu spezifizierende Grenze
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Cgrenz,i sein (vgl. auch Abschn. 4.4.1):

Cov J
(i)
Krit < Cgrenz,i . (4.18)

Wird für den Zusammenhang von Cov J
(i)
Krit und Cov ϑ̂

Cov J
(i)
Krit = R

(i)
Krit

T
Cov (ϑ̂) R

(i)
Krit . (4.19)

geschrieben, so ist R
(i)
Krit eine Linearisierungsgröße von J

(i)
Krit bezüglich ϑ̂.

Ist die Kovarianz der Schätzparameter bei vorhandenen Nicht-Identifizierbarkeiten in der Form
(4.16) gegeben mit einem Singulärvektor pro Singulärwert, so ist als Voraussetzung zur Bil-
dung von (4.19) zusätzlich für jeden Singulärvektor vk die Orthogonalität zur Parameterrele-

vanz R
(i)
Krit zu prüfen:

vTk R
(i)
Krit = 0 . (4.20)

Praktisch gesehen bedeutet dies die Prüfung, ob die gegebenen Nicht-Identifizierbarkeiten Ein-
fluss auf die Modellierung des Kriteriums haben. Ist dies gegeben, dann ist die Orthogonalität
nicht gewährleistet und das identifizierte Modell für die nachgeschaltete Analyse i nicht gültig.

Für R
(i)
Krit können die Empfindlichkeiten von J

(i)
Krit bezüglich ϑ̂ eingesetzt werden (s. z. B.

Übersicht in [96]). Eine Möglichkeit zur Näherung dieser Größe besteht in der Verwendung
des Gradienten

RKrit =
∂JKrit

∂ϑ̂
.

Bei der Behandlung im Anwendungsbeispiel in Abschnitt 5.6 wird RKrit als Gradient über eine
standardmäßige Finite-Differenzen-Approximation bestimmt. Eine weitere Möglichkeit ist die
Finite-Differenzen-Approximation des Gradienten über ein größeres Inkrement, beispielsweise
der angenommenen Streuung der Schätzparameter. Dies führt bei starker Nichtlinearität von
J
(i)
Krit(ϑ̂) zu einer Quasilinearisierung. Schließlich kann die Schätzverteilung pJ

(
J
(i)
Krit(ϑ̂)

)
auch

mittels Monte-Carlo Simulation bestimmt werden [31, 97], um danach die Kovarianz in (4.19)
direkt zu berechnen. Dies führt jedoch gegebenenfalls zu einem sehr hohen Berechnungsauf-
wand.

4.3.3 Versuchsplanung und Parameter-Relevanz

Die oben definierten Maße zur Bestimmung der jeweiligen Gültigkeit des Modells bei be-
stimmten Analysen hängen von den Unsicherheiten der Schätzparameter und damit auch
von den Versuchsbedingungen der Identifikation ab. Dieser Umstand legt es nah, die Versu-
che so zu gestalten, dass die Gültigkeitsbedingungen über eine ausreichende Sicherheit der
Schätzparameter erfüllt werden. Mit dieser Überlegung gelangt man zu einer neuen Art der
Versuchsplanung. Diese ist grundsätzlich vor allem für die in der vorliegenden Arbeit behan-
delte Problemstellung der Identifikation von Modellen für spätere Analysezwecke geeignet. Im
Gegensatz zur üblichen Methode der Versuchsplanung, in der das Ziel die Reduzierung der Ko-
varianz der Schätzparameter ist, ist das Ziel einer solchen, um den Analyseaspekt erweiterten
Versuchsplanung die Reduzierung der Kovarianz der nachgeschalteten Analysen. In Abbildung
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Identifikation Analyse i
Versuch/

Konfiguration

Experimenten-Planung

Erweiterte

Experimenten-Planung

Standardmäßige

Cov ϑ̂ Cov J
(i)
Krit(ϑ̂)

Abbildung 4.7: Um den Aspekt einer nachfolgenden Analyse erweiterte Versuchsplanung

4.7 wird strukturell dargestellt, wie sich diese Erweiterte Versuchsplanung von der üblichen
Versuchsplanung unterscheidet.

Bei der Versuchsplanung kann der Vektor R
(i)
Krit aus der Beziehung (4.19) auch als Gewichtung

interpretiert werden. Je größer dabei die einzelnen Elemente R
(i)
Krit(j) sind, desto relevanter ist

der entsprechende Parameter (j) für das Analysekriterium (i). Der Zahlenwert R
(i)
Krit(j) gibt die

Relevanz des Schätzparameters ϑ̂(j) bezüglich des Analysekriteriums J
(i)
Krit an. Je größer diese

ist, desto mehr Augenmerk ist auf eine genaue Identifikation dieses Vektoranteils zu legen. Um
eine Vergleichbarkeit der Einzelelemente R

(i)
Krit(j) zu gewährleisten, ist bei der Normierung der

Parameter entsprechend Abschnitt 4.4.1 vorzugehen.

Beispiel zur Extrapolation bei einer Weichenüberfahrt

Ein konkretes Beispiel für die Extrapolation der Versuche ist die Analyse einer Weichendurch-
fahrt des Testfahrzeugs auf Basis des am Rollprüfstand gewonnen Modells des Fahrzeugs. Die
Durchführung eines solchen Manövers ist auf dem Prüfstand wegen dessen begrenzter Anre-
gungsamplitude undenkbar. Die Realisation am Rechner ist auf der anderen Seite mit einem
vorhandenen Modell des Fahrzeugs und geeignetem Simulationsprogramm problemlos möglich.

Im Zusammenhang mit der Identifikation stellt sich nun die Frage, ob das identifizierte Mo-
dell, auf dessen Basis das Analyseergebnis ermittelt wird, dieses Ergebnis mit hinreichender
Genauigkeit vorhersagen kann. Diese Frage wird in Abschnitt 5.6 im Zusammenhang mit der
Beispielanwendung beantwortet werden.
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4.4 Ergänzungen, zusammenfassende Übersicht, Implemen-

tierung

4.4.1 Ergänzungen zum Gesamtverfahren

Normierung der Parameter

Für die Anwendung der Teilmethoden ist eine durchgängige Normierung der Schätzparame-
ter vorteilhaft. Dadurch können die Kovarianzen der geschätzten Parameter, die Vertrauens-
bereiche, die Identifizierbarkeitsmaße oder die Parameter-Relevanz auch von unterschiedlich
dimensionierten Parametern besser miteinander verglichen werden.

Die Parameter werden im Zusammenhang mit einer unteren ϑi ,u und einer oberen Grenze ϑi ,o
eines vom Anwender zu spezifizierenden Definitionsbereichs skaliert:

ϑi ∈ [ϑi ,u, ϑi ,o] unskaliert,

ϑsi ∈ [0, 1] skaliert.

Die normierten, dimensionslosen Parameter berechnen sich durch eine lineare Beziehung aus
den unskalierten:

ϑsi =
ϑi − ϑi ,u
ϑi ,o − ϑi ,u

.

Kovarianzen und Vertrauensbereiche

Die Ergebnisse der Abschätzung der Parameterunsicherheit (s. Abschn. 3.4) oder der Kriteri-
enunsicherheit (s. Abschn. 4.3.2) sind primär Kovarianzen beziehungsweise Varianzen. In der
Praxis werden jedoch Ergebnisse benötigt, die besser interpretierbar sind.

Zunächst wird die Varianz Cov J
(i)
Krit eines berechneten Analysekriteriums als Ergebnis von

(4.19) betrachtet. Im asymptotischen Fall der Parameterschätzung und damit hinreichend
kleinen Parameter-Schwankungen kann näherungsweise eine Gaußverteilung des Kriteriums
angesetzt werden (vgl. Abschn. 3.4). Mit dieser Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung über
dem Kriteriumswert kann die Wahrscheinlichkeit, dass das Kriterium in einem vorgegebe-
nen Wertebereich liegt, durch einfache Integration bestimmt werden [13]. Beispielsweise

beträgt die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Funktionalwert J
(i)
Krit im durch die Streuung

σJi =
√
Cov J

(i)
Krit gekennzeichneten, symmetrischen Vertrauensbereich um den geschätzten

Wert Ĵ
(i)
Krit liegt:

P
(
Ĵ
(i)
Krit − σJi ≤ J

(i)
Krit ≤ Ĵ

(i)
Krit + σJi

)
= 68.26% .

In der Regel werden jedoch geforderte Wahrscheinlichkeitswerte P vorgegeben. Korrespondie-
rend zu P gibt es den α-Wert [13] mit

α = 1−
P

100%
.

Tabelle 4.1 gibt einige Werte von α und P und dazugehörige Vertrauensbereiche an.
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Tabelle 4.1: Wahrscheinlichkeiten und Vertrauensbereiche, gerundet

α P Breite Vertrauensbereich

0.01 99% 2 · 2.58 σ
0.05 95% 2 · 2.00 σ
0.1 90% 2 · 1.65 σ
0.32 68% 2 · 1.00 σ

Als Gültigkeitsgrenze (4.17) wird die Breite des Vertrauensbereichs bei vorgegebener Wahr-
scheinlichkeit vorgegeben. Dies führt direkt auf eine Schranke σSchranke für die Streuung σ be-
ziehungsweise die Varianz Cov J

(i)
Krit. Wird beispielsweise für den Vertrauensbereich bei einer

Wahrscheinlichkeit von P = 95% eine maximale Schwankungsbreite von 0, 1 vorgegeben, so
erhält man für den Grenzwert der Streuung nach Tabelle 4.1: σSchranke ≈ 0.1/(2 · 2.00) ≈
0.025.

Im Fall der Kovarianzen der Parameterschätzung ist die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte
mehrdimensional. Aus der Kovarianz lässt sich die jeweilige Varianz σ2rϑ in einer gegebenen
normierten

”
Richtung“ der Parameter rϑ im Parametervektor mit der quadratischen Form

σ2rϑ = rTϑ Cov
(
ϑ̂
)
rϑ (4.21)

berechnen. Für die Einheitsrichtungen erhält man dabei die Varianzen der Einzelparameter als
jeweiliges Diagonalelement von Cov ϑ̂. Diese jeweilige Einzelvarianz gilt, falls alle anderen Pa-
rameter bekannt wären. Aufgrund der quadratischen Form (4.21) gibt es Hauptrichtungen, in
denen die Varianz jeweils extremal ist [62]. Diese fallen in der Regel nicht mit den Einheits-
richtungen im Parameterraum zusammen.

Die Vorgabe von Vertrauensbereichen entspricht bei der mehrdimensionalen Betrachtung der
Vorgabe von Räumen. In diesem Fall erhält man bei vorgegebener Wahrscheinlichkeit P α-
Level [30] die einer Varianzgrenze σ2α entsprechen. Damit ist auf Basis von (4.21) als Vertrau-
ensbereich ein nϑ-dimensionales Ellipsoid definiert:

{ϑ : ϑT Cov
(
ϑ̂
)
ϑ ≤ σ2α} ,

in dem die Schätzparameter mit der durch α gegebenen Wahrscheinlichkeit liegen.

Normierung der Funktionalwerte

Die Ergebnisse der Parameteridentifikation sind unabhängig von einer Normierung des Funk-
tionalwerts. Eine Normierung des Funktionals wird jedoch benötigt, um verschiedene Modell-
strukturen vergleichbar zu machen. Insbesondere in Abhängigkeit von der Skalierung der ein-
zelnen Kanäle im Rahmen der Schätzung (s. Abschn. 3.2) ergeben sich sonst Funktionalwerte,
deren Größe nicht mehr repräsentativ für die Modellqualität ist. Zusätzlich ist der unnormierte
Funktionalwert (3.21) abhängig von der Anzahl der Messzeitpunkte nk und der Messstellen ny .

Um dieses Problem zu beheben, können die Funktionale mit der Varianz der Messwerte nor-
miert werden [12]. Im Zusammenhang mit einer Vorfilterung nach Abschnitt 4.1.1 hat die
Normierung mit der Varianz der ungefilterten Messwerte den Nachteil, dass eine Bezugsbasis
gewählt wird, deren volle Informationsmenge der Identifikation durch die Filterung gar nicht
mehr zur Verfügung steht.
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In der vorliegenden Arbeit wird ein anderes, allgemeineres Vorgehen vorgeschlagen. Danach
ist ein einfaches Vergleichsmodell für den Prozess zu wählen, das ohne weitere Systemkenntnis
immer robust identifiziert werden kann. Wird für die Ausgangsgrößen Ŷ dieses Vergleichsmo-
dells das Funktional gebildet, so erhält man eine Vergleichsbasis. Das berechnete Funktional
oder auch Teilfunktionale einer Modellstruktur können auf diese Vergleichsbasis bezogen wer-
den, beispielsweise als Prozentwert:

V s =
V

VVergleich
· 100%

Dieser Prozentwert stellt die Abweichung des Berechnungsmodells von den Versuchsergebnis-
sen dar. Ist er 100%, so weicht das Modell genauso stark ab wie das einfache Vergleichsmo-
dell, ist er 0%, so ist die Übereinstimmung vollständig. In Anlehnung an [12] wird dieser Pro-
zentwert als Diskrepanzindex bezeichnet. Die Vorgehensweise kann durchgängig angewendet
werden, also auch für die Teilfunktionale in einzelnen Messkanälen und für die Gruppenfunk-
tionale mehrerer Kanäle. Sie ist überdies unabhängig von Skalierungen oder Vorfilterungen, da
immer auch die Vergleichsbasis der Skalierung unterworfen ist.

Als einfaches Vergleichsmodell wird ein konstanter Verlauf

Ŷ iVergleich = Ci

der Messgröße im jeweiligen Kanal angesetzt. Die jeweilige Konstante Ci dabei ist einfach zu
ermitteln. Das Funktionalminimum wird erreicht, wenn sie dem Mittelwert der Messwerte in
dem Kanal entspricht:

Ci = 1/nk

nk∑

k=1

ỹ ik .

Für das Gesamtfunktional (3.21) ergibt sich das Vergleichsfunktional als:

VVergleich = ‖SEEVergleich‖
2
2 = ‖SE

(
Ỹ − ŶVergleich

)
‖22 .

Entsprechend können damit auch, falls anwendbar, Vergleichsfunktionale über einzelne Kanäle
oder Gruppen von Kanälen gebildet werden.

Modell-Validierung und Modellstruktur-Diskrimination

Die Validierung des Modells kann aufgrund verschiedener Kennzahlen erfolgen [98]. Eine sol-
che Kennzahl ist der verbleibende Wert des normierten Güte-Funktionals nach der Identifika-
tion. Ist die damit gemessene Abweichung zwischen Modell und Versuch nach der Parameter-
identifikation hinreichend klein, kann das Modell als validiert angesehen werden. Ist dies nicht
der Fall, so liegt entweder nur ein lokales Minimum des Funktionals bezüglich der Identifikati-
onsparameter vor, oder die Modellstruktur ist fehlerhaft. Eine jeweils noch feinere Information
als das Gesamtfunktional liefern die Teilfunktionale in den einzelnen Messgruppen bis zu den
Teilfunktionale in den einzelnen Messkanälen. Die feinste Information liefern die Abweichun-
gen der gemessenen Ausgangsgrößen, die in den simulierten und gemessenen Zeitverlaufsdia-
grammen überprüft werden. Diese verschiedenen Vergleichsmöglichkeiten können in abstei-
gender Hierarchie durchgeprüft und so Problemstellen effizient lokalisiert werden. Das entwi-
ckelte Softwarewerkzeug stellt die Vergleichswerte dem Anwender einfach und anschaulich zur
Verfügung.



88 4 Weitere Elemente des Gesamtverfahrens

Die Modellstruktur-Diskrimination [62] ist die einzige Möglichkeit, die Identifikation der
Modellstruktur als Teil der Systemidentifikation durchzuführen. Unter Modellstruktur-
Diskrimination versteht man die Modell-Verbesserung und auch wechselseitige Validierung
durch Auswahl aus verschiedenen Modellstrukurvarianten aufgrund von Vergleichswerten. Bei
der Systemidentifikation ist das Vorgehen dabei so, dass zunächst von einer ersten Variante
ausgegangen wird und diese dann schrittweise durch Vergleich mit einer jeweils geringfügig
verbesserten Modellstruktur korrigiert wird. Zu den Möglichkeiten, ein Modell zu verbessern,
zählen

• das Vereinbaren von zusätzlichen Identifikationsparametern,

• das Hinzufügen oder auch das Wegnehmen von elastischen oder starren Bewegungs-
Freiheitsgraden (Zustandsgrößen)

• und das Hinzufügen oder auch das Wegnehmen von nichtlinearen Modellteilen.

Die Modellstruktur-Diskrimination kann durch die schrittweise Fehlerfilterung, wie in Ab-
schnitt 4.1 vorgeschlagen, entscheidend vereinfacht werden.

Beim Modellvergleich auf Basis der Funktionalwerte ist auch darauf zu achten, dass
grundsätzlich jeder zusätzliche Identifikationsparameter als zusätzliches zu schätzendes Ele-
ment immer zu einer geringfügigen Reduktion des Funktionals führt [30]. Daher bestätigen
nur signifikante Verbesserungen die Vereinbarung zusätzlicher Identifikationsparameter.

Die Modellstruktur-Diskrimination ist abgeschlossen, wenn die resultierende Modellstruktur
validiert werden kann.

In der diese Arbeit begleitenden Anwendung (vgl. Kap. 5) wurden die beschriebenen Validie-
rungsmöglichkeiten genutzt, um iterativ die vorhandenen Modellstrukturfehler zu beseitigen.

Versuchsplanung

Die für die Identifikation interessanten Elemente der Versuchsplanung sind [62]:

• Die geeignete Auswahl von Anregungen,

• die geeignete Auswahl der Messstellen,

• und die Bestimmung der Abtastrate.

Zur Versuchsplanung wird unter anderem die Identifizierbarkeitsanalyse nach Abschnitt 4.2
herangezogen. Sind Parameter nicht oder nicht ausreichend genau identifizierbar, so ist als
erstes die Auswahl der Anregungen zu überprüfen. Dazu sind zunächst alle Zustandsgrößen
als Messgrößen zu definieren, damit die Messkonfiguration als Problemquelle ausgeschlossen
werden kann. Dann können gegebenenfalls andere Anregungen bestimmt werden, die die Pro-
blemparameter gemäß Abschnitt 4.2 besser identifizierbar machen. Bei der Bestimmung dieser
Anregungen sind die technischen Grenzen der Versuchseinrichtung zu beachten.

Im zweiten Schritt werden dann ausgehend von den geeignet bestimmten Systemanregungen
iterativ geeignete Messstellen bestimmt, die jeweils die Bewertungsgröße für die Identifizier-
barkeit aller einzelnen Parameter möglichst groß machen. Bei der Auswahl der Messstellen ist
zu beachten, dass meist nur eine begrenzte Anzahl an Messstellen zur Verfügung steht.
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Bei der Wahl der Abtastrate ist zu gewährleisten, dass die in der Dynamik des Systems inter-
essierenden Frequenzen unterhalb der halben Abtastrate 1/2 T −1 liegen. Eine Veränderung
der Abtastrate T−1 kann nicht ein strukturelles Identifizierbarkeitsproblem lösen, verbessert
jedoch die allgemeine Kovarianz der Schätzung bei konstanter Varianz der Ausgangsstörung
nach Gleichung (3.30) im umgekehrten Verhältnis. In diesem Sinn ist eine möglichst hohe
Abtastrate anzustreben. Der einzige Nachteil dieses Vorgehens ist, dass dadurch der rechen-
technische Aufwand zur Bestimmung der Messungen in die Höhe getrieben wird, da in jedem
Messpunkt die Messgleichung (2.5c) gelöst werden muss. Ein günstigeres Vorgehen ist hier,
die Messungen geeignet vorzufiltern und dann mit niedrigerer Rate abzutasten, wodurch sich
ebenfalls die Störvarianz verringert.

Von wesentlicher Bedeutung ist der Start des Szenarios aus einer Gleichgewichtslage, wie bei
der in Kapitel 5 vorgestellten Anwendung. Diese kann für das Modell einfach berechnet wer-
den und hängt dann nur noch von den Identifikationsparametern ab:

x0 = x0(ϑ̂) .

Fälle, in denen die Gleichgewichtslage mehrdeutig ist, sind bei nichtlinearen Systemen aller-
dings möglich. Durch den Start aus der Gleichgewichtslage müssen die Anfangszustände nicht
mehr mit identifiziert werden, so dass sich die Anzahl der zu schätzenden Größen drastisch
reduziert.

4.4.2 Zusammenstellung der Gleichungen und Teilmethoden

Die folgende Tabelle 4.2 stellt das Gesamtverfahren als eine Zusammenstellung sämtlicher in
der Arbeit behandelten Teilmethoden dar. Es sind jeweils Verweise zu den Abschnitten ange-
geben, in denen die Teilmethoden behandelt werden, und zusätzlich Verweise zu den wichtigen
Formeln.

Sämtliche Teilmethoden sind in einer Entwicklungsumgebung im Zusammenhang mit dem
Mehrkörpersystem-Analyseprogramm SIMPACK durchführbar. Anhand des diese Arbeit be-
gleitenden Anwendungsbeispiels werden die Teilmethoden in Kapitel 5 vorgeführt. Die darge-
stellten Möglichkeiten der Versuchsplanung sind allerdings praktisch noch nicht erprobt.

Tabelle 4.2: Zusammenstellung der Teilmethoden

Schritte, Stichwörter Verweise

I Ausgangsmodellierung des Systems

II Versuchsplanung Abschn. 4.4.1

II.1 Bestimmung der Identifizierbarkeit im Startpunkt der
Schätzung

Abschn. 4.2,
Gl. (4.14)

II.2 Optimierung der Anregungsverläufe aufgrund der Ergeb-
nisse der Identifizierbarkeitsanalyse aus Schritt II.1

Abschn. 4.4.1

II.3 Optimierung Messstellen, Abtastraten auf Grund der
Ergebnisse der Identifizierbarkeitsanalyse aus Schritt II.1

Abschn. 4.4.1

II.3 Ggf. Weglassen nicht-identifizierbarer Parameter auf-
grund der Ergebnisse der Identifizierbarkeitsanalyse aus
Schritt II.1

Abschn. 4.4.1

III Versuchsdurchführung
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Tabelle 4.2: Zusammenstellung der Teilmethoden

Schritte, Stichwörter Verweise

IV Parameteridentifikation

IV.1 Definition des Funktionals, ggf. Berücksichtigung von A-
priori-Information über die Schätzparameter aus anderen
Identifikationen

Abschn. 3.2,
Gl. (3.20), (3.17)

IV.2 Definition der Vorfilter, Globalisierung und iteratives Fil-
tern

Abschn. 4.1, Gl. (4.1)

IV.3 Definition von Identifikationsparametern, Normierung Abschn. 4.4.1
IV.4 Konfiguration des nichtlinearen Minimierungsverfahrens Abschn. 3.6
IV.5 Durchführung der nichtlinearen Minimierung zur Para-

meteridentifikation, Beobachtung der Konvergenz
IV.6 Bestimmung Störvarianz, ggf. Berücksichtigung

der Störvarianz in den Gewichtungen im Funktional
(Schritt IV.1) und nochmaliger Minimierung zur Para-
meteridentifikation (Schritt IV.5)

Abschn. 4.1.4,
Gl. (4.6), (4.7),
Abschn. 3.2,
Gl. (3.20)

V Validierung des Modells Abschn. 4.4.1

V.1 Bestimmung normierter (Teil-)Funktionale Abschn. 4.4.1
V.2 Vergleich Messung–Simulation

V.3 Bestimmung und Überprüfung der Schätzvarianz der
Identifikationsparameter auf Basis der geschätzten
Störvarianz aus Schritt IV.6

Abschn. 3.4,
Gl. (3.30)

VI Korrektur der Modellstruktur Abschn. 4.4.1

VI.1 Modellstrukturkorrektur in Abhängigkeit von den Ergeb-
nissen der Modellvalidierung aus Schritt V

VI.2 Erweiterung des Identifikationsfokus gemäß der Technik
der schrittweisen Filterung

Abschn. 4.1.1

VII Bestimmung der Ergebnis-Sicherheit

VII.1 Analyse der Schätzvarianz der Identifikationsparameter
aus Schritt V.3

Abschn. 4.4.1,
Gl. (4.21)

VII.2 Bestimmung der Varianz von Systemanalysen aufgrund
der Schätzvarianz der Identifikationsparameter aus
Schritt V.3

Abschn. 4.3.1,
Gl. (4.19), (4.20)

VII.3 Test der Gültigkeit des Modells für jeweils durchgeführte
Systemanalysen auf Basis der berechneten Varianz
der jeweiligen Systemanalyse nach Schritt VI.2, ggf.
Durchführung weiterer Versuche zur Verbesserung der
Schätzvarianzen, dazu erneute erweiterte Versuchspla-
nung nach Schritt II, Verknüpfung der Ergebnisse ver-
schiedener Versuche

Abschnitte 4.3.2,
4.4.1, 4.3.3,
Gl. (3.17), (3.35)

4.4.3 Implementierung

Das Gesamtverfahren wurde in einer Entwicklerversion von SIMPACK implementiert. Die
Berechnung und Lösung der Mehrkörpergleichungen stützt sich vollständig auf das MKS-
Programm SIMPACK [99]. Dieses wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit um die hybride
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finit-analytische Gradientenberechnung, zahlreiche Modellaspekte des Rollprüfstands und um
Signalverarbeitungsfunktionen inklusive Messdatenverarbeitung und Datenvisualisierung erwei-
tert.

Die Minimierung wird per Inter-Process-Communication (IPC) mit externen Minimierungspa-
keten durchgeführt. Dabei kommt das multikriterielle Minimierungsprogramm MOPS [100]
zum Einsatz. Zu Erprobungszwecken kann auch die eigene neu entwickelte Testumgebung
TOPSIM [84] verwendet werden, die - ebenfalls als IPC realisiert - die einfache Einbindung
verschiedener Optimierungsverfahren zum Test zulässt.

Für die weitere Signal-Verarbeitung und Datenverarbeitung zur Berechnung der einzelnen Ko-
varianzen wurden Schnittstellen von SIMPACK nach außen geschaffen. Die resultierenden Da-
ten werden dann wieder über speziell entwickelte Schnittstellen in MATLAB eingelesen. Die
verschiedenen Analysefunktionen wie Identifizierbarkeit, Bestimmung der Störkovarianz, Be-
stimmung der Schätz-Kovarianz und Bestimmung der Gültigkeit sind neben zahlreichen Funk-
tionen zur grafischen Ausgabe als sogenannte M-Files in MATLAB realisiert und stehen eben-
falls zur weiteren Verwendung zur Verfügung.
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Kapitel 5

Anwendung: Identifikation
und nachgeschaltete Analyse
bei einem Schienenfahrzeug

In diesem abschließenden Kapitel wird die Anwendung des entwickelten Gesamtverfahrens und
der Software auf die Identifikation des Testbeispiels auf dem Rollprüfstand der Deutschen
Bahn vorgestellt. Die Identifikation führt zu einer deutlichen Verbesserung des ursprünglichen
Modells des Fahrzeugs. Insbesondere werden am behandelten Beispiel auch die verschiedenen
ergänzenden Untersuchungen des Gesamtverfahrens zur Identifizierbarkeit, zur Verteilung der
Schätzung und zur Modellvalidierung vorgeführt. Mit dem identifizierten Modell wird abschlie-
ßend die nachgeschaltete Analyse einer Weichendurchfahrt durchgeführt und die Gültigkeit
des dabei berechneten Ergebnisses im Zusammenhang mit der Unsicherheit der Schätzung
überprüft.

Der Ablauf richtet sich nach der Zusammenstellung der Teilschritte in Abschnitt 4.4.2. In
Klammern ist zu Beginn jedes Abschnitts die Verbindung zu der Ablauftabelle 4.2 auf Seite 90
angegeben.

5.1 Systemmodell

(Schritt I des Gesamtverfahrens, Tabelle 4.2 auf Seite 90)

5.1.1 Fahrzeugmodell

Ausgangspunkt der Systemidentifikation ist ein Modell des Testfahrzeugs, das auf Basis ei-
nes 3D-CAD-Modells generiert wurde. Damit wird die Geometrie des Systems durch die
durchgängige Datenhaltung bereits fehlerfrei abgebildet. Auf Basis von Konstruktionsdaten
werden die Kinematiken, Trägheits-, Feder- und Dämpfereigenschaften hinzugefügt. Insgesamt
werden die fahrdynamischen Eigenschaften, die im Betriebsbereich relevant sind, möglichst
vollständig berücksichtigt, so dass im Sinne von Abschnitt 2.3 ein umfangreiches Vollmodell
resultiert.

Wesentliche Elemente des Fahrzeugs sind der als elastische Struktur modellierte Wagenkasten
und die Drehgestelle. Die Drehgestelle sind mittels eines Drehzapfens und Gleitstücken in Art
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eines Drehgelenks mit dem Wagenkasten verbunden. Aus Vorversuchen ist bekannt, dass die
Reibung in den Gleitstücken als Coulombsche Reibung zu modellieren ist. Abbildung 5.1 zeigt
die grafische Repräsentation des Drehgestells als Teil des Mehrkörper-Modells. Hier ist ne-
ben den Radsätzen, die im Drehgestellrahmen mittels Längs-, Querlenkern und Primärfedern
gefesselt sind, in der Mitte als weiteres größeres Bauelement die Wiege zu erkennen. Diese
stützt sich über die Sekundärfedern in einem Federtrog ab, der pendelnd unter dem Dreh-
gestellrahmen aufgehängt ist. Die weiteren Lenker an der Oberseite des Drehgestells bilden
die Drehhemmung, die so konstruiert ist, dass sie außer der vertikal-drehsteifen Verbindung
zwischen Wiege und Drehgestellrahmen keine Koppelkräfte überträgt. Neben den Schrau-
benfedern der Primär- und Sekundärstufe sind in jedem Drehgestell insgesamt 7 hydraulische
Dämpfer zur Schwingungsdämpfung vorgesehen.

Abbildung 5.1: Mehrkörper-Modell des Drehgestells des Testfahrzeugs, generiert aus CAD-
Daten

Das Fahrzeug steht im Versuch mit seinen Rädern auf den Scheiteln der 8 Rollen des
Prüfstands (s. Abb. 1.3, S. 4). Die Schnittstelle zwischen Rad und Rolle bildet in mechani-
scher Hinsicht der Rad-Schiene-Berührkontakt. Die Physik des dort stattfindenden Abroll-
vorgangs ist bedingt durch die damit verbundenen steifen Differentialgleichungen rechen-
zeitaufwändig und steht für den Fall der geraden Schiene im verwendeten Modellierungs-
programm SIMPACK als effizientes Verfahren in hinreichender Modellierungsqualität zur
Verfügung [43]. Da die Rad-Rolle-Konfiguration jedoch zu signifikanten Abweichungen in der
Fahrdynamik gegenüber der geraden Schiene führt [101, 102, 103], wurde eine Erweiterung
des Rad-Schiene-Kontaktmodells in SIMPACK erforderlich. Diese berücksichtigt neben den
bisher berücksichtigten Abweichungen der Kontaktflächen, der Spin- und Schlupfverhältnisse
das destabilisierende Herrunterrollen des Rades vom Rollenscheitel in Längsrichtung. Des
Weiteren sind die individuellen Profile der einzelnen Räder und Rollen zu berücksichtigen. Es
wird angenommen, dass diese durch die an der Versuchseinrichtung verwendete Messeinrich-
tung in hinreichender Genauigkeit erfasst werden können.

5.1.2 Prüfstandsmodell

Die Abbildung 5.2 zeigt die sogenannten Rollenzellen mit jeweils zwei Rollen für die beiden
Räder eines Radsatzes.
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Abbildung 5.2: Konstruktionschema der Rollenzelle und fotografische Ansicht des gleichen
Teils von schräg oben (DB AG [4])

Obwohl in erster Linie die Fahrdynamik von Interesse ist, ist für die korrekte Behandlung des
Schätzproblems ein genaues Modell des Prüfstands erforderlich. Das verwendete Modell ist
eine Erweiterung des SIMPACK-Modells, das in [104] beschrieben ist.

Da viele Parameter des Rollprüfstands nicht genau bekannt sind und auch nicht in Vorabex-
perimenten unabhängig vom Fahrzeug bestimmt werden können, sind sie mit zu identifizieren.
Einige der Parameter des Rollprüfstands, beispielsweise der Rad-Schiene-Reibbeiwert, sind als
langsam schwankende Versuchsbedingungen bei jeder Identifikation wieder neu zu identifizie-
ren.

Die verwendete Versuchseinrichtung realisiert auch die Anregungsgrößen des Gleises auf das
Fahrzeug. Jede rotierende Rolle kann dynamisch um die Hochachse, in Querrichtung und in
Vertikalrichtung bewegt werden. Damit sind alle auf der realen Strecke auftretenden Gleis-
Störungen geringerer Amplitude auf dem Rollprüfstand realisierbar, bis auf Verwindungen der
einzelnen Schienen.

Eine bloße seitliche Verschiebung der Rollen führt dazu, dass die Schlupfverhältnisse bei der
Versuchseinrichtung anders als auf der Strecke sind. Dies wird durch eine zusätzliche Wedel-
Bewegung um die Hochachse der Rollen kompensiert. Diese von der Queranregung abhängige
Drehung der Rollen ist auch im Simulationsmodell zu berücksichtigen.

Die hydraulischen Stelleinrichtungen der Prüfstandsrollen können die Sollbewegung aus tech-
nischen Gründen nur mit Verzögerung umsetzen. In einem einfachen Modell wird dabei da-



5.1 Systemmodell 95

von ausgegangen, dass die Positionsregelung dieser Stelleinrichtungen auf einer Kraftregelung
mit begrenzter Stellamplitude der Kraft basiert. In erster Näherung wird jeweils eine Stellein-
richtung inklusive Rollenmasse als PT2-Glied mit Stellgrößenbeschränkung modelliert und die
beiden Parameter, die das PT2-Glied beschreiben, als Lehrsches Dämpfungsmaß und Kreis-
frequenz mit identifiziert. Ein PT2-Verhalten wird angesetzt, da dies die Dynamik des Teilsys-
tems aus der Stell- und Regeleinrichtung, der bewegten Masse des Hydrauliköls, des Kolbens
und der zu bewegenden Rolle im Bereich niedriger Frequenzen gut wiedergibt.

In der Modellierung der Versuchsanlage sind noch einige weitere dynamische Eigenschaften zu
berücksichtigen. Diese beziehen sich auf die Antriebsstränge der Rollen (Rotationsschwingun-
gen) und die elastische Bettung des Rollprüfstands im Schwingfundament [105]. Hier existie-
ren bereits im niederfrequenten Bereich zahlreiche Eigenfrequenzen.

Als Gesamtmodell von Fahrzeug und Rollprüfstand ergibt sich ein Mehrkörpermodell, von dem
hier jeweils die Anzahl der wichtigsten Modellelemente angegeben wird, um eine Vorstellung
der Modellgröße zu vermitteln:

73 Körper bzw. Gelenke,
17 schleifenschließende Gelenke,
158 Kraftelemente,
241 Anzahl der Deskriptor-Zustände xD,
526 Bezugssysteme,
13 Submodelle.

Der Anteil des Rollprüfstands nimmt im Gesamtmodell gemessen am Berechnungsaufwand
etwa 60 % ein.

Es wird darauf hingewiesen, dass das Modell als Vollmodell und Ergebnis eines CAD-
Datentransfers bewusst kein Minimalmodell für das Identifikationsszenario darstellt. Bei der
Erstellung standen andere praxisrelevante Aspekte im Vordergrund wie ein möglichst umfas-
sender Gültigkeitsbereich und die Durchgängigkeit der CAE-Datenkette.

Das Modell ist aufgrund der Anzahl seiner Elemente und der Komplexität der Modell-
teile (Rad-Schiene-Kontakt, Coulomb-Elemente, Hysterese-Dämpfer) im Bereich der
Mehrkörpersysteme als vergleichsweise umfangreiches und aufwändiges Modell zu sehen. Im
gewählten Anregungsszenario über 13 s Realzeit werden am Rechner (Workstation Hewlett-
Packard C 360) etwa 350 s Simulationszeit benötigt. Diese Zahl unterstreicht nochmals den
hohen Berechnungs- beziehungsweise Modellumfang.

Zur Interpretation der im Folgenden gezeigten Ergebnisse ist noch darauf hinzuweisen, dass
das Koordinatensystem bei Rad-Schiene Analysen im Allgemeinen so bewegt wird, dass die
x-Achse in Fahrtrichtung, die y -Achse quer nach rechts und die z-Achse nach unten zeigt.

5.1.3 Identifikationsparameter

Von den Parametern des Modells sind diejenigen als Identifikationsparameter zu selektieren,
deren gegebene Unsicherheit sich wesentlich auf die Unsicherheit der Berechnungsergebnisse
auswirkt. Falls keine Auswirkung der Parameter im Identifikationsszenario gegeben ist, sind
die Parameter letztlich nicht identifizierbar, und es ist unerheblich für die restliche Identifika-
tion, welcher Wert hier gewählt wird. Sind solche Parameter dennoch relevant - beispielsweise
in nachgeschalteten Analysen - so ist durch geeignete Experimente dafür zu sorgen, dass die
Parameter identifizierbar werden.
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Die folgende Liste umfasst die insgesamt 34 Identifikationsparameter, die für das Modell des
Testfahrzeugss in Betracht gezogen werden. Vielfach sind diese Festlegungen bereits das Re-
sultat der Erkenntnisse von vorangegangenen Schritten zur Modell-Diskrimination.

Tabelle 5.1: Liste der identifizierten Parameter beim
Testbeispiel

Identifikationsparameter
Kurzbez. — Beschreibung Einheit

cprimy — Steifigkeit der Primärfederung in y -Richtung [N/m]
cprimx — Steifigkeit der Primärfederung in x-Richtung [N/m]
mue — Rad-Schiene Reibbeiwert [N/m]
lkab i — Laufkreisabstand des i-ten Radsatzes [m]
mueglh — Reibbeiwert der Gleitstücke zwischen Wiege

und Wagenkasten-Unterboden, hinteres Drehgestell
[ ]

mueglv — ... , vorderes Drehgestell [ ]
vswigl — Grenzgeschwindigkeit der Coulomb-Reibung zwischen Wiege und

Wagenkasten-Unterboden
[m/s]

cdrehh1 — Ersatz-Steifigkeit der Drehhemmung [N/rad]
cdrehh2 — zu cdrehh1 in Reihe angeordnete Feder, hier als Test für eine

Nicht-Identifizierbarkeit hinzugefügt
[N/rad]

danr — Lehrsches Dämpfungsmaß des PT2-Gliedes bei den Aktuatoren
der Rollenanregung

[ ]

fanr — Frequenz des PT2-Gliedes bei den Aktuatoren der Rollenanregung [1/s]
ll i — Längenfehler zwischen linkem und rechten Längslenker der

Achslager-Boxen am i-ten Radsatz, führt zu einer Schrägstellung
des Radsatzes im Drehgestell

[m]

cypend — Steifigkeit der Pendelaufhängung in y -Richtung, bedingt durch die
viskoelastische Lagerung

[N/m]

QDLvgr — Querdämpfer. Grenzgeschwindigkeit des Übergangs der nichtlinea-
ren Dämpferkennlinie im linken Ast (Druck)

[m/s]

QDLma — Querdämpfer. Anfangssteigung der nichtlinearen Dämpferkennlinie
im linken Ast (Druck)

[Ns/m]

QDLmve — Querdämpfer. Verhältnis zwischen Anfangs- und Endsteigung der
nichtlinearen Dämpferkennlinie im linken Ast (Druck)

[ ]

QDRvgr — Querdämpfer. Grenzgeschwindigkeit des Übergangs der nichtlinea-
ren Dämpferkennlinie im rechten Ast (Zug)

[m/s]

QDRma — Querdämpfer. Anfangssteigung der nichtlinearen Dämpferkennlinie
im rechten Ast (Zug)

[Ns/m]

QDRmve — Querdämpfer. Verhältnis zwischen Anfangs- und Endsteigung der
nichtlinearen Dämpferkennlinie im rechten Ast (Zug)

[ ]

VDLvgr — Vertikaldämpfer. Grenzgeschwindigkeit des Übergangs der nichtli-
nearen Dämpferkennlinie im linken Ast (Druck)

[m/s]

VDLma — Vertikaldämpfer. Anfangssteigung der nichtlinearen
Dämpferkennlinie im linken Ast (Druck)

[Ns/m]

VDLmve — Vertikaldämpfer. Verhältnis zwischen Anfangs- und Endsteigung
der nichtlinearen Dämpferkennlinie im linken Ast (Druck)

[ ]

VDRvgr — Vertikaldämpfer. Grenzgeschwindigkeit des Übergangs der nichtli-
nearen Dämpferkennlinie im rechten Ast (Zug)

[m/s]
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Tabelle 5.1: Liste der identifizierten Parameter beim
Testbeispiel

Identifikationsparameter
Kurzbez. — Beschreibung Einheit

VDRma — Vertikaldämpfer. Anfangssteigung der nichtlinearen
Dämpferkennlinie im rechten Ast (Zug)

[Ns/m]

VDRmve — Vertikaldämpfer. Verhältnis zwischen Anfangs- und Endsteigung
der nichtlinearen Dämpferkennlinie im rechten Ast (Zug)

[ ]

csekz — Sekundärfedersteifigkeit in z-Richtung [N/m]
Iyy — Massenträgheitsmoment, bezüglich Schwerpunkt, um die Quer-

achse
[kgm2]

Izz — Massenträgheitsmoment, bezüglich Schwerpunkt, um die Hoch-
achse

[kgm2]

An Stelle der Ersatzsteifigkeit der Drehhemmung cdrehh wird künstlich eine Nicht-
Identifizierbarkeit eingeführt. Dabei werden zwei Federn in Reihe geschaltet, mit dem
formelmäßigen Zusammenhang cdrehh = (cdrehh1−1 + cdrehh2−1)−1. Die Nicht-
Identifizierbarkeit ist offensichtlich, da der eine Parameter cdrehh bereits ausreicht, um die-
sen Systemteil zu beschreiben. Mit dieser Nicht-Identifizierbarkeit soll einerseits die Robustheit
des Identifikationsverfahrens geprüft und andererseits ein Testfall für die spätere Analyse von
Nicht-Identifizierbarkeiten im System erzeugt werden.

Wichtig bei der Festlegung der Identifikationsparameter ist auch die Angabe einer
Größenordnung beziehungsweise Skalierung (vgl. Abschn. 4.4.1). Diese beinhaltet die Anga-
be einer oberen und unteren Schranke für den jeweiligen Parameter. Hier wird der Bereich
angegeben, für den das Schätzergebnis plausibel ist. Die gewählten Bereichsgrenzen im kon-
kreten Beispiel sind in Tabelle 5.3 auf Seite 107 ersichtlich. Das verwendete Minimierungsver-
fahren hält diese Werte als Schranken ein. Die Werte spielen eine Rolle für die Skalierungen,
bei der Interpretation der Ergebnisse der Identifizierbarkeitsanalyse, der Schätzkovarianz und
der Parameter-Relevanz bei nachgeschalteten Analysen.

5.2 Versuchsplanung

(Schritt II des Gesamtverfahrens, Tabelle 4.2 auf Seite 90)

Die vorliegende Anwendung stützt sich auf Versuche, die am Rollprüfstand in München beim
Forschungs- und Technologiezentrum der Deutschen Bahn durchgeführt wurden. Da diese
Versuche bereits in einer frühen Phase des Gesamtvorhabens stattgefunden haben – ohne
Wissen über das zu verwendende Identifikationsverfahren – , wurden an Stelle einer gezielten
Versuchsplanung eine Vielzahl unterschiedlicher Versuche durchgeführt und aufgezeichnet. Aus
dieser wurde später ein geeigneter Identifikationsversuch nach den im Folgenden beschriebenen
Kriterien ausgewählt.

5.2.1 Konfiguration der Versuchsbedingungen

Aus Verfahrenssicht ist vom Prinzip der Ausgangsfehlerschätzung her jede beliebige, quasista-
tionäre Anregungsform zulässig. In der Testanwendung soll als nachgeschaltete Analyse eine
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Weichendurchfahrt berechnet werden. Das bedeutet, dass die Querdynamik des Systems be-
sonders relevant ist und deshalb gut identifiziert werden muss. Im Hinblick auf allgemeine wei-
tere nachgeschaltete Analysen ist jedoch auch die Vertikaldynamik des Fahrzeugs von Interes-
se. Deshalb wird das Fahrzeug im Identifikationsversuch sowohl in Vertikal- und in Querrich-
tung an den Rollen angeregt. Notwendig ist auch eine breitbandige Anregung des Fahrzeugs,
die sämtliche im Fahrbetrieb relevanten Frequenzen berücksichtigt. Des Weiteren sollte das
Amplitudenniveau die Stellbegrenzungen der Versuchseinrichtung voll ausnutzen. Der maxima-
le Verstellweg beträgt bei der Versuchseinrichtung in allen Achsen ±10 mm [4]. Ein optimales
Signal-Stör-Verhältnis wird eigentlich durch Pseudorausch-Binärsignale [3] erreicht. Diese
stochastisch zwischen den maximal möglichen Stellamplituden hin und herspringenden Anre-
gungen scheiden jedoch hier aus, da sie zum einen die Zeitintegrationsdauer extrem nach oben
treiben und zum anderen zu Schlupfverhältnissen im Rad-Schiene-Kontakt führen, die nicht
charakteristisch für den Fahrbetrieb sind.

Abbildung 5.3: Möglichkeiten der Anregung beim Rollprüfstand (DB AG [4])

Obige Grundanforderungen werden durch stochastische Anregungen erfüllt. Mit Hilfe von
Formfiltern lassen sich dabei die unterschiedlichen Charakteristiken existierender Strecken rea-
lisieren [51, 32]. Da das eigentlich stochastische Eingangssignal auf dem Prüfstand und in der
Simulation identisch sein muss, wird sein Verlauf bei der Erzeugung am Rechner abgespeichert
und dann als quasistochastisches Signal für die Identifikation verwendet. In der hier vorgestell-
ten Anwendung wurden jedoch aus organisatorischen Gründen direkt die Daten einer realen
gemessenen Strecke verwendet. Abbildung 5.4 zeigt die verwendeten Anregungen auf Lage-
ebene über der Streckenlänge.

Abbildung 5.5 zeigt die spektralen Leistungsdichten der verwendeten Anregungsdaten bezogen
auf die Wegwellenlänge. Dabei fällt auf, dass nur ein begrenztes Amplitudenband realisiert ist.
Die untere (im Diagramm rechte) Wellenlängen-Grenze des Leistungsdichteverlaufs bildet die
Abtastrate. Die obere Grenze ist bedingt durch die Messapparatur, die in der Realität eine
endliche Länge hat und damit nur eine begrenzte Wellenlänge erfassen kann.

Der Versuch startet aus einer Gleichgewichtslage (vgl. Abschn. 4.4.1).

Über die Fahrgeschwindigkeit wird die ortsabhängige Streckenanregung in ein zeitabhängiges
Anregungssignal der Rollen übertragen. Für die Identifikation wird eine Fahrgeschwindigkeit
von 280 km/h zugrunde gelegt, die Rollen werden dazu mit entsprechender Geschwindigkeit
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Abbildung 5.4: Verwendete Anregungen in Vertikal- und Querrichtung an den Prüfstandsrollen.

”
z li“ – vertikal links,

”
z re“ – vertikal rechts,

”
y li“ – quer links,

”
y re“ – quer rechts

gedreht. Bei diesem Tempo sind nach 10 s 777.8 m durchfahren. Auf der verwendeten Ver-
suchseinrichtung sind Fahrgeschwindigkeiten bis zu 500 km/h möglich [4].

Als Versuchszeitlänge werden 10 s gewählt. Wichtig ist dabei, dass die Ensemblemittelung bei
den stochastischen Messstörungen näherungsweise durch eine Zeitmittelung ersetzt werden
kann und somit die asymptotischen Eigenschaften erfüllt sind (vgl. Abschn. 3.3 und 3.4). Die
stochastischen Messstörungen können im Verhältnis zur Dynamik des Gesamtsystems als weiß
angenommen werden und erfüllen daher obige Anforderungen.

Des Weiteren geht es auch darum, genügend Anregung der einzelnen Identifikationsparameter
im Hinblick auf die Identifizierbarkeit zu gewährleisten. Dies wird im Folgenden noch einge-
hend überprüft.

5.2.2 Konfiguration der Messung

An der vorhandenen Messdaten-Erfassungsanlage der Versuchseinrichtung können bis zu 128
Kanäle mit bis zu 40 kHz Taktrate erfasst werden. Für die vorgestellte Identifikationsanwen-
dung konnten aus organisatorischen Gründen nur 32 Messkanäle genutzt werden. Eine höhere
Kanalzahl führt allerdings zu einer verbesserten Schätzung und ist in Zukunft anzustreben.

Da die Messungen in einer frühen Phase des Anwendungsprojekts konfiguriert worden
sind, sind sie auch in Bezug auf die Identifizierbarkeit der Parameter nicht ideal (vgl. Ab-
schn. 4.4.1). Die Messstellen wurden so ausgewählt, dass verschiedene Arten von Messun-
gen (Ortsmessungen, Beschleunigungsmessungen, Kraftmessungen) zu Testzwecken zur
Verfügung stehen. Die folgende Tabelle gibt eine Übersicht über die Messstellen:
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Abbildung 5.5: Spektrale Leistungsdichten der Anregungen bezogen auf die Wegwellenlänge.

”
z li“ – vertikal links,

”
z re“ – vertikal rechts,

”
y li“ – quer links,

”
y re“ – quer rechts

Tabelle 5.2: Liste der verwendeten Messstellen bei der
Identifikation des Testbeispiels

Kurzbez. · Einheit · Beschreibung

y-Weg RS 1 absol. · mm · Radsatzquerweg, 1. (vorderster) Radsatz

y-Weg RS 2 absol. · mm · Radsatzquerweg, 2. Radsatz

y-Weg RS 3 absol. · mm · Radsatzquerweg, 3 Radsatz

y-Weg RS 4 absol. · mm · Radsatzquerweg, 4 Radsatz

y-Weg WK hi · mm · Querweg, Messstelle am Wagenkasten hinten,
unten

z-Weg WK hi re · mm · Vertikalweg, Messstelle am Wagenkasten hin-
ten, unten, rechts

z-Weg WK hi li · mm · Vertikalweg, Messstelle am Wagenkasten hin-
ten, unten, links

Y31 · kN · Querkraft, 3. Rad rechts

Y32 · kN · Querkraft, 3. Rad links

Y41 · kN · Querkraft, 4. Rad rechts

Y42 · kN · Querkraft, 4. Rad links

Q31 · kN · Vertikalkraft, 3. Rad rechts

Q32 · kN · Vertikalkraft, 3. Rad links

Q41 · kN · Vertikalkraft, 4. Rad rechts

Q42 · kN · Vertikalkraft, 4. Rad links
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Tabelle 5.2: Liste der verwendeten Messstellen bei der
Identifikation des Testbeispiels

Kurzbez. · Einheit · Beschreibung

y-Beschl. Fussboden I · m/s2 · Querbeschleunigung, Wagen-Fußboden vorne,
Quermitte

y-Beschl. Fussboden mi · m/s2 · Querbeschleunigung, Wagen-Fußboden
Längsmitte, Quermitte

y-Beschl. Fussboden II · m/s2 · Querbeschleunigung, Wagen-Fußboden hinten,
Quermitte

z-Beschl. Fussboden I · m/s2 · Vertikalbeschleunigung, Wagen-Fußboden vor-
ne, Quermitte

z-Beschl. Fussboden mi · m/s2 · Vertikalbeschleunigung, Wagen-Fußboden
Längsmitte, Quermitte

z-Beschl. Fussboden II · m/s2 · Querbeschleunigung, Wagen-Fußboden hinten,
Quermitte

y-Beschl. FW2 li vo · m/s2 · Querbeschleunigung, hinteres Fahrwerk links,
vorne am Rahmen

y-Beschl. FW2 li hi · m/s2 · Querbeschleunigung, hinteres Fahrwerk links,
hinten am Rahmen

z-Beschl. FW2 re vo · m/s2 · Vertikalbeschleunigung, hinteres Fahrwerk
rechts, vorne am Rahmen

z-Beschl. FW2 li vo · m/s2 · Vertikalbeschleunigung, hinteres Fahrwerk
links, vorne am Rahmen

z-Beschl. FW2 re hi · m/s2 · Vertikalbeschleunigung, hinteres Fahrwerk
rechts, hinten am Rahmen

z-Beschl. FW2 li hi · m/s2 · Vertikalbeschleunigung, hinteres Fahrwerk
links, hinten am Rahmen

x-Beschl. Wiege I re · m/s2 · Längsbeschleunigung, vorderes Fahrwerk,
rechts, außen an der Wiege

y-Beschl. Wiege I re · m/s2 · Querbeschleunigung, vorderes Fahrwerk,
rechts, außen an der Wiege

z-Beschl. Wiege I re · m/s2 · Vertikalbeschleunigung, vorderes Fahrwerk,
rechts, außen an der Wiege

x-Beschl. Wiege I li · m/s2 · Längsbeschleunigung, vorderes Fahrwerk, links,
außen an der Wiege

y-Beschl. Wiege I li · m/s2 · Querbeschleunigung, vorderes Fahrwerk, links,
außen an der Wiege

z-Beschl. Wiege I li · m/s2 · Vertikalbeschleunigung, vorderes Fahrwerk,
links, außen an der Wiege

5.2.3 Konfiguration der Vorfilterung

Die Identifikation wird durch ein Tiefpass-Filter entsprechend der Strategie aus Abschnitt 4.1
auf den Frequenzbereich bis 5 Hz begrenzt. Damit kann die Identifikationsproblematik
zunächst auf die niederfrequenten Aspekte fokussiert werden.

Zusätzlich zur Tiefpass-Filterung werden alle Kanäle mittelwertfrei gemacht. Diese Maßnah-
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me führt zwar im Prinzip zu einer Reduktion der Informationsmenge, ist aber wesentlich für
den Erfolg der Anwendung. Zum einen wurde in Abschnitt 3.3 gezeigt, dass das Verfahren nur
bei mittelwertfreien Ausgangsstörungen zu einer konsistenten Schätzung führt. Zum anderen
macht diese Filtermaßnahme die Identifikation robust gegen wahrscheinliche Fehler in der Mo-
dellierung oder Modelleingabe, beispielsweise bei der Konfiguration der Positionsmessungen.

5.2.4 Identifizierbarkeitsanalyse

Nach Konfiguration der Versuchsbedingungen kann bestimmt werden, ob die Parameter lo-
kal im Bereich der Startschätzwerte identifizierbar sind. Der lokale Identifizierbarkeitsbegriff
macht zwar nur Sinn für den lokalen Bereich um die wahren Parameterwerte, dennoch ist es
nützlich, sich bereits für die Startkonfiguration der Parameter ein Bild der Situation zu ma-
chen.

Bei der Identifizierbarkeitsanalyse (vgl. Abschn. 4.2.2) wird die Vorfilterung sinnvollerweise
mit berücksichtigt. Die Betrachtung bezieht sich weiterhin auf normierte Parameter (vgl. Ab-
schn. 4.4.1). Die Identifizierbarkeitsanalyse wird als Teil des Gesamtverfahrens automatisiert
durchgeführt, wobei als Ergebnis die fertigen im Folgenden dargestellten Balkendiagramme
resultieren.

Im Falle des Anwendungsbeispiels ergibt die Identifizierbarkeitsanalyse einen einzelnen Sin-
gulärwert. Der zugehörige Singulärvektor ist in Abbildung 5.6 als Resultat der automatisier-
ten Auswertung formal in einem Balkendiagramm dargestellt. Es ist ersichtlich, dass genau die
Differenz cdrehh1−cdrehh2 nicht identifizierbar ist. Dies entspricht der Erwartung, da es sich
hier um die als Funktionstest künstlich eingefügte Nicht-Identifizierbarkeit der Reihenschal-
tung der beiden Drehsteifigkeiten handelt (siehe Abschnitt 5.1.3). Die Reihenschaltung ergibt
zwar eigentlich einen nichtlinearen Zusammenhang, linearisiert im Startpunkt (s. Tab. 5.3)
erhält man die Gesamtsteifigkeit als Summe beider Steifigkeiten. Die dazu korrespondierende
Differenz ist orthogonal zu dieser Richtung und damit nicht identifizierbar. Im Diagramm 5.6
zusätzlich eingetragen ist das Identifizierbarkeitsmaß als Größe des Singulärwerts absolut und
relativ zum maximalen Singulärwert der Konfiguration. Dieses ist nahe Null.

Neben dem Auffinden nicht-identifizierbarer Parameterkonstellationen kann auch eine Rang-
folge der Identifizierbarkeit nach Abschnitt 4.2.2 berechnet werden. Diese ist in Abbildung 5.7
mit relativen, auf das maximale Identifizierbarkeitsmaß bezogenen Identifizierbarkeitswerten
dargestellt. Das Diagramm ist auf Basis der innerhalb der vorliegenden Arbeit entstandenen
Programme automatisiert erstellt. Zur Information über die Identifizierbarkeit gehört auch
die Information über etwaige Nicht-Identifizierbarkeiten, die im Diagramm in der Legende
zusätzlich vermerkt sind.

Am besten identifizierbar sind laut Diagramm die Parameter des PT2-Gliedes (s. Ab-
schn. 5.1.2) der Anregungshydraulik fanr und danr. Dies zeigt, welchen großen Einfluss die
genaue Abbildung der Anregung auf die Identifikation hat. Eine wichtige Rolle im Funktional
spielt offensichtlich auch die Steifigkeit der Drehhemmung cddreh. Die vorhandene Nicht-
Identifizierbarkeit bei der Drehhemmung ist in der bloßen Rangfolge nicht berücksichtigt. Die-
se gibt nur an, wie die einzelnen Parameter identifizierbar sind, falls alle anderen Parameter als
bekannt, angenommen werden. Dies verdeutlicht, dass eine solche Rangfolge nur auskommt
mit der zusätzlichen Angabe der Nicht-Identifizierbarkeit, wie sie das Diagramm 5.7 auch bein-
haltet.

Eine wichtige Rolle bei der Identifizierbarkeit spielen gemäß der Identifizierbarkeitsanalyse auch
die Laufkreisabstände lkab i. Aus der Laufdynamik von Schienenfahrzeugen ist bekannt,
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Abbildung 5.6: Identifizierbarkeit beim Singulärvektor Index 1. Zur Beschreibung und Normie-
rung der Parameter siehe Tabellen 5.1 und 5.3.

wie diese der Spurweite äquivalenten Parameter das Fahrverhalten beeinflussen. Auch die
Dämpfung der Drehgestellgierbewegung ist wesentlich, die beim behandelten Fahrzeug durch
Gleitstücke mit Coulombscher Reibung (parametriert durch vswigl und muegl) realisiert ist.
Auf keinen Fall zu vernachlässigen ist offensichtlich auch der Rad-Schiene-Reibbeiwert mue.

Bei den Dämpfern sind die Querdämpfer besser als die Vertikaldämpfer identifizierbar.
Mit geringer relativer Identifizierbarkeit sind die Werte “...mve“ gegenüber dem Parame-
ter danr jeweils schlecht identifizierbar. Sie stellen das Verhältnis der Endsteigungen der
Dämpferkennlinien zu den Anfangssteigungen dar (vgl. Tab. 5.1, S. 97). Offensichtlich (und
auch plausibel) werden diese durch die gewählte Anregung nicht so gut angeregt wie die An-
fangssteigungen “...ma“.

5.3 Parameteridentifikation

(Schritt IV des Gesamtverfahrens, Tabelle 4.2 auf Seite 90)

Die Definition des Funktionals und die Messdatenverarbeitung erfolgen im Rahmen des Post-
Processings des verwendeten Mehrkörper-Analyse-Programms SIMPACK. Die Gewichtun-
gen werden dabei zunächst entsprechend der Größenordnung der Messwerte an den jeweili-
gen Messstellen gewählt, später können schrittweise die berechneten Varianzen der einzelnen
Ausgangs-Störungen gemäß Abschnitt 4.1.4 berücksichtigt werden. Die Funktionalbildung ist
so konfiguriert, dass zuerst jeweils die Teilfunktionale in allen einzelnen Messkanälen gebil-
det werden. Dann werden diese baumartig in Messstellen-Gruppen zusammengefasst. Diese
Gruppierungstechnik hat neben der einfacheren Gewichtungsmöglichkeit der Gruppen den Vor-
teil, dass bei der Vielzahl an Messstellen Problemstellen im Rahmen der Beurteilung der zu-
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rung der Parameter siehe Tabellen 5.1 und 5.3.

sammengefassten Teilfunktionale leichter lokalisiert werden können. Abbildung 5.8 zeigt den
Verlauf einiger dieser Funktionale über den einzelnen Iterationsschritten der Minimierung (En-
de der Liniensuche vgl. Abschn. 3.6). Das Gesamtfunktional wird durch gewichtete Addition
aus den hier ebenfalls dargestellten Teilfunktionalen der Kanalgruppen Kraft, Position und
Beschleunigung berechnet. Die Funktionale sind in dieser Abbildung gemäß der Technik aus
Abschnitt 4.4.1 als Diskrepanzindizes normiert (Dreiecksmarkierung). Eine zusätzliche Diskus-
sion dieser Ergebnisse erfolgt im Zusammenhang mit dem Verfahrensschritt der Validierung im
nächsten Abschnitt.

Entscheidend für den Erfolg der Identifikation ist die geeignete Vorfilterung, die zunächst als
Bandpassfilter mit einer Eckfrequenz von 5 Hz durchgeführt wird (vgl. Abschn. 4.1.2). In der
Anwendung beim Testbeispiel kann man durchgängig beobachten, dass ohne die Filterung die
Iteration entweder in einem Nebenminimum stecken bleibt oder viele Fehlschritte auftreten.

Für die Identifikation sind verschiedene numerische Konfigurations-Parameter von Bedeu-
tung. Die Genauigkeit des Zeitintegrationsverfahrens zur Lösung der Bewegungsgleichungen
wird im Zusammenhang mit den verwendeten synchron integrierten variierten Trajektorien auf
εTOL = 1.E-5 gesetzt. Als Inkrement für die beteiligten FD-Approximationen der hybriden
finit-analytischen Gradientenbestimmung wird εFD = 1.E-3 in Bezug auf die normierten Para-
meter gewählt.

Als Abbruchkriterium des Minimierungsverfahrens wird die Anzahl der Iterationsschritte ver-
wendet. Anstelle des Abbruchs bei einem ausreichend kleinen Gradienten des Funktionals hat
dies den Vorteil, dass die Minimierung nicht in einer flachen Stelle der Funktionalfläche ab-
bricht. Diese Gefahr besteht vor allem im Zusammenhang mit den verhältnismäßig ungenau
bestimmten Gradienten. Da die Ergebnisse auch schon während der Minimierungsiteration ab-
gerufen und beurteilt werden können, stellt auch die Vorgabe einer großen Anzahl an Iterati-
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Abbildung 5.8: Normierte Funktionalwerte im Gesamtfunktional und den in Teilfunktionalen.
4 – skaliert als Diskrepanzindex, ◦ – skaliert auf Startwert = 1 .

onsschritten kein Problem dar, zur Not kann die Minimierung einfach abgebrochen werden.

Die Minimierung erreicht, wie in Abbildung 5.8 zu sehen, nach 9 Iterationsschritten ihr Mini-
mum. Mit jedem Iterationsschritt ist als dominierender Rechenaufwand die Bestimmung des
Gradienten verbunden. Bei einer gewählten Anzahl von 34 Parametern bedeutet dies einen
Aufwand, der in etwa 350 Auswertungen der Zeitsimulation entspricht. Damit dauert die Be-
rechnung bei einem Aufwand von 350 s pro Funktionsaufruf etwa 34 h.



106 5 Anwendung: Identifikationsbeispiel Schienenfahrzeug

5.4 Ergebnisse und Validierung

(Schritt V des Gesamtverfahrens, Tabelle 4.2 auf Seite 90)

In diesem Abschnitt werden die Identifikationsergebnisse diskutiert. Dieses erfolgt zusammen
mit der im Gesamtverfahren vorgesehenen Validierungssdiskussion. Die Validierung betrachtet
verschiedene Bewertungskriterien des identifizierten Modells. Damit kann beurteilt werden, ob
die verwendete Modellstruktur M(ϑ̂) geeignet ist, beziehungsweise in welcher Richtung diese
im Rahmen der Modellstrukturdiskrimination gegebenenfalls noch verändert werden muss (vgl.
Abschn. 4.4.1).

Zuerst ist das unmittelbare Ergebnis der identifizierten Parameter und deren Plausibilität zu
betrachten. Tabelle 5.3 wurde durch die programmierte Softwareumgebung automatisiert er-
stellt und führt die geschätzten Parameter im Optimum und im Startpunkt der Optimierung
auf. Die Parameter sind dimensionlos, das heißt 0 entspricht der Untergrenze und 1 der Ober-
grenze des Definitionsbereichs. Zusätzlich sind die Grenzen (Min, Max) des Definitionsbereichs
eingetragen. Physikalische Einheit der Bereichsgrenzen und Bedeutung der Parameter sind Ta-
belle 5.1 auf Seite 97 zu entnehmen.

Tabelle 5.3: Liste der identifizierten Parameter, der De-
finitionsbereiche und der Startwerte der Identifikation
beim Testbeispiel

Name Opt [ ] Init [ ] Min Max

cprimy 0.72 0.67 1.00E+06 1.00E+07

cprimx 0.38 0.47 1.00E+07 1.00E+08

mue 0.55 0.50 2.00E-01 6.00E-01

lkab˙1 0.64 0.50 -5.00E-03 5.00E-03

lkab˙2 0.25 0.50 -5.00E-03 5.00E-03

lkab˙3 0.53 0.50 -5.00E-03 5.00E-03

lkab˙4 0.26 0.50 -5.00E-03 5.00E-03

mueglh 0.81 0.60 5.00E-02 3.00E-01

mueglv 0.93 0.60 5.00E-02 3.00E-01

vswigl 0.07 0.04 1.00E-03 1.00E-01

cdrehh1 0.03 0.00 2.00E+07 2.00E+08

cdrehh2 0.04 0.00 2.00E+07 2.00E+08

danr 0.87 0.10 1.00E-04 1.00E+01

fanr 0.98 0.09 1.00E+00 1.00E+02

ll1 0.56 0.50 -5.00E-03 5.00E-03

ll2 0.58 0.50 -5.00E-03 5.00E-03

ll3 0.49 0.50 -5.00E-03 5.00E-03

ll4 0.61 0.50 -5.00E-03 5.00E-03

cypend 0.58 0.00 0.00E+00 5.00E+05

QDLvgr 0.55 0.49 1.00E-03 1.00E-01

QDLma 0.20 0.35 0.00E+00 2.00E+05

QDLmve 0.22 0.14 0.00E+00 1.00E+00

QDRvgr 0.68 0.60 1.00E-03 1.00E-01

QDRma 0.28 0.28 0.00E+00 2.00E+05

QDRmve 0.37 0.36 0.00E+00 1.00E+00

VDLvgr 0.73 0.60 1.00E-03 1.00E-01
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Tabelle 5.3: Liste der identifizierten Parameter, der De-
finitionsbereiche und der Startwerte der Identifikation
beim Testbeispiel

Name Opt [ ] Init [ ] Min Max

VDLma 0.22 0.19 0.00E+00 2.00E+05

VDLmve 0.17 0.17 0.00E+00 1.00E+00

VDRvgr 0.52 0.49 1.00E-03 1.00E-01

VDRma 0.21 0.16 0.00E+00 2.00E+05

VDRmve 0.59 0.47 0.00E+00 1.00E+00

csekz 1.00 0.50 3.00E+05 5.00E+05

Iyy 0.17 0.45 2.00E+06 3.00E+06

Izz 0.52 0.45 2.00E+06 3.00E+06

Die Parameter konvergieren dabei fast alle gegen plausible Werte. Einzig der identifizierte
Wert des Parameters csekz befindet sich an der oberen Grenze seines Definitionsbereichs.
Dieser Wert von csekz als vertikale Steifigkeit der Sekundärstufe ist tatsächlich als zu hoch
und unplausibel anzusehen. Es ist anzunehmen, dass dieser Identifikationsparameter Fehler im
Modell kompensiert. Allerdings lassen sich mit dieser Information wieder Hinweise für eine Mo-
dellkorrektur ableiten. Eine mögliche Korrektur ist die Berücksichtigung der Trägheit um die
Längsachse als Identifikationsparameter Ixx oder auch der Schwerpunktshöhe mit dem Ziel,
die Wankdynamik besser wiederzugeben. Alternativ ist als strukturelle Korrektur bei den Verti-
kaldämpfern der Sekundärstufe des Drehgestells an die Modellierung einer Elastizität in Form
einer Feder-Dämpfer-in-Reihe-Schaltung zu denken. An diesem Punkt wird der Identifikations-
prozess jedoch bewusst nicht fortgesetzt. Die Identifikation eines spezifischen Beispiels in allen
Einzelheiten ist nicht Ziel dieser Arbeit. Sie konzentriert sich vielmehr auf die Entwicklung so-
wie den Funktionsnachweis der Gesamtmethode und ihrer Teilmethoden.

Die künstliche Nicht-Identifizierbarkeit bei der Drehhemmung wird im Identifikationslauf ro-
bust behandelt. Die Parameter cddreh1 und cddreh2 werden mit einem nahezu gleichen Wert
identifiziert.

Interessant sind die identifizierten Parameter bei den Laufkreisabständen. Hier werden sys-
tematisch die jeweils in einem Drehgestell vorne befindlichen Laufkreisabstände lkab 1 und
lkab 3 höher als die hinteren identifiziert. Die identifizierten Reibbeiwerte der Gleitstücke
muegl zeigen mit 0.25 bzw 0.28 überraschend hohe Werte.

Als weitere Beurteilungsgröße der Identifikation und zur Modell-Validierung können die Wer-
te der Funktionale betrachtet werden. Diese sind vorstehend in Abbildung 5.8 dargestellt. Die
mit Dreiecken markierten Verläufe zeigen dabei die Funktionalwerte normiert mit jeweils dem
Funktionalwert, der sich bei Verwendung des Mittelwerts der Messung im jeweiligen Kanal als
Modell ergeben würde. Der Diskrepanzindex im Gesamtfunktional (links oben) des unidentifi-
zierten Modells beim Iterationsstart beträgt mehr als 77 % und nimmt zum Ende auf weniger
als 28 % ab. Die Bewertung mit diesem Diskrepanzindex ist objektiv, es können auch unter-
schiedliche Skalierungen der Fehler oder Filterungen verwendet werden, ohne dass dadurch ei-
ne
”
unfaire“ Bewertung entstehen würde. Bei der verwendeten Vorfilterung ist der betrachtete

Bereich der Diskrepanz auf das betrachtete Frequenzband fokussiert, in diesem Fall bis 5 Hz.
Die Diskrepanz von 28 % am Iterationsende deutet darauf hin, dass noch verschiedene Mo-
dellstrukturfehler vorliegen. Diese sind jedoch im Gesamtverfahren zur Identifikation durchaus
üblich. Durch die bisherige Identifikation konnten mit Hilfe der Modellstrukturdiskrimination
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bereits zahlreiche Modellstrukturfehler beseitigt werden. Die vollständige Beseitigung ist lang-
wierig und erfordert das Sammeln von viel Erfahrung bei der Anwendung der Gesamtmethode
im spezifischen Anwendungsgebiet.

Als weitere Kurve im gleichen Diagramm ist der Funktionalwert, diesmal bezogen auf den
Startwert ( = 1 = 100 %), aufgetragen. Aus dieser Sicht nimmt der Funktionalwert auf 36 %
ab, das heißt durch die Identifikation erhält man ein Modell, das nur noch 36 % der Diskre-
panz des nicht-identifizierten Modells aufweist. Diese Verbesserung spricht deutlich für die
Anwendung von Identifikationsmethoden. In den weiteren Kanalgruppen sind die Positions-
kanäle (links unten) am besten (Endwert der Diskrepanz kleiner 6 %) identifiziert. Die Be-
schleunigungmessungen (rechts unten) haben eine Diskrepanz von weniger als 33 % die Kraft-
messungen (rechts oben) noch den hohen Wert von 53 %.

Bestehen Zweifel daran, dass das globale Minimum durch das Minimierungsverfahren erreicht
wurde, können Schnitte der Funktionalhyperfläche V (ϑ̂) längs eines Parameters mit relativ
geringem Aufwand berechnet werden. Solche Funktionalschnitte sind um das identifizierte Mi-
nimum herum in der vorstehenden Abbildung 4.5 auf Seite 75 für die Filterung bis 5 Hz für die
Parameter lkab 3, VDRma und cypend dargestellt. In diesen Schnitten stellen die gefundenen
Minima die globalen Minima dar und zeigen damit das Funktionieren des Parameteridentifika-
tionsverfahren für das gegebene Beispiel.

Die wichtigste Beurteilung der Identifikation ergibt sich aus der vergleichenden Betrachtung
der Signalverläufe. Hier können nicht nur noch bestehende Abweichungen lokalisiert werden,
sondern in der Regel auch Hinweise auf die Art der notwendigen Korrekturen an der Modell-
struktur erhalten werden. Die Zeitverläufe der Signale der zahlreichen verwendeten Mess-
stellen finden sich im Anhang in Abschnitt A.1. Hier sind jeweils in einem Diagramm die Si-
gnalverläufe des Versuchs und der Simulation für die Ausgangsparameter und die identifizier-
ten Parameter dargestellt. In Abbildung A.1 sind die Werte der Radsatz-Querwege an allen
vier Radsätzen aufgetragen. An diesen Messstellen ergeben sich durchweg nahezu identische
Verläufe. Bei den ersten beiden Radsätzen wird die Lösung sogar ausgehend von einer stark
abweichenden Anfangskonfiguration gefunden. Eine sehr gute Annäherung gibt es auch beim
Quer- und Vertikalweg des Wagenkastens in Abbildung A.2. Die Radquerkräfte Y in Abbil-
dung A.3 an den Rädern zeigen nur beim linken Rad am 4. Radsatz (Y42) zufriedenstellende
Übereinstimmung, ähnlich verhält es sich bei den Vertikalkräften Q (Abbildung A.4). Eine sehr
gute Ähnlichkeit zwischen dem Signal des identifizierten Modells und dem des Versuchs ergibt
sich wieder bei den Querbeschleunigungssignalen am Wagen-Fußboden in Abbildung A.5. Die
restlichen Abbildungen A.6-A.10 verdeutlichen, dass vor allem die Querrichtung gut identifi-
ziert ist, während die Vertikalrichtung teilweise noch fehlerhaft bleibt. Dies spiegelt jedoch eine
typische Situation während des Gesamtverlaufs der Systemidentifikation wider.

Die bestehenden Modellstrukturfehler bewirken eine zu hohe Schätzung der Kovarianz der
Ausgangsstörungen. Damit ergibt sich eine ebenfalls zu hohe, jedoch immerhin konservative
Abschätzung der Schätzvarianz.

5.5 Analyse der Schätzgenauigkeit

(Schritt VII des Gesamtverfahrens, Tabelle 4.2 auf Seite 90)

Zuerst wird aus dem Fehlervektor E gemäß dem Verfahren aus Abschnitt 4.1.4 unter
Berücksichtigung der Vorfilterung die Ausgangs-Störvarianz CovDa an den einzelnen Kanälen
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bestimmt. Mit der Ausgangs-Störvarianz kann die Kovarianzmatrix der Schätzparameter be-
stimmt werden.

Zur Ergebnis-Visualisierung werden nur die auf jeweils einen Einzelparameter bezogenen Va-
rianzen als Diagonalelemente der Kovarianzmatrix betrachtet. Abbildung 5.9 zeigt diese Dar-
stellung der Schätzvarianzen der Einzelparameter als Balkendiagramm. Zusätzlich ist in diesem
automatisiert erstellten Diagramm vermerkt, dass eine Nicht-Identifizierbarkeit beim Parame-
ter cdrehh2 vorliegt. Hier handelt es sich um die testweise eingefügte Nicht-Identifizierbarkeit
(vgl. Abschnitt 5.1.3). Der Singulärvektor entspricht dabei wieder der Differenz beider Feder-
steifigkeiten cddreh1 und cddreh2, es ergibt sich das gleiche Bild wie in Abb. 5.6 auf Sei-
te 103.
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Abbildung 5.9: Schätzungenauigkeit beim Testbeispiel bezogen auf die normierten Parameter,
vgl. Tabellen 5.1, S. 97 und 5.3, S. 107.

Am besten wird laut diesem Diagramm die Steifigkeit der Drehhemung cdrehh identifiziert.
Die Nicht-Identifizierbarkeit in diesem Zusammenhang wird durch die zusätzliche Angabe des
Singulärvektors bei der Kovarianz dargestellt (4.16).

Die Rangfolge der Schätzungenauigkeit der Parameter entspricht im Wesentlichen der Reihen-
folge, die sich schon bei der Identifizierbarkeitsanalyse ergeben hatte. Gegenüber der Identi-
fizierbarkeitsanalyse schneiden die Parameter des PT2-Gliedes (s. Abschn. 5.1.2) der Anre-
gungshydraulik fanr und danr in der Rangfolge schlechter ab. Dies hängt damit zusammen,
dass die vorhandenen Modellstrukturfehler in der Abschätzung der Ausgangs-Störvarianz sich
hier wesentlich deutlicher manifestieren als bei den anderen Parametern.

Die Schätzkovarianz inklusive Nicht-Identifizierbarkeiten wird über eine im Gesamtverfahren
einheitlich definierte Dateischnittstelle an die nachfolgenden Berechnungen weitergegeben.
Dies kann beispielsweise die Analyse der Stabilität beim Durchfahren einer Weiche sein, wie
im nächsten Abschnitt gezeigt. Obwohl dies in der hier präsentierten Beispielanwendung nicht
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dargestellt wird, soll noch erwähnt werden, dass die Schätzkovarianz der Identifikationspara-
meter im Gesamtverfahren auch noch an weiteren Stellen benötigt wird. Sie kann zum einen
als A-priori-Information über den Bayesschen Schätzer in eine weitere Schätzung mit anderen
Versuchen eingebracht werden oder mit den Ergebnissen anderer Schätzungen direkt verknüpft
werden (vgl. Abschn. 3.2). Auch hierfür ist eine einheitliche Dateischnittstelle als Interface der
Ergebnisdaten der Schätzung notwendig.

5.6 Gültigkeitsbereiche und Parameter-Relevanz

(Schritt VII des Gesamtverfahrens, Tabelle 4.2 auf Seite 90)

Zum Abschluss der hier präsentierten Beispielanwendung soll nun die Extrapolierbarkeit auf
eine Weichenfahrt überprüft werden, wie die Problemstellung bereits in Abschnitt 4.3.3 vorge-
stellt wurde. Konkret soll festgestellt werden, ob das identifizierte Modell in Bezug auf seine
Parameterunsicherheiten für die durchgeführte Analyse der Entgleisungsneigung des Fahrzeugs
in der Weiche verwendbar ist.

In der Analyse soll konkret untersucht werden, ob die Stabilität des Fahrzeugs während der
gesamten Weichendurchfahrt gegeben ist. Die Weiche wird in der Simulation dargestellt durch
zwei symmetrische s-förmige Gleis-Bögen, wobei mit jeweils 150 m sehr enge Bogenradien
gewählt werden (vgl. Abb. 5.10). Das Fahrzeug fährt mit 60 km/h durch diese Weiche, womit
die Querbeschleunigung des Fahrzeugs 1.85 m/s**2 beträgt. Dieser Wert ist weit jenseits der
im Fahrbetrieb zulässigen Grenze von 1 m/s**2, es handelt sich also um ein Ausfallszenario.

Abbildung 5.10: SIMPACK-Modell der Weichenüberfahrt des Testwagens

Das übliche Kriterium zur Untersuchung der Stabilität von Schienenfahrzeugen ist das
Verhältnis von Quer- zu Vertikalkraft (Y/Q) an den einzelnen Rädern. Dieses Verhältnis gibt
die situationsabhängige Entgleisungsneigung des Fahrzeugs wieder und darf einen kritischen
Wert von 1.2 zu keiner Zeit überschreiten. Abbildung 5.11 zeigt den simulierten Verlauf dieser
Größe an einem Rad des Fahrzeugs während der Weichenfahrt.



5.6 Gültigkeitsbereiche und Parameter-Relevanz 111

Das Kriterium ist: Übersteigt das Maximum dieser Größe, gemessen über das gesamte Zeitin-
tervall der Durchfahrt und über alle Räder das kritische Verhältnis? In Abbildung 5.11 ist als
Linie der Maximalwert von Y/Q dargestellt. Er liegt in der Berechnung bei 0.83, also unter-
halb der kritischen Grenze.
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Abbildung 5.11: Verlauf des Verhältnis der Kräfte Y/Q am rechten Rad des führenden Rad-
satzes

Die Untersuchung der Gültigkeit wird nun auf Basis der Gleichung (4.19) durchgeführt. Dazu
müssen zunächst die Parameter-Relevanzen der Identifikationsparameter bezüglich des Kri-
teriums bestimmt werden. Dies kann durch eine Finite-Differenzen-Approximation der Ablei-
tung der Kriterien nach den Identifikationsparametern geschehen. Abbildung 5.12 zeigt die
Parameter-Relevanzen für verschiedene Parameter, die am Modell des Testfahrzeugs identifi-
ziert wurden. Die Parameter-Relevanzen sind im Diagramm, wie die Schätzkovarianz, mit den
Definitionsbereichsbreiten der Parameter skaliert. Die größte Relevanz für das Kriterium hat
nach diesem Diagramm die Quersteifigkeit der Pendelaufhängung cypend.

Zunächst ist die Nicht-Identifizierbarkeit zu klären, die testweise in das identifizierte System
eingebaut wurde. Formal muss dabei geprüft werden, ob alle Singulärvektoren der Nicht-
Identifizierbarkeiten orthogonal zu der Parameter-Relevanz sind, siehe (4.20). Konkret ist die
Differenz cdrehh1 − cdrehh2 der in Serie geschalteten Drehsteifigkeiten nicht-identifizierbar.
Die Relevanzen der Drehsteifigkeiten cddreh1 und cddreh2 sind erwartungsgemäß identisch
(vgl. Abbildung 5.12). Das bedeutet praktisch, dass die Differenz der Drehsteifigkeiten für das
untersuchte Kriterium belanglos und damit die Nichtidentifizierbarkeit unbeachtlich ist. Formal
ergibt das Skalarprodukt in der Fehlertoleranzbreite den Wert Null.

Bildet man nun die betragsnormierte Varianz des berechneten Kriteriums, so ergibt sich
gemäß (4.19) ein Wert von 0.587e-4. Die Streuung σJ beträgt also 0.77e-2. Aus Tabel-
le 4.1 kann man entnehmen, dass die Breite des Vertrauensbereich bei beispielsweise 99 %
geforderter Wahrscheinlichkeit 2.58 σJ ist, das heißt 0.04. Das Kriterium liegt also (unter der
Voraussetzung einer Gaußverteilung bei Berücksichtigung der Skalierung) mit 99 % Sicherheit



112 5 Anwendung: Identifikationsbeispiel Schienenfahrzeug

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

cprimy
cprimx

mueglh
mueglv
vswigl

cdrehh1
cdrehh2
cypend
QDLvgr
QDLma

QDLmve
QDRvgr
QDRma

QDRmve
VDLvgr
VDLma

VDLmve
VDRvgr
VDRma

VDRmve
csekz

Iyy
Izz

Absolutwert Parameter−Relevanz, normiert

Abbildung 5.12: Parameter-Relevanzen der Schätzparameter beim Durchfahren der Weiche
bezüglich Y/Q-Kriterium

im Bereich 0.83±0.02. Bei einer solch geringen Streuung kann die Gültigkeit des Modells für
die hier durchgeführte Bewertung des Fahrzeugs bestätigt werden.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Die computergestützten Methoden zur Fahrdynamikberechnung sind heute in einem Stadi-
um angelangt, das nicht mehr nur qualitative Einflussstudien von Änderungen am technischen
System zulässt. Die Methoden sind vielmehr inzwischen so weit gediehen, dass sie die Rea-
lität in ausreichender Detaillierung wiedergeben können. Dies ist allerdings viel eher möglich,
wenn die Modelle durch Vergleich mit Experimentaldaten an die Realität angeglichen werden
können. Identifikationsmethoden unterstützen das Angleichen der Modelle an die Realität we-
sentlich. Sie ermöglichen damit nicht nur die Verbesserung eines gegebenen Systemmodells,
sondern auch die Verbesserung des wertvollen Modellierungs-Know-hows im einschlägigen An-
wendungsgebiet.

Der spezifische Einsatz von Identifikationsmethoden richtet sich auf einen bestimmten Ver-
wendungszweck der identifizierten Systemmodelle. Dieser kann dadurch gegeben sein, dass
mit den identifizierten Modellen verschiedene weiterführende, nachgeschaltete Analysen des
Systems durchgeführt werden sollen. Diese Zielsetzung unterscheidet sich wesentlich von der
klassischen Stoßrichtung regelungstechnischer oder diagnoseorientierter Identifikationsmetho-
den. Die konsequente Weiterverfolgung des Ziels nachgeschalteter Analysen führt auf ein be-
stimmtes Anforderungsprofil an ein Gesamtverfahren. Ein solches Gesamtverfahren wird in der
vorliegenden Arbeit für die Identifikation von Fahrdynamik-Analysemodellen erarbeitet.

Beiträge dieser Arbeit

Ein primärer Beitrag der Arbeit ist die Ableitung dieses Gesamtverfahrens. Insbesondere die
Frage der Auswahl einer geeigneten Identifikationsmethode wird im Zusammenhang mit den
vorhandenen technischen, methodischen und prozessbezogenen Randbedingungen intensiv be-
handelt. Das Gesamtverfahren wurde in das Mehrkörpersystem-Analyseprogramm SIMPACK
in einer Entwicklerversion implementiert und angewendet. Damit ist gleichzeitig der Nachweis
erbracht, dass das Verfahren auch in Standardsoftware integriert werden kann.

Als Referenzanwendung wird ein außerordentlich umfangreiches, zusammenhängendes
Mehrkörpermodell des Schienenfahrzeugs und des Rollprüfstands identifiziert. Diese Bei-
spielanwendung dient gleichzeitig zur Demonstration des Ablaufs des Gesamtverfahrens.

Des Weiteren werden wichtige Teilmethoden des Gesamtverfahrens hergeleitet und zusam-
mengestellt.

Dazu gehört unter anderem ein neues, software-technisches Konzept, mit dem Gradienten
hybrid in gekoppelter, analytischer und mit finiten Differenzen approximierter Form in der Be-
rechnungskette der Mehrkörpersysteme bestimmt werden können.
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Zusätzlich kann zur Verbesserung der Konvergenz der Parameteridentifikation eine
Tiefpass-Filterung des Fehlervektors eingesetzt werden. Dieser – bei der Identifikation von
Mehrkörpersystemen bisher wenig berücksichtigte – Verfahrensaspekt wird theoretisch unter-
sucht und in der praktischen Anwendung demonstriert. Darüber hinaus wird mit der schritt-
weisen Filterung ein Vorgehen vorgeschlagen, bei dem der Identifikationsfokus schrittweise
erweitert werden kann.

Die Identifizierbarkeit der Parameter ist, beispielsweise in den einzelnen Iterationsschritten der
Modellstrukturdiskrimination, nicht immer gegeben. Die verwendete Ausgangsfehlerschätzung,
welche nichtlinear von den Parametern abhängt, wird formelmäßig so aufbereitet, dass über
das Standardverfahren der Singulärwertzerlegung eine Analyse der nicht-identifizierbaren Sys-
temanteile durchgeführt werden kann. Zusätzlich wird aufgezeigt, wie die nicht-identifizierbare
Situation bei der Bestimmung der Kovarianz der Schätzparameter gehandhabt werden kann.

Eine Gültigkeitsbestimmung der identifizierten Modelle für nachgeschaltete Analysen ist in ei-
nem Gesamtverfahren unerlässlich. Zur Analyse der bisher kaum betrachteten Gültigkeit wird
eine Methode aufgezeigt. Dieser Beitrag schließt die gesamte Kette von der Modellierung über
die Identifikation bis zur Verwendung der Modelle in den beabsichtigten nachgeschalteten Ana-
lysen.

Ausblick

Mit dem entwickelten Identifikationsverfahren können bestehende Fahrdynamik-Modelle unter
Einbeziehung von Messdaten wesentlich verbessert werden. Die Anwendung des entwickelten
Verfahrens zeigt, dass die Identifikation von Fahrdynamik-Analysemodellen mit umfassende-
rem Gültigkeitsbereich möglich ist. Die Identifikation einer jeweils geeigneten Modellstruk-
tur stellt jedoch eine größere Hürde dar. Dieses Problem wird aber vermutlich gelöst werden
können, wenn für spezifische Fahrzeugarten auf spezifischen Prüfständen jeweils das notwen-
dige Prozess-Know-how Schritt für Schritt aufgebaut wird. Um den tatsächlichen Nutzen in
der Entwicklungspraxis beurteilen zu können, sind weitere, konzentrierte Pilotanwendungen des
Verfahrens notwendig.

Das in der vorliegenden Arbeit entwickelte Gesamtverfahren zur Identifikation von
Fahrdynamik-Analysemodellen ist durch den verwendeten Ausgangsfehler vor allem für
Prüfstandsversuche geeignet. Um auch Feldversuche geeignet behandeln zu können, müssten
zusätzlich Prozessstörungen berücksichtigt werden. Ein zukünftiges Gesamtverfahren für Feld-
versuche ist beispielsweise durch die Integration des Konzept des Erweiterten Kalman-Filters
in das hier entwickelte Verfahren möglich.
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Anhang A

Ergebnisse

A.1 Vergleich Identifikation - Messung

Die folgenden Seiten zeigen eine Zusammenstellung der Zeitverläufe der Signale an den ein-
zelnen Messstellen im Vergleich von Versuch und Berechnung für das Testfahrzeug. Dabei ist
jeweils

• der Verlauf der berechneten Größen beim unidentifizierten Ausgangsmodell (Aus-
gangsparameter),

• der Verlauf der gemessenen Größen (Messung),

• und der Verlauf der berechneten Größen beim identifizierten Modell (... identifiziert)

nebeneinander in einem Diagramm aufgetragen.
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Abbildung A.1: Vergleich Messung Simulation. Aus Datenschutzgründen sind die Werte durch
Skalierung mit einer willkürlich gewählten Zahl zwischen 0.5 und 1 verfälscht.
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Abbildung A.2: Vergleich Messung Simulation. Aus Datenschutzgründen sind die Werte durch
Skalierung mit einer willkürlich gewählten Zahl zwischen 0.5 und 1 verfälscht.



118 A Ergebnisse

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
−2

−1

0

1

2

Zeit [s]

Y
31

 [k
N

]

Ausgangsparameter
Messung
... identifiziert

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
−2

−1

0

1

2

Zeit [s]

Y
32

 [k
N

]

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
−2

−1

0

1

2

Zeit [s]

Y
41

 [k
N

]

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
−2

−1

0

1

2

Zeit [s]

Y
42

 [k
N

]

Testfahrzeug,31.05.02

Abbildung A.3: Vergleich Messung Simulation. Aus Datenschutzgründen sind die Werte durch
Skalierung mit einer willkürlich gewählten Zahl zwischen 0.5 und 1 verfälscht.
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Abbildung A.4: Vergleich Messung Simulation. Aus Datenschutzgründen sind die Werte durch
Skalierung mit einer willkürlich gewählten Zahl zwischen 0.5 und 1 verfälscht.
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Abbildung A.5: Vergleich Messung Simulation. Aus Datenschutzgründen sind die Werte durch
Skalierung mit einer willkürlich gewählten Zahl zwischen 0.5 und 1 verfälscht.
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Abbildung A.6: Vergleich Messung Simulation. Aus Datenschutzgründen sind die Werte durch
Skalierung mit einer willkürlich gewählten Zahl zwischen 0.5 und 1 verfälscht.
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Abbildung A.7: Vergleich Messung Simulation. Aus Datenschutzgründen sind die Werte durch
Skalierung mit einer willkürlich gewählten Zahl zwischen 0.5 und 1 verfälscht.
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Abbildung A.8: Vergleich Messung Simulation. Aus Datenschutzgründen sind die Werte durch
Skalierung mit einer willkürlich gewählten Zahl zwischen 0.5 und 1 verfälscht.
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Abbildung A.9: Vergleich Messung Simulation. Aus Datenschutzgründen sind die Werte durch
Skalierung mit einer willkürlich gewählten Zahl zwischen 0.5 und 1 verfälscht.
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Abbildung A.10: Vergleich Messung Simulation. Aus Datenschutzgründen sind die Werte
durch Skalierung mit einer willkürlich gewählten Zahl zwischen 0.5 und 1 verfälscht.



126

Anhang B

Dateiausdrucke

B.1 Beispiel Programmcode mit Finite-Differenzen-

Schleifen

Der folgende Programmausdruck zeigt das FORTRAN-Programm ddatrp aus SODASRT,
das im Rahmen der Anwendung der Methode zur hybriden finit-analytischen Gradientenbe-
rechnung modifiziert wurde. Die Hinzufügungen zum ursprünglichen Programmcode sind durch
Fettdruck gekennzeichnet. Vom ersten zum zweiten Block reicht über den dazwischenliegen-
den Code hinweg die Abarbeitungschleife über alle zu variierenden Systeme.

SUBROUTINE FDGR˙DDATRP(X,XOUT,YOUT,YPOUT,NEQ,KOLD,PHI,PSI)
C

C-----------------------------------------------------------------------

C THE METHODS IN SUBROUTINE DASTEP USE POLYNOMIALS

C TO APPROXIMATE THE SOLUTION. DDATRP APPROXIMATES THE

C SOLUTION AND ITS DERIVATIVE AT TIME XOUT BY EVALUATING

C ONE OF THESE POLYNOMIALS,AND ITS DERIVATIVE,THERE.

C INFORMATION DEFINING THIS POLYNOMIAL IS PASSED FROM

C DASTEP, SO DDATRP CANNOT BE USED ALONE.

C

C THE PARAMETERS ARE:

C X THE CURRENT TIME IN THE INTEGRATION.

C XOUT THE TIME AT WHICH THE SOLUTION IS DESIRED

C YOUT THE INTERPOLATED APPROXIMATION TO Y AT XOUT

C (THIS IS OUTPUT)

C YPOUT THE INTERPOLATED APPROXIMATION TO YPRIME AT XOUT

C (THIS IS OUTPUT)

C NEQ NUMBER OF EQUATIONS

C KOLD ORDER USED ON LAST SUCCESSFUL STEP

C PHI ARRAY OF SCALED DIVIDED DIFFERENCES OF Y

C PSI ARRAY OF PAST STEPSIZE HISTORY

C-----------------------------------------------------------------------

C

USE m grad ! interface for fdgr-control-variables

IMPLICIT NONE

integer:: ierr = 0

INTEGER NEQ, KOLD, I, J

DOUBLE PRECISION X, XOUT, YOUT, YPOUT, PHI, PSI
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DIMENSION YOUT(*),YPOUT(*)

DIMENSION PHI(NEQ,*),PSI(*)

C -------------------------------------------

C DECLARATION OF LOCAL VARIABLES

C -------------------------------------------

INTEGER KOLDP1

DOUBLE PRECISION TEMP1, C, D, GAMMA

C Begin Block FD-Loop

IxGradGlob = IxGradSteer ! (save index of original gradient)

FDGradientLoop: DO IxGradSteer = NGradSteer, 0, -1

IF (NGradSteer .ne. 0) THEN ! (FD gradient loops)
DO I = 1, KOLD + 1
call fdgr integ phi load(I, NEQ, phi(1, I), ierr)

END DO
END IF

C End Block FD-Loop

KOLDP1=KOLD+1

TEMP1=XOUT-X

DO 10 I=1,NEQ

YOUT(I)=PHI(I,1)

10 YPOUT(I)=0.0D0

C=1.0D0

D=0.0D0

GAMMA=TEMP1/PSI(1)

DO 30 J=2,KOLDP1

D=D*GAMMA+C/PSI(J-1)

C=C*GAMMA

GAMMA=(TEMP1+PSI(J-1))/PSI(J)

DO 20 I=1,NEQ

YOUT(I)=YOUT(I)+C*PHI(I,J)

20 YPOUT(I)=YPOUT(I)+D*PHI(I,J)

30 CONTINUE

C Begin Block FD-Loop
IF (NGradSteer .ne. 0) THEN ! (FD gradient loops)
call fdgr integ xx store (NEQ, YOUT , ierr)
call fdgr integ xxp store(NEQ, YPOUT, ierr)

END IF

END DO FDGradientLoop

IxGradSteer = IxGradGlob ! (reset to original gradient index)
C End Block FD-Loop

RETURN

C

C------END OF SUBROUTINE DDATRP------

END
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