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Nomenklatur

Innerhalb dieser Dissertation gilt die Konvention, dafl Vektorfelder im Gegensatz zu
skalarwertigen Funktionen fett gedruckt sind. Vektoren sind mit Klein-, Matrizen
mit Groflbuchstaben bezeichnet. Im folgenden sind die wesentlichen Bezeichnungen
aufgelistet. Die Bedeutung lokaler Hilfsgréflen ist dem jeweiligen Kontext zu ent-

nehmen.

Akronyme
1D eindimensional
2D zweidimensional
3D dreidimensional
ADIFOR Automatic Differentation of Fortran
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Zusammenfassung

Das Thema dieser Dissertation ist die semi-analytische Berechnung von Stromungs-
sensitivititen und die Anwendung der berechneten Sensitivitdten in einem gradi-
entenbasierten Optimierungsverfahren. Die Herleitung der Sensitivitéitsgleichungen
erfolgt mit einem diskreten Ansatz, wobei die Ausgangsgleichungen — die Grund-
gleichungen des Stromungsproblems — zunéchst diskretisiert und das resultierende
diskrete Gleichungssystem differenziert werden. Die Diskretisierung der Grundglei-
chungen erfolgt mit einem nichtkonformen Finite-Elemente-Ansatz auf unstruktu-
rierten Netzen. Die iterative Losung der diskreten Gleichungssysteme wird mit ei-
nem doppelt eingeschachtelten Mehrgitterverfahren beschleunigt. Fiir die Druck-
Geschwindigkeits-Kopplung wird ein modifiziertes SIMPLE-Verfahren eingesetzt.
Die Implementierung der Theorie wird anhand von drei analytischen Testféllen va-
lidiert. Fiir den reibungsbehafteten Fall werden die Gleichungen fiir Stromung und
Sensitivititen zwischen zwei konzentrischen Zylindern analytisch hergeleitet. Fiir
den reibungsfreien Fall werden die analytischen Losungen von Druck und Geschwin-
digkeiten mit Hilfe der konformen Abbildung um Tragfliigelprofile erstellt. An zwei
praxisrelevanten strémungstechnischen Problemen wird die Anwendbarkeit der Sen-
sitivitdtsanalyse sowohl fiir die traditionelle Optimierungsstrategie als auch fiir die
Strategie der simultanen Stromungsanalyse und Optimierung demonstriert. Dariiber
hinaus werden weitere Anwendungsmoglichkeiten diskutiert.

Wesentliche Vorteile des Verfahrens sind der Gewinn an Rechenzeit, die Anwend-
barkeit alternativer Optimierungsstrategien und durch den Einblick in den Parame-
terraum eine stirkere Kontrolle der Parametrisierung.






Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Problemstellung

Die numerische Optimierung basiert auf mathematischen Methoden, um ein globales
Extremum der Zielfunktion, definiert in der Regel mit Nebenbedingungen, finden zu
konnen. Wenn die Auswertung der Zielfunktion und Nebenbedingungen aufwendig
ist, wie das bei nichtlinearen Strémungsanalysen der Fall ist, sind Optimierungsver-
fahren von nullter Ordnung h&ufig aufgrund der hohen Rechnenzeiten nicht mehr
brauchbar. In diesem Fall werden gradientenbasierte Optimierungsverfahren einge-
setzt. Mit Hilfe der berechneten Gradienten, auch Sensitivitditsableitungen genannt,
werden die Designparameter so modifiziert, dafy die Zielfunktion einen immer ”bes-
seren” Wert zuriickliefert, ohne dabei die Nebenbedingungen zu verletzen.

Sensitivitdtsableitungen konnen auch mit Finiten Differenzen berechnet werden. Die
Berechnung kann aber nicht nur sehr aufwendig sein, sondern auch ungenaue Gra-
dientenniherung wiedergeben, wenn der Vorgang nicht iiberwacht wird. Der be-
vorzugte Weg ist deshalb die semi-analytische Berechnung von Sensitivitédten. Dies
erfordert neben der Stromungsberechnung noch eine zusétzliche Simulation, die auch
Sensitivitatsanalyse genannt wird.

1.2 Zielsetzung

Der Einsatz mathematischer Optimierungsverfahren im Entwurfsprozef soll die Ent-
wicklungszeiten wesentlich verkiirzen und die Entwicklungskosten deutlich senken.
Um die Optimierung noch effizienter durchfithren zu kénnen, werden immer neue-
re und effizientere Methoden und Strategien eingesetzt und getestet. Die vorlie-
gende Arbeit soll einen weiteren Beitrag zur numerischen Optimierung von Stro-
mungsmaschinen durch die Anwendung von Sensitivitdtsanalyse leisten.

Die primére Aufgabe ist dabei, einen Computercode zu erstellen, der die effiziente
und genaue Berechnung von Sensitivititen ermdéglicht. Diese sollen dann in einem
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gradientenbasierten Optimierungsverfahren die FD-Gradientenberechnung ersetzen.
Durch die Verwendung der Sensitivitdtsanalyse lassen sich nicht nur die Gradienten
effizienter berechnen. Dariiber hinaus gelingt es, Einblick in den Parameterraum zu
gewinnen.

Die Verwendung der Sensitivitéitsanalyse bietet jedoch auch andere Vorteile an. Es
lassen sich Optimierungsstrategien anwenden, die fiir die herkommliche Gradienten-
auswertung nicht eingesetzt werden konnten. Eine dieser Strategien ist die SAADO-
Methode, die in dieser Arbeit in Verbindung mit der Sensitivitdtsanalyse Anwendung
findet.

Der Berechnungscode fiir die Sensitivitdten wird anhand von drei analytischen Test-
fallen validiert. Mit Hilfe zweier Optimierungsprobleme wird die Effizienz der Sen-
sitivitdtsanalyse gemessen und mit anderen Optimierungskonzepten verglichen.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt: Nach einem kurzen Uberblick iiber
den Stand des Wissens werden in Kapitel 3 die einzelnen Moglichkeiten fiir die
Sensitivitdtsanalyse betrachtet und die Verbindung zwischen SA und Optimierung
erldutert. In Kapitel 4 werden die diskreten Sensitivitdtsgleichungen und Randbe-
dingungen hergeleitet. Der Losung der Gleichungen in Kapitel 5 folgen dann An-
wendungsbeispiele in Kapitel 6. Abschlielend werden in Kapitel 7 die wesentli-
chen Aspekte zusammengefafit und durch Bemerkungen zu Entwicklungstendenzen
ergidnzt. Im Anhang A ist der fiir die Optimierung eingesetzte, mit MPI paralleli-
sierte SLP-Algorithmus erldutert.



Kapitel 2

Stand des Wissens

Die Grundgleichungen bei der Optimierung von Stromungsmaschinen sind nichtli-
neare partielle Differentialgleichungen. Die Ableitung der Grundgleichungen fiir die
Sensitivitiaten kann auf zwei Wegen erfolgen.

Die Kontinuums- oder Variationsapproximation bevorzugt die Differentiation ge-
geniiber der Diskretisierung. Die Differentiation kann entweder direkt oder durch
Einfiihrung von Lagrange-Multiplikatoren ausgefiihrt werden. Letzteres hat sich in
der Fachliteratur als adjoint-Methode etabliert. Die Lagrange-Multiplikatoren sind
durch kontinuierliche, lineare und mit den Stromungsgleichungen gekoppelte Glei-
chungssysteme definiert. Die hergeleiteten Gleichungen werden anschliefend diskre-
tisiert und geldst.

Bei der diskreten Approximation werden die Stromungsgleichungen zuerst diskreti-
siert und dann differenziert. Der diskrete Weg — dhnlich der Kontinuumsapproximati-
on — kann in direkte Differentiation und adjoint-Methode unterteilt werden. Die Dis-
kussion des Kontinuumsansatzes mit Lagrange-Multiplikator kann in [2,11,57,58,87]
nachgelesen werden, wihrend der Kontinuumsansatz mit direkter Differentiation
in [17] und [42] diskutiert wird. Weitere Anhaltspunkte fiir die diskrete Approxima-
tion findet man bei Hou [54].

All die benotigten Linearisierungen und Ableitungen fiir den diskreten Ansatz — aber
genauso auch fiir den Kontinuumsansatz — von Hand durchzufiihren und dann noch
das Programm zu erstellen, das diese Terme numerisch auswertet, kann selbst mit
dem einfachsten Turbulenzmodell duflerst aufwendig sein. Eine vielversprechende
Losung fiir dieses Problem ist die automatische Differentiation, bei der alle Ableitun-
gen vom Computer durchgefiihrt werden. Ein solches Programmpaket ist z. B. ADI-
FOR (Automatic Differentation of Fortran), vgl. [13,14] und [16]. Es wurde bislang
fiir aerodynamische Optimierungsprobleme mit Erfolg eingesetzt, vgl. [44,77,101]
und [102]. Als Input fiir das Programm stellt man die Zielfunktion mit den Ne-
benbedingungen und den Code des Stromungslésers zur Verfiigung und erhilt als
Output einen Computercode, der in der Lage ist, Sensitivitdten zu berechnen.

Die Wahl des passenden SA-Ansatzes (direkt oder adjoint) hingt von dem gestellten
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Optimierungsproblem ab und ist unabhéingig davon, ob die Linearisierung von Hand
oder durch automatische Differentiation erfolgt. Der Rechenaufwand der direkten
Methode ist proportional zur Anzahl der Designparameter, da fiir jeden Designpa-
rameter ein lineares Gleichungssystem gelost werden mufl, um die zugehérigen Sen-
sitivitdten zu ermitteln. Bei der adjoint-Formulierung ist der Aufwand zur Anzahl
der Restriktionen proportional. Neben der Zielfunktion wird fiir jede Restriktion, bei
der die Feldgroflen in die Funktion eingehen, ein lineares Gleichungssystem gelost.
Im Fall einer Multidisziplindren Design Optimierung (MDO) werden in der Regel
jeder Restriktion Lagrange-Parameter zugeordnet.

Die ersten Verdffentlichungen iiber Designoptimierung sind in der Flugzeugindustrie
Mitte der siebziger Jahre entstanden, vgl. [50,51] und [108]. Sie beschéftigten sich in
erster Linie mit Tragfliigeldesign. Die Grundgleichungen der SA waren die linearen
Potentialgleichungen. Die Gradientenberechnungen erfolgten mit Finiten Differen-
zen. Diese Anwendungen konnten aufgrund des verwendeten Modells nichtlineare
Effekte nicht wiedergeben. Um analytische Gradienten fiir viskose, inkompressible
Fluide berechnen zu konnen, entwickelte sich gleichzeitig eine andere Technik, das
Optimal Control, vgl. [41,81] und [82].

Die Fortschritte in der Computerentwicklung ermdglichten es, Mitte der achtzi-
ger Jahre, Stromungssimulationen basierend auf kompressiblen Euler- und Navier-
Stokes-Gleichungen durchzufiihren. Diese Simulationen waren jedoch auf einfache
Geometrien beschriankt. SOBIESCANSKI-SOBIESKI [95] war der erste, der die Stro-
mungsanalyse mit einer Formsensitivitdtsanalyse ergéinzte. Nach dieser Pionierarbeit
sind dann mit stetig wachsender Computerleistung zahlreiche Studien verdffent-
licht worden, welche die Stromungssimulation, Sensitivitdtsanalyse und numerische
Optimierung gekoppelt haben, vgl. [63, 72,74, 77,87]. Zu den groBten Schwierig-
keiten gehorten und gehoren auch heute noch der enorme Speicheraufwand und
die groflen Rechenzeiten, wenn nichtlineare Stromungsgleichungen geldst werden
miissen. Wihrend in der Stromungsanalyse iterative Verfahren fiir die Losung des
algebraischen Gleichungssystems von Anfang an eingesetzt werden konnten, war das
bei der Sensitivitdtsanalyse wegen der schlechten Kondition der Jacobi-Matrix nicht
moglich. Deshalb wurden direkte Losungsverfahren bevorzugt, was zur Folge hatte,
daf die diinnbesetzten Matrizen wihrend der Losung aufgefiillt wurden. Wesentliche
Ersparnisse an Arbeitsspeicher ( [72,74,75]) konnen durch die Verwendung der sog.
Incremental Iterative Method (IIM) erreicht werden, vgl. [63].

Auch zur Losung des Problems grofler Rechenzeiten sind einige Methoden in den
letzten Jahren entwickelt worden, wie z. B. die mit simultaner Stromungsanalyse und
Designoptimierung arbeitende SAND [48,53,78,89], one-shot [65] und pseudotime-
Methode [56,99] sowie parallele Losungsstrategien, vgl. [77,85].

Die numerische Stromungsanalyse wird heute unabhingig von der Komplexitit des
zu modellierenden Problems bereits sehr erfolgreich eingesetzt, wohingegen die An-
wendung der Sensitivitdtsanalyse fiir komplexere Probleme gerade am Anfang steht.
Die grofite Schwierigkeit liegt offensichtlich in der Generierung eines einfachen struk-
turierten Gitters. Um jedoch industrienahe Probleme effizient berechnen zu kénnen,
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miissen einige Domain-Decomposition- Techniken in den Design-Code eingebaut wer-
den. Solche Techniken, welche auf die Verwendung von strukturierten Netzen ba-
sieren, sind Multiblock [3,38] oder dberlappender Algorithmus (auch als Chime-
ra [97] bekannt) [9,68]. Wenn aber die Flexibilitéit des Programms zunimmt, so wird
auch die Komplexitit des Algorithmus grofler. Da sich die Anwendungsmaoglichkei-
ten der Sensitivitdtsanalyse noch immer entwickeln, werden grofie Anstrengungen
unternommen, in Design-Codes mit strukturierten Netzen Domain-Decomposition-
Algorithmen zu implementieren.

Eine Alternative zu den Methoden mit strukturierten Netzen und Domain-Decom-
position, ist die Anwendung von solchen Methoden die auf unstrukturierten Gittern
basieren. Mit diesen Strategien sind zusammengesetzte Gebiete einfacher und effizi-
enter zu vernetzen. Ein weiteres Merkmal dieser Strategien ist, dafi sie der Geometrie
angepafit werden konnen. Nur dort, wo es notig ist, wird das Gitter verfeinert, um
bessere Kontrolle iiber den gitterabhéingigen Diskretisierungsfehler zu haben. Den
aktuellen Stand der Technik in der Stromungsanalyse mit unstrukturierten Netzen
falt VENKATAKRISHNAN [111] zusammen, und er diskutiert in seiner Monographie
die zukiinftigen Forschungsrichtungen.

Im weiteren wird ein kurzer Uberblick iiber die Anwendungen der Sensitivititsana-
lyse mit strukturierten und unstrukturierten Gittern gegeben.

2.1 Anwendungen mit strukturierten Gittern

Die Implementierung von Domain-Decomposition-Methoden konzentriert sich haupt-
sichlich auf Anwendungen mit Multiblock-Gittern. In diese Richtung haben auch
REUTER ET AL. [86] den Kontinuumsansatz von JAMESON [58] ergéinzt, um einen
adjoint-Multiblock-Multigrid-Loser zu erhalten. In [86] wird dieser reibungsfreie An-
satz fiir das Tragfliigeldesign eines Business-Jets getestet. In [85] wird der Code par-
allelisiert und auf ein komplettes Flugzeug angewendet. JAMESON ET AL. [59] haben
den Code weiterentwickelt und mit diffusiven Termen ergénzt. Die Viskositéit und
der Wéarmeleitkoeffizient werden allerdings als Konstante angenommen und nicht
differenziert.

ELESHAKY und BAYSAL [30] haben ein diskretes adjoint-Multiblock-Losungsverfah-
ren entwickelt und auf eine rotationsymmetrische Diise angewendet. Dieser Ansatz
wurde spiter von LACASSE und BAYSAL [66] fiir eine zweidimensionale Designopti-
mierung von Flugzeugbauteilen mit Hilfe der laminaren Navier-Stokes-Gleichungen
eingesetzt.

Andere Domain-Decomposition-Methoden sind u. a. die von TAYLOR [101] und TAY-
LOR ET AL. [102], bei denen der Stromungsloser CFL3D [104] differenziert wird, um
eine diskrete Sensitivitdtsanalyse durchfiihren zu konnen. Diese Arbeiten benutzen
das automatische Differentiationspaket ADIFOR und 16sen die Gleichungen mit der
ITM.
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Eine weitere Anwendung mit automatischer Differentiation findet man bei GREEN
ET AL. [44]. Dabei wird der 3D-Grenzschicht-Navier-Stokes-Loser TLNS3D [110)]
nach den Designparametern und den viskosen Modellparametern differenziert. Es
werden vor allem die Clauser- und die Van Driest-Konstante im algebraischen Bald-
win-Lomax Turbulenzmodell untersucht. Das Ziel dieser Arbeiten war zu beweisen,
daf} durch Differenzieren von modernen CFD-Codes genaue Sensitivititsableitungen
erzielt werden konnen.

2.2 Anwendungen mit unstrukturierten Gittern

Die ersten Anwendungen mit unstrukturierten Gittern sind Anfang der 90er Jah-
ren entstanden. BEUX UND DERVIEUX [11] fiihrten fiir eine zweidimensionale Diise
eine Sensitivitatsanalyse durch. Sie benutzten eine Kontinuum-Adjoint-Methode,
aber fiir die Computerimplementation wurde auf den diskreten Ansatz zuriickgegrif-
fen. NEWMAN ET AL. [76] entwickelten auf der Basis der Euler-Gleichungen einen
zweidimensionalen und spéter auch einen dreidimensionalen [74] diskreten Sensiti-
vitdtsanalyse-Ansatz, der fiir die Designoptimierung von Tragfliigeln benutzt wurde.
In den Arbeiten von NEWMAN ist auch eine Diskussion iiber die Einfliisse der rdum-
lichen Diskretisierung auf die Genauigkeit sowohl fiir die Strémungs- als auch fiir
die Sensitivitidtsanalyse zu finden.

In [74-76] werden auch fiir unstrukturierte Netze Gittersensitivitéten beziiglich der
geometrischen Designvariablen durch Differenzieren des Gittergenerators und der
Gitteradaptionsroutinen mit ADIFOR ausgewertet. Wenn man den Code fiir Form-
Sensitivitdtsanalyse erstellt hat, bleibt lediglich die Oberflichenmodellierung von
der gegebenen Konfiguration abhéngig. Um auch dieses Problem zu losen, erweist
sich ADIFOR als ein zuverlissiges und effizientes Tool.

ELLIOT UND PERAIRE [31] haben ebenfalls einen reibungsfreien, unstrukturier-
ten, diskreten adjoint-Ansatz verwendet, um die Druckverteilung um einen Zwei-
Elemente-Tragfliigel zu optimieren. Dieser Ansatz wurde fiir das Inverse Design ei-
nes kompletten Flugzeugs verwendet [32]. Mittlerweile wurde der Code auch durch
die viskosen Terme erginzt, und der Widerstandskoeffizient bei laminaren Strémung
optimiert [33]. In [31-33] sind die Gittersensitivititen analytisch berechnet.

Erste Anwendungen der SA in der Medizin sind bei BURGREEN UND ANTAKI [22]
und BURGREEN ET AL. [23] zu finden. Sie benutzen CFD-basierte Designoptimie-
rung, um den Wirkungsgrad einer Herzpumpe zu verbessern. Die dabei eingesetzten
Methoden werden auch fiir Designaufgaben in der Aerodynamik verwendet.

ANDERSON UND VENKATAKRISHNAN [2] entwickelten ein Verfahren auf der Basis
von unstrukturierten Gittern, das sowohl fiir die Computerimplementation als auch
fiir die Herleitung des Sensitivitdtsproblems auf einem Kontinuum-Adjoint-Ansatz
basiert. In [2] werden die Grenzen des Kontinuum-Adjoint-Ansatzes diskutiert und
ein diskretes Verfahren entwickelt, bei dem einige der bei dem Kontiuumsansatz
festgestellten Méngel behoben sind.
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Darauf basierend entwickelten ANDERSON UND BONHAUS [61] einen vollstéindig dis-
kreten Adjoint-Ansatz und implementierten Module fiir Navier-Stokes-Simulationen.
Das dabei benutzte Ein-Gleichungs-Turbulenzmodell von SPALART UND ALLMA-
RAS [96] wurde von Hand differenziert. Mit einem k — e Turbulenzmodell mit Wand-
funktion hat MOHAMMADI [69] in zwei Dimensionen mit einem diskreten Adjoint-
Ansatz den Widerstandsbeiwert von Tragfliigeln optimiert.

Der hier vorgestellte Uberblick faft die bedeutendsten und interessantesten An-
wendungen zusammen. Die meisten Anwendungen stammen aus dem Bereich der
Aerodynamik und der Flugzeugindustrie. Wegen der sehr hohen Reynolds-Zahlen
liefern die vereinfachten Modelle, wie die Anwendung der Potentialtheorie oder die
Lésung der Euler-Gleichungen, bereits sehr gute Ergebnisse. Daher sind Simulatio-
nen mit solchen vereinfachten Modellen mit den Navier-Stokes-Simulationen nicht
gleichzusetzen, jedoch brauchbar. So entwickelte sich auch die Sensitivitdtsanalyse
von der Potentialtheorie zu den Navier-Stokes-Simulationen mit statistischen Turbu-
lenzmodellen und von einfachen, strukturierten zu Multiblock oder unstrukturierten
Gittern.



Kapitel 3

Sensitivititsanalyse in der
Optimierung

In diesem Kapitel wird die Problematik der Parametrisierung und Modellierung
verdeutlicht. Nach dieser Einfiihrung wird der Zusammenhang zwischen Optimie-
rung und Sensitivitdtsanalyse hergestellt und die verschiedenen Moglichkeiten fiir
die Sensitivitdtsberechnungen kurz diskutiert.

3.1 Optimierungsparameter

Betrachtet man die Strémung in einer klassischen Stromungsmaschine radialer Bau-
art, so wird sie von den folgenden Bauteilen beeinflufit:

e die rotierende und stehende Nabe,
e die rotierende und stehende Deckscheibe,

der Inducer- bzw. die Vorleitradbeschaufelung,

die Laufradbeschaufelung,

und die Leitradbeschaufelung.

Diese Bauteile bilden die stromungsfithrende Geometrie einer Strémungsmaschine,
und sie werden grundsitzlich durch die Oberflichen der Beschaufelungen und die
Rotationsflichen der Nabe und der Deckscheibe beschrieben, s. Abbildung 3.1. Da-
bei werden die Rotationsflichen durch ihre jeweiligen Meridiankonturen représen-
tiert. In der Praxis werden die Schaufeloberflichen durch B-Spline-Fliachen mathe-
matisch modelliert, wihrend die Meridiankonturen sowohl als B-Spline-Kurven als
auch durch Polygonziige beschrieben werden kénnen. In Abbildung 3.2 sind die De-
scriberpunkte der B-Spline-Fliche einer Turbinenschaufel dargestellt.
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Abbildung 3.1: Darstellung der Schaufel- und Rotationsflichen einer Francis-Turbine

Abbildung 3.2: Parametrisierung der Skelettfliiche einer Turbinenschaufel
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Abbildung 3.3: Describer der Schaufel und Meridiankontur

Abbildung 3.3 zeigt den Meridianschnitt einer Turbine. Eingezeichnet sind aufler den
Describerpunkten der Meridiankontur der Nabe und Deckscheibe, auch die Describer
der Skelettfliche der Schaufel.

Die Geometrieparametrisierung mufi im Hinblick auf die Anwendung eines nume-
rischen Optimierungsverfahrens folgende Forderungen erfiillen. Zum einen muf} die
Geometrie durch einen Satz von Optimierungsparametern modifizierbar sein. Zum
anderen ist ein hochst mogliches Mafl an Genauigkeit und an Flexibilitéit fiir den
Optimierungsansatz zu gewéhrleisten. Beide Forderungen werden durch eine Ent-
koppelung von Design- und Modifikationsparametern erfiillt.

Um die Anzahl der Optimierungsparameter moglichst klein halten zu kénnen, wer-
den nicht die Designparameter als Optimierungsparameter eingesetzt. Die Designpa-
rameter bilden die Basis der Geometriebeschreibung. Die Geometriesinderungen, die
durch den Optimierer vorgeschrieben werden, erfolgen durch eine Modifikation der
Describer. Diese Describer werden im Optimierer als Parameter definiert und die
Anderungen in eine neue Schaufelform umgesetzt.

Die Definition der Schaufeloberfliche erfolgt durch die Dickeniiberlagerung des Schau-
felprofiles normal zur Skelettfliche, wobei der geometrische Ort durch die normierte
Bogenlinge der jeweiligen Skelettlinie bestimmt ist. Mit dieser Definition werden fiir
die Optimierung die folgenden Geometrieelemente parametrisiert:

e Skelettfliche der Schaufel,
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e Dickenverteilung der Schaufel (symmetrisch oder unsymmetrisch),
e Meridiankontur der Nabe und der Deckscheibe,

e Fin- und Austrittskante der Schaufel.

Die Describerpunkte der Splines fiir die genannten Geometrieelemente bilden den
Parametersatz fiir die numerische Optimierung von Stromungsmaschinen. Obwohl
bei der Optimierung von Stréomungsmaschinen die Designparameter mit den Op-
timierungsparametern nicht notwendigerweise identisch sind, kommt im weiteren
das Wort ”Designparameter” in seiner urpriinglichen Bedeutung nicht mehr vor.
Der Einfachheit halber werden die Optimierungsparameter als ”Designparameter”
bezeichnet.

Weitere Details der Parametrisierung der einzelnen Geometrieelemente sowie die
Optimierungsphilosophie am LHM findet man bei WOHLER [115].

3.2 Sensitivitdtsanalyse

Zur Beschreibung der Sensitivitdtsanalyse bei der Optimierung von Strémungsma-
schinen wird von einem allgemeinen Optimierungsproblem ausgegangen. Es 148t sich
folgenderweise formulieren

Minimiere F'(x) (3.1)
mit den Nebenbedingungen H;(x) = 0, i=1,....,m
G](X) S 07 j = 1: = Dy

wox € R", F: R" =R, H : R" =+ R, Gj : R" — R. Bei der Optimierung
von Stromungsmaschinen ist die Zielfunktion F' eine Funktion des Druck- und/oder
des Geschwindigkeitsfeldes. In den Funktionen H; sind die Gleichheits- und in den
Funktionen G; die Ungleichheitsnebenbedingungen enthalten. Dazu passende Bei-
spiele werden in Kapitel 6 detailliert diskutiert. Im weiteren werden diese Funktionen
einfach Problemfunktionen genannt und mit f; bezeichnet. Der Laufindex k& nimmt
dabei die Werte von 1 bis m + p + 1 auf.

Um Optimierung mit Hilfe der Sensitivitdtsanalyse durchfiithren zu konnen, braucht
man ein auf Gradientenberechnung basiertes Optimierungsverfahren. Der Verlauf
der Optimierung in so einem Verfahren mit bzw. ohne Gradientenberechnung wird
in Abbildung 3.4 dargestellt.

Bei den auf einer Gradientenberechnung basierten Optimierungsverfahren wird also
in jedem Iterationsschritt der Gradient der Problemfunktionen V f;, berechnet. In
der Regel erfolgt dies durch Finite-Differenzen-Approximation. Eine Approximation
erster Ordnung
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Abbildung 3.4: Fluldiagramm eines Optimierungsverfahrens mit und

ohne Sensitivitdtsanalyse

Ofr  fulwi +dx;) — fir(x)

(3.2)

bedeutet in jedem Optimierungsschritt n Funktionsaufrufe. Eine FD-Gradienten-
berechnung 148t sich in den Optimierer sehr einfach implementieren. Der Nachteil
ist jedoch, daf} sich diese Art der Gradientenberechnung als sehr aufwendig und

ungenau erweisen kann.

Aus Sicht der Optimierung kann die Berechnung der Gradienten als ein Baustein des
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Gesamtverfahrens interpretiert werden, der sich nach Wahl des Benutzers auf Sensi-
tivitdtsanalyse oder Finite Differenzen stiitzt (s. Abbildung 3.4). So eine Alternative
zu FD-Gradientenberechnung ist die Sensitivitdtsberechnung.

Bei der Sensitivitdtsberechnung wird die Funktion f; als fx(7v(x), ¢(x)) angenom-
men, wobei der Vektor x fiir die Designparameter steht; v bedeutet das Gitter und
¢ die berechneten Stromungsgrofien, d. h. Druck und Geschwindigkeit. Mit Hilfe
der Kettenregel und der obigen Annahme differenziert man f; nach x und erhilt:

i, _|onor onoel,
dx; ' oy 0z;  O¢ Ox; |
I II

Vi = =1,...n (3.3)

Der erste Term in Gleichung (3.3) bedeutet die Gittersensitivitit und der zweite
Term die Stromungssensitivitdt. Der erste Term soll erst dann beriicksichtigt wer-
den, wenn die Geometrieinderung solche Bereiche beeinfluf3t, in denen die Zielfunk-
tion definiert wird. Werden also z. B. Druckwerte von der Schaufeloberfliche in die
Zielfunktion aufgenommen, wobei das Schaufelprofil zu optimieren ist, dann muf} bei
der Gradientenbildung auch die Gittersensitivitdt mitberiicksichtigt werden. Werden
jedoch Stromungsgréfien aus dem Ein- und Ausstrémbereich genommen, dann ist
in der Regel die Gittersensitivitit vernachlédssigbhar klein, da in diesen Bereichen die
Vernetzung nicht gedndert wird. In diesem Fall reduziert sich der ganze Ausdruck

auf den zweiten Term. Dabei 148t sich in Kenntnis der Problemfunktion % expli-

zit berechnen, wobei % der Stromungssensitivitdtsvektor ist. Die Sensitivitéit der
StromungsgroBe ¢ gibt die Antwort auf die Anderung der Designvariable z;. Die
Berechnung dieser Grofle ist das Thema des Kapitels 4.

Zur Berechnung des Stromungssensitivititsvektors % stellt man die Stromungs-

grundgleichungen in Residuumform auf

L((x),x) = 0. (3.4)

Dabei kann es sich bei Gleichung (3.4) um algebraische Gleichungsysteme, gewdhn-
liche oder partielle Differentialgleichungen, Integralgleichungen usw. handeln. Au-
erdem kann L eine einfache Gleichung oder auch ein Gleichungssystem sein. Vor-
aussetzung ist, dafl eine Losung zu Gleichung (3.4) existiert und zwar in der Form
¢ = ¢(x). In dieser Arbeit entspricht (3.4) den diskretisierten, laminaren Navier-
Stokes- bzw. Euler-Gleichungen im rotierenden System.

Um die Bestimmungsgleichung fiir die Stromungssensitivititen zu gewinnen, muf
die totale Ableitung von (3.4) gebildet werden. Somit gilt

dL _ 9L 0L O¢ _

0 i=1,...n (3.5)
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Das Umordnen der Gleichung (3.5) fiithrt auf eine allgemeine Form der Sensitivitéts-
gleichung, mit dem gesuchten Sensitivitdtsvektor als Unbekannte.

oLo¢ _ OL
Gleichung (3.6) ist allgemeingiiltig fiir jede Art von Sensitivitdtsanalyse. Beziiglich

der Natur von L und der Herleitung der Losung zu diesem Problem sind noch einige
Kategorisierungen notig.

(3.6)

Bislang wurde keine konkrete Annahme hinsichtlich der Natur der Grundgleichungen
L = 0 getroffen. Um auf ein algebraisches Problem zu kommen, dessen Losung die
gesuchte Stromungssensitivitit ist, gibt es grundsétzlich zwei Moglichkeiten. Bei der
ersten soll das kontinuierliche Strémungsproblem zunéchst nach den Designparame-
tern abgeleitet und dann die resultierenden kontinuierlichen Sensitivitétsgleichungen
mit einem beliebigen Diskretisierungsverfahren diskretisiert werden. Dagegen wird
bei der zweiten das Stromungsproblem mit einem Diskretisierungsverfahren diskreti-
siert und danach das resultierende algebraische System nach den Designparametern
abgeleitet.

Die erste Moglichkeit wird als Kontinuumsapprozrimation und die zweite als dis-
krete Approximation bezeichnet. Beide Wege konnen noch weiter nach der Art der
Berechnung der Sensitivititen unterteilt werden. Die direkte Losung der Aufgabe
(3.6) wird Direct Differentiation Method (DDM) genannt. Wird aber das Problem
mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators gelost, bezeichnet man das Verfahren als
Adjoint Variable Method (AVM).

In der AVM wird fiir jede Problemfunktion f, ein zusitzlicher Parametervektor Ay
eingefiihrt, der durch die Gleichung

T T
[g_;] A, = (g_g) k=1,..m+p+1 (3.7)

definiert wird. Um den Sinn von Gleichung (3.7) zu verstehen, mufl zuerst (3.6) in

den Stromungssensitivitdtsterm der Gleichung (3.3) eingesetzt werden. Dann ergibt
sich:

-1
Ofi 06 _ Of [GL] L 5.9

¢ dr;  d¢ |0p| Oxi
Jetzt konnen die ersten zwei Multiplikatoren des Produktes auf der rechten Seite
mit (3.7) umformuliert werden. Damit ergibt sich fiir die gesamten Stromungssensi-

tivitaten:

0fx 06 _ s L
o¢ ox; T Fouw

k=1,...m+p+1. (3.9)
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I. DIREKTE METODE I1. ADJOINT-VARTABLE-METHODE
|Aktuelle Geometrie: x| |Aktuelle Geometrie: x|
|Str6mungsanalyse — (%) |Str6mungsanalyse — (%)
Berechne 6—L Berechne 6—L
O O

oy .
—»= Berechne 8L’ al mit FD Berechne oz’ O mit FD
r; O0x; ? ¢
¢ Vi € [l,n]
OL 0¢ OL
Lise 22 _
O 96 0w, Oa =)
Y
—»= Berechne %, % analytisch
0¢ " Oy

Of. O Lose [GL} T)\ = —(afk)T
—» Berechne ﬂ, Ofr analytisch ol g ol
0p "~ Oy l
Berechne ka Berechne ka
ofy 0 OL .
vy = (201 05 00, ka:(;‘kai_ga )
Oy Ox; 0¢ Ox; Y OF; T

Abbildung 3.5: Vergleich der beiden Optimierungsmethoden



KAPITEL 3. SENSITIVITATSANALYSE IN DER OPTIMIERUNG 17

Bei dem Adjoint Variable Method wird also Gleichung (3.6) fiir jede Problemfunk-
tion fj einmal geldst. Das Einsetzen von Ay in (3.9) ergibt dann die Gesamtsen-
sitivitdt. Der Verlauf der Optimierung ist fiir die beiden Methoden in Form eines
Flufidiagrammes in Abbildung 3.5 dargestellt. Die beiden Flufidiagramme kénnen im
Optimierer in Abbildung 3.4 fiir den Baustein ” Gradienten mit Sensitivitdtsanalyse”
eingesetzt werden.

Die Ableitungen % % und % konnen in Kenntnis der Problemfunktionen f; analy-

tisch durchgefuhrt Werden Die Berechnung der Terme gL und 87 erfolgt mit Finiten

Differenzen. Daher kommt auch die Bezeichung semi- analytzsche Sensitivitatsanaly-
se.

Anzumerken ist, dafl Gleichung (3.7) keine Ableitungen nach x; enthilt und so die
Vektoren Ay fiir jeden Designparameter dieselben bleiben. Um die Gleichung (3.9)
auszuwerten, miissen die Terme OL/0z; fiir jeden Designparameter berechnet wer-
den. Dies entspricht bei der DDM dem Aufstellen der rechten Seite in Gleichung
(3.6). Ist also die Anzahl der Problemfunktionen geringer als die Anzahl der De-
signparameter, bedeutet die AVM dementsprechend weniger Rechenaufwand. Ein
wesentlicher Vorteil der DDM ist jedoch, dafl die Stromungssensitivititen explizit
berechnet werden und nicht nur die Gesamtsensitivitit wie bei der AVM in Glei-
chung (3.9). Das ermdoglicht eine schnelle Wiederberechnung des Stromungsfeldes.
HAFTKA UND GURDAL [49] haben diese Technik bei Strukturoptimierungsaufgaben
angewendet. Mit linearer Extrapolation 148t sich das Stromungsfeld in der Nachbar-
schaft des aktuellen Parametersatzes berechnen:

9¢

aZEZ’ z*
K3

¢z + Azy) ~ ¢(z7) + - A, (3.10)

wo z; den aktuellen Designparameter bezeichnet. Ein weiterer Vorteil der explizit
berechneten Stromungssensitivititen ist, dal man dadurch in den Parameterraum
Einblick hat und diese gleichzeitig als Fehlerschitzer der Parametrisierung verwendet
werden konnen. Dies wird in Kapitel 6 an zwei Optimierungsbeispielen demonstriert.

Eine weitere Anwendungsmoglichkeit der Sensitivitidtsanalyse bietet sich bei den
sog. SAND-Techniken, wo die Stromungsanalyse und Designoptimierung in dieselben
Iterationsschleife eingebettet sind. Im folgenden wird diese Technik erklart.
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3.3 Simultane Stréomungsanalyse und
Optimierung

Bei der herkémmlichen Designoptimierung werden die Designvariablen und Stro-
mungsgroflen in zwei ineinander geschachtelten Iterationsschleifen berechnet. Fiir
jeden Schritt in der dufleren Designschleife wird das Stromungsproblem in der in-
neren Schleife exakt oder zumindest bis zu einem sehr kleinen Abbruchkriterium
gelost. Dann erfolgt die Aktualisierung in den Designgréfien und dieser Prozess wie-
derholt sich solange, bis auch in den Designgrofien Konvergenz erreicht ist. In der
angelsichsichen Fachliteratur wird dies NAND (Nested Analysis and Design) ge-
nannt. Bei simultaner Stromungsanalyse und Designoptimierung (SAND, Simul-
taneous Analysis and Design) werden sowohl die Stromungsgrofien als auch die
Designvariablen in derselben Iterationschleife untergebracht und gleichzeitig aktua-
lisiert. Wahrend bei der traditionellen NAND-Methode die Designgrofien mit den
Stromungsgrofien schwach gekoppelt sind, entsteht bei der SAND-Methode zwischen
Design und Stromung eine stirkere Kopplung, die zu geringeren Optimierungszeiten
fiihrt.

In Abbildung 3.6 sind die schematischen Flufidiagramme der beiden Methoden dar-
gestellt. In Wirklichkeit gibt es eine ganze Fiille von Optimierungsmethoden, die sich
zwischen den beiden Strategien befinden. So markieren die beiden Flufidiagramme
eigentlich die Extrema des Anwendungsbereiches. Eine gute Zusammenfassung und
Diskussion der einzelnen Methoden findet man bei NEWMAN [73]. Im weiteren wird
eine SAND-Variante, genannt SAADO (Simultaneous Aerodynamic Analysis and
Design Optimization), vorgestellt, die eine effiziente Anwendungsmoglichkeit der
Sensitivitatsanalyse darstellt.

Die erste Anwendung der Methode, welche eine quasi-1D Eulersche Berechnung
einer Diise war, présentierte HOU ET AL [55]. Dann folgte ein 2D-Beispiel [53],
die Berechnung turbulenter Stromung um einen Tragfliigel, und letztendlich ein
dreidimensionales Eulersches Beispiel [46] ebenfalls an einem Tragfliigelprofil.

Die SAADO-Prozedur formuliert das Optimierungsproblem (3.1) in folgende Form
um:

Minimiere F(¢,7y(x)) (3.11)

X, ¢
mit den Nebenbedingungen Gi(o,y(x)) 0, i=1,...,p (3.12)
Hi(¢,y(x)) = 0, j=1,..,m (3.13)
und L(¢,x) = 0. (3.14)

Diese Formulierung behandelt die Stromungsgréfien als unabhéngige Optimierungs-
parameter und betrachtet dadurch die Stromungsgleichungen als Nebenbedingun-
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Abbildung 3.6: Fluidiagramm der konventionellen (NAND) und der simultaner
Stromungsanalyse und Optimierung (SAND) Methode

Ja

gen. Da die Gleichung (3.14) nur im Optimum erfiillt werden muf, werden die
Stromungsgréfen - im Gegensatz zu konventionellen Methoden - nicht in jedem Op-
timierungsschritt exakt bestimmt. Dies bringt eine wesentliche Rechenzeitersparnis
mit sich, was sich aber durch die grole Anzahl von Optimierungsvariablen sehr leicht
in zusétzlichen Rechenzeitaufwand umwandeln 14t. Deshalb werden am urspriing-
lichen Problem noch einige Anderungen vorgenommen. So werden die Gleichungen
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(3.11)-(3.14) sowohl nach den Designvariablen x als auch nach den Stréomungsgréfien
¢ linearisiert:

. OF OF 0~ }
M F(¢,y) + —Agp+—=—Ax 3.15
mimire {F(09) + G580+ 520 19
. 0Gi 5 54 0Gi 07 ,
: < =1,.. .
mit  Gi(é7) + 96 245, S Ax <0 i=1l..p (316)
OH,; OH, 9 B o
Hj(¢y) + 96 A+ 5 Lo AX =0, j=1.,m (317)
und L(¢,x) + a—LA¢+ oL Ax = 0. (3.18)

I

Die Gleichungen (3.15)-(3.18) sind die linearisierten Analoga der Gleichungen (3.11)-
(3.14). Die direkte Losung des linearisierten Problems ist wegen der grofien Anzahl
von Designparametern noch immer problematisch. Diese Schwierigkeit 148t sich aber
mit der Verwendung von Sensitivitdtsanalyse (DDM oder AVM) beheben. Gleichung
(3.18) bildet eine lineare Relation zwischen A¢ und Ax:

Ad = Ad,+A¢,Ax, (3.19)

wobei sich der Vektor A¢, und die Matrix A¢, durch die Losung der folgenden
Gleichungen ergeben:

0L
%A¢1 = —L(¢,x) (3.20)
oL OL

Die Anzahl der Spalten der Matrix A, ist identisch mit der Anzahl der Designva-
riablen in x.

Durch Einsetzen der Gleichung (3.19) in die Gleichungen (3.15)-(3.18) stellt sich ein
linearisiertes Problem, in dem der einzige unabhéngige Parameter der Vektor Ax
ist:

o oF oF OF Oy
Mlnngl)l(ere { (¢.,y) + ¢A¢1 <8¢A¢2 9 8_X> Ax} (3.22)
8G 8G oy
O
O0H,
¢

mit

Gi(g) + 25

I¢
0H;

Hi(¢,y) + a—derbﬁ (

AP+ ( )Axgo, i=1,....p (3.23)

H,
A, + a—ai> Ax=0, j=1,.,m. (3.24)
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Das obige Optimierungsproblem kann nun fiir Ax mit beliebigen Optimierungs-
verfahren geldst werden. Die entsprechenden Anderungen in A¢ kénnen mit der
Losung von (3.18) oder dquivalent mit der Losung der Gleichungen (3.19)-(3.21) er-
mittelt werden. In dieser Arbeit wird das Optimierungsproblem mit dem in Anhang
A beschriebenen SLP-Verfahren geldst. Der Korrekturterm in ¢ besteht aus zwei
Teilen: A¢,und A¢,. Der erste entsteht durch eine immer besser auskonvergierte
Losung, der zweite durch die Anderung der Designvariablen. Wird das Strémungs-
problem immer genauer gelost, so liefert Ag, eine immer bessere Approximation der
Stromungssensitivititen %. Das Erscheinen von A¢,unterscheidet dieses Verfahren
von den herkémmlichen NAND-Methoden.

Die Berechnung des Terms Ag¢ erfolgt in dieser Arbeit mit Hilfe der DDM. Er
konnte auch mit der AVM berechnet werden. Auf eine ausfiihrliche Beschreibung
der Formulierung fiir die AVM wird hier aber verzichtet und auf [46] verwiesen, wo
die Gleichungen fiir beide Félle hergeleitet werden.



Kapitel 4

Herleitung des diskreten
Gleichungssystems

4.1 Stromungsproblem

Im vorigen Kapitel wurde die Verwendung der Sensitivitdtsanalyse in der Optimie-
rung erldutert und ein Algorithmus vorgestellt, dessen Effizienz auf semi-analytischer
Berechnung der Sensitivititen basiert. Um aber die Sensitivitédtsanalyse in der Opti-
mierung nutzen zu kénnen, sind einige Vorarbeiten notig. Dieses Kapitel beschiftigt
sich hauptsichlich mit der Herleitung der diskreten Sensitivititsgleichungen und der
zugehorigen Randwerte.

Das entwickelte 3D-Euler-Verfahren basiert auf der Losung der 3D-Navier-Stokes-
Gleichungen zur Berechnung stationédrer und laminarer Strémung inkompressibler
Fluide. Die Diskretisierung, Losungsstrategie und Anwendungen fiir reine Euler-
Probleme sind bei MULLER [70] und MULLER UND SzILAGYI [71] ausfiihrlich be-
schrieben. Im folgenden werden daher die dreidimensionalen laminaren Navier-Stokes-
Gleichungen im rotierenden System als Ausgangsgleichungen betrachtet und alle
Ableitungen diesbeziiglich vorgenommen. Auf die Eulersche Form kommt man dann
durch Vernachléssigung der viskosen Terme und durch Neudefinition der Randbe-
dingungen auf der festen Wand. Dies wird an der entsprechenden Stelle explizit
fiir beide Falle mit der Abkiirzung Fu fiir Euler und mit NS fiir Navier-Stokes
gekennzeichnet.

Das Stromungsproblem 148t sich in Vektorschreibweise wie folgt definieren:
T 1 :
(W-Vi)c+wxec+-Vp—vAc = 0 inQ (4.1)
p
Ve =0 in €. (4.2)
Mit den Bezeichnungen eines in Abbildung 4.1 schematisch dargestellten Laufrad-

22
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FBlade

Abbildung 4.1: Kontrollraum und Randbedingungen

kanals lassen sich die fiir Stromungsmaschinen iiblichen Randbedingungen im Car-
tesischen Koordinatensystem folgendermaflen formulieren:

c = ¢y auf I'z, (4.3)

P = DPout auf I'ou (4.4)
DPp+ = DPp- auf I'p_ (4.5)
cpr = R()c,- auf I'p_ (4.6)
c-n = u-n auf I grage|Eu (4.7)
w = 0 auf I'pjade|ns- (4.8)

Dabei bezeichnen I'j, den Einstromrand, I'p,; den Ausstrémrand und I'p, U T'p_
den periodischen Rand, wobei sich I'p, ergibt, wenn man I'p_ beziiglich der z-Achse
um den Teilungswinkel § = 27/Z gegen den Uhrzeigersinn dreht. Z ist dabei die
Schaufelzahl. Alle iibrigen Rénder, wie Nabe, Deckscheibe und Schaufeloberfliche
sind mit I'gj.q. bezeichnet.

Die Geschwindigkeitsverteilung am Eintritt, c¢;,, bzw. Druckverteilung am Kontroll-
raumaustritt, p,,, ist gegeben. Die Fiihrungsgeschwindigkeit wird definiert durch
u = w X x. Der duflere Normaleneinheitsvektor ist mit n bezeichnet. p,, bzw. p,_
sind statische Driicke an sich entsprechenden periodischen Punkten.

Analoge Definitionen gelten fiir die Geschwindigkeiten, wobei die Geschwindigkeits-
vektoren c,; und c,_ nicht identisch sind, sondern den Winkel ¢ einschlieflen. Mit
R(6) ist demzufolge die Drehung beziiglich der z-Achse um den Winkel § gegen den
Uhrzeigersinn bezeichnet:
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cos(d) —sin(d) 0
R(6) = | sin(d) cos(d) O
0 0 1

Die Gréfle p bezeichnet die Dichte und v die kinematische Viskositét. Das kontinu-
ierliche Stromungsproblem ist damit vollstdndig definiert.

An dieser Stelle mufl man sich entscheiden, in welcher Reihenfolge die Diskretie-
sierung und Differentiation vorgenommen werden sollen. In dieser Arbeit wird der
diskrete Ansatz bevorzugt, d. h. es werden zuerst die Strémungsgleichungen diskreti-
siert und dann die diskretisierte Gleichungen nach den Designparametern abgeleitet.

4.2 Finite-Elemente-Diskretisierung

Fiir die Diskretisierung von Strémungsproblemen sind die Finiten Volumen und Fini-
ten Elemente die zuverlédssigsten und meist verwendeten Diskretisierungsmethoden.
Die Vor- und Nachteile der Methoden werden hier nicht im Detail beschrieben. In
dieser Arbeit wird eine Finite-Elemente-Diskretisierung verwendet. Als Grundlage
dient einerseits die Arbeit von MULLER [70] andererseits die von ihm erstellte C++-
Programbibliothek CONSIST.

4.2.1 Variationsformulierung

Der Theorie iiber Finite Elemente folgend, vgl. z.B. BATHE [7] oder ZIENKIEWICZ
[116], wird (4.1) mit einem geeigneten Vektorfeld v und (4.2) mit einer geeigneten
skalarwertigen Funktion ¢ multipliziert und jeweils iiber {2 integriert:

/Q((W'VT)C)'VJF((wXC)-V%L<%Vp-v> —(vAc-v)dx = 0

/qV-cdx = 0.
Q

Um das Variationsproblem formulieren zu koénnen, werden folgende Definitionen
benotigt:

ce H'(Q):¢c=cy auf Ty, ¢y = R(6)cy— auf Ip_,
H:=
c-n=u-nauf FBl(JLde|Eua c=1u auf FBlocde|NS
veH (Q):v=0auf [, v,y = R(§)v,_ auf Tp_, nd
v-n =0 auf 11Blaale\Eua v=20 auf FBlocde|NS !

Q:= L*9N).
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Mit H' (Q) ist dabei der Sobolevraum vektorwertiger Funktionen bezeichnet, deren
Komponenten allesamt im H'(Q) enthalten sind, d. h. H' (Q) := H'(Q) x H'(Q) x
H'(Q). Fiir die Konstruktion des H'(Q) sei auf BRAESS [18] verwiesen.

Mit Hilfe der oben eingefiihrten Rdume und der ersten Greenschen Formel

/‘/Vf-vdx:—/VfV-VdeL/anv-ndF (4.9)

lautet die Variationsformulierung von (4.1), (4.2) mit f := —p unter Einbeziehung
der Randwerte (4.3)—(4.7) wie folgt:

Finde ein Paar (c,p) € H x @ so, daB

/Q((W-VT)c)-V—|—((w><c).v)_%pv_v+

1
vVe- Vv dx + —/ PotV-ndl = 0 VvevV (4.10)

Tout

/qV-cdx = 0 VqgeqQ. (4.11)
Q

Die zusétzlichen Terme

!

entfallen; der erste Term wegen v = 0 auf I'y,, der zweite Term wegen v - n = 0 auf
I Blage und die beiden letzten wegen p, = p,—, v, = R(0)v,_ und n,; = —R(d)n,_
jeweils auf I'p_.

pv-ndl + / pv-ndl + / Pp—Vp— *DNp_ + PpyVpy - Ny dl
l—‘Blade I'p_

In

Mit denselben Uberlegungen entfallen die einzelnen Terme aus dem Randintegral
des viskosen Termes

v </ Ve v-ndl +/ Vev - ndl +/ Ve,_vp_ -n,_ + Ve, vy -n,, dF) .
Trn T'Biade

I'p_

Da der Druck bis auf eine Integrationskonstante bestimmt ist, kann das Druckni-
veau beliebig festgesetzt werden. So geht die Druckvorgabe am Ausstréomrand als
natiirliche Randbedingung in diese Formulierung ein. Das iibliche Vorgehen in die-
sem Fall ist, dafl man einen konstanten Druck p,,, = 0 vorgibt, damit der Term
fFOut PoutrV - 1 dI' zu Null wird und nicht weiter beriicksichtigt werden muf}. Die-
se Art der Behandlung von Randbedingungen wird auch als do nothing-Bedingung
bezeichnet.
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Mit den Definitionen der folgenden Bi- und Trilinearformen

a(c,v) ::/VC-VV dx auf H x H
Q

b(p,v)::—/pv-vdx auf H x Q
Q

c(e,v) ::/(wxc)-vdx auf H x H
0

und

n(w,c,v) ::/((W-VT)C)-VdX auf H x H x H
Q

lassen sich (4.10) und (4.11) folgendermafien formulieren:

Finde ein Paar (c,p) € H x @, so daf

n(w,c,v) +c(c,v) + %b(p, v)+va(c,v) = 0 VveV (4.12)
bg,v) = 0 VqgeQ. (4.13)

4.2.2 Diskretisierung

Um das Problem (4.12) und (4.13) mittels der Finite-Elemente-Methode approxi-
mieren zu konnen, fithren wir diskrete Rdume Hj; und L, ein, wobei A > 0 die zur
Zerlegung T, zugehorige Gitterweite ist. Entsprechend den diskreten Riumen Hy,
und Lj, die aus elementenweise Polynomfunktionen bestehen, definieren wir diskre-
te Bi- und Trilinearformen ay,(vp, ch), bn(Vi, pr), cn(Vh, cx) und ny(wp, ¢y, vy). Die
diskrete Formulierung des Problems (4.12) und (4.13) lautet:

Finde ein Paar (cj,pp) € Hy x @ so, dafl

1
TLh(Wh, Ch, Vh) + Ch(Vh, Ch) + ;bh(vh,ph) + I/ah(Vh, Ch) = 0 Vv,€eVy, (414)

bh(ch,qh) =0 thth. (415)

Das hier verwendete Element ist das von RANNACHER und TUREK [83] entwickelte
Finite Element. Dieses Element is eine Verallgemeinerung des Crouzeix-Raviart-
Elementes [27] auf Quadrilateralen in zwei und auf Hexalateralen in drei Raumdi-
mensionen. Die Freiheitsgrade fiir die Geschwindigkeitsunbekannten sind dabei mit
den Kanten- bzw. Seitenmittelpunkten assoziiert und ordnen jeder Ansatzfunktion
den Mittelwert iiber die jeweilige Kante bzw. Seite zu. Der Druck ist stiickweise
konstant.
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Auf eine detaillierte Diskussion dieses Elements wird hier nicht eingegangen. Fiir
Einzelheiten diesbeziiglich kann bei MULLER [70] und SCHREIBER [93] nachgelesen
werden. Hier folgt nur eine kurze Definition des Elementes und der zugehorigen
Riume, um das diskrete Problem (4.14) und (4.15) formulieren zu konnen.

Der rotiert bilineare Ansatz des Rannacher-Turek-Elementes lautet

S(T) = {50 uz" : 5 €span{l, &1, — 0’0 — (3. (4.16)

Diese Definition entspricht der iiblichen Vorgehensweise; d. h. die Basisfunktionen
werden auf dem Referenzelement 7 := [—1, 1]* spezifiziert und mittels der Transfor-
mation ¢y : 7 — T auf eine beliebige Zelle T' € T}, transportiert, vgl. Abbildung
4.2.

7\ vr Y
e

-
T 5 x

Abbildung 4.2: Transformation auf das Referenzelement

Die Freiheitsgrade sind durch folgende Funktionale gegeben:

1
Feh(Sh) = m/ Sh dl'. (417)
en

Jeder Seite ey, einer Zelle T' € T, ist also der Mittelwert von s, iiber e, zugeordnet.

Die entsprechenden diskreten Rédume sind dann durch

Hy, :== {s, € L*Q) x L*(Q) x L*(Q) : sp|r € Si(T) fiir T € Ty,

die linearen Funktionale (4.17) sind stetig iiber innere Zellflichen,

1
F., (sp) = @/ Cin dT fiir Zellflichen ey, auf I'y, }
en

bzw.

Vi, = {sp € L*Q) x L*(Q) x L*(Q) : sy|r € Sp(T) fiir T € Ty,
die linearen Funktionale (4.17) sind stetig iiber innere Zellflichen,
F,, (sp) = 0 fiir Zellflichen e, auf 'y, }

definiert.
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Der Druck wird stiickweise konstant angenommen:

Qh = {qh c L2(Q) : qh|T = const. fiir T € Th}

Da es sich hier um einen nichtkonformen Ansatz handelt, werden die entsprechenden
diskreten Bi- und Trilinearformen wie iiblich elementenweise definiert:

h(Vh,Ch Z /Vch VVh dx auf Hh XHh, (418)
TeTy,
by (Vi pr) Z ph|T/ V vy, dx auf M, x Qy, (4.19)
TGTh
Ch(Vh,Ch Z / w X Ch) Vp dx auf Hh X Hh, (420)
TeTy,

h(WhaChavh Z / Wy - \% )Ch) Vv, dx auf Hh X Hh X Hh (4 21)

TETh

Die Integration in der Bilinearform (4.18) erfolgt mit Hilfe der Gaufi-Quadratur, vgl.
BRONSTEIN [20], S. 763.

Fiir die Diskretisierung der Bilinearform (4.19) erh&lt man:

bn(Viopn) == Y pulr@Qr(vi)  mit Qr(va) = > len|F., (va)

TeTy, epn€ET

Mit Er sind dabei die Randseiten der Zelle T', mit |ey| die Flidche der Seite e, und
mit n, der duflere Normaleneinheitsvektor beziiglich e;, bezeichnet.

Die diskrete Kontinuitédtsforderung entspricht im Fall des Divergenzoperators wegen
der stiickweise konstanten Funktionen von (), dem Prinzip der lokalen Volumen-
erhaltung, wie sie auch vom Finite-Volumen-Verfahren vorausgesetzt wird; d. h.
die Summe der diskreten Volumenstrome iiber die Zellflichen verschwindet fiir jede
Zelle.

Fiir die Diskretisierung (4.20) wird die iibliche Lumping-Technik (vgl. GROSSMANN
und Roos [45]) verwendet. Das bedeutet eine spezielle Substitution des Integrals
durch eine Ndherungsformel. In diesem Fall fiihrt diese Substitution auf die folgende
Form:

Ch(Vh, Ch) = Z (w X Ch) . dV, (422)

TeTy,

in der die Grofle dV das Volumen von T bezeichnet.
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Problematischer ist die Diskretisierung des Konvektionsoperators (4.21). Das hier
verwendete Upwind-Verfahren ist im wesentlichen dasselbe, das auch bei der auf
Erhaltungsitzen basierenden Finite-Volumen-Methode benutzt wird. Es werden um
die Freiheitsgrade Kontrollvolumina gebildet, und unter Verwendung des Integral-
satzes von Gaufl wird die Trilinearform approximiert. Die Vorgehensweise ist bei
MULLER [70] ausfiihrlich beschrieben.

Das Gleichungssystem mit den Gleichungen (4.14) und (4.15) kann somit in Matrix-
form wie folgt geschrieben werden:

S BT c f
= , (4.23)
B 0 P g

wobei die Matrix B den diskretisierten Divergenzoperator bezeichnet, deren Trans-
ponierte BT fiir die hier gewihlte Diskretisierung gerade der diskrete Gradientopera-
tor ist. Die Matrix S beinhaltet den diskreten Konvektionsoperator (4.21), den dis-
kreten Laplace-Operator (4.18) und die aus der Diskretisierung des Coriolis-Terms
(4.20) resultierende Matrix wM,. Die Matrix S hat somit die folgende Blockstruktur:

Suu —CL)Ml 0
S=|{ wM, S,», 0 |. (4.24)
0 0 Sww

Sie ist entsprechend den drei kartesischen Richtungen zerlegt. Die Diagonalblécke,
die die interne Kopplung zwischen Geschwindigkeitskomponenten in x-, y- bzw. 2-
Richtung représentieren, sind zudem identisch, d. h. es gilt:

Suu = Suy = Su. (4.25)

Die Geschwindigkeitskopplung zwischen u- und v-Komponenten tritt lediglich auf-
grund des Coriolis-Terms (4.20) auf und wird durch die Diagonalmatrix wM; erfaft.
M, bezeichnet dabei die L?-Massenmatrix, die durch die oben erwihnten Lumping-
Techniken entsteht.

4.3 Herleitung der Sensitivititsgleichungen

Die meisten diskreten Sensitivitéitsansitze basieren auf dem System (4.23) und dif-
ferenzieren nach den Designparametern. Die Finite-Elemente-Diskretisierung bietet
aber auch eine andere Moglichkeit. Anstatt (4.23) als Ausgangsgleichung zu nehmen,
wird auf die diskrete Variationsformulierung zuriickgegriffen und die Gleichungen
(4.14) und (4.15) werden differenziert.

Da es sich hier aber um eine Integralgleichung handelt, deren Integrationsgebiet
selbst von den Designparametern abhingig sein kann, muf3 die Differentiation in
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Q(a) Qa + da)

Abbildung 4.3: Geometrische Darstellung der Leibniz-Regel, Gleichung (4.26)

besonderer Weise durchgefiihrt werden. Die Integration wird dabei entsprechend
der Leibniz-Regel [64] ausgefiihrt. Sei f : R®* — R eine allgemeine Funktion und o
der Parameter, von dem das Integrationsgebiet abhéingt, dann erh&lt man mit der
Leibniz-Regel:

? — of (r,a) on
90 /Q(a) f(r,a)dV = /Q(a) TdV + /F(a) f(r(s),a) £ds, (4.26)

wo r € R3, n der duflere Normaleneinheitsvektor und T’ (o) der Rand von Q () ist.
Die obige Gleichung bedeutet, daf§ die Anderung eines Integrals beziiglich des Para-
meters « einerseits durch die Anderung des Integranden f iiber dem urspriinglichen
Integrationsgebiet und andererseits durch die Anderung des Integrationsgebietes
selbst erfolgt. Eine geometrische Interpretation dieser Regel ist in Abbildung 4.3
dargestellt. Die Anwendung der Leibniz-Regel auf Erhaltungsgleichungen wird als
Reynoldsches Transporttheorem bezeichnet. So 1af3t sich u. a. auch der Impulssatz
fiir Fliissigkeiten mit Hilfe der Leibniz-Regel aus dem 2. Satz von Newton herleiten,
s. [26].

Mit Hilfe von (4.26) werden im weiteren die diskreten Sensitivitdtsgleichungen ab-
geleitet, wobei v der Designparameter ist. Durch Differenzieren der Gleichungen
(4.18)-(4.21) nach « erhélt man:

a_aah(vh: ch) = an(VhasCh) + an(Vi, Cha) + An(Va, Ch), (4.27)
0 ~
a_abh(vhaph) = bu(VhaPn) + b0 (Vi Pha) + b0 (Vi Dh), (4.28)
a_ach(vh: cn) = cn(VhasCh) + cn(Vh, Cha) +Ch(Vh, Ch), (4.29)
0
a—anh(wh, Ch,Vh) = np(Wh,Ch, Vha) + 1p(Wh, Cha, Vi) +

nh(Wh,a, Ch, Vh) + ﬁh(Wh, Ch, Vh)7 (4-30)

wobel Vi, o, Ph.a, Ch,as Who jeweils die nach « differenzierten Gréfien bezeichnen und
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die mit " bezeichneten Bi- und Trilinearformen die durch Verwendung der Leibniz-
Regel entstandenen Randintegralterme bedeuten:

d
ah(Vh, Ch) = Z VCh . VVh ids (431)
ret, 79T
~ dn
b Vh ph Z ph|T V - Vp d—dS (432)
TeT), .
dn
Vh,Ch Z / w X Ch *Vp d—dS (433)
TeT), T
dn
h(Wh,Ch,Vh Z / Wh V Ch) Vp d—dS (434)
TeT), YT

Terme, die mit™ bezeichnet sind und die die Ableitungen der Basisfunktion wy, ,
enthalten, bilden dann die rechte Seite des aufzustellenden Gleichungssystems. In
diesen Termen sind alle Komponenten bekannt. Insbesondere enthalten sie keine
Ableitungen der Geschwindigkeit oder des Druckes. Als diskretes Sensitivitétssystem
erhédlt man damit:

1
1 (Why Chas Vi) + 100 (Whoas €hy Vi) + €1 (Vh, Chia) + ;bh (Vs Phoa) + van(Vh, Cha) =

—nh(Wh, Ch, Vh,a) - Ch(Vh,a, Ch) - bh(Vh,a,ph) - ah(Vh,a, Ch)

—ﬁh(Wh, Ch, Vh) — Eh(vh: Ch) _Zh(vhaph) - ah(vh: Ch) (4-35)

-~

br(Cha:qn) = —bn(Chs @h,a) — br(ch, qn). (4.36)

Im obigen System entspricht (4.35) der Gleichung (4.14) und (4.36) der Gleichung
(4.15) im Gleichungssystem des Stromungsproblems. Als neue Glieder erscheinen in
Gleichungen (4.35) und (4.36) die rechten Seiten und in (4.35) der erste Term. Die
anderen Terme sind bereits bekannt.

Der erste Term in (4.35) wird auch als reaktiver Term bezeichnet. Dieser Term tritt
auch bei der Losung des Strémungsproblems auf, wenn die nichtlineare Iteration
mit dem Newton-Verfahren durchgefiihrt wird. Das Newton-Verfahren benétigt die
Frechét-Ableitungen des kontinuierlichen oder diskreten Navier-Stokes-Operators.
Als Resultat dieser Ableitungen ergibt sich ein System, das dhnlich dem in Glei-
chungen (4.35)-(4.36) ist. Die Assemblierung dieses Termes erfolgt dhnlich wie beim
Coriolis-Term. Das Ergebnis ist eine spezielle Massenmatrix, die die Gradienten des
Geschwindigkeitsfeldes enthélt. Auf die Rolle dieses Termes und die Schwierigkeiten,
die er verursacht, wird in Kapitel 5 ndher eingegangen.
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Das Gleichungsystem (4.35)-(4.36) hat in Matrixschreibweise die folgende Gestalt:

S+R BT Ca f
= , (4.37)
B 0 Pa g

wobei die Matrizen B und S analog zu (4.23) definiert sind. Der unbekannte Vektor
[Ca, Pa]T ist der gesuchte Sensitivitiitsvektor, und die rechte Seite [f,g]" enthilt
neben den Randbedingungen auch die in (4.35) und (4.36) erschienenen Terme. Die
Matrix R ist der reaktive Term in Matrixform und hat folgende Blockstruktur:

Ruu RU’U R’U/LU
R=| Ru Ruw Rw |. (4.38)
R’U}U va wa

Fiir die Blockmatrix S + R in (4.37) ergibt sich damit:

Suu + Ruu _WMI + Ruv Ruw
S+R=\| wM;+R,, Sy + Ry R, ) (4.39)
Rwu va Sww + wa

Ein groBer Unterschied zu dem in (4.23) definierten System ist, dafl bisher durch
den Coriolis-Term und die periodischen Randbedingungen nur v — v und durch
die Eulerschen Randbedingungen ausschliefflich am Rand zusétzliche u — w und
v —w Kopplungen aufgetreten sind. Nun entstehen in (4.37) durch die Matrix R alle
moglichen Kopplungen und das fiir jeden Freiheitsgrad, wobei R wie alle anderen
Matrizen schwach besetzt ist.

Das Gleichungssystem fiir das Sensitivitdtsproblem ist damit definiert. Um die Her-
leitung des diskreten Gleichungssystems zu vervollstindigen, miissen nur noch aus
den Gleichungen (4.3)-(4.7) fiir das diskrete Sensitivitdtsproblem (4.35)-(4.36) die
Randbedingungen hergeleitet werden.

4.3.1 Herleitung der Randbedingungen fiir die
Sensitivitidten

Wenn die Sensitivitdtsgleichungen aus den Matrixgleichungen des Strémungspro-
blems hergeleitet werden, werden wihrend der Ableitung auch die diskretisierten
Randbedingungen differenziert. In diesem Fall wird aber als Basis die diskrete Varia-
tionsformulierung (4.14) und (4.15) genommen, und die Randbedingungen miissen
explizit definiert werden.

Fiir die Herleitung der Randbedingungen fiir das Sensitivitédtsproblem (4.35)-(4.36)
geht man genauso vor wie bei der Herleitung des Gleichungssystems. Die Randbe-
dingungen des Stréomungsproblems (4.3)-(4.7) werden nach einem Designparameter
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abgeleitet, der auch hier mit « bezeichnet wird. Es werden insgesamt vier verschie-
dene Arten von Randbedingungen unterschieden, und zwar Periodizitét, Dirichlet-,
Euler- und Ausstromrandbedingungen. Die Ausstrombedingungen sind bereits durch
die Vorgabe des statischen Druckes am Ausstromrand im Stromungsproblem einge-
baut und so differenziert worden. Sie benétigen keine zusitzliche Behandlung.

Periodizitét gilt nicht als echte Randbedingung. Die periodischen Koeffizienten sind
ganz normale Eintrége in der Matrix. Da man aber die Kopplungen zwischen den
einzelnen Geschwindigkeitskomponenten nicht implizit in der Matrix haben will,
werden sie eliminiert. Auflerdem enthélt die Bedingung keine gitterspezifische Infor-
mation, sondern lediglich eine kinematische, die von der Anderung des Rechenge-
bietes unabhiingig ist. Ubrig bleiben die Dirichletschen und Eulerschen Rénder. Fiir
diese werden im weiteren die Randbedingungen hergeleitet.

Dirichlet-Randbedingungen

Allgemeine Formulierung der Dirichlet-Bedingung heifit in diesem Fall, da} der
Funktionswert am Rand nur vom Designparameter abhéngen kann. Dabei bezeich-
net w die Grofle, fiir die Dirichlet-Randbedingungen gesetzt werden, d. h.: es ist
w = f(«). Dabei kann sich der Punkt auf dem Rand bewegen, wenn sich der Wert
von « auch dndert. Das bedeutet fiir w die folgende funktionale Abhéingigkeit:

w(r(a),a) = f(a), (4.40)

wobei r € R3gilt. Wird nun die totale Ableitung beziiglich des Parameters o gebil-
det, erh&lt man

Dw ow Ow Or df
Do~ 90 T 90" da (4:41)

Damit ist die Randbedingung fiir die Sensitivitit von w mit w, = dw/da:

df oOow oOr
= — - — . — 4.42
Wa da 0Or O« ( )
oder in anderer Schreibweise
w, =f,— Vw - r,. (4.43)

Mit Hilfe geometrischer Uberlegungen gelangt man auch auf anderem Wege zu die-
sem Ergebnis. Dabei bezeichnen in Abbildung 4.4 I'(ay) und I'(as) die Rénder des
zu den Designparametern oy und as gehorigen Rechengebietes, und r(a;) und r(as)
dieselben Punkte auf den beiden Konfigurationen. Weiterhin sind auf den unter-
schiedlichen Konfigurationen unterschiedliche Geschwindigkeitsfelder w; und wy de-
finiert, wobei wq(r(ay)) = fi und wy(r(az)) = f5. Um die Sensitivitéiten berechnen



KAPITEL 4. HERLEITUNG DES DISKRETEN GLEICHUNGSSYSTEMS 34

(1)

Abbildung 4.4: Geometrische Interpretation der Randbedingungen

zu konnen, wird eine Finite-Differenzen- Approximation verwendet. Dabei muf} dar-
auf geachtet werden, dal die Auswertung am selben Ort durchgefiihrt wird. Will
man die Sensitivititen im Punkt r(asy) berechnen, so muff das Geschwindigkeits-
feld w; an diesen Punkt interpoliert werden, da es dort nicht definiert ist. Mit
Ar = r(as) — r(aq) ergibt sich:

wi (ra () = wy (ry (o)) + % - Ar. (4.44)

Damit erhilt man die Gleichung der Sensitivitét in der folgenden Form:

w = Wa(ra(a) —wi(ra(a)) | Wa(ra(a)) = wi(ri(a) - Fp-Ar

A« A«

Af — 2L A
_ or Ar _ Af Ow, Ar (4.45)
Aa Aa or A«

Ersetzt man die Differenzenquotienten durch Differentialquotienten und 143t den
Index in w; weg, erhélt man Gleichung (4.42).

Euler-Randbedingungen

Aus der (4.7) folgt, dal am Eulerschen Rand die Relativgeschwindigkeit keine Nor-
malkomponente haben darf. Formal gilt:

w-n=0. (4.46)

Verwendet man genau dieselbe Methode wie im Dirichletschen Fall und bildet die
totale Ableitung von (4.46), ergibt sich:

D(w - n) Dw dn _ Ow  Owor dn

Mit derselben Notation wie oben und nach w, aufgeltst, erhélt man:
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ow Or
Wall = — - -5 D= W g (4.48)
oder
won=—((w-V)ry)n —w-n,. (4.49)

Aus den Gleichungen (4.43) und (4.49) ist ersichtlich, daf die Randbedingungen des
Sensitivitiatsproblems von der Losung des Stromungsproblems abhingen. Der Dis-
kretisierungsfehler kommt daher bei der Sensitivitéitsanalyse zweimal vor. Wéhrend
bei der Stromungsanalyse die Randbedingungen in der Regel von der Auflésung des
Gebietes unabhingig sind und Diskretisierungsfehler nur die inneren Bereiche be-
treffen, werden bei der Sensitivitdtsanalyse nicht einmal die Randbedingungen exakt
efiillt. Dieser Fehler ist selbstverstindlich konsistent und verschwindet mit immer
feiner werdender Auflosung.



Kapitel 5

Losung der
Sensitivitatsgleichungen

In der numerischen Stromungsmechanik hat man mit mathematischen Aufgaben
zu tun, die den Bereich von einfachen linearen algebraischen Gleichungen bis zu
Systemen von nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen umfassen. Die Losung
dieser Probleme erfolgt mit Hilfe der numerischen Mathematik. Bei der Lésung sind
einige Gesichtspunkte besonders zu beachten. Ziel ist es, in der Tabelle 5.1 m&glichst

e nach oben zu gehen, um die Nichtlinearitédten zu vermeiden (Linearisierung),
e nach oben zu gehen, um die Gleichungen zu vereinfachen (Diskretisierung),

e nach links zu gehen, um die Anzahl der Gleichungen zu reduzieren; dies ist
jedoch schwierig zu verwirklichen, da mit der Diskretisierung die Anzahl der
Gleichungen stark ansteigt.

Die Losung an den leer gelassenen Stellen in Tabelle 5.1 ist duflerst umstédndlich
oder unmoglich.

Typ 1 wenig viel sehr viel
(3-5) (10—50) (>1000)
1. AGL trivial einfach schwierig sehr schwierig
nl. AGL einfach schwierig sehr schwierig
1. GDGL einfach schwierig sehr schwierig

nl. GDGL schwierig sehr schwierig
1. PDGL schwierig sehr schwierig
nl. PDGL | sehr schwierig

Tabelle 5.1: Klassifizierung der Gleichungen der numerischen Strémungsmechanik nach
der Schwierigkeit der Losung. Abkiirzungen: l: lineare, nl: nichtlineare, GL: Gleichung,
DGL: Differentialgleichung, A: algebraische, G: gewohnliche, P: partielle

36
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In unserem Fall hat man zunéchst mit nichtlinearen PDGLn (Strémungsproblem) zu
tun, bei denen der Linearisierung die Diskretisierung folgt, so dafl man in der rechten
oberen Ecke der Tabelle landet. Nach der Stromungsanalyse hat man lineare PDGLn
(Sensitivitdtsproblem) zu losen, nach deren Diskretisierung man sich an derselben
Stelle in der Tabelle wie bei der Stromungsanalyse wiederfindet. Die effiziente Losung
des resultierenden Systems ist das Thema dieses Kapitels.

Die Losung der nach der Diskretisierung entstandener Gleichungen erfolgt iiblicher-
weise nicht mit direkten Methoden, wie z. B. Gauf}-Elimination, sondern mit Hilfe
von iterativen Losungsverfahren. Dies hat grundsétzlich drei Griinde: Der erste ist
der enorme Aufwand an Arbeitsspeicher, der zweite ist der grofle Rechenaufwand,
und der dritte ist der Rundungsfehler bei grofien Systemen. Wird ein Problem mit
N diskreten Punkten approximiert, so wird der Speicheraufwand fiir einen direkten
Weg mit O(N?) und die Rechenzeit mit O(N?) proportional. Bei einem iterativen
Losungsverfahren ist aber sowohl der Speicher- als auch der Rechenaufwand nur mit
O(N) proportional, vorausgesetzt das Losungsverfahren basiert auf einem Mehrgit-
terverfahren.

Anders ist es bei der Losung der Sensitivitédtsgleichungen. Bis zur Mitte der neunziger
Jahre wurden die Gleichungen fast ausschlielich mit direkten Methoden geldst.
Solange die Anwendungen vereinfachte 2D-Beispile waren, traten noch keine groflen
Schwierigkeiten auf. Als dann die technischen Voraussetzungen fiir die Berechnung
dreidimensionaler Probleme theoretisch gegeben waren, hatte man noch mit der
Speicherkapazitéit zu kdmpfen. Als vorlaufige Losung boten sich die ” off-core” Loser
an, die die Matrizen partitioniert und fiir die Losung gerade nicht gebrauchte Daten
auf der Festplatte gespeichert haben.

Dann haben KoORIvI ET AL. [63] fiir die Losung der Sensitivititsgleichungen eine
Iteration konstruiert, die als ” Incremental Iterative Method” bezeichnet wird. Es
ist im wesentlichen dieselbe iterative Strategie, die bei den meisten CFD-Codes
eingesetzt wird. Die Grundaufgabe ist, das folgende lineare Problem zu l6sen

Ax =b. (5.1)

Dies wird durch eine prdkonditionierte Richardson-Iteration erzielt:

X"t = x" + O (b—Ax"), (5.2)

wobei die Indizes den aktuellen Iterationsstand bezeichnen, und die Matrix C der
Prékonditionierer ist. Mit dieser Strategie lassen sich Probleme mit schlechtkon-
ditionierten und nicht diagonaldominanten Koeffizientenmatrizen l6sen. Fiir den
Stromungsloser werden héufig auch Diskretisierungsschemata von héherer Ordnung
auf diese Weise implementiert. Im Bereich der Finite-Volumen-Methode wird dies
deferred correction genannt. Dieses Verfahren wurde in der Mitte der siebziger Jahre
von KOSHLA UND RUBIN [62] eingefiihrt.
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Die Tteration (5.2) ist jedoch nur bedingt konvergent und zwar genau dann, wenn
p(I —C7'A) <1, (5.3)

d. h. der Spektralradius der Matrix I —C ' A kleiner als 1 ist. In der Praxis bedeutet
dies, daf} der Prékonditionierer nicht ”sehr weit” von A liegen darf, was jedoch von
Problem zu Problem unterschiedlich und auch vom Gitter abhéngig ist.

In dem vorliegenden Fall entspricht (5.1) der Gleichung (4.37). Die Iteration (5.2)
konnte direkt auf (4.37) angewendet werden. Da die Koeffizientenmatrix aber inde-
finit ist, wiirde ihre Verwendung nur weitere Probleme bereiten. Stattdessen wird
auf die Koeffizientenmatrix in (4.37) eine Block-Gauf-Elimination angewendet und
man erhélt:

S+R BT Ca CTf
- . (5.4)
0  B(S+R)"'BT Pa B(S+R)"'f—g

Damit werden die Geschwindigkeiten vom Druck entkoppelt. Wird dann diese Stra-
tegie in ein Defekt-Korrektur-Verfahren (5.2) eingebunden, so ergibt sich ein Druck-
korrekturverfahren.

Nun ist die Aufgabe, fiir die beiden Koeffizientenmatrizen des entkoppelten Systems
(Druck und Geschwindigkeit) einen brauchbaren Priikonditionierer zu finden. Fiir
den Druck-Prikonditionierer ist eine hiaufig verwendete Approximation die folgende:

(S+ R) ' ~diag(S) . (5.5)

Bei TUREK [107] findet man auch andere Ansétze fiir dieses Problem und auch Ver-
gleiche der Prikonditionierer fiir die einzelnen Problemklassen. In Gleichung (5.5)
wird die Inverse der Matrix (S + R) einfach durch die Inverse des Diagonalanteils
von S ersetzt. Das dadurch resultierende Verfahren stammt von PATANKAR [80] und
wird als SIMPLE-Verfahren bezeichnet. Der Druckprikonditionierer hat damit die
folgende Form:

P = Bdiag(S)™'B". (5.6)

Fiir die Konstruktion des Geschwindigkeitsprikonditionierers wurden die folgenden
Gesichtspunkte in Betracht gezogen:

1. Da die einzelnen Diagonalblocke in Gleichung (4.25) identisch sind, wiirde
man aus Speichergriinden nicht die ganze Matrix abspeichern, sondern nur
einen der Diagonalblocke. Aus dem Prékonditionierer des Geschwindigkeits-
problems werden daher alle Nebendiagonalblocke gestrichen. Analog wurde
bei dem Stromungsloser beziiglich der Coriolis-Terme vorgegangen, vgl. [70].
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2. Das Vorzeichen und die Grofie der Eintrige der aus der Diskretisierung der re-
aktiven Termen resultierenden Matrix R sind weder vorhersehbar noch kontrol-
lierbar. Wiirde diese Matrix zu dem Diagonalblock von S addiert, entstiinden
diagonale Eintriage, die Null oder sogar negativ sind. Daher werden auch die
Diagonalblocke von R aus dem Prékonditionierer entfernt. Damit bleiben nur
die mit dem Upwind erster Ordnung diskretisierten konvektiven Terme und
die diffusiven Terme im Navier-Stokesschen Fall iibrig.

Somit gestaltet sich die Iteration (5.2) fiir das Sensitivitdtsproblem wie folgt:
Defekt-Korrekur-Iteration

1. Berechne das aktuelle Residuum

Te f=(S+R)c; — B'pj;

Tp g — Beg

2. Lose approximativ das Sensitivitdtsproblem mit dem Residuum als rechte Seite

S+ R BT Aca Te
= (5.8)
B 0 Ap, Tp
3. Korrigiere die vorhergehende Iterierte
¢t c Acg
= + (5.9)
pat Pa Apa

Fiir die Losung der Gleichung (5.8) werden dann die oben erliuterten Niherungen
eingefiithrt. Man erh&lt dann folgende Iteration:

SIMPLE-Iteration

1. Lose das prikonditionierte Problem fiir Sensitivitdten der Geschwindigkeiten
mit dem Residuum als rechte Seite

SAcy = 7e. (5.10)
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2. Lose das prikonditionierte Problem fiir Sensitivititen des Druckes mit dem
Residuum und mit den im Punkt 1. berechneten Korrekturen als rechte Seite

PAp, =1, — BAc,. (5.11)

3. Korrigiere zusitzlich die berechneten Geschwindigkeitskorrekturen (SIMPLE-
Korrektur)
Acy = Ac, + diag(S) BT Ap,. (5.12)

Wie bereits erwihnt, sind fiir die Konvergenz der obigen Iteration in der Praxis
keine Aussagen zu machen, die die Stabilitdt der Iteration gewéhrleisten oder klar
definierte Grenzen fiir den Prékonditionierer setzen konnten. Die bei groflen Syste-
men eher theoretische Bedingung p(I —C~'A)<1 leistet keine Abhilfe. In der Praxis
hilft iiblicherweise nur das numerische Experiment und die Verstirkung der Diago-
naldominanz des Prikonditionierers durch Unterrelaxation zugunsten der Stabilitét
und zuungunsten der Konvergenzgeschwindigkeit.

Bei der Losung der Navier-Stokes-Gleichungen mit Hilfe von Mehrgitterstrategien
macht man iiblicherweise die Erfahrung, dafl bei kleinen Rossby-Zahlen, also stark
durch den Coriolis-Term beeinfluten Problemen, auf den unteren Gittern Kon-
vergenzprobleme auftreten, die dann aber mit feiner werdender Gitterauflésung ver-
schwinden. Dies liegt daran, dafl der Anteil von A, der nicht in den Priakonditionierer
C' einfliefit, so grofl wird, daf} die Bedingung (5.3) nicht mehr erfiillt wird. Da aber
die Eintrige aus dem Coriolis-Term in der Matrix mit O(h?), die aus den konvek-
tiven und diffusiven Termen aber nur mit O(h?) skaliert sind, gehen sie schneller
gegen Null, wenn die Maschenweite A mit der Verfeinerung des Gitters auch gegen
Null geht.

Eine dhnliche Situation tritt auch im Rahmen des Sensitivititsproblems auf. Zusétz-
lich zum Coriolis-Term sind noch reaktive Terme enthalten, die grundsétzlich mit
derselben Massenmatrix skaliert sind wie der Coriolis-Term und daher auch schneller
verschwinden als die konvektiven und diffusiven Terme. Der Unterschied ist jedoch,
dafl wihrend bei dem Coriolis-Term die Winkelgeschwindigkeit w vom Gitter un-
abhéngig ist, dies fiir die Gradienten in den reaktiven Termen nicht der Fall ist. Da
sie numerisch auf dem zugrundeliegenden Gitter berechnet werden, konnen sie mit
feiner werdender Auflosung besser wiedergegeben und so Gradientenspitzen besser
aufgeldst werden. Deshalb kann das Losungsverhalten kritisch werden, wenn sich im
Rechengebiet Singularitidten befinden, wie z. B. scharfe Kanten, Diskontinuitéten in
den Randbedingungen.

Fiir die Konvergenz der SIMPLE-Iteration sind auch die Losungen der unteren
Teilprobleme (5.10) und (5.11) wesentlich. Fiir die Schnelligkeit des Gesamtverfah-
rens sind effiziente Losungen dieser beiden Teilprobleme ausschlaggebend. Da die
SIMPLE-Approximation nur eine schwache Kopplung zwischen den Sensitivititen
der Geschwindigkeit und des Druckes erzeugt, ist es unnétig, die Gleichungen (5.10)
und (5.11) sehr genau zu l6sen. In der Praxis reicht es aus, wenn das Residuum
um einen Faktor 0.1 bis 0.4 féllt. Es gibt andere Strategien, bei denen die beiden
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unteren Probleme sehr genau gelost und dann die neuen Werte so bestimmt werden,

daf} der Fehler zwischen den neuen Werten und der exakten Lésung minimal wird,
vgl. [107].

Im vorliegenden Fall werden bei der Losung des Stromungsproblems gut bewertete
Verfahren eingesetzt. So wird fiir die Losung von (5.10) das Bi-CGStab von VAN
DER VORST [112] eingesetzt, und fiir die Lésung von (5.11) ein lineares Mehrgitter-
verfahren konstruiert. Auch die SIMPLE-Iteration wird in eine Mehrgitter-Schleife
eingebettet. Bei der Stromungsanalyse handelt es sich um ein nichtlineares Mehr-
gitterverfahren, wihrend die Sensitivitdtsberechnung ein lineares Problem darstellt.
Dennoch wurde das nichtlineare Mehrgitterverfahren beibehalten, weil dadurch die
Kopplung zwischen Geschwindigkeit und Druck auch auf den unteren Ebenen ein-
geht. Bei einem linearen Mehrgitter werden nur die Residuen auf den unteren Ebenen
dargestellt und nicht die physikalischen Gréflen. Die Verwendung eines nichtlinea-
ren Mehrgitterverfahrens in der hier gegebenen Situation kann daher als eine Art
Variablentransformation aufgefafit werden. Ahnliches Vorgehen findet man bei linea-
ren Mehrgitterstrategien, wenn lokale Verfeinerungen eingesetzt werden, siehe [10].

Die Verwendung von Mehrgitterverfahren hat sich bei CFD-Codes als Standard
etabliert. Die erste Anwendung von Mehrgitterverfahren in der Sensitivitdtsanalyse
stammt von JAMESON [58] aus dem Ende der achtziger Jahre. Die grofite Schwie-
rigkeit liegt hier in der Komplexitit des verwendeten Codes und der Herleitung der
auf den einzelnen Ebenen benotigten Ableitungen.

Der Mehrgitteralgorithmus wird u. a. in [19], [47] oder [114] ausfiihrlich beschrieben.
Da aber der Algorithmus auf einer nichtkonformen FEM-Diskretisierung basiert,
miissen einige Ergénzungen vorgenommen werden. Im folgenden wird daher sowohl
fiir den linearen als auch fiir den nichtlinearen Fall der Verlauf kurz beschrieben.

5.1 Lineares Mehrgitterverfahren

Mit einem linearen Mehrgitterverfahren wird das folgende lineare Problem geltst

Arur = fr, (5.13)

wobei L den Index der feinsten Ebene beziechnet, A; die Koeffizientenmatrix; uy,
und fr sind der Vektor der Unbekannten und die rechte Seite. Gleichung (5.13)
entspricht hier dem Druckproblem (5.11). Im weiteren wird eine Reihe von ver-
schachtelten Gittern indiziert mit /, [ = 0,.., L angenommen, die jeweils mit der
Maschenweite h; assoziiert sind. Auf jedem dieser Gitter sollen die Koeffizienten-
matrix der Grobgittergleichung A; und auf dem feinsten Gitter L die rechte Seite
fr sowie eine Anfangslosung u} definiert sein. Ferner wird angenommen, daf} ein
Glittungsoperator S verfiighar sei, um den Fehler in v} zu glitten und u}™ durch
S (ul, fi) zu erhalten, wo p und ¢ die Anzahl der durchgefiihrten Glattungschrit-
te bezeichnen. Der Mehrgitteralgorithmus fiir die Losung von (5.13) wird rekursiv
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definiert.

MGM(Za U?, fl: ’7)
Wenn [ = 0, dann u; = Al’lfl.
Ansonsten:
Fiihre m; Vorglittungsschritte auf «f mit S durch, um u;"
w™ = S"(uf, fi).
Berechne das restringierte Residuum mit dem Restriktionsoperator Ill’l:
S =171 — A™)
u) =0
rufe MGM(I — 1,4 |, fi—1,7) v mal auf, um u; | zu erhalten.

Berechne u" ' mit dem Prolongationsoperator I}_, durch:

u" ="+ all ),
wobei o fest oder adaptiv gewdhlt werden kann, so dafl der Fehler

1 . . .. .
ulml+ — u; in einer entsprechenden Norm minimal wird.

Fiihre n; Nachglidttungsschritte auf «;" " durch, um «]**"*! zu erhalten:

u T = g (Mt f).

! zu erhalten:

Das Durchfiihren einer Tteration mit MGM(L, u?, fr,~) liefert die neue Niherungs-
16sung u?“””l. Die Anwendung des obigen Algorithmus auf dem Level L stellt die
N#herungslosung zu (5.13) sicher. Jeder Aufruf des Algorithmus wird als ein Zyklus
der Mehrgitteriteration bezeichnet. Fiir v = 1 hat man einen V-Zyklus, fiir v = 2

einen W-Zyklus.

Ein duflerst wichtiger Schritt ist die Wahl des Parameters «;. Der Grund dieses
zusitzlichen Schrittes stammt aus der Art der Behandlung der nichtkonformen Fi-
niten Elemente. Im Gegenteil zu konformen Finiten Elementen, die die beste Appro-
ximation der Grobgitterlosung u; | beziiglich der Energie-Norm garantieren, geht
diese Eigenschaft bei nichtkonformen Finiten Elementen verloren.

— u; ergibt in der Energie-Norm

. L. 1
Die Minimierung des Fehlers u]""

o <fl — A, 11171“7—1>l
- 1 ]
<AlIl—1“7—1v Il—lu7—1>l

ay

und in der ”Defekt”-Norm

(= A AT,
<Allll71u771, Allll71“771>l

87]

Die Klammern (-, -), bezeichnen das Euklidische Skalarprodukt auf dem Level [.
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5.2 Nichtlineares Mehrgitterverfahren

Das mit einem nichtlinearen Mehrgitterverfahren zu losende Problem 148t sich auf
Level [ schreiben als

Ll(ul) = fl- (514)

Wie im linearen Fall ergibt sich eine Reihe von verschachtelten Gittern mit [, [ =
0, .., L, indiziert, und auf jeder Ebene wird das Sensitivitdtsproblem definiert und
diskretisiert in der Form von (5.14). Auflerdem steht ein nichtlinearer Glétter S,
hier die SIMPLE-Iteration, zur Verfiigung.

Der rekursive nichtlineare Mehrgitteralgorithmus wird wie folgt definiert:

NLMGM(L, u}, fi,7)
Wenn [ = 0, dann u; = S(u}, f;).
Ansonsten:
Fiihre m; Vorglittungsschritte auf u) mit S durch, um ;"
ml = Sml(ul 1)
Berechne das restrlnglerte Residuum mit dem Restriktionsoperator I 1171:
Uy = I
fz 1 —Il_ (fl Apu™)
uj_y = Ui
rufe NLMGM(I — 1,4 ,, fi_1,7) v mal auf, um »; | zu erhalten.

Berechne »;"*' mit dem Prolongationsoperator I! | durch:

mi+1 _  omy 4 Y Iy
U ="+ gl (U — wy),

wobei «y, dhnlich dem linearen Fall, fest oder adaptiv gewéhlt

zu erhalten:

werden kann, so daf der Fehler v, mi1 — a; in einer entsprechenden
Norm minimal wird.
Fiihre n; Nachgldttungsschritte auf u, ™+ qurch, um u?”””“ zu erhalten:

et = S ).

Die Restriktions- und Prolongationsoperatoren sind bei SCHREIBER [93] ausfiihrlich
erklart.

Der Gléattungsoperator fiir das nichtlineare Mehrgitterverfahren ist die SIMPLE-
Iteration, Gleichungen (5.10)-(5.12). Dabei miissen in jeder Iteration zwei lineare
Probleme gelost werden. Fiir die Geschwindigkeitssensitivitéten (5.10) wird das Bi-
CGStab-Verfahren von VAN DER VORST [112] verwendet; auch ohne Prékonditio-
nierer realisiert es die bendtigte Genaugkeit mit Konvergenzraten 0.5 — 0.8. Fiir die
Berechnung des Druckproblems (5.11) wird ein lineares Mehrgitterverfahren einge-
setzt. Als Glatter erweist sich ILU als optimal. Mit Hilfe der adaptiven Schrittweiten-
kontrolle liegen die Konvergenzraten unter 0.1 unabhéingig vom gestellten Problem.
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Abbildung 5.1: Vergleich der Rechenzeiten fiir das Diffusorproblem im Kapitel 6
fiir Ein- und Mehrgitterverfahren

Bei der Anwendung eines nichtlinearen Mehrgitterverfahrens in der Sensitivitdtsana-
lyse kann man ein dhnliches Verhalten beobachten wie bei der Stromungsanalyse. Es
ist bekannt, dafl Mehrgitterverfahren bei den durch die Diffusion dominierten Pro-
blemen effizienter sind. Die Ersparnisse sind nahezu identisch mit denen, die man
aus der Stromungsanalyse bereits kennt. Auch in diesem Fall sind die nichtlinearen
Konvergenzraten vom Verhalten des SIMPLE-Algorithmus abhéngig. Dies zeigt sich
insbesondere bei verzerrten Gittern.

Die Abbildung 5.1 zeigt einen Vergleich der Rechenzeiten fiir das Diffusorproblem
aus Kapitel 6. Neben dem Mehrgitterverfahren sind auch die Rechenzeiten fiir die
Eingitterlosung mit und ohne Prolongation dargestellt. Fiir das Eingitterverfahren
mit Prolongation werden dieselben Gitter zur Verfiigung gestellt wie fiir das Mehr-
gitterverfahren. So werden vom Grobgitter immer gute Startwerte auf das aktuelle
Feingitter transferiert.



Kapitel 6

Testfalle

Um neu entwickelte Codes zu validieren, werden die Ergebnisse iiblicherweise mit
denen von bereits validierten Codes verglichen. Da fiir diese Arbeit keine vergleich-
baren Codes zur Verfiigung standen, wurde der Code anhand analytischer Losungen
validiert.

Fiir die Navier-Stokes-Gleichungen gibt es im allgemeinen Fall keine analytischen
Losungen, so dafl sie nur mit Hilfe numerischer Methoden lésbar sind. Entweder
durch die Vereinfachung der Geometrie und Randbedingungen und/oder durch phy-
sikalische Annahmen kénnen jedoch Terme aus dem nichtlinearen System gestrichen
werden, so dafl am Ende gewOhnliche oder lineare partielle Differentialgleichungen
iibrig bleiben, fiir welche analytische Losungen existieren.

Im folgenden wird je ein Testfall fiir reibungsfreie und reibungsbehaftete Stromungen
prasentiert. Fiir den Navier-Stokesschen Fall wird der Code am rotierenden Zylinder
validiert, wihrend fiir den Eulerschen Fall eine analytische Losung mit Hilfe der
Potentialtheorie hergeleitet wird. Zugrunde liegt dabei das Joukowsky-Profil.

Anschlieflend folgen noch zwei Optimierungsbeispiele; ein ebener Diffusor als Navier-
Stokesscher Testfall und fiir den Eulerschen Fall ein zweidimensionales Schaufelgit-
ter. Anhand dieser Testfille werden die Anwendungsmoglichkeiten der Sensitivitéts-
analyse demonstriert.

6.1 Rotierender Zylinder

Der rotierender Zylinder ist ein klassischer Fall der Stromungslehre, fiir den im
Bereich laminarer Stromung eine exakte Losung existiert. Zwischen zwei konzentri-
schen Zylindern befindet sich ein viskoses Medium. Die Zylinder werden mit den
Winkelgeschwindigkeiten w;und wy gedreht, sieche Abbildung 6.1.

Die analytische Losung findet man u. a. bei ZIEREP [117]. Die Geschwindigkeitsver-
teilung ist demnach ldngs des Radius r gegeben durch:

45
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w2

Abbildung 6.1: Rotierender Zylinder

v(r) :Ar+§, (6.1)

wobei die Konstanten A und B mit Hilfe der Randbedingungen v(R;) = wyR; und
v(Rs) = wa Ry sich als

WQR% — wlRf

A = B— R%R%(wl — CUQ)

R - R Rl - R?

ergeben. In radialer Richtung gilt die Beziehung dp/dr = p - v?/r, aus der durch
Integration die Druckverteilung p(r) folgt:

A2, 2 r  B* 1 1
p(r) = p(Bi) +p | 5 (r —R1)+2ABlnE+7(R_%_T_2)

(6.2)
Die Gleichungen (6.1) und (6.2) haben im Bereich laminarer Stréomung ihre Giiltig-
keit nur innerhalb eines gewissen Bereichs. Durch die unterschiedlichen Winkelge-
schwindigkeiten entsteht eine instabile Zentrifugalkraftschichtung, so dafl sich beim
Uberschreiten einer kritischen Umfangsgeschwindigkeit in axialer Richtung peri-
odisch angeordnete, torusformige Wirbel, die sog. Taylor-Gortler-Wirbel ausbilden.
Der Ubergang von der Grundstrémung in die periodische Wirbelstrémung wird
durch die Taylor-Zahl charakterisiert. Mit Aw = w; — we; AR = Ry — R; und
Rey = Aw - R? /v erhilt man:

AR\’
Ta= R61 . <R—> 5 (63)
1
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Level | [|c — challz2i) | lIP — Phallz2@)
0 0.2363 0.2852
1 0.1166 0.1252
2 0.0526 0.0487
3 0.0269 0.023

Tabelle 6.1: L?(2)-Fehler fiir den rotierenden Zylinder

wobei die Gréfle v die kinematische Viskositat bezeichnet. Aus der linearen Stabi-
litdtstheorie ergibt sich die Grenze bei T'a = 41.33, siehe BUHLER [21].

Aus der analytischen Losung des Strémungsproblems kann man nun eine exakte
Losung fiir das Sensitivitdtsproblem herleiten. Als unabhéingige geometrische Grofle
bieten sich die Radien der Zylinder an. In der vorliegenden Arbeit wird der Radius
des kleineren Zylinders R; als Sensitivitdtsparameter verwendet. Die Losung des
Sensitivititsproblems liefert somit die Antwort auf die Anderung des Radius des
inneren Zylinders.

Zunichst werden die "Konstanten” A und B nach R, differenziert:

ﬂ . . 2R1R%(w2 - wl) d_B . . _2R1R3((U2 - wl)
dry " (R{-R3)* T dRy % (Ri-Rj)?

Damit lautet die analytische Losung fiir die Sensitivitdt der Umfangsgeschwindig-
keit:

B
Va(r) = Agr + 7a (6.4)

und fir die des Druckes:

Pa(r) = pa(Ri)+p[AAa(r? — RI) — A’Ry] +
AB 1 1 B?

r
2In —(A,B+ AB,) —2— 4+ BBy(—= — =) — = |- (6.5
p an( + ) Rl + (R% T_Q) ( )

In der Tabelle 6.1 sind die L?*(2)-Fehler der berechneten Geschwindigkeits- und
Drucksensitivitét beziiglich der exakten Losung (6.4) und (6.5) aufgelistet. Beide
Groflen zeigen ein Abklingverhalten etwas iiber 1. Ordnung. Das ergibt sich aus
einer Mischung der konvektiven Terme, die mit dem Upwindverfahren 1. Ordnung
diskretisiert sind, und der diffusiven Termen, die mit 2. Ordnung approximiert sind.

In den Abbildungen 6.2 und 6.3 sind die Verteilungen der Druck- und Geschwin-
digkeitssensitivititen im Zylinderspalt dargestellt. Die unterschiedliche Linge der
einzelnen Kurven l&83t sich damit erkliren, dafl die dargestellten Werte direkt dem
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Abbildung 6.2: Sensitivititen des Druckes fiir den rotierenden Zylinder
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Abbildung 6.3: Sensitivititen der Umfangsgeschwindigkeit fiir den rotierenden Zylinder

Berechnungsort — Zellenmittelpunkt beim Druck, bzw. Zelloberflichenmittelpunkt
bei den Geschwindigkeiten — zugeordnet sind.
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Bei grofleren Ry —Werten verringert sich die Spaltenbreite Ry — Ry notwendigerweise.
In einem engeren Spalt bauen sich kleinere Druckunterschiede zwischen dem inneren
und dufleren Zylinder auf. Wird das Druckniveau identisch mit dem mittleren Druck
im Spalt gew#hlt so fiihrt dies am inneren Zylinder zu steigenden, am dufleren zu
sinkenden Druckwerten. Dieser Vorgang ist der Sensitivitétsverteilung in Abbildung
6.2 zu entnehmen.

Weder die Dirichlet-Randbedingungen am &ufleren Zylinder noch der Radius R,
sind von der Anderung von R; betroffen. So sind auch die Sensitivititen an dieser
Stelle gleich Null. Am inneren Zylinder sind die Randwerte von R; unabhingig,
der Ort, an dem die Werte definiert sind, dndert sich jedoch. Auflerdem sind am
Rand Geschwindigkeitsgradienten vorhanden. So ergeben sich nach Gleichung (4.43)
Sensitivitdten am inneren Zylinder, die von Null verschieden sind.

6.2 Joukowsky-Profil

Bei der Methode der konformen Abbildung werden die z— und (—Ebene betrachtet.
Ist dabei die Funktion ((z) gegeben, wird jedem Punkt z der z—Ebene ein eindeutig
festgelegter Punkt ¢ der (—Ebene zugeordnet. Durch die Funktion ((z) werden beide
Bereiche aufeinander abgebildet. Ist diese Abbildung analytisch, d. h. werden die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt, dann hat d(/dz an jeder Stelle
des betrachteten Bereichs einen bestimmten, von Null verschiedenen Wert, und die
Abbildung ((z) wird als konform bezeichnet. Das bedeutet auch, dafi Schnittwinkel
von Kurven durch z in Grofle und Drehsinn gegeniiber der Abbildung ((z) invariant
sind. So wird z. B. ein unendlich kleines Dreieck in einer Umgebung von 2 in ein
dhnliches Dreieck der (—Ebene abgebildet, s. Abbildung 6.4. Insbesondere bildet

A )

Y

R

Abbildung 6.4: Geometrische Darstellung der Konformitét

jede konforme Abbildung orthogonale Koordinatenlinien auf zueinander orthogonale
Kurvenscharen der (—Ebene ab. Diese Eigenschaft der konformen Abbildung findet
vor allem bei der Generierung orthogonaler Rechennetze Verwendung und wird auch
in dieser Arbeit eingesetzt, s. Abbildungen 6.7 und 6.13.

In dieser Arbeit wird jedoch auf eine andere Anwendungsméglichkeit Wert gelegt.
Durch den Riemannschen Abbildungssatz (vgl. [20] S. 533) ist es immer moglich,
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eine beliebig gestaltete Kérperform auf einen Kreis abzubilden und zwar so, daf ei-
nem beliebigem Punkt des Kreises ein Punkt der gegebenen Kontur und dem Kreis-
mittelpunkt ein Punkt im Innern der Kontur entspricht. Dieser Satz ist besonders
geeignet, Stromungsbilder um Tragfliigelprofile zu erstellen, wobei die Stromung um
die gegebene Kontur mittels einer analytischen Funktion auf die bekannte Funktion
um einen Kreis zuriickgefithrt wird. Mit der bekannten komplex konjugierten Ge-
schwindigkeit wW(z) um den Kreis 148t sich das Stromungsfeld um die vorgegebene
Kontur in der (—Ebene wie folgt definieren:

w(C) = j—ém(z» (6.6)

Néheres iiber konforme Abbildung findet man z. B. bei TRUCKENBRODT [106].
Im folgenden werden zwei Anwendungen der konformen Abbildung prisentiert, bei
denen die Joukowsky-Abbildung verwendet wird.

Die Joukowskysche Abbildungsfunktion [60] ist gegeben durch

2

a

Sie bildet die Stromung um einen Zylinder mit Radius a (Bildkreis) in der z—Ebene
auf die Stromung entlang einer ebenen Platte der linge | = 4a in der (—Ebene
ab. Bei anderer Wahl des Bildkreises lassen sich tragfliigelartige Profile, die soge-
nannten Joukowsky-Profile, abbilden. Dabei wird der Bildkreis mit Radius R um
den Ursprung mit zy = xg + 1o verschoben. Dabei beschreibt x, die Dicke und
charakterisiert die Wolbung des Profils.

Im folgenden werden die Lésungen des Stromungs- sowie des Sensitivitatsproblems
fiir zwei verschiedene zy hergeleitet. Im ersten Fall wird der Imaginérteil gleich Null
gesetzt, wodurch symmetische Profilformen entstehen. Im zweiten Fall hingegen wird
eine allgemeine Konfiguration betrachtet, bei der sich sowohl der Real- als auch der
Imaginérteil von 2y von Null unterscheiden.

6.2.1 Symmetrisches Joukowsky-Profil

Die Abbildung 6.5 zeigt die geometrische Darstellung der Funktion fiir 3(zy) = 0.
Fiir das Sensitivitdtsproblem wird x,, der Realteil von 2z, als Designparameter
gewdhlt. In Abbildung 6.6 ist die Verformung des Profils fiir unterschiedliche
Werte dargestellt.

Ein Spezialfall der Joukowsky-Abbildung ergibt sich, wenn yy, = 0, und der Bildkreis
mit dem FEinheitskreis nur einen gemeinsamen Punkt bei z = a hat. Mit dieser
Transformation entsteht ein symmetrisches Tropfenprofil. Die Transformation (6.7)
lautet unter dieser Voraussetzung:
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Abbildung 6.6: Anderung der Profilform fiir @ = 1.0 mit unterschiedlichen zy-Werten

2
C:Z—$0+

(6.8)

z2—1T0

Fiir die Riicktransformation gilt:

zz(+y/£—a2+x0. (6.9)

Das "Maf} der Verzerrung” ergibt sich aus der folgenden Ableitung:



KAPITEL 6. TESTFALLE 52

¢ _, _a
dz ! (2 — 20)* (6:10)

Die konjugiert komplexe Geschwindigkeit um einen Kreis ist gegeben durch

T(2) = u— w = cg [1— <§>2

wobei ¢g die Stromungsgeschwindigkeit der ungestérten Strémung bedeutet.

: (6.11)

Das Geschwindigkeitsfeld um den Tragfliigel in der (—Ebene ergibt sich mit (6.6)
und (6.10) wie folgt:

_ 1 (&)
wW(¢) = co——r"3 (6.12)
- (=)

Um einen Ausdruck fiir die Druckberechnung zu erhalten, verwendet man die Ber-
noulli-Gleichung und erhilt:

2 J—
L Tt (6.13)

Somit existiert eine analytische Losung fiir das Stromungsproblem. Um nun ein
Sensitivitdtsproblem zu definieren, ben6tigt man eine implizite Geometriegrofie, fiir
deren Anderung die Systemantwort gesucht wird. Eine Losung konnte sein, die Ver-
schiebung x, des Bildkreises um den Ursprung als ”Designparameter” zu nehmen.
Um eine analytische Losung fiir das dadurch gestellte Sensitivitédtsproblem zu erhal-
ten, miissen die Gleichungen (6.12) und (6.13) nach z, abgeleitet werden.

Zuvor muf} jedoch z in Gleichung (6.12) mit (6.9) auf ¢ transformiert werden.
Sonst wiirden sich Sensitivitéiten ergeben, die auf der z—Ebene zum selben z—Wert
gehoren und nicht diejenigen, die auf der (—Ebene zum selbem (—Wert gehoren.
Die Riicktransformation kann auch folgendermafien geschrieben werden:

z =2+ xo, (6.14)

wobei 2’ den von ¢ abhingigen Term in (6.9) bezeichnet. Aufierdem soll der Radius
des Bildkreises R auch eine Funktion von z sein, damit wir fiir jede Wahl von z( ein
Tropfenprofil erhalten. Es gilt also: R = a + x¢. Setzt man nun diese Abhéngigkeit
fiir R und (6.14) fiir z in (6.12) ein, erhilt man:

oo )2
[ a+=o
1- ()

w(() = Co 5
1- (%)

(6.15)
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Level ||C—Ch||L2(Q) ||p_ph||L2(Q)
0 1.1632 0.9818
1 0.5459 0.4142
2 0.2949 0.2079
3 0.1509 0.0979

Tabelle 6.2: L?(Q)-Fehler fiir den Joukowsky-Testfall ” Tropfenprofil”

Das Differenzieren von (6.15) liefert:

_ (a+ x0) 2"
. (0) = =2 6.16
TalC) = =20 S o ) (6.16)
und die Riicktransformation von z' auf z :
R(z —
Ta(C) = —2c0 10210 (6.17)

Die Differentiation von (6.13) ist damit leicht durchzufiihren. Als Ergebnis erhélt
man die Drucksensitivititen:

Pa = —pw + Dao- (6.18)
Tabelle 6.2 enthilt die L?(2)-Fehler der berechneten Geschwindigkeits- und Druck-
sensitivitdten beziiglich der exakten Losung. Sowohl der Geschwindigkeits- als auch
der Druckfehler zeigen ein Abklingverhalten von 1. Ordnung in der L?(2)-Norm,
welches der Upwind-Approximation der konvektiven Terme und der stiickweise kon-
stanten Approximation des Druckes entspricht.

In Abbildung 6.7 sind das feinste verwendete Rechennetz und die berechneten Isoli-
nien der Drucksensitivitit dargestellt. Die Abbildungen 6.8 - 6.10 zeigen die graphi-
schen Darstellungen der fiir Druck und Geschwindigkeit in Tabelle 6.2 aufgelisteten
Werte.

Mit Hilfe der in Abbildung 6.6 dargestellten Profile lassen sich die Sensitivitatsvertei-
lungen verstehen. Die Anderungen am Designparameter g fithren auf unterschied-
lich dicke Profile. Die Dickeninderung beeinfluft den Druck und die Geschwindig-
keiten vor allem im ersten Drittel der Skelettlinie. Dies ist auch den Sensitivitdten
zu entnehmen, die in diesem Bereich ihre Maxima und auf dem Rest der Skelettlinie
Werte um Null aufnehmen.

Aus Symmetriegriinden wurde fiir die Berechnung nur die Hilfte des Rechengit-
ters verwendet. Das feinste Gitter besteht aus 97x49x9 Zellen und die Grobgitter
enstehen jeweils durch Weglassen jeder zweiten Zelle aus dem aktuellen Feingitter.
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Abbildung 6.7: Rechennetz und berechnete Isolinien der Drucksensitivitit auf Level 3
8 I I
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Abbildung 6.8: Berechnete Drucksensitivititen verglichen mit der analytischen Lésung
auf dem Profil
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Abbildung 6.9: Berechnete Sensitivititen der Geschwindigkeit in z—Richtung verglichen
mit der analytischen Losung auf dem Profil
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Abbildung 6.10: Berechnete Sensitivititen der Geschwindigkeit in y—Richtung vergli-
chen mit der analytischen Losung auf dem Profil
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6.2.2 Allgemeines Joukowsky-Profil

Zur Verallgemeinerung der Joukowsky-Transformation wird eine allgemeine Ver-
schiebung zy gewihlt. Als unabhingiger Designparameter wird der Imaginérteil
definiert. Fiir diesen Fall entstehen allgemeine, d. h. gew6lbte Profile. Unter diesen
ist der Fall, da8 der Bildkreis den Einheitskreis im Punkt 7" = (a, 0) schneidet, vgl.
Abbildung 6.11. So erhélt man eine Erweiterung des im vorherigen Abschnitt be-
handelten Falles, ein ”gewélbtes Tropfenprofil”. In Abbildung 6.12 sind Profile fiir
verschiedene yo—Werte dargestellt.

©

Abbildung 6.11: Geometrische Darstellung der Joukowskyschen Transformation
fiir einen allgemeinen Fall

Die Transformation und Riicktransformation lassen sich analog zu den Gleichungen
(6.8) und (6.9) schreiben als:

a2

C:Z_ZO+ (619)

Z— 20

und

2
z:(+,/z—a2+z(]. (6.20)

Dasselbe gilt auch fiir die Ableitung der Transformation:

ac _ @
=1 T (6.21)

Die konjugiert komplexe Geschwindigkeit um einen Kreiszylinder mit Zirkulation ist
gegeben durch:

— R? T
B(2) mu—w = Ve — Vog o 4~ 6.22
w(z) =u—w = + T ( )
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Abbildung 6.12: Anderung der Profilform fiir « = 1.0 und zy = 0.1 mit
unterschiedlichen yo-Werten.

wobei Voo = |[Uge] €@ und Vo = |vse] €7@ die ungestorte Strémung und ihre Konju-
gierte in komplexer Schreibweise weit vom Korper entfernt sind und « den Winkel
bezeichnet, den die Stromung im Unendlichen mit der horizontalen Achse einschlief3t.
Die Grofle T ist die Zirkulation um den Kreiszylinder, deren Grofie noch unbekannt
ist. Die Bestimmung der Zirkulation erfolgt mit Hilfe der folgenden Uberlegung: In
Abbildung 6.11 bezeichnet der Punkt 7" am Kreis den Punkt der in der (—Ebene auf
den Punkt 7 abgebildet wird. Um im Punkt 7 (Hinterkante des Profils) eine endliche
Geschwindigkeit erhalten zu konnen, mufl die Geschwindigkeit im Sinne der Kutta-
Joukowskysche Abstrombedingung (s. [106], S. 220) im Punkt 7" verschwinden. Es
gilt also:

R? r

22 2mzr

W(zr) = Voo — Vi = 0. (6.23)

Die Koordinaten des Punktes zp im Koordinatensystem des Bildkreises (R) lassen
sich als zp = Re schreiben, wobei § im Sinne der Abbildung 6.11 zu verstehen ist.
Setzt man diesen Ausdruck und den fiir die ungestérte Stromung V., in Gleichung
(6.23) ein, erhélt man:

1 r
00 = 00 o =0. 6.24
|voo| € [veo| € 5 + 520 (6.24)

Nach Auflésung ergibt sich fiir I':
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T = 2miR |vao| (1079 — e7(0=0)), (6.25)

oder

[' = 47 R |v | sin (0 — «). (6.26)

Der Winkel (0 — «) ist der Anstromwinkel. Wird das Profil mit o = 6 angestromt,
dann verschwindet die Zirkulation automatisch, und es entsteht kein Auftrieb um
das Profil.

Mit den Gleichungen (6.22) und (6.26) erhilt man das Geschwindigkeitsfeld um den
Kreiszylinder. Transformiert man dieses Stromungsfeld mit Gleichung (6.6) von der
z—Ebene auf die (—Ebene, erhilt man die Stromung um das Profil:

Voo — Vi I 4 11
w((¢) = 22 2mz (6.27)

_a? _
(z—zo)z

mit (6.26) fiir die Zirkulation I'. Der Druck berechnet sich — wie im symmetrischen
Fall — mit (6.13):

+ Poo- (6.28)

Nun kann man aus den Gleichungen (6.27) und (6.28) auch fiir das Sensitivitéits-
problem eine analytische Losung herleiten. Dafiir wird der Imaginérteil yo von 2z
als unabhingige Variable gewéhlt und dabei darauf geachtet, dafy der Bildkreis den
kritischen Punkt 7" immer schneidet. Dies fiihrt auf die Bedingung:

R=\/(a—x0)%+ 92 (6.29)

Auflerdem héngt auch der Winkel 6 von y, ab:

6 = arctan ( Yo ) : (6.30)

a+ g

Damit ist auch der Ausdruck fiir I' (6.26) eine Funktion von .

Vor dem Differenzieren von (6.27) fithrt man dieselbe Transformation durch wie
beim symmetrischen Fall und setzt

z=2"+2 (6.31)

in Gleichung (6.27) ein. Als Ergebnis erhdlt man das Geschwindigkeitsfeld in direkter
Abhéngigkeit von (:
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Level ||C—Ch||L2(Q) ||p_ph||L2(Q)
0 1.5427 1.2192
1 0.6833 0.5603
2 0.3501 0.2791
3 0.1632 0.1311

Tabelle 6.3: L?(2)-Fehler fiir den allgemeinen Joukowsky-Testfall

7 R2 ol
Voo Voo (Z/+ZO)2 + 27T(z,+20)

2 )
1- (%)

wobei die mit 2 gekennzeichneten Terme die in Gleichung (6.20) den von ¢ abhingi-
gen Term bezeichnen, d. h. z° = f((). Differenzieren von (6.32) nach y, liefert:

w(() =

(6.32)

I'a r

R
(2’—1—20)3 27rz(2’+20) 27rz(z'+zo)2
2
1+ (i)
z

und nach der Riicktransformation von 2’ auf z:

—2Voo 52— + 2V

()

W (C) =

_ 1 Yo R T, I
Ot (g oy B S 6.33
() 1+( a )2 ( 22 e 23 * 2mz  2miz? (6:33)
2—20
wobei
or R 6 —
Ty = 2 = drfoa| | Lsin(d - a) + cos(d — o) (6.34)
8y0 R a + i) 1 + Yo
a+xqo
Die Drucksensitivitéit berechnet sich wie in Gleichung (6.18):
W W + WW,
pa=—p T (6.3)

Mit den Gleichungen (6.33) und (6.35) existiert nun auch fiir das Sensitivitdtspro-
blem eine analytische Lésung. Fiir die Berechnung werden auch in diesem Fall eine
Reihe von sukzessiv verfeinerten Gittern herangezogen, von denen das feinste in Ab-
bildung 6.13 dargestellt ist. Die auf diesem Gittern berechneten Isolinien der Druck-
sensitivitit sind in Abbildung 6.14 dargestellt. Fiir die Berechnung wurde der Radius
des Einheitskreises a = 1.0 gewahlt und zy = 0.1(1,2) gesetzt. Der Anstromwinkel
betrigt a = 10°. In Tabelle 6.3 sind die Ergebnisse numerisch zusammengefafit.
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Abbildung 6.13: Verwendetes Rechnennetz fiir den allgemeinen Joukowsky-Testfall

Abbildung 6.14: Berechnete Isolinien der Drucksensitivitéit auf Level 3
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Abbildung 6.15: Berechnete Drucksensitivitéiten verglichen mit der analytischen Lésung
auf dem Profil fiir den allgemeinen Joukowsky-Testfall

Das Konvergenzverhalten ist mit dem des symmetrischen Falles zu vergleichen. In
Abbildung 6.15 wird zusétzlich die auf dem Profil berechnete Drucksensitivitit mit
der exakten Losung verglichen.

Die Sensitivitidtsverteilung wird auch in diesem Fall mit Hilfe der Abbildung 6.12
verstiindlich gemacht. Die Anderung der Wélbung durch den Designparameter
betrifft vor allem den mittleren Bereich der Skelettlinie. Dies spiegelt sich auch in der
Sensitivititsverteilung des Druckes wider. Wihrend die Sensitivitidt ihr Extremum
bei 30% der Skelettlinielinge auf der Druck- und bei 40% auf der Saugseite annimmt,
fillt sie im Nasen- und Hinterkantenbereich auf Null ab.

Bei der Betrachtung noch allgemeinerer Probleme, die ebenfalls mit Hilfe konformer
Abbildung gel6st wurden, wie z. B. des Axialgitters von GOSTELOW [43], st6Bt man
auf das Problem, daf sich die Riicktransformation in expliziter Form nicht mehr dar-
stellen 148t und so die Ableitung nach frei gewédhlten Geometriegréfien nicht méglich
ist. Es gilt generell, daf§ analytische Lésungen fiir Druck und Geschwindigkeiten mit
Hilfe konformer Abbildung auf der (—Ebene dargestellt werden kénnen, jedoch mit
z—Werten im Funktionsargument. Solange man nur an der Losung der Stromungs-
groflen interessiert ist, erhdlt man damit relativ einfache Ausdriicke. Will man aber
die Funktionen der Strémungsgroflen nach Geometriegrofien auf der (—Ebene ab-
leiten, beno6tigt man die Riicktransformation, und kommt so auf das bereits oben
erlauterte Problem.

Eine zusétzliche Schwierigkeit entsteht durch die Definition der Quadratwurzel fiir
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Abbildung 6.16: Eine typische Bahn des Funktionsarguments fiir ein
allgemeines Joukowsky-Profil

komplexe Zahlen z. B. in Gleichung (6.9). Die Standardbibliotheksfunktion sqrt()
liefert Werte mit dem Phasenwinkel im Bereich von [—m/2;7/2] zuriick. Da die
Quadratwurzel eine mehrdeutige und mehrwertige Funktion ist, reicht auch eine
Ausweitung des Parameterraums von sqrt() auf [—m; 7] nicht vollig aus. Da sich die
Wurzel auf unterschiedlichen Riemann-Ebenen befinden konnen, kénnte die rich-
tige Riemann-Ebene ermittelt werden, in dem man dem Funktionsargument folgt.
In Abhéngigkeit davon, aus welcher Richtung es die positive reelle Achse schnei-
det, wird der Zdhler der aktuellen Riemann-Ebene vergroflert oder verkleinert. Fiir
weitere detailliertere Beschreibung siehe [71]. Abbildung 6.16 zeigt die Bahn des
Funktionsarguments fiir ein allgemeines Joukowsky-Profil, wobei 3y # 0 vorausge-
setzt ist.

6.3 Ebener Diffusor

Die Anwendung der Sensitivitidtsanalyse fiir Optimierungsprobleme wird zuerst an
einem Diffusorproblem demonstriert. Das ist ein klassischer Testfall fiir die Untersu-
chung von Optimierungsalgorithmen, auf der Basis eines Navier-Stokes-Verfahrens.
So gibt es auch zahlreiche Literaturstellen, in denen das Problem untersucht worden
ist. Details iiber die Optimierung von geraden, ebenen, laminaren Diffusorstrémun-
gen sind z. B. bei CABUK ET AL [25], MADSEN [67] und SVENNINGSEN ET AL [98]
nachzulesen.
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Abbildung 6.17: Diffusor

Die Diffusorgeometrie ist in der Abbildung 6.17 schematisch dargestellt. Bei festge-
haltenen Lp/b;— und by /by —Verhiltnissen wird das Wandprofil des Diffusors opti-
miert. Die Zielfunktion ist der Diffusorwirkungsgrad, der als der Quotient der idealen
und realen statischen Druckerh6hung zwischen den Querschnitten 1 und 2 definiert
ist.

_ Apre o b2 — D1

© Apia Ludl — o]

(6.36)

Der lokale Druckkoeffizient wird definiert als ¢, := (p Zf;l) und der berechnete Verlauf

fiir die in Abbildung 6.17 gezeigte Geometrie ist in j&ll)bildung 6.18 dargestellt.
In Gleichung (6.36) bezeichnet u; die Einstromgeschwindigkeit, die Grofle AR = by /by

steht fiir das Flachenverhéltnis der Querschnitte 1 und 2. Die Parameter des Diffu-
sors sind in Tabelle 6.4 aufgelistet.

Mit diesen Angaben ergibt sich eine Reynolds-Zahl Re= 400, bei der die Stromung
noch laminar verlauft.

Das Wandprofil wird durch B-Spline-Kurven approximiert, und die y—Koordinaten
der Kontrollpunkte werden als freie Optimierungsparameter gewihlt. Der erste und
letzte Kontrollpunkt wird immer festgehalten. Die Angaben iiber die Anzahl der

by 10 | mm
by | 16.8 | mm
Lp | 75.6 | mm
u; | 0.02 %

p | 1000 | 2
v | 1076 m;

Tabelle 6.4: Daten des zu optimierenden Diffusors
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Abbildung 6.18: Lokaler Druckkoeffizient im Diffusor

Kontrollpunkte beziehen sich im weiteren immer auf die Anzahl der freigegebenen
Kontrollpunkte. Die berechneten Wandprofile sind in Abbildung 6.19 dargestellt.

Die Profile mit 4 bzw. 6 Kontrollpunkten unterscheiden sich kaum. Dies zeigt sich
auch an der Anderung der Zielfunktion, die sich mit dem Wechsel von 4 auf 6 Kon-
trollpunkte nur um 0.1% verbessert. Auch die Gesamtinderung der Zielfunktion
von der Startgeometrie, np = 78.38%, auf die mit 6 Kontrollpunkten beschriebenen
Geometrie betrigt kaum 4%. Dieses Ergebnis verwundert nicht, da die Optimierung
letztendlich auf die Minimierung der Wandschubspannungen hinauslduft. Bei der ge-
gebenen Geometrie 16st die Stromung im Diffusor ab. Fiir die Optimierung bedeutet
dies, daf} ein Wandprofil gesucht wird, bei dem die Ablésung moglichst klein gehal-
ten wird oder sogar verschwindet, so dal die entstehende Stromung gerade an der
Grenze zur Ablosung liegt und die Wandschubspannungen demzufolge verschwin-
den. Aus Abbildung 6.21 sind die Wandschubspannungsverteilungen, bezogen auf
die Wandschubspannung 7, im Eintrittsquerschnitt, fiir die einzelnen Konfiguratio-
nen abzulesen. Die welligen Formen fiir 4 und 6 Kontrollpunkte im Diffusorbereich
deuten darauf hin, dafl die Abloseblase auf mehrere kleinere Ablosewirbel unterteilt
wurde, s. Abbildung 6.20. In [25] wird auf der Basis dieses Phinomens sogar eine
Optimierungsstrategie konstruiert.

In [36] und [37] wird das Wandprofil durch eine Parabel zweiten Grades darge-
stellt. Durch diese Modellannahme wird die Wandkontur durch einen Parameter
beschrieben. Die optimale Geometrie wird in beiden Arbeiten durch glockenférmige
Konturen dargestellt. Diese Ergebnisse sind qualitativ auch in dieser Arbeit im Fall



KAPITEL 6. TESTFALLE 65

1.7

1.6 —
1.5
14 —
y/b1
1.3

1.2 -

1.1

l‘/bl

Abbildung 6.19: Berechnete Wandprofile fiir unterschiedliche Anzahl
von Kontrollpunkten

eines Kontrollpunktes bestéitigt worden.

Durch Verwendung mehrerer Kontrollpunkte fiir die Spline-Approximation haben
SVENNINGSEN ET AL [98] dhnlich profilierte Konturen erzielt wie die in Abbildung
6.19.

Bei solchen mehrfach profilierten Konturen treten jedoch fertigungstechnische Pro-
bleme auf. Deshalb kénnte die Aufgabe z.B. lauten, ein optimales Profil zu finden,
das jedoch keine Inflexionen mehr enthélt. Eine Losung wére in diesem Fall, das hier
mit einem Kontrollpunkt optimierte Profil zu nehmen. Die andere ist, einen Aus-
gleichsspline auf das mit 6 Kontrollpunkten optimierte Profil zu legen. Abbildung
6.23 zeigt das Kontrollpolygon und den Spline fiir diesen Fall. Mit dieser Konfigu-
ration wurde ein Wirkungsgrad np = 81.30% erzielt. Dieser Wert liegt zwischen
den mit urspriinglich 2 bzw. 4 Kontrollpunkten errechneten Werten. Dafi mit 2
Kontrollpunkten ein besseres Profil gefunden wurde, liegt an der nichtaquidistanten
Verteilung der Kontrollpunkte, die fiir diese Konfiguration gewihlt wurde, s. Abbil-
dung 6.23. Um die Anzahl der Kontrollpunkte zu minimieren und gleichzeitig das
optimale Profil zu erhalten, wére statt der hier verwendeten dquidistanten Parame-
trisierung eine nichtdquidistante besser geeignet. Diese Aussage wird im néchsten
Kapitel auch mit Hilfe der Sensitivitidtsanalyse bestétigt.

Die Optimierung wurde mit dem im Anhang A beschriebenen SLP-Algorithmus
durchgefiihrt und fiir jeden Fall aus der Anfangsgeometrie gestartet. Als Konver-
genzkriterium wurde die relative Anderung der Zielfunktion bezogen auf ihren Be-
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Abbildung 6.20: Konturplots des Druckes und Stromlinien fiir Diffusoren
mit 1,2,4 und 6 Kontrollpunkten
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Abbildung 6.21: Verlauf der bezogenen Wandschubspannung
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Abbildung 6.22: Verlauf der Optimierung mit dem SLP-Algorithmus
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Abbildung 6.23: Spline mit 6 Kontrollpunkten und der Ausgleichsspline und sein
Kontrollpolygon mit 2 Kontrollpunkten
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Kontrollpunkte | € | Iterationen | F° F*
1 107° 12 0.7837 | 0.8082
2 107 12 0.7837 | 0.8111
4 10-° 22 0.7837 | 0.8140
6 10-° 26 0.7837 | 0.8149

Tabelle 6.5: Angaben der Optimierung des Diffusorproblems mit Sensitivitdtsanalyse

0.815 I I I I
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Abbildung 6.24: Diffusorwirkungsgrad als Funktion der Anzahl der Kontrollpunke
trag im Startpunkt gesetzt: € = Fi’FISiH. Die Einstellungen fiir die einzelnen Fille
sind Tabelle 6.5 zu entnehmen. Abbildung 6.24 zeigt die Entwicklung des Wirkungs-
grades in Abhéngigkeit von der Anzahl der Kontrollpunkte.

Als Uberpriifung der Richtigkeit der mit SA berechneten Diffusoren wurde die
Optimierung auch mit einer Finite-Differenzen-Approximation wiederholt. Fiir die
Verwendung der Sensitivitdtsanalyse wurden zwei Optimierungsstrategien unter-
sucht. Bei der ersten wird die Optimierung auf konventioneller Art mit dem NAND-
Verfahren durchgefiihrt. Nur die Gradientenberechnung erfolgte statt mit Finiten
Differenzen mit einer analytischen Sensitivitédtsberechnung. Rechenzeitunterschiede
konnen so nur durch die unterschiedliche Art der Gradientenberechnungen entste-
hen. Bei der zweiten Strategie wird statt des herkommlichen NAND das im Kapitel
3 beschriebene SAADO-Verfahren (Simultaneous Aerodynamic Analysis and Design
Optimization) mit Sensitivitdtsanalyse eingesetzt. Fiir die SAADO-Strategie werden
noch zusétzliche Informationen iiber die Lésungsgenauigkeiten im Laufe der Opti-
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Kontrollpunkte SA SAADO | FD 1.0. | FD 2.0.
[min]/[~] | [min]/[-] [min]/[~] | [min]/[-]

1 54/12 | 24/12 | 60/13 | 96/12

2 54/12 | 24/12 | 61/13 | 96/11

1 94/22 | 43/23 | 105/24 | 171/23

6 110/26 | 49/28 | 123/29 | 201,27

Tabelle 6.6: Vergleich der Rechenzeiten und der Anzahl der Iterationen bei parallelisier-
ter Optimierung. Die Anzahl der verwendeten Prozessoren war identisch mit der Anzahl
der Kontrollpunkte. (Prozessor: 800 MHz PIII, mit LINPACK1000 [29] : 43 MFLOPS)

mierung benotigt. In diesem Fall wurde die Iterationszahl der Optimierung mit SA
zugrundegelegt, und die Losungsgenauigkeit linear nach der Formel

NSA—’i

SSAADo:65A+max( ,0)'(60—85,4) (637)

SA
berechnet. Die Variablen g4, €¢sa4apo und & sind die Abbruchkriterien fiir die
Stromungsanalyse bei Optimimierung mit SA, mit der SAADO-Strategie und am
Beginn der SAADO-Strategie. Die Grofle Ng4 ist die Anzahl der Iterationen, die bei
der Optimierung mit SA benétigt wird.

In Tabelle 6.6 sind die Rechenzeiten fiir die einzelnen Konfigurationen mit Sen-
sitivitdtsanalyse NAND und SAADO, Finiten Differenzen von erster bzw. zwei-
ter Ordnung aufgelistet. Fiir die Optimierung wurde die parallelisierte Version des
SLP-Algorithmus verwendet und zwar so, dafl die verwendete Anzahl der Prozesso-
ren immer mit der Anzahl der Kontrollpunkte identisch war. Deshalb gibt es eine
Abhéngigkeit der Rechenzeiten nur von der Anzahl der durchgefiihrten Iterationen
und nicht von der Anzahl der Kontrollpunkte.

Eine Sensitivititsanalyse ist etwa 25 — 30% schneller als eine Stromungsanalyse.
Dies ergibt sich durch Verwendung gleicher Bedingungen, d. h. fiir beide Falle wird
ein Mehrgitterverfahren eingesetzt und dasselbe Konvergenzkriterium gesetzt. Die
Konvergenzraten liegen in dem Bereich wie die der Stromungsanalyse. So zeigt sich
als einzige Ersparnis das Aufstellen der Koeffizientenmatrizen, was bei der SA nur
einmal geschieht.

Der Grund, weshalb diese Beschleunigung in Tabelle 6.6 nicht erkennbar ist, liegt
an der Parallelisierung des Optimierungsalgorithmus. Parallelisiert wurden die Teile
der SLP, in der die Gradienten berechnet wurden, also genau der Bereich, in dem
auch die Sensitivitdtsanalyse stattfindet. Tabelle 6.7 zeigt wieder die Rechenzeiten,
aber diesmal fiir nur einen Prozessor. Der Vorteil der SAADO-Prozedur liegt neben
der effizienten Gradientenberechnung in der Stromungsanalyse, die in diesem Fall
keine voll auskonvergierte Losungen liefern mufl. Am Anfang werden die Stromungs-
probleme nur grob gel6st und wenn die Losung sich dem Optimum néhert, wird auch
die Losungsgenauigkeit gesteigert. Die ben6tigte Anzahl an Iterationen war fiir jede
Optimierungsstrategie ungefihr die gleiche, siehe Tabelle 6.6.
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Kontrollpunkte | SA | SAADO | FD 1.0. | FD 2.0.
1 54 24 60 96
2 72 39 84 228
4 193 130 237 413
6 305 215 383 695

Tabelle 6.7: Vergleich der Rechenzeiten auf einem Prozessor

1.6 T T T T T o I
'\_\ 8_z1|FD """""
1.55 S - B
A 812 FD
1.5 28 7]

1.45

%|5A

21
Oz2 1SA

T2 1.4

1.35
1.3
1.25
1.2 | | | | | | |
1.46 1.48 1.5 1.52 1.54 1.56 1.58 1.6 1.62
1

Abbildung 6.25: Vergleich der partiellen Ableitungen der Zielfunktion
berechnet mit SA und FD

Die unterschiedlichen Gradientenberechnungen mit 1,2 und 4 Kontrollpunkten re-
sultieren in Diffusoren, bei denen die Zielfunktion innerhalb des vorgegebenen To-
leranzbereiches liegt. Fiir den Fall mit 6 Kontrollpunkten in Abhingigkeit von den
Startwerten und der Art der Gradientenberechnung ergeben sich unterschiedliche
Konfigurationen. Das bedeutet, dafi der Optimierer ein lokales Optimum gefunden
hat. Auf dieses Phianomen haben auch SVENNINGSEN ET AL [98] hingewiesen. Daf
es sich hier tatsdchlich um lokale Optima handelt, sieht man daran, dafl neben ent-
sprechend kleinen Move Limits und mit der optimalen Losung gestartet, alle drei
Varianten dasselbe Optimum liefern.

Fiir den Fall mit zwei Kontrollpunkten wurden zusétzlich im Bereich von [14.6, 16.2] x
[12.8,15.6] des Parameterraums mit der Maschenweite von 0.1 die Ableitungen der
Zielfunktion mit Finiten Differenzen und Sensitivitdtsberechnungen bestimmt. In
Abbildung 6.25 sind die Isolinien df/dx; = 0, mit i = 1,2 fiir unterschiedliche
Berechnungen der Gradienten dargestellt. Im Schnittpunkt der jeweiligen Kurven-
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Paare (FD und SA) befindet sich das Optimum. Erkennbar ist, dal der Optimierer
mit unterschiedlicher Gradientenberechnung das gleiche Optimum findet.

6.3.1 Analyse der Sensitivititen

Ein zusétzlicher Vorteil der Sensitivitdtsberechnung neben dem Geschwindigkeitsge-
winn ist die M&glichkeit, in den Parameterraum Einblick zu gewinnen. Kann in Glei-
chung (3.3) die Gittersensitivitit vernachlissigt werden, so erscheint die Strémungs-
sensitivitiat als ein Skalierungsfaktor der Zielfunktionsgradienten. Im Falle einer li-
nearen Zielfunktion ist sie selbst der Gradient. So kann mit der Berechnung der
Sensitivitdten der einzelnen Designparameter ermittelt werden, wie stark der gege-
bene Parameter das Problem beeinfluffit. Andert sich also ein Parameter, erwartet
man eine Antwort, wie darauf die Zielfunktion reagiert, wie das System auf die
Anderung antwortet.

Um das Ubertragungsverhalten zu messen, werden in dieser Arbeit zwei Moglichkei-
ten in Erwégung gezogen. Die erste ist, die Norm des gegebenen Sensitivitdtsvektors
zu bilden. Wird die Norm eines Designparameters kleiner bzw. grofler als die der an-
deren, so triagt der untersuchte Parameter zur Anderung der Zielfunktion geringer
bzw. stiarker bei. Die andere Moglichkeit untersucht die Kopplung unter den einzel-
nen Parametern. Mit Hilfe einer Korrelationsanalyse kann festgestellt werden, wie
stark zwei beliebige Designparameter voneinander abhéngig sind. Im folgenden wird
die Mathematik dieser statistischen Methode erldutert.

Es sind zwei Sensitivitidtsvektoren x € R" und y € R" gegeben, deren Mittelwerte
wie folgt definiert sind:

1 1
- d -
Damit lassen sich die quadratischen Streuungen
o = L zn:(x —7)? und ol = Ly (y; — 9)*
¢ n—1 ! Y n—14 !

und die Kovarianz

Mgy =
Y oon—-14%&

definieren. Der empirische Korrelationskoeffizient r,, ergibt sich daraus als der Quo-
tient der Kovarianz und der beiden Streuungen:

by Y@ —Tyi—y)
Yooy (=), (i — 7).
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Abbildung 6.26: Kontrollpunkte des Splines fiir das Diffusorproblem

Ist |rs,| sehr nah bei 1, dann ist die Kopplung zwischen x und y sehr stark. Liegt
aber |ry,| sehr nah bei 0, ist die Kopplung sehr schwach oder es gibt gar keine. Die
lineare Korrelationsanalyse analysiert nur lineare Zusammenhénge und gibt keinerlei
Auskunft iiber eventuelle nichtlineare Kopplungen zweier Vektorfelder.

Bei zusammengesetzten, dreidimensionalen Parametrisierungen, wie z. B. bei der
Parametrisierung der Meridianebene und der Schaufeloberfliche bei Stromungsma-
schinen, hat man h#ufig keine Anhaltspunkte dafiir, ob die Kontrollpunkte der Spli-
nes an der optimalen Stelle liegen oder ob von zwei Kontrollpunkten beide unbedingt
notig sind. Fiir den hier vorgestellten Testfall sind solche Uberlegungen wegen der
Einfachkeit der Parametrisierung nicht notig. Er kann aber dazu dienen, die aufge-
stellte Theorie zu iiberpriifen. Da es sich um eine eindimensionale Parametrisierung
handelt, weify man in der Regel, wie die Kontrollpunkte sinnvoll gesetzt werden
sollen und welches Verhiltnis unter ihnen zu erwarten ist.

Tabelle 6.8 fafit die Normen der Sensitivitéiten fiir die Konfiguration mit 6 freigege-
benen Kontrollpunkten zusammen. Fiir die Korrelationsanalyse werden zusétzlich
die ersten und letzten Kontrollpunkte, in Abbildung 6.26 Kontrollpunkte 0 und 7,
bei der Sensitivitdtsanalyse beriicksichtigt. Bildet man nun die Korrelation jedes
Kontrollpunktes mit jedem, erhélt man eine symmetrisch besetzte Matrix, vgl. Ab-
bildung 6.27. Die mit sich selbst gebildeten Korrelationen der einzelnen Eintrége
sind 1. Auflerdem ist zu erwarten, daf} in Richtung der unteren linken Ecke der
Matrix die Werte gegen Null gehen, d. h. je ferner der Nachbar liegt, mit dem die
Korrelation gebildet wird, desto schwécher ist die Kopplung zwischen den beiden zu
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erwarten.

KP | fuito | oo | e
1] 1.0 1.0 1.0
2 | 0555 | 0504 | 0.673
3 | 0.236 | 0.254 | 0.265
1| 0763 | 0518 | 0918
5 | 0.784 | 0415 | 0.969
6 | 0652 | 0372 | 0.795

Tabelle 6.8: Normen der einzelnen Sensitivitidten bezogen auf das Maximum

KF, . . . . . . KP;
KPF, 1 .
0.366 1 .
0.094 0.694 1 .
0.008 0.022 0.123 1 .
0.051 0.044 0.041 0.573 1 .
0.039 0.042 0.034 0.186 0.624 1 .
. 0.021 0.040 0.024 0.091 0.178 0.515 1 .
KP;\0.002 0.026 0.010 0.052 0.071 0.160 0.667 1

Abbildung 6.27: Korrelationsmatrix mit 6 freien Kontrollpunkten

Auffallend ist in Abbildung 6.27, dafl die Kopplungen 0 —1 und 2—3 im Vergleich zu
den anderen relativ gering ist. Das bestétigt auch die Entwicklung des Wandprofils
mit feiner werdender Parametrisierung, vgl. Abbildung 6.19. Wiahrend im hinteren
Bereich die Profile mit 4 und 6 Kontrollpunkten fast identisch sind, dndert sich das
Profil im Einflu8bereich, wenn die Anzahl der Kontrollpunkte gréfler wird. Insofern
kann man diese Information als Fehlerschitzer fiir die Parametrisierung verwen-
den. Ahnlich wie beim Rechengitter des Strémungslésers konnte in diesem Bereich
das Gitter - im gegebenen Fall die Parametrisierung - verfeinert werden, entweder
durch Verschiebung der vorhandenen Kontrollpunkte oder durch Einsetzten neuer
Kontrollpunkte im betroffenen Bereich. Hier wird die zweite Moglichkeit gewéhlt,
und zwischen den Kontrollpunkten 0 — 1 und 2 — 3 wird noch je ein Kontrollpunkt
eingesetzt, so dafy das Profil insgesamt mit 10 Krontrollpunkten beschrieben wird.

Das neue, mit 8 Kontrollpunkten optimierte Kontrollpolygon ist gemeinsam mit dem
alten in Abbildung 6.28 dargestellt. Abbildung 6.29 zeigt die Splines der Kontroll-
polygone der Abbildung 6.28. Im zusétzlich verfeinerten Bereich hat sich der Spline
deutlich veréndert. Die Korrelationsmatrix in Abbildung 6.30 der verfeinerten Geo-
metrie zeigt keine ausgeprégt starken oder schwachen Kopplungen mehr unter den
Kontrollpunkten.
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Abbildung 6.28: Optimierte Kontrollpolygone mit 6 bzw. 8 freigege-
benen Kontrollpunkten
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Abbildung 6.29: Splines der Kontrollpolygone in Abbildung 6.28
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KF,
KPF, 1
0.751
0.199
0.124
0.107
0.082
0.048
0.034
. 0.015
KPy \ 0.003

1
0.493
0.162
0.052
0.037
0.018
0.008
0.004
0.012

1
0.614
0.162
0.127
0.086
0.072
0.055
0.028

1
0.505
0.259
0.168
0.143
0.115
0.064

1
0.519
0.219
0.167
0.130
0.073

1
0.638
0.263
0.150
0.076

1 .
0.611 1 .
0.177 0.518 1
0.071 0.160 0.663

Abbildung 6.30: Korrelationsmatrix mit 8 freien Kontrollpunkten

6.4 Schaufelgitter

KPy

1

6]

Als Testfall fiir die Stromung eines reibungsfreien Fluides wird wie bei ASCHEN-
BRENNER [5] ein zweidimensionales Schaufelgitter verwendet, siche Abbildung 6.31.

Urspriinglich stammt die Testgeometrie aus dem Pfleiderer-Institut der TU Braun-

schweig und ist der abgewickelte Auflenschnitt des Axialventilators 7151. Die loga-
rithmische Skelettlinie wird durch einen B-Spline mit sieben Kontrollpunkten appro-
ximiert und so an der Ein- und Austrittskante leicht geéindert. Als Dickenverteilung

kommt ein an der Hinterkante aufgedickter Tropfen der NACA 65-Reihe zur An-

wendung. Das verwendete Rechennetz und die berechnete Druckverteilung fiir die
Anfangskonfiguration kénnen den Abbildungen 6.32 und 6.33 entnommen werden.

Abbildung 6.31: Zweidimensionales Schaufelgitter
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Abbildung 6.32: Rechennetz fiir das Schaufelgitter
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Abbildung 6.33: Druckverteilung des originiren Schaufelgitters

Bei der Optimierung von Stromungsmaschinen sind verschidene Kriterien zu be-
achten. Da sie sich teilweise entgegenwirken, ist es meist nicht mdoglich alle Be-
dingungen zu erfiillen. Als Ergebnis der Optimierung erhilt man eine Reihe von
Pareto-optimalen Losungen, die sich je nach definierter Wichtigkeit der einzelnen
Teilzielfunktionen unterscheiden kénnen. Ein guter Uberblick iiber die Kriterien,
die ins Optimierungssystem des LHM aufgenommen wurden, ist bei WOHLER [115]
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nachzulesen. Diese Kriterien sind in der folgenden Liste zusammengefafit:

1. Optimierung der Verluste und dadurch des Wirkungsgrades
2. Optimierung der Schaufelbelastung

3. Optimierung der Sekundérstromungen

4. Gewihrleisten der Kavitationssicherheit

5. Optimierung der Drallschichtung am Austritt

6. Optimierung der Anstrémung der Beschaufelung

7. Einhalten der geforderten Umlenkung

In dem gegebenen Fall wird die Anzahl der verwendbaren Kriterien durch die Annah-
me einer reibungsfreien und zweidimensionalen Stromung eingeschrinkt. So entfllt
als Kriterium die Optimierung der Drallschichtung und der Sekundérstromung we-
gen der Zweidimensionalitit des Problems und die Optimierung des Wirkungsgrades
aufgrund der Reibungsfreiheit. Unter den restlichen Kriterien werden im folgenden
die Optimierung der Anstrémung und die Optimierung der Schaufelbelastung un-
tersucht.

6.4.1 Optimierung der Schaufelanstrémung

Um die Stromungsfithrung im Eintrittsbereich der Schaufel zu verbessern, soll die
Anstromung des Schaufelgitters optimiert werden. Da die Originalgeometrie mit
einem etwas zu steilen Winkel, entsprechend einem Betriebspunkt in Uberlast, an-
gestromt wird, kommt es zu einer Uberkreuzung der Druckverteilung im Eintritts-
bereich, vgl. Abbildung 6.33.

Als Zielfunktion wird der Betrag des Inzidenzwinkels i, der Differenz des Schaufel-
winkels 351 und des Stromungswinkels (3;, definiert:

izﬁsl—ﬁl-

Aus den sieben Describern werden die ersten zwei, D1 und D2, freigegeben. Da der
Stromungswinkel unabhéngig vom Schaufelprofil und somit auch vom Stromungsfeld
ist, ist es kein echtes Optimierungsproblem. Da physikalische Grofien in die Zielfunk-
tion nicht eingehen, ist es unerheblich, ob die Gradientenberechnung mit SA oder
FD erfolgt. Man kénnte sogar bei der Gradientenberechnung auf die Losung der
Stromungs- oder Sensitivitidtsgleichungen vollig verzichten, da letztendlich nur Geo-
metriedaten fiir die Zielfunktion gebraucht werden. Um den SLP-Algorithmus zu
testen, wurde dies aber nicht mitberiicksichtigt und auch am Verlauf der Optimie-
rung nichts gedndert.
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Abbildung 6.34: Vergleich der Druckverteilungen bei Optimierung der
Anstrémung

Abbildung 6.35: Initiale (a) und optimierte Anstrémung (b)
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Abbildung 6.36: Vergleich der Geometrien bei der Optimierung der
Anstrémung

Spielen die Gradienten der Stromungsgréflen in der Zielfunktion keine Rolle, so kann
man mit deren Hilfe den Einflul der Designparameter auf die Zielfunktion nicht
analysieren. Eine anschlieBende Analyse der Sensitivitéten ist deshalb nicht mdoglich.

In Abbildung 6.34 sind die urspriinglichen und optimierten Druckverteilungen, in der
Abbildung 6.35 die Vektorfelder vor und nach der Optimierung dargestellt. Durch
die lokal stofifreie Anstromung ergeben sich wesentlich geringere Druckgradienten
im Eintrittsbereich. Das optimierte Schaufelprofil ist Abbildung 6.36 zu entnehmen.

6.4.2 Optimierung der Schaufelbelastung

Die Grundlage geringer Strémungsverluste ist im wesentlichen eine konstante Ener-
gieumsetzung entlang der Schaufel. Dies bedeutet, daf§ bei einer optimalen Druck-
verteilung keine ausgepriagten Minima oder Maxima auftreten.

Sowohl die Originalgeometrie als auch die bereits auf die Schaufelanstrémung op-
timierte Geometrie haben zwischen 20% und 50% der Schaufellinge ein ausge-
priagtes Belastungsmaximum. Danach wird die Druckdifferenz rasch kleiner. Ver-
wendet man fiir die Stromungsberechnung ein Navier-Stokes-Verfahren, resultiert
der rasche Druckanstieg auf der Saugseite zusammen mit der starken Kriimmung in
einer Ablésung der Stromung am Austritt, vgl. [5]. Durch eine gleichméBigere Druck-
belastung der Schaufel kann dies verhindert werden. Die Aufgabe besteht demnach
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darin, die Druckverteilung so zu optimieren, daf} eine iiber der Lauflinge md&glichst
konstante Druckdifferenz und ein moglichst linearer Druckanstieg entsteht.

Fiir die Definition der Zielfunktion gibt es in der Praxis zwei Moglichkeiten:

e Ist eine gewiinschte Druckverteilung bekannt, so wird als Zielfunktion die Norm
der Abweichung der aktuellen Druckverteilung von der als Ziel gesetzten defi-
niert.

Fa, (%) = lepaon(x.5) = ¢p(x,5)] (6.38)

Die Grofilen x und s bezeichnen den Vektor der Designparameter und die Bo-
genldnge der Skelettlinie. Diese Art der Definition der Zielfunktion wird auch
Inverse Design genannt.

e Um eine gleichméflige Druckverteilung zu erhalten, werden die Differenzen
zwischen einer mittleren Ac,

5,(x)
AG, (x) = ;(x) / Acy(x,s)ds (6.39)

S (X) — 1
s1(x)

und der lokalen Druckdifferenz zwischen Druck- und Saugseite Ac,

Ac, (x,8) = ¢, ps(x,5) — ¢p.55(%,5)

minimiert:
Fag (x) = ||Ac,(x) — Acy(x,5) |- (6.40)

Fiir die Optimierung der Schaufelbelastung wird zunichst der zweite Ansatz ver-
wendet.

Mittlere Druckdifferenz als Zielfunktion

Da die Zielfunktionsauswertung in dem Bereich stattfindet, in dem auch Geome-
triemodifikationen vorgenommen werden, mufl man bei der Gradientenberechnung
in geeigneter Weise vorgehen. Explizite Gitterterme, wie Flichengrofien, Volumina,
usw., kommen in der Zielfunktion nicht vor, so dafl der erste Term in Gleichung (3.3)
weiterhin keine Rolle spielt. Fiir die Zielfunktion wird aber iiber die Bogenlénge der
Skelettlinie integriert, deren Grenzen vom Parametervektor x abhingig sind. Wird
dann das Integral nach x abgeleitet, um den Ausdruck der Zielfunktion fiir die
Sensitivitdtsberechnung zu erhalten, muf} ein Integral mit verdnderlichen Integra-
tionsgrenzen differenziert werden. Dies erfolgt erneut mit Hilfe der Leibniz-Regel
(4.26). Wird in Gleichung (6.40) die Lo—Norm eingesetzt, so erhilt man:
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s2(x)

Fac, (x) = / (AT, (x) — Acp(x,s))2 ds (6.41)

s1(x)

und damit die Ableitung

mit

s2(x)
A=2. \// (A% (x) — Ac, (x, 5)) ds.
s1(x)

Die mit o indizierten Gréflen bezeichnen die Ableitungen nach dem Parametervektor
x. Da der Druckkoeffizient ¢, eine lineare Funktion des Druckes ist, stehen in seinen
Ableitungen nach x dementsprechend die Drucksensitivititen.

Zusétzlicher Erklarung bedarf noch die Definition der mittleren Druckdifferenz Ac,.
Auch in Gleichung (6.39) sind die Integrationsgrenzen von x abhiingig. So muf} bei
der Auswertung von Acg(x) die Leibniz-Regel erneut angewendet werden:

s2(x)
- arg _ s3(x) = s2(x)
Act(x) = =— Ac,(x,s)ds
p( ) dX (SQ(X) _ Sl(X))2 / p( ) +

51(x)
52(x)
J Ach(x,5)ds + 55 (x) Acy(, 52(x)) — s§(x)Acy(z, 51(x))

s1(x)

s9(x) — s1(x)

Als Ausgangsgeometrie wird die im Kapitel 6.4.1 beziiglich der Schaufelanstromung
bereits optimierte Geometrie gewéhlt. Um den dort berechneten Betriebspunkt
wiahrend der Optimierung beizubehalten, miissen zwei zusétzliche Nebenbedingun-
gen formuliert werden. Diese sind die mit der Anfangskonfiguration berechnete theo-
retische Druckzahl v, = 1.046 und der bereits optimierte Anstromwinkel 3; = 58.36°.
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SA | SAADO | FD 1.0.
Iteration 93 96 97
Rechnenzeit [min] | 372 181 436

Tabelle 6.9: Vergleich der Rechenzeiten bei Optimierung der Schaufelbelastung.
Rechnerkonfiguration wie in der Tabelle 6.6

Aus numerischen Griinden wird fiir beide Kriterien eine Toleranz von € = 1072 zuge-
lassen. Verlafit die aktuelle Losung diesen Bereich, wird die Losung vom Optimierer
als unzuléssig betrachtet.

Die Optimierung wurde #hnlich wie beim Diffusorproblem mit SA; SAADO und
Finiten Differenzen 1. Ordnung durchgefiihrt. Auf eine Optimierung mit Finiten
Differenzen 2. Ordnung wurde verzichtet. Sie wiirde keine zusétzliche Information
liefern. Das Konvergenzkriterium fiir die Strémungsanalyse in der SAADO-Strategie
wird weiterhin nach Gleichung (6.37) gesteuert. Die Rechenzeiten fiir die einzelnen
Fille sind in Tabelle 6.9 zusammengefafit. Abbildung 6.37 zeigt den Konvergenzver-
lauf der Optimierung fiir unterschiedliche Gradientenberechnungen.

Das im Laufe der Optimierung gefundene Profil ist in Abbildung 6.38 zusammen mit
dem Ausgangsprofil dargestellt. Um die Belastung in der ersten Hilfte der Schaufel
zu reduzieren, wird die Kriimmung im vorderen Bereich der Schaufel deutlich redu-
ziert. Die erforderliche Umlenkung wird dann durch eine stirkere Kriimmung in der

0.16 | | | |
Sensitivitdtsanalyse

0.14 [N\ Finite Differenzen -~ -
X SAADO -~

012 -

0.1

0.08

Zielfunktion

0.06 —

0.04

0.02 -

Iteration

Abbildung 6.37: Konvergenzverlauf des SLP-Verfahrens mit unterschiedlichen
Gradientenberechnungen
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Abbildung 6.39: Vergleich der Druckverteilungen bei der Optimierung der Schau-

felbelastung. Zielfunktion: Mittlere Druckdifferenz
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zweiten Halfte erzielt.

Die optimierte Geometrie erfiillt die geforderten Bedingungen. Von 10% bis 90% der
Sehnenlidnge ist der Druckunterschied zwischen Druck- und Saugseite {iberall mit
der mittleren Druckdifferenz identisch, vgl. Abbildung 6.39. Fiir die Beseitiguung
der leichten Dellen in der Mitte der Druckseite und bei 60% der Sehnenlinge der
Saugseite ist die Zielfunktion ungeeignet. Um linear ansteigende Druckverteilungen
zu erzielen, wird in der Regel die gewiinschte Verteilung vorgegeben.

Inverse Design

Eine Moglichkeit, eine Zieldruckverteilung zu errechnen, besteht darin, zunéchst
den Verlauf des statischen Druckes zwischen Vorder- und Hinterkante zu berechnen,
um die Steigung der Geraden zu erhalten. Dann wird die Lage der Geraden durch
den mittleren Druckunterschied eingestellt. Die Zielfunktion ist dann, wie bereits
oben erklart, die Differenz der aktuellen Druckverteilung und der vorgeschriebenen.
Auf dasselbe Ergebnis kommt man, wenn man mit Hilfe von linearer Regression
die geforderte Verteilung berechnet. Dabei werden sowohl auf die Druckwerte der
Druckseite als auch der Saugseite Geraden gelegt, so dafl die Differenz zwischen
den berechneten Werten und den Geraden minimal wird. Der Vorteil dabei ist, dafl
man auf die Berechnung des statischen Druckes an der Vorder- und Hinterkante
verzichten kann. Obwohl das nur ein einfaches Postprocessing-Problem ist, kann es
besonders bei unstrukturierten Gittern sehr aufwendig sein.

Die Aufgabe der linearen Regression formuliert sich dann wie folgt: Auf eine Punkt-
menge (z;,y;) mit N Punkten wird eine Gerade

y(@) = y(z;a,b) = ax +b
gelegt, so dafl die GroBe T'(a, b)

N

T(a,b) = (i — (az; + b))’

=1

minimal wird. Die Voraussetzung dafiir ist, dafy die partiellen Ableitungen von T
nach a und b verschwinden:

oT al

oT -
0 = %——2;(%—(1%—6).

Mit den folgenden Abkiirzungen
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N N
Sx:ZZEZ ) Syzzyz ) S:cm:zx? und S:vyzzxzyz
=1 =1

=1 i=1

resultiert daraus ein lineares Gleichungssystem

aSy +bN = 5,
Sz +b0S; = Sy,
dessen Ldsung lautet:
NSy — SaSy
a = —
NSuw — (Sz)
b = SagaSy — SzSzy

Die berechneten Geraden werden dann in Gleichung (6.38) fiir ¢, s eingesetzt. Diese
Definition der Zielfunktion entspricht einem Inverse Design-Vorgehen, da dem Opti-
mierer eine Zieldruckverteilung vorgegeben wird. Die Optimierungsaufgabe besteht
darin, ein Schaufelprofil zu ermitteln, das der Zieldruckverteilung optimal entspricht.

Die Optimierungsergebnisse mit der so definierten Zielfunktion, Gleichung (6.38)
sind in den Abbildungen 6.40 und 6.41 dargestellt. Die optimierte Druckverteilung
konnte die vorgegebene Zieldruckverteilung nur auf der Saugseite gut annihern. Ein
Grund dafiir konnte die zu grobe Parametrisierung der Skelettlinie sein. Eine Losung
wire, zusitzliche Kontrollpunkte in den Spline aufzunehmen und die Optimierung
zu wiederholen. Dasselbe Problem stellt sich auch bei industriellen Problemen, wo
man aus Rechenzeitgriinden auf eine sehr feine Parametrisierung der Geometrie
verzichten muf}. Zu untersuchen bleibt, ob und inwieweit eine feinere Auflésung der
Geometrie die Ergebnisse beeinflufit.

Analog zum Fall in Kapitel 6.3 werden auch hier die Sensitivitidtskorrelationen be-
rechnet. Wie man Abbildung 6.42 entnehmen kann, entstehen zwischen den ein-
zelnen Kontrollpunkten weder ausgepriigt starke noch schwache Kopplungen. Eine
zusétzliche Verfeinerung wiirde demzufolge keine wesentlichen Anderungen ergeben.

Um das zu iiberpriifen, wurde eine Berechnung mit 11 Kontrollpunkten durch-
gefithrt. Der Vergleich der Druckverteilungen bestétigt die Ergebnisse der Korre-
lationsanalyse, s. Abbildung 6.43.

Auch mit feinerer Auflosung der Skelettlinie kommt die Druckverteilung auf der
Druckseite der Zielverteilung nicht ndher. Mit grofler Wahrscheinlichkeit liegt es
an der Dickenverteilung des verwendeten NACA-Profils. Solange die Zielfunktion
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Abbildung 6.40: Vergleich der Druckverteilungen bei Optimierung der Schaufel-
belastung. Zielfunktion: Gleichung (6.38)
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Abbildung 6.41: Vergleich der Geometrien bei Optimierung der Schaufelbelastung.
Zielfunktion: Gleichung (6.38)
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KP . . . . . KP;
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Abbildung 6.42: Korrelationsmatrix mit 6 freien Kontrollpunkten

0.4 | | | |
7 Kontrollpunkte

11 Kontrollpunkte
Zielverteilung

1.2 ' |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Normierte Sehnenlidnge der Skelettlinie

Abbildung 6.43: Vergleich der Druckverteilungen bei Optimierung der Schaufel-
belastung fiir 7 bzw. 11 Kontrollpunkte

nur Druckdifferenzen zwischen Druck- und Saugseite enthélt, kann der Optimierer
ein optimales Profil finden. Sind aber auch Informationen beziiglich des Verlaufs der
Verteilungen in der Zielfunktion enthalten, ist die Freigabe der Form der Skelettlinie
allein nicht mehr ausreichend. Als zusétzlichen Optimierungsparameter benotigt der
Optimierer die Dickenverteilung, um auch fiir den Inverse Design Fall ein Optimum
finden zu kdénnen.



Kapitel 7

Bewertung und Ausblick

In der CFD-basierten Optimierung stellt die Reduktion der langen Optimierungszei-
ten, die sich vor allem durch die aufwendige Auswertung der Zielfunktion ergeben,
ein zentrales Problem dar. Das Optimierungsproblem bekommt dadurch neben den
physikalischen Nebenbedingungen auch rechentechnische sowie 6konomische Neben-
bedingungen. Um diese zu erfiillen, mufl man in der Regel die Dimension der Geome-
trieparametrisierung und/oder die des Rechengitters der Stromungsanalyse verrin-
gern. Auflerdem soll das fiir die Zielfunktionsauswertung verwendete physikalische
Modell ein moglichst einfaches sein, d. h. anstelle eines Navier-Stokes-Verfahrens ein
Euler-Verfahren oder anstelle eines Euler-Verfahrens ein Potentialverfahren. Da die
Qualitét der Losung und die benétigte Rechenzeit in vielen Fillen widerspriichliche
Ziele sind, ist auch fiir dieses Problem — dhnlich wie bei der Designoptimierungsauf-
gabe von Strémungsmaschinen — nur eine Pareto-optimale Losung moglich.

Durch Verwenden moderner numerischer Methoden und CFD-Techniken lassen sich
die Optimierungszeiten jedoch erheblich reduzieren. Die Verwendung von Mehrgit-
terstrategien in der Stromungsanalyse ist somit eine geeignete Mafilnahme. In den
kommerziellen Software-Paketen im CFD-Bereich ist dies in der Regel auch der
Fall. Was die Optimierungstools betrifft, sind sie ebenfalls mit den modernsten Op-
timierungsverfahren ausgeriistet. Darin werden jedoch das CFD- und das Design-
Problem getrennt behandelt, und die beiden Probleme sind miteinander nur sehr
schwach gekoppelt. In der vorliegenden Arbeit wird versucht, von der traditionellen
Betrachtung der CFD- und Design-Probleme wegzukommen. Im folgenden werden
die einzelne Bausteine erldutert.

7.1 Sensitivitdtsanalyse

Die Grundlage des Optimierungssystems ist neben dem Stromungsléser ein Rechen-
code, der Stromungssensitivititen in effizienter Weise berechnen kann. Der entwickel-
te Code bietet durch die Verwendung unstrukturierter Netze die Flexibilitit, auch
komplexe Konfigurationen zu vernetzen und durch das implementierte Mehrgitter-
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verfahren die Stromungssensitivitéiten effizient zu ermitteln. Weder die erste noch die
zweite Eigenschaft gehort momentan zu den Standardtechniken in diesem Bereich.

Die Diskretisierung mit einem nichtkonformen Finite-Elemente-Ansatz beschrénkt
sich aber nur auf die stationdre laminare Navier-Stokes- und die Euler-Gleichungen.
Eine weitere Einschréankung ist, dafl die konvektiven Terme fiir den Eulerschen Fall
nur mit Upwind 1. Ordnung diskretisiert wurden. Die Diskretisierung der konvek-
tiven Terme héherer Ordnung wurde fiir das Navier-Stokes-Verfahren u.a. von TU-
REK [107] mit Stromlinien-Diffusion und Samarskij-Upwind mit Erfolg implemen-
tiert, was aber nach REINELT [84] fiir den Eulerschen Fall keine Verbesserung der
Genauigkeit bringt. Die Untersuchungen von [84] zeigen jedoch auch, daf} ein Finite-
Volumen-Verfahren zur Losung der Euler-Gleichungen eine Diskretisierung hoherer
Ordnung ermdglicht und die Genauigkeit bereits beim Upwind deutlich iiber der des
FEM-Ansatzes liegt.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird die SA in herkémmliche Optimierungs-
strategien als Baustein eingesetzt und liefert bei derselben Losungsqualitit etwa
um 20-30% kiirzere Rechenzeiten. Man findet jedoch auch zahlreiche Literaturstel-
len, wo die Losung des Sensitivitdtsproblems nicht iterativ sondern direkt z. B. mit
Gauss-Elimination durchgefiihrt wird, s. [67] und [98]. Bei diesen Anwendungen ist
eine Rechenzeitersparnis nicht unbedingt selbstverstédndlich.

Um eine zusétzliche Analyse der Sensitivititen durchfithren zu kénnen, wird bei der
Sensitivitdtsberechnung der direkte Weg (DDM) gewéhlt. Ist die Anzahl der Desi-
gnvariablen aber hoher als die der Problemfunktionen, empfiehlt sich die adjoint-
Formulierung (AVM) als optimales Verfahren. Die Weiterentwicklung des vorliegen-
den Codes hinsichtlich AVM bedeutet keine wesentliche Schwierigkeit. Die Berech-
nung der Jacobi-Matrix in Gleichung (3.6) und (3.7) erfolgt fiir beide Methoden auf
demselben Weg. Fiir die DDM ist sie bereits implementiert. Fiir die AVM miifite
man lediglich die Verwaltung der berechneten Sensitivitdtsvektoren &ndern und ein
zusitzliches Vektor-Vektor-Produkt implementieren.

7.2 Die Optimierungsstrategie

Um die SA in die Optimierung integrieren zu koénnen, braucht man ein gradi-
entenbasiertes Optimierungsverfahren. Eine Moglichkeit besteht darin, die Finite-
Differenzen-Gradientenberechnung durch eine Sensitivititsanalyse zu ersetzen.

Die andere Moglichkeit bewirkt eine Anderung der Optimierungsstrategie. Withrend
bei herkémmlichen Optimierungsstrategien die CFD- und Optimierungsiteration
miteinander nur schwach gekoppelt sind, wird hier die Kopplung dadurch verstérkt,
daB die beiden Iterationen (Design- und Stromungsgrofien) gleichzeitig behandelt
werden. Mit der in dieser Arbeit verwendeten SAND-Variante, SAADO, konnte ein
Rechenzeitgewinn von 40 — 60% gegeniiber der Finite-Differenzen-Variante erzielt
werden, je nachdem ob die Optimierung mit oder ohne Parallelisierung durchgefiihrt
wurde. In [46] wird SAADO mit diversen Optimierern getestet und liefert dhnliche
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Ergebnisse wie in dieser Arbeit.

Durch die in [39] beschriebenen Methode konnten die Rechenzeiten fiir zwei- und
dreidimensionale laminare Navier-Stokes-Probleme sogar um eine Groflenordnung
reduziert werden. Der grofle Vorteil dieses Verfahrens liegt darin, dafy die "rauhen
Zielfunktionen” kein Problem mehr fiir den Optimierer bedeuten. Die Rauheit ei-
ner Zielfunktion bei CFD-Anwendungen entsteht dadurch, daf§ bei FD-Gradienten-
berechnung das Abbruchkriterium fiir das iterative Losungsverfahren — relativ zu den
verwendeten Differenzabstinden — zu hoch ist. Bei kontinuierlich geinderter Geome-
trie kann aber die Rauheit mit entsprechend gesetztem Abbruchkriterium gegléiittet
werden, so daf auch gradientenbasierte Optimierungsverfahren fiir die Optimierung
eingesetzt werden kénnen. Das Problem der hohen Rechenzeiten, besonders bei klei-
nen Differenzabsténden, wird mit der Verwendung von SAADO umgangen.

Der einzige Schwachpunkt des Verfahrens besteht darin, dafl das Konvergenzkrite-
rium fiir die Stromungsanalyse im Laufe der Optimierung gesteuert werden muf.
In Gleichung (6.37) sind Informationen aus Optimierungen mit anderen Methoden
eingebaut. Stehen keine Erfahrenswerte zur Verfiigung, wie es bei industriellen Pro-
blemen in der Regel der Fall ist, muf3 die Vorgabe des Konvergenzkriteriums véllig
dem Benutzer iiberlassen werden.

Um die Startwertproblematik der Optimierung zu umgehen, werden héufig hierarchi-
sche Optimierungsstrategien eingesetzt. Eine Mdoglichkeit ist, die eingesetzten CFD-
Modelle hierarchisch aufzubauen. Die Anwendung dieser Strategie auf Stromungs-
maschinen findet man u. a. bei RICHTER ET AL [88] oder bei SCHILLING ET AL [92].
Die Geometrieoptimierung wird mit einem Potentialverfahren begonnen. Dann folgt
ein Euler- und anschliefflend ein Navier-Stokes-Verfahren.

Die andere Moglichkeit besteht darin, die numerische Auflésung sowohl des Optimie-
rungsproblems als auch des CFD-Problems hierarchisch zu organisieren. So wird ein
zunédchst grob parametrisiertes Design-Problem mit einem grob aufgeldsten CFD-
Problem gel6st. Dann erfolgt eine Verfeinerung, und der Prozef§ wird mit gréferer
Anzahl an Designparametern und Gitterpunkten wiederholt. Das Verfahren lafit
sich effizient in eine SAND-Strategie einbinden. Da man dabei auf unterschiedlichen
Gittern arbeitet, bietet sich die Moglichkeit an, das Ganze im Rahmen eines Mehr-
gitterverfahrens zu implementieren. Dabei wird die Mehrgittertechnik nicht nur fiir
das CFD-Problem eingesetzt, sondern auch fiir das Designproblem. Das entstehen-
de Multilevel-Verfahren wird auch als ” One-Shot-Method” bezeichnet, um damit
die Effizienz des Verfahrens anzudeuten. Die Optimierung erfolgt etwa ”in einem
Schufl” und die insgesamt bendtigte Rechenzeit betrigt in der Regel nur das Drei-
bis Fiinffache der Rechenzeit der zugehorigen Stromungsanalyse. Bislang sind aller-
dings nur sehr wenige Anwendungen mit diesem Verfahren bekannt geworden. BEUX
UND DERVIEUX [12] haben eine Diise zweidimensional mit den Euler-Gleichungen
berechnet. TA’ASAN ET AL [100] haben als Anwendung der Potentialtheorie zwei-
dimensionale NACA-Profile optimiert. Als Vorteil dieser Strategie kann man ihre
Effizienz erwidhnen, der Nachteil ist im enormen Implementierungsaufwand zu se-
hen. Stréomungsanalyse, Sensitivitdtsanalyse und Optimierer miissen in demselben
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Code integriert und miteinander auf mehreren Verfeinerungsleveln verbunden wer-
den.

Bis diese Methoden aber auch fiir industrielle Anwendungen ausgereift sind, werden
einige Jahre vergehen. Der Entwicklungstrend der Designoptimierung geht jeden-
falls in die Richtung, statt NAND-Optimierungsstategien SAND-Anwendungen im
Multilevelkontext zu verwenden. Das Potential, das in der Anwendung von SA und
SAND-Strategien liegt ist bei weitem noch nicht ausgeschopft. In dieser Arbeit wur-
de versucht, einige herauszugreifen und niher zu untersuchen.



Anhang A

Sequentielle lineare
Programmierung (SLP)

Um Optimierung mit Hilfe der Sensitivitdtsanalyse durchfiithren zu konnen, braucht
man ein auf Gradientenberechnung basiertes Optimierungsverfahren. Da bis jetzt
am LHM fiir die Optimierung von Stromungsmaschinen grundsétzlich nur ablei-
tungsfreie Algorithmen eingesetzt wurden, vgl. [5,35,115], mufite im Rahmen die-
ser Arbeit ein gradientenbasiertes Optimierungsverfahren entwicklelt werden. Der
grundsétzliche Unterschied zwischen den beiden Methoden ist in Abbildung 3.4 in
einem FluBldiagramm dargestellt.

Das Optimierungsverfahren ist in diesem Sinne ein unentbehrliches Hilfsmittel der
anderen Verfahren und kann als ein ”Nebenprodukt” dieser Arbeit betrachtet wer-
den. Das gewihlte SLP-Verfahren zeichnet sich in keiner Hinsicht unter den anderen
aus, aber samt seinen Schwichen und Stirken gilt es als ein zuverlissiges, effizien-
tes und vor allem relativ einfach implementierbares Verfahren. Obwohl ARORA [4]
es fiir die Losung allgemeiner Design-Optimierungsaufgaben in der Industrie nicht
fiir geeignet hélt, wurde es erfolgreich in der Strukturoptimierung [6] und auch im
CFD-Design, s. z. B. [67] und [98] eingesetzt.

Der SLP-Algorithmus gehort zu der Gruppe der Approximationsverfahren, die mit
Gradienten erster Ordnung arbeiten. Wie man es von einem Approximationsverfah-
ren erwartet, wird in den einzelnen Optimierungsschritten nicht die urspriingliche
Aufgabe, sondern eine vereinfachte Ersatzaufgabe gel6st. Dabei werden zu Beginn ei-
nes Iterationsschrittes die urspriinglichen in der Regel nichtlinearen Programmfunk-
tionen durch explizite Funktionen (z. B. Polynome) approximiert, deren Auswertung
mit sehr geringem Aufwand moglich ist. Eine besonders einfache Form der obigen
Approximation ist, wenn die Approximationsfunktionen linear sind. Dadurch erhilt
man anstelle einer nichtlinearen Optimierungsaufgabe eine Reihe linearer Aufgaben.
Dazu sind die Taylor-Reihenentwicklung der Zielfunktion, deren Restriktion an der
Stelle x* und die Vernachliissigung der Terme hherer als erster Ordnung notwendig.
Mit der Notation (3.1) lautet dies dann:
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F(x) = ¢ox)=Fr+VFr. (x—x"
— ni(x) = Hf + VH} - (x — x")
Gi(x) — 7 (x) =G+ VG- (x —x"). (A.1)

=
7

Daraus ergibt sich die linearisierte Optimierungsaufgabe:

Minimiere ¢(x) (A.2)
mit den Nebenbedingungen  n;(x) = 0, i=1,..m

VJ(X) < 07 ]Zlaap

Das resultierende lineare Problem (A.2) kann nun mit dem Simplex-Verfahren [28] ef-
fizient geldst werden. Dann wird die urspriingliche Aufgabe an der Stelle x**!erneut
linearisiert und der beschriebene Vorgang wiederholt, bis die Losung die Konver-
genzkriterien erfiillt.

Aufgabe (A.2) hat aber nur in einer beschrinkten Umgebung der Zwischenlsung
x* ihre Giiltigkeit. So kann es auch passieren, daf§ die Losung von (A.2) im Unend-
lichen liegt oder bei Nebenbedingungen am Rand des zulédssigen Bereiches. Daher
wird die linearisierte Aufgabe mit zusitzlichen Restriktionen, mit sog. Move Limits,
versehen. Sie bedeuten zuséitzliche untere und obere Schranken fiir die Designvaria-
blen und lassen die Zwischenldsungen den Zulédssigkeitsbereich nicht verlassen. Die
Grofle der Move Limits wird wihrend der Optimierung verdndert und zwar so, dafl
die Schranken im Laufe der Iteration immer kleiner werden. Formal sieht dies wie
folgt aus:

a¥ —dat < af <2k 4 dat (A.3)

Wie dz¥ gefindert wird, bestimmt mafBigeblich die Konvergenzgeschwindigkeit des
Verfahrens. Im Gegensatz zu den in [6] beschriebenen festen Vorschriften werden
die Move Limits in dieser Arbeit adaptiv gedndert. Verhélt sich die Designvariable
z¥ monoton, so wird dz¥ vergrofert. Zeigt sie aber Oszillationen, so wird dz¥ verrin-
gert. In Abbildung A.1 wird die Linearisierung und die Bedeutung der Move Limits
geometrisch dargestellt.

Um die Geschwindigkeit der Optimierung zu verbessern, bietet sich neben einer
guten Wahl fiir das Optimierungsverfahren die Parallelisierung als Alternative an.
Koénnen die Zielfunktionen nur skalar ausgewertet werden — wie in unserem Fall —
sollte das Optimierungsverfahren parallelisiert werden. Dabei ist eine Moglichkeit,
die Gradientenberechung auf die zur Verfiigung stehenden Prozessoren aufzuteilen.

Bei der Parallelisierung von Stromungslosern entstehen die grofiten Effizienzverlu-
ste durch groflen Kommunikationsaufwand. In jeder Iteration werden die Werte an
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p)

A

Move Limits

Abbildung A.1: Geometrische Interpretation der Linearisierung und der Bedeutung der
Move Limits

den Blockrandern ausgetauscht und abhingig von der Blocktopologie kann dies auf-
wendiger sein als die Losung des gegebenen Blockproblems. In unserem Fall ist die
Kommunikation praktisch vernachlissigbhar. In jeder Iteration muf} lediglich ein ein-
ziger Wert dem Masterprozef3 iibergeben werden. Die dazu bendtigte Zeit ist im
Vergleich zu der, die man fiir die Zielfunktionsberechnung braucht, um mehrere
Groflenordnungen kleiner. Das Problem tritt in diesem Fall bei der Parallelisier-
barkeit des Algorithmus auf. Da nur die Gradientenberechnung parallelisiert wird,
bleibt der Rest skalar und so auch die Berechnung der Zielfunktion am Anfang jeder
Iteration.

Die Effizienz E der Parallelisierung ist definiert durch:

T

E= .
np-Tp

(A.4)

Dabei bezeichnen 77 die Rechenzeit auf einem Prozessor und T die auf np Prozes-
soren. Wird nur ein Teil, ¢ - N, aller Operationen N des vorliegenden Algorithmus
parallelisiert und bleibt der Rest, (1—¢q)- N, skalar, dann ergibt sich fiir die Effizienz:

1 tN - 1
np @tN/np+ (1 —q)tN  q+ (1 —¢q)np’

(A.5)

wobei t die Dauer fiir die Durchfithrung einer Operation bezeichnet. Dauert die
Gradientenberechnung ungefihr so lange wie die Zielfunktionsberechnung, dann gilt:
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100

E [%]

Ny

Abbildung A.2: Abhingigkeit der Effizienz der Parallelisierung von der Anzahl der De-
signvariablen fiir unterschiedliche Anzahl von Prozessoren

Ny

N —— A6
1 Ny + 1’ ( )
und damit ergibt sich fiir die Effizienz:
o+ 1
po Mt (A.7)
Ngy + Np

In Abbildung A.2 ist die Funktion (A.7) graphisch dargestellt. Erkennbar ist, daf je

groBer der Quotient 2nzahl Designvariablen jo4 - gt hesser wird die Effizienz der Paralle-
Anzahl Prozessoren )

lisierung. Die Implementierung der Parallelisierung erfolgte mit dem Software-Paket
MPI (Message Passing Interface) [94].

A.1 Validierung des Algorithmus

Die Validierung erfolgt mit Hilfe eines in [52] beschriebenen Testfalls. Die Rosenbrock-
oder auch ”Bananen”-Funktion ist wie folgt definiert:

fa)=" > (1 =) +100(z; —a,)%):

1=2,4,6,...,n
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Opt. Variablen | Zielfunktionsaufrufe | |F(x) — F(x*)]
2 91 1.1e-4
4 206 1.3e-4
8 642 2.1e-4
16 1543 3.8e-4

Tabelle A.1: Ergebnisse fiir die Rechnungen mit der Rosenbrock-Funktion

Das Minimum der Funktion liegt im Punkt [1, .., 1]T und betréigt 0. Zu diesem Wert
fiihrt der Weg fiir das Optimierungsverfahren durch ein langes flaches gekriimmtes
Tal, vgl. Abbildung A.3. Der Testfall wird in der Regel fiir die Beurteilung diverser
Optimierungsalgorithmen verwendet.

Die Minimumsuche wurde fiir n = 2,4,8 und 16 Optimierungsvariablen durch-
gefiihrt. Der Startvektor war in jedem Fall der Punkt [—1,..,—1]7 und das Ab-
bruchkriterium, daf die Anderung der Zielfunktion kleiner als e = 1le~® sein sollte.
Die Ergebnisse der Optimierungen sind in Tabelle A.1 zusammengefafit. Ein zwei-
dimensionaler Konturplot und der Verlauf der Suche fiir n = 2 sind in Abbildung
A.3 dargestellt.

1.5

-1.5
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

x

Abbildung A.3: Verlauf der Optimierung fiir die Rosenbrock-Funktion.
Startpunkt: [—1, —1]7, Optimum : [1,1]7
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1.5

-1.5
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Z1
Abbildung A.4: Verlauf der Optimierung fiir die Rosenbrock-Funktion mit nichtlinearen
Nebenbedingungen. Startpunkt: [—1, —1]7, Optimum : [0.5,0.25]"

In einem weiteren Testfall wird die Rosenbrock-Funktion fiir n = 2 mit nichtli-
nearen Nebenbedingungen versehen, so daf} eine restringierte Optimierungsaufgabe
entsteht. Die Nebenbedingungen sind:

2

(21 +0.2)° +22 > 025

Als Startpunkt wird auch in diesem Fall [—1, —1]7 gewiihlt. Das Optimum liegt we-
gen der Bedingung z; < 0.5 bei [0.5,0.25]7. Das Konvergenzkriterium wird nicht
verdndert. Die Nebenbedingungen und der Verlauf der Optimierung sind in Abbil-
dung A.4, der Konvergenzverlauf in Abbildung A.5 dargestellt.

Die Nebenbedingungen bedeuten fiir den Optimierer zuséitzliche Hindernisse im Pa-
rameterraum. Ohne diese Hindernisse verliefe die Optimierung wie in Abbildung
A.3. Da die Anfangswerte der Move Limits in beiden Richtungen identisch waren,
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Abbildung A.5: Konvergenzverlauf der Optimierung fiir die Rosenbrock-Funktion mit
Nebenbedingungen.

ndhert sich der Optimierer unter 45° der Losung. Im restringierten Fall jedoch fin-
det er eine andere Bahn und zwar am Rand des zul&ssigen Bereichs. Nachdem die
Restriktionen keine Rolle mehr spielen, verlduft die Optimierung wie im Fall ohne
Restriktionen.

Ziel der vorliegenden Arbeit war es nicht, das Verfahren hinsichtlich der Effizienz zu
beurteilen, weshalb auf einen vergleich mit anderen Methoden verzichtet wurde.
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