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VollständigerAbdruckdervon derFakulẗat für Elektrotechnikund InformationstechnikderTechni-
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Prüfer derDissertation:

1. Univ.-Prof.Dr.-Ing.Kurt J.Antreich
2. Univ.-Prof.Dr.-Ing.habil.RobertWeigl, Friedrich-Alexander-Universiẗat
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Überblick

Moderne integrierte Schaltungenermöglichen durch ihren niedrigenLeistungsverbrauchund ih-
re große Funktionsvielfalt mobile Telekommunikation [Wei00], sind aber auch aus Haushalts-
ger̈aten[BK00] undKraftfahrzeugen[Nod00] nicht mehrwegzudenken.Durchdie rasanteEntwick-
lungderMikroelektronikist mittlerweiledie IntegrationkomplexerSystemeaufeinemChip (System
on a Chip, SoC) möglich [Pin00]. Dabeiwerdenzumeistanalogeund digitale Schaltungsteileauf
einemChip integriert (Mixed-SignalSchaltungen). Den großenFortschrittender Halbleitertechno-
logie stehenauf Seiteder Entwurfsautomatisierungkeinead̈aquatenFortschrittegegen̈uber(design
productivity gap) [Sem99].Um abermit den steigendenKomplexitätenund den immer kürzeren
EntwicklungszyklenSchritthaltenzu können,ist ein weitgehendautomatisierterSchaltungsentwurf
nötig.

Für denEntwurf digitaler Schaltungenund TeilsystemeeinerMixed-Signal-Schaltungexistiert ein
etabliertesEntwurfsmodell [GK83], das verschiedeneAbstraktionsebenenund Repr̈asentationen
(views) bietet. Der Übergang zwischenden einzelnenAbstraktionsebenenund Repr̈asentationen
und die Überpr̈ufungdiesesÜbergangeswerdendurcheineVielzahl kommerziellerWerkzeugeun-
tersẗutzt.Die SynthesedigitalerSchaltungenbasiertaufeinerBibliothekstandardisierterSchaltungs-
typen(Standardzellen), diedurchwenigeDaten(z.B. Verz̈ogerungszeit,Fläche,Leistungsverbrauch)
charakterisiertsind.Die Dimensionierungder einzelnenZellenauf TransistorebeneunddasLayout
erfolgenim Rahmender Bibliotheksentwicklungnur einmal für jedeTechnologie.Durch die aus-
gereiftenWerkzeugeund denhohenGradan Wiederverwendung(reuse) ist ein schnellerund wei-
testgehendautomatisierterEntwurf digitalerSchaltungenmöglich, wasauchdenForderungeneiner
immer kürzerenTime-To-Market entgegenkommt.Dieshatzur Folge,daßder Anteil digitalerTeil-
systemeinnerhalbeinerMixed-SignalSchaltungmeistdeutlichüber80%liegt unddieTechnologien
für digitaleSchaltungenoptimiertsind.

Der Entwurf analogerSchaltungendagegenerfolgt in der Regel weitgehendmanuelldurcherfah-
reneSchaltungsentwickler[LS94] mit Hilfe einesSchaltungssimulators(z.B. SPICE [Nag75], SA-
BER [VVS87] oderTITAN [FWZ

�
92]). InsbesonderedieDimensionierungderSchaltungenaufTran-

sistorebeneist in diesemZusammenhangeine zeitaufwendigeund fehleranf̈allige Tätigkeit. Des-
weiterenist aufgrunddervielfältigenAnforderungenundEinsatzbereicheanalogerSchaltungendas
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Abbildung1.1:AbstraktionsebenenbeimEntwurfanalogerSysteme.

Wiederverwendungspotentialgering.EineBibliothekwiederverwendbareranalogerKomponentener-
scheintnur dannsinnvoll, wenn zugleichWerkzeugezur automatischenAnpassungder einzelnen
ZellenanverschiedeneAnforderungenzurVerfügungstehen.

Aufgrund des geringen Wiederverwendungspotentialsund des geringen Automatisierungsgrads
ben̈otigt der Entwurf analogerSchaltungentrotz deskleinenFlächenanteilsmeist einendominan-
ten Anteil der Entwurfskosteneiner Mixed-Signal-Schaltung[Bor97, GS91,GRRC00]. Allerdings
stellendie analogenTeile oft Schl̈usselkomponenteneinesSystemsdar, die nicht odernur unterun-
vertretbarenKosten(z.B. FlächeoderLeistungsverbrauch)durchdigitaleSchaltungenersetztwerden
können.

Vor diesemHintergrundsoll im folgendenkurz die AufgabenstellungderDimensionierunganaloger
Schaltungenunddie Einordnungin denEntwurfsablaufbeschriebenwerden.

1.2 Aufgabenstellung

Beim EntwurfeinesintegriertenMixed-Signal-Systems(z.B. Mobilfunkchipsatz,Modemchip),wird
in einemerstenSchritt dasgesamteSystemin digitale undanalogeTeilsystemezerlegt. Die Unter-
teilung in digitale undanalogeTeilsystemeerfolgt dabeiso,daßsich die Systemanforderungenmit
minimalemAufwand(z.B. Fläche,Leistungsverbrauch)innerhalbdergegebenenEntwurfszeitreali-
sierenlassen.

Die vorliegende Arbeit bescḧaftigt sich mit Aspekten des Entwurfs analoger (Teil-)Systeme.
Nach [GS91, Eck98, GRRC00] und wie in Abbildung 1.1 dargestellt, lassensich beim Entwurf
analogerSystemefolgendeAbstraktionsebenenunterscheiden:� Systemebene: EineanalogeSystemkomponentestellteinenSchaltungsblockmit einerbestimm-

ten Funktionaliẗat dar. Die Anforderungenan dasanalogeSystemergebensich ausder Ein-
bettungin dasgesamteMixed-SignalSystem.AnalogeSysteme(z.B. PLL) könnenin der
GrößenordnungvoneinigenHundertbismehrerenTausendTransistorenliegen.
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� Zellebene: AnalogeZellen sind die Bausteine,ausdenenein analogesSystemaufgebautist.
EineanalogeZellenimmt innerhalbdesanalogenSystemsimmernureineFunktionwahr(z.B.
Versẗarkung);für jedeFunktiongibt esabereineVielzahlvonRealisierungen(Topologien). Die
Zellen werdendurch ihre Schaltungseigenschaftenbeschriebenund bestehentypischerweise
auseiner überschaubarenAnzahl von Transistoren(normalerweisewenigerals 50 Transisto-
ren).� Teilschaltungen(Building blocks): AnalogeTeilschaltungenvon derGrößewenigerTransisto-
renstellendieGrundbausteinedar, ausdeneneineanalogeZellebesteht.Die in Abschnitt2.1.3
vorgestelltenstrukturellenNebenbedingungen[Eck98, ZEG98, SEGA99a,GZEA01] garantie-
ren dabeidie prinzipielle Funktionsf̈ahigkeit jederTeilschaltungwährenddesgesamtenEnt-
wurfsablaufs.� Komponenten(Elektrische Ebene/Transistorebene): Auf der Komponentenebenewird die
Schaltungdurch ihre Bauelementeund Konnektivitätenbeschrieben.Für die einzelnenBau-
elementeexistierenim SimulatorModelle,sodaßdie Schaltungauf derelektrischenEbenein
einemSchaltungssimulatorsimuliertwerdenkann.

In dieserArbeit werdenTeilaspektedesÜbergangsvon der Zellebeneauf die Transistorebenebe-
trachtet.DerÜbergangvonderZellebeneaufdieTransistorebeneunterteiltsichin dreiAufgabenstel-
lungen:

1. Topologieentwurf: AufgabedesTopologieentwurfsist es,eineSchaltungsstruktur(Topologie)
auszuẅahlenoderzu entwerfen,die für die gestelltenAnforderungenmöglichstgut geeignet
ist.

2. Dimensionierung:Schaltungsdimensionierungbedeutetfür einegegebeneTopologiediePara-
meterderSchaltung(z.B. LängenundWeitenderTransistoren,Kapaziẗats-undWiderstands-
werte)soeinzustellen,daßdie Schaltungdie ansiegestelltenAnforderungen(z.B. bez̈uglich
Slew-RateoderVersẗarkungeinesOperationsversẗarkers)erfüllt. Zus̈atzlich sollte die Schal-
tungsorobustwie möglichgegen̈uberÄnderungenderBetriebsumgebungoderStreuungendes
Fertigungsprozessessein.

3. Layout: Für die innerhalbderDimensionierungbestimmtenWertederSchaltungsparameterist
dasLayoutderSchaltungzu erzeugen.Bei derLayouterstellungsindnochzus̈atzlicheRegeln
zu beachten,um z.B. eineUnempfindlichkeit derSchaltungbez̈uglich Mismatchsicherzustel-
len.

Die vorliegendeArbeit konzentriertsichaufdieAufgabederDimensionierung.Die Dimensionierung
einergegebenenTopologieerfolgt in der industriellenPraxisderzeitweitestgehendmanuellund ist
dahereinezeitaufwendigeund fehleranf̈allige Tätigkeit. Deshalbsoll in dieserArbeit ein Verfahren
zur automatischenDimensionierunganalogerZellenvorgestelltwerden.Die Dimensionierungkann
in zweiSchritteunterteiltwerden:� Nominalentwurf(Nominaldesign): Die Schaltungwird sodimensioniert,daßsie im Nominal-

punktdie ansiegestelltenAnforderungenerfüllt. Der NominalpunktbeschreibttypischeWer-
te der Betriebsparameter(z.B. Temperatur, Versorgungsspannung)und einentypischenFer-
tigungsprozeß(z.B. typischeWerte für Oxiddicke und Dotierungen).ErgebnisdesNominal-
entwurfssollteeineDimensionierungsein,die einenmöglichstgutenAusgangspunktfür eine
nachfolgendesimulationsintensiveEntwurfszentrierungbietet.
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� Entwurfszentrierung(Designcentering): Ziel derEntwurfszentrierungist es,die Schaltungso
zu dimensionieren,daßsie robust gegenEinflüsseder Betriebsparameterund Prozeßstreuun-
gen ist. Dies bedeutetzugleicheine hoheAusbeuteunter Berücksichtigungvon Parameter-
schwankungen(parametricyield). KatastrophischeFehler(z.B. SpotDefekte)könnenin der
Entwurfszentrierungnicht ber̈ucksichtigtwerden,daWahrscheinlichkeitenfür dieseerstnach
FertigstellungdesLayoutsermitteltwerdenkönnen.

Für moderneTechnologienmit ihren immer kleinerenStrukturgrößen(0.25� m und kleiner) steigt
dieBedeutungderEntwurfszentrierungstarkan.InsbesondereMismatch-Effektebeeinflussenin die-
senTechnologiendominantdasSchaltungsverhalten.Um auchunterBerücksichtigungdieserEffekte
hoheAusbeutenzuerzielen,ist eineautomatischeEntwurfszentrierungunbedingtnotwendig.

Ein weitereswichtigesAnwendungsgebietfür eineautomatischeDimensionierungist der Entwurf
vonBibliothekszellenfür dendigitalenSchaltungsentwurf(z.B. Flip-Flops,Treiberschaltungen).Für
die einzelnenZelleneinerdigitalenBibliothek wird immerdie gleicheStruktur(Topologie) verwen-
det.Für jedeneueTechnologieundjedeÄnderungderTransistormodellparameterist eineNeudimen-
sionierungderZellennotwendig.Die skalierteDimensionierungin deraltenTechnologiebietetmeist
einengutenAusgangspunktfür eineneueDimensionierung.DamitsindguteVoraussetzungenfür ei-
neAutomatisierungdiesesEntwurfsschrittesgegeben.Ist eineautomatischeLayouterstellungvorhan-
den,könnenmit Hilfe einerautomatischenDimensionierungauchdynamischBibliotheken[Keu99]
erzeugtwerden.

InsgesamtergebensichfolgendeErwartungenanein Werkzeugzur automatischenDimensionierung
undEntwurfszentrierung:� VerkürzungderEntwurfszeitendurchAutomatisierungderzeitaufwendigenDimensionierung.

Das bedeuteteine deutlicheErhöhungder Produktivität der Schaltungsentwicklerund eine
VerkürzungderTime-To-Market.� ErstellungrobusterDesigns,die unempfindlichgegen̈uberparasiẗarenEffektensind.Diessoll
Schaltungenermöglichen,die auf Anhiebfunktionieren(first successin silicon), wasebenfalls
denForderungennacheinerkürzerenTime-To-Marketentgegenkommt.� HöhererWiederverwendungsgradvon analogenSchaltungsbl̈ockendurchvereinfachteAnpas-
sunganalogerZellenund Blöcke an neueAnforderungen.Durch die Wiederverwendungvon
bereitsproduzierten(silicon proven) Blöcken wird eine größereEntwurfssicherheiterreicht,
wasdemZiel des

”
first successin silicon“ förderlichist.

Nicht zuletztaufgrunddeshohenPotentialszur ProduktivitätssteigerungexistierenzahlreicheVer-
fahrenzurAutomatisierungderDimensionierunganalogerZellen.

1.3 Stand der Technik

Die veröffentlichtenVerfahrenzur DimensionierunganalogerSchaltungenkann man einerseitsin
wissensbasierteVerfahrenundandererseitsin simulationsbasierteVerfahrenunterteilen:� WissensbasierteAnsätzeverwendenSchaltungswissenin Form von Gleichungen,Modellen,

Entwurfspl̈anen,etc.,um zeitaufwendigeSimulationenzu vermeidenoderderenAnzahldeut-
lich zu reduzieren.
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� SimulationsbasierteVerfahrenverwendeneinennumerischenSchaltungssimulatorzur Bestim-
mungderSchaltungseigenschaftenfür einengegebenenParametersatz(z.B. LängenundWei-
tenvonTransistoren).

Im folgendensollenausgewählteAnsätzeausbeidenBereichenkurz diskutiertwerden.Es werden
zun̈achstverschiedeneVerfahrenzumNominalentwurfvorgestellt.Anschließendwird auf verschie-
deneVerfahrenzurEntwurfszentrierungeingegangen.

WissensbasierterNominalentwurf

Die erstenwissensbasiertenWerkzeugeIDAC [De87] und OPASYN [KSG90] untersẗutztendenge-
samtenSchrittderSyntheseeineranalogenZelle: Topologieauswahl,DimensionierungundLayout.
Für die Dimensionierungmüssenfür jede Schaltungstopologie(z.B. verschiedeneRealisierungen
einesOperationsversẗarkers)die SchaltungseigenschaftenalsGleichungenin Abhängigkeit derEnt-
wurfsparameterundein Entwurfsplangegebensein.Bei Freiheitsgraden(z.B. Anteile dereinzelnen
StufeneinesOperationsversẗarkersan der Gesamtversẗarkung)sind teilweisezus̈atzlicheEingriffe
desSchaltungsentwicklersnotwendig.Die IntegrationeinerneuenTopologiein dieseWerkzeugebe-
deutetdieHerleitungderGleichungenfür alle interessierendenEigenschaftenunddasErstelleneines
Entwurfsplanesfür dieseTopologie.

OASYS [HRC89] undSTAIC [HEL92] verwendeneinehierarchischeBeschreibungeinerTopologie.
Ein Operationsversẗarkerwird beispielsweisealsZusammenschaltungvonStromspiegeln,Dif ferenz-
paaren,etc.beschrieben.Für einenStromspiegelkönnenwiederumverschiedeneRealisierungenein-
gebundenwerden(z.B. Kaskode-StromspiegelodereinfacherStromspiegel).Für jedeTopologiemuß
ein Entwurfsplanmit Gleichungen(OASYS) odernur die Gleichungen(STAIC) gegebensein.Eine
guteÜbersichtundein VergleichwissensbasierterDimensionierungswerkzeugebis 1992findetsich
in [HEL92]

AufgrunddeshohenAufwandsbei derHerleitungderGleichungenfür die Schaltungseigenschaften
(z.B. [HRC89]berichtetvon18Monatenfür verschiedeneRealisierungeneinesein-undzweistufigen
Operationsversẗarkers)wurdenMöglichkeitenzur AutomatisierungdiesesSchrittsgesucht.ARIAD-
NE [SS93]verwendetdensymbolischenSimulatorISAAC [GWS89] zur Generierungvereinfachter
Gleichungenfür dieKleinsignaleigenschaften.Großsignaleingschaftenmüssennachwie vor manuell
hergeleitetwerden.

WeitereAnsätzezurDimensionierungbasierendaufsymbolischerAnalysesindin [HS95] (ANALOG

INSYDES) und[LDGS97] (EF2EF) beschrieben.In [dMHBL98] (GPAD) wird gezeigt,daßfür Ope-
rationsversẗarker bei VerwendunggeeigneterTransistormodelleviele Kleinsignaleigenschaftenals
posynomialeFunktionender Entwurfsparameterbeschriebenwerdenkönnen,womit die Dimensio-
nierungein konvexesOptimierproblemist. Konvexe Optimierproblemewiederumsind dadurchge-
kennzeichnet,daßjedesOptimumglobal ist, d.h. eswird unabḧangigvom Startpunktein globales
Optimumgefunden.

Trotz der Fortschritteauf demGebietder symbolischenAnalyse,habendie wissensbasiertenVer-
fahrennoch immer denNachteil,daßfür jedeneueTopologiedie Beschreibungender Großsigna-
leigenschaftenmanuellhergeleitetund in die Werkzeugeintegriert werdenmüssen.ErsteAnsätze
zurGenerierungvonVerhaltensmodellen,dieauchdasGroßsignalverhaltenkorrektbeschreibensind
in [Bor98,Bor97] zu finden.Um die KomplexitätderGleichungenklein zu halten,könnennur stark
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vereinfachteTransistormodelleverwendetwerden.Diesegebenaberspeziellin denmodernenTech-
nologiendasSchaltungsverhaltenhäufignichtmehrmit ausreichenderGenauigkeit wieder.

SimulationsbasierterNominalentwurf

Im GegensatzzudenwissensbasiertenDimensionierungsverfahrenverwendendiesimulationsbasier-
ten WerkzeugeeinenSchaltungssimulatorzur Funktionsauswertungim RahmeneinerOptimierung
(Simulatorin a loop). Bei denverwendetenOptimieralgorithmenkannmanzwischendeterministi-
schenOptimierverfahren(z.B. Gradienten-Verfahren)undstatistischenOptimierverfahren(z.B. Si-
mulatedAnnealing)unterscheiden.

DeterministischeVerfahrenfindenim Allgemeinennurein lokalesMinimum. Nur für eingeschr̈ankte
Problemklassen(z.B. konvexeOptimierprobleme)kanndieKonvergenzzueinemglobalenOptimum
bewiesenwerden.Durchihre Fähigkeit, auchschlechtereWertederZielfunktion mit einerendlichen
Wahrscheinlichkeit zuakzeptieren,könnenstatistischeOptimierverfahrenglobaleOptimafinden.

”
Si-

mulatedAnnealing“ [KCGV83] beispielsweiseversucht,denKristallisationsprozeßderNaturnach-
zubilden,dereinglobalesEnergieminimumfindet.Ein globalesMinimum wird in derNaturabernur
bei einerunendlichlangsamenAbsenkungderTemperaturgefunden,waseinerunendlichenAnzahl
von Simulationenin derSchaltungsdimensionierungentspricht.

Das Programm FRIDGE [MFDCRV94], dessenNachfolger XFRIDGE [PMMDC
�
00], ASTRX

OBLX [ORC96, OMRC98]unddessenNachfolgerMAELSTROM [KPRC99] verwenden
”
Simulated

Annealing“ zur Optimierung.ASTRX /OBLX arbeitetzus̈atzlichnochmit einemspeziellangepaßten
Simulator. DieserverwendetAsymptoticWaveformEvaluation(AWE) [PR94] für die AC-Analyse.
AWE ermöglicht einedeutlichschnellereAC-Analysebei einernur geringf̈ugig verringertenGenau-
igkeit.ZurweiterenBeschleunigunglöstderSimulatorin derDC-AnalysedieKirchhoff-Gleichungen
nicht exakt, sondernintegriert sievielmehralsOptimierzielein die Zielfunktion. Der angepaßteSi-
mulatorin ASTRX /OBLX untersẗutztkeinetransienteAnalyse,sodaßin diesemFall wiederexplizite
Gleichungenbereitgestelltwerdenmüssen.

Die durch den speziell angepaßten Schaltungssimulatorauferlegten Beschr̈ankungen in
ASTRX /OBLX werden in dessenNachfolger MAELSTROM aufgehoben.Um trotz der dadurch
deutlich gestiegenen Simulationszeitendie praktische Anwendbarkeit zu erhalten, wurde ein
parallelisierter

”
SimulatedAnnealing“ Algorithmus (parallel recombinativesimulatedannealing

(PRSA)[MG95]) integriert.Zur DimensionierungeinesOperationsversẗarkers(32 Transistoren)mit
ASTRX /OBLX sind Zahlenvon 100 000 Simulationenveröffentlicht, mit MAELSTROM werden
17 000Simulationennur für denNominalentwurfben̈otigt.

Aufgrund der starken Konvergenzeigenschaftenbasieren viele der deterministischenVerfah-
ren zur Schaltungsdimensionierungauf angepaßtenTrust-Region-Verfahren nach Levenberg-
Marquard[Lev44, Mar63,Mor77].

CANDI [Pör89] ist ein Werkzeugezur interaktiven DimensionierunganalogerSchaltungenmittels
deterministischerVerfahren.CANDI untersẗutztdenAnwenderbei einersinnvollenWahl derSchritt-
weitemit Hilfe derGrenzkurve[Hus82, AH84, Lei86, Pör89,ALP88],diealseineVisualisierungdes
Levenberg-MarquardtVerfahrensinterpretiertwerdenkann.

In [Eck98] werdendaraufaufbauendweitereVerfahrenzum interaktivenNominalentwurfund Ent-
wurfszentrierungbehandelt.Insbesonderewerdenhier die strukturellenNebenbedingungenvorge-
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stellt als ein Mittel, den Suchraumfür die Optimierungauf einenschaltungstechnischsinnvollen
Unterraumzureduzieren.DieseEinschr̈ankungdesSuchraumesaufeinGebietin demsichSchaltun-
genhoherRobustheitbefinden,garantierteinehoheQualiẗat derberechnetenErgebnisse.Insbeson-
derefür schlechtkonditionierteProblemstellungen,die typischfür denanalogenSchaltungsentwurf
sind,bringtdieEinschr̈ankungdesSuchraumesaucheinedeutlicheVerbesserungderKonvergenzge-
schwindigkeit desDimensionierungsalgorithmuses.

WeitereVerfahrenzurautomatischenDimensionierunganalogerZellensindin APLSTAP [HZ81] OP-
SIM [Dog81] und DELIGHT.SPICE [NRSVT88] implementiert.Alle WerkzeugeuntersẗutzenTrust-
Region-VerfahrennachLevenberg-Marquardt.DELIGHT.SPICE [NRSVT88] stellt zudemnochwei-
tereunterschiedlicheOptimieralgorithmenzurVerfügung.

JIFFYTUNE [CCH
�

98] verwendetdasOptimierpaket LANCELOT unddenSimulatorSPECS zur Be-
rechnungder Funktionswerteund Gradienten.Die Gradientenwerdenmittels einesadjungierten
Netzwerksberechnet,wodurchsich der Aufwandfür die Gradientenberechnungdeutlichreduziert.
Allerdings ist die Gradientenberechnungauf vorgegebeneFunktionenbeschr̈ankt; derzeit sind in
JIFFYTUNE Verz̈ogerungszeit,Rise- und Falltime, Flächeund Leistungsverbrauchimplementiert.
DasHaupteinsatzgebietvon JIFFYTUNE liegt somit in der Optimierungvon digitalenSchaltungen
auf Transistorebene.

Entwurfszentrierung

Die VerfahrenzurEntwurfszentrierunglassensichin statistischeunddeterministischeVerfahrenein-
teilen. Die statistischenVerfahrenverwendenals Optimierzielzumeistdie Ausbeute,die mit Hilfe
einerMonte-Carlo-Analyse[HH75, Fis99]ermitteltwerdenkann.DeterministischeVerfahrendage-
genberuhenoft aufeinergeometrischenApproximationdesAkzeptanzgebietes,innerhalbdessendie
Schaltungalsfunktionsf̈ahiggilt.

Eine Monte-Carlo-Analyseliefert für beliebigeSchaltungeneine Abscḧatzungfür die Ausbeute.
Der Vertrauensbereich� MC der Ausbeuteabscḧatzungist unabḧangig von der Anzahl der Parame-
ter [Fis99]: � MC ��� �	� 


MC, wobei



MC derStichprobenumfangist.

Aus einer Monte-Carlo-Analysekann ebenfalls der Ausbeutegradient für die statistischstreuen-
denParametermittels Centerof Gravity-Algorithmen[ZS95,KK98, SS80] bestimmtwerden.Eine
verbesserteAbscḧatzungdesGradientenund der zweitenAbleitung (Hesse-Matrix)der Ausbeute
bez̈uglich der statistischstreuendenParameterundein daraufaufbauendesVerfahrenzur Entwurfs-
zentrierungfindetsichin [Kob82, AK82].

Für integrierteSchaltungensind die Parameterin die statistischstreuendenParameterder aktiven
Elemente(z.B. Transistormodellparameter)und die nicht streuendenEntwurfsparameterunterteilt.
Die TransistormodellparametersindnachAbschlußderTechnologieentwicklung(processfreeze) fest
undkönnenvom Schaltungsentwicklernicht eingestelltwerden,währenddie Entwurfsparameterin-
nerhalbvon durchdie TechnologievorgegebenenGrenzenfrei einstellbarsind.Für diesenFall der
disjunktenParameterr̈aumeliefert die direkte LösungdesIntegrals der Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion überdasAkzeptanzgebietmittelseinerMonte-Carlo-Analysezun̈achstkeineInformationen
überdenGradientenderAusbeutebez̈uglich dernicht streuendenEntwurfsparameter. Für eineEnt-
wurfszentrierungwird aberdieserAusbeutegradientben̈otigt.
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Eine Möglichkeit trotz dieserdisjunktenParameterr̈aumeeinen Ausbeutegradientenfür die Ent-
wurfsparameterausderMonte-CarloAnalysezuberechnen,bestehtdarinfür die Entwurfsparameter
künstlicheStreuungeneinzuf̈uhren.WerdendiesekünstlichenStreuungeneingef̈uhrt, dannkannaus
derMonte-CarloAnalyseaberkeineAusbeutemehrberechnetwerden.

In [FD93,FD91,FD90,HCY88] sindVerfahrenbeschrieben,die durchVerwendungdesGaußschen
IntegralsatzesdieAusbeutëubereinOberfl̈achenintegralbestimmen.DiesesOberfl̈achenintegralwird
mittelsMonte-CarloAnalyseabgescḧatzt,wobeizus̈atzlichzur AbscḧatzungderAusbeuteauchein
Ausbeutegradientbez̈uglichdernicht streuendenEntwurfsparametersbestimmtwerdenkann.Für je-
desSampleinnerhalbderMonte-CarloAnalysewird eineLiniensuchein RichtungeinesParameters
ben̈otigt um,die GrenzedesAkzeptanzgebietesin dieserRichtungzu bestimmen.Aufgrunddesda-
her im Vergleichzur reinenMonte-CarloAnalysenochmalsdeutlichgestiegenenRechenaufwandes
wird in [FD93, FD91,FD90,HCY88] dieseMethodenur mit zumeistlinearenModellenderSchal-
tungverwendetundnichtmit einemSchaltungssimulator. Insbesonderefür lineareSchaltungsmodelle
begrenztderModellierungsfehlerdie Genauigkeit derMonte-CarloAnalysedominant.In [HCY88]
wird zudemdie Anzahl der statistischenParameterauf 4 reduziert(Weiten-und Längenreduktion,
Cox undVFB), die in denuntersuchtendigitalenSchaltungeneinendominantenEinflußaufdieSchal-
tungseigenschaftenhaben.

In [RMRV98] werdeninnerhalbderMonte-CarloAnalyseAC-Simulationenmit ähnlichenParameter-
wertenzu Simulationsgruppenzusammengefaßt,wodurchdie ben̈otigteRechenzeitfür eineMonte-
CarloAnalyseaufKostenderGenauigkeit deutlichreduziertwerdenkann.

EineVielzahlderdeterministischenVerfahrenzurEntwurfszentrierungsindgeometrischeVerfahren,
die dasAkzeptanzgebietmittelsunterschiedlichergeometrischerKörperapproximieren.Unterande-
remsindVerfahrenbasierendaufSimplex-Approximation[DH77], Ellipsoiden[AMH91, AMHH99],
Polytopen[SVK93] undallgemeinenkonvexenKörpern[SPV99]in derLiteraturzufinden.DasZen-
trumdesapproximiertenAkzeptanzgebietesist dieDimensionierungmit derhöchstenapproximierten
Ausbeute.ProblematischbeiderApproximationdesAkzeptanzgebietesist wiederum,daßbeimEnt-
wurf integrierterSchaltungenEntwurfsparameterundstatistischeParameterdisjunktsind.

[MCR94, OMRC98] ist eine Erweiterungvon ASTRX /OBLX [ORC94, ORC96] auf den statisti-
schenSchaltungsentwurf.Für die statistischenParametermüssenGrenzengegebensein(z.B. ��� ),
innerhalbdererdie Schaltungfunktionierensoll, die also implizit dasAkzeptanzgebietdefinieren.
Die Dimensionierungwird daraufbasierendals infinitesProgrammierproblemformuliert undwie in
ASTRX /OBLX mittels

”
SimulatedAnnealing“ gelöst.Die darausresultierendeextrem hoheAnzahl

von Simulationenist nur aufgrunddesspeziellangepaßten,schnellenSimulatorsakzeptabel.Wie
im vorherigenAbschnitt beschriebenbeherrschtdieserSimulatorkeine transienteAnalyse,so daß
Eigenschaften,dieeinetransienteAnalyseben̈otigen,nichtuntersuchtwerdenkönnen.

NeuereVerfahrenbasierenauf Robustheitsmaßen,welche die Robustheit einer Spezifikationge-
gen̈uber den statistischenParameternund den Betriebsparameternbeschreiben.PerformanceSco-
res [DK95], Linearized PerformancePenalties (LPP) [KD95], Worst-Case-Abstände [AGW94,
Grä93,Wie94,SGA99,AEG

�
00a], CapabilityPotential Index (C
 ) undCapabilityPerformanceIn-

dex (C
�� ) [SA94,DG98] sindalsverwendeteRobustheitsmaßeveröffentlicht.

Die VerfahrenbasierendaufRobustheitsmaßenkönnenprinzipiell für NominalentwurfundEntwurfs-
zentrierungverwendetwerden.Der Hauptaufwandbei diesenVerfahrenliegt in derBerechnungder
Robustheitsmaße.Da in diesemFall für NominalentwurfundEntwurfszentrierungdieselbenRobust-
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heitsmaßeverwendetwerden,könnendieunterschiedlichenCharakteristikenundGenauigkeitsanfor-
derungenderbeidenEntwurfsschrittenichtber̈ucksichtigtwerden,wasin einemrelativ hohenSimu-
lationsaufwandresultiertverglichenmit einerin NominalentwurfundEntwurfszentrierunggetrennten
Dimensionierung.

[DG98] reduziertdenSimulationsaufwandbasierendauf symbolischenSchaltungsgleichungenund
einfachenTransistormodellen.Mittels DONALD [SSG90] wird ausdenGleichungenein Designplan
generiert,der zur DimensionierungderSchaltungdient.Durchdie VerwendungsymbolischerGlei-
chungenkannderSimulationsaufwanddeutlichreduziertwerden.Allerdingsunterliegt dasVerfahren
dadurchaberauchdenobendiskutiertenEinschr̈ankungendersymbolischenAnalyse;die einfachen
Transistormodellelimitieren die Genauigkeit der Abscḧatzungund mit den derzeitigenMethoden
könnennur linearebzw. linearisierteSchaltungeninnerhalbder symbolischenAnalyseuntersucht
werden.

Die meistenveröffentlichtenVerfahrenbetrachtennureinenderbeidenEntwurfsschritteobwohl eine
DimensionierungausNominalentwurfund Entwurfszentrierungbesteht.Die auf Robustheitsmaßen
basierendenVerfahren[KD95, DK95, AGW94, Grä93,Wie94,SGA99,SA94,DG98] vereinheitli-
chenbeideEntwurfsschritte,allerdingsauf KosteneineserḧohtenSimulationsaufwandes.Eswerden
alsoVerfahrenzur Dimensionierungben̈otigt, die einerseitsNominalentwurfund Entwurfszentrie-
rung untersẗutzen,andererseitsaberauchdie Charakteristiken beiderEntwurfsschritteber̈ucksichti-
gen.

Desweiterenliefert einerein mathematischeLösungdesOptimierproblemsderDimensionierungoft
eineschaltungstechnischnicht sinnvolle Lösung.In [MCR94, OMRC98] ist beispielsweisegezeigt,
daßASTRX /OBLX zwar einenOperationsversẗarker für denNominalfall deutlichbesserdimensio-
niert alsein Designer. Bereitsbei derBerücksichtigungvon kleinenStreuungenderBetriebsparame-
teraberfällt dieVersẗarkungextremab,daGrundprinzipiendesanalogenSchaltungsentwurfsverletzt
sind.Für dieAkzeptanzeinesautomatischenDimensionierungsverfahrensist esalsonotwendig,diese
GrundprinzipiendesanalogenSchaltungsentwurfseinzuhalten.

1.4 Ziele der Arbeit

Ziel der vorliegendenArbeit ist es,Verfahrenzu entwickeln, die eine effiziente automatische Di-
mensionierunganalogerintegrierterSchaltungermöglichen.Insbesonderesoll dabeiWert auf eine
allgemeineEinsetzbarkeit der vorgestelltenVerfahrengelegt werden;d.h. sie sollenmit beliebigen
Simulatoren(z.B. Schaltungssimulatoren,Leitungssimulatoren)zusammenarbeiten,siesollenkeine
Beschr̈ankungenbez̈uglich der Schaltungsklassen(z.B. nur Operationsversẗarker) oderder Art der
Eigenschaftenaufweisen(z.B. nur Kleinsignaleigenschaften).

Nominalentwurfund Entwurfszentrierungsollen in dieserArbeit auf einegemeinsamemathemati-
sche Problemstellungzurückgef̈uhrt werden,wobei die Charakteristiken jedesEntwurfsschrittesin
derFormulierungderZielgrößenber̈ucksichtigtwerden.Zielgrößenfür denNominalentwurfsinddie
Parameterabsẗande[Eck98, SSGA00, SEGA99b], diemit geringemSimulationsaufwandbestimmbar
sindundBetriebsparametersowie Empfindlichkeitenbez̈uglich derEntwufsparameterber̈ucksichti-
gen.

Innerhalbder Entwurfszentrierungwerdendie Worst-Case-Abstände [AGW94, Grä93,Wie94] als
Zielgrößenverwendet.Basierendauf denWorst-Case-Abständenkanndie parametrischeAusbeute
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derSchaltungunterBerücksichtigungderBetriebsparameterabgescḧatztwerden.Die Zielgrößenin
beidenEntwurfsschrittenlassensich als Robustheitsmaßeinterpretieren,welchedie Robustheitder
Schaltunggegen̈uber den in diesemEntwurfsschrittrelevantenParameternbeschreiben.Die Ziel-
größenwerdensowohl im Nominalentwurfalsauchin derEntwurfszentrierungin eineZielfunktion
transformiert,die bei AnnahmelinearvondenParameternabḧangenderZielgrößenkonvex ist.

Um eineAkzeptanzderVerfahrenundeinehoheEffizienzzu erreichen,müssendie besonderenAn-
forderungendesanalogenSchaltungsentwurfsin der Dimensionierungber̈ucksichtigtwerden.Gut
entworfeneanalogeSchaltungenzeichnensich in derRegel durcheinehoheUnempfindlichkeit ge-
gen̈uberParameterschwankungenundParametermit nahezuidentischerWirkungaus.Diesesfür den
BetriebundmanuellenSchaltungsentwurfwünschenswerteSchaltungsverhaltenbedeutetfür eineau-
tomatischeSchaltungsdimensionierungeine schlechteKondition deszugrundeliegendenOptimier-
problems.DieseschlechteKonditionist typischfür denEntwurf analogerSchaltungenundmußdes-
halbin denAlgorithmenber̈ucksichtigtwerden.

Gleichzeitigist zu beachten,daßdie SimulationanalogerSchaltungenzeitaufwendigist (zwischen
mehrerenSekundenbis über eine Stundefür eineSimulation).JedeAuswertungder Zielfunktion
innerhalbder DimensionierungbedeutetzumeistmehrereSimulationen(DC-, AC- und transiente
Simulation).Der dominanteTeil derRechenzeitinnerhalbderDimensionierungwird alsofür Schal-
tungssimulationenben̈otigt undnicht für MatrixoperationeninnerhalbdesOptimieralgorithmus.Dies
stehtim Gegensatzzu klassischenOptimierproblemen,die Funktionsauswertungenals schnellbe-
trachtenunddendominantenTeil derRechenzeitinnerhalbdesOptimieralgorithmusverbringen.Dies
mußbei derWahl desOptimieralgorithmusbeachtetwerden.

Das in dieserArbeit vorgestellteOptimierverfahrenbestimmtin jeder Iteration desOptimieralgo-
rithmusbasierendaufeinerLinearisierungderZielgrößenmit Hilfe derverallgemeinertenGrenzkur-
ve[SSGA00, SSGA99]eineSchrittweite,dieeingünstigesVerḧaltniszwischenAuslenkungderPara-
meterundReduktionderZielfunktionhat.Die verallgemeinerteGrenzkurve ist eineErweiterungder
charakteristischenGrenzkurve[ALP88, Lei86, Hus82, Pör89]aufbeliebigekonvexeFunktionen.Die
verallgemeinerteGrenzkurvebeschreibtdieMengevonparetooptimalenPunktenfür diekeinegleich-
zeitigeReduktionvon Zielfunktion undAuslenkungmöglich ist. In dieserArbeit wird insbesondere
die AnwendungderverallgemeinertenGrenzkurveaufdie vorgestellteZielfunktiondiskutiert,sieist
abernicht darauflimitiert. Wie in denBeispielenin Kapitel 4 gezeigt,ist damitdie Bestimmungei-
nersinnvollenSchrittweitefür die verwendeteZielfunktion mit einemgeringenSimulationsaufwand
möglich.

In dergesamtenDimensionierungwerdenstrukturelleNebenbedingungen[Eck98,ZEG98,GZEA01]
konsequentber̈ucksichtigtundderdadurcherreichtegroßeFortschrittgegen̈uberdemStandderTech-
nik wird anSchaltungsbeispielengezeigt.StrukturelleNebenbedingungenformalisierenSchaltungs-
wissenund garantierenso die Einhaltungvon GrundprinzipiendesanalogenSchaltungsentwurfs
währenddergesamtenDimensionierung.Für dasderSchaltungsdimensionierungzugrundeliegende
Optimierproblembedeutendie strukturellenNebenbedingungeneinerseitseinedeutlichReduktion
der Anzahlder ParameterundandererseitseineEinschr̈ankungdesSuchraumesauf ein schaltungs-
technischrelevantesGebiet.AnhandpraktischerSchaltungsbeispielewird in Abschnitt4 gezeigt,daß
erstdurchdieseEinschr̈ankungdesSuchraumesauf ein schaltungstechnischsinnvolles Gebieteine
automatischeDimensionierunganalogerSchaltungenermöglicht wird.

Im Verlauf der Arbeit entstandenacht Vorveröffentlichungen[SSGA00, AEG
�

00a, SEGA99a,
SEGA99b,SSGA99, Sch99,SGLS98,SSLG99, AEG

�
00b]. Die vorgestelltenVerfahrensindin dem
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ProgrammWiCkeD [AEG
�

00a,AEG
�

00b] implementiertundwerdenim industriellenEinsatzzur
Schaltungsdimensionierungverwendet.BesondererWert wurdedaraufgelegt, daßein Einsatzmit
möglichstwenigVorbereitungsaufwandmöglich ist. IndustriellverwendeteSimulationsumgebungen
wie beispielsweiseCASAC [Eck98], SIMPILOT oderMATLAB sindohnewesentlichenAufwandin-
tegrierbar, waseineGrundvoraussetzungfür die industrielleAnwendbarkeit ist.

Die weitereArbeit gliedertsichwie folgt: Kapitel 2 definiertdie Grundgr̈oßenfür die Schaltungsdi-
mensionierungund führt die Zielfunktion desNominalentwurfund der Entwurfszentrierungein. In
Kapitel 3 wird dasOptimierverfahrenfür die MinimierungdieserZielfunktionendiskutiert.Anhand
von Beispielschaltungenin Kapitel 4 wird die AnwendungdesvorgestelltenVerfahrenszur Schal-
tungsdimensionierungdemonstriert.Kapitel 5 stellt die wichtigstenPunkteder Arbeit nochmalim
Überblickdar.
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Kapitel 2

Problemdefinition

Wie in derEinleitungbeschrieben,wird in dervorliegendenArbeit dieDimensionierungeinerSchal-
tungin NominalentwurfundEntwurfszentrierungunterteilt.DieseUnterscheidungber̈ucksichtigtins-
besonderedie charakteristischenEigenschaftender einzelnenEntwurfsschritte.Um dennocheinen
einheitlichenEntwurfsablaufzu ermöglichen,werdenals ein wichtiger BeitragdieserArbeit beide
Entwurfsschritteauf einegemeinsamemathematischeBeschreibungzurückgef̈uhrt.Der Unterschied
liegt in diesemFall nur nochin denalsZielgrößenverwendetenRobustheitsmaßen,die sich in Be-
rechnungsaufwandundInterpretationunterscheiden.

Im Folgendensollenzun̈achstdie GemeinsamkeitenbeiderSchrittebetrachtetundanschließenddie
ZielgrößenunddasresultierendeOptimierproblemfür jedenEntwurfsschrittgetrenntvorgestelltwer-
den.

2.1 Schaltungsparameterund Schaltungseigenschaften

2.1.1 Schaltungsparameter

Bei einergegebenenTopologiekanneineSchaltungdurch ihre Schaltungsparameter ��������� be-
schriebenwerden.Diese könnenwiederumin Entwurfsparameter ����� ��� , statistische Parame-
ter ����� � � undBetriebsparameter!"��� ��# unterschiedenwerden:

�%$ &' � �!
()

(2.1)

Entwurfsparameter

Die Entwurfsparameter� (auchDesignparameter) könnenvomSchaltungsentwicklereingestelltwer-
denundunterliegenkeinerleiStreuungen.Die StreuungenwerdendurchdiestatistischenParameter�
modelliert.EntwurfsparameterkönnenbeispielsweiseTransistorl̈angen/WeitenoderKapaziẗatswerte



22 Problemdefinition

sein.Für die Entwurfsparametersind Untergrenzen� L und Obergrenzen� U gegeben.DieseGren-
zendefiniereneinen *,+ -dimensionalenHyperquader, denzulässigenBereich -.+0/1� L 2 � U 3 , innerhalb
dessendie Parameterwerteliegenmüssen:-4+0/1� L 2 � U 3 $650�879� L : � : � U ; (2.2)

Die Untergrenzen� L sind meist durchdie Fertigungstechnologievorgegeben,beispielsweisedefi-
nierendie minimalenStrukturgrößenderverwendetenTechnologiedie Untergrenzenfür die Längen
und Weiten der Transistoren.WeitereGrenzenergebensich durchstrukturelleNebenbedingungen
(Abschnitt2.1.3)odermüssenvom Schaltungsentwicklerfestgelegt werden.DasIntervall zwischen
derUnter- undObergrenzeeinesEntwurfsparametersdefiniertdenmöglichenÄnderungsbreichdie-
sesParametersund kann somit wie untendiskutiert auchzur Normierungder Entwurfsparameter
verwendetwerden.

StatistischeParameter

Die statistischenParameter� beschreibendie unvermeidlichenStreuungendesFertigungsprozesses
(z.B. Schwankungender Oxiddicke tox, der Dotierungoderder SchwellspannungenV th). Die sta-
tistischenParametersind in der Regel normalverteilt (z.B. SchwellspannungenV th, Weitenredukti-
on dw) oder logarithmischnormalverteilt (z.B. Oxiddicke tox, Beweglichkeit �=< ). Wie in [Esh92]
gezeigt,könnenviele Verteilungenauf eineGaußscheNormalverteilungzurückgef̈uhrt werden.Dies
gilt insbesondereauchfür eine logarithmischeNormalverteilung.Deshalbsoll im weiterenfür die
statistischenParametereineNormalverteilung� � N /1� < 2�>?3 mit demErwartungswert��< undderKo-
varianzmatrix> angenommenwerden.

Die Kovarianzmatrix> setztsichausderStreumatrix@ undderKorrelationsmatrixA zusammen.> $B@BCDAEC�@ (2.3)

Die Streumatrix@ entḧalt die Streuungen�GF derstatistischenParameter, die im allgemeinenvonden
Entwufsparameternabḧangenkönnen.Diesgilt insbesonderebeiBerücksichtigunglokaler(Intra-die)
Schwankungen,die nachdemFlächengesetz[PDW89] (z.B. � V th �H� � � WL) modelliertwerden.

@�/I� 3 $
&JJJ' �LK /I� 3 M CDCDC MM �ONP/1� 3 ...

...
. . . MM CDCDC M � � � /1� 3

(RQQQ) 2 �GFS/1� 3UTVM (2.4)

Ein ElementWXFZY [\$]WP[9Y F dersymmetrischenundpositiv definitenKorrelationsmatrixA beschreibtdie
Korrelationzwischenden Parameter̂_F und ^`[ . Für die Korrelationenwird angenommen,daßsie
unabḧangigvon denEntwurfsparametern� sind.

Aa$
&JJJ' � W.K9Y N CDCDC W.K9Y �_�W	NbY K � ...

...
. . .W �_� Y K CDCDC W � � Y � �dc K �

(RQQQ) 2 7 WXFZY [X7 :6� (2.5)
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Die Kovarianzmatrix > nachGl. (2.3) ist symmetrischund positiv definit. Mit den eingef̈uhrten
Größenergibt sich für die statistischenParameterfolgendeWahrscheinlichkeitsdichtefunktionder
Normalverteilung[JW92]:eLfhg /1� 2 �_< 2�>i3 $ �� jPk � � � fhl�m > C lon4eqp=r �j /I� r ��< 3ds C > c K C	/I� r � < 3ut (2.6)

Betriebsparameter

Die Betriebsparameter! beschreibenalle Parameter, die sich währenddesBetriebesder Schaltung
ändernkönnen.Bei integriertenSchaltungenkönnendiesbeispielsweisedie TemperaturoderVer-
sorgungsspannungensein.Für die Betriebsparametersind im DatenbucheinerSchaltungUntergren-
zen ! L undObergrenzen! U gegeben.DieseGrenzendefinierendenToleranzbereichv4wP/x! L 2 ! U 3 , in-
nerhalbdessendieSchaltungfunktionierenmuß.v4w0/x! L 2 ! U 3 $65y!z7{! L : ! : ! U ; (2.7)

Desweiterensind für die BetriebsparameterwerteauchNominalwerte !,< definiert,die typischeBe-
triebsbedingungenbeschreiben.Die NominalwertemüsseninnerhalbdesToleranzbereichesv.w liegen.
Oft werdensiejeweils in derMitte zwischenOber- undUntergrenzegewählt.

Normierung der Parameter

Die einzelnenParameter|hF könnenunterschiedlicheEinheitenhabenundvonvöllig unterschiedlichen
Größenordnungensein(z.B. Transistorweitenim Bereichvon � m undWiderstandswertevonk } ). Für
einenschnellenErfolg einerOptimierungwerdenallerdingseinheitenloseParameterben̈otigt, deren
Änderungensichtypischerweisein dergleichenGrößenordnungbewegen[NW99, Spe98,GMW81].
Dazumüssendie Parameterauf typischeÄnderungsbereiche~�|GF normiertwerden:

� normiert $
&JJJ' � � ~�|LK M CDCDC MM � � ~�|ON ...

...
. . . MM CDCDC M � � ~�| � �

( QQQ) C � unnormiert (2.8)

In der Praxishat sich die in [Eck98,Pör89] vorgeschlageneNormierungauf die Parametergrenzen
bzw. Streuungenbewährtundsoll deshalbin dieserArbeit verwendetwerden.~?��F�$]� U Y F r � L Y F (2.9)~�^ F�$]�GF (2.10)~��_F�$�� U Y F r � L Y F (2.11)

Für denRestderArbeit werdendie Parameterunddie vondenParameternabḧangigenMatrizenund
Vektorenalsnormiertangenommen.
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Abbildung2.1:Akzeptanzgebietder(a) Eigenschaftenund(b) statistischenParameterohneBerück-
sichtigungvon Betriebsparametern.

2.1.2 Schaltungseigenschaften,Spezifikationenund Ausbeute

Schaltungseigenschaften

Bei gegebenerSchaltungstopologiekönnendie Schaltungsparameter� mit Hilfe einesSimulatorsin
denRaumderSchaltungseigenschaften� (z.B. Versẗarkung,Verz̈ogerungszeit)abgebildetwerden:�%�����/�� 3�2 ����� � � (2.12)

Die Abbildung der Parameterauf die Schaltungseigenschaftenist im allgemeineneindeutig.Eine
eindeutigeRückabbildungdagegenvom Raumder Schaltungseigenschaftenin denParameterraum
existiert normalerweisenicht.

Spezifikationen

Die Spezifikationen� B beschreibenAnforderungenandie Schaltung.Für die Schaltungseigenschaf-
ten � könnenUntergrenzen� L und/oderObergrenzen� U gegebensein:� F��� �

L Y F für eineUntergrenze (2.13)� F��: �
U Y F für eineObergrenze (2.14)

OhneEinschr̈ankungderAllgemeinheitkannjedeUntergrenzedurchMultiplikation mit r � in eine
Obergrenzetransformiertwerden.Im weiterenwerdendeshalballe Spezifikationen� B alsObergren-
zenangenommen.
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DasAkzeptanzgebietim Eigenschaftsraum
��� Y F bez̈uglich einerSpezifikation

�
B Y F ist dasGebiet,in

demdie Spezifikationen
�

B Y F erfüllt ist:��� Y F,$�5 � FS/�� 3 7 � Fx/�� 3\: �
B Y F ; (2.15)

DasAkzeptanzgebiet
���

aller SchaltungseigenschaftenbestimmtsichausderSchnittmengederein-
zelnenAkzeptanzgebiete: ��� $ �FR��K9Y������ Y � B

��� Y F (2.16)

Wie in Abbildung 2.1(a) angedeutet,ist das Akzeptanzgebiet
���

der Eigenschaftenein * � -
dimensionalerHyperquader. Ein Ziel desNominalentwurfsist es,dieSchaltungsozudimensionieren,
daßfür typischeBetriebsparameter!�< und ohneBerücksichtigungvon Prozeßstreuungen( ��$�� < )
die Schaltungseigenschaftenim Akzeptanzgebietliegen,alsoalleSpezifikationenerfüllt sind.

Ausbeute

DasAkzeptanzgebiet
��� Y F1/1� 3 derstatistischenParameterbez̈uglicheinerSpezifikationist die Menge

aller statistischenParameter, für welchedie Schaltungfür alle BetriebsparameterausdemToleranz-
bereichv4w dieSpezifikation

�
B Y F erfüllt:��� Y Fx/I� 3 $¡ ¢�.7 £�¤ n¥P¦ § # 5 � FS/I� 2 � 2 ! 3,;¨: �

B Y Fb© (2.17)

DasAkzeptanzgebiet
��� /1� 3 der statistischenParameterberechnetsich wiederumals Schnittmenge

allereinzelnenAkzeptanzgebiete
��� Y F .��� /I� 3 $ �Fª��K9Y������ Y � B

��� Y F1/1� 3 (2.18)

Abbildung2.1(b)veranschaulichtdasAkzeptanzgebiet
���

derstatistischenParameter. Die Ausbeu-
te « , der Anteil der funktionsf̈ahigenSchaltungenandengesamtenproduziertenSchaltungenkann
bei Vernachl̈assigungkatastrophischerFehler(z.B. Kurzschl̈ussezwischenzwei Leitbahnen)durch
ein Integralberechnetwerden. «�/1� 3 $­¬h® �9¯±°0² eLfhg /I� 2 �_< 2�>³3 d� (2.19)

Die Definition der AusbeuteentsprechendGl. (2.19)wird auchals parametrische Ausbeute(para-
metric yield) bezeichnet,da sie außerParameterschwankungenkeineweiterenFehlerquellen(z.B.
Spot-Defekte,Elektromigration,ESD)ber̈ucksichtigt.Da für technischrelevanteSchaltungenim all-
gemeinenkeineeindeutigeAbbildung vom Eigenschaftsraumin denParameterraumexistiert, kann
wederdasAkzeptanzgebiet

��� /1� 3 , nochdie Ausbeute«´/1� 3 analytischbestimmtwerden.Vielmehr
wird dasIntegral (2.19)üblicherweisemit einerMonte-CarloAnalyseabgescḧatzt.Ziel einerDimen-
sionierungist es,dieAusbeuteuntergegebenenRandbedingungen(z.B. gegebeneObergrenzefür die
Fläche)zumaximieren.
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2.1.3 Struktur elle Nebenbedingungen

SchaltungseigenschaftenbeschreibendasSchaltungsverhaltenauf Zell- bzw. Blockebene.Aus einer
SystemsimulationaufZell- resp.BlockebenekönnendeshalbnurSpezifikationenfür dieSchaltungs-
eigenschaftenvorgegebenwerden.Schaltungstechnischsinnvoll dimensionierteanalogeSchaltungen
zeichnensich abernicht nur dadurchaus,daßsie dieseSpezifikationenerfüllen. Vielmehrmüssen
eineVielzahlweitererBedingungeneingehaltenwerden,die einehoheRobustheitderSchaltungsi-
cherstellen.Bei einermanuellenDimensionierungwerdendieseRegeln zumeistintuitiv durchden
Entwickler eingehalten.Um eineerfolgreicheautomatischeDimensionierunganalogerSchaltungen
zuermöglichen,müssendieseRegelnformalisiertundin denEntwurf integriertwerden.

In [EGG98, Eck98,ZEG98,GZEA01] wird gezeigt,daßfür denErfolg einerautomatischenrechner-
gesẗutztenDimensionierungfolgendeÜberlegungenwichtig sind:� Schaltungsspezifikationenwerdenin der Regel nur für die Eigenschaftenspezifiziert,die für

den geplantenEinsatzzweckder Schaltungkritisch erscheinen.Die Beachtungallein dieser
Spezifikationenstellt allerdingsnochkeinenrobustenundphysikalischsinnvollen Schaltungs-
entwurf sicherund führt teilweisedazu,daßnormalerweisenicht spezifizierteEigenschaften
unakzeptableWerteannehmenundsomitdie Schaltungunbrauchbarfür die geplanteAnwen-
dungwird.� Schaltungsspezifikationenwerdenauf einerhöherenAbstraktionsebenedefiniertund können
somitnichtSchaltungszuständeaufeinertieferenAbstraktionsebenekontrollieren.Einerobust
dimensionierteanalogeSchaltungzeichnetsichaberzumeistdadurchaus,daßalleTransistoren
die ihnenzugedachtenFunktionenerfüllen (z.B. spannungsgesteuerteStromquelle),sichalso
in einemdefiniertenZustandbefinden.� Ein GrundprinzipdesanalogenSchaltungsentwurfsist dasArbeitenmit Transistorpaaren.Um
die Empfindlichkeit der Transistorpaaregegen̈uber lokalen Streuungen(Mismatch) klein zu
halten,müssenspezielleRegelneingehaltenwerden.

Wie in [Eck98,ZEG98,GZEA01] gezeigt,könnenbasierendauf diesenÜberlegungenRegeln ein-
geführt werden,die einerobusteund schaltungstechnischsinnvolle Dimensionierungsicherstellen.
Die RegelnbeschreibenAnforderungenaneinzelneTransistoren,TransistorpaareoderTeilschaltun-
gen (z.B. Kaskode-Stromspiegel). Für jede Grundstruktur(z.B. Stromspiegel, Level-Shifter, etc.)
wird ein Satzvon Dimensionierungsnebenbedingungendefiniert,die einesinnvolle und robusteDi-
mensionierungsicherstellen.Wird einesolcheGrundstrukturinnerhalbeinerSchaltungerkannt,kann
ihr der vorherdefinierteSatzvon Nebenbedingungen(strukturelle Nebenbedingungen) zugeordnet
werden.

StrukturelleNebenbedingungenkönnenanhandverschiedenerKriterienklassifiziertwerden.Im Rah-
menderautomatischenDimensionierungist allerdingsvor allenDingendieEinteilungin Gleichheits-
undUngleichheitsnebenbedingungenvon Interesse:� JedeGleichheitsnebenbedingungdefiniertzweiodermehrParameterdieunmittelbarvoneinan-

derabḧangen,alsodurcheineneinzelnenunabḧangigenParameterersetztwerdenkönnen.Jede
Gleichheitsnebenbedingungreduziertsomit die Anzahl der unabḧangigenParameterundver-
ringertsodieKomplexitätdesProblems.Die Gleichheitsnebenbedingungenwerdendurcheine
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Struktur Ungleichheits- Gleichheits- Summe
bedingungen bedingungen

Spannungsgesteuerte
Stromquelle(VCCS) 3 — 3
Spannungsgesteuerter
Widerstand 3 — 3
Stromspiegel 12 2 14
Level-Shifter 13 2 15
Differenzpaar 12 2 14
Komplemenẗarpaar — 1 1
Kaskodeschaltung — 1 1

Tabelle 2.1: Überblick über strukturelle Nebenbedingungenfür typische analoge CMOS-
Grundstrukturen.

ReduktionderEntwurfsparameterber̈ucksichtigtundtauchendeshalbin derweiterenProblem-
formulierungnicht mehrauf. In Kapitel 4 wird an Beispielengezeigt,wie durchdie Gleich-
heitsnebenbedingungendie AnzahlderunabḧangigenEntwurfsparametersignifikantreduziert
wird.� UngleichheitsnebenbedingungendefinierenGrenzenim Parameterraum.Dies können zum
einenunmittelbarParametergrenzensein,die denzulässigenBereich -.+ derEntwurfsparame-
terdefinieren.AndereUngleichheitsnebenbedingungenbeschreibeninnereSchaltungszustände
(z.B. Sättigungsforderungenfür Transistoren),welchedie prinzipielle Funktionsf̈ahigkeit der
Schaltunggarantieren.Zur AuswertungdieserNebenbedingungenist eineDC-Analyseausrei-
chend,dieim RahmenderEigenschaftsauswertungnormalerweiseauf jedenFall ben̈otigt wird.
Esentstehtalsokein zus̈atzlicherSimulationsaufwand.

Tabelle2.1 gibt einenÜberblick überdie strukturellenNebenbedingungenamBeispielvon CMOS-
Grundstrukturen.OhneEinschr̈ankungderAllgemeinheitkönnendie Ungleichheitsnebenbedingun-
gen µU/I� 2 � 2 ! 3 soformuliertwerden,daßerfüllte Nebenbedingungenpositiv sind:µ¶/I� 2 � 2 ! 3 �]· 2 µ¸��� � ¹ (2.20)

EinegutdimensionierteanalogeSchaltungzeichnetsichdadurchaus,daßalleSpezifikationen� B und
gleichzeitigalle Nebenbedingungenµ erfüllt sind.

2.2 ProblemstellungdesNominalentwurfs

Ziel desNominalentwurfsist es,dieEntwurfsparametersoeinzustellen,daßdieSchaltungfür vorge-
gebeneWertederBetriebsparameterundderstatistischenParameteralleSpezifikationenundNeben-
bedingungenerfüllt.

In dieserArbeit soll die AufgabenstellungdesNominalentwurfsdahingehenderweitertwerden,daß
die EigenschaftenunterBerücksichtigungdesEinflussesder Betriebsparameterzus̈atzlich nochso
viel Abstandwie möglich zur Spezifikationhabensollen und so ein guter Ausgangspunktfür die
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simulationsintensiveEntwurfszentrierungbestimmtwird [SSGA00]. Schaltungsbeispielein Kapitel4
zeigen,daßaufdieseWeisedieGesamtzahlderim Entwurfsablaufben̈otigtenSimulationenreduziert
werdenkann,obwohl sichdie AnzahlderSchaltungssimulationenim Nominalentwurferḧoht.

Zur BewertungdereinzelnenEigenschaftenundzur BestimmungeinerKostenfunktionim Rahmen
desNominalentwurfswird eineZielgrößeben̈otigt, die� denEinflußderBetriebsparameterber̈ucksichtigt,� Eigenschaftenmit unterschiedlichenEinheitenundGrößenordnungenmiteinandervergleichbar

macht,� ein ÜbertreffenderSpezifikationenuntersẗutztund� mit einemmöglichstgeringenAufwandberechnetwerdenkann.

In [Eck98, SEGA99b] wird der Parameterabstandº ohneBerücksichtigungder Betriebsparame-
ter als Zielgrößefür den Nominalentwurfvorgeschlagen.Im folgendensoll als ein Beitrag dieser
Arbeit die Definition desParameterabstandesum denEinfluß der Betriebsparametererweitertwer-
den[SSGA00].

2.2.1 Der Parameterabstand

Der Parameterabstandº�FS/I�»< 3 beschreibteine Abscḧatzung für die minimale Parameterauslen-
kung 7Z7 ~��\7Z7 , dienötig ist umausgehendvoneinemParametersatz�¼< für eineSchaltungseigenschaft

� F
die Spezifikationsgrenze

�
B Y F zu erreichen.Er ist damitein Maß für denAbstandderEigenschaft

� F
von ihrer Spezifikation

�
B Y F . Der Parameterabstandbasiertdabeiauf einerEmpfindlichkeitsanalyse,

die im RahmendesOptimierverfahrens(Kapitel 3) auf jedenFall gemachtwerdenmuß.Esentsteht
deshalbkeinzus̈atzlicherSimulationsaufwand.

In dem hier diskutiertenVerfahrensind die statistischenParameterim gesamtenNominalentwurf
auf ihre Erwartungswerte�_< gesetzt.Sie könnenaberauchauf jedenanderenfestenWert gesetzt
werden.Werden

”
eherdigitale“ Schaltungenuntersucht,soist essinnvoll anstattderErwartungswer-

te � < der statistischenParametereventuellvorgegebeneEckparameters̈atze(z.B. slow oder fast Pa-
rameters̈atze)zu benutzen.Da die statistischenParameterinnerhalbdesNominalentwurfssichnicht
ändern,werdensiein diesemAbschnittweggelassen.

Zur BerechnungdesParameterabstandesº�FS/I�»< 3 wird ein linearesModell ½� FS/1� 2 ! 3 derEigenschaft
� F

im Punkt /1�¼< 2 !�< 3 bestimmt:½� FS/I� 2 ! 3 $ � Fd/I�»< 2 !,< 3�¾À¿�sd Y F C�/I� r �Á< 3�¾À¿,sw�Y F C�/x! r !,< 3 (2.21)

mit ¿ d Y F $­Â d
� Fu7 °DÃ Y ¥ Ã 2 ¿ w�Y F $ÄÂ?w � Fu7 °DÃ Y ¥ Ã

In diesemlinearenModell ½� Fd/I� 2 ! 3 interessiertvor allem die Mengeder Grenzparametersätze Å B Y F .
Grenzparametersätzesinddie Entwurfsparametersätze � , für welchedie linearisierteEigenschaftim
abgescḧatztenWorst-Case-BetriebsparametersatzgleichderSpezifikation

�
B Y F ist:Å B Y F,$¡ Æ�87d£Ç¤ n¥D¦ § #ÉÈ ½� FS/I� 2 ! 3DÊ $ �

B Y Fb© (2.22)
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Ë � r �Á< Ë $Ì7�º�Fb7
7 º¼Fu7
�»<

��N

�hK

Å B Y F
�¼ÍXY F

Abbildung2.2:VeranschaulichungdesParameterabstandes.

Die MengederGrenzparametersätzeist eine /I*L+ r �P3 -dimensionaleHyperebene,in derveranschau-
lichendenAbbildung2.2mit zweiEntwurfsparameternalsoeineGerade.In dieserMengederGrenz-
parameters̈atze Å B Y F gibt eswiederumeinenausgezeichnetenParametersatz��ÍXY F , der Parametersatz
mit demgeringstenAbstand

Ë � r �¼< Ë vomLinearisierungspunkt�»< . DerBetragdesAbstandesvom
Linearisierungspunktist derBetragdesParameterabstandesº�F :�»ÍXY F,$ argmin° ¦�Î B Ï Ð È /1� r �¼< 3ds C�/1� r �¼< 3 Ê (2.23)7�º�Fb7y$ Ë �¼ÍXY F r �¼< Ë (2.24)

Das Vorzeichendes Parameterabstandesº�F wird so bestimmt, daß der Parameterabstandpo-
sitiv ist, wenn die Spezifikation im linearen Modell ½� FS/I� 2 ! 3 im abgescḧatzten Worst-Case-
Betriebsparametersatzund �q$Ñ�Á< erfüllt ist:

º¼FS/1�¼< 3 $ ÒÓ{Ô ¾ 7�º�FS/I�»< 3 7 für £�¤ n¥P¦ § # È ½� Fd/I�»< 2 ! 3 Ê : �
B Y Fr 7�º�FS/I�Á< 3 7 für £�¤ n¥P¦ § # È ½� Fd/I�»< 2 ! 3 Ê T �
B Y F (2.25)

Um sinnvolle Wertefür denParameterabstandº�F zu erhalten,ist zu beachten,daßdie Entwurfspara-
meternormiertsindwie in Kapitel 2.1.1beschrieben.

BerechnungdesParameterabstandes

Der Parameterabstandbasiertauf der LinearisierungeinerSchaltungseigenschaft.Die Aufgabeder
BestimmungdesParameterabstandeskanndeshalbunterteiltwerdenin zwei getrennteProblemstel-
lungen;Abscḧatzender Worst-Case-Betriebsparameterund Berechnungder Auslenkungder Ent-
wurfsparameter. DerEinflußderBetriebsparameterkannabgescḧatztwerdendurch:½! WCÐ $ argmax¥P¦_§ # È ½� Fd/I�»< 2 ! 3 Ê (2.26)½� FZY ¥ WC /1� 3 $ ½� Fx/1� 2 ½! WCÐ 3 (2.27)
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Gl. (2.26) ist ein separierbareslinearesOptimierproblemauf dem Simplex v.w . Separierbarbedeu-
tet hier, daßeine Nebenbedingungjeweils parallel zu einer Parameterrichtungund orthogonalzu
allen anderenParameterist. Daherkann jederBetriebsparameterunabḧangigvon denanderenBe-
triebsparameternauf seineOber- oderUntergrenzegesetztwerdenund somit Gl. (2.26) mit linea-
rer Komplexität Õ�/I*Lw 3 gelöst werden.Der abgescḧatzte Worst-Case-Betriebsparametersatz½! WC Y F
liegt in einer Ecke desToleranzbereichesv4w [Dan63] und ist unabḧangig von den Entwurfspara-
metern.Er muß in jedemSchritt desOptimieralgorithmusnur einmalberechnetwerden.Die Dif-
ferenz ½� FZY ¥ WC /I�»< 3 r ½� Fd/1�¼< 2 !L< 3 ist die Verschiebung deslinearisiertenEigenschaftswertesdurchdie
Betriebsparameter.

Der Punkt ��ÍXY F kann mittels einesLagrage-Ansatzesberechnetwerden.Das Optimierproblemzu
Gl. (2.23)lautet �¼ÍXY F�$ argmin° È Ë � r �Á< Ë N 7 ½� FÖY ¥ WC /1� 3 $ �

B Y F Ê (2.28)

mit derzugeḧorigenLagrange-Funktion×Ø/1� 2oÙL3 :×Ø/1� 2`Ù,3 $ Ë � r �»< Ë N ¾ÚÙ C	/�½� FZY ¥ WC /1� 3 r �
B Y F 3 (2.29)

Die hinreichendenExtremalbedingungenfür ein Minimum lauten[Spe98]:Â ° ×Ø/1� 2`Ù,3 $ · / LagrangeBedingung3 (2.30)½� FZY ¥ WC /1� 3 r �
B Y F,$ M / Nebenbedingung3 (2.31)Â N°D° ×Ø/1� 2`Ù,3UTVM / Minimumbedingung3 (2.32)

Die positiveDefinitheitderHesseMatrix Gl. (2.32)ist mit Â N°D° ×Ø/1� 2`Ù,3 $ÑÛ für alle �%��� �_� garan-
tiert. Setztmandie linearisierteEigenschaftGl. (2.21)in dieLagrangeBedingungGl. (2.30)ein, läßt
sich ��ÍXY F bestimmen: �¼ÍXY F r �¼<¶$ r Ù j C ¿ ° Y F (2.33)

Aus derNebenbedingungGl. (2.31)unterBerücksichtigungderLinearisierungGl. (2.21)bestimmt
sich Ù zu: Ù $ j C ½� FZY ¥ WC /1�¼< 3 r �

B Y F¿ s ° Y F ¿ ° Y F (2.34)

VerwendetmandiesesErgebnisin Gl. (2.33),soergibt sichdaraus:�»ÍXY F r �¼<¶$ 7 � B Y F r ½� FZY ¥ WC /I�»< 3 7Ë ¿ d Y F Ë N C ¿ ° Y F (2.35)

Mit demin Gl. (2.25)definiertenVorzeichenkannder Parameterabstandº�F als explizite Gleichung
geschriebenwerden: º�FS/1�»< 3 $ �

B Y F r ½� FZY ¥ WC /I�»< 3Ë ¿ d Y F Ë (2.36)

EigenschaftendesParameterabstandes

DerParameterabstandnachGl. (2.36)kanninterpretiertwerdenalsAbstandderEigenschaftvonihrer
Spezifikationnormiertaufdie Beeinflußbarkeit, gemessenalsLängedesGradienten.

Mit demParameterabstandstehteineZielgrößefür denNominalentwurfzurVerfügung,die
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� unterschiedlicheEigenschaftenvergleichbarmacht,� sowohl denAbstandeinerEigenschaftzu ihrerSpezifikationber̈ucksichtigtalsauchdieBeein-
flußbarkeit dieserEigenschaft,� denEinflußderBetriebsparameteraufdasSchaltungsverhaltenabscḧatzt,� ein Übertreffen der Spezifikationenuntersẗutzt und dabeiauchauf der Spezifikationsgrenze
differenzierbarbleibtund� keinenzus̈atzlichenSimulationsaufwandverursachẗubereineEmpfindlichkeitsanalysehinaus,
die im RahmendesOptimieralgorithmusauf jedenFall gemachtwerdenmuß.

Die BerechnungdesParameterabstandesausdensimuliertenEmpfindlichkeitenist mit linearerKom-
plexität Õ´/�*,+ ¾ *,w 3 möglich.Die Rechenzeitzur BerechnungdesParameterabstandeskannim Ver-
gleichzurSimulationszeitin derRegel vernachl̈assigtwerden.

2.2.2 Zielfunktion für denNominalentwurf

Für dieOptimierungmüssendieParameterabständealsZielgrößendesNominalentwurfsin eineska-
lareZielfunktion transformiertwerden.Dabeiergibt sichwie sp̈aterauchin derEntwurfszentrierung
dieAufgabe,daßverletztenSpezifikationen– negativenParameterabständen– einhohesGewicht zu-
kommenmußunderfüllte SpezifikationeneinenniedrigenAnteil anderZielfunktionhabensollten.

Mit der in [LD89, Grä93,Wie94, KD95] vorgeschlageneGewichtungderRobustheitsmaßemit der
ExponentialfunktionbestimmtsichdieZielfunktion Ü»ÍL/1�¼< 3 für denNominalentwurfzu:Ü»ÍL/I�»< 3 $ � BÝ FR��K lon4e / rÉÞ CPº¼F	/1�Á< 3O3,2 Þ TßM (2.37)

DerpositiveFaktor Þ in Gl. (2.37)ist einSkalierungsfaktor[LD89, KD95] für dieParameterabstände,
dieZielgrößendesNominalentwurfs.Ziel desNominalentwurfsist eineMinimierungderZielfunkti-
on Ü»Í�/1�¼à 3 unterEinhaltungallerNebenbedingungen:£ÇáÖâ°Dã ¦�ä � 5yÜ»Í�/I�»< 3 7dµz/1�¼< 3 �]· ; (2.38)

Die LösungvonGl. (2.38)ist eineDimensionierung,diealleSpezifikationenunterBerücksichtigung
desEinflussesderBetriebsparametersogutwie möglicherfüllt. InsbesonderebrichtdieOptimierung
nachErreichenaller Spezifikationennicht ab,sondernversuchtsienochsoweit möglich zu übertref-
fen. DiesesÜbertreffen schafft einenSicherheitsabstandzur Spezifikation,wodurchein günstiger
Ausgangspunktfür einenachfolgendesimulationsaufwendigeEntwurfszentrierungbestimmtwird.

2.3 Problemstellungder Entwurfszentrierung

Ziel der Entwurfszentrierungist es,die parametrischeAusbeute« Gl. (2.19)zu maximieren.Dies
entsprichteinerDimensionierung

”
tief im Inneren“ desAkzeptanzgebietes

���
der statistischenPa-

rameter. Mit Hilfe desWorst-Case-Abstands[AGW94,Grä93,Wie94, SSGA99,AEG
�

00a]können
dasAkzeptanzgebiet

��� Y F unddieAusbeute«�F bez̈uglicheinerSpezifikationapproximiertwerdenund
derGradientderAusbeute«LF bestimmtwerden.
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2.3.1 Der Worst-Case-Abstand

Der Worst-Case-Abstandist analogzum Parameterabstanddefiniert,nur daßhier der Abstandzur
Spezifikationim RaumderstatistischenParameterbestimmtwird undkeinlinearesSchaltungsmodell
verwendetwird sondernvielmehrdienichtlineareSchaltungselbst.

Zur FormulierungdesWorst-Case-Abstandså WC Y F wird im RaumderstatistischenParameterzun̈achst
die MengederGrenzparametersätzeæ B Y F definiert[SGA99,AEG

�
00a]:æ B Y FS/I�»< 3 $ç è�¶7d£Ç¤ n¥0¦_§ # 5 � Fx/1�¼< 2 � 2 ! 3o; $ �

B Y Fu© (2.39)

Aus der Menge der Grenzparametersätze wird der Punkt bestimmt,der den geringstenAbstand
vom Erwartungswert�_< hat, gemessenin der mit der inversenKovarianzmatrix > c K gewichtetené N -Norm.Diesesist derWorst-Case-Punkt� WC Y F unddessenAbstandwird alsBetragdesWorst-Case-
Abstandes7 å WC Y Fb7 definiert:� WC Y F1/1�»< 3 $ argminê ¦_ë

B Ï Ð ¯ì° Ã ² È /1� r �_< 3ds C > c K C�/1� r �_< 3 Ê (2.40)7 å WC Y FS/I�»< 3 7�$Eí /1� WC Y Fx/1�¼< 3 r �_< 3 s C > c K /1� WC Y FS/I�»< 3 r ��< 3 (2.41)

Punkte gleicher Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion liegen nach Gl. (2.6) auf Ellipsoiden/1� r � < 3 s > c K /I� r �_< 3 $ const um den Nominalpunkt �_< . Der Worst-Case-Punkt� WC Y F ist daher
der Punktausder Mengeder Grenzparametersätze,der die höchsteAuftrittswahrscheinlichkeit hat.
Das VorzeichendesWorst-Case-Abstandeså WC Y F wird analogzum Parameterabstandso definiert,
daß der Worst-Case-Abstandpositiv ist, wenn für nominalestatistischeParameter( ��$ �_< ) die
Spezifikationfür alle Betriebsparameter! ausdemToleranzbereichv4w erfüllt ist [Wie94,Grä93]:

å WC Y Fx/I�Á< 3 $ ÒÓ{Ô ¾ 7 å WC Y Fx/1�¼< 3 7 für £Ç¤ n¥0îXï0ð 5 � FS/1�¼< 2 �_< 2 ! 3o;i: �
B Y Fr 7 å WC Y F1/1�Á< 3 7 für £Ç¤ n¥0îXï0ð 5 � FS/1�¼< 2 �_< 2 ! 3o;iT �
B Y F (2.42)

Abbildung 2.3(a)veranschaulichtdie BerechnungdesWorst-Case-Abstandes.Linearisiertmandas
Akzeptanzgebietder statistischenParameterim Worst-Case-Punkt(Abbildung 2.3(b)),so kannder
Worst-Case-AbstandalsStreuungsvielfachesinterpretiertwerden[Grä93,Wie94]. Die abgescḧatzte
Ausbeute«�F für daslinearisierteAkzeptanzgebiet½��� Y F berechnetsichzu:

½«�Fx/I�Á< 3 $ �� j0k ¬�ñ WC Ï Ð ¯±°0Ãx²c4ò l�n4e�p¼r�ó Nj t dó (2.43)

å WC Y F -3 -2 -1 0 1 2 3½«�F 0.1% 2.3% 15.9% 50% 84.1% 97.7% 99.9%

Tabelle2.2:ApproximierteAusbeute ½«�F in Abhängigkeit vomWorst-Case-Abstandå WC Y F
.
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/1� r �_< 3 s > c K /1� r �_< 3 $]å NWC Y F

^ N ^ N

^PK^0K
(b)

� WC Y F
�_<

½��� Y F
��� Y F

(a)

æ B Y F
� WC Y F7 å�Fb7
/1� r �_< 3 s > c K /1� r �_< 3 $]å NWC Y F��<

��� Y F

Abbildung2.3:Berechnungdes(a)Worst-Case-Abstandå WC Y F und(b) linearisiertenAkzeptanzgebie-
tes ½��� Y F derstatistischenParameter.

BerechnungdesWorst-Case-Abstandes

DerWorst-Case-Abstandist vergleichbarmit demParameterabstand,nurdaßerim VergleichzumPa-
rameterabstanddieEmpfindlichkeit bez̈uglichderstatistischenParameterbeschreibtundeinedirekte
InterpretationalsStreuungsvielfacheshat.Die exakteBerechnungdesWorst-Case-Punktes� WC Y F und
damit auchdesWorst-Case-Abstandesist für denFall einernichtlinearerAbhängigkeit der Schal-
tungseigenschaftenvon denParameternein skalaresquadratischesOptimierproblemmit einernicht-
linearenGleichheitsnebenbedingung.

VerfahrenzurBerechnungdesWorst-Case-Punktes� WC Y F findensichin [AEG
�
00a,Wie94,AGW94,

SSGA99]. In [Wie94,AGW94] wird ein SQP-Verfahren[Sch81]verwendet,[AEG
�

00a] diskutiert
ein SQP-Verfahrenmit konjugierterGradientenEigenschaft,dasinsbesondereim Fall lokalerPara-
meterschwankungenvorteilhaftist. In beidenFällenwird die ben̈otigteRechenzeitvon derSimulati-
onszeitdominiert.Die Anzahlderben̈otigtenSimulationenist linear in derAnzahlderstatistischen
Parameter.

EigenschaftendesWorst-Case-Abstands

Mit demWorst-Case-AbstandstehteineZielgrößefür dieEntwurfszentrierungzurVerfügungmit der� das Akzeptanzgebietder statistischenParameterfür eine Eigenschaftapproximiertwerden
kann,� die AusbeuteohneweiterenSimulationsaufwandabgescḧatztwerdenkann(Tabelle2.2)und� schaltungs-undeigenschaftsspezifischeWorst-Case-Parameters̈atzebestimmtwerdenkönnen.
Basierendauf diesenWorst-Case-Parameters̈atzenwiederumkönnenkritischestatistischePa-
rametererkanntwerden[AEG

�
00a].

Die Qualiẗat der ApproximationdesAkzeptanzgebietesund der Ausbeuteabscḧatzunghängtdabei
entscheidendvon der Lineariẗat der zugrundeliegendenEigenschaftab. Da die Linearisierungaller-
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dingsin demGrenzparametersatzmit der höchstenAuftrittswahrscheinlichkeit erfolgt, liefert sie in
derRegeleineguteAbscḧatzung.

2.3.2 Zielfunktion der Entwurfszentrierung

Analog zumNominalentwurfmüssenauchbei der Entwurfszentrierungdie Zielgrößenin eineska-
lare Zielfunktion transformiertwerden.Ziel ist es,alle Worst-Case-Abständeso großwie möglich
zu machen,dabeiaberinsbesonderenegativeoderkleineWorst-Case-Abständezu verbessern.Diese
schr̈anken die Ausbeuteam meistenein. Die Zielfunktion muß also auchin der Entwurfszentrie-
rungdenkleinenbzw. negativenZielgrößenein hohesGewicht geben.Wie in [LD89, KD95, Wie94,
Grä93]vorgeschlagen,sollenin derEntwurfszentrierungdieWorst-Case-AbständemittelseinerSum-
mevonExponentialfunktionenin eineskalareZielfunktion Ü ñ /I�»< 3 transformiertwerden:

Ü ñ /1�¼< 3 $ �D�Ý FR��K l�n4e / rÉÞ C_å WC Y Fx/I�Á< 3u3�2 Þ TßM (2.44)

Der positive Faktor Þ in Gl. (2.44) ist wie in Gl. (2.37)ein Gewichtungsfaktor für die Worst-Case-
Absẗande.Ein großerGewichtungsfaktor Þ verleihtkleinenundnegativenWorst-Case-Abständenein
großesGewicht undvernachl̈assigtgroßeWorst-Case-Abstände.Gleichzeitigverschlechtertsichaber
dieKonditiondesOptimierproblems.Für Þ � ô trägtnurnochderkleinsteWorst-Case-Abstandzur
Zielfunktion bei.Ziel ist auchhier eineMinimierungderZielfunktion Ü ñ /1�¼< 3 unterEinhaltungaller
Nebenbedingungen: £ÇáÖâ° Ã ¦�ä � 5yÜ ñ /1�¼< 3 7dµz/1�»< 3 �]· ; (2.45)

Die Minimierprobleme,die denNominalentwurfGl. (2.38)unddenToleranzentwurfGl. (2.45)be-
schreiben,sindnichtlineareOptimierproblememit Nebenbedingungen.Im nächstenKapitelwird eine
Methodikbeschrieben,dieseMinimierproblememit einemvertretbaremAufwandzu lösen.



Kapitel 3

Dimensionierung

In Kapitel 2 wurdendie ProblemstellungdesNominalentwurfs(Abschnitt 2.2) und der Entwurfs-
zentrierung(Abschnitt2.3) auf ein nichtlinearesMinimierproblemmit Nebenbedingungenzurück-
geführt. Die Zielfunktion für denNominalentwurfÜ»Í�/1� 3 unddie EntwurfszentrierungÜ ñ /I� 3 haben
dengleichenAufbau.DerwesentlicheUnterschiedliegt im Berechnungsaufwandfür dieZielgrößen.
Innerhalbder Entwurfszentrierungmüssenfür die Berechnungder Worst-CaseAbsẗandemehrere
Optimierprobleme[Wie94, AEG

�
00a] gelöst werden.Dies führt, wie an Schaltungsbeispielenin

Kapitel 4 gezeigt,zu einemdeutlich höherenRechenaufwand verglichen mit der Berechnungder
Parameterabstände,weshalbeineTrennungderDimensionierungin NominalentwurfundEntwurfs-
zentrierungsinnvoll ist.

Die Charakteristiken der beiden Entwurfsschrittesind in der Formulierung der Zielgrößen be-
reits ber̈ucksichtigt.DiesesKapitel konzentriertsichdeshalbauf die LösungdesOptimierproblems
Gl. (2.38)bzw. Gl. (2.45)mit Methoden,welchedie EigenheitendesanalogenSchaltungsentwurfs
ber̈ucksichtigen.Die Zielfunktion ÜU/1�¼< 3 , die bei NominalentwurfundEntwurfszentrierungvon der
Form hergleichist, wird dabeiangenommenzu:

ÜU/I�»< 3 $ ��õÝ FR��K l�n4e / röÞ C_÷4F1/1�¼< 3b3L2 Þ TVM (3.1)

DasOptimierproblemergibt sichunterVerwendungvonGl. (3.1)zu:£�áZâ°PÃ ¦_ø � 50ÜU/I�Á< 3 7dµz/1�¼< 3 �]· ; (3.2)

In derNominalpunktdimensionierungwerdendie Zielgrößen÷.F durchdie Parameterabständeº�F er-
setzt,in derEntwurfszentrierungdurchdieWorst-CaseAbsẗandeå WC Y F . Dadurchergibt sichtrotzihrer
mathematischidentischenForm jeweils eineunterschiedlicheInterpretationderZielfunktion in bei-
denEntwurfsschritten.DasvorgestellteVerfahrenist nicht auf Parameterabständebzw. Worst-Case
Absẗandebeschr̈ankt.Wie sp̈atergezeigt,ist esvielmehraufalleProblemeanwendbar, für welchedie
linearisiertenZielgrößenin eineskalarekonvexeZielfunktion transformiertwerden.

Gl. (3.2) ist ein nichtlinearesMinimierproblemmit Nebenbedingungen.Aufgabeder Dimensionie-
rung ist es,eineLösungdiesesMinimierproblemsmit einerakzeptablenSimulationszahlzu bestim-
men.Ziel ist dabeinicht eineextrem genaueBestimmungdesoptimalenParametersatzes,sondern
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vielmehr eine möglichst schnelleBerechnungeinesakzeptablenParametersatzesin der Nähedes
Optimums.Die geforderteGenauigkeit ergibt sichbeispielsweiseausderBedingung,daßTransistor-
weitenundTransistorl̈angennur aufeinemvordefiniertenGitter liegendürfen.

Wie bereitsin derEinleitungbeschriebenist bei derLösungdesMinimierproblemszubeachten,daß
dieAuswertungderZielfunktionrechenzeitintensiv undsomitteuerist.Optimierverfahren,die inner-
halbeinerschlechtparallelisierbarenLiniensucheeineVielzahlvon AuswertungenderZielfunktion
ben̈otigen,sinddeshalbnicht sinnvoll anwendbar.

3.1 Überblick

NichtlineareOptimierproblemekönnenaußerin Sonderf̈allennichtanalytischgelöstwerden.Für die
LösungdieserProblemesind, wie in der EinleitungbeschriebenstochastischeMethoden(z.B. Si-
mulatedAnnealing[KCGV83]) und deterministischeMethodenverfügbar. DeterministischeMetho-
denhabendabeidenVorteil, zumeistschnellerzu konvergieren,d.h. sieben̈otigendeutlichweniger
Funktionsauswertungen,die bei derDimensionierungzeitaufwendigeSimulationenbedeuten.Dafür
kannim allgemeinenabernur die KonvergenzzueinemlokalenOptimumbewiesenwerden.

AufgrundderschnellerenKonvergenzeigenschaftensoll in dieserArbeit eindeterministischesVerfah-
renVerwendungfinden.VondendeterministischenVerfahrensindspezielldieTrust-RegionAlgorith-
men[Sor82]für schlechtkonditionierteProblemegeeignet[DEAM97, DV97]. Zudemben̈otigendie
Trust-Region AlgorithmenkeineLiniensuchesondernkombinierenvielmehrdie Bestimmungeiner
SuchrichtungundSchrittweite.Der verwendeteAlgorithmusgliedertsichdabeiin folgendeSchrit-
te [NW99, Spe98,GMW81]:

1. SetzedenIterationsindex �8$ M unddie Entwurfsparameter� ¯úù ²< aufdie gegebenenStartwerte.

2. Linearisiereim Linearisierungspunkt� ¯±ù_²< die Zielgrößenûûö/I� 3 $ ûö/I� ¯úù ²< 3ü ý_þ ÿ ¾ Â ° û�7 ° � °�� ���Ãü ý_þ ÿ CÌ/I� r � ¯±ù_²< 3ü ý_þ ÿ ¾ �����½ûö/�� 3 $ û ¯úù_²< ¾ 	 ¯úù_² C � (3.3)

unddieNebenbedingungenµµ /1� 3 $ µ /1� ¯úù_²< 3ü ý_þ ÿ ¾ Â ° µö7 ° � °
� ���Ãü ý_þ ÿ Cç/I� r � ¯úù_²< 3ü ý_þ ÿ ¾ �����½µU/�� 3 $ µ ¯±ù_²< ¾ � ¯±ù_² C � � (3.4)

3. BestimmebasierendaufderLinearisierungderZielgrößeneineParameterkorrektur � ¯úù_² .
4. Überpr̈ufe die Abbruchkriterienfür die Optimierung.Sind die Abbruchkriteriennicht erfüllt,

dannbestimmedenneuenLinearisierungspunkt� ¯úù � K ²<� ¯±ù � K ²< $­� ¯±ù_²< ¾ � ¯±ù_² 2 (3.5)

erḧohedenIterationsindex �8$Ñ� ¾��X2 (3.6)

undstartedie nächsteIterationbei Schritt2.
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Der entscheidendePunkt in diesemAlgorithmus ist die Bestimmungeiner Parameterkorrektur in
Schritt3. In diesemPunktmußeineParameterkorrekturberechnetwerden,für diesicheinerseitseine
deutlicheReduktionderZielfunktion im linearisiertenSchaltungsmodellergibt undandererseitsdie
Linearisierungnochgültig ist, alsodie Fehlerreduktionauchin der nichtlinearenSchaltungsignifi-
kantist. InsbesonderesolltederSchaltungssimulatorim neuenParametersatzkonvergieren.Extreme,
schaltungstechnischnicht sinnvolle Auslenkungenresultierenoft in einerSchaltungfür die der Si-
mulatornur sehrschlechtkonvergiert. In diesemFall ist mit sehrlangenSimulationszeitenselbstfür
kleineSchaltungenzu rechnen.

Im FalleeinerquadratischenZielfunktion (least-squareoptimization) hatsichfür dieBerechnungei-
nerSchrittweitediecharakteristischeGrenzkurve[ALP88,Hus82, Lei86,Pör89]bewährt.Aufbauend
aufdenIdeendercharakteristischenGrenzkurvesoll in dieserArbeit einvergleichbaresVerfahrenfür
konvexe Optimierprobleme– einekonvexeZielfunktion auf einemkonvexenGebietvorgestelltwer-
den.Dazuwird zun̈achstdie charakteristischeGrenzkurve diskutiert.Anschließendwird ausgehend
vondercharakteristischenGrenzkurvedieverallgemeinerteGrenzkurvealseineMethodezurSchritt-
weitenbestimmungfür diegewählteZielfunktionGl. (3.1)vorgestellt.

3.2 Die charakteristischeGrenzkurve

Die charakteristischeGrenzkurve mit Nebenbedingungendientzur BestimmungderSchrittweitefür
ein quadratischesOptimierproblem:£�áZâ
 È Ë�� F ¾�� � Ë N 7 � � ¾ µ»< �]· Ê 2 (3.7)

mit
�

F $ � /I�Á< 3o2 � $­Â ° � /1�¼< 3
Der Vektor

�
faßt die

”
Fehler“ der Schaltungzusammen.Die Formulierungdes Problemsnach

Gl. (3.7) beschreibtdie OptimierungdesFehlersauf Wunschwerte,die alle als Null angenommen
werden;ein ÜbertreffendieserWunschwertewird nichtuntersẗutzt.

3.2.1 Anpassungder Zielfunktion

Ziel ist eineMinimierungderZielfunktionnachGl. (3.1).Beachtetman,daßjedereinzelneSummand
in dieserZielfunktion immerpositiv ist, sokanndie MinimierungderGesamtfunktionalsMinimie-
rungdesQuadratesall ihrerTermebeschriebenwerden.PaßtmandieZielfunktionderartan,soergibt
sicheineKomponente�uF desFehlervektors

�
zu [SEGA99b]:�9FS/1�»< 3 $ lonhe / rÉÞ C�÷.Fx/1�¼< 3b3 (3.8)

Die Jacobimatrix� berechnetsichdaraufaufbauendzu:� $ röÞ C diag/ � /I�»< 3u3 C 	 (3.9)

Der diag/ 3 OperatortransformierthierbeieinenVektorin eineDiagonalmatrix.
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3.2.2 Definition der charakteristischenGrenzkurve

Wie obendiskutiert ist es nicht dasZiel, in jedemIterationsschrittdasOptimierproblemexakt zu
lösen,sondernvielmehreineLösungmit deutlicherFehlerreduktionzu finden, für welchedie Li-
nearisierungnochgültig ist. EsmußalsoeinKompromißzwischenAuslenkungundFehlerreduktion
gefundenwerden.Dazuwird die Auslenkunggemessenals

Ë � Ë N mit einempositivenFaktor Ù ge-
wichtet[Hus82, Lei86, Pör89]:£�áZâ
 È Ë�� F ¾�� � Ë N ¾ Ù C Ë � Ë N 7 � � ¾ µ»< ��· ÊØ2 Ù � M (3.10)

Für Ù � ô ergibt sich die Lösungmit minimalemAbstandvom Linearisierungspunkt,die alle
linearisiertenNebenbedingungenerfüllt; Ù $ M dagegenlöstdasurspr̈unglicheOptimierproblem.Die
Lösungvon Gl. (3.10) in Abhängigkeit von Ù wird mit ���o/ Ù,3 und der linearisierteFehlervektor an
dieserStellemit ½� ��/ Ù,3 bezeichnet:����/ ÙL3 $ argmin
 È Ë�� F ¾�� � Ë N ¾ Ù C Ë � Ë N 7 � � ¾ µ»< �]· Ê (3.11)½� ��/ ÙL3 $ �

F ¾�� C�����/�� 3 (3.12)

Abbildung3.1(a)zeigtbeispielhaftdie parametrischeKurve (
Ë ����/ ÙL3 Ë 2 Ë ½� ��/ ÙL3 Ë ) undveranschaulicht

die Extremwertefür Ù � ô und Ù $ M . Um verschiedeneProblemevergleichenzu können,wer-
dendie Auslenkung

Ë ����/ ÙL3 Ë undderlinearisierteSchaltungsfehler
Ë ½� ��/ Ù,3 Ë sotransformiert,daßdie

normierteAuslenkungÞ / ÙL3 unddernormierteSchaltungsfehler�4/ ÙL3 zwischenM und � liegen:Þ / ÙL3 $ Ë ����/ ÙL3 Ë r Ë ����/ Ù � ô 3 ËË ����/ MX3 Ë r Ë ����/ Ù � ô 3 Ë (3.13)�h/ Ù,3 $ ��h/ Ù,3 r ��4/ MX3� r ��4/ MX3 (3.14)

mit
��h/ Ù,3 $ Ë ½� ��/ ÙL3 Ë N¢r Ë ½� < Ë NË ½� ��/ Ù � ô 3 Ë N r Ë ½� < Ë N 2 und (3.15)Ë ½� < Ë N $ £ÇáÖâ
 È Ë�� F ¾�� C�� Ë N Ê (3.16)

Der Fehler
Ë ½� < Ë in Gl. (3.16) ist dasMinimum deslinearisiertenProblemsohneNebenbedingun-

gen.Für ein unterbestimmtesoderreguläresSystem( *L+ � * B) ist dieserWert immerNull. Für ein
überbestimmtesSystemläßtsichderFehlervektor

�
mittelseinerQR-Zerlegung[GvL96] derEmp-

findlichkeitsmatrix � so transformieren,daßein Teil destransformiertenFehlervektorsvollständig
zuNull reduziertwerdenkann,währendderRestnichtbeeinflußbarist. Abbildung3.1zeigtein typi-
schesBeispielfür dieparametrischeKurve / Þ / ÙL3�2 �4/ ÙL3O3 , die charakteristischeGrenzkurve.

3.2.3 Eigenschaftender charakteristischenGrenzkurve

Im RahmeneinesangepaßtenLevenberg-MarquardtVerfahrens[Lev44, Mar63] sindfolgendeEigen-
schaftenbedeutendfür die Verwendbarkeit der charakteristischenGrenzkurve zur Schrittweitenbe-
stimmung[ALP88, Pör89]:
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Ë ��� Ë
Abbildung 3.1: Darstellungder Auslenkungund des Schaltungsfehlersfür die charakteristische
Grenzkurve in (a) unnormierter(

Ë ��� Ë 2 Ë ½� � Ë ) und (b) normierter( Þ 2 � ) Darstellungin Abhängigkeit
von Ù .

� Die normierte Auslenkung und der normierte Schaltungsfehlerliegen immer im Inter-
vall � M���������� . Somitsinddie KurvenverschiedenerProblemeuntereinandervergleichbar.� Die Kurve beschreibtdie Lösungenmit minimalemFehlerim linearisiertenSystemfür eine
gegebenemaximaleAuslenkung[Mor77]. Im linearisiertenSystemgibt eskeineLösungen,die
unterhalbder Kurve liegen.Die Kurve stellt damit die Mengeder paretooptimalenPunktein
linearisiertenSystemdar. An diesenPunktenist esnicht möglich gleichzeitigdenFehlerund
die Auslenkungzuverringern.� Die Kurve ist sowohl im normiertenalsauchim unnormiertenSystemkonvex. Jeweiterman
sichvomLinearisierungspunktwegbewegt, je größer

Ë ����/ ÙL3 Ë , destoflacherwird die Kurve.� Für ein ProblemohneNebenbedingungenund mit ideal konditionierterEmpfindlichkeitsma-
trix � (SpektraleKonditionszahl[GvL96]: cond/ � 3 $ � ) ist dienormierteKurve / Þ / ÙL3�2 �4/ ÙL3O3
eineGerade.JeschlechterdieKonditionderEmpfindlichkeitsmatrix,destosẗarkerist dieKurve
gekr̈ummt.Wie in derEinleitungangedeutet,ist eineschlechteKonditionderEmpfindlichkeits-
matrix abertypischfür denanalogenSchaltungsentwurf.Die charakteristischeGrenzkurve ist
deshalbzumeiststarkgekr̈ummt.

Die Konvexität zusammenmit der typischerweisestarken Krümmung der Grenzkurve (Abbil-
dung3.1) bedeutet,daßamBeginn derKurve für Ù � ô mit einerkleinenAuslenkungeinegroße
Fehlerreduktionerreichtwerdenkann.Bis zum Knickpunkt wird der Fehler � normalerweisestark
reduziert.NachdemKnickpunktverläuftdieKurvetypischerweiserelativ flach;eineweitereAuslen-
kungresultiertnur mehrin einergeringf̈ugigenFehlerreduktion.Eineerstesinnvolle Schrittweiteist
demnachdie AuslenkungbiszumKnickpunkt.
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LokalesKoordinatensystem
orthogonalisiertzuderaktivenNebenbedingung

r Â 
 ½� K ½� K_/ � 3 $ M
ó N $"!_K

GrenzkurveohneNebenbedingungen

ó Kz$$#�K

% N

% KGrenzkurvemit Nebenbedingungen����/ ÙL3

r Â 
 Ë ½��Ë N
ProjezierterGradient:r'&)(�*+ (�,&.- ,

Abbildung3.2:Grenzkurvemit einerNebenbedingungenundVeranschaulichungderTransformation
orthogonalzuderaktivenNebenbedingung.

3.2.4 Berechnungvon Punkten auf der Grenzkurve

Die LösungdesMinimierproblemsGl. (3.11)kannfür einDimensionierungsproblemohneNebenbe-
dingungenexplizit formuliertwerden[ALP88, Lei86]:�/�`/ ÙL3 $ r / � s �H¾ÚÙ CDÛ 3 � � s �

F 2 für *10�$ M (3.17)

Hierbeibezeichnet/ � s �¡¾]Ù CyÛ 3 � die Moore-PenroseInverse(Pseudoinverse) [GvL96]. Mit Ne-
benbedingungenkanndasMinimierproblemsGl. (3.11)nichtmehrexplizit gelöstwerden.In [Pör89]
wird dasOptimierproblemmit demBeale-Algorithmus[Neu75]gelöst.DerBeale-Algorithmusist ei-
neErweiterungdesSimplex-Verfahrens[Dan63] aufeinequadratischeZielfunktion.Allerdingskann
derAlgorithmuswie auchderSimplex Algorithmusim schlimmstenFall exponentielleKomplexität
haben.

Für dieLösungquadratischerOptimierproblememit linearenNebenbedingungenexistierenaberauch
Algorithmen mit quadratischerKomplexität Õ�/I* B CG*,+ 3 , beispielsweiseAlgorithmen der primalen
quadratischenProgrammierung(PQP)[Sto71,GM78, Spe98,NW99]. Ist bereitseine Lösungfür
einenWertvon Ù bekannt,ermöglichendieseAlgorithmenaucheinenschnellen

”
Restart“ für dieBe-

rechnungeinerbenachbartenLösung.Ändertsichdie MengederaktivenNebenbedingungenfür die
benachbarteLösungnicht,dannwird die neueLösungin einemSchrittberechnet.EineNebenbedin-
gung � F ist dannaktiv, wennsiegeradenocherfüllt ist ( � F,$ M ) undderGradientderNebenbedingung
undderZielfunktion in die gleicheRichtungzeigen,ihr Skalarproduktpositiv ist. Dies ist in Abbil-
dung3.2veranschaulicht.

Der PQP-Algorithmusliefert zus̈atzlich zur Lösung des Minimierproblemsauch die Lagrange-
MultiplikatorenunddieOrthogonalisierungsmatrix2 deraktivenNebenbedingungen.Mit Hilfe die-
serOrthogonalisierungsmatrixkanndasOptimierproblemmit aktivenUngleichheitsnebenbedingun-
genin einOptimierproblemohneaktiveNebenbenbedingungentransformiertwerden.Sind * aktiv Ne-
benbedingungenaktiv und ist 3 �À��� aktiv 4 � � die Empfindlichkeitsmatrix(Jacobimatrix)deraktiven
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Nebenbedingungensogilt für die Transformation:2HC)3 s $ 5 A ·76 2 A ��� � aktiv 4 � aktiv obereDreicksmatrix (3.18)8 $ 29�"$ 5;:< 6 2 : ��� � aktiv (3.19)

Die Systemmatrix� und die Empfindlichkeitsmatrix � der Nebenbedingungenwerdenebenfalls
entsprechendtransformiert.Um innerhalbdeslinearisiertenzulässigenBereichszu bleiben,darf der
Wert der aktiven Nebenbedingungennicht mehrver̈andertwerden.Dies ist gleichbedeutenddamit,
daßim transformierten

8
-Raumdie Wertederersten* aktiv Parameter, in Gl. (3.19)mit

:
bezeichnet,

nicht variiert werdendürfen. Die restlichenParameter, in Gl. (3.19) in dem Vektor
<

zusammen-
gefaßt,dagegendürfen variiert werden.In Abbildung3.2 ist die Orthogonalisierungunddaslokale8
-Koordinatensystemveranschaulicht.

Jede aktive Nebenbedingungverringert die Anzahl der freien Entwurfsparameterum eins.
Nach[Lei86] könnenbei derReduktionderEntwurfsparameterzweiFälle unterschiedenwerden:

ÜberbestimmtesSystem: In einem überbestimmtenSystem kann bei der Reduktion der Ent-
wurfsparametereineKonditionsverbesserungder reduziertenSystemmatrixbewiesenwerden.
Dasbedeutet,daßeineaktiveNebenbedingungin einemüberbestimmtenSystemimmerzu ei-
ner Konditionsverbesserungführt. Ein Systemist auchdannüberbestimmt,wenndie Anzahl
derfreienEntwurfsparameter*L+ r * aktiv kleinerodergleichderAnzahlderZielgrößenist.

UnterbestimmtesSystem: In einemunterbestimmtenSystemkannkeineAussagëubereineVerbes-
serungderKonditionderSystemmatrixgemachtwerden.EskannjedochhäufigeineVerbesse-
rungderKonditionerwartetwerden.

Bei einerzunehmendenZahl aktiver NebenbedingungenkannalsoeineVerbesserungder Konditi-
on der zu denaktiven NebenbedingungenorthogonalisiertenSystemmatrixerwartetbzw. bewiesen
werden.

3.2.5 Berechnungder Steigungder Grenzkurve

NebendenWertenfür dentransformiertenFehler�h/ Ù,3 unddieAuslenkungÞ / ÙL3 ist esohnewesentli-
chenZusatzaufwandauchmöglich,dieSteigung=q/ Þ 2 � 2`Ù,3 aneinemberechnetenPunkt / Þ / ÙL3�2 �4/ ÙL3O3
zu bestimmen.Im Gegensatzzu [Pör89] soll die SteigungderGrenzkurve hier sobestimmtwerden,
daßdie Ergebnissesp̈ateraufdie verallgemeinerteGrenzkurve übertragenwerdenkönnen.

Wie in [Lei86, Pör89] gezeigt,kannder ParameterÙ als Lagrange-Parameterfür die Nebenbedin-
gung

Ë � Ë N : Ë �¢/ ÙL3 Ë interpretiertwerden.In [Spe98,NW99] wird gezeigt,daßder zu einer Ne-
benbedingunggeḧorige LagrangeParameterdie Empfindlichkeit der Zielfunktion bez̈uglich dieser
Nebenbedingungbeschreibt(auchalsSchattenpreisebezeichnet).Mit derZielfunktion

Ë ½� � Ë N undder
Nebenbedingung

Ë � Ë N : Ë ����/ ÙL3 Ë N kanndie SteigungderunnormiertenGrenzkurve bestimmtwer-
denzu: > Ë ½� �o/ ÙL3 Ë N> Ë �/��/ ÙL3 Ë N $ r Ù (3.20)
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Die Steigung =q/ ÙL3 der normiertenGrenzkurve bestimmtsich durch Differenzierungder Normie-
rungsfunktionen: =q/ ÙL3 $ �4/ ÙL3Þ / ÙL3 $ > �4/ ÙL3> Ë ½� ��/ ÙL3 Ë N C > Ë ½� ��/ Ù,3 Ë N> Ë �/�o/ Ù,3 Ë N C > Ë �/��/ ÙL3 Ë N> Þ / Ù,3 2 mit (3.21)> �h/ Ù,3> Ë ½� ��/ ÙL3 Ë N $ ���h/ Ù,3 C�/ � r ��./ M	3u3 C �j / Ë ½� ��/ Ù � ô 3 Ë Nzr Ë ½� < Ë N 3 (3.22)> Ë �/��/ ÙL3 Ë N> Þ / Ù,3 $ j C Ë ���o/ ÙL3 Ë C�/ Ë ����/ M	3 Ë r Ë ���o/ Ù � ô 3 Ë 3 (3.23)

Aus Gl. (3.20)bisGl. (3.23)ergibt sichdie Steigungzu:=q/ ÙL3 $ r Ù C Ë ����/ ÙL3 Ë / Ë ����/ M	3 Ë r Ë ����/ Ù � ô 3 Ë 3/ Ë ½� < Ë N r Ë ½� ��/ Ù � ô 3 Ë N 3 / � r ��h/ M	3O3Dí (�*+ Ã ( , c (�*+@? ¯BA�² ( ,(�*+ Ã ( , c (�*+ ? ¯BADC ò ² ( , (3.24)

SetztmandieDefinitionenfür die transformierteAuslenkungÞ unddenFehler� nachGl. (3.13)bzw.
(3.14)ein,soergibt sichdie in [Pör89] hergeleiteteFormelfür dieSteigung:=q/ Ù,3 $ r Ù C Þ / ÙL3 C�/ Ë ���o/ M	3 Ë r Ë ����/ Ù � ô 3 Ë 3=¾ Ë ����/ Ù � ô 3 Ë�4/ ÙL3 C	/ � r ��./ MX3O3�¾ ��./ M	3 C (3.25)Ë ����/ M	3 Ë r Ë ����/ Ù � ô 3 Ë/ � r ��4/ MX3O3 C�/ Ë ½� �o/ Ù � ô 3 Ë N¢r Ë ½� < Ë N 3
Da die Steigungin einembereitsberechnetenPunkt ohnewesentlichenZusatzaufwand berechnet
werdenkann,sollte sie bei der Approximationder Grenzkurve verwendetwerden.Dazu wird im
nächstenAbschnitteineApproximationderGrenzkurve basierendauf denTangentenin denbereits
berechnetenPunktenvorgestelltwerden.

3.2.6 Abschnittsweiselineare Approximation der Grenzkurve

Die Grenzkurve ist nicht als analytischeFunktion gegeben.Vielmehr stellt die Berechnungjedes
Punktesauf derGrenzkurve die LösungeinesOptimierproblemsdar, für dasallerdingskeineSimu-
lationenben̈otigt werden.Die Grenzkurve kannalsonicht alseinegeschlosseneFunktionbestimmt
werden,sondernvielmehrsindnureinzelnePunkteaufderGrenzkurveunddieSteigungderKurvean
diesenPunktenberechenbar. Zur DarstellungderGrenzkurve undzur Berechnungvon Punktenmit
vorgegebenemFehler � , vorgegebenerAuslenkungÞ oderSteigung= ist esnötig, die Grenzkurve
auf derBasiseinzelnerberechneterPunktezuapproximieren.

In diesemAbschnittwird einein [Pör89] vorgeschlageneabschnittsweiselineareApproximationder
Grenzkurvediskutiert.Die Grundlagefür diesesVerfahrenbildetdie ApproximationderGrenzkurve
zwischenzwei berechnetenPunkten/ Þ K 2 �PK 3 und / Þ N 2 � N 3 , wobei im folgenden Þ K�E Þ N angenom-
menwird.
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AbschnittsweiselineareApproximation der Grenzkurve zwischenzweiPunkten

In [Pör89] wird vorgeschlagen,die Kurve zwischenzwei berechnetenPunktendurchihre Tangenten
zu approximieren(Abbildung3.3).Stellt mandenapproximiertenSchaltungsfehler½� L in Abhängig-
keit derAuslenkungÞ dar, soergibt sich:

½� L / Þ 3 $GF �PK ¾ = K�/ Þir¸Þ K 3 für Þ : ÞIH� N ¾ =´N»/ Þ N r�Þ 3 für Þ T ÞIH (3.26)

Die Größen = K und =´N in Gl. (3.26) sind die Steigungender Grenzkurve nachGl. (3.24) in den
beidenEndpunkten.Der Punkt / ÞIH 2 � H 3 ist der Tangenschnittpunkt.Für denTangentenschnittpunkt
mußgelten: �PK ¾ = K / ÞIHLr¸Þ K 3 �$$� N ¾ =´NP/ ÞJH,r¸Þ N 3 (3.27)

Als LösungvonGl. (3.27)ergibt sichderTangentenschnittpunkt/ ÞIH 2 � H 3 zu:ÞIH $ � N r �PK ¾ Þ KK= K r¸Þ N.=´N= K r =´N (3.28)� H $ �PK ¾ = K_/ ÞJH,r¸Þ K 3 (3.29)

Die stückweiselineareApproximationderGrenzkurve zwischenzwei Punktenist im gesamtenBe-
reichstetig,hataberfür = KML$N=´N im TangentenschnittpunkteineUnstetigkeit in dererstenAbleitung.

BestimmungdesmaximalenFehlersfür die Approximation mittels Tangenten

Die Grenzkurve ist konvex und verläuft daherinnerhalbdesDreiecks,dasdie Tangentenund die
Sekantebilden (Abbildung 3.3). Die Höhe O desDreiecksist damit ein Maß für den maximalen
Approximationsfehler.

Die Höhe O desDreiecksschneidetausgehendvom Tangenschnittpunkt/ ÞIH 2 � H 3 , Gl. (3.28) bzw.
(3.29)die SekanteandemPunkt / Þ � 2 � � 3 . Für diesenPunktmußgelten:� H ¾ / Þ � r¸ÞJH 3 =QP �$N�DK ¾ / Þ � r¸Þ K 3 = �

(3.30)

Die Größen = �
und =QP bezeichnenhierbeidie Steigungder Sekantebzw. der Höhe,die senkrecht

auf derSekantesteht: = � $ �PK r � NÞ K r¸Þ N (3.31)=QP $ r �= � $ Þ N r¸Þ K�PK r �_N (3.32)

Für dieSteigungderSekante= �
gilt aufgrundderKonvexitätderGrenzkurve immer:= K : = � : =´N :]M (3.33)
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Abbildung 3.3: BestimmungdesApproximationsfehlersder Grenzkurve als Höhe O desDreiecks
zwischenTangentenundSekante.

AusGl. (3.30),(3.31)und(3.32)könnendieWertefür Þ � bzw. � � undmit einigenUmformungendie
LängeO derHöhe,die denmaximalenApproximationsfehlerbeschreibt,bestimmtwerden:Þ � r�ÞIH $ /�= K r = � 3 /�=´N r = � 3 /�� N r �PK 3/�= K r =´N 3 / �z¾ = N � 3� H,r � � $ =QP�/ Þ � r¸ÞJH 3O $ í / Þ � r�ÞIH 3 N / �z¾ = NP 3 $ = K r = �R � ¾ = N � C �PK r � N ¾ =´N»/ Þ N r�Þ K 3= K r =´N (3.34)

Bei Gl. (3.34)lassensichdreibesondereFälle betrachten:� Die Steigungen= K und =´N sindfastgleich( = K � =´N ). UnterBerücksichtigungderDefinition
derSekantensteigungGl. (3.31)läßtsichGl. (3.34)umformen:O�$ = K r = �= K r =´N C /�= � r =´N 3 / Þ N r¸Þ K 3R � ¾ = N � (3.35)

Da nachGl. (3.33)derWert derSekantensteigung= �
immerzwischendenTangentensteigun-

genliegt, gilt: = K �S=´N�TS= � � =´N
Setztmandiesin Gl. (3.35)ein,soerkenntman,daßdieLängederHöhelinearmit derDif ferenz
zwischendenSteigungenzuNull geht.Bei einerVerringerungdesUnterschiedeszwischenden
SteigungenverkleinertsichalsoauchderApproximationsfehler.
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Þ K 2 �PK
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Tangentenschnittpunkte ApproximationderGrenzkurve

Abbildung3.4:StückweiselineareApproximationderGrenzkurve.� Die transformiertenFehler �PK und �_N sindgleich.Formt manGl. (3.34)für die Höhegeeignet
um,soerḧalt man: O�$ = K r = �= K r =´N C / � r =´N � = � 3 /��PK r � N 3= K r =´N (3.37)

Aus Gl. (3.37) erkennt man, daß im Grenzfall �PKz� �_N die Steigunglinear mit der Dif fe-
renz �DK r �_N zuNull geht.� Die transformiertenParameterkorrekturen Þ K und Þ N sind gleich. Setzt man den Grenz-
wert Þ KU� Þ N in Gl. (3.35)ein, so gehtauchfür diesenFall der Approximationsfehlerlinear
mit derDif ferenzÞ K r¸Þ N zuNull.

AbschnittsweiselineareApproximation der gesamtenGrenzkurve

Ausgehendvon denPunktenfür Ù � ô ( Þ $ M42 �À$ � ) und Ù $ M ( Þ $ �X2 � $ M ) kanndie
GrenzkurvestückweiselineardurchihreTangentenangen̈ahertwerden.Als eineersteApproximation
werdendie Tangentenin denbeidenExtrempunktenÙ � ô und Ù $ M (Abbildung3.4) verwendet.
Der maximaleApproximationsfehlerin diesemSchrittkannmittelsGl. (3.34)bestimmtwerden.

Überschreitetder Approximationsfehlereine vorgegebeneSchranke, so wird die Approximation
durchdie BerechnungeinesweiterenPunktesauf der Grenzkurve iterativ verbessert.Wie in oben
undin [Pör89] gezeigt,solltedieserPunktin derNähedesTangenschnittpunktes/ ÞJH 2 � H 3 liegen,um
den Approximationsfehlernachder BerechnungdesPunktesso klein wie möglich zu halten.Die
AufgabenstellunglautetalsoeinenWert für Ù zubestimmen,sodaßgilt:Þ / Ù,3 �$ ÞJH (3.38)
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In [Pör89]wird dazuvorgeschlagen,dieSteigung= H im TangenschnittpunktalsSekantensteigung= �
derzwei benachbarten,bereitsberechnetenPunkteanzunehmen.Der Tangentenschnittpunktunddie
dort angenommeneSteigung= H $N= �

werdenin Gl. (3.25)eingesetztundnach Ù aufgel̈ost:

Ù $ r = H C � H C�/ � r ��4/ M	3O3�¾ ��4/ M	3ÞIH C�/ Ë ����/ MX3 Ë r Ë ����/ Ù � ô 3 Ë 3�¾ Ë ����/ Ù � ô 3 Ë C (3.39)/ � r ��./ M	3O3 C�/ Ë ½� �o/ Ù � ô 3 Ë N r Ë ½� < Ë N 3Ë ����/ MX3 Ë r Ë ���o/ Ù � ô 3 Ë
Im neu berechnetenPunkt, der in der Regel nicht genauim Tangentenschnittpunktliegt wird die
Grenzkurve wiederumdurchdie Tangenteangen̈ahert.Wie in Abbildung 3.4 zu erkennen,teilt der
neuberechnetePunktdie Grenzkurve in zwei Bereichefür die jeweils ein Approximationsfehlerbe-
stimmtwerdenkann.ÜberschreitetderApproximationsfehlerin einemdieserBereicheeinevorgege-
beneSchranke,sokannanalogzuvorherdieApproximationin diesemBereichdurcheinenweiteren
berechnetenPunkt auf der Grenzkurve iterativ verbessertwerdenbis ein vorgegebenermaximaler
Fehlerfür alle Abschnitteder approximiertenGrenzkurve unterschrittenwird. Die abschnittsweise
lineareApproximationderGrenzkurvedurchTangentenist insbesonderefür dieExtremf̈alledercha-
rakteristischenGrenzkurvegut:

Systemmit sehr guter Kondition: Für ein System mit idealer Konditionszahl cond/ � 3 $ �
ist die Grenzkurve eine Gerade. In diesem Fall gilt, daß die Steigung konstant ist
( =q/ Ù � ô 3 $N=q/ Ù $ M	3 $ � ). Wie oben gezeigtverschwindetin diesemFall der Appro-
ximationsfehlerO nachGl. (3.34).

Systemmit sehr schlechterKondition: Für ein System mit sehr schlechter Konditions-
zahlcond/ � 3 � ô hatdieGrenzkurveeinenausgepr̈agtenKnick. Dabeigilt näherungsweise,
daßvor dem Knick die Kurve sehrstark abf̈allt ( =q/ Ù � ô 3 � r ô ) und nachdem Knick
nahezuwaagerechtverläuft ( =q/ Ù $ M	3 � r M ).

Für denTeil derGrenzkurve,der links desKnickpunktes/ ÞIH 2 � H 3 liegt, ist die Dif ferenzin der
Parameterkorrektur ÞIH r�Þ K klein; für denTeil rechtsdesKnickpunktesist dieDifferenzdesnor-
miertenSchaltungsfehlers� H�r �_N klein.NachderBerechnungeinesPunktesaufderGrenzkurve
in derNähedesKnickpunktesist deshalbauchin diesemFall derApproximationsfehlerO nach
Gl. (3.34)gering.

Die ApproximationderGrenzkurve mittelsTangentenist überallstetig.Die ersteAbleitunghataber
andenTangentenschnittpunktendereinzelnenBereicheeineUnstetigkeit – die approximierteKurve
alsoeinenKnick (Abbildung 3.4). Wie in [Pör89] gezeigt,kanndie Grenzkurve mit Nebenbedin-
gungenKnicke haben,wennan einemPunktdie Anzahl der aktivenNebenbedingungengleich der
Anzahl der Entwurfsparameterist – die Kurve verläuft in diesemFall nachder Orthogonalisierung
zu denaktiven Nebenbedingungenin einemNull-dimensionalenUnterraum.Der Fall, daßdie An-
zahl derEntwurfsparametergleichder AnzahlderaktivenNebenbedingungenist, tritt in derPraxis
abernur für großeAuslenkungenauf,währendin deminteressierendenBereichkleinerundmittlerer
Auslenkungendie Grenzkurve in derRegel glatt verläuft.

Im folgendenAbschnitt soll eineverbesserteabschnittsweiseApproximationder Grenzkurve mit-
telsBernstein-B́ezierKurvenvorgestelltwerden,die stetigin dererstenAbleitung ist, mit geringem
AufwandberechnetundzudemauchzurAbscḧatzunghöhererAbleitungenverwendetwerdenkann.
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3.2.7 Approximation der Grenzkurve durch Bernstein-Bézier Kurven

Wie in Abbildung3.3gezeigt,verläuftdieGrenzkurvezwischenzweiPunktenaufgrundihrerKonve-
xität innerhalbdesDreiecks,dasdurchdie Tangentenunddie Sekanteaufgespanntwird. Zudemist
andenzwei Endpunktendie Steigungdurchdie Tangentensteigungvorgegeben.EineguteApproxi-
mationderGrenzkurvesolltedeshalb� in denbeidenRandpunktenin WertundSteigungübereinstimmen,� innerhalbdesDreiecksverlaufen,dasTangentenundSekantebilden,� im Approximationsbereichkonvex seinund� mit möglichstgeringemAufwandberechenbarsein.InsbesonderemußeineVerbesserungder

Approximationdurch neu berechnetePunkteohnegroßenAufwand möglich sein, um eine
iterativeVorgehensweisebei derBestimmungderKurvezuuntersẗutzen.

Eine in der Mathematikhäufig verwendeteApproximationvon Funktionenund Meßwertendurch
SplinesoderPolynome[Sto72] ist für die Grenzkurve nicht sinnvoll, daeineiterative Verbesserung
derApproximationnurschwermöglichist unddieKonvexitätnichtgarantiertwerdenkann.Vielmehr
neigendieseApproximationenleicht zuOszillationen.

Im Maschinenbauundin derComputergrafikwerdenfür dieApproximationvonKurvenundFlächen
häufig Bernstein-B́ezier Kurven (BB-Kurven) [MV90, BSMM95] verwendet,da sie eine in ihren
Eigenschaftengut kontrollierbareApproximationvon Kurven ermöglichen.Eine Verbesserungder
Approximationdurchzus̈atzlichePunkteerfordertdabeinur lokale Änderungender Koeffizienten
und keinekompletteNeuberechnung.Bei geeigneterWahl der Koeffizientensind die entstehenden
Kurvenglatt undkonvex. EinedetailliertereDefinitionundDiskussionvon BB-Kurvenfindetsichin
AnhangB.

Approximation der Grenzkurve zwischenzweiPunkten durch eineBB-Kurve

Die BB-Kurve geringstenGrades,die zur Approximation der Grenzkurve zwischenzwei Punk-
ten / Þ K 2 �PK 3 und / Þ N 2 � N 3 verwendetwerdenkann und alle obigenForderungenan eine sinnvolle
Approximationerfüllt, ist eineBB-Kurvemit dreiKontrollpunkten,denbeidenEndpunkten/ Þ K 2 �PK 3 ,/ Þ N 2 � N 3 unddemTangentenschnittpunkt/ ÞIH 2 � H 3 (Gl. (3.28)bzw. (3.29)).Die BB-Kurve für diesen
Fall ist eineKonvexkombination(sieheDefinition A.2) der drei Kontrollpunktenbeschriebendurch
eineparametrischeKurve in Abhängigkeit desParametersU¶�V� Mh2������_2_��� [MV90, BSMM95]:5 ÞJW /�U 3� W /�U 3 6 $H/ � r U 3 N 5 Þ K�PK 6 ¾ j U�/ � r U 3 5 ÞIH� H 6 ¾ U N 5 Þ N� N 6 2 M�: U :6� (3.40)

Mit diesenKontrollpunktenhat die BB-Kurve als Approximationder Grenzkurve folgendeEigen-
schaften(BeweisesieheAnhangB):� Am StartpunktU¢$ M gilt: ÞJW /�U¢$ M	3 $ Þ K und � W / U¢$ MX3 $$�PK> � W / U 3> ÞJW /�U 3YXXXX H �G< $$= W / U¢$ MX3 $$= K
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� Am EndpunktUè$ � gilt: ÞJW /�U¢$ �P3 $ Þ N und � W / U¢$ �D3 $$� N> � W / U 3> ÞJW /�U 3YXXXX H ��K $$= W / U¢$ �D3 $$=´N
� Für U���� Mh2������_2 ��� ist die BB-Kurve konvex undverläuft innerhalbdesDreiecks,dasdurchdie

Tangentenunddie Sekanteaufgespanntwird.

Mit diesenEigenschaftenstellt die BB-Kurve eine gute Approximationder Grenzkurve zwischen
zweiberechnetenPunktensicher. Die Kurve ist glatt underḧalt alle charakteristischenEigenschaften
derGrenzkurve.

Für die ApproximationkönnenauchBB-Kurven höherenGradesverwendetwerden,bei denender
TangenschnittpunktalsmehrfacherKontrollpunktverwendetwird. Alle in diesemAbschnittgetrof-
fenenAussagenbleibenauchfür BB-Kurven höherenGradesgültig, jedochist in diesemFall die
BB-Kurve nicht mehrexplizit nacheinerGröße Þ oder � auflösbarund esergibt sich einedeutlich
unübersichtlichereDarstellung.Deshalbsoll andieserStelledaraufverzichtetwerden.In derPraxis
hat sich eineBB-Kurve mit vier Kontrollpunktenbewährt, bei welcherder Tangenschnittpunktals
doppelterKontrollpunktverwendetwird. Da in diesemFall die BB-Kurve nicht mehrexplizit nach
einemParameterÞ oder � aufgel̈ost werdenkann, ist eine eindimensionaleLiniensucheauf einer
monotonenFunktionnötig. Der Aufwandzur BestimmungeinerNullstelle ist aufgrundder Eigen-
schaftenderBB-Kurveabersehrgeringundfällt beiderBerechnungnicht insGewicht.

BestimmungdesApproximationsfehlersfür die Approximation mittels BB-Kurve

Um einenVergleichzwischenderInterpolationderGrenzkurvedurchihre Tangentenunddurcheine
BB-Kurvezuhaben,soll in diesemAbschnittderApproximationsfehleranalogzumvorhergehenden
Abschnitt bestimmtwerden.Die BB-Kurve trenntdasDreieck,daßdurchTangentenund Sekante
gebildetwird in zwei Teile (Abbildung 3.5). Damit schneidetdie BB-Kurve auchdie Höhe O des
Dreiecksin demPunkt / ÞJZ 2 � Z 3 . DasMaximum der beidenAnteile OLK zwischender Kurve und der
Sekanteund OON zwischendemTangenschnittpunkt/ ÞJH 2 � H 3 undderKurve ist ein Maßfür denmögli-
chenmaximalmöglichenApproximationsfehler. Die einzelnenAnteile berechnensich dabeiunter
BerücksichtigungderSteigungderHöheGl. (3.32)zu:O�K $ í / ÞJZÁr¸ÞIH 3 N / � ¾ = NP 3 (3.41)OGN�$ í / Þ � r�ÞIH 3 N / �U¾ = NP 3 (3.42)

Der maximale Approximationsfehler bestimmt sich als £Ç¤ n 5[O�K 2 OON ; . Berücksichtigt man,
daß OLK ¾ OGNU$\O gilt, wobei O die Höhe desApproximationsdreiecksGl. (3.37) ist, so kann der
Fehlerabgescḧatztwerdenzu: O � £�¤ n 5[O�K 2 OGN ; � O � j (3.43)

Der maximaleApproximationsfehlerfür die Interpolationder Grenzkurve mit BB-Kurven liegt in
dergleichenGrößenordnungverglichenmit derstückweiselinearenApproximation.Die Höhe O des
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Þ N 2 � N

Þ K 2 �PK
Sekante

Þ
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� � O�K� Z
ÞJZOGN Approximation

Abbildung3.5: BestimmungdesApproximationsfehlersfür die InterpolationderGrenzkurve durch
eineBB-Kurve.

Dreiecksist auchfür dieseApproximationein gutesMaß für denmaximalmöglichenApproxima-
tionsfehler. In der Praxisergibt sich aberzumeisteinedeutlichbessereApproximation,wassich in
einergeringerenIterationszahlbeiderBerechnungderGrenzkurveniederschl̈agt.

AbschnittsweiseApproximation der Grenzkurve durch Bernstein-Bézier Kurven

Die obenvorgestellteApproximationderGrenzkurvezwischenzweibereitsberechnetenPunktenmit-
tels einerBB-Kurve ist vom Verfahrenhervergleichbarmit derstückweiselinearenApproximation
durchdie Tangenten.Die Approximationder gesamtenGrenzkurve durchabschnittsweisedefinier-
te BB-Kurven erfolgt daherebenfalls analogzu demin Abschnitt3.2.6vorgestelltenVerfahrenzur
stückweiselinearenApproximationdergesamtenGrenzkurve.

Die Grenzkurve wird zwischen den beiden Endpunkten Þ KU$ Þ / Ù � ô 3�2 �PKz$$�4/ Ù � ô 3 undÞ N¶$ Þ / Ù $ M	3�2 � NU$N�4/ Ù $ M	3 durcheineBB-Kurve nachGl. (3.40)approximiert.Ist dermaximale
Approximationsfehlerin deminteressierendenBereichüberschritten,kanndie Approximationitera-
tiv durchdieBerechnungeinesneuenPunktesim BereichzwischenÞ K und Þ N verbessertwerden.Um
denmaximalenApproximationsfehlernachderBerechnungmöglichstklein zu halten,solltederneu
berechnetePunktin derNähedesSchnittpunktes/ ÞJZ 2 � Z 3 derHöhedesDreiecksmit derBB-Kurve

liegen(Abbildung 3.5).Esist alsoein U^] zu bestimmen,sodaßÞJZ �$ Þ_W / U 3 und � Z �$$� W /�U 3 gilt. Dies
lästsichformulierenals: � W / U^] 3 �$`� H ¾ =QP�/ ÞJW /�U^] 3 r¸ÞJH 3 (3.44)
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DieseGleichungläßtsichdirektauflösen:U^] $ / Þ K r�ÞIH 3 ~ Þ ¾ �PKb~a�4/��PK r � H 3u¾Þ N K r Þ NN r j ÞIH ~ Þ ¾ ~b�4/��DK ¾ � N r j � H 3 ¾ (3.45)R /u/ ÞIH�r¸Þ K 3 ~ Þ¨r ~a�h/��PK r � H 3b3 /b/ Þ N r¸ÞIH 3 ~ Þ ¾ ~a�h/�� N r � H 3b3Þ N K r¸Þ NN r j ÞIH ~ Þ ¾ ~b�4/��DK ¾ � N r j � H 3 2~ Þ $ Þ K r Þ N 2 und~a� $ �PK r � N
Für U¢$�U^] gilt bzw. seidefiniert:

Auslenkung: ÞJZ $ Þ_W / U^] 3�2 (3.46)

Schaltungsfehler: � Z $ � W /�U^] 3o2 und (3.47)

Steigung: = Z $ = W / U^] 3 (3.48)

DieseWertekönnenwiederumin die Gleichungfür die Steigung(3.25)eingesetztundnach Ù auf-
gelöstwerden:

Ù $ r = Z C � Z C�/ � r ��4/ M	3O3�¾ ��4/ M	3ÞJZ C�/ Ë ����/ MX3 Ë r Ë ����/ Ù � ô 3 Ë 3�¾ Ë ����/ Ù � ô 3 Ë C (3.49)/ � r ��4/ M	3O3 C�/ Ë ½� ��/ Ù � ô 3 Ë N r Ë ½� < Ë N 3Ë ����/ MX3 Ë r Ë ����/ Ù � ô 3 Ë
Mit diesemWert für Ù kanndasOptimierproblem(3.7) gelöstundsoein neuerPunktzur iterativen
Verbesserungder Grenzkurve bestimmtwerden.Die IntegrationeinesneuberechnetenPunktesin
die Approximationder gesamtenGrenzkurve durchabschnittsweisedefinierteBB-Kurven erfordert
nur, daßdie BB-Kurve die bisherdie Approximation in der Umgebung desPunktes / ÞJZ 2 � Z 3 be-
schriebenhatin zweiKurvenmit neuzuberechnendenKoeffizientenaufgespaltenwird. Alle anderen
abschnittsweisedefiniertenKurvenbleibenvonderÄnderungunber̈uhrt.Damit ist eineVerbesserung
der Approximationmit einemAufwand möglich, der unabḧangig von der Anzahl der zu interpo-
lierendenPunkteist. Diesist beispielsweiseein großerVorteil gegen̈ubereinerApproximationdurch
SplinesoderPolynome,diebeieinerVerbesserungderApproximationdurchzus̈atzlichePunkteeinen
nicht unerheblichenRechenaufwanderfordern.

3.2.8 BestimmungeinzelnerPunkte auf der Grenzkurve

In diesemKapitelwird ein iterativesVerfahrenzurBestimmungvonPunktenaufderGrenzkurvemit
vorgegebenerAuslenkungÞ ] vorgestellt.Die Methodekannmit kleinerenAnpassungen,die in den
nachfolgendenAbschnittendiskutiertwerdenauchzur Bestimmungvon Punktenmit vorgegebenem
Fehler�)] oderSteigung=c] verwendetwerden.
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Bestimmungvon Punkten auf der Grenzkurve mit vorgegebenerAuslenkung

Bei dieserAufgabenstellungist ein Ù ] zubestimmen,sodaßgilt:Ù ]ed Þ / Ù ] 3 �$ Þ ] (3.50)

DieseForderungläßt sich aberim allgemeinennicht genauerfüllen, da die Grenzkurve nicht als
analytischeFunktiongegebenist. Deshalbwird eineToleranz~gf�hji (z.B. ~af�hjiö$ Mk�úMh� ) zugelassen:Ù ]ed 7 Þ / Ù ] 3 r¸Þ ]�7 : ~gf�hji (3.51)

Im folgendenwird angenommen,daßbereitszwei Punkte / Þ K 2 �PK 3 und / Þ N 2 � N 3 auf derGrenzkurve
berechnetwurden,für die gilt: Þ K : Þ ] : Þ N 2 und �DK � � N
Die Punktekönnendabeieinerseitsausder Approximationder Grenzkurve stammenoderdie Ex-
tremwertefür Ù � ô und Ù $ M sein.DiesebeidenPunktewerdenalsStartpunkte/ Þ ¯ < ²K 2 � ¯ < ²K 2oÙ ¯ < ²K 3
und / Þ ¯ < ²N 2 � ¯ < ²N 2oÙ ¯ < ²N 3 im nulltenIterationsschritt/���$ M	3 desiterativenVerfahrensgewählt. In jedem
Iterationsschritt/�� 3 wird dieGrenzkurvedurcheineBB-Kurveapproximiert:l Þ ¯úù_²W /�U 3� ¯±ù_²W /�U 3^m $ / � r U 3 N l Þ ¯±ù_²K� ¯úù ²K m ¾ j U�/ � r U 3 l Þ ¯±ù_²H� ¯úù ²H m ¾ U N l Þ ¯±ù_²N� ¯úù ²N m (3.53)

Der Tangentenschnittpunkt/ Þ ¯úù ²H 2 � ¯úù_²H 3 in jedemIterationsschrittbestimmtsichnachGl. (3.28)bzw.
Gl. (3.29).NachderApproximationdurcheineBB-Kurve liegt die Grenzkurve alsanalytischepara-
metrischeFunktionvor. Aus dieseranalytischenFunktionkönnender Wert desSchaltungsfehlers�
undderSteigung= derGrenzkurveanderStelle Þ ¯±ù_²W / U 3 $ Þ ] bestimmtwerden.Dazuwird zun̈achst

derParameterU ¯±ù_²] bestimmt,sodaßÞ ¯±ù_²W / U ¯±ù_²] 3 �$ Þ ] gilt:U ¯±ù_²] $ Þ ¯úù ²K r�Þ ¯úù ²H ¾ í Þ ] / Þ ¯úù ²K r j Þ ¯±ù_²H ¾ Þ ¯úù_²N 3�¾ / Þ ¯±ù_²H 3 Nzr¸Þ ¯úù ²K Þ ¯úù_²NÞ ¯úù_²K r j Þ ¯úù_²H ¾ Þ ¯úù ²N (3.54)

Mit Hilfe von Gl. (3.53)bzw. Gl. (B.5) kannderWert � ¯±ù_²] unddie Steigung= ¯±ù_²] in diesemIterati-
onsschrittbestimmtwerden: � ¯úù_²] $N� ¯±ù_²W / U ¯±ù_²] 3 (3.55)= ¯úù ²] $N= ¯±ù_²W / U ¯±ù_²] 3 (3.56)

Analogzu Gl. (3.49)kannmit denWerten � ¯±ù_²] , = ¯úù_²] und Þ ] ein Scḧatzwert Ù ¯úù_²] ausderSteigungs-
gleichung(3.25)bestimmtwerden:Ù ¯úù_²] $ r = ¯úù_²] C � ¯±ù_²] C�/ � r ��4/ MX3O3=¾ ��4/ M	3Þ ]¢C�/ Ë ����/ M	3 Ë r Ë ����/ Ù � ô 3 Ë 3�¾ Ë ����/ Ù � ô 3 Ë C (3.57)/ � r ��./ M	3O3 C�/ Ë ½� ��/ Ù � ô 3 Ë N r Ë ½� < Ë N 3Ë ���o/ M	3 Ë r Ë ���o/ Ù � ô 3 Ë
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Für Ù $ Ù ¯úù ²] wiederumkanndie
”
wahre“ AuslenkungÞ / Ù,3 und der Fehler �h/ Ù,3 durchLösungdes

OptimierproblemsGl. (3.10)bestimmtwerden.An dieserStellekönnenvier Fälleunterschiedenwer-
den:� 7 Þ / Ù ¯úù ²] 3 r�Þ ]�7 : ~af�hji :

Der berechnetePunktist im RahmendergefordertenGenauigkeit dergesuchtePunkt.��Þ ¯±ù_²K E Þ / Ù ¯±ù_²] 3 E Þ ] :
Der berechnetePunkt hat eine zu kleine Auslenkung. Die Approximation kann itera-
tiv verbessertwerden, indem der linke Kontrollpunkt Þ ¯úù � K ²K $ Þ / Ù ¯úù ²] 3 , � ¯úù � K ²K $`�h/ Ù ¯úù ²] 3
und Ù ¯úù � K ²K $ Ù ¯±ù_²] gesetztwird.��Þ ]nE Þ / Ù ¯úù ²] 3 E Þ ¯±ù_²N :
Der berechnetePunkt hat eine zu große Auslenkung. Die Approximation kann itera-
tiv verbessertwerden, indem der rechte Kontrollpunkt Þ ¯úù � K ²N $ Þ / Ù ¯úù ²] 3 , � ¯úù � K ²N $`�h/ Ù ¯úù ²] 3
und Ù ¯úù � K ²N $ Ù ¯±ù_²] gesetztwird.��Þ / Ù ¯±ù_²] 3 $ Þ ¯úù ²K oder Þ / Ù ¯úù ²] 3 $ Þ ¯úù ²N :
DieserSonderfall kannnur auftreten,wennin Þ ¯±ù_²K oder Þ ¯úù ²N die Grenzkurve eineUnstetigkeit
in der erstenAbleitung hat, alsowenndie Anzahl der aktiven Nebenbedingungengleich der
Anzahl der Entwurfsparameterist. Tritt dieserSonderfall auf, so wird ein neuerScḧatzwert
für Ù ] folgendermaßengewählt [Pör89]:

Ù ¯±ù_²] $ l�n4eporq â�/ Ù ¯±ù_²K 3�¾ q â�/ Ù ¯±ù_²N 3j s (3.58)

Für diesenScḧatzwertwird die AuslenkungÞ / Ù ¯±ù_²] 3 undder Fehler �4/ Ù ¯úù ²] 3 durchLösungdes
Optimierproblems(3.10)bestimmtund die Randpunkte/ Þ ¯úù � K ²K 2 � ¯úù � K ²K 3 und / Þ ¯úù � K ²N 2 � ¯±ù � K ²N 3
desnächstenIterationsschrittesentsprechendobigerRegelngewählt.

Die BeachtungdiesesSonderfallesist nicht zwingendnotwendigfür eineKonvergenzdesVer-
fahrens.Für Þ ¯úù_²K 2 Þ ¯úù ²N L$ Þ ] gilt in jedemFall:

AustauschdeslinkenPunktes: Ù ¯±ù_²K TVÙ ¯±ù_²] T = ¯±ù � K ²K Et= ¯úù ²K 2 oder

AustauschdesrechtenPunktes: Ù ¯±ù_²N E Ù ¯±ù_²] T = ¯±ù � K ²N T = ¯úù ²N
Damit ist auchohneBerücksichtigungdiesesSonderfallesglobaleKonvergenzdesVerfahrens
garantiert.In diesemFall werdenallerdingsiterativ dieWertederSteigungdurchlaufen,die

”
im

Knickpunkt“ liegen,unddieAuslenkung̈andertsichnicht.Dasbedeuteteinesehrlangsame,in
derPraxisnichtsinnvolle Konvergenzgeschwindigkeit.DurchdieheuristischeErmittlungeines
neuenScḧatzwertesfür Ù ¯úù_²] kanneinedeutlicheBeschleunigungerzieltwerden.

Mit den neuenWerten / Þ ¯úù � K ²K 2 � ¯úù � K ²K 2oÙ ¯±ù � K ²K 3 und / Þ ¯úù � K ²N 2 � ¯úù � K ²N 2oÙ ¯±ù � K ²N 3 wird eine neueIterati-
on � ¾]� desVerfahrensgestartet,bisdie Abbruchbedingung(3.51)erfüllt ist.
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Bestimmungvon Punkten mit vorgegebenemFehler oder Steigung

DasvorgestellteVerfahrenkannohnegrößereÄnderungenauchzurLösungandererProblemstellun-
genverwendetwerden.Zur Bestimmungvon Punktenmit vorgegebenemFehler �)] ist dazuin jedem
IterationsschrittU ¯úù_²] analogzuGl. (3.54)sozuberechnen,daßU ¯úù ²] d � ¯úù ²W /�U ¯±ù_²] 3 �$N��]T U ¯úù ²] $ � ¯úù ²K r � ¯úù ²H ¾ í �)] /�� ¯úù_²K r j � ¯úù ²H ¾ � ¯±ù_²N 3�¾ /�� ¯±ù_²H 3 Nzr � ¯úù_²K � ¯úù_²N� ¯±ù_²K r j � ¯úù_²H ¾ � ¯úù ²N (3.59)

Der RestdesVerfahrenskannanalogzu obenverwendetwerden.Gleichesgilt für die Bestimmung
vonPunktenmit vorgegebenerAuslenkung=c] . In diesemFall ergibt sichderWertdesParametersU ¯±ù_²]
derBB-Kurve in jederIteration � ausGl. (B.5):U ¯úù ²] d = ¯úù ²W /�U ¯±ù_²] 3 �$$��]T U ¯úù ²] $ /�� ¯±ù_²H r � ¯úù ²K 3 r =c]Á/ Þ ¯±ù_²H r�Þ ¯±ù_²K 3=c]D/ Þ ¯±ù_²K r j Þ ¯±ù_²H ¾ Þ ¯úù ²N 3 r /�� ¯±ù_²K r j � ¯±ù_²H ¾ � ¯úù ²N 3 (3.60)

Bei der Bestimmungvon Punktenmit gegebenerSteigung=c] der Kurve ist zu beachten,daßdie
BeschleunigungdesVerfahrensmit Gl. (3.58)nicht möglich ist. Ist die Anzahl der aktivenNeben-
bedingungengleichderAnzahlderParameter, dannverläuft die Kurve in einemNull-dimensionalen
Unterraum.Die AuslenkungÞ oderderFehler � könnensichin diesemUnterraumnich ändern,wes-
halbdieBeschleunigungmit Gl. (3.58)dieKonvergenzdesVerfahrensnichtbeeinflußt.Die Steigung
kannbzw. mußsichwährenddesVerlaufsin demNull-dimensionalenUnterraumändern,waseinen
Knick im VerlaufderGrenzkurveverursacht.DieshatzurFolge,daßfür unterschiedlichevorgegebe-
neSteigungderselbePunktaufderGrenzkurveberechnetwird.

3.3 Schrittweitenbestimmung

Im Gegensatzzu anderenOptimierproblemenbestehtbei derDimensionierungvon Schaltungender
Hauptaufwandnicht in denMatrixzerlegungen,die im LaufederOptimierungnötig sind.Vielmehr
dominierendie SchaltungssimulationenzurBestimmungderWertederSchaltungseigenschaftenund
Empfindlichkeiten die Laufzeit desAlgorithmus. Bei der Schrittweitenbestimmungist es deshalb
nötig, die AnzahlderSchaltungssimulationensoklein wie möglich zu halten.Einezeitaufwendige,
schlechtparallelisierbareLiniensuchemußdeshalbvermiedenwerden.

Wie obendiskutiert,liegt eineLösungdeslinearenSystemsmit einemgutenVerḧaltnisvonFehlerre-
duktionzur GrößederParameterkorrekturzumeistim KnickpunktderGrenzkurve.Für diesenPunkt
kanneineguteReduktionderZielfunktionbeieinem,aufgrunddergeringenAuslenkungkleinenLi-
nearisierungsfehlererwartetwerden.EineersteAbscḧatzungeinersinnvollenSchrittweiteist deshalb
derKnickpunktderGrenzkurve.
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Abbildung3.6:VeranschaulichungderWolfe Bedingung(BedingungdeshinreichendenAbstiegs)an
derGrenzkurve

BestimmungdesKnickpunktes der Grenzkurve

Für diecharakteristischeGrenzkurveohneNebenbedingungenist derKnickpunktderGrenzkurveder
Punktmit demgeringstenKrümmungsradiusW . Mit Hilfe derBB-KurvekannderKrümmungsradius
in Abhängigkeit vomParameterU abgescḧatztwerdenzu [MV90]:

W�/ U 3 $ í /�uÞJW /�U 3 N ¾ u� W /�U 3 N 3 �7vuÞJW /�U 3xw� W /�U 3 r wÞJW /�U 3 u� W /�U 3 7 2 mit uÞJW $ > ÞJW> U 2 u� W $ > � W> U (3.61)

Wie in Abschnitt3.2.4gezeigt,bedeutetjedeÄnderungin derMengederaktivenNebenbedingungen
eineÄnderungderSystemmatrixderfreienVariablen.An denPunktenandenensichdie Mengeder
aktivenNebenbedingungen̈andert,ist die Grenzkurve stetig,kannaberKnicke haben.Diesbedeutet
eineUnstetigkeit im Krümmungsradius,diedurcheine y -Funktionbeschriebenwerdenkann.Bei der
ApproximationderGrenzkurvedurchabschnittsweisedefinierteBB-Kurvenergibt Gl. (3.61)mehre-
re lokale Minima. Diesemüssennicht unbedingtbesondersgünstigeLösungendarstellen.Um eine
sinnvolle Lösungfür denKnickpunkt zu bekommen,müssendeshalbweitereForderungengestellt
werden.

Für die KonvergenzeinesOptimieralgorithmuswerdenim allgemeinenForderungenandie Schritt-
weite gestellt.Im verwendetenAlgorithmusgarantiertdie Wolfe-Bedingung(Bedingungdeshinrei-
chendenAbstiegs) [NW99, Spe98]dieKonvergenz.AngepaßtaufdieGrenzkurve lautetdieseBedin-
gung: �h/ Ù,3 : � ¾ #�KÆC Þ / Ù,3 =q/ Ù � ô 3o2 und (3.62)7 =q/ ÙL3 7 : #oNzCG7 =q/ Ù � ô 3 7 (3.63)
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Die positivenKonstanten#_K und #�N müssendabeiunabḧangigvon Þ 2 � und Ù sein.Will mandieWolfe
Bedingungfür daslineareModell derSchaltungeinhalten,aufdemdieGrenzkurveberuht,ergibt sich
eineEinschr̈ankungderSchrittweitewie in Abbildung3.6veranschaulicht.InnerhalbdiesesBereichs
wird derKnickpunktgesuchtalsMinimum desKrümmungsradiusnachGl. (3.61).Gibt esmehrere
Minima, sowird dasMinimum mit dergeringstenAuslenkungÞ genommen.

Verifikation der Gültigk eit der Linearisierung

Die Schrittweite,diemit Hilfe derGrenzkurvebestimmtwird, stellteinesinnvolle Auslenkungdarin
demSinne,daßFehlerreduktionundGrößederParameterkorrekturin einemgutenVerḧaltniszuein-
anderstehen.Damit wird insbesonderedie Forderungerfüllt, daßdie Lösungmöglichstin derNähe
derStartl̈osungliegensollte,umschaltungstechnischnicht sinnvolle Lösungenzuvermeiden.

Eine möglichstkleine Auslenkungbedeutetin der Regel aberaucheinenkleinenLinearisierungs-
fehler. Um eineKonvergenzdesAlgorithmuszu garantieren,ist estrotzdemauf jedenFall nötig, in
jedemSchrittdesAlgorithmusdie Gültigkeit derLinearisierungzu kontrollieren.Die Wolfe Bedin-
gungnachGl. (3.62)undGl. (3.63)liefert diehierzunotwendigenKriterien.

3.4 Die verallgemeinerteGrenzkurve

DiecharakteristischeGrenzkurveistbeschr̈anktaufdieLösungeinesLeast-Square-Optimierproblems
basierendauf einer Linearisierung.Wird die Schaltungsdimensionierungso formuliert wie in Ka-
pitel 2 beschrieben,so ist die eigentlicheAufgabeaberkein Least-squareOptimierproblem.Die
Transformationder Aufgabenstellungin ein Least-squareOptimierproblementsprechendGl. (3.8)
erzeugtzwei Probleme,die ausderAnpassungderAufgabenstellungandie charakteristischeGrenz-
kurve resultieren:� Eswird nichtnurdieAbhängigkeit derZielgrößenû vondenParametern� linearisiert,sondern

auchdie Abhängigkeit derZielfunktion Ü von denZielgrößenû . Häufig ist die Abhängigkeit
derZielgrößenvondenParameternnurschwachnichtlinear, dieAbhängigkeit derZielfunktion
vonZielgrößendagegenstarknichtlinearaufgrundderverwendetenExponentialfunktion.Diese
Transformationsfunktionist bekanntundmußdeshalbnicht linearisiertwerden.� Die Formulierung als Least-squareOptimieraufgabefügt eine künstliche Schrittweitenbe-
schr̈ankungein. Zur Veranschaulichungwird ein quadratischesSystem( *,+Ø$�* � ) mit vollem
RangohneNebenbedingungenangenommen.Für diesesSystemläßtsichdieLösungfür Ù $ M
unterBerücksichtigungdesAufbausderSystemmatrixnachGl. (3.9)direkt formulieren:�

F
r¸Þ C diag/ � F 3 C 	 C��¢/ Ù $ M	3 �$ · T �è/ M	3 $ � � Þ C 	 c K�z (3.64)

Hierbei bezeichnet
z

einenVektor der Größe * � , in demalle Elementeeinssind. Setztman
dieseLösungfür � Gl. (3.64) in die Linearisierungfür die ZielgrößenGl. (3.3) ein, so ergibt
sich: ½û¸$]û < ¾ 	 C��è/ M	3 $]û < ¾ 	 / � � Þ C 	 c K z 3 $Vû < ¾�� � Þ C z

(3.65)
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Abbildung3.7:KünstlicheSchrittweitenbeschränkungbei LinearisierungderExponentialfunktion.

Im linearenModell ändernsich für denFall mit dergrößtenAuslenkungundFehlerreduktion
( Ù $ M ) die Zielgrößennur um � � Þ . Wählt mandenSkalierungsfaktor Þ deutlichgrößerals
eins,sowird selbstim linearenSchaltungsmodellnahezukeineFehlerreduktionerreicht.Diese
künstlicheSchrittweitenbeschränkungkommt ausder Tatsache,daßfür die zur Transformati-
on verwendeteExponentialfunktionan jederStelleder Wert der Ableitung und der Funktion
gleichsind.Abbildung3.7 veranschaulichtdieseEigenschaftderExponentialfunktionfür den
eindimensionalenFall.

ObenbeschriebeneProblemesindvermeidbar, indemdie Grenzkurve andie Problemstellungange-
paßtwird. Die Hauptideeist es,nicht die gesamteZielfunktion zu linearisieren.Vielmehrwird nur
dieAbhängigkeit derZielgrößenû vondenSchaltungsparametern� linearisiert.Die zurTransforma-
tion verwendetestarknichtlineareExponentialfunktionwird zurBestimmungeinerSchrittweitenicht
linearisiert.

DasvorgestellteVerfahrenist dabeinichtaufdieZielfunktionnachGl. (3.1)beschr̈ankt.Vielmehrist
esauf jedekonvexe Zielfunktion, die auf einemkonvexenGebietminimiert werdensoll anwendbar.
Im folgendenwird die verallgemeinerteGrenzkurve alsein Verfahrenzur Schrittweitenbestimmung
für konvexe Optimierproblemevorgestellt.Anschließendsoll gezeigtwerden,daßdasOptimierpro-
blemGl. ( 3.2)nacheinerLinearisierungderZielgrößenû undderNebenbedingungenµ einkonvexes
Optimierproblemist.
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3.4.1 Definition der verallgemeinertenGrenzkurve

Linearisiertman für die LösungdesOptimierproblems(3.2) nicht die gesamteZielfunktion nach
Gl. (3.1),sondernnur die Zielgrößenû undNebenbedingungenµ entsprechendGl. (3.3)bzw. (3.4),
soläßtsichdasOptimierproblemschreibenals:£�áZâ
 5 ½ÜU/�� 3 7 � � ¾ µ < �]· ; (3.66)

½ÜU/�� 3 $ � õÝ FR��K lon4e / rÉÞ C ½÷.FS/ � 3O3 (3.67)

Für diesesOptimierproblemkannwiederumein Ansatzvergleichbarzur charakteristischenGrenz-
kurve gemachtwerden,um einengutenKompromißzwischenAuslenkungund Fehlerreduktionzu
finden: £�áZâ
 È ½ÜU/ � 3�¾ÚÙ C Ë � Ë N 7 � � ¾ µ < �]· ÊÉ2 Ù�TßM (3.68)

Die Lösungvon Gl. (3.68)undderFehlerandieserStellein Abhängigkeit von Ù werdenanalogzur
charakteristischenGrenzkurvemit �/�Æ/ ÙL3 bzw. ½Ü��Æ/ ÙL3 bezeichnet:��� / ÙL3 $ argmin
 È ½ÜU/�� 3�¾ Ù C Ë � Ë N 7 � � ¾ µ»< Ê (3.69)½Ü�� / ÙL3 $ ½ÜU/����Æ/ Ù,3O3 (3.70)

Der Index � in diesenGleichungenkennzeichnetdieLösungderverallgemeinertenGrenzkurve(Ge-
neralizedBoundaryCurve – GBC). Wie untengezeigt,erḧalt die verallgemeinerteGrenzkurve un-
ter sinnvollen Voraussetzungenalle wichtigenEigenschaftendercharakteristischenGrenzkurve.Die
verallgemeinerteGrenzkurve siehtdeshalbvergleichbarzur charakteristischenGrenzkurve aus(z.B.
Abbildung3.1(a)).Die charakteristischeGrenzkurve kannauchalsein Sonderfall verallgemeinerten
Grenzkurvemit geeignetdefinierterZielfunktionbetrachtetwerden.

3.4.2 Eigenschaftender verallgemeinertenGrenzkurve

UnterderBedingung,daßdie Zielfunktion ½ÜU/�� 3 für die Grenzkurve konvex ist, beḧalt die verallge-
meinerteGrenzkurveallewichtigenEigenschaftendercharakteristischenGrenzkurve.

Satz3.1 Sei ��$�5)�´7 � � ¾ µÁ< �]· ; dasnichtleereGebiet,auf demalle linearisiertenNebenbedin-
gungen erfüllt sind.Dann ist die Lösung�/�V$����Æ/ Ù,3 der Punkt �Ä��� mit minimalemFunktions-
wert ½ÜU/ � 3 für alle � mit

Ë � Ë : Ë ��� Ë
.

Beweisidee:DasGebiet � ist konvex, da die GrenzendesGebietesrein linear sind. Aufgrund der
KonvexitätderZielfunktion ½ÜU/ % 3 unddeszulässigenGebietes� ist dasOptimierproblemderverallge-
meinertenGrenzkurveGl. (3.69)einkonvexesOptimierproblem.DamitsinddieKarush-Kuhn-Tucker
(KKT) Optimalitätsbedingungen(sieheAnhangA.1) hinreichendfür einglobalesOptimum.

Im folgendenwird gezeigt,daßderParameterÙ�TßM auchalsLagrangeparameterfür dieNebenbedin-
gung

Ë � Ë N : Ë �/�Æ/ ÙL3 Ë N interpretiertwerdenkann.Zusammenmit der globalenOptimalität undder
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Tatsache,daßderBetrageinesVektorsimmerpositiv ist, ist dannsichergestellt,daßderPunkt ���Æ/ ÙL3
dasMinimum für alle �%��� 2 Ë � Ë : Ë ���Æ/ Ù,3 Ë ist.

Die Lagrangefunktion(sieheauchAnhangA.1) ×Ø/�� 2oÙ�2��É3 für dasOptimierproblem£ÇáÖâ
 È ½ÜU/ � 3 7 � � ¾ µ»< �]·�� Ë ��� Ë N r Ë � Ë N � MLÊ (3.71)

lautet ×É/ � 2oÙ�2��É3 $ ½Ü r Ù / Ë �/� Ë N r Ë � Ë N 3 r �\s / � � ¾ µ < 3�� (3.72)

Die Lagrange-Faktorenfür die Nebenbedingungenwurdenhierbeiaufgespaltenin denFaktor Ù für
die Bedingung

Ë � Ë N : Ë ��� Ë N und die Faktoren � für die restlichenNebenbedingungen½µ /�� 3 . Das
Optimierproblem(3.71)ist unterdengegebenenVoraussetzungenebenfalls konvex, daderzulässige
Bereichfür die LösungsichalsSchnittmengedesGebietes� mit demabgeschlossenenInnerender
konvexenHyperkugel

Ë � Ë N : Ë ��� Ë N definiertunddie Schnittmengezweierkonvexer Mengeeben-
falls konvex ist. Die KKT-Optimalitätsbedingungensind alsoauchfür dasOptimierproblem(3.71)
hinreichendfür einglobalesOptimum.

Die KKT-Bedingung(A.4) für Gl. (3.71)lautet:Â 
 ×É/ � 2oÙ�2��É3 �$ · T Â 
 ½ÜU/�� 3�¾ j Ù Ë � Ë r � s � $ ·
(3.73)

Zusammenmit derprimalenZulässigkeit
Ë � Ë N : Ë ��� Ë N � � � ¾ µ < �]·

ist dieseBedingungbei ei-
nem konvexen Optimierproblemhinreichendfür ein globalesMinimum. Stellt man die Lagrange-
funktion für die verallgemeinerteGrenzkurve (3.66)auf,solautetdiese:× GBC /�� 2oÙ�2��É3 $ ½Ü ¾ Ù Ë � Ë N r �\s / � � ¾ µÁ< 3D� (3.74)

Die KKT Bedingungfür × GBC /�� 2`Ù¼2��É3 ergibt sichzu:Â 
 × GBC /�� 2`Ù¼2��É3 �$ · T Âa� ½ÜU/ � 3�¾ j Ù Ë � Ë r � s � $ ·
(3.75)

Die KKT-Bedingungfür die urspr̈unglicheund die modifizierteProblemstellung(3.71) sind iden-
tisch und habendamit auch die gleiche Lösung.An dieserStelle ist zu beachten,daß für alle
Lagrange-Faktoren,aberinsbesonderefür Ù die Komplementariẗatsbedingung(A.7) gilt. Ein posi-
tiverLagrange-Faktor Ù bedeutetalso,daßdie Nebenbedingung

Ë � Ë N : Ë ��� Ë N aktiv ist. �
Satz3.2 Wenn die Funktion ½Ü / � 3 konvex ist auf dem durch die erfüllten linearisierten Ne-
benbedingungen definiertenGebiet ��$65)� 7 � � ¾ µ»< �]· ; , dann ist die parametrische Funkti-
on � Ë ��� / ÙL3 Ë 2 ½Ü��Æ/ Ù,3v� mit Ù � M konvex.

Beweisidee:Die Funktion ½ÜU/ ��� 3 ist dannkonvex, wenngilt:> N ½ÜU/ ���Æ/ Ù,3O3> Ë ���Æ/ ÙL3 Ë N � M (3.76)

Die Funktion ½Ü / � 3 ist im zulässigenBereich� nachVoraussetzungkonvex. NachSatzA.2 gilt daher
für zweibeliebigeLösungen�ÁKz$`���è/ Ù K 3 und ��NU$N��� / Ù N 3 :½ÜU/��=N 3 � ½ÜU/��»K 3�¾ /���N r �»K 3 s Â 
 ½ÜU/��¼K 3 (3.77)
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Mit y�$ Ë ��N Ë r Ë �»K Ë und y�� M kann ½ÜU/��=N 3 auchmit einerTaylorreiheabgescḧatztwerden:

½Ü��Æ/���N 3 $ ½Ü��Æ/ �ÁK 3¨¾ y > ½Ü��è/��»K 3> Ë ��� Ë ¾ y Nj > N ½Ü��Æ/��»K 3> Ë ��� Ë N ¾ Õ�/@y � 3 (3.78)

Der zweiteTermdiesesAusdruckskannwie folgt berechnetwerden:y > ½Ü��è/��»K 3> Ë ��� Ë $"yöC q áZ£( 
 , ( C ( 
[� ( / �¼N r �»K 3 s Â 
 ÜU/ �»K 3Ë ��N Ë r �ÁK Ë (3.79)

Einsetzenvon Gl. (3.77) und Gl. (3.79) in die Taylor Reihe (3.78) liefert unterBerücksichtigung
von y�$ Ë �=N Ë r Ë �¼K Ë mit y�� M eineBedingungfür die zweiteAbleitung unterVernachl̈assigung
derTerme Õ�/@y � 3 : y Nj > N ½Ü��Æ/ �ÁK 3> Ë ��� Ë N � M (3.80)�
Um die verallgemeinerteGrenzkurve auf die Problemstellungder Dimensionierunganwendenzu
können,ist nochzubeweisen,daßdie Zielfunktion ½ÜU/ � 3 für diesenAnwendungsfall konvex ist.

Konvexität desOptimier problems

In demhiervorgestelltenAnwendungsfall definiertsichdieZielfunktion ½ÜU/�� 3 nachGl. (3.67).Dadie
SummevonkonvexenFunktionenwiedereinekonvexeFunktionist (sieheAnhangA.2), reichteszu
zeigen,daßjeweilseinSummand½Ü»FS/ � 3 konvex ist. Ein Summandsetztsichdabeizusammenaus:½Ü¼FS/�� 3 $ l�n4e / rÉÞ C ½÷.FS/ � 3O3 (3.81)½÷.FS/�� 3 $ Â s ° ÷4F (3.82)

Die linearisierteZielgröße ÷.F ist einelineareFunktionund damit konvex. Die Exponentialfunktion,
die zur Transformationder Zielgrößenverwendetwird ist ebenfalls konvex. Da die Verkn̈upfung
zweierkonvexer Funktionenebenfalls konvex ist, ist jederSummand ½Ü»FS/ � 3 der Zielfunktion ½ÜU/ � 3
konvex undsomitdie Zielfunktionselbstebenfalls konvex.

Transformation desSchaltungsfehlersund der Parameterauslenkungfür die verallgemeinerte
Grenzkurve

Für die charakteristischeGrenzkurve werdenderFehler
Ë�� � Ë unddie Auslenkung

Ë ��� Ë so transfor-
miert, daßder transformierteFehler � und die transformierteAuslenkungÞ im Intervall � Mh2������_2 ���
liegen.Somit könnenunterschiedlicheOptimierproblemeuntereinanderverglichenwerden.Für die
verallgemeinerteGrenzkurvekanneineähnlicheTransformationvorgenommenwerden.Bei derDe-
finition derTransformationist zu beachten,daßdie Transformationdie Konvexität desOptimierpro-
blemsnicht verletzt.
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Für dieTransformationderAuslenkungÞ � kannwie in dercharakteristischenGrenzkurveeinelineare
SkalierunganalogzuGl. (3.13)vorgenommenwerden:Þ �è/ ÙL3 $ Ë ��� / ÙL3 Ë r Ë ���Æ/ Ù � ô 3 ËË �/�Æ/ M	3 Ë r Ë ���Æ/ Ù � ô 3 Ë (3.83)

Einerein lineareSkalierungderAuslenkunghatkeinenEinflußauf die Konvexität desOptimierpro-
blems.Die parametrischeKurve / Þ � / ÙL3�2 ½Ü��Æ/ Ù,3O3 ist ebenfalls konvex.

Um die Konvexität desOptimierproblemsnicht zu verletzen,ist bei derTransformationdesFehlers
zu beachten,daßbei einer Skalierungder AuslenkungnachGl. (3.83) für die Fehlertransformati-
on �)�Æ/ ½Ü /�� 3O3 die Bedingung Â 
�
 �)� /�� 3 � Mh2 (positiv semidefinit) (3.84)

erfüllt seinmuß.Für denin dervorliegendenArbeit betrachtetenFall hatsicheinelineareSkalierung
für ½Ü bewährt: �)�Æ/ Ù,3 $ ½ÜU/ Ù,3 r ½ÜU/ M	3½Ü / Ù � ô 3 r ½ÜU/ MX3 (3.85)

Es kannnaẗurlich jedeandereTransformationverwendetwerden,solangediesedie Konvexitätsbe-
dingung(3.84)erfüllt.

3.4.3 Berechnungder verallgemeinertenGrenzkurve

Die Aufgabe der Berechnungder verallgemeinertenGrenzkurve unterteilt sich in verschiedene
Aspekte:� Berechnung von Punkten für einen gegebenenWert von Ù : DieseAufgabeerfordertdie

LösungdesOptimierproblems(3.66) für dasgegebeneÙ . DasOptimierproblembedeutetdie
MinimierungeinernichtlinearenZielfunktionunterBerücksichtigunglinearerNebenbedingun-
gen.Für diesenAnwendungsfall existierensogenannteProjektionsverfahren[NW99, Spe98],
die insbesonderefür denFall linearerNebenbedingungensehreffektiv sind.DieseVerfahren
sindvergleichbarmit demfür die quadratischeProgrammierungverwendetenPQP-Verfahren,
nurdaßsiedieHesse-Matrixiterativ durcheinUpdate-Verfahren(z.B. BFGS-Update)approxi-
mieren.InsbesonderesindbeidiesenVerfahrennachdererstmaligenBestimmungeinerzulässi-
genLösung,diealleNebenbedingungenerfüllt, alleweiterenLösungenim zulässigenBereich.� Approximation der gesamtenKurve: Die verallgemeinerteGrenzkurve erbt alle wichtigen
Eigenschaftenvon der charakteristischenGrenzkurve. Dazuzählt spezielldie Konvexität, die
bei der Approximationder charakteristischenGrenzkurve durchTangenten(Abschnitt3.2.6)
bzw. BB-Kurven(Abschnitt3.2.7)alsVoraussetzunggenommenwurde.Damit sinddieseVer-
fahrenohneÄnderungenaufdieverallgemeinerteGrenzkurveübertragbar. Auchfür dieverall-
gemeinerteGrenzkurve müssenbei derApproximationdergesamtenKurve durchBB-Kurven
zumeistdeutlichwenigerPunkteberechnetwerden,um einenvorgegebenenmaximalenAp-
proximationsfehlerunterschreiten.



3.4Die verallgemeinerteGrenzkurve 61

� Berechnung von Punkten mit vorgegebenemFehler, Auslenkung oder Steigung: Das in
Abschnitt3.2.8vorgestellteVerfahrenzurBerechnungvonPunktenaufderGrenzkurvehatals
Voraussetzungdie Konvexität der Kurve. Damit kannauchdiesesVerfahrenfür die verallge-
meinerteGrenzkurveohneÄnderungen̈ubernommenwerden.� Bestimmungeiner sinnvollen Schrittweite: Für dieBestimmungeinersinnvollenSchrittwei-
te,die ein günstigesVerḧaltniszwischenFehlerreduktionundGrößederParameterauslenkung
hat,könnenebenfalls die in Abschnitt3.3diskutiertenVerfahrenverwendetwerden.

Alle Verfahren,die für die charakteristischeGrenzkurve in Abschnitt3.2und3.3vorgestelltwurden,
könnenohneEinschr̈ankungendirekt für dieverallgemeinerteGrenzkurveverwendetwerden.Einzig
die Steigung= an bereitsberechnetenPunktender verallgemeinertenGrenzkurve wird zus̈atzliche
ben̈otigt.

3.4.4 Steigungder verallgemeinertenGrenzkurve

In diesemAbschnittwird dieSteigung=c�8$ > �)� � > Þ � derverallgemeinertenGrenzkurvebestimmt.
Die Steigungwird für die drei Fälle Ù � ô , Ù � � ô 2`M � und Ù $ M getrenntbetrachtet.Zunächstsoll
derNormalfall für einenPunktinnerhalbderKurvebetrachtetwerden.

Steigungder verallgemeinertenGrenzkurve für ô TVÙ�TÚM
Die Steigungfür diesenFall kannanalogzur charakteristischenGrenzkurve in Abschnitt3.2.5be-
stimmtwerden: =c�è/ ÙL3 $ > ���è/ ÙL3> Þ �è/ ÙL3 $ > �)�è/ ÙL3> ½Ü��è/ ÙL3 C > ½Ü��è/ ÙL3> Ë ���Æ/ Ù,3 Ë N C > Ë ���Æ/ Ù,3 Ë N> Þ �è/ Ù,3 (3.86)

Wird die in Gl. (3.83)bzw. Gl. (3.85)vorgeschlageneTransformationfür die Auslenkung
Ë ���è/ ÙL3 Ë

und denSchaltungsfehler½Ü��Æ/ Ù,3 verwendet,dannkönnendie einzelnenTermevon Gl. (3.86) wie
folgt bestimmtwerden:> ���è/ ÙL3> ½Ü��è/ ÙL3 $ �½ÜU/ Ù � ô 3 r ½ÜU/ M	3 (3.87)> ½Ü��è/ ÙL3> Ë ���Æ/ Ù,3 Ë N $ r Ù (3.88)> Ë ���Æ/ Ù,3 Ë N> Þ �¢/ Ù,3 $ j C Ë ���Æ/ Ù,3 Ë C�/ Ë ���Æ/ M	3 Ë r Ë ���Æ/ Ù � ô 3 Ë 3 (3.89)

Und alsSteigungergibt sichdann:=c� / ÙL3 $ r j Ù C Ë ���Æ/ Ù,3 Ë C / Ë ���Æ/ M	3 Ë r Ë ���è/ Ù � ô 3 Ë 3½ÜU/ Ù � ô 3 r ½ÜU/ M	3 (3.90)

In Gl. (3.88)wurdedabeiwiederber̈ucksichtigt,daßnachGl. (A.11) derLagrange-ParameterÙ die
Empfindlichkeit der Zielfunktion gegen̈uber den Nebenbedingungen

Ë � Ë N $ Ë ���Æ/ Ù,3 Ë N beschreibt.
Wird für denSchaltungsfehlereineandereTransformationals Gl. (3.85)verwendet,so ist zur Be-
stimmungderSteigungnur derAusdruckderAbleitung

> �)�è/ ÙL3 � > ½Ü��Æ/ ÙL3 zu ändern.
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Steigungder verallgemeinertenGrenzkurve für Ù � ô
Setztman Ù $ ô in obigeGleichungfür die Steigung(3.90)ein, so lassensich zwei Fälle unter-
scheiden:� Im StartpunktsindNebenbedingungenaktiv. In diesemFall ist

Ë ���Æ/ Ù,3 Ë L$ M für Ù � ô . Aus
Gl. (3.90)ergibt sichderWert derSteigungzu =c�Æ/ Ù � ô 3 $ r ô .� Im StartpunktsindkeineNebenbedingungenaktiv unddamitist

Ë ���Æ/ ÙL3 Ë $ M für Ù � ô . Die
Steigungergibt sichsichin diesemFall zu ô C M . DieserFall soll im folgendenbehandeltwer-
den.

Für denFall Ù � ô und ���Æ/ Ù � ô 3 $ ·
mußzur BestimmungderSteigungderTerm

> ½Ü�� � > Þ �
an der Stelle Ù � ô abgescḧatzt werden.Unter UmgehungdesQuadrates

Ë � Ë N kanndieserTerm
ausdemVerhaltenderGrenzkurve für ��$ ·

bestimmtwerden.

Im Anfangspunktist nachVoraussetzungdieAuslenkunggleichNull. DadieAuslenkungquadratisch
in die modifizierteZielfunktion eingeht,ist auchihr Anteil anderAbleitungdermodifiziertenZiel-
funktion verschwindend.Der GradientderZielfunktion Â 
 ½Ü / � 3 bestimmtdaherim Ausgangspunkt
die Richtungder Auslenkung.Die Änderung ~g� der Entwurfsparameterfür eineAuslenkungder
Größe y im Ausgangspunkt��$ ·

ergibt sichdeshalbzu:~g��$$y�C r Â 
 ½ÜU/�� 3Ë Â 
 ½Ü /�� 3 Ë XXXX 
 �Gà (3.91)

Die ÄnderungderZielfunktion für kleineAuslenkungeny kannmit einerLinearisierungabgescḧatzt
werden: ~ ½Ü /1~g� 3 $ r y C0Â s
 ½ÜU/ �"$ · 3 r Â 
 ½ÜU/ � 3Ë Â 
 ½ÜU/ � 3 Ë ¾ Õ�/@y N 3 (3.92)

Mit y�� M bestimmtsichdie Ableitung
> ½Ü�� � > Ë ��� Ë

zu:> ½Ü��> Ë ��� Ë XXXX ADC ò $ r Ë Â 
 ½ÜU/ ��$ · 3 Ë (3.93)

UnterBerücksichtigungderweiterenAbleitungen
> �)� � > ½Ü�� und

> Ë ��� Ë�� > Þ � , dieausGl. (3.83)bzw.
Gl. (3.85)berechnetwerdenkönnen,ergibt sichdie SteigungderverallgemeinertenGrenzkurve für
diesenFall: =c�Æ/ Ù � ô 3 $ ÒÓ{Ô r ô für �¢/ Ù � ô 3 L$ ·
�� ¯ < ² c 
)� ¯�ADC ò ²*�x� ¯�ADC ò ² c *�x� ¯ < ² C Ë Â 
 ½Ü / �"$ · 3 Ë für �¢/ Ù � ô 3 $ · (3.94)

Steigungder verallgemeinertenGrenzkurve für Ù $ M
Auch für die Steigung=c�Æ/ Ù $ M	3 lassensichwiederzweiFälle unterscheiden:
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� Der zulässigeBereich ist nicht beschr̈ankt und die Lösung für Ù $ M hat die Auslen-
kung

Ë ���Æ/ Ù $ M	3 Ë $­ô . In diesemFall kannkeineAussagëuberdie Steigunggemachtwer-
den.DieserFall ist allerdingsfür die Praxisnicht relevant.In derRegel sindfür die Parameter
Untergrenzen(z.B. minimaleStrukturgrößen)undObergrenzengegeben.DerzulässigeBereich
ist damitin derPraxisimmerabgeschlossen.� Der zulässigeBereichist abgeschlossen.In diesemFall kann Ù $ M in Gl. (3.90)eingesetzt
werdenunddieSteigungergibt sichzu =c�è/ Ù $ M	3 $ r M .

Für die in der PraxisrelevantenFälle kanndie Steigungim Endpunkt Ù $ M aufgrundder Abge-
schlossenheitdeszulässigenBereichesimmerals =c�Æ/ Ù $ M	3 $ r M angenommenwerden.

3.5 Abbruchkriterien

Vern̈unftigeAbbruchkriteriensindmitentscheidendfür eineEinsetzbarkeit undAkzeptanzeinerau-
tomatischenDimensionierung.Bei denAbbruchkriteriensinddabeifolgendeAspektein Betrachtzu
ziehen:

1. Die AuswertungderZielfunktionberuhtletztendlichaufdenWertenderSchaltungseigenschaf-
ten,diedurcheineSchaltungssimulationgewonnenwerden.Die Genauigkeit desSchaltungssi-
mulatorsliegt dabeiweit unterhalbderMaschinengenauigkeit. EineVerbesserungderGenau-
igkeit einerSimulationist zumeistnur untereinererheblichenVerländerungderSimulations-
zeitenmöglich.Für einetransienteAnalysebedeuteteinehöhereSimulationsgenauigkeit z.B.
kleinereSchrittweiten,so daßfür die gleicheSimulationmehr Zeitschritteben̈otigt werden.
Dieserelativ geringeGenauigkeit bei derAuswertungderZielfunktion ist beidenAbbruchkri-
terienzuber̈ucksichtigen.

2. Die Berechnungderben̈otigtenGradientenerfolgt teilweisemittelsfiniter Dif ferenzen.Um die
Anzahl der hierzunotwendigenSchaltungssimulationenklein zu halten,werdenper Vorein-
stellungnur finite Vorwärtdifferenzenverwendetund kein zentralerDif ferenzenquotient.Die
Genauigkeit derGradientenist damit in derRegel nochmalsum eineGrößenordnungschlech-
teralsdie Berechnungsgenauigkeit derZielfunktion.

3. Die Entwurfsparameter� sind in der Regel nicht mit beliebigerGenauigkeit einstellbar, son-
dern müssenauf einemdefiniertenGitter (Grid) liegen. Änderungender Parameter, die um
mehrereGrößenordnungenunterhalbderGittersliegen,sindnicht mehrsinnvoll. Ist für einen
Parameterkein Gitter vorgegeben,sogilt in derRealiẗat trotzdem,daßdieserParameternicht
mit unendlichhoherGenauigkeit produziertwerdenkann.

Aus diesenAspektenlassensich geeigneteAbbruchkriterienherleiten.Punkt1 und 2 obigerListe
begrenzendie Genauigkeit der Zielfunktion und der Gradientenbestimmung.Eine nurmehrgeringe
Verbesserungder Zielfunktion zwischenzwei Iterationen� und � ¾H� lästweitereIterationendes
Dimensionierungsalgorithmusnicht sinnvoll erscheinen.

EinesehrkleineSchrittweite
Ë � ¯±ù_² r � ¯±ù � K ² Ë , diedeutlichunterhalbderGittergrößederEntwurfspa-

rameterliegt, läßtkeinesignifikantenÄnderungender Entwurfsparametererwarten.Die zwei ver-
wendetenAbbruchkriterienlautendamit:
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MinimaleVerbesserungderZielfunktion: ÜU/I� ¯úù_² 3 r ÜU/I� ¯úù � K ² 3 � ~�Ü�f�� � (3.95)

Minimale GrößederParameterkorrektur:
Ë � ¯±ù_² r � ¯±ù � K ² Ë � ~?�JfY� � (3.96)

Ist einesder obigenKriterien nicht erfüllt, so wird der Dimensionierungsalgorithmusabgebrochen
unddie in derletztenIterationbestimmtenWertederEntwurfsparameteralsSchaltungsdimensionie-
rungvorgeschlagen.



Kapitel 4

Ergebnisse

In diesemAbschnittwerdendie in der vorliegendenArbeit vorgestelltenVerfahrenauf zwei Schal-
tungsbeispieleangewendet.DabeisollenfolgendeAspekteverdeutlichtwerden:� VergleichdercharakteristischenGrenzkurve undverallgemeinertenGrenzkurve für die in die-

serArbeit diskutierteProblemstellung.� Vergleich der Ergebnissebei einer frühen Berücksichtigungdes Einflussesder Betriebs-
parameter.� EinflußderkonsequentenBerücksichtigungderstrukturellenNebenbedingungenwährendder
gesamtenDimensionierung.� Anwendbarkeit der vorgestelltenVerfahrenauf Schaltungenaus unterschiedlichenAnwen-
dungsbereichen.

Die in dieserArbeit vorgestelltenVerfahrensind in demTool WICKED [AEG
�

00a] implementiert,
dasbei InfineonTechnologiesin unterschiedlichenEntwicklungsbereichenverwendetwird. Auszwei
verschiedenenAnwendungsbereichenwurdenexemplarischzweiSchaltungenzurVeranschaulichung
dervorgestelltenVerfahrenausgewählt.Der Operationsversẗarker repr̈asentierteinetypischenanalo-
genSchaltungsblockwährendderAusgangstreiberein Beispielfür einedigitaleSchaltungist, die im
RahmendesBibliotheksentwurfsaufTransistorebenedimensioniertwird. AndereuntersuchteSchal-
tungen(u.a.Equalizer, Filter, Band-Gap)zeigenvergleichbareErgebnisse.

4.1 Operationsverstärker

Der Miller Operationsversẗarker (Abbildung 4.1) ist eine typischeanalogeStandardschaltung.Die
Schaltungbestehtaus7 MOS-Transistoren,was14 potentiellenEntwurfsparameternentspricht.Die
Betriebsbedingungenwerdendurch4 Betriebsparameter(VersorgungsspannungVdd, TemperaturT,
Bias-StromIbias undLastkapaziẗatCload modelliert.Die Fertigungsstreuungenbeschreibendie7 stati-
stischenParameter.

Die Schaltung besteht aus drei Stromspiegeln (M3-M4, M8-M5, M8-M7), einem Differenz-
paar (M1-M2) und dem TransistorM6, der als spannungsgesteuerteStromquellearbeitet.Nach
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M7

Ibias

M6

M5
M8

M4M3

M2

inP

inN

Cc

Cload

M1

Abbildung4.1:Beispielschaltung:Miller Operationsversẗarker

NMOS Länge Weite PMOS Länge Weite

M3 l3 w3 M1 l1 w1
M4 l3 w3 M2 l1 w1
M6 l3 k C w3 M5 l5 w5

M7 l5 0.5C k C w5
M8 l5 w8

Tabelle4.1:LängenundWeitenderTransistorenfür denMiller Operationsversẗarker.

Abschnitt2.1.3ergebensichsomitdie in Tabelle4.2 dargestelltenstrukturellenNebenbedingungen.
Für die Weitenund Längender MOS-Transistorenergibt sich damit die in Tabelle4.1 angegebene
ParametrierungderSchaltung.

Mit denvorgestelltenVerfahrenwurdenfür die DimensionierungdesOperationsversẗarkersbei Be-
rechnungderEmpfindlichkeitenüberDif ferenzenquotienten1110Simulationenben̈otigt. EineSimu-
lation entsprichthierbei der Extraktion aller Eigenschaften(DC-, AC- und transienteSimulation).
Die gesamtefür die Simulationben̈otigte CPU Zeit auf einemIntel PentiumIII, 500MHz betr̈agt
ca.180min.Erfolgendie Simulationensoweit wie möglich parallelauf einemNetzwerkvon 10 In-
tel PentiumIII 500MHz Rechnernso werdenca. 60min

”
Wall-Clock Time“ ben̈otigt. Tabelle4.3

faßtdieErgebnissefür dieDimensionierunggetrenntnachNominalentwurfundEntwurfszentrierung
zusammen.

Die Ergebnissezeigeneinerseitsdeutlich,daßeineautomatischeDimensionierungdesOperations-

GleichheitsbedingungenUngleichheitsbedingungen

3 Stromspiegel 6 36
1 Differenzpaar 2 14
1 Spannungsgesteuerte

Stromquelle — 3

Tabelle4.2:StrukturelleNebenbedingungenfür denMiller Operationsversẗarker.
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Spezifi- Ausgangs- Nominal- Entwurfs-
Eigenschaft kation punkt entwurf zentrierung

VersẗarkungA < [dB] T 80 63 84 ( å $ �k�B} ) 83 ( å%$ ��� � )
Transitfrequenzf H [MHz] T 4.0 4.1 4.6( å $ �
�|{ ) 3.3( å $ ����~ )
Phasenrandreserve Ü�� [ � ] T 60 52 68( å TÑ�DM ) 73 ( å%$ }�� � )
Slewrate � SR
 [V/ � s] T 4.0 3.4 5.0( å $ �
� j ) 5.3( å $Ñ� ��~ )
Slewrate � SR� [V/ � s] T 4.0 7.2 5.3( å $ �
�|~ ) 5.8( å $Ñ� ��~ )
LeistungPwr [mW] E 1.1 0.6 0.84( å $ ���|~ ) 0.88( å $Ñ� ��~ )

Iterationen — — 10 3
Simulationen — — 170 940

Tabelle4.3:ErgebnissederDimensionierungdesOperationsversẗarkersaufgespaltenin Nominalent-
wurf undEntwurfszentrierung.

versẗarkersmit demvorgestelltenVerfahrenmöglich ist.AndererseitszeigtdieAnzahlderSimulatio-
nenund die Simulationsdauerim Nominalentwurfund Entwurfszentrierung,daßeineAufspaltung
des Entwurfs in diesezwei Schritteaufgrunddes hohenSimulationsaufwandesin der Entwurfs-
zentrierungsinnvoll ist. Obwohl die Iterationszahlin der Entwurfszentrierungdeutlichgeringerist
als für denNominalentwurf,wird in derEntwurfszentrierungdie fünffacheMengeanSimulationen
ben̈otigt. Diesist vor allenDingendaraufzurückzuf̈uhren,daßdieBerechnungderZielgrößenfür die
Entwurfszentrierungselbstwiederein Optimierproblemist. Für eineBeschleunigungdesVerfahrens
wäreesdenkbar, zuBeginnderEntwurfszentrierungmit Worst-CaseAbsẗandenbasierendaufeinem
linearisiertenSchaltungsmodellvergleichbardenLinearizedPerformancePenalties(LPPs)[KD95]
zuarbeiten.In diesemFall kanneineKonvergenzdesVerfahrensabernichtmehrbewiesenwerden.

Einfluß der fr ühen Berücksichtigung der Betriebsparameterauf die Dimensionierung

Mit Betriebsparameter OhneBetriebsparameter
Eigenschaft Nominal !���� WCD ( åY��� ) Nominal !��M� WCD ( åY�M� )

A < 84 83 4.5 87 86 5.1
f H 4.6 4.1 1.8 5.3 4.8 8.3Ü�� 68 62 10.7 65 58 -5.0
SR
 5.0 3.9 1.2 5.6 4.0 1.3
SR� 5.3 4.3 1.6 6.0 5.7 1.8
Pwr 0.84 1.0 4.6 0.95 1.1 4.4

Tabelle4.4: Vergleich von Nominalentwurfmit und ohneBerücksichtigungder Betriebsparameter
anhandderNominalwertederEigenschaften,derEigenschaftswerteim Worst-CaseBetriebsparame-
tereck ! WC undderWorst-CaseAbsẗandeå WC.

Die früheBerücksichtigungderBetriebsparameterbereitsim NominalentwurfermöglichteineNomi-
naldimensionierungderSchaltung,die einengutenAusgangspunktfür die Entwurfszentrierungbil-
det.Tabelle4.4vergleichteinenNominalentwurfmit undohneBerücksichtigungderBetriebsparame-
terbeiderBerechnungderParameterabstände.Eszeigtsich,daßeinigeEigenschaftensehrstarkvon
denBetriebsparameternbeeinflußtwerden,währenddieBetriebsparameteraufandereEigenschaften
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wenigoderkeinenEinflußhaben.DieszeigtsichauchdeutlichandenWorst-CaseAbsẗanden,diebei
BerücksichtigungderBetriebsparameterbereitsim Nominalentwurfsdeutlichausgeglichenersind.

Einfluß der struktur ellen Nebenbedingungenauf die Dimensionierung

Die konsequenteBerücksichtigungder strukturellenNebenbedingungenwährendder gesamtenDi-
mensionierungstellt sicher, daßnur schaltungstechnischsinnvolle Lösungenberechnetwerden.Wie
untengezeigt,ermöglichterstdieBeschr̈ankungderParameteraufeinschaltungstechnischsinnvolles
Gebieteinesinnvolle automatischeDimensionierunganalogerSchaltungen.

Wie in [ZEG98,ZEG99,SPZ
�

01] gezeigt,sinddieSchaltungseigenschaftenim Bereicherfüllter Ne-
benbedingungen(Feasibilityregion) zumeistnureineschwachnichtlineareFunktionderEntwurfspa-
rameter. Dieswird nochmalsin Abbildung4.2 verdeutlicht.DieseAbbildungzeigtdie Versẗarkung
und die Sättigungsbedingungfür einenTransistorin Abhängigkeit einesEntwurfsparameterszwi-
schendessenvomSchaltungsentwicklervorgegebenenGrenzen.ÜbereinenweitenBereichzeigtdie
SchaltungeinennahezulinearenVerlauf der Versẗarkung.An demPunktan demdie Nebenbedin-
gungverletztwird, knickt die Versẗarkungdagegenab. Eine Beschr̈ankungder Entwurfsparameter
auf einenschaltungstechnischsinnvollenBereichdurchdie konsequenteBerücksichtigungderstruk-
turellenNebenbedingungenermöglicht alsoersteineeffizienteautomatischeDimensionierungrobu-
steranalogerSchaltungen.

Diessoll ebenfalls amMiller Operationsversẗarker verdeutlichtwerden.Dazuwird derNominalent-
wurf für denOperationsversẗarkermit denin Tabelle4.3angegebenSpezifikationenmit undohnedie
BerücksichtigungstrukturellerNebenbedingungenverglichen.

Spezifi- ohneNeben- mit Neben-
Eigenschaft kation bedingungen bedingungen

VersẗarkungA < [dB] T 80 85( å%$ r ���úM ) 84 ( å%$ ���B} )
Transitfrequenzf H [MHz] T 4.0 4.8( å%$ Mk��} ) 4.6( åq$ �
�|{ )
Phasenrandreserve Ü�� [ � ] T 60 65( å%$ r ~k�úM ) 68 ( å TÄ�DM )
Slewrate � SR
 [V/ � s] T 4.0 5.3( åq$ r ���B  ) 5.0( åq$ �
� j )
Slewrate � SR� [V/ � s] T 4.0 5.8( åq$ r M�� � ) 5.3( åq$ �
�|~ )
LeistungPwr [mW] E 1.1 0.87( å%$ {k� � ) 0.84( åq$ ���|~ )

Tabelle 4.5: Vergleich der Dimensionierungdes Miller Operationsversẗarkers mit und ohne die
BerücksichtigungstrukturellerNebenbedingungen.

Der Vergleich ist in Tabelle4.5 dargestellt.Eszeigtsich,daßohnedie Berücksichtigungstrukturel-
ler Nebenbedingungenkein sinvoller Parametersatzberechnetwerdenkann.Die Nominalwerteder
EigenschaftensindteilweisebesseralsbeiderDimensionierungmit derBerücksichtigungstrukturel-
ler Nebenbedingungen.AllerdingszeigtsicheinestarkerḧohteEmpfindlichkeit gegen̈uberSchwan-
kungender Betriebsparameter(sieheAbbildung 4.3. Dies resultiertdarin,daßdie Spezifikationim
Worst-CaseBetriebsparametereckbereitsverletztist – derWorst-CaseAbstandalsonegativ ist.

Abbildung 4.3 vergleicht den Verlauf der VersẗarkungA < desOperationsversẗarkers über der Be-
triebsspannungnachdemNominalentwurfmit undohnestrukturelleNebenbedingungen.Obwohl bei
der DimensionierungohneBerücksichtigungstrukturellerNebenbedingungender Nominalwert der
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Abbildung4.2:VersẗarkungundeinestrukturelleNebenbedingungin Abhängigkeit derEntwurfspa-
rameter.
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Abbildung 4.3: Verlauf der Versẗarkungüberder VersorgungsspannungnachdemNominalentwurf
mit undohneBerücksichtigungderstrukturellenNebenbedingungen.



70 Ergebnisse

Eigenschaftbesserist, ist die Schaltungaufgrundder starken Abhängigkeit deutlichschlechterdi-
mensioniertals ohneBerücksichtigungstrukturellerNebenbedingungen.Eine konsequenteBerück-
sichtigungstrukturellerNebenbedingungenist alsoeineVoraussetzungfür einesinnvolle Anwendung
einerautomatischenDimensionierunganalogerSchaltungen.

4.2 Ausgangstreiber

Der AusgangstreibernachAbbildung4.4 ist eineStandardtopologie,die für unterschiedlicheTech-
nologienmit unterschiedlichenminimalenStrukturgrößenVerwendungfindet. Durch den Einsatz
einerautomatischenDimensionierungerhofft mansich für diesenFall auchdie Möglichkeit eines
automatischenTechnologietransfers.Ausgehendvon der Dimensionierungin einervorhergehenden
Technologiesoll die Schaltungsodimensioniertwerden,daßsiedie ansiegestelltenForderungenin
derneuenTechnologieerfüllt. Die Startdimensionierungliefert in derRegel bereitseinensinnvollen
Ausgangspunkt.Insbesonderekonvergiert die Simulationfür dieseStartdimensionierung,waseine
Voraussetzungfür denEinsatzdervorgestelltenVerfahrenist.

dq

enq

Abbildung4.4:BeispielschaltungAusgangstreiber

Spezifi- Ausgangs- Nominal- Entwurfs-
Eigenschaft kation punkt entwurf zentrierung

Delayrisetd,rise [ns] E 4.0 4.1 3.2( åq$­� �|¡ ) 2.8( å $ ��� j )
Delayfall td,fall [ns] E 4.0 3.4 2.8( å T­� M ) 3.1( å $ ����~ )
Anstiegszeittr [ns] E 4.0 6.7 3.0( åq$ j �úM ) 2.7( å $ ~k�|� )
Abfallzeit tf [ns] E 4.0 5.1 3.0( åq$ �
��  ) 2.6( å $ ~k�B  )
Noise(vdd) [mV/nH] E 20 12.2 13.4( å T�~k�|{ ) 14.1( å $ ��� � )
Noise(vss)[mV/nH] E 20 12.2 13.1( åq$ }��|~ ) 12.6( å $ }��B  )

Iterationen — — 4 2
Simulationen — — 52 342

Tabelle4.6: Dimensionierungsergebnissefür den Ausgangstreiberunterteilt nachNominalentwurf
undEntwurfszentrierung.

Tabelle4.6zeigtdie Dimensionierungsergebnissefür denAusgangstreiberausgehendvon einervor-
hergehendenTechnologie.Die Längender Transistorensind fest auf die minimal vorgegebenen
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Längenfixiert, da für den Ausgangstreiberals digitale SchaltungsklasseMismatch oder erḧohte
Streuungender Einsatzspannungaufgrundvon KurzkanaleffektenkeineRolle spielen.Die Transi-
storweitensind als Entwurfsparameterdefiniert,wobei für die EingangslogikdesTreibersjeweils
alle p-Kanalundn-KanalTransistorendie gleichWeitehaben.Insgesamtergebensichdadurchacht
Entwurfsparameter. DieBetriebsbedingungensinddurchdieLastskapaziẗatunddieVersorgungsspan-
nungmodelliert.

Im EndpunktderEntwurfszentrierungsinddie Worst-CaseAbsẗandefür dasSchaltrauschenauf der
Versorgungsspannung(Noise(vdd)) und die Verz̈ogerungszeitfür die steigendeFlanke (Delay rise
td,rise) nahezugleichgroß.DieseEigenschaftenkönnennichtmiteinanderverbessertwerden,sondern
sind starknegativ miteinanderkorreliert.Dieszeigt sichauchwennmandie GradientenderWorst-
CaseAbsẗandebetrachtet.Der Korrelationsfaktor im Lösungspunktfür die Entwurfszentrierungbe-
trägt0.983.Die kompletteKorrelationsmatrixfür alle Worst-CaseAbsẗandeim Lösungspunktist in
Abbildung4.5dargestellt.

Linearisierungsfehler für charakteristischeund verallgemeinerteGrenzkurve

Der Ausgangstreiberzeigt, daßdasvorgestellteVerfahrenfür denAnwendungszweckdesTechno-
logietransfersgeeignetist. Am BeispieldesAusgangstreiberssoll gezeigtwerden,wie sich der Li-
nearisierungsfehlerderlinearisiertenZielfunktionnachGl. (3.1)undderZielfunktionnachGl. (3.67)
basierendaufdenlinearisiertenZielgrößenverḧalt. Dazuwird zwischenderLösungdesNominalent-
wurfs undder Entwurfszentrierungdie wirkliche Zielfunktion Gl. (2.44),die linearisierteZielfunk-
tion Gl. (3.1) und die Zielfunktion Gl. (3.67)basierendauf denlineariertenWorst-CaseAbsẗanden
in Abbildung 4.6 dargestellt.Die linearisierteZielfunktionnachGl. (3.1) – in der Abbildung durch
ein ’ � ’ gekennzeichnet– bildet die GrundlagedercharakteristischenGrenzkurve. Die Zielfunktion
basierendauf denlinearisiertenWorst-CaseAbsẗandennachGl. (3.67)– in derAbbildungdurchein
’ ¾ ’ gekennzeichnet– dieBasisfür dieverallgemeinerteGrenzkurve.DerLinearisierungsfehlerdieser
Funktionenläßtsichalsoauf diecharakteristischebzw. verallgemeinerteGrenzkurve übertragen.

Die nichtlineareZielfunktion unddie Zielfunktion basierendauf demlinearisiertenWorst-CaseAb-
standsind praktischnicht voneinanderzu unterscheiden.Der maximaleLinearisierungsfehlerliegt
immerunter2%. Der Linearisierungsfehlerfür die vollständiglinearisierteZielfunktion dagegenist
bereitsfür kleine Auslenkungendeutlichzu groß.Mit steigenderAuslenkungsteigter exponentiell
an. Tabelle4.7 faßtnochmalsdenVergleich der Linearisierungvon demWorst-CaseAbstandund
denunterschiedlichenLinearisierungender Zielfunktion zusammen.An diesemBeispielzeigt sich
deutlich,daßderLinearisierungsfehlerdurchdieBerücksichtigungderstarkennichtlineariẗatderEx-
ponentialfunktiondeutlichreduziertwerdenkann.



72 Ergebnisse

Abbildung4.5:Korrelationsmatrixim LösungspunktderEntwurfszentrierung.
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Abbildung 4.6: Vergleich desLinearisierungsfehlerszwischenlinearisierterZielfunktion und Ziel-
funktion für denlinearisiertenWorst-CaseAbstandderAnstiegszeittr basierendauf demlinearisier-
tenWorst-CaseAbstandzwischendemEndpunktdesNominalentwurfs( ¢p£¥¤ ) unddemEndpunkt
derEntwurfszentrierung( ¢c£§¦ ).
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Auslenkung 0 0.25 0.5 0.75 1.0

Worst-CaseAbstandnichtlinear 2.00 3.29 4.45 5.50 6.44
Worst-CaseAbstandlinearisiert 2.00 3.32 4.65 6.0 7.31
Linearisierungsfehler — 2.3% 8.1% 14.2% 19.6%
NichtlineareZielfunktion 0.136 0.0374 0.0117 0.0041 0.0016
LinearisierteZielfunktion 0.136 0.0360 0.0095 0.0025 0.0007
undLinearisierungsfehler — 1.4% 1.8% 1.1% 0.7%
ZielfunktionderlinearisiertenWCD 0.136 -0.0085 -0.225 -0.405 -0.586
undLinearisierungsfehler — 147% 265% 398% 531%

Tabelle4.7:LinearisierungsfehlerdesWorst-CaseAbstandesderAnstiegszeittr zwischenEndpunkt
desNominalentwurfs( ¢c£N¤ ) undderEntwurfszentrierung( ¢c£§¦ ).
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Kapitel 5

Zusammenfassung

AnalogeSubsystemeundSchaltungsbl̈ockestellenin integriertenSchaltungenundSystemen(System
on a Chip) unverzichtbareFunktionenzur Verfügung.Trotz ihresim VergleichzumdigitalenSchal-
tungsteilkleinenFlächenanteilsanderGesamtfl̈acheeinerintegriertenSchaltungverursachenanalo-
geBlöckeeinenerheblichenTeil desEntwicklungsaufwandes.DerEntwurfeineranalogenSchaltung
kannin Topologieentwurf,DimensionierungundLayout unterteiltwerden,wobeidie Dimensionie-
rungdeutlichmehralseinDrittel desgesamtenAufwandesverursacht.Die Dimensionierunganaloger
Schaltungenerfolgt zumeistsimulationsbasiertund manuelldurch erfahreneSchaltungsentwickler
undist dahereinezeitaufwendigeundfehleranf̈allige Tätigkeit.

Die DimensionierungeineranalogenSchaltungwiederumkannin NominalentwurfundEntwurfszen-
trierungunterteiltwerden.Ziel desNominalentwurfsist es,daßdieSchaltungohneBerücksichtigung
desEinflussesvonunvermeidlichenStreuungendesFertigungprozessesundderBetriebsbedingungen
dieansiegestelltenAnforderungensogutwie möglicherfüllt. In dernachfolgendenEntwurfszentrie-
rungwird dieSchaltungsodimensioniert,daßsiemöglichstrobustgegen̈uberProzessstreuungenund
VariationenderBetriebsumgebungist. DiesbedeutetaucheinemöglichsthoheSchaltungsausbeute.

In dieserArbeit werdenVerfahrenzumNominalentwurfundzurEntwurfszentrierunganalogerSchal-
tungsbl̈ocke(typischerweisezwischen10und30freieParameter)aufTransistorebenevorgestellt.Be-
sondererAugenmerkwurdeauf die allgemeineAnwendbarkeit derVerfahrengelegt. Die präsentier-
tenVerfahrenunterliegenkeinerleiEinschr̈ankungenbez̈uglichderzuuntersuchendenEigenschaften
(z.B. nurKleinsignaleigenschaften)oderSchaltungsklassen(z.B. nurOperationsversẗarker).Um die-
seForderungenzu erfüllen, findenin dieserArbeit simulationsbasierteVerfahrenVerwendung.Die
Dimensionierungwird als mathematischesOptimierproblemformuliert. Die Auswertungder Ziel-
funktion unddie Bestimmungderben̈otigtenGradientenerfordertin derRegel mehrereSchaltungs-
simulationen(Simulatorin a loop).

Als ein wesentlicherBeitragdieserArbeit werdendie AufgabenstellungdesNominalentwurfsund
der Entwurfszentrierungauf einegemeinsamemathematischeProblemformulierungzurückgef̈uhrt.
In beidenAufgabenstellungenwerdeneigenschaftsorientierteRobustheitsmaßemittelsderExponen-
tialfunktion in eineskalareZielfunktion transformiert.Dabeikommt jeweils denEigenschaftenein
hohesGewicht zu, die ihre Spezifikationverletzenbzw. die die Ausbeuteammeisteneinschr̈anken.
Die Zielgrößenfür denNominalentwurfunddie Entwurfszentrierungber̈ucksichtigendabeijeweils
die Charakterisitiken der einzelnenEntwurfsschritte.Gegen̈uberdemStandder Technikergibt sich
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dadurcheinesignifikanteReduktionderben̈otigtenRechenzeitbei einergleichzeitigenVereinheitli-
chungdermathematischenBeschreibung.

In der Entwurfszentrierungwerdendie Worst-CaseAbsẗande[AGW94, Grä93,Wie94, AEG̈ 00a]
als Robustheitsmaßeverwendet.Der Worst-CaseAbstandist ein Maß für die parametrischeAus-
beuteeinerSchaltungbez̈uglich einerSpezifikation.Der Nominalentwurfbasiertauf denParameter-
absẗandenalsZielgrößen.Der ParameterabstandbeschreibtdenAbstandeinerEigenschaftvon ihrer
SpezifikationsgrenzeunterBerücksichtigungder Empfindlichkeit der Eigenschaftund demEinfluß
derBetriebsumgebung.Durchdie im RahmendieserArbeit eingef̈uhrtefrüheBerücksichtigungder
Betriebsumgebungwird im RahmendesNominalentwurfseinsehrguterAusgangspunktfür dienach-
folgendeEntwurfszentrierungbestimmtundsoim VergleichzuanderenVerfahrendieGesamtzahlder
Simulationenim gesamtenEntwurfsablaufdeutlichreduziertwerden.

Dasin derRegelschlechtkonditionierteOptimierproblemderDimensionierungwird mit einemTrust-
Region-Verfahrengelöst.Als signifikanteVerbesserungbestehenderVerfahrenwird in dieserArbeit
die starke Nichtlineariẗat,die durchdie Exponentialfunktionverursachtwird, besondersber̈ucksich-
tigt. In jedemSchritt desDimensionierungsalgorithmuswird nicht die Zielfunktion selbst,sondern
nur die Robustheitsmaßelinearisiert.Aufbauendauf dieserLinearisierungwird die Mengeder pa-
retooptimalenPunktebestimmt,für die keinegleichzeitigeReduktionvon Parameterauslenkungund
Zielfunktionmöglich ist.

DieseKurve, die verallgemeinerteGrenzkurve (Generalizedboundarycurve – GBC), wird benutzt,
um einenParametersatzmit einer möglichst größenFehlerreduktionbei einer möglichst geringen
Fehlerreduktionzu bestimmen.Im Vergleich zu bestehendenVerfahrenwird in dieserArbeit der
Berechnungsaufwand für die Grenzkurve durch eine günstigeApproximationmit Berstein-B́ezier
Kurvendeutlichreduziert.Die verallgemeinerteGrenzkurve ist dabeinicht auf die vorgestelltePro-
blemstellungbeschr̈anktsondernvielmehraufalle konvexenProblemeanwendbar.

Ein weiterer Fortschritt der vorliegendenArbeit gegen̈uber dem Standder Technik ist die erst-
maligekonsequenteBerücksichtigungstrukturellerNebenbedingungen[Eck98, ZEG98, SEGA99a,
GZEA01] währendder gesamtenDimensionierung.StrukturelleNebenbedingungenschr̈anken den
Parameterraumfür die Dimensionierungauf ein schaltungstechnischsinnvolles Gebietein, in dem
sich robuste Schaltungenhoher Qualiẗat befinden.Strukturelle Nebenbedingungenbeschreiben
GrundregelndesanalogenSchaltungsentwurfsalseinfacheBedingungenanTransistorenundTransi-
storpaare.In denErgebnissen(Kapitel 4) wird gezeigt,daßerstdieseEinschr̈ankungdesParameter-
raumeseinesinnvolle automatischeDimensionierunganalogerSchaltungenerlaubt.

Die vorgestellten Verfahren sind in dem industriell eingesetztenEntwurfswerkzeug WiC-
keD [AEG ¨ 00a] implementiert.WiCkeD bietet dabei eine leistungsf̈ahige graphischeBenutze-
roberfl̈achebasierendauf TCL /TK [Ous94, Wel97] zur interaktivenundautomatischenDimensionie-
rung analogerSchaltungen.Danebenkönnenmittels einer TCL /TK-basiertenSkriptspracheeigene
Oberfl̈achenund Algorithmen in das Tool integriert werden.Für WiCkeD sind Anbindungenan
die SimulatorenSABER, SPECTRE, TITAN und SPICE realisiert. An zwei Schaltungsbeispielen,
einemOperationsversẗarkeralsklassischeanalogeSchaltungundeinemAusgangstreiberalsdigitale
Schaltung,wurde die Anwendbarkeit der vorgestelltenVerfahren zum Nominalentwurfund zur
Entwurfszentrierunggezeigt.



Anhang A

Optimier probleme

In diesemAbschnittsindOptimalitätskriterienfür differenzierbareOptimierproblememit Nebenbe-
dingungenzusammengefaßt.Ein Optimierproblembestehtaus

Zielfunktion: ©�ª «�¬D­ «¯®�°²±)³
Gleichheitsnebenbedingungen: ´�ª�«�¬µ£$¶/­ ´·®�°²±)³)¸[±D¹ (A.1)

Ungleichheitsnebenbedingungen: ºrª�«�¬r»`¶�­ ºV®¼°½±)³)¸[±�¾
Für alle Funktionenwird angenommen,daß sie wenigstenszweimal stetig differenzierbarsind.
ZunächstwerdennotwendigeBedingungenfür allgemeinedifferenzierbareOptimierproblemedisku-
tiert. Anschliessendwird auf denSpezialfall konvexerOptimierproblemeeingegangen.Beweiseund
weitereErklärungenzudengegebenenDefinitionenfindensichz.B. in [Spe98, NW99, GMW81].

A.1 Extr emalkriterien für differ enzierbare Optimier probleme
mit Nebenbedingungen

Für denallgemeinenFall derMinimierungeinerskalarenZielfunktion ©�ª�«/¬ unterBerücksichtigung
von Nebenbedingungeń¿ª «�¬ und º7ª�«�¬ könnenaußerin Spezialf̈allen [HT90] keine Kriterien für
eineglobaleMinimalstelleangegebenwerden.Kriterien für lokaleExtremakönnenbasierendaufder
Lagrange-Funktionangegebenwerden.

Die Lagrange-Funktionfür dasOptimierproblemÀ'ÁÃÂÄÆÅ ©�ª «�¬�Ç;´�ª�«�¬È£"¶ÊÉËºrª�«�¬r»N¶�Ì (A.2)

mit Lagrange-Multiplikatoren Í und Î lautet[Spe98,NW99, GMW81]:Ï ª «µ­.Í�­�ÎÐ¬µ£"©�ª «�¬�ÑVÎÓÒ1´�ª «�¬�Ñ�Í Ò º7ª�«�¬D­ Î$»N¶ (A.3)
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Notwendigeaberim allgemeinennicht hinreichendeKriterien für ein Minimum von ©�ª�«�¬ auf dem
zulässigenBereichÔ·£ Å «¯®�° ± ³ Ç;´�ª�«�¬µ£N¶aÉËº7ª�«�¬Ó»`¶ÕÌ sind:

Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung: Ö Ä Ï ª�«�×�­.Í × ­�Îe×�¬È£"¶ (A.4)
(KKT-Bedingung)

PrimaleZulässigkeit: «�×e®¼Ô (A.5)

DualeZulässigkeit: Í × »`¶ (A.6)

Komplementariẗat: ª�Í × ¬ Ò ºÓª « × ¬µ£$¶ (A.7)

PositiveDefinitheit: ØÙ.Ú�Û/Ü|ÄÞÝvßáà Ò Ö'âÄ�Ä Ï ª�« × ­�Í × ­�Î × ¬ à »`ã à Ò à ­ ãä»N¶ (A.8)

Die Menge åQª « × ¬ ist derlinearisierendeKegelzu ´�ª�« × ¬D­�º7ª�« × ¬�»`¶/­ « × ®�Ô :åQª�«�×�¬æ£ ç à Ç à ÒYÖ ÄÞè[é £$¤ÐÉ à ÒYÖ Ä�ê_ë £N¤k­Ðì�£í¦
­�î�î�î�­�ïñðÞ­Jò½®ôócª�«/×.¬)õ (A.9)ócª�« × ¬æ£ Å òö® Å ¦
­�î�î�î�­�ï1÷IÌnÇ ê_ë ª « × ¬È£"¤�Ì (A.10)

Die Menge ócª « × ¬ ist die Mengeder aktiven Nebenbedingungenin « × . HinreichendeBedingungen
für ein Extremumerfordernzus̈atzlicheQualifikationsbedingungenandieNebenbedingungen.Diese
sindausf̈uhrlich in [Spe98,NW99,GMW81] dargestellt.

Eine Sensitivitätsanalysedes Optimierproblems[Spe98] ergibt zus̈atzlich, daß die Lagrange-
Faktoren Í × und Î × im Lösungspunktdie Empfindlichkeit der Zielfunktion gegen̈uber den Ne-
benbedingungenbeschreiben: Öaøxù ú
©�ª�«�×�¬È£üû Í ×Î ×^ý (A.11)

Diesbedeutet,daßsichin linearerNäherungbeispielsweiseeineVerbesserungderZielfunktionum þ é
erreichenläßt,wenndie Gleichheitsnebenbedingungè[é nicht bei è[é ª�«�¬e£ÿ¤ sondernbei èÞé ª «�¬n£ Ñ�¦
erfüllt wäre.Aus derKomplementariẗat Gl. (A.7) ergibt sichwiederum,daßdie Empfindlichkeit auf
eineUngleichheitsnebenbedingungengleichNull ist, wenndieseNebenbedingungnicht aktiv ist.

A.2 KonvexeOptimier probleme

KonvexeGebieteundFunktionenspielenin derOptimierungeinewichtigeRolle.Dieseherausragen-
deStellungergibt sichausderTatsache,daßfür einkonvexesOptimierproblemjedeslokaleMinimum
auchein globalesMinimum ist. Für ein konvexesOptimierproblemkannmit deterministischenVer-
fahrenalsonachweislichdasglobaleMinimum gefundenwerden[SW70, Spe98,NW99]. In diesem
Abschnitt sind deshalbeinigewichtige Definitionenund Sätzeüber konvexe Mengen,Funktionen
und Optimierproblemezusammengefaßt.Eine umfassendeDarstellungder Eigenschaftenkonvexer
FunktionenundGebietefindetsichz.B. in [Roc70].
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A.2.1 KonvexeMengenund Gebiete

Definition A.1 Ô � ° ± heißtkonvex, wenngilt:«���­�« â ®�Ô und þ¼® � ¤�­�¦�� £�� þ�«��
	$ª^¦ÐÑ9þ1¬;« â ®�Ô¿î
DefinitionA.1 fordertfür einekonvexeMengeÔ , daßdieVerbindungsliniezwischenzweibeliebigen
PunktenausderMengevollständigin derMenge Ô verläuft. JedekonvexeMengeist damitautoma-
tischaucheinGebiet.

Definition A.2 Essei «��D­�î�î�î�­�«���®¼° ± und � �é�
 ��� é £§¦ . Dannheißt� £ �� é�
 � � é « é (A.12)

eineKonvexkombinationder « é . Die Konvexkombinationheißtecht, falls ¤�� � é �"¦ für mindestens
ein ì gilt.

Definition A.3 Sei Ô � ° ± konvex. Wenn « ®�Ô nicht als echte Konvexkombinationvon Punkten
aus Ô darstellbarist, heißt « Extrempunktvon Ô .

Wenndie Menge Ô � ° ± konvex undkompaktist, danngibt esgenauï�	 ¦ Extrempunktevon Ô ,
so daß « ®¥Ô eine KonvexkombinationdieserPunkteist [Roc70,Spe98].Für die BB-Kurve mit
drei Kontrollpunkten,die zur ApproximationderGrenzkurve verwendetwird (Abschnitt3.2.7),sind
beispielsweisegenaudiesedrei KontrollpunkteExtrempunkteder konvexen Menge,die durchdas
Approximationsdreieckbegrenztwird.

A.2.2 KonvexeFunktionen

EinekonvexeFunktionwiederumdefiniertsichformal überdieEigenschaftenkonvexerGebiete:

Definition A.4 EineFunktion ©��¿Ô � ° ±��� ° ist konvex, wennder Epigraph��� ì�ª@©�¬��� ì�ª@©�¬µ£ Å ª�«p®�Ô¿­.ã¿¬)Ç ãä»N©�ª «�¬�Ì���°²± ¨ � (A.13)

konvex ist.

DefinitionA.4 erfordert,daßderzulässigeParameterraumÔ ebenfallskonvex ist. DieseDefinition ist
allerdingsim praktischenGebraucheherunhandlich.DeswegenwerdenhinreichendeKriterien für
konvexeFunktionengesucht.

SatzA.1 Sei Ô � ° ± nicht leer und konvex und die Funktion ©�ª�«�¬ in Ô zweimalstetig partiell
differenzierbarnach allenVariablen.Die Funktion © ist konvex auf Ô genaudann,wennÖ âÄ�Ä © positiv
semidefinitauf Ô ist.

Im ein-dimensionalenreduziertsich dieserSatzauf die einfach nachpr̈ufbareBedingungd "!
d#  »N¤ .

Eine andereshinreichendesund notwendigesKriterium für die Konvexität einer differenzierbaren
Funktionentḧalt folgenderSatz:

SatzA.2 Sei Ô � ° ± nicht leerundkonvex, © differenzierbarauf $�%&�tÔ . Die Funktion © ist konvex
genaudann,wennfür alle «È­ � ®�Ô gilt:©�ª � ¬�»N©�ª�«�¬'	Nª � Ñä«�¬;ÒYÖö©�ª�«�¬ (A.14)
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A.2.3 KonvexeOptimier probleme

Im Fall einerMinimierungbedeutetein konvexesOptimierproblemdie Minimierungeinerkonvexen
FunktionaufeinemkonvexenGebiet.Ein konvexesOptimierproblemhat,wie obenbereitsangedeu-
tet,dieherausragendeEigenschaft,daßKriterienzurBestimmungeinesglobalenMinimumsangege-
benwerdenkönnen.Dazusoll zun̈achstein konvexesOptimierproblemformaldefiniertwerden.

Definition A.5 Ein Optimierproblemheißtkonvex, wennderzulässigeBereich ÔÔô£ Å «p®ô°²±)³7Ç;´�ª�«�¬ £$¶gÉËºrª�«�¬r»`¶�Ì (A.15)

konvex ist unddie Zielfunktion ©�ª�«�¬ konvex auf Ô ist.

Für denin dervorliegendenArbeit betrachtetenFall derMinimierungeinerkonvexenFunktionunter
Berücksichtigungvon UngleichheitsnebenbedingungenºÓª «�¬ und ohneGleichheitsnebenbedingun-
gen ´�ª�«�¬ sind untereinermilden Zusatzbedingungdie in AbschnittA.1 angegebenennotwendigen
Kriterien bereitshinreichendfür einglobalesMinimum:

SatzA.3 Sei Ô konvex, nicht leer und abgeschlossenund die Gleichheitsnebenbedingungen èÞé ª «�¬
affin linear; die Zielfunktion ©�ª�«�¬ sei konvex und differenzierbarauf Ô . Die Slater-Bedingungsei
erfüllt: (Ä�)�Ú+* º7ª�« % ¬-,t¶aÉË´�ª�« % ¬µ£N¤ (A.16)« × ®GÔ ist genaudann globale LösungdesMinimierproblems(A.1) wenndie Multiplikatorregel
(KKT-Bedingung)(A.4)erfüllt ist.

SindkeineGleichheitsnebenbedingungen´�ª�«�¬ vorhanden,sogilt obigerSatzebenfalls. Die zus̈atz-
lich geforderteRestriktionsqualifikation(Slater-Bedingung)erfordertin diesemFall, daßdasdurch
dieNebenbedingungenbeschriebenekonvexeGebietnichtnurnicht leerist, sondernaucheinInneres
hat.In derPraxisist dieserFall für die behandelteProblemstellungimmererfüllt.



Anhang B

Bernstein-BézierKurven

Berstein-B́ezierKurven(BB-Kurven)[MV90, BSMM95] sindeineunteranderemin derGrafik sehr
beliebteMethode,Gebieteund Kurven zu approximieren.DieseBeliebtheitliegt zum einenan der
schnellenund leichtenBerechenbarkeit undandererseitsandergutenKontrollierbarkeit derAppro-
ximation.

B.1 AllgemeineDefinition einer Bernstein-BézierKurve

EineBB-Kurve ist eineparametrischeKurve in Abhängigkeit desParameters.r® � ¤�­�î�î�î�­�¦�� undder
Kontrollpunkte/ é :

/rª0.K¬µ£ ±� é�
 %21 é ù ± ª3.K¬4/ é ­ ¤657.25 ¦
­ 1 é ù ± £98 ï ì;: . é ªK¦eÑ<.K¬v±>= é (B.1)

An jedemPunkt .Ó® � ¤k­�î�î�î�­�¦�� gilt dabeifür dieSummederBernstein-Polynome1 é ù ± :±� é�
 %21 é ù ± ª0.K¬µ£ ¦ (B.2)

Mit dieserEigenschaftder Bernstein-Polynomestellt die BB-Kurve eine Konvexkombinationder
Kontrollpunkte/ é nachDefinitionA.2 dar.

B.2 Eigenschaftender BB-Kurvemit drei Kontrollpunkten

In diesemAbschnittwerdenspezielldie Eigenschaftender in dieserArbeit zur Approximationver-
wendetenBB-Kurvemit drei Kontrollpunktendiskutiert.ZunächstsollendieEigenschaftenganzall-
gemeinerBB-Kurvenmit drei Kontrollpunktenbetrachtetwerden,umdannaufdenbei derApproxi-
mationverwendetenSpezialfall einzugehen.Im folgendenwird angenommen,daßdie drei Kontroll-
punktederBB-KurvenichtaufeinerGeradeliegen.
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BB-Kurve /Óª3.K¬Ô�?
/ â

/ �

/ %

¢A@

¢ â

¢B�
AbbildungB.1: BB-Kurvemit drei Kontrollpunkteim drei-dimensionalenRaum

Der Fall, daßdie drei KontrollpunktederBB-Kurve auf einerGeradeliegen,entsprichtin demhier
untersuchtenAnwendungsfall der ApproximationeinerGrenzkurve mit idealerKonditionszahlund
einersichnicht änderndenMengeaktiver Nebenbedingungen.In diesemFall ist sowohl die Grenz-
kurvealsauchdie BB-KurveeineeinfacheGerade.

Für eineBB-Kurvemit drei Kontrollpunkten/ % , / � und / â stellendieKontrollpunkteExtrempunkte
deskonvexenGebietesÔ�? dar, dasdurchdieVerbindungslinienderKontrollpunktegebildetwird (Ab-
bildungB.1). Die drei KontrollpunktespanneneinezweidimensionaleEbenein demim allgemeinen
n-dimensionalenRaumauf.Legt manohneBeschr̈ankungderAllgemeinheitdurcheineVerschiebung
der Koordinateneinenderdrei Kontrollpunktein denUrsprung,sobildendie Vektorenvon diesem
PunktzudenbeidenanderenKontrollpunkteneine(im allgemeinennicht orthogonale)Basisfür den
zwei-dimensionalenUnterraumin demsichdie Kurve bewegt. Esreichtalsoaus,für die BB-Kurve
mit drei Kontrollpunkteneinenzwei-dimensionalenRaumzubetrachten.

Für denobenausgeschlossenenentartetenFall, daßalledreiKontrollpunkteaufeinerGeradenliegen,
sind die Kontrollpunktenicht linear unabḧangigund nachder KoordinatenverschiebungeinesKon-
trollpunktesin denUrsprungspannendie übrigenzwei Kontrollpunktekeinenzwei-dimensionalen
sondernnur einenein-dimensionalenUnterraumauf. Dies ist, wie obenbereitsbeschrieben,gleich-
bedeutendmit einerGerade.
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Definition der Kurve

Die drei Kontrollpunkte/ é derBB-Kurveseienfolgendermaßengewählt:

/ % £Æû3C �D � ý ­ / � £ û0CFED E ý und / â £ÆûGC âD â ý (B.3)

Die BB-Kurve
� C ? ª0.K¬�­ D ? ª0.K¬H� Ò mit dreiKontrollpunkten,dieim weiterenverwendetwerdensoll, lautet

damit: û C ? ª0.K¬D ?µª0.K¬ ý £ ªK¦eÑI.K¬;âgû C ¦D � ý 	KJL.�ªK¦�Ñ<.K¬ û CFED E ý 	M.;â�û C âD â ý ­ ¤�57.25 ¦ (B.4)

Steigungund Kr ümmung der BB-Kurve

Die Steigungund insbesondereauchdie Krümmungder BB-Kurve ist für die Approximationder
Grenzkurve von Interesse.Zur VereinfachungderSchreibweisesoll im weiterendie Ableitungnach
dem Parameter. durch N (z.B. NC ? £PO C ?RQSO�. ) abgek̈urzt werden.Für die SteigungTU? ª0.K¬ und
KrümmungVA? ª3.K¬ derverwendetenBB-Kurvegilt damit:

TU? ª0.K¬æ£ O D ?7ª0.K¬O C ?7ª3.K¬ £ ND ?NC ? £ Ñ D ��ªK¦eÑI.K¬
	 D E ªK¦eÑWJL.K¬�	 D â .Ñ C ��ª^¦eÑ<.K¬'	 CFE ªK¦eÑMJL.K¬'	 C â . (B.5)

V�? ª0.K¬æ£ NC ?YXD ?¼ÑZXC ?MND ?[ ªRNC â? 	\ND â? ¬ @ ££ Jcª C ��ª D E Ñ D â ¬'	 CFE ª D â Ñ D ��¬'	 C â ª D �¿Ñ CFE ¬ ¬[ ª C ��ª3.�Ñ�¦)¬'	 CFE ªK¦eÑWJ;.K¬'	 C â .K¬ â 	Nª D ��ª0.¿Ñt¦x¬'	 D E ª^¦eÑMJ;.K¬'	 D â .K¬ â (B.6)

Anwendungauf die Approximation der Grenzkurve

Bei der Approximationder Grenzkurve zwischenzwei berechnetenPunkten
� C ��­ D �]� Ò und

� C â ­ D â � Ò
bestimmtsichdermittlereKontrollpunkt

� CFE ­ D E � Ò nachGl. (3.28)bzw. (3.29)zu:

CFE £ D â Ñ D ��	 C �^T_�ÈÑ C â T âT_�µÑ`T â (B.7)D E £ D ��	WT_��ª CaE Ñ C �.¬ (B.8)

WerdendieEndpunkte
� C ��­ D �]� Ò und

� C â ­ D â � Ò sogewählt,daßC �b� C â , danngilt für dieSteigungenT_�
und T â aufgrundder Konvexität der Grenzkurve immer T_�c5dT â 5$¤ . Setztmandie Gleichungen
für denTangenschnittpunktdieBB-Kurveein,soergibt sichfür diesenFall die SteigungTU? ª0.K¬ zu:

TU? ª3.K¬ £ T_�^T â ª C �ÈÑ C â ¬�ªK¦eÑMJe.K¬�	Nª D �¿Ñ D â ¬�ªfT_��ª3.�Ñ�¦)¬�	WT â .K¬ª D �ÈÑ D â ¬Dª"J;.�Ñ�¦x¬'	Nª C �ÈÑ C â ¬�ªfT_�^.�	WT â ª^¦eÑ<.K¬�¬ (B.9)
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Eigenschaftender approximierendenBernstein-Bézier Kurve

Die BB-Kurve, die die Grenzkurve zwischenzwei berechnetenPunktenapproximiert,erḧalt alle
wichtigenEigenschaftenderGrenzkurve:g Für .n£¥¤ gilt C ?µª0.K¬ £ C � , D ?7ª3.K¬ £ D � und TU? ª0.K¬ £hT_� . Der Beweiserfolgt durchEinsetzen

von .È£$¤ in Gl. (B.4) bzw. Gl. (B.9).g Für .n£ ¦ gilt C ?µª0.K¬ £ C â , D ?7ª3.K¬ £ D â und TU? ª0.K¬ £hT â . Der Beweiserfolgt durchEinsetzen
von .È£$¤ in Gl. (B.4) bzw. Gl. (B.9).g Die BB-Kurve verläuft vollständig innerhalbdesDreiecks,daßdie Tangentenin denbeiden
Endpunktenund derenVerbindungsliniebilden.Wie obendiskutiert, ist eineBB-Kurve eine
KonvexkombinationdereinzelnenKontrollpunkte/ é . Im zweidimensionalenFall gibt esgenau
drei Extrempunkte(sieheDefinition A.3) die einekonvexe Mengeaufspannen.In diesemFall
sinddie drei Kontrollpunktedie drei Extrempunkte.Die konvexe Mengeist dasdurchdie Ex-
trempunkteaufgespannteDreieck.Mit einerKonvexkombinationder Extrempunktekanndas
Dreiecknicht verlassenwerden.g Die BB-Kurve ist für .Ó® � ¤k­�î�î�î�­�¦+� konvex. Dazuist zuzeigen,daßV�?7ª3.K¬Ó»`¤ für .Ó® � ¤k­�î�î�î�­�¦+�
gilt. Setztmandie Definition für denTangenschnittpunktin die KrümmungGl. (B.6) ein, so
ergibt sichderZählerdesBrucheszu:

NC ?iXD ?�ÑjXC ?kND ?ô£Zlnm ªfT_��ª C â Ñ C �.¬�Ñ`ª D â Ñ D ��¬ ¬LmIª0T â ª C â Ñ C ��¬�Ñ`ª D â Ñ D ��¬ ¬T_�ÈÑ<T â (B.10)

Die einzelnenAnteil in dieserGleichunghabendabeifolgendeBedeutung:

– ªfT_�ÈÑ<T â ¬ ist die ÄnderungderSteigungzwischendenbeidenPunkten.Hierbeigilt:T_�c�kT â 5`¤o� T_�¿Ñ`T â ��¤ (B.11)

Der Fall T_�'£pT â wurdeobenexplizit ausgeschlossenund wird deshalbhier nicht be-
handelt.Für diesenFall ist die BB-KurveeineGeradeundist somitkonvex.

– ª D â Ñ D ��¬ ist die ÄnderungdesSchaltungsfehlerszwischendenbeidenPunkten.

– ªfT_��ª C â Ñ C �.¬�¬ und ªfT â ª C â Ñ C ��¬ ist dieAbscḧatzungderÄnderungdesSchaltungsfehlers
basierendauf der Linearisierungin denPunkten

� C ��­ D �4� Ò bzw.
� C â ­ D â � Ò . Aufgrund der

KonvexitätderGrenzkurvegilt für dieseAbscḧatzungimmer:T_��ª C â Ñ C �.¬-� D â Ñ D �b�KT â ª C â Ñ C �.¬25N¤ (B.12)� ªfT_��ª C â Ñ C �.¬�Ñ�ª D â Ñ D ��¬ ¬LmIªfT â ª C â Ñ C �.¬�Ñ`ª D â Ñ D ��¬ ¬2��¤ (B.13)

Aus obigenBetrachtungenGl. (B.11) und Gl. (B.13) folgt zusammenmit der Definition der
KrümmungGl. (B.6), daßdie KrümmungderBB-Kurve immerpositiv ist. Somit ist die BB-
Kurvekonvex.
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[Eck98] J. Eckmüller. Zur rechnergesẗutztenDimensionierunganaloger integrierter Schal-
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of Analog CMOS-Circuitsby Considerationof StructuralConstraints. In Design,
AutomationandTestin Europe(DATE), Munich,März1999.

[SEGA99b] R. Schwencker, J. Eckmüller, H. Gräb, und K. Antreich. AutomatischeNomi-
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schaften.In GME/ITG-DiskussionssitzungEntwicklungvonAnalogschaltungenmit
CAE-Methoden, 1999.

[ZS95] J. C. ZhangundM. A. Styblinski. Yield and Variability Optimizationof Integrated
Circuits. Kluwer AcademicPublishers,1995.

[dMHBL98] Maria del Mar Hershenson,StephenP. Boyd, und ThomasH. Lee. GPCAD: A
Tool for CMOS Op-Amp Synthesis. In IEEE/ACM International Conferenceon
Computer-AidedDesign(ICCAD), 1998.



Abbildungsverzeichnis

1.1 AbstraktionsebenenbeimEntwurf analogerSysteme. . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.1 AkzeptanzgebietderEigenschaftenundstatistischenParameter. . . . . . . . . . . . 24

2.2 VeranschaulichungdesParameterabstandes.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.3 BerechnungdesWorst-Case-Abstandq WC ù é und deslinearisiertenAkzeptanzgebie-
tes ró�s;ù é . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.1 Darstellungder Auslenkungund des Schaltungsfehlersfür die charakteristische
Grenzkurve in unnormierterundnormierterDarstellungin Abhängigkeit von þ . . . . 39

3.2 Grenzkurvemit einerNebenbedingungenundVeranschaulichungderTransformation
orthogonalzuderaktivenNebenbedingung.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3 BestimmungdesApproximationsfehlersdercharakteristischenGrenzkurve. . . . . . 44

3.4 StückweiselineareApproximationderGrenzkurve. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.5 BestimmungdesApproximationsfehlersfür die Interpolationder Grenzkurve durch
eineBB-Kurve. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.6 VeranschaulichungderWolfe Bedingung(BedingungdeshinreichendenAbstiegs)an
derGrenzkurve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.7 KünstlicheSchrittweitenbeschränkungbei LinearisierungderExponentialfunktion. . 56
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Kurzfassung

DieseArbeit stellt Verfahrenzur automatischensimulationsbasiertenDimensionierunganalogerin-
tegrierterSchaltungenvor. Die Dimensionierungwird in Nominalentwurfund Entwurfszentrierung
unterschiedenwodurchdie Gesamtzahlder Schaltungssimulationenmöglichst klein gehaltenwer-
denkann.NominalentwurfundEntwurfszentrierungwerdenalsein vergleichbaresOptimierproblem
formuliert, für dasein effizienter Lösungsalgorithmuspräsentiertwird. Dabei wurdenstrukturelle
Nebenbedingungenkonsequentber̈ucksichtigt.Anhandvon praktischenSchaltungsbeispielenwurde
nachgewiesen,daßdieentwickeltenVerfahrenvollautomatischzuschaltungstechnischsinnvollenund
robustenDimensionierungenführen.


