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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Uberblick

Moderneintegrierte Schaltungerermdglichen durch ihren niedrigen Leistungserbrauchund ih-
re grol3e Funktionsviel&lt mobile Telekommunikation[Wei00], sind aber auch aus Haushalts-
geraten[BKOO] undKraftfahrzeugernNodOQ nicht mehrwegzudenlen.Durchdie rasanteEntwick-
lung derMikroelektronikist mittlerweile die Integrationkomplexer Systemeauf einemChip (System
on a Chip, SoQ maoglich [Pin0J. Dabeiwerdenzumeistanalogeund digitale Schaltungsteileauf
einem Chip integriert (Mixed-SignalSdaltungen). Den grol3enFortschrittender Halbleitertechno-
logie stehenauf Seiteder Entwurfsautomatisierungeine adaquatenfFortschrittegegeriiber (design
productivity gap) [Sem99].Um abermit den steigenderKomplexitatenund den immer kiirzeren
EntwicklungszyklerSchritthaltenzu kdnnen,ist ein weitgehendautomatisierte6chaltungsentwurf
notig.

Fur den Entwurf digitaler Schaltungerund Teilsystemeeiner Mix ed-Signal-Schaltungxistiert ein
etabliertesEntwurfsmodell[GK83], das verschiedeneAbstraktionsebenemnd Repisentationen
(views) bietet. Der Ubemgang zwischenden einzelnenAbstraktionsebenenind Repésentationen
und die Uberpiifung diesesUbegangeswverdendurcheine Vielzahl kommerzielletWerkzeugeun-
terstitzt. Die Synthesaligitaler Schaltungemasiertauf einerBibliothek standardisiertegchaltungs-
typen(Standadzeller), die durchwenigeDaten(z.B. Verzgerungszeit-lache Leistungserbrauch)
charakterisiersind. Die Dimensionierungler einzelnenZellen auf Transistorebenand dasLayout
erfolgenim Rahmender Bibliotheksentwicklungnur einmalfur jede Technologie.Durch die aus-
gereiftenWerkzeugeund denhohenGrad an Wiedenerwendungreuse ist ein schnellerund wei-
testgehencdutomatisierteEntwurf digitaler Schaltungemmoglich, wasauchdenForderungereiner
immer kirzerenTime-To-Market entgggenlommt. Dies hat zur Folge, dal3der Anteil digitaler Teil-
systemennerhalbeinerMix ed-SignalSchaltungneistdeutlichiiber80%liegt unddie Technologien
fur digitale Schaltungemptimiertsind.

Der Entwurf analogerSchaltungerdagegen erfolgt in der Regel weitgehendmanuelldurch erfah-
rene SchaltungsentwicklellL.S94] mit Hilfe einesSchaltungssimulator&e.B. SPICE [Nag75], SA-

BER [VVS87] oderTITAN [FWZ192]). Insbesonderdie Dimensionierungler Schaltungemuf Tran-
sistorebenast in diesemZusammenhangine zeitaufwendigeund fehleranéllige Tatigkeit. Des-
weiterenist aufgrundder vielfaltigen Anforderungerund EinsatzbereichanalogerSchaltungermas
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Abbildung1.1: Abstraktionsebenebeim EntwurfanalogeiSysteme.

Wiedenerwendungspotentigkering.EineBibliothekwiedenerwendbareanalogeKomponentemr-
scheintnur dannsinnvoll, wenn zugleichWerkzeugezur automatischem\npassungder einzelnen
Zellenanverschiedenénforderungerzur Verfugungstehen.

Aufgrund des geringen Wiedenerwendungspotentialsnd des geringen Automatisierungsgrads
berbtigt der Entwurf analogerSchaltungertrotz deskleinen Flachenanteilsneist einendominan-
ten Anteil der Entwurfslosteneiner Mix ed-Signal-Schaltung[Bor9GS91,GRRCO0Q. Allerdings
stellendie analogerireile oft SchiissellomponentereinesSystemsdar, die nicht odernur unterun-
vertretbarerKosten(z.B. FlacheoderLeistungserbrauchiurchdigitale Schaltungerrsetztwerden
konnen.

Vor diesemHintergrundsoll im folgendenkurz die Aufgabenstellungler Dimensionierungnaloger
Schaltungeminddie Einordnungn denEntwurfsablaubeschriebemverden.

1.2 Aufgabenstellung

Beim Entwurf einesintegriertenMix ed-Signal-System@.B. MobilfunkchipsatzModemchip) wird
in einemerstenSchritt dasgesamteSystemin digitale und analogeTeilsystemezerlegt. Die Unter
teilungin digitale und analogeTeilsystemeerfolgt dabeiso, dal3sich die Systemanforderungemit
minimalemAufwand(z.B. Flache Leistungserbrauch)nnerhalbdergegebenerEntwurfszeitreali-
sierenlassen.

Die vorliegende Arbeit besclaftigt sich mit Aspekten des Entwurfs analoger (Teil-)Systeme.
Nach [GS91, Eck98 GRRCOQ und wie in Abbildung 1.1 dagestellt, lassensich beim Entwurf
analogeiSystemdolgendeAbstraktionsebeneunnterscheiden:

e Systemebeng&ineanalogeSystemlomponentetellteinenSchaltungsblochnit einerbestimm-
ten Funktionalitit dar Die Anforderungenan dasanalogeSystemergebensich ausder Ein-
bettungin dasgesamteMixed-SignalSystem.Analoge Systeme(z.B. PLL) kdnnenin der
GrofRenordnungon einigenHundertbis mehrerenfausendlransistoreniegen.
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e Zellebene AnalogeZellen sind die Bausteine ausdenenein analogesSystemaufgebauist.
EineanalogeZelle nimmtinnerhalbdesanalogerSystemsmmernur eineFunktionwahr(z.B.
Verstirkung);fur jedeFunktiongibt esabereineVielzahlvon RealisierungeiiTopologien). Die
Zellen werdendurchihre Schaltungseigenschaftéreschrieberund bestehertypischerweise
auseiner iberschaubareAnzahl von Transistoren(normalerweisavenigerals 50 Transisto-
ren).

e Teilschaltungen(Building blocks) AnalogeTeilschaltungewon der Grol3ewenigerTransisto-
renstellendie Grundbausteindar, ausdenereineanalogeZelle bestehtDie in Abschnitt2.1.3
vorgestellterstrukturellenrNebenbedingungditck98 ZEG98 SEGA99aGZEAQ]] garantie-
ren dabeidie prinzipielle Funktionsahigkeit jeder Teilschaltungwahrenddesgesamterent-
wurfsablaufs.

e Komponenten(Elektrishe Ebene/Tansistoebene) Auf der Komponentenebenwird die
Schaltungdurchihre Bauelementeind KonnektvitatenbeschriebenFur die einzelnenBau-
elementexistierenim SimulatorModelle,sodalRdie Schaltungauf der elektrischerEbenein
einemSchaltungssimulat@imuliertwerdenkann.

In dieserArbeit werdenTeilaspektedes Ubeigangsvon der Zellebeneauf die Transistorebenée-
trachtetDer UbergangvonderZellebeneaufdie Transistorebenenterteiltsichin drei Aufgabenstel-
lungen:

1. Topologieentwurf: AufgabedesTopologieentwurfsst es,eineSchaltungsstruktufTopolagie)
auszuviahlenoderzu entwerfendie fur die gestelltenAnforderungemmoglichstgut geeignet
ist.

2. Dimensionierung: Schaltungsdimensionierutgdeutetir einegegebendopologiedie Para-
meterder Schaltung(z.B. Langenund Weitender TransistorenKapazitits-und Widerstands-
werte)so einzustellendalRdie Schaltungdie an sie gestelltenAnforderungen(z.B. beziglich
Slew-Rateoder VerstirkungeinesOperationserstrkers) erfullt. Zusatzlich sollte die Schal-
tungsorobustwie moglichgegerilberAnderungerderBetriebsumgebingoderStreuungemes
Fertigungsprozessesin.

3. Layout: Fur dieinnerhalbderDimensionierundpestimmtenNerteder Schaltungsparametst
dasLayoutder Schaltungzu erzeugenBei der Layouterstellungind nochzusatzlicheRegeln
zu beachtenum z.B. eineUnempfindlichleit der Schaltungbeziglich Mismatchsicherzustel-
len.

Die vorliegendeArbeit konzentriersichaufdie AufgabederDimensionierungDie Dimensionierung
einergegebenerTopologieerfolgtin derindustriellenPraxisderzeitweitestgehendnanuellund ist
dahereinezeitaufwendigaund fehleranéllige Tatigkeit. Deshalbsoll in dieserArbeit ein Verfahren
zur automatischem®imensionierunganalogeiZellen vorgestelltwerden.Die Dimensionierungkann
in zwei Schritteunterteiltwerden:

e Nominalentwur{Nominaldesign) Die Schaltungwird sodimensioniertdal3sieim Nominal-
punktdie ansie gestellterAnforderungererfullt. Der NominalpunktbeschreibtypischeWer-
te der Betriebsparamete(z.B. TemperaturVersogungsspannung)nd einentypischenFer
tigungsprozel§z.B. typischeWerte fur Oxiddicke und Dotierungen) ErgebnisdesNominal-
entwurfssollte eine Dimensionierungein,die einenmoglichstgutenAusgangspunktir eine
nachfolgendsimulationsintensie Entwurfszentrierungpietet.
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e EntwurfszentrierungDesigncentering) Ziel der Entwurfszentrierungst es,die Schaltungso
zu dimensionierengal3sie robust gegen Einflusseder Betriebsparametarnd Prozel3streuun-
genist. Dies bedeutetzugleicheine hohe Ausbeuteunter Beriicksichtigungvon Parameter
schwankungen(parametricyield). Katastrophisché&ehler(z.B. SpotDefekte)konnenin der
Entwurfszentrierungiicht bericksichtigtwerden,da Wahrscheinlichkitenfur dieseerstnach
FertigstellungdesLayoutsermitteltwerdenkdnnen.

Fur moderneTechnologiermit ihren immer kleinerenStruktugrof3en(0.25:m und kleiner) steigt
die BedeutunglerEntwurfszentrierungtarkan.Insbesonder®ismatch-Efektebeeinflussem die-
senTechnologierdominantdasSchaltungsgrhalten Um auchunterBerticksichtigunglieserEffekte
hoheAusbeuterzu erzielen st eineautomatisch&ntwurfszentrierunginbedinginotwendig.

Ein weitereswichtigesAnwendungsgebiefiir eine automatischdimensionierungst der Entwurf
von Bibliothekszellerfur dendigitalenSchaltungsentwuiz.B. Flip-Flops, Treiberschaltungenpur

die einzelnenZellen einerdigitalenBibliothek wird immer die gleicheStruktur(Topolagie) verwen-
det.Fir jedeneueTechnologiaundjedeAnderungder Transistormodellparametist eineNeudimen-
sionierungderZellennotwendig Die skalierteDimensionierungn deraltenTechnologiebietetmeist
einengutenAusgangspunkiiir eineneueDimensionierungDamit sind guteVoraussetzungefiir ei-

ne Automatisierungliese€Entwurfsschrittegegebenlst eineautomatischéayouterstellungorhan-
den,konnenmit Hilfe einerautomatischeimensionierungauchdynamischBibliotheken[Keu99

erzeugtwerden.

InsgesamergebensichfolgendeErwartungeranein Werkzeugzur automatischeimensionierung
und Entwurfszentrierung:

¢ Verkirzungder EntwurfszeiterdurchAutomatisierungler zeitaufwendigemimensionierung.
Das bedeuteteine deutliche Erhdhung der Produktvitat der Schaltungsentwickleund eine
Verkiirzungder Time-To-Market.

e ErstellungrobusterDesignsdie unempfindlichgegeriiberparasiérenEffektensind. Dies soll
Schaltungerrmbglichen,die auf Anhiebfunktionieren(first successn silicon), wasebenélls
denForderungemacheinerkirzerenTime-To-Market entggenlommt.

e HohererWiedenerwendungsgradon analogerSchaltungstiickendurchvereinfaichteAnpas-
sunganalogerZellen und Blocke an neueAnforderungenDurch die Wiedenerwendungvon
bereitsproduzierten(silicon proven Blocken wird eine groRereEntwurfssicherheierreicht,
wasdemZiel des,first successn silicort' forderlichist.

Nicht zuletztaufgrunddeshohenPotentialszur ProduktvitatssteigerungxistierenzahlreicheVer-
fahrenzur Automatisierungler DimensionierungnalogeiZellen.

1.3 Standder Technik

Die verdffentlichtenVerfahrenzur DimensionierunganalogerSchaltungerkann man einerseitsin
wissensbasiertéerfahrenundandererseitg simulationsbasiert@erfahrenunterteilen:

e WissensbasiertAnsatze verwendenSchaltungswissem Form von GleichungenModellen,
Entwurfsphnen etc.,um zeitaufwendigeSimulationerzu vermeideroderderenAnzahl deut-
lich zureduzieren.
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e Simulationsbasiert¥erfahrenverwendereinennumerischerschaltungssimulataur Bestim-
mungder Schaltungseigenschaftéimr einengegebenerParametersatz.B. LangenundWel-
tenvon Transistoren).

Im folgendensollenausgavahlte AnsatzeausbeidenBereichenkurz diskutiertwerden.Es werden
zunachstverschieden&erfahrenzum Nominalentwurfvorgestellt. Anschlie3endvird auf verschie-
deneVerfahrenzur Entwurfszentrierungingeyangen.

WissensbhasierteNominalentwurf

Die erstenwissensbasierteWerkzeuge DAC [De87] und OrPASYN [KSG90] unterstitztendenge-
samtenSchrittder SyntheseeineranalogerzZelle: Topologieauswhl, Dimensionierungund Layout.
Fur die Dimensionierungnissenfur jede Schaltungstopologi€z.B. verschiedendRealisierungen
einesOperationserstirkers)die Schaltungseigenschaftais Gleichungerin Abhangigleit der Ent-
wurfsparameteund ein Entwurfsplangegebensein.Bei Freiheitsgradeiiz.B. Anteile dereinzelnen
StufeneinesOperationserstirkers an der Gesamterstirkung) sind teilweise zusatzliche Eingriffe
desSchaltungsentwicklensotwendig.Die Integrationeinerneuentopologiein dieseWerkzeugebe-
deutetdie HerleitungderGleichungerfir alle interessierendeBigenschaftemnddasErstelleneines
Entwurfsplanesir dieseTopologie.

Oasys [HRC8Y und Staic [HEL92] verwendereinehierarchischéeschreilnngeinerTopologie.
Ein Operationserstrkerwird beispielsweisals Zusammenschaltungpn Stromspigeln,Differenz-
paarengtc.beschriebent-ur einenStromspigel konnenwiederumverschieden&ealisierungemin-
gelundenwerden(z.B. Kaskode-Stromspigel odereinfacherStromspigel). Fur jedeTopologiemul3
ein Entwurfsplanmit GleichungenOAsYs) odernur die Gleichungen(STAIC) gegebensein.Eine
gute Ubersichtund ein Vergleich wissensbasiertdbimensionierungswerkzeudgs 1992findetsich
in [HEL92]

Aufgrund deshohenAufwandsbei der Herleitungder Gleichungerfir die Schaltungseigenschaften
(z.B. [HRC89] berichtetvon 18 Monatenfur verschieden®ealisierungerinesein-undzweistufigen
Operationserstirkers)wurdenMoglichkeitenzur AutomatisierungdiesesSchrittsgesucht ARIAD-
NE [SS93]verwendetdensymbolischerSimulatorIsaac [GWS89] zur Generierungrereinfachter
Gleichungerfir die Kleinsignaleigenschafte&ro3signaleingschafteniissemachwie vor manuell
helgeleitetwerden.

WeitereAnsatzezur DimensionierundpasierencufsymbolischeAnalysesindin [HS95] (ANALOG

INSYDES) und[LDGS97] (EF2EF) beschriebenin [dMHBL98] (GPAD) wird gezeigt,dal3fir Ope-
rations\erstirker bei VerwendunggeeigneterTransistormodelleviele Kleinsignaleigenschafteals
posynomialeFunktionender Entwurfsparametebeschriebemwerdenkdnnen,womit die Dimensio-
nierungein korvexes Optimierproblemist. Konvexe Optimierproblemeviederumsind dadurchge-
kennzeichnetdal3jedesOptimumglobalist, d.h. eswird unablangigvom Startpunktein globales
Optimumgefunden.

Trotz der Fortschritteauf dem Gebietder symbolischemAnalyse,habendie wissensbasiertewer-
fahrennochimmer den Nachteil, da3fur jede neueTopologiedie Beschreinngender Grof3signa-
leigenschaftermanuellhelgeleitetund in die Werkzeugentegriert werdenmiissen Erste Ansatze
zur Generierungon Verhaltensmodellemie auchdasGrof3signalerhalterkorrektbeschreibesind
in [Bor98, Bor97] zu finden.Um die Komplexitatder Gleichungerklein zu halten kdnnennur stark
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vereinfachteTransistormodell#erwendetverden Diesegebenaberspeziellin denmodernenTech-
nologiendasSchaltungsgrhalterhaufignicht mehrmit ausreichendeGenauigleit wieder

Simulationsbasierter Nominalentwurf

Im Gegensatzu denwissensbasierteDimensionierungssrfahrenverwenderdie simulationsbasier
ten WerkzeugeeinenSchaltungssimulataur Funktionsauswertungn Rahmeneiner Optimierung
(Simulatorin a loop). Bei denverwendeterOptimieralgorithmerkann man zwischendeterministi-
schenOptimienerfahren(z.B. Gradienten-¥rfahren)und statistischerOptimierverfahren(z.B. Si-
mulatedAnnealing)unterscheiden.

Deterministisch&erfahrenfindenim Allgemeinennur einlokalesMinimum. Nur fir eingeschiinkte
Problemklasse(z.B. konvexe Optimierproblemekanndie Korvergenzzu einemglobalenOptimum
bewiesenwerden.Durchihre Fahigkeit, auchschlechter&Verteder Zielfunktion mit einerendlichen
Wahrscheinlichkit zu akzeptierenkdnnenstatistischéptimienerfahrenglobaleOptimafinden., Si-

mulatedAnnealing [KCGV83] beispielsweiseersuchtdenKristallisationsprozef@er Natur nach-
zubilden,derein globalesEnegieminimumfindet.Ein globalesMinimum wird in derNaturabermnur

bei einerunendlichlangsamembsenkungder TemperatugefundenwaseinerunendlicherAnzahl

von Simulationenn der Schaltungsdimensionierumgtspricht.

Das Programm FRIDGE [MFDCRV94], dessenNachfolger XFRIDGE [PMMDC*00], ASTRX
OBLX [ORC96 OMRC98]unddessemMachfolgerMAELSTROM [KPRC99 verwenden,Simulated
Annealing zur Optimierung.ASTRX/OBLX arbeitetzusatzlich nochmit einemspeziellangepaliten
Simulator DieserverwendetAsymptoticMaveformEvaluation(AWE) [PR94 fur die AC-Analyse.
AWE ermbglicht einedeutlichschnellereAC-Analysebei einernur geringfigig verringertenGenau-
igkeit. Zur weiterenBeschleunigungpstderSimulatorin derDC-Analysedie Kirchhoff-Gleichungen
nicht exakt, sondernintegriert sie vielmehrals Optimierzielein die Zielfunktion. Der angepal3t&i-
mulatorin ASTRX/OBLX unterstitztkeinetransientéAnalyse,sodalin diesemFall wiederexplizite
Gleichungerbereitgestelliverdenmissen.

Die durch den speziell angepafiten Schaltungssimulatorauferleggten Beschankungen in
ASTRX/OBLX werdenin dessenNachfolger MAELSTROM aufgehobenUm trotz der dadurch
deutlich gestiggenen Simulationszeitendie praktische Anwendbarleit zu erhalten, wurde ein
parallelisierter,Simulated Annealing Algorithmus (parallel recombinativesimulatedannealing
(PRSA)[MG95]) integriert. Zur DimensionierungeinesOperationsersfirkers(32 Transistorenjnit
ASTRX/OBLX sind Zahlenvon 100 000 Simulationenverdffentlicht, mit MAELSTROM werden
17 000 Simulationemur fur denNominalentwurfberotigt.

Aufgrund der starken Konvergenzeigenschafterasierenviele der deterministischenVerfah-
ren zur Schaltungsdimensionierunguf angepal3tenTrust-Reion-Verfahren nach Levenbeg-
Marquard[Le44, Mar63,Mor77].

CANDI [Por89] ist ein Werkzeugezur interaktven DimensionierunganalogerSchaltungemittels
deterministische¥erfahren.CANDI unterstitzt denAnwenderbei einersinnvollen Wahl der Schritt-
weitemit Hilfe derGrenzkure [Hus82 AH84, Lei86, Por89,ALP88], die alseineVisualisierungles
Levenbeg-MarquardiVerfahrensnterpretiertwerdenkann.

In [Eck98] werdendaraufaufbauendveitereVerfahrenzum interaktven Nominalentwurfund Ent-
wurfszentrierungoehandeltinsbesondereverdenhier die strukturellenNebenbedingungeworge-
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stellt als ein Mittel, den Suchraumfir die Optimierungauf einen schaltungstechnisckinnvollen
UnterraumzureduzierenDieseEinschénkungdesSuchraumeaufein Gebietin demsich Schaltun-
genhoherRolustheitbefinden garantierteine hoheQualitat der berechneteErgebnisselnsbeson-
derefir schlechtkonditionierteProblemstellungerdie typischfiir denanalogerSchaltungsentwurf
sind, bringtdie EinschankungdesSuchraumeaucheinedeutlicheVerbesserunderKornvergenzge-
schwindigleit desDimensionierungsalgorithmuses.

WeitereVerfahrenzurautomatische®imensionierun@nalogeZellensindin APLSTAP [HZ81] OP-
SsIM [Dog81] und DELIGHT.SPICE [NRSVT88 implementiertAlle WerkzeugeunterstitzenTrust-
Region-VerfahrennachLevenbeg-Marquardt DELIGHT.SPICE [NRSVT8§ stellt zudemnochwei-
tereunterschiedlich®ptimieralgorithmerzur Verfigung.

JIFFY TUNE [CCH'98] verwendetdasOptimierpalet LANCELOT unddenSimulatorSPecs zur Be-
rechnungder Funktionswerteund Gradienten.Die Gradientenwerdenmittels einesadjungierten
Netzwerksberechnetwodurchsich der Aufwandfur die Gradientenberechnurdgutlichreduziert.
Allerdings ist die Gradientenberechnunguf vorgegebeneFunktionenbeschénkt; derzeitsind in
JIFFY TUNE VerzZgerungszeitRise- und Falltime, Flacheund Leistungserbrauchimplementiert.
Das Haupteinsatzgebieaton JIFFY TUNE liegt somitin der Optimierungvon digitalen Schaltungen
auf Transistorebene.

Entwurfszentrierung

Die Verfahrenzur Entwurfszentrierungassersichin statistischeinddeterministisch&/erfahrenein-
teilen. Die statistischerVerfahrenverwendenals Optimierzielzumeistdie Ausbeute die mit Hilfe

einerMonte-Carlo-AnalysgHH75, Fis99] ermitteltwerdenkann.Deterministisché/erfahrendage-
genberuheroft aufeinergeometrischeApproximationdesAkzeptanzgebietesnerhalbdessenie
Schaltungalsfunktionsfahigagilt.

Eine Monte-Carlo-Analysdiefert fur beliebige Schaltungereine Abschatzungfir die Ausbeute.
Der Vertrauensbereichyc der Ausbeuteabsctizungist unabtangigvon der Anzahl der Parame-
ter [Fis99]: omc ~ 1/+/Nuc, wobei Ny der Stichprobenundngist.

Aus einer Monte-Carlo-Analysekann ebenélls der Ausbeutgradientfur die statistischstreuen-
denParametemittels Centerof Gravity-Algorithmen[ZS95,KK98, SS8(Q bestimmtwerden.Eine
verbessertéAbschatzungdes Gradientenund der zweiten Ableitung (Hesse-Matrix)der Ausbeute
beZiglich der statistischstreuenderParameteiund ein daraufaufbauende¥erfahrenzur Entwurfs-
zentrierungindetsichin [Kob82 AK82].

Fur integrierte Schaltungersind die Parameterin die statistischstreuenderParameterder aktiven
Elemente(z.B. Transistormodellparameteund die nicht streuenderEntwurfsparameteunterteilt.
Die TransistormodellparametsindnachAbschluf3der Technologieentwicklun¢procesdreeze fest
und kdnnenvom Schaltungsentwicklemicht eingestelliwerden,wahrenddie Entwurfsparameten-

nerhalbvon durchdie TechnologievorgegebenerGrenzenfrei einstellbarsind. Fur diesenFall der
disjunktenParamete@umeliefert die direkte LosungdesIntegrals der Wahrscheinlichkitsdichte-
funktion UberdasAkzeptanzgebiemittels einerMonte-Carlo-Analyseunachstkeinelnformationen
uberdenGradienterder Ausbeutebeziglich der nicht streuenderentwurfsparametefir eine Ent-

wurfszentrierungvird aberdieserAusbeutgradientberitigt.
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Eine Moglichkeit trotz dieserdisjunkten Paramete@ume einen Ausbeutgradientenfir die Ent-
wurfsparameteausder Monte-CarloAnalysezu berechnenbestehtdarinfur die Entwurfsparameter
kunstlicheStreuungerinzutihren.WerdendiesekiinstlichenStreuungereingefihrt, dannkannaus
derMonte-CarloAnalyseaberkeineAusbeutanehrberechnetwerden.

In [FD93,FD91,FD90,HCY88] sind Verfahrenbeschriebendie durchVerwendunglesGaul3schen
Integralsatzeslie Ausbeutdiberein Oberfchenintgral bestimmenDieseOberfachenintgral wird
mittels Monte-CarloAnalyseabgeschtzt, wobeizusatzlich zur Abschatzungder Ausbeuteauchein
Ausbeutgradientbeziglich dernicht streuendetentwurfsparametersestimmtwerdenkann.Fur je-
desSampleinnerhalbder Monte-CarloAnalysewird eineLiniensuchan RichtungeinesParameters
berbtigt um, die GrenzedesAkzeptanzgebietesm dieserRichtungzu bestimmenAufgrund desda-
herim Vemgleich zur reinenMonte-CarloAnalysenochmalsdeutlichgestigenenRechenaufandes
wird in [FD93, FD91, FD90, HCY88] dieseMethodenur mit zumeistlinearenModellender Schal-
tungverwendetindnichtmit einemSchaltungssimulatoinsbesonderfir lineareSchaltungsmodelle
begrenztder Modellierungsfehledie Genauigleit der Monte-CarloAnalysedominant.in [HCY88]
wird zudemdie Anzahl der statistischerParameterauf 4 reduziert(Weiten-und Langenreduktion,
Cox UndVgg), diein denuntersuchtenigitalenSchaltungerinendominanterkinflu auf die Schal-
tungseigenschaftdmben.

In [RMRV98] werdeninnerhalbderMonte-CarloAnalyseAC-Simulationemmit ahnlichenParameter
wertenzu Simulationsgruppeausammengefit,wodurchdie berdtigte Rechenzeitir eine Monte-
CarloAnalyseaufKostender Genauigleit deutlichreduziertwerdenkann.

EineVielzahlderdeterministischeWerfahrenzur Entwurfszentrierungindgeometrisch&erfahren,
die dasAkzeptanzgebietnittels unterschiedlichegeometrischeK orperapproximierennterande-
remsindVerfahrenbasierencuf Simplex-Approximation[DH77], Ellipsoiden]AMH91, AMHH99],
PolytopenSVK93] undallgemeinerkonvexenKorpern[SPV99]in derLiteraturzufinden.DasZen-
trumdesapproximierterAkzeptanzgebietast die Dimensionierungnit derhdchsterapproximierten
AusbeuteProblematischbei der ApproximationdesAkzeptanzgebieteist wiederum dalRbeim Ent-
wurf integrierterSchaltungerentwurfsparameteund statistischdParametedisjunktsind.

[MCR94, OMRC98] ist eine Erweiterungvon ASTRX/OBLX [ORC94, ORC9§ auf den statisti-
schenSchaltungsentwurfur die statistischerParametemissenGrenzengegebensein (z.B. 30),

innerhalbdererdie Schaltungfunktionierensoll, die alsoimplizit das Akzeptanzgebietefinieren.
Die Dimensionierungvird daraufbasierendlsinfinites Programmierproblerformuliert undwie in

ASTRX/OBLX mittels, SimulatedAnnealing gelost. Die darausresultierendextrem hoheAnzahl
von Simulationenist nur aufgrunddesspeziellangepal3terschnellenSimulatorsakzeptabelWie

im vorherigenAbschnittbeschrieberbeherrschtlieserSimulatorkeine transienteAnalyse,so dafl3
Eigenschaftendie einetransientéAnalysebertigen,nicht untersuchtverdenkdonnen.

NeuereVerfahrenbasierenauf Rolustheitsmal3enwelche die Rohustheit einer Spezifikationge-
geriiber den statistischerParameterrund den BetriebsparameterheschreibenPerformanceSco-
res [DK95], Linearized PerformancePenalties (LPP) [KD95], Worst-Case-Absinde [AGW94,
Grag3,Wie94,SGA99,AEG 004, Capability Potential Index (C,) und Capability Performancen-
dex (Cpr) [SA94, DGI8] sind als verwendetéRolustheitsmal3geroffentlicht.

Die Verfahrenbasierenduf Rolustheitsmal3ekdnnenprinzipiell fir Nominalentwurfund Entwurfs-
zentrierungverwendetwerden.Der Hauptaufvandbei diesenVerfahrenliegt in der Berechnungler
RolustheitsmalRéDain diesemFall fur Nominalentwurfund EntwurfszentrierunglieselberRolust-
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heitsmalReerwendewerden konnendie unterschiedlicheharakteristienund Genauigleitsanfor
derungerderbeidenEntwurfsschrittenicht bericksichtigtwerden wasin einemrelatv hohenSimu-
lationsaufvandresultiertverglichenmit einerin NominalentwurfundEntwurfszentrierungetrennten
Dimensionierung.

[DG98] reduziertden Simulationsaufwand basierendauf symbolischerSchaltungsgleichungaimd
einfachenTransistormodellerMittels DONALD [SSG9(Q wird ausdenGleichungerein Designplan
generiertder zur Dimensionierungler Schaltungdient. Durch die VerwendungsymbolischelGlei-
chungerkannderSimulationsauf@nddeutlichreduziertwerden Allerdingsunterliegt dasVerfahren
dadurchaberauchdenobendiskutiertenEinschénkungerder symbolischemnalyse;die einfachen
Transistormodelldimitieren die Genauiglit der Abschatzungund mit den derzeitigenMethoden
konnennur linearebzw. linearisierteSchaltungerinnerhalbder symbolischenAnalyse untersucht
werden.

Die meisterveroffentlichtenVerfahrenbetrachtemur einenderbeidenEntwurfsschritteobwohl eine
DimensionierungausNominalentwurfund Entwurfszentrierundpesteht Die auf Rolustheitsmal3en
basierendeiverfahren[KD95, DK95, AGW94, Gra93,Wie94,SGA99,SA94,DG9g vereinheitli-
chenbeideEntwurfsschritteallerdingsauf KosteneineserhbhtenSimulationsauhandesEswerden
also Verfahrenzur Dimensionierungoeritigt, die einerseitdNominalentwurfund Entwurfszentrie-
rung unterstitzen,andererseiteberauchdie Charakteristikn beiderEntwurfsschrittebericksichti-
gen.

Desweitererliefert einerein mathematisché dsungdesOptimierproblemsier Dimensionierungpft
eineschaltungstechnisahicht sinnvolle Losung.In [MCR94, OMRC98]ist beispielsweisgezeigt,
daRBASTRx/OBLX zwar einenOperationserstrker fur den Nominalfall deutlich bessemimensio-
niertalsein DesignerBereitsbei der Berticksichtigungvon kleinenStreuungerler Betriebsparame-
teraberfallt die Verstirkungextremab,daGrundprinzipierdesanalogerSchaltungsentwurfgerletzt
sind.Fur die Akzeptanzinesautomatische®imensionierungssrfahrensst esalsonotwendigdiese
GrundprinzipierdesanalogerSchaltungsentwurfginzuhalten.

1.4 Ziele der Arbeit

Ziel der vorliegendenArbeit ist es, Verfahrenzu entwickeln, die eine effiziente automatisbe Di-

mensionierunganalogerintegrierter Schaltungermbglichen.Insbesondersoll dabeiWert auf eine
allgemeineEinsetzbarkit der vorgestelltenVerfahrengelegt werden;d.h. sie sollenmit beliebigen
Simulatoren(z.B. Schaltungssimulatorehgitungssimulatorenfusammenarbeitesje sollenkeine
Beschénkungenbeziglich der Schaltungsklassefz.B. nur Operationserstirker) oderder Art der
Eigenschaftemufweisen(z.B. nurKleinsignaleigenschaften).

Nominalentwurfund Entwurfszentrierungsollenin dieserArbeit auf eine gemeinsamenathemati-
sche Problemstellungzuriickgefihrt werden,wobei die Charakteristikn jedesEntwurfsschrittesn
derFormulierungder Zielgro3enberiicksichtigtwerden ZielgroRenfiir denNominalentwurfsinddie
Parameteabstinde[Eck98 SSGA0Q SEGA991, die mit geringenSimulationsauf@ndbestimmbar
sind und Betriebsparametesonvie Empfindlichkeitenbeziglich der Entwufsparametebericksichti-
gen.

Innerhalbder Entwurfszentrierungverdendie Worst-Case-Absinde[AGW94, Gra93, Wie94] als
ZielgroRenverwendet Basierendauf den Worst-Case-Abgindenkann die parametrischéusbeute
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der SchaltungunterBericksichtigungder Betriebsparameteabgeschtzt werden.Die ZielgrofRenin
beidenEntwurfsschrittedassensich als Rolustheitsmalenterpretierenwelchedie Rokustheitder
Schaltunggegeriiber denin diesemEntwurfsschrittrelevantenParameterrbeschreibenDie Ziel-
grolenwerdensonvohl im Nominalentwurfals auchin der Entwurfszentrierungn eineZielfunktion
transformiertdie bei Annahmelinearvon denParameterrabrangendeZielgrof3enkornvex ist.

Um eine AkzeptanzderVerfahrenund einehoheEffizienz zu erreichenmisserdie besonderein-
forderungendesanalogenSchaltungsentwurfgh der Dimensionierungoericksichtigtwerden.Gut
entworfeneanalogeSchaltungerzeichnensichin der Rggel durcheinehoheUnempfindlichleit ge-
gerilberParameterschankungerund Parametemit nahezudentischeMWirkung aus.Diesediir den
BetriebundmanuellerSchaltungsentwusviinschenswert8chaltungserhalterbedeutetir eineau-
tomatischeSchaltungsdimensionierurgjne schlechteKondition deszugrundeligendenOptimier
problemsDieseschlechteKonditionist typischfur denEntwurf analogeiSchaltungemund muf3des-
halbin denAlgorithmenbericksichtigtwerden.

Gleichzeitigist zu beachtendalR3die SimulationanalogerSchaltungerzeitaufwendigist (zwischen
mehrerenSekunderbis Uber eine Stundefiir eine Simulation).JedeAuswertungder Zielfunktion

innerhalbder DimensionierungbedeutetzumeistmehrereSimulationen(DC-, AC- und transiente
Simulation).Der dominanteTeil der Rechenzeiinnerhalbder Dimensionierungvird alsofur Schal-
tungssimulationeberdtigt undnichtfir MatrixoperationemnnerhalbdesOptimieralgorithmusDies

stehtim Gegensatzzu klassischerOptimierproblemendie Funktionsauswertungeals schnellbe-

trachterunddendominanterTeil derRechenzeiinnerhalbdesOptimieralgorithmuserbringenDies

muf3bei der Wahl desOptimieralgorithmudeachtetverden.

Dasin dieserArbeit vorgestellteOptimierverfahrenbestimmtin jeder Iteration des Optimieralgo-
rithmusbasierendauf einerLinearisierungder ZielgroRenmit Hilfe derverallgemeinerterGrenzkuyr
ve[SSGAO0Q SSGA99leineSchrittweite die einguinstigesverhaltniszwischenAuslenkungderPara-
meterund Reduktionder Zielfunktion hat.Die verallgemeinert&renzkure ist eineErweiterungder
charakteristische@renzkune [ALP88, Lei86, Hus82 Por89] aufbeliebigekonvexe FunktionenDie
verallgemeinert&renzkure beschreibtie Mengevon paretooptimaleRunkterfir die keinegleich-
zeitige Reduktionvon Zielfunktion und Auslenkungmoglichist. In dieserArbeit wird insbesondere
die Anwendungderverallgemeinerterenzkune auf die vorgestellteZielfunktion diskutiert,sieist
abernicht darauflimitiert. Wie in denBeispielenin Kapitel 4 gezeigt,ist damitdie Bestimmunggi-
nersinrnvollen Schrittweitefr die verwendet&ielfunktion mit einemgeringenSimulationsaufand
moglich.

In dergesamteimensionierungverdenstruktuelle Nebenbedinguren[Eck98,ZEG98,GZEAOQ]]
konsequenbericksichtigtundderdadurcherreichtegrof3eFortschrittgegeriiberdemStandderTech-
nik wird an Schaltungsbeispielegezeigt.StrukturelleNebenbedingungeiormalisierenSchaltungs-
wissenund garantierenso die Einhaltungvon Grundprinzipiendes analogenSchaltungsentwurfs
wahrendder gesamterDimensionierungFur dasder Schaltungsdimensionierurmyigrundeligende
Optimierproblembedeuterdie strukturellenNebenbedingungeainerseitseine deutlich Reduktion
der Anzahlder Parametemund andererseiteine EinschénkungdesSuchraumesuf ein schaltungs-
technischrelevantesGebiet. AnhandpraktischeiSchaltungsbeispielsird in Abschnitt4 gezeigtdaf}
erstdurchdieseEinschénkungdesSuchraumeswuf ein schaltungstechniscsinnvolles Gebieteine
automatisch®imensionierungnalogeiSchaltungerermbglicht wird.

Im Verlauf der Arbeit entstandenacht Vorveroffentlichungen[SSGA0Q AEGT003 SEGA99a,
SEGA99b,SSGA99 Sch99,SGLS98,SSLG99 AEGT00H. Die vorgestellteriVerfahrensindin dem
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ProgrammWiCkeD [AEG™00a,AEG'00b] implementiertund werdenim industriellenEinsatzzur
Schaltungsdimensionierungerwendet.BesondereiVert wurde daraufgelegt, dafdein Einsatzmit
moglichstwenigVorbereitungsaufandmaoglichist. Industriell verwendeteSimulationsumgetingen
wie beispielsweis€CAsAac [Eck98], SIMPILOT oderMATLAB sind ohnewesentlicherAufwandin-
tegrierbar waseineGrundwraussetzungjir die industrielleAnwendbarleit ist.

Die weitereArbeit gliedertsichwie folgt: Kapitel 2 definiertdie GrundgibRenfir die Schaltungsdi-
mensionierungind fuhrt die Zielfunktion desNominalentwurfund der Entwurfszentrierungin. In
Kapitel 3 wird dasOptimiererfahrenfur die Minimierung dieserZielfunktionendiskutiert. Anhand
von Beispielschaltungem Kapitel 4 wird die AnwendungdesvorgestelltenVerfahrenszur Schal-
tungsdimensionierungemonstriertKapitel 5 stellt die wichtigstenPunkteder Arbeit nochmalim
Uberblickdar
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Kapitel 2

Problemdefinition

Wie in derEinleitungbeschriebenwird in dervorliegenderrbeit die DimensionierungginerSchal-
tungin NominalentwurfundEntwurfszentrierungnterteilt.DieseUnterscheidungeriicksichtigtins-

besonderalie charakteristischekigenschafterder einzelnenEntwurfsschritte Um dennocheinen
einheitlichenEntwurfsablaufzu ermbglichen,werdenals ein wichtiger Beitrag dieserArbeit beide
Entwurfsschritteauf einegemeinsamenathematisch8eschreibing zurickgefihrt. Der Unterschied
liegt in diesemFall nur nochin denals ZielgrofenverwendeterRolustheitsmal3erdie sichin Be-

rechnungsaufandund Interpretatiorunterscheiden.

Im Folgendersollenzurachstdie Gemeinsam&itenbeiderSchrittebetrachteuind anschlie3endie
ZielgroRenunddasresultierend®ptimierproblentir jedenEntwurfsschritgetrenntvorgestelltwer
den.

2.1 Schaltungsparameterund Schaltungseigenschaften

2.1.1 Schaltungsparameter

Bei einergegebenenTopologiekann eine Schaltungdurchihre Shaltungspaameterp € R"™ be-
schriebenwerden.Diese konnenwiederumin Entwurfspaameterd € R"<, statistishie Parame-
ter s € R™ undBetriebspaameterf € R™ unterschiedewerden:

d
p=|s (2.1)
6

Entwurfsparameter

Die Entwurfsparametat (auchDesignpaametej konnenvom Schaltungsentwicklexingestelliver-
denundunterliggenkeinerleiStreuungenDie Streuungenverdendurchdie statistischerParametes
modelliert. Entwurfsparametetonnenbeispielsweisdransistorhingen/VéitenoderKapazitatswerte
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sein. Fur die Entwurfsparametesind Untegrenzend, und Obegrenzendy gegeben.DieseGren-
zendefiniereneinenng-dimensionalerHyperquaderden zulassigerBereich£;(d, , dy), innerhalb
desserdie Parameterwertéegenmiissen:

£4(dL,dy) = {d|d. <d < dy} (2.2)

Die Untegrenzend, sind meistdurchdie Fertigungstechnologigorgegeben,beispielsweisalefi-
nierendie minimalenStruktugrolRender verwendeteechnologiedie Unteigrenzerfur die Langen
und Weiten der TransistorenWeitere Grenzenergebensich durch strukturelleNebenbedingungen
(Abschnitt2.1.3)odermiussernvom Schaltungsentwickleiestgelgt werden.DasIntenall zwischen
derUnter und ObegrenzeeinesEntwurfsparametersefiniertdenmoglichenAnderungsbreicldie-
sesParameteraund kann somit wie untendiskutiertauchzur Normierungder Entwurfsparameter
verwendetverden.

StatistischeParameter

Die statistischerParametess beschreibemlie urvermeidlichenStreuungerdesFertigungsprozesses
(z.B. Schwankungender Oxiddicke t,y, der Dotierungoder der SchwellspannungeXNy,). Die sta-
tistischenParameteisind in der Regel normaherteilt (z.B. SchwellspannungeX,, Weitenredukti-
on dw) oderlogarithmischnormalerteilt (z.B. Oxiddicke t,x, Beweglichkeit u,). Wie in [Esh9]
gezeigtkonnenviele Verteilungerauf eineGauf3sch&lormaherteilungzurickgetihrt werden Dies
gilt insbesonderauchfur eine logarithmischeNormalverteilung.Deshalbsoll im weiterenfur die
statistischerParameteeineNormalherteilungs ~ N(sq, C) mit demErwartungswers, undderKo-
varianzmatrixC angenommemerden.

Die KovarianzmatrixC setztsichausder StreumatrixX undderKorrelationsmatriXR zusammen.
C=X-R-X (2.3)

Die Streumatrix> enthalt die Streuungem; derstatistischeriParameterdie im allgemeinernvonden
EntwufsparameterabrangerkonnenDiesgilt insbesonderbeiBerucksichtigundokaler(Intra-die)
Schwankungendie nachdemFlachengeset?DW89] (z.B. oy, ~ 1/4/WL) modelliertwerden.

@ 0 - 0
3(d) = 0 o>(d) ) 0 , oi(d) >0 (2.4)
0 o 0 on(d)

Ein Elementp; ; = p;; dersymmetrischenind positv definitenKorrelationsmatriR beschreibtlie
Korrelationzwischenden Parameters; und s;. Fur die Korrelationenwird angenommendlaf sie
unablangigvon denEntwurfsparameterd sind.

1 P1,2 c Pi,n,
) ‘Pi,j‘ <1 (2-5)

pns;]- e pns:nsfl 1
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Die KovarianzmatrixC nachGl. (2.3) ist symmetrischund positiv definit. Mit den eingefihrten
GrolRenemibt sich fur die statistischerParameterfolgendeWahrscheinlichkitsdichtefunktionder
Normalerteilung[JW92]:

1

pd(s, 5o, C) = m exp (—§<s L)l (s— so>) (2.6)

Betriebsparameter

Die Betriebsparametde? beschreiberalle Parameterdie sich wahrenddesBetriebesder Schaltung
andernkonnen.Bei integrierten Schaltungerkdnnendies beispielsweisalie Temperaturoder Ver

solgungsspannungesein.Fur die Betriebsparametesindim Datenluch einerSchaltungunteigren-
zen@, undObegrenzend, gegeben DieseGrenzerdefinierendenToleranzbereichy (8., 6y), in-

nerhalbdesserdie Schaltungunktionierenmulf3.

To(6L,600) = {616 < 6 < 0y} (2.7)

Desweiterersind fur die BetriebsparameterwersichNominalwerte 8, definiert,die typischeBe-
triebsbedingungebeschreiberDie NominalwertemiisserinnerhalbdesToleranzbereicheg liegen.
Oft werdensiejeweilsin derMitte zwischenOber undUntelgrenzegewahlt.

Normierung der Parameter

Die einzelnerParametep; konnenunterschiedlich&inheiterhaberundvonvollig unterschiedlichen
GrofRenordnungesein(z.B. Transistorweiteim Bereichvon pm undWiderstandswerteonk(2). Fur
einenschnellerErfolg einerOptimierungwerdenallerdingseinheitenlosd’arameteibertigt, deren
Anderungersichtypischerweisén dergleichenGroRenordnundpevegen[NW99, Spe98 GMW81].
Dazumiisserdie ParameteauftypischeAnderungsbereichAp; normiertwerden:

1/Ap, 0 -~ 0
0 1/A :
Pnormiert = : / P2 . 0 * Punnormiert (2-8)
0 o0 1/Ap,,

In der Praxishatsich die in [Eck98, Por89] vorgeschlagen&ormierungauf die Parametegrenzen
bzw Streuungeenvahrtundsoll deshalln dieserArbeit verwendetverden.

Ad; =dy; —di (2.9)
Ab; =6y — O (2.11)

Fur denRestder Arbeit werdendie Parameteund die von denParameterrabhangigenMatrizenund
Vektorenalsnormiertangenommen.
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Abbildung 2.1: Akzeptanzgebiedler (a) Eigenschaftemnind (b) statistischerParameteohneBeriick-
sichtigungvon Betriebsparametern.

2.1.2 SchaltungseigenschafterGpezifikationenund Ausbeute
Schaltungseigenschaften

Bei gegebeneiSchaltungstopologikdonnendie Schaltungsparametermit Hilfe einesSimulatorsin
denRaumder Sdaltungseignsthaftenf (z.B. Verstirkung,Verzgerungszeitabgebildewverden:

p+— f(p), feR™Y (2.12)
Die Abbildung der Parameterauf die Schaltungseigenschaftest im allgemeineneindeutig.Eine

eindeutigeRuckabbildungdaggenvom Raumder Schaltungseigenschaftém den Parameterraum
existiert normalerweisaicht.

Spezifikationen

Die Spezifikationetiz beschreibenforderungeran die SchaltungFir die Schaltungseigenschaf-
tenf konnenUnteigrenzerf, und/oderObegrenzerf, gegebensein:

!
fi > fui fur eineUnteigrenze (2.13)

fi< fui  fureineObegrenze (2.14)

OhneEinschiankungder Allgemeinheitkannjede Untelgrenzedurch Multiplikation mit —1 in eine
Obegrenzetransformiertwerden.lm weiterenwerdendeshalballe Spezifikationerfg alsObegren-
zenangenommen.
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Das Akzeptanzegbietim Eigenshaftsmaum.A;; bediglich einer Spezifikationfs ; ist dasGebiet,in
demdie Spezifikationeryg ; erfullt ist:

Api = {fiP)|fi(p) < fo:} (2.15)

DasAkzeptanzgebie#d; aller Schaltungseigenschafteestimmtsichausder Schnittmengeler ein-
zelnenAkzeptanzgebiete:
A= ] Ani (2.16)

i=1,...,np

Wie in Abbildung 2.1(a) angedeutet;st das Akzeptanzgebiet4; der Eigenschaftenein n-
dimensionaleHyperquaderEin Ziel desNominalentwurfgst es,die Schaltungsozudimensionieren,
daRfir typischeBetriebsparamete, und ohneBericksichtigungvon Prozel3streuunges = sg)
die Schaltungseigenschaften Akzeptanzgebidiegen,alsoalle Spezifikationererfullt sind.

Ausbeute

DasAkzeptanzgebietd, ;(d) derstatistischefParametebeziglich einerSpezifikationist die Menge
aller statistischerParameterfir welchedie Schaltungrr alle BetriebsparameteausdemToleranz-
bereich7y die Spezifikationfs ; erfullt:

As,i(d) = {S‘glea,i%{ {fz(dasae)} S fB,'L'} (217)

DasAkzeptanzgebiei4,(d) der statistischerParameteiberechnesich wiederumals Schnittmenge
allereinzelnenAkzeptanzgebietgd, ;.

A(d) = [) A(d) (2.18)

i=1,...,np

Abbildung 2.1(b) veranschaulichtlasAkzeptanzgebie#d, der statistischerParameterDie Ausbeu-
te Y, der Anteil derfunktionsfahigenSchaltungeran dengesamtemproduzierterSchaltungerkann
bei VernachéssigungkatastrophischefFehler(z.B. Kurzschlissezwischenzwei Leitbahnen)durch
ein Integral berechnetwverden.

Y(d) :/ pdf(s, sg, C)ds (2.19)
As(d)

Die Definition der Ausbeuteentsprechen@l. (2.19) wird auchals parametrishie Ausbeute(para-
metric yield) bezeichnetda sie auRerParameterschankungerkeine weiterenFehlerquellen(z.B.
Spot-DefekteElektromigration ESD) beriicksichtigt.Dafur technischrelevanteSchaltungerm all-
gemeinerkeine eindeutigeAbbildung vom Eigenschaftsraurm denParameterraunexistiert, kann
wederdasAkzeptanzgebie#d,(d), nochdie AusbeuteY (d) analytischbestimmtwerden.Vielmehr
wird daslIntegral (2.19)ublicherweisemit einerMonte-CarloAnalyseabgeschtzt.Ziel einerDimen-
sionierungst es,die AusbeutauntergegebenerRandbedingungefz.B. gegebenébegrenzefir die
Flache)zu maximieren.
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2.1.3 Struktur elle Nebenbedingungen

SchaltungseigenschaftéeschreibemlasSchaltungserhaltenauf Zell- bzw. Blockebene Aus einer
Systemsimulatiomuf Zell- resp.Blockebene&odnnendeshalmur Spezifikationeritir die Schaltungs-
eigenschaftemorgegebenwerden.Schaltungstechnisainnvoll dimensioniertenalogeSchaltungen
zeichnensich abernicht nur dadurchaus,daf3sie dieseSpezifikationererfullen. Vielmehrmissen
eineVielzahlweitererBedingungereingehalterwerden,die einehoheRolustheitder Schaltungsi-
cherstellenBei einermanuellenDimensionierungverdendieseRegeln zumeistintuitiv durchden
Entwickler eingehaltenUm eine erfolgreicheautomatischéimensionierunganalogerSchaltungen
zuermbglichen,misserdieseRegelnformalisiertundin denEntwurfintegriert werden.

In [EGG98 Eck98,ZEG98,GZEAO0]] wird gezeigtdalfur denErfolg einerautomatischerechner
gestitztenDimensionierundolgendeUberlegungenwichtig sind:

e Schaltungsspezifikationemerdenin der Regel nur fur die Eigenschafterspezifiziert,die fur
den geplantenEinsatzzweckder Schaltungkritisch erscheinenDie Beachtungallein dieser
Spezifikationerstellt allerdingsnochkeinenrobustenund physikalischsinnvollen Schaltungs-
entwurf sicherund fuhrt teilweisedazu,dalRnormalerweisanicht spezifizierteEigenschaften
unakzeptabl&Verteannehmemund somitdie Schaltungunbrauchbafir die geplanteAnwen-
dungwird.

e Schaltungsspezifikationemerdenauf einer hoherenAbstraktionsebendefiniertund konnen
somitnicht Schaltungszuéndeauf einertieferenAbstraktionsebenkontrollieren.Einerobust
dimensioniertanalogeSchaltungzeichnesichaberzumeisdadurchaus,daffalle Transistoren
die ihnenzugedachtefrunktionenerfullen (z.B. spannungsgesteuei®romaquelle) sich also
in einemdefiniertenZustandbefinden.

¢ Ein GrundprinzipdesanalogerSchaltungsentwurfist dasArbeitenmit Transistorpaaretdm
die Empfindlichleit der Transistorpaargegeriber lokalen StreuungenMismatd) klein zu
halten,miisserspezielleRegelneingehalterwerden.

Wie in [Eck98,ZEG98,GZEA0]] gezeigt,kdnnenbasierendauf diesenUberlggungenRegeln ein-
gefuhrt werden,die einerobusteund schaltungstechniscéinnvolle Dimensionierungsicherstellen.
Die Regelnbeschreibe\nforderungeran einzelneTransistorenTransistorpaarederTeilschaltun-
gen (z.B. Kaskode-Stromspigel). Fur jede Grundstruktur(z.B. Stromspigel, Level-Shifter etc.)
wird ein Satzvon Dimensionierungsnebenbedingung#afiniert,die einesinnvolle und robusteDi-
mensionierungicherstellenWird einesolcheGrundstruktuinnerhalbeinerSchaltungerkannt kann
ihr der vorherdefinierteSatzvon Nebenbedingunge(strukturelle Nebenbedinguren) zugeordnet
werden.

StrukturelleNebenbedingungetnnenanhandrerschiedendkriterienklassifiziertwerdenlm Rah-
menderautomatische®imensionierungst allerdingsvor allenDingendie Einteilungin Gleichheits-
undUngleichheitsnebenbedingungemn Interesse:

e JedeGleichheitsnebenbedingudgfiniertzweiodermehrParametedie unmittelbarvoneinan-
derabhangenalsodurcheineneinzelnerunablangigenParameteersetzverdenkdnnen.Jede
Gleichheitsnebenbedingumgduziertsomit die Anzahl der unablangigenParameteund ver
ringertsodie KomplexitatdesProblemsDie Gleichheitsnebenbedingungererdendurcheine
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Struktur Ungleichheits-| Gleichheits-| Summe
bedingungen| bedingungen

Spannungsgesteuertg

StromquellgVCCS) 3 — 3
Spannungsgesteuerter

Widerstand 3 — 3
Stromspigel 12 2 14
Level-Shifter 13 2 15
Differenzpaar 12 2 14
Komplemenarpaar — 1 1
Kaskodeschaltung — 1 1

Tabelle 2.1: Uberblick uber strukturelle Nebenbedingungerfirr typische analoge CMOS-
Grundstrukturen.

Reduktionder Entwurfsparametdseriicksichtigtundtaucherdeshallin derweiterenProblem-
formulierungnicht mehrauf. In Kapitel 4 wird an Beispielengezeigt,wie durchdie Gleich-
heitsnebenbedingungelie Anzahl der unablangigenEntwurfsparametesignifikantreduziert
wird.

e Ungleichheitsnebenbedingungeiefinieren Grenzenim ParameterraumDies kbnnen zum
einenunmittelbarParametegrenzernsein,die denzulassigerBereich&; der Entwurfsparame-
ter definieren AndereUngleichheitsnebenbedingungeeschreibeimnereSchaltungszuande
(z.B. Sattigungsforderungefilr Transistoren)welchedie prinzipielle Funktionshigkeit der
SchaltunggarantierenZur AuswertungdieserNebenbedingungeist eineDC-Analyseausrei-
chenddieim RahmerderEigenschaftsauswertumgrmalerweisauf jedenFall berbtigt wird.
Esentstehtlsokein zusatzlicherSimulationsaufwnd.

Tabelle2.1 gibt einenUberblick iiberdie strukturellenNebenbedingungeam Beispielvon CMOS-
GrundstrukturenOhneEinschénkungder Allgemeinheitkonnendie Ungleichheitsnebenbedingun-
genu(d, s, 8) soformuliertwerden daRerfullte Nebenbedingungepositiv sind:

u(d,s,0) >0, ueR™ (2.20)

Einegutdimensioniert@analogeSchaltungzeichnesichdadurchaus,daf3alle Spezifikationerfg und
gleichzeitigalle Nebenbedingungea erfullt sind.

2.2 ProblemstellungdesNominalentwurfs

Ziel desNominalentwurfdst es,die Entwurfsparameteso einzustellendafdie Schaltungr vorge-
gebenaéNertederBetriebsparametamdder statistischerParametealle Spezifikationerund Neben-
bedingungererfullt.

In dieserArbeit soll die AufgabenstellunglesNominalentwurfsdahingehenerweitertwerden,dafd
die Eigenschafterunter BerlicksichtigungdesEinflussesder Betriebsparametezusatzlich noch so
viel Abstandwie moglich zur Spezifikationhabensollen und so ein guter Ausgangspunkfir die
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simulationsintensie Entwurfszentrierungpestimmiwird [SSGA0Q. Schaltungsbeispiela Kapitel4
zeigendalaufdieseWeisedie Gesamtzahtlerim EntwurfsablauberbtigtenSimulationerreduziert
werdenkann,obwohl sichdie Anzahlder Schaltungssimulationem Nominalentwurferhoht.

Zur Bewertungder einzelnenEigenschafteund zur BestimmungeinerKostenfunktionm Rahmen
desNominalentwurfawvird eineZielgrof3eberbtigt, die

e denEinfluR derBetriebsparametdreriicksichtigt,

e Eigenschaftemit unterschiedliche&inheitenundGroRenordnungemiteinandewerleichbar
macht,

e einUbertrefen der Spezifikationerunterstitztund
e mit einemmaoglichstgeringenAufwandberechnetverdenkann.

In [Eck98, SEGA99b]wird der Parameterabstand ohne Beriicksichtigungder Betriebsparame-
ter als ZielgroRefur den Nominalentwurfvorgeschlagenlm folgendensoll als ein Beitrag dieser
Arbeit die Definition desParameterabstandesn den Einflul3 der Betriebsparametesrweitertwer-
den[SSGAOQ.

2.2.1 Der Parameterabstand

Der Parameterabstand;(d,) beschreibteine Abschatzung fur die minimale Parameterauslen-
kung||Ad||, diendtigistumausgehendoneinemParametersatd, fur eineSchaltungseigenschaft
die Spezifikationsgrenzgs ; zu erreichenEr ist damitein Mal3 fur den Abstandder Eigenschaftf;
von ihrer Spezifikationfs ;. Der Parameterabstanoasiertdabeiauf einer Empfindlichleitsanalyse,
die im RahmendesOptimiererfahrengKapitel 3) auf jedenFall gemachtverdenmuf3.Es entsteht
deshallkein zusatzlicherSimulationsaufwand.

In dem hier diskutiertenVerfahrensind die statistischerParameterim gesamterNominalentwurf
auf ihre Erwartungswertes, gesetzt.Sie konnenaberauchauf jedenanderenfestenWert gesetzt
werdenWerden,eherdigitalé’ Schaltungemuntersuchtsoist essinnvoll anstatider Erwartungswer
te s, der statistischerParametereventuellvorgegebeneEckparameteédze(z.B. slow oderfast Pa-
rameteratze)zu benutzenDa die statistischerParameteinnerhalbdesNominalentwurfssich nicht
andernwerdensiein diesemAbschnittweggelassen.

Zur BerechnunglesParameterabstandes(d,) wird ein linearesModell f;(d, 8) der Eigenschaftf;
im Punkt(dyo, 8,) bestimmt:

fi(d,6) = fi(do,80) + &5, - (d — do) + g5 - (8 — 6q) (2.21)
mit 8d; = vd.fz'|do,90’ 8o = Vo.fz'|do,00

In diesemlinearenModell £;(d, 8) interessiertor allem die Mengeder Grenzparameteatze Dy ;.
Grenzparamete@szesind die Entwurfsparameteészed, fur welchedie linearisierteEigenschaftm
abgeschtztenWorst-Case-Betriebsparametersgizichder Spezifikationfsg ; ist:

Do, = {d max {(,0)) = f} (2.22)
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I = do| = |es|

di
Abbildung2.2: VeranschaulichundesParameterabstandes.

Die Mengeder Grenzparameteaszeist eine(n, — 1)-dimensionaldHyperebenein derveranschau-
lichendenmAbbildung 2.2 mit zwei EntwurfsparameteralsoeineGeradeln diesefMengeder Grenz-
parameter@zeDg ; gibt eswiederumeinenausgezeichnetelfarametersatd, ;, der Parametersatz
mit demgeringsterAbstand||d — d,|| vom Linearisierungspunid,. Der BetragdesAbstandesom
Linearisierungspunkst der BetragdesParameterabstandes:

do; = agmin{(d — do)" - (d — do) } (2.23)
dEDB,i
i = ||dq,: — dol| (2.24)

Das Vorzeichendes Parameterabstandes; wird so bestimmt, daf3 der Parameterabstango-
sitiv ist, wenn die Spezifikationim linearen Modell f;(d,8) im abgeschtzten Worst-Case-
Betriebsparametersatindd = d, erfullt ist:

+|ai(do)| fir max {fi(do,0)} < fa
a;(do) = 0T (2.25)

—|Oli(d0)| far lglei%( {ﬁ(do,o)} > fB,z'

Um sinnvolle Wertefiir denParameterabstang; zu erhalten st zu beachtendal3die Entwurfspara-
meternormiertsindwie in Kapitel 2.1.1beschrieben.

BerechnungdesParameterabstandes

Der Parameterabstaniasiertauf der Linearisierungeiner Schaltungseigenschafie Aufgabeder

BestimmungdesParameterabstand&snndeshalbunterteiltwerdenin zwei getrenntéProblemstel-
lungen; Abschatzender Worst-Case-Betriebsparametend Berechnungder Auslenkungder Ent-

wurfsparameteDer Einflul3 der Betriebsparametdannabgeschtztwerdendurch:

Buc, = amgmax{fi(de,6)} (2.26)
0cTy

fi,awc(d) = fi(d’éWCi) (227)
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Gl. (2.26)ist ein separierbareBnearesOptimierproblemauf dem Simplex 7. Separierbabedeu-
tet hier, dal3 eine Nebenbedingungeweils parallel zu einer Parameterrichtungind orthogonalzu
allen anderenParameteiist. Daherkannjeder Betriebsparametarnablangigvon denandererBe-
triebsparameterauf seineOber oder Untelgrenzegesetziwerdenund somit Gl. (2.26) mit linea-
rer Komplexitat O(ng) gelost werden.Der abgeschtzte Worst-Case-Betriebsparametersétzc ;
liegt in einer Ecke des Toleranzbereiche§, [Dan63] und ist unablangig von den Entwurfspara-
metern.Er mul3in jedem Schritt des Optimieralgorithmushur einmal berechnetverden.Die Dif-
ferenz f; o,..(do) — fi(do, 89) ist die Verschiebing deslinearisiertenEigenschaftswertedurch die
Betriebsparameter

Der Punktd,,; kann mittels einesLagrage-Ansatzeberechnetwverden.Das Optimierproblemzu
Gl. (2.23)lautet

daﬂ' = argmln{”d — d()”2 ‘ fi,owc(d) = .fB,'i} (228)
d
mit derzugeldrigenLagrange-Funktior(d, \):
L(d,\) = ||d = do* + A+ (figuc(d) — fo,1) (2.29)

Die hinreichenderxtremalbedingungefiir ein Minimum lauten[Spe98]:

VaL(d,\) =0 (LagrangeBedingung (2.30)
fiowe(d) — fai=0 (Nebenbedingung (2.31)
V3aL(d,X) >0 (Minimumbedingung (2.32)

Die positive Definitheitder HesseMatrix Gl. (2.32)ist mit V3,L(d, \) = E fur alled € R™ garan-
tiert. Setztmandie linearisierteEigenschaftl. (2.21)in die LagrangeBedingungGl. (2.30)ein, laf3t
sichd,; bestimmen:

Qi —do =~ - Bag (2:33)
Aus der Nebenbedingunél. (2.31) unter Berticksichtigungder LinearisierungGl. (2.21) bestimmt

sich\ zu: B
. fi,owc(do) - fB,z'

A=2 0 (2.34)
84,84,
Verwendemmandiesesrgebnisin Gl. (2.33),soemibt sichdaraus:
dei —do = oi — fioucldo) | 84, (2.35)

18all?

Mit demin Gl. (2.25) definiertenVorzeichenkannder Parameterabstand; als explizite Gleichung
geschriebenverden: ~
fB,z' - .fi,owc (dO)

a; d =
(do) Teal

(2.36)

EigenschaftendesParameterabstandes

DerParameterabstanthchGl. (2.36)kanninterpretierwerdenals AbstandderEigenschaftonihrer
Spezifikationnormiertauf die BeeinfluRbarkit, gemesseals LangedesGradienten.

Mit demParameterabstarstehteinezielgroR3efiir denNominalentwurfzur Verfugung,die
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¢ unterschiedlich&igenschaftervergleichbamacht,

e sowvohl denAbstandeinerEigenschaftzuihrer Spezifikatiornberiicksichtigtalsauchdie Beein-
fluBbarleit dieserEigenschatft,

e denEinfluRderBetriebsparameteuf dasSchaltungsgrhalterabsclatzt,

e ein Ubertrefen der Spezifikationerunterstitzt und dabeiauchauf der Spezifikationsgrenze
differenzierbableibtund

e keinenzusatzlichenSimulationsauf@ndverursachtibereineEmpfindlichleitsanalysdinaus,
dieim RahmerdesOptimieralgorithmusuf jedenFall gemachtverdenmuf3.

Die BerechnunglesParameterabstandasisdensimuliertenEmpfindlichkeitenist mit linearerKom-
plexitat O(ng + ny) moglich. Die Rechenzeizur BerechnunglesParameterabstandé&annim Ver-
gleichzur Simulationszeitn derRegel vernachéssigtwerden.

2.2.2 Zielfunktion fur den Nominalentwurf

Fur die Optimierungmuisserdie Parameterabandeals ZielgroRendesNominalentwurfdn eineska-
lare Zielfunktion transformiertwerden.Dabeiemibt sichwie spaterauchin der Entwurfszentrierung
die Aufgabe,dalRverletztenSpezifikationen- negatvenParameterabanden- ein hohesGewicht zu-
kommenmuf3underfullte SpezifikationereinenniedrigenAnteil ander Zielfunktion habensollten.

Mit derin [LD89, Gra93,Wie94, KD95] vorgeschlagen&ewichtungder Rolustheitsmal3enit der
Exponentialfunktiorbestimmtsichdie Zielfunktion ¢, (d,) fir denNominalentwurfzu:

Pa(do) =D exp(—a-o;(dy)), a>0 (2.37)

Derpositive Faktora in Gl. (2.37)ist ein Skalierungsiktor[LD89, KD95] fir die Parameterabande,
die ZielgrofiendesNominalentwurfsZiel desNominalentwurfgst eineMinimierungder Zielfunkti-
on ¢, (de) unterEinhaltungaller Nebenbedingungen:

dronei?d {¢a(do) [ u(do) > 0} (2.38)

Die Losungvon Gl. (2.38)ist eineDimensionierungdie alle SpezifikationemunterBeriicksichtigung
desEinflusseglerBetriebsparameteso gut wie moglich erfillt. Insbesonderbrichtdie Optimierung
nachErreichenaller Spezifikationemicht ab, sondernversuchtsie nochsaweit moglich zu tibertref-
fen. DiesesUbertrefen schaft einen Sicherheitsabstangur Spezifikation,wodurchein guinstiger
Ausgangspunktiir einenachfolgendsimulationsaufwendigEntwurfszentrierundpestimmtwird.

2.3 Problemstellungder Entwurfszentrierung

Ziel der Entwurfszentrierungst es,die parametrischéusbeuteY Gl. (2.19) zu maximieren.Dies
entsprichteiner Dimensionierung,tief im Innerefi desAkzeptanzgebietegl, der statistischerPa-
rameter Mit Hilfe desWorst-Case-Abstand®\GW94,Gra93,Wie94, SSGA99,AEGT00a]kdnnen
dasAkzeptanzgebiet, ; unddie Ausbeutey; beiglicheinerSpezifikatiorapproximiertwerdenund
derGradientder AusbeuteY; bestimmtwerden.
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2.3.1 Der Worst-Case-Abstand

Der Worst-Case-Abstanast analogzum Parameterabstandefiniert, nur dafdhier der Abstandzur
Spezifikationm Raumderstatistischeffarametebestimmiwird undkeinlinearesSchaltungsmodell
verwendetvird sonderrvielmehrdie nichtlineareSchaltungselbst.

Zur FormulierungdesWorst-Case-Abstangyc ; wird im RaumderstatistischefParametezurachst
die Mengeder GrenzparameteiszeSg ; definiert{fSGA99,AEG*00a]:

Ss,i(do) = {S | gle?},%( {fi(do,s,0)} = fB,z'} (2.39)

Aus der Menge der Grenzparamete@sze wird der Punkt bestimmt,der den geringstenAbstand
vom Erwartungswerts, hat, gemesserin der mit der inversenKovarianzmatrixC ' gewichteten
l,-Norm. Diesesst derWorst-Case-Punigyc ; unddessembstandwird alsBetragdesWorst-Case-
Abstandesfwc ;| definiert:

swc,i(do) = agmin {(s —so)"-C™" - (s — )} (2.40)
s€Sg,i(do)
Buc(do)] = 1/ (swea(ds) — 50) - € (swea(do) — s0) (2.41)

Punkte gleicher Wahrscheinlichkitsdichtefunktion liegen nach GIl. (2.6) auf Ellipsoiden
(s —s9)TC!(s — s9) = constum den Nominalpunkts,. Der Worst-Case-Punksyc; ist daher
der Punktausder Mengeder Grenzparameteasze,der die hochsteAuftrittswahrscheinlichkit hat.
Das Vorzeichendes Worst-Case-Abstandesyc; wird analogzum Parameterabstanso definiert,
daf’ der Worst-Case-Abstangositiv ist, wenn fur nominale statistischeParameter(s = s,) die
Spezifikationfur alle Betriebsparametét ausdemToleranzbereicly erfullt ist [Wie94,Gra93]:

+ | Bwe,i(do)| fur max{f;(do,so,0)} < fa;
0cTeo

Bwc,i(do) — |Bwe,i(do)| fur max {fi(do,s0,0)} > fs

(2.42)

Abbildung 2.3(a) veranschaulichtlie BerechnunglesWorst-Case-Abstandekinearisiertmandas
Akzeptanzgebietler statistischerParameteiim Worst-Case-PunkfAbbildung 2.3(b)), so kannder
Worst-Case-Abstandls Streuungsvietichesnterpretiertwerden[Gra93,Wie94]. Die abgeschtzte
Ausbeutey; fur daslinearisierteAkzeptanzgebieIfls,,- berechnesichzu:

B Bwe,i(do) 2
i(do) = = [ e (—%) d (2.43)

Bwe,i -3 -2 -1 0 1 2 3
Y; 0.1% | 2.3% | 15.9% | 50% | 84.1% | 97.7% | 99.9%

Tabelle2.2: ApproximierteAusbeuteY; in Abhangigkeit vom Worst-Case-Abstanfyc ;
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(b)

Abbildung2.3:Berechnungles(a) Worst-Case-Abstandlyc ; und(b) linearisierterAkzeptanzgebie-
tes A, ; derstatistischerParameter

BerechnungdesWorst-Case-Abstandes

DerWorst-Case-Abstanidt vergleichbamit demParameterabstandurdalerim VergleichzumPa-
rameterabstandie Empfindlichleit beziglich derstatistischeriParametebeschreibtindeinedirekte
Interpretatiorals Streuungsvieticheshat. Die exakteBerechnungiesWorst-Case-Punktesyc,; und
damit auchdesWorst-Case-Abstandast fur den Fall einernichtlinearerAbhangigleit der Schal-
tungseigenschafteron denParameterrein skalaregjuadratische®ptimierproblenmit einernicht-
linearenGleichheitsnebenbedingung.

Verfahrenzur BerechnunglesWorst-Case-Punktesyc ; findensichin [AEG*00a,Wie94, AGW94
SSGA99. In [Wie94, AGW94 wird ein SQP-\érfahren[Sch81]verwendet[AEG*00a] diskutiert
ein SQP-\érfahrenmit konjugierterGradienterEigenschaftdasinsbesonderen Fall lokaler Para-
meterschwankungernvorteilhaftist. In beidenFallenwird die berdtigte Rechenzeivon der Simulati-
onszeitdominiert.Die Anzahlderberbtigten Simulationernist linearin der Anzahl der statistischen
Parameter

EigenschaftendesWorst-Case-Abstands

Mit demWorst-Case-AbstanstehteineZielgrof3efur die Entwurfszentrierungur Verfugungmit der

e das Akzeptanzgebietler statistischerParameterfir eine Eigenschaftapproximiertwerden
kann,

e die AusbeuteohneweiterenSimulationsauh@ndabgeschtztwerdenkann(Tabelle2.2) und

e schaltungsundeigenschaftsspezifischorst-Case-Brameterdtzebestimmtwerdenkdnnen.
Basierendauf diesenWorst-Case-Brametergtzenwiederumkonnenkritische statistischePa-
rametererkanntwerden[AEG*00a].

Die Qualitat der Approximationdes Akzeptanzgebietesnd der Ausbeuteabsé@tzunghangtdabei
entscheidendon der Linearitat der zugrundeligenderEigenschafiah Da die Linearisierungaller
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dingsin demGrenzparametersatrit der hochstenAuftrittswahrscheinlichkit erfolgt, liefert siein
derRegel einegute Abschatzung.

2.3.2 Zielfunktion der Entwurfszentrierung

Analog zum Nominalentwurfmiissenauchbei der Entwurfszentrierunglie Zielgrof3enin eine ska-
lare Zielfunktion transformiertwerden.Ziel ist es, alle Worst-Case-Abgindeso grof3 wie moglich
zumachendabeiaberinsbesonderaegative oderkleine Worst-Case-Absindezu verbesserrDiese
schianken die Ausbeuteam meistenein. Die Zielfunktion muf3 also auchin der Entwurfszentrie-
rungdenkleinenbzw. negativenZielgrofRenein hohesGewicht gebenWie in [LD89, KD95, Wie94,
Gra93]vorgeschlagersollenin derEntwurfszentrierungie Worst-Case-AbgtndemittelseinerSum-
mevon Exponentialfunktionein eineskalareZielfunktion ¢4 (d,) transformierwerden:

nf
pp(do) =) exp(—a-fuci(do)), a>0 (2.44)

Der positive Faktor a in Gl. (2.44)ist wie in Gl. (2.37) ein Gewichtungsaktor fur die Worst-Case-
Abstande Ein groRerGewichtungsaktora verleihtkleinenund negatvenWorst-Case-Absgindenein
groResGewicht undvernachéssigtgroReWorst-Case-Abstnde Gleichzeitigverschlechtersichaber
die KonditiondesOptimierproblemsFur a — oo tragtnurnochderkleinsteWorst-Case-Abstanzur
Zielfunktion bei. Ziel ist auchhier eineMinimierung der Zielfunktion ¢z(d,) unterEinhaltungaller
Nebenbedingungen:

j?el?d {9s(do) | u(do) > 0} (2.45)

Die Minimierprobleme die denNominalentwurfGl. (2.38) und den ToleranzentwurfGl. (2.45) be-
schreibensindnichtlineareOptimierproblemenit Nebenbedingungehn nachsterkKapitelwird eine
MethodikbeschriebendieseMinimierproblememit einemvertretbarenAufwandzu ldsen.



Kapitel 3

Dimensionierung

In Kapitel 2 wurdendie Problemstellungles Nominalentwurfs(Abschnitt 2.2) und der Entwurfs-
zentrierung(Abschnitt 2.3) auf ein nichtlinearesMinimierproblemmit Nebenbedingungenuriick-

gefuhrt. Die Zielfunktion fir denNominalentwurfyp,(d) unddie Entwurfszentrierungs(d) haben
dengleichenAufbau.DerwesentlichdJnterschiediegt im Berechnungsaufandfir die Zielgrof3en.
Innerhalbder Entwurfszentrierungnussenfir die Berechnungder Worst-CaseAbstandemehrere
OptimierproblemgWie94, AEG*00a] gelost werden.Dies fiihrt, wie an Schaltungsbeispieleim

Kapitel 4 gezeigt,zu einemdeutlich hoherenRechenaufand verglichen mit der Berechnungder
Parameterabande ,weshalbeine Trennungder Dimensionierungn Nominalentwurfund Entwurfs-
zentrierungsinnvoll ist.

Die Charakteristiken der beiden Entwurfsschrittesind in der Formulierung der Zielgrof3en be-
reits berticksichtigt.DiesesKapitel konzentriertsich deshalbauf die LosungdesOptimierproblems
Gl. (2.38)bzw. Gl. (2.45) mit Methoden welchedie EigenheiterdesanalogenSchaltungsentwurfs
berucksichtigenDie Zielfunktion ¢(d,), die bei Nominalentwurfund Entwurfszentrierungon der
Form hergleichist, wird dabeiangenommeanu:

o(dy) = Zexp (—a - v(d)), a>0 (3.1)

DasOptimierproblenmemibt sichunterVerwendungron Gl. (3.1) zu:

drgleiIEld {¢(do) [ u(do) > 0} (3.2)

In der Nominalpunktdimensionierungrerdendie ZielgrofReny; durchdie Parameterabandeq; er-
setzt,in derEntwurfszentrierungurchdie Worst-Casé\bstandebyc ;. Dadurchergibt sichtrotzihrer
mathematischdentischerForm jeweils eine unterschiedlichénterpretationder Zielfunktion in bei-
denEntwurfsschrittenDasvorgestellteVerfahrenist nicht auf Parameterabandebzw. Worst-Case
Abstandebeschankt.Wie spatergezeigt,st esvielmehraufalle Problemeanwendbarfiur welchedie
linearisierterZielgrofienin eineskalarekornvexe Zielfunktion transformiertwerden.

Gl. (3.2) ist ein nichtlinearesMinimierproblemmit Nebenbedingungemufgabeder Dimensionie-
rungist es,eineLosungdiesesMinimierproblemsmit einerakzeptablerSimulationszahiu bestim-
men. Ziel ist dabeinicht eine extrem genaueBestimmungdesoptimalenParametersatzespndern
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vielmehr eine moglichst schnelleBerechnungeinesakzeptablerParametersatzeis der Nahe des
Optimums Die geforderteGenauigleit egibt sichbeispielsweisausderBedingungdal3Transistor
weitenund Transistoringemur auf einemvordefinierterGitter liegendurfen.

Wie bereitsin der Einleitungbeschriebeist bei der LosungdesMinimierproblemszu beachtengalf3
die AuswertungderZielfunktion rechenzeitintengiundsomitteuerist. Optimierverfahrendie inner
halb einerschlechtparallelisierbareriniensucheeineVielzahl von Auswertungerder Zielfunktion
berbtigen,sinddeshallnicht sinnvoll anwendbar

3.1 Uberblick

NichtlineareOptimierprobleme&odnnenaul3erin Sonderéllennichtanalytischgelostwerden Fur die
LosungdieserProblemesind, wie in der Einleitung beschrieberstochastischdlethoden(z.B. Si-
mulatedAnnealing[KCGV83) und deterministischéviethodenverfugbar Deterministischévietho-
denhabendabeidenVorteil, zumeistschnellerzu kornvergieren,d.h. sie berbtigendeutlichweniger
Funktionsauswertungedie bei der DimensionierungeitaufwendigeSimulationerbedeutenDafur
kannim allgemeinerabernur die Konvergenzzu einemlokalenOptimumbewiesenwerden.

AufgrundderschnelleredKornvergenzeigenschaftesoll in dieserArbeit eindeterministische¥erfah-
renVerwendundinden.VondendeterministischeNerfahrensindspezielldie Trust-Rejion Algorith-
men[Sor82]fur schlechtkonditionierteProblemegeeigne{DEAM97, DV97]. Zudemberbtigendie
Trust-R@ion Algorithmenkeine Liniensuchesondernkombinierenvielmehrdie Bestimmungeiner
Suchrichtungund Schrittweite.Der verwendeteéAlgorithmus gliedertsich dabeiin folgendeSchrit-
te [NW99, Spe98 GMW81]:

1. Setzedenlterationsind& x = 0 unddie Entwurfsparametaﬂ(()“) aufdie gegebenerbtartwerte.

2. Linearisiereim Linearisierungspunkﬂg“) die ZielgroReny

V) = y(dl) + Vavlgw - d-di) +
yx) = ¥+ gw) ) X
unddie Nebenbedingungea
ud) = u(d) + Vau|_,w - (d—d}) +
S— N — (3.4)
ax) = o + Uk . x

3. Bestimmebasierendchuf der Linearisierungler ZielgroReneine Parameterkrrekturx (#).

4. Uberpiife die Abbruchkriterienfuir die Optimierung.Sind die Abbruchkriteriennicht erfilllt,

dannbestimmeden neueri_inearisierungspunldf)““)

d(().u+1) _ d(()u) + x®) (3.5)

erhdhedenlterationsind&
p=p+l, (3.6)
und startedie nachstdterationbei Schritt2.
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Der entscheidend®unktin diesemAlgorithmus ist die Bestimmungeiner Parameterkrrektur in

Schritt3. In diesemPunktmul3eineParameterkrrekturberechnetverden fir die sicheinerseiteine
deutlicheReduktionder Zielfunktion im linearisiertenSchaltungsmodekribt und andererseitslie
Linearisierungnochgultig ist, alsodie Fehlerreduktiorauchin der nichtlinearenSchaltungsignifi-

kantist. Insbesondersollte der Schaltungssimulatom neuenParametersatkorvergieren.Extreme,
schaltungstechnischicht sinnvolle Auslenkungerresultierenoft in einer Schaltungfur die der Si-

mulatornur sehrschlechtkkorvergiert. In diesemFall ist mit sehrlangenSimulationszeiteselbstfur
kleine Schaltungerzu rechnen.

Im Falle einerquadratischedielfunktion (least-squae optimizatior) hatsichfir die Berechnunggi-
nerSchrittweitedie charakteristisch&renzkure [ALP88, Hus82 Lei86, Por89] bewahrt. Aufbauend
aufdenldeendercharakteristischeGrenzkure soll in dieserArbeit ein vergleichbared/erfahrenfir
korvexe Optimierprobleme- einekornvexe Zielfunktion auf einemkornvexen Gebietvorgestelltwer-
den.Dazuwird zurachstdie charakteristisch&renzkure diskutiert. AnschlieRendvird ausgehend
vondercharakteristischeGrenzkunre die verallgemeinert&renzkunre alseineMethodezur Schritt-
weitenbestimmundir die gevahlteZielfunktion Gl. (3.1) vorgestellt.

3.2 Die charakteristische Grenzkurve

Die charakteristisch&renzkune mit Nebenbedingungetientzur Bestimmungder Schrittweitefur
ein quadratische®ptimierproblem:

min {||er + Gx[|*| Ux + uo > 0}, (3.7)
mit e = e(dy), G = Vgqe(dy)

Der Vektor e fal3t die ,Fehlet der SchaltungzusammenDie Formulierungdes Problemsnach
Gl. (3.7) beschreibiie OptimierungdesFehlersauf Wunschwertedie alle als Null angenommen
werden;ein Ubertrefen diesetWunschwertevird nicht unterstitzt.

3.2.1 Anpassungder Zielfunktion

Ziel isteineMinimierungderZielfunktionnachGl. (3.1). Beachtetman,daf3jedereinzelneSummand
in dieserZielfunktion immer positiv ist, so kanndie Minimierung der Gesamtfunktiorals Minimie-
rungdesQuadratesll inrer Termebeschriebemerden Palitmandie Zielfunktionderartan,soermibt
sicheineKomponente; desFehlenektorse zu[SEGA99b]:

Gi(do) = eXp (—0, . ’)/z(do)) (38)
Die JacobimatrixG berechnesichdaraufaufbauendu:
G = —a-diage(dy)) - S (3.9)

Derdiag) OperatottransformierthierbeieinenVektorin eineDiagonalmatrix.
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3.2.2 Definition der charakteristischen Grenzkurve

Wie obendiskutiertist es nicht dasZiel, in jedemIterationsschritidas Optimierproblemexakt zu
|6sen,sondernvielmehr eine Losungmit deutlicherFehlerreduktiorzu finden, fur welchedie Li-
nearisierungiochgultig ist. Esmuf3alsoein Kompromif3zwischenAuslenkungund Fehlerreduktion
gefundenwerden.Dazuwird die Auslenkunggemessemls ||x||> mit einempositiven Faktor A ge-
wichtet[Hus82 Lei86, Por89]:

min {||er + Gx||> + A- ||x]|* | Ux +up > 0}, A >0 (3.10)

Fur A — oo emibt sich die Losungmit minimalem Abstandvom Linearisierungspunkidie alle
linearisierterNebenbedingungeerfullt; A = 0 daggenlodstdasurspiinglicheOptimierproblemDie
Losungvon Gl. (3.10) in Abhangigleit von A wird mit x.(A) und der linearisierteFehlenektor an
dieserStellemit €.(\) bezeichnet:

x.(A) = ammin{|ler + Gx|> + X - ||x|* | Ux +uo > 0} (3.11)
&) = e+ G-x(A) (3.12)

Abbildung 3.1(a)zeigtbeispielhaftdie parametrisch&urve (||x. ()|, ||€.(A)|]) undveranschaulicht
die Extremwertefir A — oo und A = 0. Um verschieden@&roblemevergleichenzu konnen,wer-
dendie Auslenkung||x.())|| undderlinearisierteSchaltungsfehlejte.(A)|| sotransformiertdafidie
normierteAuslenkungz(A) unddernormierteSchaltungsfehler() zwischend und1 liegen:

) = e = 09)]
1N = O = e = o0l (3:13)

#(A) — #0)

r() = T-70) (3.14)
- leIE — [[eol?
t = d 3.15
mit T \/||ecA—>oo||2—||e el (3.15)
leol? = min{fles+ G- x|’} (3.16)

Der Fehler||&]| in Gl. (3.16) ist dasMinimum deslinearisiertenProblemsohne Nebenbedingun-
gen.Fur ein unterbestimmtesderregularesSystem(ny > ng) ist dieserWertimmer Null. Fur ein
uberbestimmteSystemlaltsich der Fehlenektor e mittels einer QR-Zerleggung[GvL96] der Emp-
findlichkeitsmatrixG so transformierendal3ein Teil destransformierter~ehlenektorsvollstandig
zu Null reduziertwerdenkann,wahrendderRestnichtbeeinflubarst. Abbildung 3.1 zeigteintypi-
schesBeispielfur die parametrisch&urve (a(\), 7()\) ), die charakteristisch&renzkure.

3.2.3 Eigenschaftender charakteristischen Grenzkurve

Im Rahmereinesangepalitehevenbeg-MarquardtVerfahrendLev44, Mar63 sindfolgendeEigen-
schaftenbedeutendir die Verwendbarkit der charakteristische@renzkune zur Schrittweitenbe-
stimmung[ALP88, Por89]:
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l|€|/4 Te

lec(oo)lit 4= e T
v Grenzkurefurideale

"+ _ Konditioncond G) = 1

OIS

Ixe(00)] I (0)]] [I]
() (b)

Abbildung 3.1: Darstellungder Auslenkungund des Schaltungsfehlersur die charakteristische
Grenzkure in (a) unnormierter(||x.||, ||€:||) und (b) normierter(a,r) Darstellungin Abhangigleit
von \.

e Die normierte Auslenkung und der normierte Schaltungsfehlediegen immer im Inter
vall [0...1]. Somitsinddie KurvenverschiedeneProblemeuntereinandevergleichbar

e Die Kurve beschreibtdie Losungenmmit minimalemFehlerim linearisiertenSystemfir eine
gegebenanaximaleAuslenkungMor77]. Im linearisierterSystengibt eskeineL dsungendie
unterhalbder Kurve liegen.Die Kurve stellt damit die Mengeder paretooptimaleriPunktein
linearisiertenSystemdar. An diesenPunktenist esnicht moglich gleichzeitigdenFehlerund
die Auslenkungzu verringern.

e Die Kurve ist savohl im normiertenals auchim unnormierterSystemkonvex. Jeweiter man
sichvom Linearisierungspunktegbevegt, je grof3er||x.(A)||, destoflacherwird die Kurve.

e Fur ein ProblemohneNebenbedingungeand mit ideal konditionierterEmpfindlichkeitsma-
trix G (Spektrale&Konditionszah[GvL96]: cond G) = 1) istdie normierteKurve (a()), 7(A) )
eineGeradeJeschlechtedie KonditionderEmpfindlichkeitsmatrix,destostarkerist die Kurve
gekiimmt.Wie in derEinleitungangedeutetst eineschlechtd& onditionderEmpfindlichleits-
matrix abertypischfur denanalogerSchaltungsentwurDie charakteristisch&renzkure ist
deshallzumeiststarkgekiimmt.

Die Korvexitat zusammenmit der typischerweisestarlen Krimmung der Grenzkune (Abbil-
dung3.1) bedeutetdaRam Beginn der Kurve fir A — oo mit einerkleinen Auslenkungeinegrol3e
Fehlerreduktiorerreichtwerdenkann.Bis zum Knickpunkt wird der Fehlerr normalerweisestark
reduziert NachdemKnickpunktverlauftdie Kurve typischerweiseelatv flach;eineweitereAuslen-
kungresultiertnur mehrin einergeringfigigenFehlerreduktionEine erstesinnvolle Schrittweiteist
demnachdie Auslenkungbis zumKnickpunkt.
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T2 A

------- - -~ Proiesi iant_ Ol
- %o = (i Pr01e2|erte|Grad|ent.—6—£2
ST LokalesKoordinatensystem
&i=a orthogonalisierzu deraktivenNebenbedingung

7~~~ Grenzkure mit Nebenbedingunges, ()

T

Abbildung 3.2: Grenzkure mit einerNebenbedingungemnd Veranschaulichunder Transformation
orthogonalzu deraktivenNebenbedingung.

3.2.4 Berechnungvon Punkten auf der Grenzkurve

Die LosungdesMinimierproblemsGl. (3.11)kannfir ein DimensionierungsproblewhneNebenbe-
dingungerexplizit formuliertwerden[ALP88, Lei86):

x,(\) = —(GTG + X - E)"G7e, furn, =0 (3.17)

Hierbeibezeichne{GTG + X - E)* die Moore-Renioselnverse (Pseudoinerse [GvL96]. Mit Ne-
benbedingungekanndasMinimierproblemsGl. (3.11)nichtmehrexplizit gelostwerden.In [Por89]
wird dasOptimierproblenmmit demBeale-AlgorithmugNeu75]gelost. Der Beale-Algorithmusst ei-
ne ErweiterungdesSimplex-VerfahrendDan63 aufeinequadratisch&ielfunktion. Allerdingskann
der Algorithmuswie auchder Simplex Algorithmusim schlimmsteriall exponentielleKomplexitat
haben.

Fur die Losungquadratische®@ptimierproblemenit linearenNebenbedingungesxistierenaberauch
Algorithmen mit quadratischeKompleitat O(ng - ng), beispielsweiseAlgorithmen der primalen
guadratischerProgrammierundPQP) [Sto71, GM78, Spe98,NW99]. Ist bereitseine Losungfir
einenWertvon A bekanntermbglichendieseAlgorithmenaucheinenschnellen,Restart fir die Be-
rechnungeinerbenachbartehdsung.Andertsich die Mengeder aktiven Nebenbedingungefiir die
benachbarté dsungnicht, dannwird die neueL dsungin einemSchrittberechnetEine Nebenbedin-
gungu; ist dannaktiv, wennsiegeradenocherfullt ist (u; = 0) undderGradientderNebenbedingung
undder Zielfunktion in die gleicheRichtungzeigen,ihr Skalarprodukpositwv ist. Diesist in Abbil-
dung3.2veranschaulicht.

Der PQP-Algorithmusliefert zusatzlich zur Losung des Minimierproblemsauch die Lagrange-
Multiplikatorenunddie Orthogonalisierungsmatri®Q deraktivenNebenbedingungeMit Hilfe die-
serOrthogonalisierungsmatrixanndasOptimierproblemmit aktiven Ungleichheitsnebenbedingun-
genin ein Optimierproblenohneaktive Nebenbenbedingungéransformiertverden.Sindnay, Ne-
benbedingungeaktiv undist N € R"wv*"4 die Empfindlichkeitsmatrix(Jacobimatrix)der aktiven
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Nebenbedingungesogilt fur die Transformation:

Q-NT = [E{] , R e Rrawxmaav ghereDreicksmatrix (3.18)
¢ - Qx= [z] e Rra (3.19)

Die SystemmatrixG und die EmpfindlichkeitsmatrixU der Nebenbedingungewerdenebenélls
entsprechentransformiertUm innerhalbdeslinearisierterzulassigerBereichszu bleiben,darf der
Wert der aktiven Nebenbedingungenicht mehrverandertwerden.Dies ist gleichbedeutendamit,
daRim transformierterg-Raumdie Werteder erstenn,y, Parameterin Gl. (3.19) mit ¢ bezeichnet,
nicht variiert werdendurfen. Die restlichenParameterin Gl. (3.19) in dem Vektor ¢ zusammen-
gefaldt,daggendurfenvariiert werden.In Abbildung 3.2 ist die Orthogonalisierungind daslokale
¢-Koordinatensystemeranschaulicht.

Jede aktive Nebenbedingungverringert die Anzahl der freien Entwurfsparameterum eins.
Nach[Lei86] konnenbeiderReduktionder Entwurfsparametezwei Falle unterschiedemwerden:

UberbestimmtesSystem: In einem iiberbestimmterSystem kann bei der Reduktion der Ent-
wurfsparameteeine Konditions\erbesserungder reduzierterSystemmatrixbeviesenwerden.
Dasbedeutetdal3eineaktive Nebenbedingung einemuberbestimmtesystemimmer zu ei-
ner Konditions\erbesserungjihrt. Ein Systemist auchdanniiberbestimmtywenndie Anzahl
derfreien Entwurfsparametet, — nq, Kleinerodergleichder Anzahlder Zielgrof3enist.

UnterbestimmtesSystem: In einemunterbestimmte®ystemkannkeineAussageibereineVerbes-
serungderKonditionder Systemmatrixgemachtverden EskannjedochhaufigeineVerbesse-
rungderKonditionerwartetwerden.

Bei einerzunehmendeZahl aktiver Nebenbedingungekann also eine Verbesserunger Konditi-
on der zu den aktiven NebenbedingungearthogonalisierterSystemmatrixerwartet bzw. bewiesen
werden.

3.2.5 Berechnungder Steigungder Grenzkurve

NebendenWertenfir dentransformierteri-ehlerr(\) unddie Auslenkunga () ist esohnewesentli-
chenZusatzaufndauchmoglich, die Steigungn(a, r, A) aneinemberechneteRunkt(a()), r(X) )
zu bestimmenlm Gegensatzu [Por89] soll die Steigungder Grenzkure hier so bestimmtwerden,
daRRdie Ergebnissespaterauf die verallgemeinert&renzkure tbertragerwerdenkonnen.

Wie in [Lei86, Por89] gezeigt,kannder Parameter\ als Lagrange-Brameterfur die Nebenbedin-
gung ||x|> < ||x(\)|| interpretiertwerden.In [Spe98,NW99] wird gezeigt,daBder zu einer Ne-
benbedingungyehbrige LagrangeParameterdie Empfindlichleit der Zielfunktion beziglich dieser
Nebenbedingunfeschreibfauchals Shattenpeisebezeichnet)Mit derZielfunktion ||€.||> undder
Nebenbedingungjx||? < ||x.(\)||? kanndie Steigungder unnormierterGrenzkure bestimmtwer-

denzu: Sl
€e — ) 3.20
Blx VI (3:20)
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Die Steigungm(\) der normiertenGrenzkure bestimmtsich durch Differenzierungder Normie-
rungsfunktionen:

r(d) __or(d) eI | dllxeM)I”

N = T e W a0 ™ G2
or(A) 1 _ 1
eV~ AN -(-70) 2([e0 — c)IF — &lP) (3:22)
Ol (W)
Sl = 2 - (O - 3 = ) (3.23)

Aus Gl. (3.20)bis Gl. (3.23)emgibt sichdie Steigungzu:

[[xe (M (%) — llxe(A — o0)[[)
(II2ol|2 = ||ec(X = 00)|[2) (1 — #(0) )4/ —LEalE_llEcMIP

l[€oll?—[[ec(A—o00)|2

m(A) =—X\-

(3.24)

Setztmandie Definitionenfir die transformierteAuslenkunge unddenFehlerr nachGl. (3.13)bzw.
(3.14)ein, soemibt sichdie in [Por89] hegeleiteteFormelfur die Steigung:

Ca(A) - (IIxe(O)]] = IIxe(A = 00)) + lIxe(A = o0)||
r(A) - (1 —#(0)) + 7(0)
[%e(0)]] — l[xe(A — o0)]
(1—7(0)) - (I[€c(A = o0)[* — [[&*)

m(A) = —A (3.25)

Da die Steigungin einembereitsberechneteriPunkt ohne wesentlichenZusatzaufwand berechnet
werdenkann, sollte sie bei der Approximationder Grenzkure verwendetwerden.Dazuwird im
nachstenAbschnitteine Approximationder Grenzkune basierendauf denTangentenn denbereits
berechnete®Punktenvorgestelltwerden.

3.2.6 Abschnittsweiselineare Approximation der Grenzkurve

Die Grenzkure ist nicht als analytischeFunktion gegeben.Vielmehr stellt die Berechnungedes
Punktesauf der Grenzkune die LosungeinesOptimierproblemslar, fur dasallerdingskeine Simu-
lationenberbtigt werden.Die Grenzkune kannalsonicht als eine geschlossenBunktionbestimmt
werdensonderrvielmehrsindnureinzelnePunkteaufderGrenzkure unddie SteigungderKurvean
diesenPunktenberechenbaZur Darstellungder Grenzkure und zur Berechnungron Punktenmit

vorgegebenentehlerr, vorgegebenerAuslenkunga oder Steigungm ist esnotig, die Grenzkure

auf derBasiseinzelnerberechnetePunktezu approximieren.

In diesemAbschnittwird einein [Por89] vorgeschlagenabschnittsweiséneareApproximationder
Grenzkunre diskutiert.Die Grundlager diesesverfahrenbildet die Approximationder Grenzkune
zwischenzwei berechnetePunkten(a;, r; ) und(as, 72 ), wobeiim folgenden a; < a; angenom-
menwird.
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Abschnittsweiselineare Approximation der Grenzkurve zwischenzwei Punkten

In [Por89] wird vorgeschlagendie Kurve zwischenzwei berechnete®unktendurchihre Tangenten
zu approximierern(Abbildung 3.3). Stellt mandenapproximierterSchaltungsfehlef, in Abhangig-
keit der Auslenkunga dar, soemibt sich:

B e o <
A(a) = {7‘1 +mi(a—ay) fira<a (3.26)

r2+m2(a2—a) fUra>at

Die Grol3enm; undms in Gl. (3.26) sind die Steigungerder Grenzkune nachGl. (3.24)in den
beidenEndpunktenDer Punkt(a;, r; ) ist der Tangenschnittpunk&ir den Tangentenschnittpunkt
muf3gelten:

1+ my(a; — ay) =yt ma(a; — az) (3.27)
Als Losungvon Gl. (3.27)emgibt sichder Tangentenschnittpunké,, r; ) zu:

a = r9 — 11+ a1mi; — aaMoy (328)

m; —mao

re = r1+mia—ap) (3.29)

Die stickweiselineareApproximationder Grenzkure zwischenzwei Punktenist im gesamterBe-
reichstetig,hataberfiir m; # my im TangentenschnittpunkineUnstetigleitin dererstenAbleitung.

Bestimmungdesmaximalen Fehlersfir die Approximation mittels Tangenten

Die Grenzkure ist korvex und verlauft daherinnerhalbdesDreiecks,dasdie Tangenterund die
Sekantebilden (Abbildung 3.3). Die Hohe h desDreiecksist damit ein Mal3 fur den maximalen
Approximationsfehler

Die Hohe h desDreiecksschneidetausgehend’om Tangenschnittpunkfa;, r; ), Gl. (3.28) bzw.
(3.29)die SekantandemPunkt(as, 7, ). Fur diesenPunktmuf3gelten:

i+ (a5 — a;) mp =11 + (a5 — a1)m, (3.30)

Die GroRenm, und m;, bezeichnerhierbeidie Steigungder Sekantebzw. der Hohe,die senkrecht
aufder Sekantesteht:
rn — T2

m, = (3.31)

ay — a2

1 ag — Q1
mh = —_—— =
mg rL—T2

(3.32)

Fur die Steigungder Sekanten, gilt aufgrundder Korvexitatder Grenzkurne immer:

mq S mg < mo S 0 (333)
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Abbildung 3.3: Bestimmungdes Approximationsfehlergler Grenzkune als Hohe h desDreiecks
zwischenTangenterund Sekante.

AusGl. (3.30),(3.31)und(3.32)konnendie Wertefirr a; bzw. r, undmit einigenUmformungerdie
Langeh derHohe,die denmaximalenApproximationsfehlebeschreibtbestimmtwerden:

(m1 —ms) (mg — my) (rg — 11)
(m1 —ma) (1 +m2)

re—71s = mp(as — ag)

ho= oo+ mg) =

as —ay =

my — my .r1—7'2+m2(a2—a1)

1+ m? my — ma

(3.34)

Bei Gl. (3.34)lassersichdreibesonderé&alle betrachten:

e Die Steigungenn; undm, sindfastgleich(m; — my). UnterBerucksichtigunglerDefinition
derSekantensteigun@l. (3.31)laRtsichGl. (3.34)umformen:

o M= ms (ms —ms)(az — a1)
my — Mg V1+m?2

DanachGl. (3.33)derWert der Sekantensteigungy, immerzwischendenTangentensteigun-
genliegt, gilt:

(3.35)

miy — Mo = My — Mo

Setztmandiesin Gl. (3.35)ein,soerkenntman,dal3die LangederHohelinearmit derDifferenz
zwischerdenSteigungerzu Null geht.Bei einerVerringerunglesUnterschiedegwischenden
Steigungerverkleinertsichalsoauchder Approximationsfehler
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Abbildung 3.4: StiickweisdineareApproximationder Grenzkune.

e Die transformierter-ehlerr, undr, sindgleich. Formt manGl. (3.34)fur die Hohegeeignet
um, soerhalt man:
oo s (1 —ma/my)(r1 — 72) (3.37)

m; — Mma m; —Mma

Aus Gl. (3.37) erkennt man, daRim Grenzhll r; — r, die Steigunglinear mit der Diffe-
renzr, — ro zuNull geht.

e Die transformiertenParameterkrrekturena; und a, sind gleich. Setzt man den Grenz-
werta; — a9 in Gl. (3.35) ein, so gehtauchfur diesenFall der Approximationsfehletinear
mit derDifferenza; — a, zu Null.

Abschnittsweiselineare Approximation der gesamtenGrenzkurve

Ausgehendvon denPunktenfir A — oo (a = 0,7 = 1) und X = 0 (e = 1, r = 0) kanndie
Grenzkure stiickweisdineardurchihre Tangenterange@hertwerden Als eineersteApproximation
werdendie Tangentenn denbeidenExtrempunktem\ — oo und A = 0 (Abbildung 3.4) verwendet.
Der maximaleApproximationsfehlem diesemSchrittkannmittels Gl. (3.34) bestimmiwerden.

Uberschreitetder Approximationsfehlereine vorgegebeneSchranle, so wird die Approximation
durch die BerechnungeinesweiterenPunktesauf der Grenzkure iterativ verbessertWie in oben
undin [Por89] gezeigt,solltedieserPunktin derNahedesTangenschnittpunktgs,, r; ) liegen,um
den Approximationsfehlemach der Berechnungdes Punktesso klein wie moglich zu halten.Die
AufgabenstellundautetalsoeinenWert fur A zu bestimmensodalgilt:

a(A) = ay (3.38)
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In [P6r89]wird dazuvorgeschlagendie Steigungn; im Tangenschnittpunktls Sekantensteigung,
derzweibenachbarterhereitsberechnetePunkteanzunehmerDer Tangentenschnittpunkinddie
dortangenommen8teigungm; = m, werdenin Gl. (3.25)eingesetztindnach\ aufgebst:

re - (1= #(0)) + #(0) _
at - (|[xc(0)[| = [lxe(A = 00)|]) + [[xc(A —= o0)|
(1 =7(0)) - (lec(X = o0)I* = lI€ll*)

1% (0)|| = [|xc(A — oo0)|

A = —my -

(3.39)

Im neu berechneterPunkt, der in der Regel nicht genauim Tangentenschnittpunkiegt wird die
Grenzkune wiederumdurchdie Tangenteangerhert.Wie in Abbildung 3.4 zu erkennen teilt der
neuberechnet®unktdie Grenzkure in zwei Bereichefir die jeweils ein Approximationsfehlebe-
stimmtwerdenkann.Uberschreitetler Approximationsfehlein einemdieserBereicheeinevorgege-
beneSchranlk, sokannanalogzu vorherdie Approximationin diesemBereichdurcheinenweiteren
berechneterPunktauf der Grenzkure iteratv verbessertverdenbis ein vorgegebenemaximaler
Fehlerfur alle Abschnitteder approximiertenGrenzkune unterschritterwird. Die abschnittsweise
lineareApproximationder Grenzkune durchTangentenst insbesonder&ir die Extremfalle dercha-
rakteristischerGrenzkune gut:

Systemmit sehrguter Kondition: Fur ein System mit idealer Konditionszahl condG) =1
ist die Grenzkure eine Gerade.In diesem Fall gilt, daf3 die Steigung konstant ist
(m(A — o0) = m(XA = 0) =1). Wie oben gezeigtverschwindetin diesemFall der Appro-
ximationsfehleih nachGl. (3.34).

Systemmit sehrschlechterKondition: Fur ein System mit sehr schlechter Konditions-
zahlcond G) — oo hatdie Grenzkure einenausgepiigtenKnick. Dabeigilt naherungsweise,
davor dem Knick die Kurve sehrstarkabfallt (m(A — oo) — —o0) und nachdem Knick
nahezuvaagerechverlauft (m(\ = 0) — —0).

Fur denTeil der Grenzkure, derlinks desKnickpunktes(a;, ;) liegt, ist die Differenzin der
Parameter&rrektura; —a; klein; fir denTeil rechtsdesknickpunktegst die Differenzdesnor-
miertenSchaltungsfehlerg —r, klein. NachderBerechnunginesPunktesaufderGrenzkune
in derNahedesKnickpunktesst deshaltauchin diesemFall der Approximationsfehleh nach
Gl. (3.34)gering.

Die Approximationder Grenzkune mittels Tangentenst tiberallstetig.Die ersteAbleitung hataber
andenTangentenschnittpunktatereinzelnerBereicheeineUnstetigleit — die approximierteKurve
alsoeinenKnick (Abbildung 3.4). Wie in [P6r89] gezeigt,kanndie Grenzkune mit Nebenbedin-
gungenKnicke habenwennan einemPunktdie Anzahl der aktiven Nebenbedingungegleich der
Anzahl der Entwurfsparameteist — die Kurve verlauft in diesemFall nachder Orthogonalisierung
zu denaktiven Nebenbedingungeim einemNull-dimensionalernterraum.Der Fall, dal3die An-
zahl der Entwurfsparametegleich der Anzahl der aktiven Nebenbedingungeist, tritt in der Praxis
abernurfur groReAuslenkungerauf, wahrendn deminteressierendeBereichkleinerund mittlerer
Auslenkungerdie Grenzkurein derRegel glatt verlauft.

Im folgendenAbschnittsoll eine verbessert@bschnittsweisépproximationder Grenzkure mit-
tels Bernstein-BzierKurvenvorgestelltwerden,die stetigin dererstenAbleitungist, mit geringem
Aufwandberechnetind zudemauchzur AbschatzunghodhererAbleitungenverwendetverdenkann.
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3.2.7 Approximation der Grenzkurve durch Bernstein-Bézier Kurven

Wie in Abbildung3.3gezeigtyverlauftdie Grenzkune zwischerewei Punkteraufgrundihrer Konve-
xitatinnerhalbdesDreiecks,dasdurchdie Tangenterund die Sekanteaufgespannivird. Zudemist
andenzwei Endpunkterdie Steigungdurchdie Tangentensteigungprgegeben Eine gute Approxi-
mationder Grenzkune solltedeshalb

e in denbeidenRandpunktermn Wertund Steigungiibereinstimmen,
e innerhalbdesDreiecksverlaufen dasTangenterund Sekantebilden,
e im Approximationsbereickonvex seinund

e mit moglichstgeringemAufwandberechenbasein.Insbesonderenuf3eine Verbesserunger
Approximation durch neu berechnetd?unkte ohne gro3enAufwand moglich sein,um eine
iterative Vorgehensweisbei der Bestimmungder Kurve zu unterstitzen.

Eine in der Mathematikhaufig verwendeteApproximationvon Funktionenund Mef3wertendurch
SplinesoderPolynome[Sto72]ist fur die Grenzkure nicht sinnvoll, daeineiterative Verbesserung
derApproximationnur schwemaoglichist unddie Konvexitatnichtgarantieriverdenkann.Vielmehr
neigendieseApproximationereichtzu Oszillationen.

Im Maschinenbaundin derComputegrafik werdenfir die Approximationvon KurvenundFlachen
haufig Bernstein-Ezier Kurven (BB-Kurven) [MV90, BSMM95] verwendet,da sie einein ihren
Eigenschaftemgut kontrollierbareApproximationvon Kurven ermbglichen.Eine Verbesserunger
Approximationdurch zusatzliche Punkteerfordertdabeinur lokale Anderungender Koefiizienten
und keine kompletteNeuberechnungBei geeigneteahl der Koefiizientensind die entstehenden
Kurvenglattundkornvex. EinedetailliertereDefinition und Diskussionvon BB-Kurvenfindetsichin
AnhangB.

Approximation der Grenzkurve zwischenzwei Punkten durch eine BB-Kurve

Die BB-Kurve geringstenGrades,die zur Approximation der Grenzkune zwischenzwei Punk-
ten (a1, 1) und (as, 2 ) verwendetwerdenkann und alle obigen Forderungeran eine sinnvolle

Approximationerfullt, ist eineBB-Kurve mit drei KontrollpunktendenbeidenEndpunkter{a,, 7 ),

(aq, T2 ) unddemTangentenschnittpunkt,, r; ) (Gl. (3.28)bzw. (3.29)).Die BB-Kurve fiir diesen
Fall ist eine Konvexkombination(sieheDefinition A.2) der drei Kontrollpunktenbeschriebemlurch
eineparametrisch&urve in Abhangigleit desParameters € [0, ..., 1] [MV90, BSMM95]:

[“B(t)] = (1-t)? M +2t(1—1t) [“t] + 2 [“2] , 0<t<1 (3.40)

rg(t) 1 Ty T

Mit diesenKontrollpunktenhat die BB-Kurve als Approximationder Grenzkune folgendeEigen-
schaftenBeweisesieheAnhangB):

e Am Startpunki = 0 gilt:
aB(t:O) = a1 und TB(tZO) =7

87"3 (t) . _ _
Bas(®)],, PO =™
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e Am Endpunktt = 1 gilt:

(I,B(t = 1) = Q9 und ’I"B(t = 1) =Ty

87‘B(t)
da(t)|,, DT
e Furt €0,...,1] ist die BB-Kurve korvex undverlauftinnerhalbdesDreiecks,dasdurchdie

Tangenterunddie Sekanteaufgespannivird.

Mit diesenEigenschafterstellt die BB-Kurve eine gute Approximationder Grenzkune zwischen
zwei berechneteRunktensicher Die Kurveist glattunderhalt alle charakteristischekigenschaften
derGrenzkure.

Fur die ApproximationkdnnenauchBB-Kurven hoherenGradesverwendetwerden,bei denender
Tangenschnittpunkdls mehriacherKontrollpunktverwendetwird. Alle in diesemAbschnittgetrof-
fenenAussagerbleibenauchfir BB-Kurven hoherenGradesgiiltig, jedochist in diesemFall die
BB-Kurve nicht mehrexplizit nacheinerGroRea oderr auflosbarund esegibt sich einedeutlich
unuibersichtlicherdarstellung Deshalbsoll an dieserStelledaraufverzichtetwerden.Iln der Praxis
hat sich eine BB-Kurve mit vier Kontrollpunktenbewahrt, bei welcherder Tangenschnittpunkals
doppelterKontrollpunktverwendetwird. Da in diesemFall die BB-Kurve nicht mehrexplizit nach
einemParametera oderr aufgebst werdenkann, ist eine eindimensionald.iniensucheauf einer
monotonernFunktion notig. Der Aufwand zur Bestimmungeiner Nullstelle ist aufgrundder Eigen-
schafterder BB-Kurve abersehrgeringundfallt beiderBerechnunguichtins Gewicht.

BestimmungdesApproximationsfehlersfir die Approximation mittels BB-Kurve

Um einenVemleichzwischender Interpolationder Grenzkure durchihre Tangenterunddurcheine
BB-Kurve zu habensoll in diesemAbschnittder Approximationsfehleanalogzumvorhegehenden
Abschnitt bestimmtwerden.Die BB-Kurve trenntdasDreieck, da3durch Tangenterund Sekante
gebildetwird in zwei Teile (Abbildung 3.5). Damit schneidetie BB-Kurve auchdie Hohe h des
Dreiecksin demPunkt(ap, 7 ). DasMaximum der beidenAnteile h; zwischender Kurve und der
Sekanteund hy zwischerdemTangenschnittpunkia;, r; ) undderKurveist ein MaR fir denmogli-
chenmaximal moglichen ApproximationsfehlerDie einzelnenAnteile berechnersich dabeiunter
Berlicksichtigungder SteigungderHoheGl. (3.32)zu:

b= (- a1+ m)) (3.41)

By = /(a0 —a)?(1+m3) (3.42)

Der maximale Approximationsfehler bestimmt sich als max{h;, ho}. Bericksichtigt man,
dalBhy; + he = h gilt, wobei h die Hohe des Approximationsdreieck&l. (3.37) ist, so kann der
Fehlerabgeschtztwerdenzu:

h > max{hy, ha} > h/2 (3.43)

Der maximaleApproximationsfehlefiir die Interpolationder Grenzkure mit BB-Kurven liegt in
dergleichenGrolenordnungerglichenmit derstiickweiselinearenApproximation.Die Hoheh des
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Abbildung 3.5: BestimmungdesApproximationsfehlersur die Interpolationder Grenzkure durch
eineBB-Kurve.

Dreiecksist auchfur dieseApproximationein gutesMal3 fur denmaximal moglichenApproxima-
tionsfehler In der Praxisemibt sich aberzumeisteine deutlichbesserépproximation,wassichin
einergeringereriterationszahbeiderBerechnungler Grenzkune niederschagt.

AbschnittsweiseApproximation der Grenzkurve durch Bernstein-Bezier Kurven

Die obenvorgestellteApproximationderGrenzkure zwischereweibereitsherechneteRunktermit-
tels einerBB-Kurve ist vom Verfahrenher vergleichbarmit der stiickweiselinearenApproximation
durchdie TangentenDie Approximationder gesamterGrenzkune durchabschnittsweisdefinier
te BB-Kurven erfolgt daherebenélls analogzu demin Abschnitt3.2.6 vorgestelltenVerfahrenzur
stiickweisdinearenApproximationdergesamterGrenzkure.

Die Grenzkure wird zwischenden beiden Endpunktena; = a(A — o0), 11 = 7(A — o0) und
az = a(A = 0), r, = r(A = 0) durcheineBB-Kurve nachGl. (3.40)approximiert.Ist dermaximale
Approximationsfehlein deminteressierendeBereichiberschrittenkanndie Approximationitera-
tiv durchdie BerechnungeinesneuenPunktesm Bereichzwischem; unda, verbessenverdenUm
denmaximalenApproximationsfehlenachder Berechnungnoglichstklein zu halten,solltederneu
berechnet®unktin der NahedesSchnittpunktega,, 7, ) derHohedesDreiecksmit der BB-Kurve
liegen(Abbildung 3.5).Esist alsoeint, zu bestimmensodalia, < ag(t) undry = rg(t) gilt. Dies
lastsichformulierenals:

re(te) = + mp(ap(t.) — a;) (3.44)
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DieseGleichunglal3tsichdirekt auflosen:

(a1 — az)Aa + r1Ar(ry — 1)+
t, = 3.45
a? — a3 — 2a;Aa + Ar(ry + 19 — 2r) N (3.45)
\/((at —ay)Aa — Ar(ry — 1)) ((aa — ar)Aa + Ar(ry — 1))

a? — a3 — 2a;Aa + Ar(ry + 19 — 21y)

I

Aa = a; — ag, und

Ar = 11 —19

Furt = t, gilt bzw seidefiniert:

Auslenkung: a, = agp(t.), (3.46)
Schaltungsfehler: r, = rg(t,), und (3.47)
Steigung: my = mp(t,) (3.48)

DieseWerte konnenwiederumin die Gleichungfur die Steigung(3.25) eingesetztind nach A auf-
gelostwerden:

ry - (1— #(0)) + #(0) _
ay - (|Ixc(0)]| = [[%c(A = 00)|]) + [|lxc(A = oo
(1 =7(0)) - (llec(X = o0)|I> — l|&l*)
[[%(0) || — [|xc(A — o0)]]

A = —my- (3.49)

Mit diesemWertfiur A kanndasOptimierproblem(3.7) gelostund so ein neuerPunktzur iteratven
Verbesserungler Grenzkune bestimmtwerden.Die Integration einesneu berechnetePunktesin
die Approximationder gesamterGrenzkune durchabschnittsweiséefinierteBB-Kurven erfordert
nur, daldie BB-Kurve die bisherdie Approximationin der Umgetung desPunktes(ay, ;) be-
schrieberhatin zwei Kurvenmit neuzu berechnendeKoefiizientenaufgespaltemwird. Alle anderen
abschnittsweisdefinierterkurvenbleibenvon der Anderungunbeiihrt. Damitist eineVerbesserung
der Approximation mit einem Aufwand moglich, der unablangig von der Anzahl der zu interpo-
lierendenPunkteist. Diesist beispielsweisein grof3eVorteil gegeriibereinerApproximationdurch
SplinesoderPolynomediebeieinerVerbesserunderApproximationdurchzusatzlichePunkteeinen
nichtunerheblicheiRechenaufanderfordern.

3.2.8 BestimmungeinzelnerPunkte auf der Grenzkurve

In diesenmKapitelwird einiteratvesVerfahrenzur Bestimmungvon Punktenaufder Grenzkune mit
vorgegebenerAuslenkunga, vorgestellt.Die Methodekannmit kleinerenAnpassungendie in den
nachfolgende\bschnittendiskutiertwerdenauchzur Bestimmungvon Punktenmit vorgegebenem
Fehlerr, oderSteigungm, verwendetverden.
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Bestimmungvon Punkten auf der Grenzkurve mit vorgegebenerAuslenkung

Bei dieserAufgabenstellungst ein A, zu bestimmensodal3gilt:

Atoa(A) = a. (3.50)

Diese Forderunglal3tsich aberim allgemeinenmicht genauerfullen, da die Grenzkure nicht als
analytisché~unktiongegebenist. Deshalbwird eineToleranzA . (z.B. Anax = 0.01) zugelassen:

Aot Ja(A) — ai] < Apax (3.51)

Im folgendenwird angenommerdal3bereitszwei Punkte(a;, r; ) und (as, 7o ) auf der Grenzkune
berechnetvurden,fur die gilt:

a1 <a,<ay, und 7 >719

Die Punktekdnnendabeieinerseitsausder Approximationder Grenzkune stammenoder die Ex-
tremwertefiir A — oo und A = 0 sein. DiesebeidenPunktewerdenals Startpunkteg(a'”, 7%, A

und (ay (0) (O), )\( )) im nullten Iterationsschrit{ = 0) desiterativen Verfahrenggewvahlt. In jedem
Iteratlonsschrlt(p) wird die Grenzkune durcheineBB-Kurve approximiert:

() (1) (w) (1)
ag’ (t) ( 2 |01 a; )
=(1-1) +2t(1—1) +t (3.53)
lr,(;’ (t)] rf A ] |l

DerTangentenschnlttpunlétzt , rt( ) in jedemlterationsschritbestimmtsichnachGl. (3.28)bzw.
Gl. (3.29).Nachder Approximationdurcheine BB-Kurve liegt die Grenzkure alsanalytischgara-
metrischeFunktionvor. Aus dieseranalytischerFunktionkdnnender Wert desSchaltungsfehlers
undder Steigungm derGrenzkune anderSteIIeaS;‘) (t) = a. bestimmtwerden.Dazuwird zurachst

derParametet bestimmtsodaBal) (£ = a, gilt:

o o _ g 4 \/a* —2a® + ) + (@2 — o o
* O HON

(3.54)

Mit Hilfe von Gl. (3.53)bzw. Gl. (B.5) kannderWert r# unddie Stelgungm* in diesemlterati-
onsschritbestimmtwerden:

P — ) (4 (3.55)

*

m#) = m%) (tW) (3.56)

*

Analog zu Gl. (3.49)kannmit denWertenr®, m® unda, ein SchatzwertA” ausder Steigungs-
gleichung(3.25)bestimmtwerden:

r# . (1—#0)) + #(0) _
a. - (|[%(0)]] = [[xe(A = 00)]) + [[xc(A = 00)|
(1=70)) - (Ilec(X = oo)|I* — [|%oll*)
[%(0)]| = [[xe(A = o0)|

AW = . (3.57)
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Fur A = A\ wiederumkanndie ,wahré Auslenkunga()) undder Fehlerr()) durchLdsungdes
Optimierproblemgal. (3.10)bestimmiwerden An dieserStellekdnnenvier Falle unterschiedewer-
den:

e a0 — a.] < Apax:
Der berechnet®unktistim RahmerdergeforderterGenauigleit dergesuchtdPunkt.

o al¥ <a( DM < a,:
Der berechnetePunkt hat eine zu kleine Auslenkung. Die Approximation kann itera-
tiv verbessertwerden, indem der linke Kontrollpunkt a{*™ = q(A%®), 7#) = (W)
und AP = AW gesetzivird.

e a, <a(AM) < o
Der berechnetePunkt hat eine zu grof3e Auslenkung. Die Approximation kann itera-
tiv verbessertwerden, indem der rechte Kontrollpunkt %™ = a(A"), ¥ = r(2)
und AP = AW gesetztvird.

e a(AM) = o odera(A\W) = ol
DieserSonderéll kannnur auftretenwennin a§“> oderag") die Grenzkure eine Unstetigleit
in der erstenAbleitung hat, alsowenndie Anzahl der aktiven Nebenbedingungegleich der
Anzahl der Entwurfsparameteist. Tritt dieserSonderéll auf, so wird ein neuerSchatzwert
fur A, folgendermaRegewahlt[Por89]:

1 (») 1 (#)

Fur diesenSchatzwertwird die Auslenkunga(A%*)) und der Fehlerr(A\%)) durchLosungdes
Optimierproblemg3.10) bestimmtund die Randpunkte(a(thl r# Y und (a1, )
desnachstenterationsschritteentsprechendbigerRegelngewahit.

Die BeachtungliesesSonderéllesist nicht zwingendnotwendigfiir eineKonvergenzdesVer-
fahrensFir a, %) # a, gilt in jedemFall:

AustauscideslinkenPunktes: A% > AW = mtD <« m - oder

AustausctdesrechterPunktes:  A¥ < AW = p#t1 5 )

Damitist auchohneBerticksichtigungdiesesSonderéllesglobaleKonvergenzdesVerfahrens
garantiertln diesenfall werdenallerdingsiterativ die Werteder Steigungdurchlaufengdie ,im
Knickpunkt liegen,unddie Auslenkungandertsichnicht. Dasbedeutetinesehrlangsamein
derPraxisnichtsinnvolle Komergenzgeschwindighdt Durchdie heuristisché&rmittlungeines
neuenSchatzwertedur A kannelnedeutllcheBeschIeunlgun@meltwerden

Mit den neuenWerten (¢, 7#*1) A&y und (a1, pID XYY wird eine neuelterati-
onp+1 desVerfahrensgestartetbis die Abbruchbedingung3.51)erflllt ist.
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Bestimmungvon Punkten mit vorgegebenentehler oder Steigung

DasvorgestellteVerfahrenkannohnegroRereAnderungerauchzur LésungandereProblemstellun-
genverwendewerden.Zur Bestimmungvon Punktenmit vorgegebenentehlerr, ist dazuin jedem

lterationsschritt*) analogzu Gl. (3.54)sozu berechnendal3

*

T§u) B Tt(u) + r*(rg") B 2rt(u) + rg")) + (Tgu))z _ TY‘) rg")

(3.59)
rgu) _9 ri“) + Tgu)

= tW =

Der RestdesVerfahrenskannanalogzu obenverwendetwverden.Gleichesgilt fur die Bestimmung

von Punktemmit vorgegebeneAuslenkungn,. In diesemall ergibtsichderWertdesParametersﬁ“)

derBB-Kurvein jederlterationy ausGl. (B.5):

) m) (1) =

() ) — m. o — i)

m*(ag") . 2a§“) + ag”)) . (Tgﬂ) B 27.£/¢) + 7"2(,”))

Bei der Bestimmungvon Punktenmit gegebenelSteigungm, der Kurve ist zu beachtendal3die

BeschleunigunglesVerfahrensmit Gl. (3.58) nicht moglich ist. Ist die Anzahl der aktiven Neben-
bedingungemyleichder Anzahlder Parameterdannverlauft die Kurve in einemNull-dimensionalen
UnterraumDie Auslenkunga oderderFehlerr konnensichin diesemUnterraurmich andernwes-

halbdie Beschleunigungnit Gl. (3.58)die KornvergenzdesVerfahrensichtbeeinflu3tDie Steigung
kannbzw mufR3sichwahrenddesVerlaufsin demNull-dimensionalerUnterraumandernwaseinen
Knick im VerlaufderGrenzkure verursachtDieshatzur Folge,dalfiir unterschiedlich@orgegebe-
ne Steigungderselbd?unktaufder Grenzkune berechnewird.

3.3 Schrittweitenbestimmung

Im Gegensatzu andererOptimierproblemerestehtei der Dimensionierung/on Schaltungerder

Hauptaufvandnicht in denMatrixzerlggungendie im Laufe der Optimierungnotig sind. Vielmehr

dominierendie Schaltungssimulationezur BestimmungderWerteder Schaltungseigenschaftend

Empfindlichleiten die Laufzeit des Algorithmus. Bei der Schrittweitenbestimmungst es deshalb
notig, die Anzahl der Schaltungssimulationeso klein wie moglich zu halten.Eine zeitaufwendige,
schlechtparallelisierbard.iniensuchanufRdeshalbvermiedenverden.

Wie obendiskutiert, liegt eineL dsungdeslinearenSystemsnit einemgutenVerhaltnisvon Fehlerre-
duktionzur Grol3eder Parameterrrekturzumeistm Knickpunktder Grenzkune. Fur diesenPunkt
kanneineguteReduktionder Zielfunktion bei einem,aufgrunddergeringenAuslenkungkleinenLi-
nearisierungsfehlesrwartetwerden EineersteAbschatzungeinersinnvollen Schrittweiteist deshalb
derKnickpunktderGrenzkure.
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TCI r=14c¢ -a(A)m(A — o0)

0 17~ Steigung o1 ac
' m=cy - |m(A — o0)| |
' Bereichakzeptabler i
Schrittweiten

Abbildung 3.6: Veranschaulichunder Wolfe Bedingung(Bedingungdeshinreichendem\bstiegs)an
derGrenzkure

BestimmungdesKnickpunktes der Grenzkurve

Fur die charakteristisch&renzkune ohneNebenbedingungest derKnickpunktderGrenzkune der
Punktmit demgeringsterKrummungsradiug. Mit Hilfe derBB-Kurve kannder Krimmungsradius
in Abhangiglkeit vom Parametet abgeschtztwerdenzu [MV9O]:

(as®? + (1))

 las(t)is(t) — dp(t)rs(t)]

(9aB . _8’)‘3

ot P ot

p(t) mit ap = (3.61)

Wie in Abschnitt3.2.4gezeigtbedeutejedeAnderungin derMengederaktivenNebenbedingungen
eineAnderungder Systemmatrixderfreien Variablen. An denPunkterandenensichdie Mengeder
aktiven Nebenbedingunge@ndert,ist die Grenzkune stetig,kannaberKnicke haben Diesbedeutet
eineUnstetigleitim Krimmungsradiugjie durcheined-Funktionbeschriebemverdenkann.Bei der
Approximationder Grenzkune durchabschnittsweisdefinierteBB-Kurvenemibt Gl. (3.61)mehre-
re lokale Minima. Diesemissemicht unbedingtbesondergiinstigeL dsungerdarstellenUm eine
sinnvolle Losungfur den Knickpunkt zu bekommen,missendeshalbweitere Forderungergestellt
werden.

Fur die KonvergenzeinesOptimieralgorithmusverdenim allgemeinernForderungeran die Schritt-
weite gestellt.Im verwendeterAlgorithmusgarantiertdie Wolfe-BedingungBedingungdeshinrei-
chendenmbstigs) [NW99, Spe98]die Korvergenz. AngepalRaufdie Grenzkure lautetdieseBedin-

gung:
1+¢-a(A)md — o0), und (3.62)

()
\ ¢z - Im(A — 00) (3.63)

<
m(A)] <
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Die positivenKonstanter; undc, miusserdabeiunablangigvona, » und\ sein.Will mandie Wolfe

Bedingungurr daslineareModell der Schaltungeinhaltenaufdemdie Grenzkune beruht,emgibt sich

eineEinschankungder Schrittweitewie in Abbildung3.6veranschaulichtnnerhalbdieseBereichs
wird der Knickpunktgesuchtals Minimum desKrimmungsradiusachGl. (3.61).Gibt esmehrere
Minima, sowird dasMinimum mit dergeringsterAuslenkungz genommen.

Verifikation der Gultigk eit der Linearisierung

Die Schrittweite die mit Hilfe derGrenzkune bestimmiwird, stellteinesinrvolle Auslenkungdarin
demsSinne,dalRFehlerreduktiorund Grol3eder Parameterkrrekturin einemgutenVerhaltniszuein-
anderstehenDamit wird insbesonderdie Forderungerfullt, daRdie Losungmoglichstin derNahe
der Startbsungliegensollte,um schaltungstechnisaticht sinnvolle Losungerzu vermeiden.

Eine moglichstkleine Auslenkungbedeutetin der Regel aberaucheinenkleinen Linearisierungs-
fehler Um eineKornvergenzdesAlgorithmuszu garantierenist estrotzdemauf jedenFall notig, in
jedemSchrittdesAlgorithmusdie Gultigkeit der Linearisierungzu kontrollieren.Die Wolfe Bedin-
gungnachGl. (3.62)undGl. (3.63)liefert die hierzunotwendigerKriterien.

3.4 Die verallgemeinerteGrenzkurve

Die charakteristisch&renzkureist beschénktaufdie Losungeined_east-Square-Optimierproblems
basierendauf einer Linearisierung.Wird die Schaltungsdimensionierursp formuliert wie in Ka-
pitel 2 beschriebenso ist die eigentlicheAufgabe aberkein Least-squaréptimierproblem.Die
Transformationder Aufgabenstellungn ein Least-squar@®©ptimierproblementsprechendl. (3.8)
erzeugtzwei Problemedie ausder Anpassungler Aufgabenstellun@ndie charakteristisch&renz-
kurve resultieren:

e Eswird nichtnurdie AbhangigleitderZielgrof3eny vondenParameterp linearisiert,sondern
auchdie Abhangigleit der Zielfunktion ¢ von denZielgroReny. Haufigist die Abhangigleit
derZielgroRenvon denParametermur schwachnichtlinear die Abhangigleit derZielfunktion
vonZielgroRendaggenstarknichtlinearaufgrundderverwendeteExponentialfunktionDiese
Transformationsfunktiorst bekanntund muf3deshallmichtlinearisiertwerden.

e Die Formulierung als Least-squareOptimieraufgabefiigt eine kiinstliche Schrittweitenbe-
schiankungein. Zur Veranschaulichunwird ein quadratischeSystem(ng = ny) mit vollem
RangohneNebenbedingungeemgenommerfir diesesSystemafitsichdie Losungfir A = 0
unterBerucksichtigungdesAufbausder SystemmatribnachGl. (3.9) direkt formulieren:

er—a-diager) S -x(A=0)=0 = x(0)=1/a-S7"1 (3.64)

Hierbei bezeichnetl einenVektor der Grol3eny, in demalle Elementeeins sind. Setztman
dieseLOsungfir x Gl. (3.64)in die Linearisierungfur die Zielgro3enGl. (3.3) ein, so emgibt
sich:

Y= +8-%x(0)=7,+S(1/a-S'1) =7,+1/a-1 (3.65)
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Abbildung3.7: KuinstlicheSchrittweitenbesclkinkungbei Linearisierungder Exponentialfunktion.

Im linearenModell andernsich fur denFall mit der grof3tenAuslenkungund Fehlerreduktion
(A = 0) die ZielgrofRennur um 1/a. Wahlt manden Skalierungsdktor o deutlichgroRRerals

eins,sowird selbstim linearenSchaltungsmodetahezikeineFehlerreduktiorerreicht.Diese

kunstlicheSchrittweitenbesckinkungkommtausder Tatsachedal3fur die zur Transformati-
on verwendeteExponentialfunktionan jeder Stelle der Wert der Ableitung und der Funktion

gleichsind. Abbildung 3.7 veranschaulichtlieseEigenschaftder Exponentialfunktiorfur den

eindimensionalefiall.

Obenbeschrieben@roblemesind vermeidbarindemdie Grenzkune an die Problemstellungnge-
pal3twird. Die Hauptideest es,nicht die gesamteZielfunktion zu linearisierenVielmehrwird nur

die Abhangigleit derZielgroRernry vondenSchaltungsparametedlinearisiert.Die zur Transforma-
tion verwendetestarknichtlineareExponentialfunktiorwird zur BestimmungginerSchrittweitenicht

linearisiert.

DasvorgestellteVerfahrenist dabeinichtaufdie Zielfunktion nachGl. (3.1) beschénkt.Vielmehrist
esauf jedekornvexe Zielfunktion, die auf einemkornvexen Gebietminimiert werdensoll anwendbar
Im folgendenwird die verallgemeinerté&renzkure als ein Verfahrenzur Schrittweitenbestimmung
fur konvexe Optimierproblemevorgestellt. AnschlielRendsoll gezeigtwerden,dal3dasOptimierpro-
blemGl. ( 3.2)nacheinerLinearisierunglerZielgrof3eny undderNebenbedingungameinkorvexes
Optimierproblemst.
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3.4.1 Definition der verallgemeinertenGrenzkurve

Linearisiertman fur die Losungdes Optimierproblemg3.2) nicht die gesamteZielfunktion nach
Gl. (3.1),sondermur die Zielgro3ery und Nebenbedingungen entsprechenl. (3.3) bzw. (3.4),
solaftsichdasOptimierproblenschreiberals:

mxin {@(x) | Ux + uy > 0} (3.66)
P00 = Y exp(—a 7i(x) 3.67)

Fur diesesOptimierproblemkannwiederumein Ansatzvergleichbarzur charakteristischerenz-
kurve gemachtwerden,um einengutenKompromif3zwischenAuslenkungund Fehlerreduktiorzu
finden:

Ir;in{gﬁ(x) +A-|x|]’|Ux+ue >0}, A>0 (3.68)

Die Losungvon Gl. (3.68)undder FehlerandieserStellein Abhangigleit von A werdenanalogzur
charakteristische@renzkure mit x¢ () bzw. ¢ () bezeichnet:

xg(A) = amgmin{@(x)+ A |x]|*| Ux + up} (3.69)
oc(A) = @(xa(N)) (3.70)

DerIndex G in diesenGleichungerkennzeichnedlie Losungderverallgemeinerterenzkune (Ge-
neralizedBoundaryCurve — GBC). Wie untengezeigt,erhalt die verallgemeinert&renzkune un-
ter sinnvollen Voraussetzungealle wichtigenEigenschaftemler charakteristischesrenzkune. Die
verallgemeinert€&renzkune siehtdeshalbvergleichbarzur charakteristische®renzkune aus(z.B.
Abbildung 3.1(a)).Die charakteristisch&renzkure kannauchals ein Sonderéll verallgemeinerten
Grenzkune mit geeignetdefinierterZielfunktion betrachtetverden.

3.4.2 Eigenschaftender verallgemeinertenGrenzkurve

Unter der BedingungdaRdie Zielfunktion @(x) fur die Grenzkune kornvex ist, belalt die verallge-
meinerteGrenzkune alle wichtigenEigenschaftewler charakteristische@renzkunre.

Satz3.1 SeiC = {x|Ux + uy > 0} dasnichtleere Gebiet,auf demalle linearisiertenNebenbedin-
gungen erfullt sind. Dannist die Losungxs = x¢(A) der Punktx € C mit minimalemFunktions-
wert g(x) fur alle x mit ||x|| < [|x¢||-

Beweisidee:Das GebietC ist korvex, da die GrenzendesGebietegein linear sind. Aufgrund der
KorvexitatderZielfunktion @(z) unddeszulassigerGebieteg istdasOptimierproblenderverallge-
meinerterGrenzkune Gl. (3.69)einkonvexesOptimierproblemDamitsinddie Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) Optimalitatsbedingunge(sieheAnhangA.1) hinreichendir ein globalesOptimum.

Im folgendenwird gezeigtdalRderParametei > 0 auchalsLagrangeparametéiir die Nebenbedin-
gung||x||> < ||xg())]|? interpretiertwerdenkann.Zusammenrmit der globalenOptimalitat und der
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TatsachedalRderBetrageinesVektorsimmer positiv ist, ist dannsichegestellt,dader Punktx s ()
dasMinimum furallex € C, ||x|| < ||xg(A)]] ist.

Die Lagrangefunktior{sieheauchAnhangA.1) L(x, A, ) fUr dasOptimierproblem
min {@(x)| Ux +uy > 0 A ||x¢|> — |x]|* > 0} (3.71)

lautet
L(x, A 1) = ¢ — A([Ixcll? = Ix[1*) — " (Ux + uy). (3.72)

Die Lagrange-Bktorenfur die Nebenbedingungewurdenhierbeiaufgespalterin denFaktor A fur

die Bedingung||x||? < ||x¢||? und die Faktoreng fur die restlichenNebenbedingungeni(x). Das
Optimierproblem(3.71)ist unterdengegebenen/oraussetzungesbenélls korvex, daderzulassige
Bereichfir die Losungsich als SchnittmengealesGebiete mit demabgeschlossendnnerender
korvexen Hyperkugel||x||?> < ||x¢]||* definiertund die Schnittmengeweierkorvexer Mengeeben-
falls korvex ist. Die KKT-Optimalitatsbedingungesind also auchfir dasOptimierproblem(3.71)

hinreichendir ein globalesOptimum.

Die KKT-Bedingung(A.4) fur Gl. (3.71)lautet:

VaL(x, 1) = 0= Vip(x) + 2 X ||x]| - UTp =0 (3.73)

Zusammemit der primalenZulassigleit ||x||* < ||x¢||* A Ux + uy > 0 ist dieseBedingungbei ei-
nem korvexen Optimierproblemhinreichendfiir ein globalesMinimum. Stellt man die Lagrange-
funktion fur die verallgemeinert&renzkune (3.66)auf, solautetdiese:

Legc(x, A, ) = @ + A||x|* — " (Ux + uo). (3.74)

Die KKT Bedingundfur Lggc(x, A, ) emibt sichzu:

VaLoc(x, A, p) = 0 = V,@(x) + 2 A x| - UTp =0 (3.75)

Die KKT-Bedingungfir die urspiiinglicheund die modifizierte Problemstellung3.71) sind iden-
tisch und habendamit auch die gleiche Losung.An dieser Stelle ist zu beachtendal3 fur alle
Lagrange-Bktoren,aberinsbesonderéur A die KomplementaritsbedingungA.7) gilt. Ein posi-
tiver Lagrange-Bktor A bedeutetlso,dalRdie Nebenbedinguniix||? < ||x¢||* aktiv ist. O

Satz3.2 Wenn die Funktion @(x) korvex ist auf dem durch die erfullten linearisierten Ne-
benbedingungn definierten Gebiet C = {x| Ux + u, > 0}, dann ist die parametrishe Funkti-
on[|lxg(A)||, @c(A)] mit A > 0 korvex.

BeweisideeDie Funktion@(x¢) ist dannkorvex, wenngilt:

#o(xc(N)
Blxe NP =" 270)

Die Funktiong(x) istim zulassigerBereichC nachVoraussetzungorvex. NachSatzA.2 gilt daher
fur zwei beliebigeLdsungerx; = x¢ (A1) undxy = xg(A2):

@(x2) > @(x1) + (%2 — %1) T Vi p(x1) (3.77)
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Mit § = ||xa|| — ||x1]| undé — 0 kanng(x2) auchmit einerTaylorreiheabgeschtztwerden:
_ _ 0pc(x1) 0?2 8*pe(x1) 3
Xg) = X1) +0 i + = = —— + O 3.78
(pG( 2) (PG( 1) BHXG“ 2 BHXG“z ( ) ( )

Der zweiteTermdiesesAusdruckskannwie folgt berechnetverden:

§0ctx) _ 5y, (e —x)TVxe(x) (3.79)

Allxall Il olxall [|xel| — x|

Einsetzervon Gl. (3.77) und Gl. (3.79) in die Taylor Reihe (3.78) liefert unter Beriicksichtigung

von § = ||xq|| — ||x1]| mit 6 — 0 eine Bedingungfiir die zweite Ableitung unter Vernach&ssigung
derTermeO(4°):
0? 0°pa(x1)
— 2 >0 3.80
2 el ~ (380
O

Um die verallgemeinerteGrenzkure auf die Problemstellungder Dimensionierunganwendereu
kdnnen st nochzu bewveisendaldie Zielfunktion g(x) fur diesenAnwendungsdll konvex ist.

Konvexitat desOptimier problems

In demhiervorgestelltePAnwendungsdll definiertsichdie Zielfunktion ¢(x) nachGl. (3.67).Dadie
Summevon korvexen Funktionenwiedereinekorvexe Funktionist (sieheAnhangA.2), reichteszu
zeigendaRjeweils ein Summandp;(x) korvex ist. Ein Summandsetztsichdabeizusammeraus:

@i(x) = exp(—a-%i(x)) (3.81)
%i(x) = Viv (3.82)

Die linearisierteZielgrof3e~; ist einelineareFunktionund damitkorvex. Die Exponentialfunktion,
die zur Transformationder Zielgrof3enverwendetwird ist ebenélls konvex. Da die Verknipfung
zweier korvexer Funktionenebenélls korvex ist, ist jeder Summandp;(x) der Zielfunktion @(x)

konvex undsomitdie Zielfunktion selbstebenélls konvex.

Transformation desSchaltungsfehlersund der Parameterauslenkungfur die verallgemeinerte
Grenzkurve

Fur die charakteristisch&renzkure werdender Fehler||e.|| und die Auslenkung||x.|| sotransfor

miert, dal der transformierteFehlerr und die transformierteAuslenkunga im Intenall [0, ..., 1]

liegen. Somitkdnnenunterschiedlich@®ptimierproblemeuntereinandeverglichenwerden.Fur die
verallgemeinert&renzkure kanneineahnlicheTransformatiorvorgenommerwerden.Bei derDe-
finition der Transformatiorist zu beachtengalRdie Transformatiordie KonvexitatdesOptimierpro-
blemsnicht verletzt.
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Furdie TransformatiorderAuslenkungi¢ kannwie in dercharakteristische@renzkure einelineare
Skalierunganalogzu Gl. (3.13)vorgenommerwerden:

_ keI = lIxe(A = o)

160 = O~ Txe (> = )] (3.83)

EinereinlineareSkalierungder AuslenkunghatkeinenEinfluf3 auf die Kornvexitat desOptimierpro-
blems.Die parametrisch&urve (ag()), ¢c(A) ) ist ebenélls konvex.

Um die Konvexitat desOptimierproblemsiicht zu verletzen,st bei der TransformatiordesFehlers
zu beachtendal3bei einer Skalierungder AuslenkungnachGl. (3.83) fur die Fehlertransformati
onrg(@(x) ) die Bedingung

VixTa(x) > 0, (positiv semidefinit) (3.84)

erfullt seinmuf3.Fur denin dervorliegenderArbeit betrachteteifrall hatsicheinelineareSkalierung
fur ¢ bewahrt:
p(A) — &(

B 0)
= 20\ = o) — @(0) (3.89)

Tre ()\)

Es kannnatirlich jede andereTransformatiornverwendetwerden,solangediesedie Korvexitatsbe-
dingung(3.84)erfllit.

3.4.3 Berechnungder verallgemeinertenGrenzkurve

Die Aufgabe der Berechnungder verallgemeinerteriGrenzkure unterteilt sich in verschiedene
Aspekte:

e Berechnungvon Punkten fur einen gegebenenWert von A: Diese Aufgabeerfordertdie
LosungdesOptimierproblemd3.66) fur dasgegebene\. Das Optimierproblembedeutedie
Minimierungeinernichtlinearerzielfunktion unterBericksichtigundinearerNebenbedingun-
gen.Fur diesenAnwendungsdll existierensogenannt@rojektionserfahren|[NW99, Spe98],
die insbesonder&ir denFall linearerNebenbedingungesehreffektiv sind. DieseVerfahren
sindvergleichbarmit demfir die quadratischérogrammierungerwendeterPQP-\érfahren,
nurdaf3siedie Hesse-Matrixterativ durchein Update-\érfahren(z.B. BFGS-Updategapproxi-
mieren.InsbesondersindbeidieserVerfahremnachdererstmaligerBestimmungeinerzulassi-
genLosungdie alle Nebenbedingungeerfillt, alle weiterenLdsungenm zulassigerBereich.

e Approximation der gesamtenKurve: Die verallgemeinerté&renzkure erbt alle wichtigen
Eigenschaftewon der charakteristische@renzkune. Dazuzahlt spezielldie Korvexitat, die
bei der Approximationder charakteristische®renzkune durch Tangenten(Abschnitt 3.2.6)
bzw. BB-Kurven (Abschnitt3.2.7)als Voraussetzungenommerwurde.Damit sinddieseVer-
fahrenohneAnderungerauf die verallgemeinert&renzkure tibertragbarAuch fur die verall-
gemeinertéGrenzkune misserbei der Approximationder gesamterKurve durchBB-Kurven
zumeistdeutlichwenigerPunkteberechneiwverden,um einenvorgegebenemmaximalenAp-
proximationsfehleunterschreiten.
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e Berechnungvon Punkten mit vorgegebenentehler, Auslenkung oder Steigung: Dasin
Abschnitt3.2.8vorgestellteVerfahrenzur Berechnungon Punktenauf der Grenzkure hatals
Voraussetzungie Kornvexitat der Kurve. Damit kannauchdiesesVerfahrenfir die verallge-
meinerteGrenzkure ohneAnderungeriibernommenverden.

e Bestimmungeiner sinnvollen Schrittweite: Fur die Bestimmungeinersinnvollen Schrittwei-
te, die ein gunstigesverhaltnis zwischenFehlerreduktiorund GroReder Parameterauslenkung
hat,konnenebenglls die in Abschnitt3.3 diskutiertenVerfahrenverwendewerden.

Alle Verfahrendie fur die charakteristisch&renzkure in Abschnitt3.2 und 3.3 vorgestelltwurden,
konnenohneEinschankungerdirektfur die verallgemeinert&renzkune verwendewerden Einzig
die Steigungm an bereitsberechnete®unktender verallgemeinerteiGrenzkune wird zusatzliche
berbtigt.

3.4.4 Steigungder verallgemeinertenGrenzkurve

In diesemAbschnittwird die Steigungmg = drg/0dag derverallgemeinerteGrenzkure bestimmit.
Die Steigungwird fur diedreiFalle A — oo, A €]oo, 0[ und A = 0 getrenntbetrachtetZunachstsoll
derNormalfall fur einenPunktinnerhalbderKurve betrachtetverden.

Steigungder verallgemeinertenGrenzkurve fir co > A > 0

Die Steigungfur diesenFall kannanalogzur charakteristischeGrenzkune in Abschnitt3.2.5be-

stimmtwerden:
_0rg(A) _ Ore(N)  0pa(A)  Ollxe(N)|P

~dag(n)  9pa(N) dllxe(VIP dac(V)
Wird diein Gl. (3.83)bzw. Gl. (3.85) vorgeschlagend&ransformatiorfir die Auslenkung||xg()||

und den Schaltungsfehleg () verwendetdannkodnnendie einzelnenTermevon Gl. (3.86) wie
folgt bestimmiwerden:

ma(\) (3.86)

T} = T =70 (3:87)
% Y (3.88)
w — 2.l - (Ix6(O)]] - ixa(A - 00)1) (3.89)
Und als Steigungergibt sichdann:
o) — 21 gy - (x6O = Ixe 2 = )] 2.90)

P(A = 00) — ¢(0)

In Gl. (3.88)wurdedabeiwiederbeticksichtigt,da3nachGl. (A.11) der Lagrange-Brameter\ die
Empfindlichleit der Zielfunktion gegerilber den Nebenbedingungefix||?> = ||xg(A)||* beschreibt.
Wird fur den Schaltungsfehleeine andereTransformatiorals Gl. (3.85) verwendetsoist zur Be-
stimmungder Steigungnur der Ausdruckder Ableitung drg () /0@c(A) zuandern.
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Steigungder verallgemeinertenGrenzkurve fir A — oo

Setztman A = oo in obige Gleichungfur die Steigung(3.90) ein, so lassensich zwei Falle unter
scheiden:

¢ Im Startpunkisind Nebenbedingungeaktiv. In diesemFall ist || xg(A)|| # 0 fur A — oo. Aus
Gl. (3.90)emibt sichderWertder Steigungzu mg(A — 0©) = —00.

¢ Im StartpunksindkeineNebenbedingungeaktiv unddamitist ||xg(A)|| = 0 fir A — oo. Die
Steigungemgibt sichsichin diesemFall zu oo - 0. DieserFall soll im folgendenbehandeltver-
den.

FurdenFall A — oo undxg(A — 0o) = 0 muf3zur Bestimmungder Steigungder Term 0@ /dag
ander StelleA — oo abgeschtztwerden.Unter UmgehungdesQuadrated|x||? kanndieserTerm
ausdemVerhalterder Grenzkure fur x = 0 bestimmtwerden.

Im Anfangspunkist nachVoraussetzundie AuslenkunggleichNull. Dadie Auslenkungquadratisch
in die modifizierteZielfunktion eingeht,ist auchihr Anteil an der Ableitung der modifiziertenZiel-
funktion verschwindendDer Gradientder Zielfunktion V, @(x) bestimmtdaherim Ausgangspunkt
die Richtungder Auslenkung.Die AnderungAx der Entwurfsparametefiir eine Auslenkungder
GrofRed im Ausgangspunkk = 0 emgibt sichdeshallzu:

—Vx(ﬁ(X)

Ax =6 - T— =~
V@)l x=0

(3.91)

Die Anderungder Zielfunktion firr kleine Auslenkungerd kannmit einerLinearisierungabgeschtzt
werden:

_ — _vx(ﬁ(x)
AG(Ax) = =6 - Vig(x = 0)reat + O(62 (3.92)
PE) 76 = O, gy T O
Mit § — 0 bestimmtsichdie Ableitungdg¢/0||x¢|| zu:
96|~ | V.px=0)] (3.99
Olxall 100

UnterBerticksichtigungderweiterenAbleitungendrg /0@ ¢ undd||x¢|| /dag, dieausGl. (3.83)bzw.
Gl. (3.85) berechnetverdenkdnnen,ergibt sich die Steigungder verallgemeinerterenzkune fur
diesenFall:

—00 furx(A — o0)

2o xS [Vap(x = 0)]| fiirx(A — o0) =0

ma(A — 00) = { (3.94)

Steigungder verallgemeinertenGrenzkurve fur A =0

Auchfur die Steigungmg (A = 0) lassersichwiederzwei Falle unterscheiden:
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e Der zulassigeBereich ist nicht beschankt und die Losungfiur A = 0 hat die Auslen-
kung||xg(A = 0)|| = oco. In diesemFall kannkeine Aussagéiberdie Steigunggemachtver-
den.DieserFall ist allerdingsfr die Praxisnichtrelevant.In der Regel sindfur die Parameter
Untegrenzer(z.B. minimaleStruktugroRenundObegrenzergegebenDer zulassigeBereich
ist damitin der Praxisimmerabgeschlossen.

e Der zulassigeBereichist abgeschlosserin diesemFall kannA = 0 in Gl. (3.90) eingesetzt
werdenunddie Steigungergibt sichzumg(A = 0) = —0.

Fur die in der PraxisrelevantenFalle kanndie Steigungim EndpunktA = 0 aufgrundder Abge-
schlossenheiieszulassigerBereichesmmeralsmg(A = 0) = —0 angenommemwerden.

3.5 Abbruchkriterien

Verninftige Abbruchkriteriensind mitentscheidendir eine Einsetzbarkit und Akzeptanzeinerau-
tomatischerDimensionierungBei denAbbruchkriteriensind dabeifolgendeAspektein Betrachtzu
ziehen:

1. Die AuswertungderZielfunktion beruhtletztendlichauf denWertender Schaltungseigenschaf-
ten,die durcheineSchaltungssimulatiogevonnenwerden Die Genauigleit desSchaltungssi-
mulatorsliegt dabeiweit unterhalbder Maschinengenauiggit. Eine Verbesserunger Genau-
igkeit einer Simulationist zumeistnur untereinererheblicherVerlanderungder Simulations-
zeitenmoglich. Fur einetransienteAnalysebedeutekeinehthereSimulationsgenauight z.B.
kleinere Schrittweiten,so da3firr die gleiche Simulationmehr Zeitschritteberdtigt werden.
Dieserelativ geringeGenauigleit bei der Auswertungder Zielfunktionist bei denAbbruchkri-
terienzu bericksichtigen.

2. Die BerechnunglerberdtigtenGradientererfolgtteilweisemittelsfiniter DifferenzenlUm die
Anzahl der hierzu notwendigenSchaltungssimulationeklein zu halten,werdenper Vorein-
stellungnur finite Vorwartdifferenzenverwendetund kein zentralerDifferenzenquotientDie
Genauigleit der Gradientenst damitin der Regel nochmalsum eine Grof3enordnungchlech-
teralsdie Berechnungsgenauigh der Zielfunktion.

3. Die Entwurfsparameted sindin der Regel nicht mit beliebigerGenauiglkit einstellbay son-
dern missenauf einemdefiniertenGitter (Grid) liegen. Anderungender Parameterdie um
mehrereGrofRenordnungennterhalbder Gittersliegen,sind nicht mehrsinnvoll. Ist fir einen
Parameteikein Gitter vorgegeben so gilt in der Reali&t trotzdem,dalR3dieserParametemicht
mit unendlichhoherGenauigleit produziertwerdenkann.

Aus diesenAspektenlassensich geeigneteAbbruchkriterienherleiten.Punkt1 und 2 obiger Liste
begrenzendie Genauigleit der Zielfunktion und der Gradientenbestimmungtine nurmehrgeringe
Verbesserungler Zielfunktion zwischenzwei Iterationeny und i + 1 lastweiterelterationendes
Dimensionierungsalgorithmuschtsinnvoll erscheinen.

Einesehrkleine Schrittweite||d® — d**"||, die deutlichunterhalbder GittergroReder Entwurfspa-
rameterliegt, lal3tkeine signifikantenAnderungender Entwurfsparameteerwarten.Die zwei ver-
wendeterAbbruchkriterienlautendamit:
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Minimale Verbesserunder Zielfunktion:  o(d®) — p(d**)) > Appin (3.95)
Minimale GroReder Parameterkrrektur:  [|d® — d®#Y|| > Adpin (3.96)

Ist einesder obigenKriterien nicht erfullt, sowird der Dimensionierungsalgorithmusbgebrochen
unddiein derletztenlterationbestimmtenNerteder Entwurfsparameteails Schaltungsdimensionie-
rungvorgeschlagen.



Kapitel 4

Ergebnisse

In diesemAbschnittwerdendie in der vorliegendenArbeit vorgestelltenVerfahrenauf zwei Schal-
tungsbeispielangevendet.DabeisollenfolgendeAspekteverdeutlichtwerden:

e Vemleichdercharakteristische@renzkune undverallgemeinertesrenzkure fur die in die-
serArbeit diskutierteProblemstellung.

¢ Vemleich der Ergebnissebei einer frihen Beriicksichtigungdes Einflussesder Betriebs-
parameter

e Einfluld derkonsequenteBericksichtigungder strukturellenNebenbedingungewahrendder
gesamterimensionierung.

e Anwendbarleit der vorgestelltenVerfahrenauf Schaltungeraus unterschiedlicherAnwen-
dungsbereichen.

Die in dieserArbeit vorgestelltenverfahrensindin demTool WICKED [AEG*00a]implementiert,
dasbeilnfineonTechnologiesn unterschiedliche&ntwicklungsbereicheverwendetvird. Aus zwei
verschiedeneAnwendungsbereichemurdenexemplarisclzwei SchaltungerzurVeranschaulichung
dervorgestellteriVerfahrenausgevahlt. Der Operationserstirker repiasentiereinetypischenanalo-
genSchaltungsblockvahrendder Ausgangstreibegin Beispielfur einedigitale Schaltungst, dieim
RahmendesBibliotheksentwurfsauf Transistorebendimensionierivird. Andereuntersuchté&chal-
tungen(u.a.Equalizer Filter, Band-GapkeigenvergleichbareErgebnisse.

4.1 Operationsverstarker

Der Miller Operationserstairker (Abbildung 4.1) ist eine typischeanalogeStandardschaltundpie
Schaltungbestehtaus7 MOS-Transistorenywas 14 potentiellenEntwurfsparameterantsprichtDie
Betriebsbedingungewerdendurch4 BetriebsparametgiVersogungsspannuny ¢, TemperaturT,
Bias-Stromly,;,s und Lastkapaziit Ci,,g modelliert.Die Fertigungsstreuungeseschreibewlie 7 stati-
stischerParameter

Die Schaltungbestehtaus drei Stromspigeln (M3-M4, M8-M5, M8-M7), einem Differenz-
paar (M1-M2) und dem TransistorM6, der als spannungsgesteuergromquellearbeitet. Nach
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®
- M8 o f_q[:M5 d[ m7
> : C;
M1 M2 k»J
9 AN

Abbildung4.1:BeispielschaltungMiller Operationserstrker

NMOS | Lange| Weite| | PMOS | Lange| Weite
M3 13 w3 || | M1 11 wl
M4 13 w3 M2 11 wl
M6 13 k-w3 M5 15 w5
M7 15 0.5k-w5
M8 15 w8

Tabelle4.1: Langenund Weitender Transistoreriiir denMiller Operationserstrker.

Abschnitt2.1.3ergebensichsomitdie in Tabelle4.2 dalgestelltenstrukturellenNebenbedingungen.
Fur die Weitenund Langender MOS-Transistorerergibt sich damitdie in Tabelle4.1 anggebene
Parametrierungler Schaltung.

Mit denvorgestelltenvVerfahrenwurdenfirr die DimensionierunglesOperationserstarkersbei Be-
rechnungderEmpfindlichlkeitentberDifferenzenquotientehl 10Simulationerberbtigt. Eine Simu-
lation entsprichthierbeider Extraktion aller Eigenschafte{DC-, AC- und transienteSimulation).
Die gesamtefiir die Simulationberbtigte CPU Zeit auf einemintel Pentiumlll, 500MHz betragt
ca.180min.Erfolgendie Simulationenso weit wie moglich parallelauf einemNetzwerkvon 10 In-
tel Pentiumlll 500MHz Rechnernso werdenca. 60min ,,Wall-Clock Timé* berdtigt. Tabelle4.3
fal3tdie Ergebnissédur die DimensionierunggetrenninachNominalentwurfund Entwurfszentrierung
zusammen.

Die Ergebnissezeigeneinerseitgdeutlich,dalleine automatischdimensionierunglesOperations-

GleichheitsbedingungenUngleichheitsbedingungen
3 Stromspigel 6 36
1 Differenzpaar 2 14
1 Spannungsgesteuerte
Stromquelle — 3

Tabelle4.2: StrukturelleNebenbedingungefiir denMiller Operationsersrker.
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Spezifi-| Ausgangs{ Nominal- Entwurfs-

Eigenschaft kation punkt entwurf zentrierung
VerstarkungA, [dB] >80 63 84 (8 = 4.5) 83(8 = 4.3)
Transitfrequenz; [MHZ] >4.0 4.1 46(8=1.8) | 3.3(6=4.6)
Phasenrandresery,, [°] >60 52 68 (5 > 10) 73(8 = 5.3)
Slewratet SR, [V/ us] >4.0 3.4 50(8=1.2) | 5.3(8=23.6)
Slewrate| SR, [V/ us] >4.0 7.2 53(B=1.6) | 5.8(8=3.6)
LeistungPwr[mW] <11 0.6 0.84(8 = 4.6) | 0.88(8 = 3.6)
Iterationen — — 10 3
Simulationen — — 170 940

Tabelle4.3: Ergebnissaler DimensionierunglesOperationserstrkersaufgespalteiim Nominalent-
wurf und Entwurfszentrierung.

verstirkersmit demvorgestellteriVerfahrenmoglichist. Andererseitzeigtdie Anzahlder Simulatio-
nenund die Simulationsdauemm Nominalentwurfund Entwurfszentrierunggdaleine Aufspaltung
des Entwurfsin diesezwei Schritte aufgrunddes hohenSimulationsauf@ndesin der Entwurfs-
zentrierungsinnvoll ist. Obwohl die Iterationszahin der Entwurfszentrierungleutlich geringerist
alsfur denNominalentwurf,wird in der Entwurfszentrierunglie fiinffacheMengean Simulationen
berbtigt. Diesist vor allenDingendaraufzuriickzutihren,dal3die Berechnungler ZielgroR3enfur die
Entwurfszentrierungelbstwiederein Optimierproblemist. Fur eineBeschleunigunglesVerfahrens
wareesdenkbayzu Beginnder Entwurfszentrierungnit Worst-CaseAbstandernbasierenchufeinem
linearisiertenSchaltungsmodeNerleichbarden LinearizedPerformancdenaltie LPPs)[KD95]
zu arbeitenIn diesemFall kanneineKornvergenzdesVerfahrensabernicht mehrbewiesenwerden.

EinfluR der fr ihen Berlcksichtigung der Betriebsparameterauf die Dimensionierung

Mit Betriebsparameter OhneBetriebsparameter
Eigenschaff| Nominal | 8y ¢ | WCD (Bwc) | Nominal | 8w | WCD (Bwc)
Ao 84 83 4.5 87 86 5.1
f; 4.6 4.1 1.8 5.3 4.8 8.3
3y, 68 62 10.7 65 58 -5.0
SR, 5.0 3.9 1.2 5.6 4.0 1.3
SR, 5.3 4.3 1.6 6.0 5.7 1.8
Pwr 0.84 1.0 4.6 0.95 1.1 4.4

Tabelle4.4: Vergleich von Nominalentwurfmit und ohne Berticksichtigungder Betriebsparameter
anhandderNominalwerteder Eigenschaftenger Eigenschaftswerten Worst-CasaBetriebsparame-
tereck@c undderWorst-CaseéAbstandesyc.

Die friuheBerucksichtigunglerBetriebsparametdrereitsm NominalentwurfermobglichteineNomi-
naldimensionierungler Schaltungdie einengutenAusgangspunktir die Entwurfszentrierundpil-
det.Tabelled.4vemleichteinenNominalentwurimit undohneBeriicksichtigunglerBetriebsparame-
ter beiderBerechnunglerParameterab&nde Eszeigtsich,dalReinigeEigenschaftelsehrstarkvon
denBetriebsparameteipeeinfluRtwerdenwahrenddie Betriebsparametexuf andereEigenschaften
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wenigoderkeinenEinfluhabenDieszeigtsichauchdeutlichandenWorst-Casé\bstandengdie bei
BerucksichtigungderBetriebsparametdyereitsim Nominalentwurfsdeutlichausgeglichenersind.

Einflul3 der struktur ellen Nebenbedingungerauf die Dimensionierung

Die konsequent®eriicksichtigungder strukturellenNebenbedingungewahrendder gesamterbi-
mensionierungstellt sicher daf3nur schaltungstechnisdinnvolle Losungerberechnetverden.Wie
untengezeigtermoglichterstdie BeschankungderParameteaufein schaltungstechnisainnvolles
Gebieteinesinnvolle automatisch®imensionierungnalogeiSchaltungen.

Wie in [ZEG98,ZEG99,SPZ01] gezeigtsinddie Schaltungseigenschaftan Bereicherfiillter Ne-
benbedingungefeasibilityregion) zumeistnur eineschwachnichtlineareg=unktionderEntwurfspa-
rameter Dies wird nhochmalsn Abbildung 4.2 verdeutlicht.DieseAbbildung zeigt die Verstrkung
und die Sattigungsbedingunffir einenTransistorin Abhangigleit einesEntwurfsparameterswi-
schendesservom SchaltungsentwicklerorgegebenerGrenzenUbereinenweitenBereichzeigtdie
SchaltungeinennahezuinearenVerlauf der Verstirkung.An dem Punktan demdie Nebenbedin-
gungverletztwird, knickt die Verstirkungdaggenah Eine Beschéankungder Entwurfsparameter
aufeinenschaltungstechnisainnvollen Bereichdurchdie konsequent8ericksichtigungder struk-
turellenNebenbedingungeermbglicht alsoersteineeffizienteautomatisch®imensionierungobu-
steranalogeiSchaltungen.

Diessoll ebenélls amMiller Operationserstrker verdeutlichtwerden.Dazuwird der Nominalent-
wurf fur denOperationserstirker mit denin Tabelle4.3angegebenSpezifikationemmit undohnedie
BeruicksichtigungstrukturellerNebenbedingungeverglichen.

Spezifi-| ohneNeben- mit Neben-
Eigenschaft kation | bedingungen | bedingungen
VerstrkungA, [dB] [ >80 [ 85(8= _4.0) | 84(3 =4.5)
Transitfrequent; [MHZz] >4.0 48(3=0.5) | 46(8=1.8)
Phasenrandresexy,, [°] | >60 | 65(6 = —6.0) | 68(8 > 10)

Slewratet SR, [V/ us] >4.0 [53(8=-1.7)| 5.0(86=1.2)
Slewrate| SR, [V/us] >4.0 | 5.8(8=-0.3) | 5.3(8=1.6)
LeistungPwr[mW] <1.1 | 0.87(8 =18.3) | 0.84(8 = 4.6)

Tabelle 4.5: Vergleich der Dimensionierungdes Miller Operationserstirkers mit und ohne die
BerucksichtigungstrukturellerNebenbedingungen.

Der Vemleichist in Tabelle4.5 dagestellt.Es zeigt sich, dalRohnedie Berlicksichtigungstrukturel-
ler Nebenbedingungekein sinvoller Parametersatberechnetverdenkann.Die Nominalwerte der
EigenschaftesindteilweisebesserlsbeiderDimensionierungnit derBeriicksichtigungstrukturel-
ler Nebenbedingungerllerdings zeigt sich einestarkerhdhte Empfindlichlkeit gegeriiber Schwan-
kungender BetriebsparametdsieheAbbildung 4.3. Dies resultiertdarin, dal3die Spezifikationim
Worst-CaseéBetriebsparameterediereitsverletztist — derWorst-CaseéAbstandalsonegatw ist.

Abbildung 4.3 vergleicht den Verlauf der VerstarkungA, desOperationserstirkers tiber der Be-
triebsspannungachdemNominalentwurimit undohnestrukturelleNebenbedingunge@bwohl bei
der DimensionierungohneBeriicksichtigungstrukturellerNebenbedingungeder Nominaklwert der
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Abbildung4.2: Verstirkungund einestrukturelleNebenbedingung Abhangigleit der Entwurfspa-

rameter
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Abbildung 4.3: Verlauf der Verstirkungiiber der Versogungsspannungachdem Nominalentwurf

mit und ohneBeruicksichtigungder strukturellenNebenbedingungen.
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Eigenschafbesselist, ist die Schaltungaufgrundder starken Abhangigleit deutlich schlechterdi-

mensioniertals ohneBeruicksichtigungstrukturellerNebenbedingungertine konsequent®ertick-

sichtigungstrukturellemMNebenbedingungast alsoeineVoraussetzungjir einesinrvolle Anwendung
einerautomatische®imensionierung@nalogelSchaltungen.

4.2 Ausgangsteiber

Der AusgangstreibenachAbbildung 4.4 ist eine Standardtopologidgie fur unterschiedlich@ech-
nologien mit unterschiedlichemminimalen Struktugrof3enVerwendungfindet. Durch den Einsatz
einer automatischemimensionierungerhoft man sich fur diesenFall auchdie Moglichkeit eines
automatischefechnologietransferfAusgehendson der Dimensionierungn einervorhegehenden
Technologiesoll die Schaltungsodimensioniertverden daf3sie die an sie gestelltenForderungenn
derneuenTechnologieerfullt. Die Startdimensionieruntiefert in der Regel bereitseinensinnvollen
Ausgangspunktlnsbesonder&orvemiert die Simulationfur dieseStartdimensionierungyas eine
Voraussetzun§ir denEinsatzdervorgestellteriVerfahrenist.

]
TS

Abbildung4.4: Beispielschaltund\usgangstreiber

dqg
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Spezifi-| Ausgangs-{ Nominal- Entwurfs-

Eigenschaft kation punkt entwurf zentrierung
Delayrisety ise [NS] <4.0 4.1 3.2(6=3.9) | 28(8=4.2)
Delayfall tq ta [NS] <4.0 3.4 28(8>10) | 3.1(8 =4.6)
Anstiegszeitt, [ns] <4.0 6.7 3.0(8=2.0) | 2.7(8=6.4)
Abfallzeitt; [ns] <4.0 51 306=1.7 | 26(8=6.7)
Noise(vdd) [mV/nH] <20 12.2 13.4(8 > 6.8) | 14.1(8 = 4.3)
Noise(vss)[mV/nH] <20 12.2 13.1(8 = 5.6) | 12.6(8 = 5.7)
Iterationen — — 4 2
Simulationen — — 52 342

Tabelle4.6: Dimensionierungseebnisseir den Ausgangstreibeunterteilt nach Nominalentwurf
und Entwurfszentrierung.

Tabelle4.6 zeigtdie Dimensionierungsegebnissdir denAusgangstreibeausgehendon einervor-
heigehendenTechnologie.Die Langender Transistorensind fest auf die minimal vorgegebenen
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Langenfixiert, da fur den Ausgangstreibenls digitale Schaltungsklass&lismatch oder erhbhte
Streuungerder Einsatzspannungufgrundvon Kurzkanalefekten keine Rolle spielen.Die Transi-
storweitensind als Entwurfsparametedefiniert, wobei fur die Eingangslogikdes Treibersjeweils
alle p-Kanalund n-KanalTransistorerdie gleich Weite habenInsgesamergebensich dadurchacht
EntwurfsparametebDie Betriebsbedingungesinddurchdie Lastskapazétunddie Versogungsspan-
nungmodelliert.

Im Endpunktder Entwurfszentrierungind die Worst-CaséAbstandefir dasSchaltrauscheauf der
Versogungsspannun@Noise (vdd)) und die Verzgerungszeitur die steigendd-lanke (Delay rise
tq4 rise) NA@hezuwgleichgrol3.DieseEigenschafteikdnnennicht miteinandenerbesserniverden,sondern
sind starknegatv miteinandeikorreliert. Dies zeigt sich auchwennmandie Gradienterder Worst-
CaseAbstandebetrachtetDer Korrelationséktorim Losungspunktir die Entwurfszentrierundpe-
tragt0.983.Die kompletteKorrelationsmatriXiur alle Worst-CaseéAbstandeim Losungspunkist in
Abbildung4.5dagestellt.

Linearisierungsfehler fir charakteristischeund verallgemeinerteGrenzkurve

Der Ausgangstreiberzeigt, dalR dasvorgestellteVerfahrenfur den AnwendungszwecklesTechno-
logietransfergeeignetst. Am BeispieldesAusgangstreibersoll gezeigtwerden,wie sich der Li-
nearisierungsfehlaterlinearisierterzZielfunktion nachGl. (3.1) undderZielfunktion nachGl. (3.67)
basierendiufdenlinearisierterzielgrol3enverhalt. Dazuwird zwischenderLosungdesNominalent-
wurfs und der Entwurfszentrierunglie wirkliche Zielfunktion Gl. (2.44),die linearisierteZielfunk-
tion Gl. (3.1) und die Zielfunktion GlI. (3.67) basierendauf denlineariertenWorst-CaseAbstanden
in Abbildung 4.6 dagestellt.Die linearisierteZielfunktionnachGl. (3.1) — in der Abbildung durch
ein’'[0’ gekennzeichnet bildet die Grundlageder charakteristische@renzkure. Die Zielfunktion
basierendauf denlinearisierteiWorst-CaseAbstandemachGl. (3.67)—in der Abbildungdurchein
'+’ gelkennzeichnet die Basisfur die verallgemeinert&renzkune. Der Linearisierungsfehledieser
Funktionenal3tsichalsoauf die charakteristischbzw. verallgemeinert&renzkune tibertragen.

Die nichtlineareZielfunktion und die Zielfunktion basierendauf demlinearisierteriWorst-CaseAb-
standsind praktischnicht voneinanderzu unterscheidenDer maximaleLinearisierungsfehleliegt
immer unter2%. Der Linearisierungsfehlefiir die vollstandiglinearisierteZielfunktion dagegenist
bereitsfur kleine Auslenkungerdeutlich zu gro3.Mit steigendeAuslenkungsteigter exponentiell
an. Tabelle4.7 falstnochmalsden Vemgleich der Linearisierungvon dem Worst-CaseAbstandund
denunterschiedlicherinearisierungerder Zielfunktion zusammenAn diesemBeispielzeigt sich
deutlich,dal3derLinearisierungsfehledurchdie Beriicksichtigungder starkennichtlineariitder Ex-
ponentialfunktiordeutlichreduziertwerdenkann.
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Abbildung4.5: Korrelationsmatrixm Losungspunkder Entwurfszentrierung.
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Abbildung 4.6: Verleich desLinearisierungsfehlergwischenlinearisierterZielfunktion und Ziel-
funktion fur denlinearisierterWorst-CaseéAbstandder Anstiegszeitt, basierendauf demlinearisier
ten Worst-CaseAbstandzwischendem EndpunktdesNominalentwurfgz = 0) unddemEndpunkt

derEntwurfszentrierungx = 1).
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Auslenkung 0 | 025 | 05 | 075 | 1.0 |
Worst-CaseAbstandnichtlinear 2.00 3.29 4.45 5.50 6.44
Worst-CaseAbstandlinearisiert 2.00 3.32 4.65 6.0 7.31
Linearisierungsfehler — 2.3% | 8.1% | 14.2% | 19.6%
NichtlineareZielfunktion 0.136| 0.0374 | 0.0117| 0.0041| 0.0016
LinearisierteZielfunktion 0.136| 0.0360 | 0.0095| 0.0025| 0.0007
undLinearisierungsfehler — 14% | 1.8% | 1.1% | 0.7%
ZielfunktionderlinearisiertedVCD | 0.136| -0.0085| -0.225 | -0.405 | -0.586
undLinearisierungsfehler — 147% | 265% | 398% | 531%

Tabelle4.7: LinearisierungsfehledesWorst-CaseAbstandesler Anstiegszeitt, zwischenEndpunkt
desNominalentwurfqz = 0) undderEntwurfszentrierungz = 1).
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Kapitel 5

Zusammenfassung

AnalogeSubsystemandSchaltungsliicke stellenin integriertenSchaltungemind Systemer{System
on a Chip) unverzichtbardg=unktionenzur Verfuigung.Trotz ihresim Vemleich zumdigitalenSchal-
tungsteilkleinenFlachenanteilan der GesamtfcheeinerintegriertenSchaltungverursachemnalo-
geBlocke einenerheblicherTeil desEntwicklungsaufndesDer EntwurfeineranalogerSchaltung
kannin TopologieentwurfDimensionierungind Layout unterteiltwerden,wobeidie Dimensionie-
rungdeutlichmehralsein Drittel desgesamterufwandes/erursachtDie Dimensionierungnaloger
Schaltungererfolgt zumeistsimulationsbasiertind manuelldurch erfahreneSchaltungsentwickler
undist dahereinezeitaufwendigeindfehleranéllige Tatigkeit.

Die Dimensionierungineranalogerschaltungviederumkannin Nominalentwurfund Entwurfszen-
trierungunterteiltwerden Ziel desNominalentwurfgst es,dal3die SchaltungohneBerticksichtigung
desEinflussevvonunvermeidlicherStreuungelesFertigungprozessemdderBetriebsbedingungen
dieansiegestellterAnforderungersogutwie moglich erfullt. In dernachfolgende&ntwurfszentrie-
rungwird die Schaltungsodimensioniertdal3siemoglichstrobustgegerniberProzessstreuungemd
VariationenderBetriebsumgebngist. DiesbedeutetucheinemoglichsthoheSchaltungsausbeute.

In dieserArbeit werdenVerfahrenzumNominalentwurfundzur EntwurfszentrierungnalogeiSchal-
tungsbbcke (typischerweisewischenlOund30freie Parameterpuf Transistorebengorgestellt.Be-
sondereiAugenmerkwurdeauf die allgemeineAnwendbarleit der Verfahrengelegt. Die prasentier
tenVerfahrenunterliegenkeinerleiEinschnkungerbeziglich derzu untersuchendeBigenschaften
(z.B. nurKleinsignaleigenschaftemderSchaltungsklassga.B. nur Operationserséarker). Um die-
se Forderungerzu erfullen, findenin dieserArbeit simulationsbasiert¥erfahrenVerwendungDie
Dimensionierungwird als mathematische®ptimierproblemformuliert. Die Auswertungder Ziel-
funktion und die Bestimmungder berbtigtenGradientererfordertin der Regel mehrereSchaltungs-
simulationen(Simulatorin a loop).

Als ein wesentlicheBeitrag dieserArbeit werdendie AufgabenstellunglesNominalentwurfsund
der Entwurfszentrierunguf eine gemeinsamenathematisch@&roblemformulierunguriickgetihrt.
In beidenAufgabenstellungewerdeneigenschaftsorientierfRobustheitsmalenittels der Exponen-
tialfunktion in eine skalareZielfunktion transformiert. Dabeikommtjeweils den Eigenschafterein
hohesGewicht zu, die ihre Spezifikationverletzenbzw. die die Ausbeuteam meisteneinschanken.
Die ZielgroRenfur denNominalentwurfund die Entwurfszentrierundperiicksichtigendabeijeweils
die Charakterisitilen der einzelnenEntwurfsschritte Gegeriiberdem Standder Technikergibt sich
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dadurcheinesignifikanteReduktionder berbtigtenRechenzeibei einergleichzeitigenVereinheitli-
chungdermathematischeBeschreiling.

In der Entwurfszentrierungverdendie Worst-CaseAbstande[AGW94, Gra93, Wie94, AEG'00a]
als RolustheitsmalR@erwendet.Der Worst-CaseAbstandist ein Mal3 fir die parametrischeé\us-
beuteeinerSchaltungbeziglich einerSpezifikation Der Nominalentwurfbasiertauf denParameter
abstindenals ZielgroRen.Der Parameterabstanokschreibtien AbstandeinerEigenschafionihrer
Spezifikationsgrenzanter Beriicksichtigungder Empfindlichleit der Eigenschafund dem Einfluf3
derBetriebsumgebng. Durch die im RahmendieserArbeit eingefihrtefrihe Beriicksichtigungder
Betriebsumgetngwird im RahmerdesNominalentwurfeinsehrguterAusgangspunkiir die nach-
folgendeEntwurfszentrierungestimmuundsoim Vemgleichzuanderen/erfahrendie Gesamtzahder
Simulationenm gesamterEntwurfsablaufleutlichreduziertwerden.

Dasin derRegelschlechkonditionierteOptimierproblenderDimensionierungvird mit einemTrust-

Region-Verfahrengelost. Als signifikanteVerbesserungestehendeverfahrenwird in dieserArbeit

die starle Nichtlineari@t, die durchdie Exponentialfunktionverursachivird, besonderdeiriicksich-
tigt. In jedemSchritt desDimensionierungsalgorithmusird nicht die Zielfunktion selbst,sondern
nur die Rokustheitsmalénearisiert. Aufbauendauf dieserLinearisierungwird die Mengeder pa-

retooptimalerPunktebestimmt fur die keinegleichzeitigeReduktionvon Parameterauslenkungd

Zielfunktion moglichist.

DieseKurve, die verallgemeinerté&renzkune (Generalizedoundarycurve — GBC), wird benutzt,
um einen Parametersatmit einer moglichst groRenFehlerreduktionbei einer moglichst geringen
Fehlerreduktiorzu bestimmenlm Vermleich zu bestehendeWerfahrenwird in dieserArbeit der
Berechnungsaufand fur die Grenzkune durch eine glinstige Approximationmit Berstein-Ezier
Kurvendeutlichreduziert.Die verallgemeinert&renzkure ist dabeinicht auf die vorgestelltePro-
blemstellungoeschanktsonderrvielmehrauf alle konvexen Problemeanwendbar

Ein weiterer Fortschritt der vorliegendenArbeit gegeriiber dem Standder Technik ist die erst-

malige konsequent®eriicksichtigungstrukturellerNebenbedingungefieck98 ZEG98 SEGA99a,
GZEAO01] wahrendder gesamterDimensionierungStrukturelleNebenbedingungeschianken den

Parameterraunfitir die Dimensionierungauf ein schaltungstechniscéinnvolles Gebietein, in dem

sich robuste Schaltungenhoher Qualitat befinden. Strukturelle Nebenbedingungeteschreiben
Grundr@elndesanalogerSchaltungsentwurfalseinfacheBedingungeran Transistorerund Transi-

storpaareln denErgebnisserfKapitel 4) wird gezeigt,dalierstdieseEinschankungdesParameter

raumeseinesinnvolle automatisch®imensionierungnalogeiSchaltungererlaubt.

Die vorgestellten Verfahren sind in dem industriell eingesetztenEntwurfswerkzeug WiC-
keD [AEG™00a] implementiert. WiCkeD bietet dabei eine leistungshhige graphischeBenutze-
roberflachebasierencuf TcL/TK [Ous94 Wel97] zurinteraktvenundautomatische®Dimensionie-
rung analogerSchaltungenDaneberkdnnenmittels einer TcL/TK-basiertenSkriptsprachesigene
Oberfchenund Algorithmen in das Tool integriert werden.Fur WiCkeD sind Anbindungenan
die SimulatorenSABER, SPECTRE, TITAN und SPICE realisiert. An zwei Schaltungsbeispielen,
einemOperationserstrker alsklassischenalogeSchaltungund einemAusgangstreibeals digitale
Schaltung,wurde die Anwendbarlkit der vorgestelltenVerfahren zum Nominalentwurfund zur
Entwurfszentrierungezeigt.



Anhang A

Optimier probleme

In diesemAbschnittsind Optimalitatskriterienfir differenzierbareptimierproblememit Nebenbe-
dingungerzusammengef3t.Ein Optimierproblenbestehtus

Zielfunktion:  f(x), xe€R"™
Gleichheitsnebenbedingungen: g(x) =0, g& R"*" (A.1)
Ungleichheitsnebenbedingungen: u(x) > 0, ue€ R"*"™

Fur alle Funktionenwird angenommengalf? sie wenigstenszweimal stetig differenzierbarsind.
ZunachstwerdennotwendigeBedingungerir allgemeindifferenzierbar®ptimierproblemelisku-
tiert. Anschliessendavird auf denSpezial&ll korvexer OptimierproblemesingeggangenBeweiseund
weitereErklarungereu dengegebenerbefinitionenfindensichz.B. in [Spe98 NW99, GMW81].

A.1 Extremalkriterien fur differenzierbare Optimier probleme
mit Nebenbedingungen

Fur denallgemeinerfall der Minimierung einerskalarenZielfunktion f(x) unterBeriicksichtigung
von Nebenbedingungeg(x) und u(x) kénnenaul3erin Spezial&llen [HT90] keine Kriterien fur
eineglobaleMinimalstelleanggebenverden Kriterien fur lokale Extremakonnenbasierencufder
Lagrange-Funktionanggebernwerden.

Die Lagrange-Funktiohitir dasOptimierproblem
min {f(x) | g(x) = 0 A u(x) > 0} (A.2)
mit Lagrange-Multiplikatoren A und e lautet[Spe98 NW99, GMW81]:

L(X, )" I"’) = f(X) - #Tg(x) - )\Tu(x), n=>0 (A3)
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Notwendigeaberim allgemeinemicht hinreichendeKriterien fur ein Minimum von f(x) auf dem
zulassigerBereichC = {x € R"= | g(x) =0 A u(x) > 0} sind:

Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung: Vi L(x*,A*, u*) =0 (A.4)
(KKT-Bedingung)

PrimaleZulassigleit: x* e C (A.5)
DualeZulassigleit: A* >0 (A.6)
Komplementarit:  (A*)Tu(x*) =0 (A7)

Positive Definitheit: ZEZVEX*)ZTVixL(X*, AXu)z>o0z"z, a>0 (A.8)

Die MengeZ(x*) istderlinearisierend&egel zug(x*), u(x*) > 0, x* €C:
Z(x*) = {2]|2"Vxgi =0A2"Vyu; =0, i=1,...,ng j € AX*)} (A.9)
Ax™) = {je{l,...,n.}|uj(x*) =0} (A.10)

Die Menge A(x*) ist die Mengeder aktiven Nebenbedingungeim x*. HinreichendeBedingungen
fur ein ExtremumerfordernzusatzlicheQualifikationsbedingungean die Nebenbedingungeiese
sindaustihrlichin [Spe98 NW99, GMW81] dagestellt.

Eine Sensitvitatsanalysedes Optimierproblems[Spe98] emgibt zusatzlich, dal3 die Lagrange-
Faktoren A* und p* im Losungspunkdie Empfindlichleit der Zielfunktion gegerilber den Ne-
benbedingungeheschreiben:

Veuf(x") = [ﬂ (A.11)

Diesbedeutetdalisichin linearerNaherungeispielsweiseineVerbesserunderZielfunktionum );
erreichenafit,wenndie Gleichheitsnebenbedingumgnicht bei g;(x) = 0 sonderrbei g;(x) = —1
erfullt ware.Aus der Komplementarit Gl. (A.7) egibt sichwiederum,daf3die Empfindlichkeit auf
eineUngleichheitsnebenbedingunggleich Null ist, wenndieseNebenbedingungicht aktiv ist.

A.2 KonvexeOptimier probleme

Kornvexe GebieteundFunktionenspielenin derOptimierungeinewichtigeRolle. Dieseherausragen-
deStellungergibt sichausderTatsachegal¥fur einkorvexesOptimierproblenmededokale Minimum
auchein globalesMinimum ist. Fur ein konvexesOptimierproblemkannmit deterministischeiver
fahrenalsonachweislichdasglobaleMinimum gefundenwverden[SW70Spe98 NW99]. In diesem
Abschnitt sind deshalbeinige wichtige Definitionenund Satze tiber korvexe Mengen,Funktionen
und Optimierproblemezusammengefit. Eine umfassenddarstellungder Eigenschafterkonvexer
Funktionenund Gebietefindetsichz.B. in [Roc70].
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A.2.1 KonvexeMengenund Gebiete

Definition A.1 C C R™ heil3tkorvex, wenngilt:
X1,X9 € C Und)\ € [0, ].] - )\Xl + (]_ — )\)Xz € C

Definition A.1 fordertfur einekorvexe MengeC, dalRdie Verbindungslinieewischerzweibeliebigen
Punktenausder Mengevollstandigin derMengeC verlauft. Jedekorvexe Mengeist damitautoma-
tischauchein Gebiet.

Definition A.2 Esseixy,...,x, € R*und) " w; = 1. Dannheif3t

i=1

eineKornvexkombinationder x;. Die Konvexkombinationheif3techt falls 0 < w; < 1 fur mindestens
einzs gilt.

Definition A.3 SeiC C R™ korvex. Wennx € C nicht als echte Konvexkombinationvon Punkten
ausC darstellbarist, heil3tx Extrempunktvon(C.

Wenndie MengeC C R™ korvex und kompaktist, danngibt esgenaun + 1 Extrempunktevon C,
sodalRx € C eine KorvexkombinationdieserPunkteist [Roc70, Spe98].Fir die BB-Kurve mit
drei Kontrollpunktendie zur Approximationder Grenzkure verwendewird (Abschnitt3.2.7),sind
beispielsweisgenaudiesedrei Kontrollpunkte Extrempunkteder korvexen Menge,die durchdas
Approximationsdreieckegrenztwird.

A.2.2 KonvexeFunktionen

Eine konvexe Funktionwiederumdefiniertsichformal Uberdie Eigenschaftetkonvexer Gebiete:
Definition A.4 EineFunktionf : C C R™ — R ist korvex, wennder Epigraphepi( f)

epi(f) = {(x € C,a)|a > f(x)} D R"*! (A.13)
korvex ist.

Definition A.4 erfordert,dal3derzulassigeParameterraun@ ebenélls korvex ist. DieseDefinitionist
allerdingsim praktischenGebraucheherunhandlich.DesweenwerdenhinreichendeKriterien fur
konvexe Funktionengesucht.

SatzA.1 SeiC C R"™ nicht leer und korvex und die Funktion f(x) in C zweimalstetig partiell
differenzierbamach allen Variablen.Die Funktion f ist korvex aufC genaudann,wennv2_ f positiv
semidefiniaufC ist.

Im ein-dimensionalemeduziertsich dieserSatzauf die einfach nachpiifbare Bedingungﬂi—{ > 0.

Eine andereshinreichendesind notwendigeKriterium fur die Korvexitat einer differenzierbaren
Funktionenthalt folgenderSatz:

SatzA.2 SeiC C R" nichtleerundkonvex, f differenzierbarauf Dy, > C. Die Funktionf ist konvex
genaudann,wennfir alle x,y € C gilt:

fy) 2 f(x) + (y —x)"VF(x) (A.14)
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A.2.3 KonvexeOptimier probleme

Im Fall einerMinimierungbedeutetin konvexesOptimierproblendie Minimierungeinerkonvexen
Funktionauf einemkornvexen Gebiet.Ein korvexesOptimierproblenmhat,wie obenbereitsangedeu-
tet, die herausragendeigenschaftdal3Kriterien zur BestimmungeinesglobalenMinimumsangee-
benwerdenkdnnen Dazusoll zurachstein korvexesOptimierproblenformal definiertwerden.

Definition A.5 Ein Optimierpioblemheif3tkorvex, wennder zulassige Bereich C
C={xeR"™|g(x)=0Au(x) >0} (A.15)

korvex ist unddie Zielfunktionf (x) korvex aufC ist.

Fur denin dervorliegendenrArbeit betrachteterfrall der Minimierung einerkonvexenFunktionunter
Berticksichtigungvon Ungleichheitsnebenbedingungel(ix) und ohne Gleichheitsnebenbedingun-
geng(x) sind untereinermilden Zusatzbedingundie in AbschnittA.1 anggebenemotwendigen
Kriterien bereitshinreichendir ein globalesMinimum:

SatzA.3 SeiC korvex, nicht leer und abgeshlossenund die Gleichheitsnebenbedingueg g;(x)
affin linear; die Zielfunktion f(x) sei korvex und differenzierbarauf C. Die SlaterBedingungsei
erfullt:

3 u®x’)>0Ag(x")=0 (A.16)

x0eC
x, € C ist genaudann globale LosungdesMinimierproblems(A.1) wenndie Multiplikatorregel
(KKT-Bedingung)A.4) erfullt ist.

Sind keine Gleichheitsnebenbedingunggfix) vorhandenso gilt obigerSatzebenélls. Die zusatz-
lich geforderteRestriktionsqualifikatior(SlaterBedingung)erfordertin diesemFall, daRdasdurch
die Nebenbedingungdreschriebenkorvexe Gebietnicht nurnichtleerist, sonderraucheinInneres
hat.In derPraxisist dieserFall fur die behandeltéroblemstellungmmererfullt.



Anhang B

Bernstein-Bézier Kurven

Berstein-BzierKurven (BB-Kurven) [MV90, BSMM95 sind eineunteranderenin derGrafik sehr
beliebteMethode,Gebieteund Kurven zu approximierenDieseBeliebtheitliegt zum einenan der
schnellenund leichtenBerechenbamit und andererseitan der gutenKontrollierbarleit der Appro-
ximation.

B.1 AllgemeineDefinition einer Bernstein-Bézier Kurve

Eine BB-Kurve ist eine parametrisch&urve in Abhangigleit desParameters € [0,...,1] undder
Kontrollpunktep,:
p(t) =) Bin(t)p, 0<t<1, Bi,= (7;) ti(1 — )" (B.1)
=0

An jedemPunktt € [0,. .., 1] gilt dabeifur die SummederBernstein-Polynome; ,,:
S Bialt) =1 8.2)
=0

Mit dieserEigenschaftder Bernstein-Polynometellt die BB-Kurve eine Korvexkombinationder
Kontrollpunktep, nachDefinition A.2 dar.

B.2 Eigenschaftender BB-Kurvemit drei Kontrollpunkten

In diesemAbschnittwerdenspezielldie Eigenschaftemlerin dieserArbeit zur Approximationver-
wendeterBB-Kurve mit drei Kontrollpunktendiskutiert.Zunachstsollendie Eigenschafteiganzall-
gemeineBB-Kurvenmit drei Kontrollpunktenbetrachtetverden,um dannaufdenbeider Approxi-
mationverwendeterSpezialéll einzugehenlm folgendenwird angenommendalidie drei Kontroll-
punkteder BB-Kurve nichtaufeinerGeraddiegen.
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3 |

Py BB-Kurve p(t)

s
s

x1

AbbildungB.1: BB-Kurve mit drei Kontrollpunkteim drei-dimensionaleRaum

Der Fall, dalR3die drei Kontrollpunkteder BB-Kurve auf einer Geradeiegen,entsprichtin demhier
untersuchternwendungsdll der Approximationeiner Grenzkure mit idealerKonditionszahund
einersich nicht andernderMengeaktiver Nebenbedingungern diesemFall ist sovohl die Grenz-
kurve alsauchdie BB-Kurve eineeinfacheGerade.

Fur eineBB-Kurve mit drei Kontrollpunktenp,, p; undp, stellendie KontrollpunkteExtrempunkte
deskornvexenGebiete€ gz dar, dasdurchdie VerbindungsliniemerKontrollpunktegebildetwird (Ab-
bildungB.1). Die drei Kontrollpunktespannereinezweidimensional&benean demim allgemeinen
n-dimensionaleRaumauf.Legt manohneBeschénkungderAllgemeinheitdurcheineVerschiebing
der Koordinatereinender drei Kontrollpunktein denUrsprung,so bilden die Vektorenvon diesem
Punktzu denbeidenandererKontrollpunkteneine(im allgemeinemicht orthogonale Basisfir den
zwei-dimensionaletnterraumin demsichdie Kurve bewegt. Esreichtalsoaus,fur die BB-Kurve
mit drei Kontrollpunktereinenzwei-dimensionaleRaumzu betrachten.

Fur denobenausgeschlossenentarteteriall, daf3alle drei KontrollpunkteaufeinerGeradendiegen,
sind die Kontrollpunktenicht linear unablangigund nachder Koordinatemnerschielbing eineskKon-
trollpunktesin denUrsprungspannerdie Ubrigenzwei Kontrollpunktekeinenzwei-dimensionalen
sondermur einenein-dimensionaletUnterraumauf. Diesist, wie obenbereitsbeschriebengleich-
bedeutendnit einerGerade.
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Definition der Kurve

Die drei Kontrollpunktep, der BB-Kurve seienfolgendermalf3egewahilt:

| | |2
Py = [7“1] , p; = {TJ und Py = [7‘2} (B.3)
Die BB-Kurve[ap(t), r5(t)]T mit dreiKontrollpunktendieim weitererverwendetverdensoll, lautet
damit:
ap(t) al ay 2 a2
—(1— — <t<
[TB(t)] (1—1) [7‘1} +2t(1—1t) [n] +t [TJ , 0<t<1 (B.4)

Steigungund Kr tmmung der BB-Kurve

Die Steigungund insbesonderauchdie Krimmungder BB-Kurve ist fir die Approximationder
Grenzkunre von InteresseZur Vereinfichungder Schreibweisesoll im weiterendie Ableitung nach
dem Parametert durch * (z.B. ag = Oag/0t) abgeKirzt werden.Fur die Steigungmg(t) und
Krimmungkg(t) derverwendeteBB-Kurve gilt damit:

Org(t) 7t _ —ri(1—1t)+r(l—2t)+rat

me(t) = B T as - —a (=0 + a(l=20) T art (8-5)
ipin—ipis
w0 = aay
_ 2(al(rt—rz)—i-at(rz—rl)+a2(r1—at)) (BG)

Vet —1) + a1 —2t) + a2 t)> + (ri(t — 1) + r¢(1 — 2t) + 7o )2

Anwendung auf die Approximation der Grenzkurve

Bei der Approximationder Grenzkure zwischenzwei berechnetefPunkten[a,, ;" und [az, r2]T
bestimmtsichdermittlere Kontrollpunkt[a;, ;|T nachGl. (3.28)bzw. (3.29)zu:

9 — 11 + a1mi; — aaMoy
a; = (B.7)
mp — My

ry = r+mi(a;— ay) (B.8)

Werdendie Endpunktga;, 7, und[as, 72T sogewahlt,dalRa; < a,, danngilt fur die Steigungenn;,
und m, aufgrundder Konvexitat der Grenzkune immerm; < my < 0. Setztmandie Gleichungen
fur denTangenschnittpunidie BB-Kurve ein, soergibt sichfur diesenFall die Steigungmg(t) zu:

~ mama(ar — az)(1 —2t) + (11 — r2)(ma(t — 1) + mat)

malt) = (r1 —72)(2t — 1) + (a1 — az)(mut + ma(1 - t)) &2
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Eigenschaftender approximierendenBernstein-Bézier Kurve

Die BB-Kurve, die die Grenzkune zwischenzwei berechneterPunktenapproximiert,erhalt alle
wichtigenEigenschaftenler Grenzkune:

e Furt = 04ilt ag(t) = a1, rg(t) = r undmpg(t) = m;. Der Beweis erfolgt durchEinsetzen
vont = 0in Gl. (B.4) bzw. Gl. (B.9).

o Furt = 1gilt ap(t) = aq, 75(t) = r2 UNdmp(t) = my. Der Beweis erfolgt durchEinsetzen
vont = 0in GI. (B.4) bzw. Gl. (B.9).

e Die BB-Kurve verlauft vollstandiginnerhalbdesDreiecks,da’3die Tangenterin denbeiden
Endpunkterund derenVerbindungsliniebilden. Wie obendiskutiert,ist eine BB-Kurve eine
KornvexkombinationdereinzelnerkKontrollpunktep,. Im zweidimensionalefall gibt esgenau
drei ExtrempunktgsieheDefinition A.3) die einekornvexe Mengeaufspannenin diesemFall
sind die drei Kontrollpunktedie drei ExtrempunkteDie korvexe Mengeist dasdurchdie Ex-
trempunkteaufgespannt®reieck.Mit einer Korvexkombinationder Extrempunktekanndas
Dreiecknichtverlassemwerden.

e Die BB-Kurveistfirt € [0, ..., 1] korvex. Dazuist zuzeigendakg(t) > 0 flurt € [0,...,1]
gilt. Setztmandie Definition fur den Tangenschnittpunkn die KrummungGl. (B.6) ein, so
ergibt sichderZahlerdesBrucheszu:

(ml(az — al) - (TZ — T;n) );(::’2(0’2 — 0,1) — (TQ _ 7"1)) (BlO)

ipip—ipip=4-

Die einzelnemMnteil in dieserGleichunghabendabeifolgendeBedeutung:

— (mq — my) ist die Anderungder SteigungzwischendenbeidenPunkten Hierbeigilt:
m <ms<0=m;—my <0 (Bll)

Der Fall m; = ms wurdeobenexplizit ausgeschlosseimd wird deshalbhier nicht be-
handelt.Fir diesenFall ist die BB-Kurve eineGeradaundist somitkornvex.

— (re — ) ist dieAnderungdesSchaItungsfehler:swischerdenbeidenPunkten.

— (m1(az —a1)) und(ms(as — ay) istdie Abschatzungder AnderungdesSchaltungsfehlers
basierendcauf der Linearisierungin denPunkten[a;, ;)T bzw. [as,o]T. Aufgrund der
Kornvexitatder Grenzkunre gilt fur dieseAbschatzungimmer:

ml(ag—al) <Tre—T <m2(a2—a1) <0 (812)
= (ml(a2 - al) — (7’2 - 7‘1)) . (mz(a2 — 0,1) — (7“2 - 7’1)) <0 (Bl3)

Aus obigenBetrachtungertGl. (B.11) und Gl. (B.13) folgt zusammemmit der Definition der
KrimmungGl. (B.6), dal3die Krummungder BB-Kurve immer positiv ist. Somitist die BB-
Kurve kornvex.
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Kurzfassung

DieseArbeit stellt Verfahrenzur automatischesimulationsbasierteBimensionierunganalogetin-
tegrierter Schaltungervor. Die Dimensionierungvird in Nominalentwurfund Entwurfszentrierung
unterschiedenvodurchdie Gesamtzahtler Schaltungssimulationemoglichst klein gehaltenwer-
denkann.Nominalentwurfund Entwurfszentrierungverdenals ein vergleichbare©ptimierproblem
formuliert, fur dasein effizienter Losungsalgorithmugrasentiertwird. Dabei wurdenstrukturelle
Nebenbedingungekonsequenbeltiicksichtigt. Anhandvon praktischerSchaltungsbeispielemnurde
nachgaviesendalldie entwickeltenVerfahrenvollautomatisctzu schaltungstechnis@innvollenund
robustenDimensionierungefihren.



