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Geometrische Locking-Effekte bei Finiten Elementen und ein allgemeines
Konzept zu ihrer Vermeidung

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine systematische Analyse der Locking-Effekte bei Finiten Elementen sowie der
Methoden zu ihrer Vermeidung gegeben. Mit der Discrete-Strain-Gap-Methode wird ein universelles
Konzept zur Elimination geometrischer Locking-Phdnomene vorgestellt. Herausragendes Merkmal die-
ser Formulierung ist die einheitliche Behandlung aller geometrischen Versteifungsphianomene sowie ihre
Anwendbarkeit auf beliebige Elementtypen unabhéngig von deren Polynomordnung und ohne die Wahl
von Kollokationspunkten. Ein Vergleich dieser Methode mit bekannten Formulierungen sowie numeri-
sche Beispiele belegen die Leistungsfahigkeit des vorgeschlagenen Konzeptes.

Die Analyse der Locking-Phinomene und das Verstindnis der Ursachen ihres Auftretens ist fiir die
Beurteilung der Eigenschaften von finiten Elementen unerldsslich. Neben der Definition des Begriffes
Locking und dessen mechanisch motivierter Interpretation wird ebenfalls eine numerische bzw. mathe-
matische Sichtweise der Versteifungseffekte gegeben. Besondere Aufmerksamkeit wird auf eine klare
Trennung und Definition der unterschiedlichen Locking-Phdnomene gelegt.

Einen weiteren Schwerpunkt dieser Arbeit bildet die Anwendung und Erweiterung der Discrete-Strain-
Gap-Methode (DSG) und die Analyse ihrer Eignung hinsichtlich der beschriebenen Locking-Phino-
mene. Die vorgeschlagenen DSG-Modifikationen sind fiir dreidimensionale Kontinua anwendbar und
enthalten somit als Sonderfall alle Strukturelemente. Die Darstellung der bekannten Methoden der Un-
terintegration, der Assumed-Natural-Strains (ANS) und der Enhanced-Assumed-Strains (EAS) verfolgt
vor allem das Ziel, fiir die Modifikationen der DSG-Methode einen Vergleichsrahmen zu bieten.
Ausgehend vom Dreifeld-Funktional von Hu-Washizu wird mit der Entwicklung einer variationellen
Basis ebenfalls eine mathematische Grundlage der DSG-Methode angegeben.

Mit der DSG-Methode kann somit ein universelles Konzept entwickelt werden, das variationell abgesi-
chert ist und neben seinen hervorragenden numerischen Eigenschaften vor allem durch seine Universa-
litdt und konzeptionelle Klarheit besticht.



Geometric Locking Phenomena of Finite Elements and a Uniform Concept
for their Elimination

Abstract

This thesis presents a systematic analysis of locking phenomena in the context of finite elements and
methods for their elimination. The Discrete Strain Gap method (DSG) represents a universal concept for
the elimination of geometric locking effects. Exceptional characteristic of this formulation is the uniform
treatment of all kinds of geometric locking effects. It is applicable to elements of arbitrary shape and order
without the determination of collocation points. Comparison with established element formulations as
well as numerical examples confirm the efficiency of the proposed concept.

Analysis of locking phenomena and the understanding of their origins are essential for the assessment
of finite element properties. Beside the definition of the term locking, mechanical, numerical and mathe-
matical interpretations of locking effects are presented. Special attention is devoted to a strict separation
and definition of the different locking phenomena.

Furthermore, this thesis deals with the application of the Discrete Strain Gap method (DSG) and its suita-
bility concerning the described locking phenomena. The proposed DSG modifications are applicable for
both three-dimensional solid elements and structural elements. Description of well-known concepts like
Reduced Integration, Assumed Natural Strains (ANS) and Enhanced Assumed Strains (EAS) provides a
framework suited for a comparison to the modifications introduced by the DSG method.

Starting from the Hu-Washizu principle the development of a variational basis leads to a mathematical
foundation of the DSG method.

The DSG method represents a uniform concept for the formulation of finite elements. Based on a varia-
tional principle, this method convinces by its excellent numerical performance and in particular by its
universality and conceptional clarity.
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Notation

Tensoren erster und zweiter Stufe werden fettgedruckten Buchstaben dargestellt, ebenso Matrizen. Die
Unterscheidung ergibt sich aus dem Kontext. Skalare sind in Standardschrift dargestellt.

Bei Indexschreibweise nehmen kleine lateinische Indizes die Werte 1 bis 3 an, kleine griechische Indizes
die Werte 1 und 2. GroB3e lateinische Indizes laufen laufen von 1 bis n. Grundsitzlich gilt die Einsteinsche
Summationskonvention.

Lateinische Buchstaben:

AL A ko- und kontravariante Basisvektoren der Schalenmittelfliche in der unver-
formten Konfiguration

a;,a’ ko- und kontravariante Basisvektoren der Schalenmittelfliche in der verform-
ten Konfiguration

Ajz, a3 Direktor der unverformten bzw. verformten Konfiguration

A a Metriktensor der Schalenmittelfliche in der unverformten bzw. verformten
Konfiguration

b Volumenlasten

diskretisierter Differentialoperator (B-Operator)

B verschiebungskompatibler Differentialoperator

B modifizierter Differentialoperator (DSG-Methode, ANS-Methode)

cr Raum der n-fach stetig differenzierbaren Funktionen

C Materialtensor

D Materialtensor der Strukturelemente (Dickenintegration von C)

d Vektor der Knotenverschiebungen v” und Differenzverschiebungen w” bzw.

Rotationen ¢

E Elastizitiatsmodul

El’;” kinematische Variable

E Green-Lagrangescher Verzerrungstensor

E" Verschiebungskompatibler Green-Lagrangescher Verzerrungstensor
E Tensor der erweiterten Verzerrungen entsprechend der EAS-Methode
F Deformationsgradient

G Schubmodul

Gi;,G',G/ ko, kontra, und gemischtvariante Komponenten von G
8ijs 8", glj ko-, kontra, und gemischtvariante Komponenten von g

G,g Metriktensor in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration



Notation

ko- und kontravariante Basisvektoren in der Referenzkonfiguration

ko- und kontravariante Basisvektoren in der Momentankonfiguration
Triagheitsmoment beim Balken

Jacobideterminante

Steifigkeitsmatrix

Kopplungsmatrix (EAS-Methode)

Matrix der Ansatzfunktionen der erweiterten Verzerrungen (EAS-Methode) N
Matrix der Formfunktionen N

statische Variable, energetisch konjugiert zu E l’;”
P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensor 1. Art

Ortsvektor eines Punktes der Strukturmittelfliche bzw.-linie in der Referenz-
bzw. Momentankonfiguration

P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensor 2. Art, energetisch konjugiert zu E
Abmessung in Dickenrichtung

Spannungsvektor

Vektor der von S abhingigen Spannungen

Vektor der von S* abhingigen Spannungen

Vektor der vorgegebenen Spannungen

Verschiebungsvektor eines Punktes

vorgegebenen Verschiebungen

Verschiebungsvektor der Mittelfliche bzw. Mittellinie von Strukturelementen
Differenzvektor

Ortsvektor eines Punktes in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration

Schalenshifter

Griechische Buchstaben:

Yo3

Ky B

Schubkorrekturfaktoren fiir den konstanten bzw. lineare Anteil der
Querschubverzerrungen

Kronecker-Delta

kinematische Variable, entspricht dem konstanten Anteil E g B

Vektor mit den Komponenten der Verzerrungen (Voigt-Notation)
kinematische Variable, entspricht dem konstanten Anteil 2 - E 23

Vektor der Querschub-Verzerrungen

kinematische Variable, entspricht dem linearen Anteil E (; B

Vektor der Kriimmungen

zweite Koordinatenrichtung im Elementkoordinatensystem (entspricht 62)
Rotationstensor

Lamé-Konstanten



Notation

91'
de’

Querdehnzahl

Rotation beim Balken

Rotation um Achse a (Platte)

Gebiet

potentielle Energie

duBere potentielle Energie

innere potentielle Energie

potentielle Energie beim Prinzip von HU-WASHIZU

dullere potentielle Energie beim Prinzip von HU-WASHIZU
innere potentielle Energie beim Prinzip von HU-WASHIZU
potentielle Energie beim Prinzip von HELLINGER-REISSNER
Dichte

Vektor mit den Komponenten der Spannungen (Voigt-Notation)
Stabilisierungsparameter

krummlinige, konvektive Koordinaten

inkrementelles krummliniges Linienelement

erste Koordinatenrichtung im Elementkoordinatensystem (entspricht 61)

dritte Koordinatenrichtung im Elementkoordinatensystem (entspricht 63)

Operatoren und sonstige Vereinbarungen

divA
grad A

J
9 = b

oa

Aa

AT

A—l
span{a,b}

Divergenz von A bzgl. der unverformten Konfiguration
Gradient von A bzgl. der unverformten Konfiguration
partielle Ableitung von a nach b

Variation von a

Inkrement beziiglich a

Transponierte von A

Inverse von A

von a und b aufgespannter Funktionenraum
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Stand der Technik

Die Methode der finiten Elemente ist heute aus dem Bereich der numerischen Simulation nicht mehr
wegzudenken. Infolge seiner uniibertroffenen Vielseitigkeit und Flexibilitdt nimmt dieses Konzept eine
herausragende Stellung zur numerischen Losung von Differentialgleichungen ein. Urspriinglich entwi-
ckelt fiir strukturmechanische Analysen, erstreckt sich der Anwendungsbereich der Methode der Finiten
Elemente inzwischen auf zahlreiche weitere Gebiete beispielsweise Wirmeleitung, Stromungsmechanik,
Elektrizitat, Magnetostatik, Biomechanik.

Entscheidenden Einfluss auf die Qualitit der Ergebnisse von FE-Berechnungen hat die verwendete Ele-
mentformulierung. Die wichtigsten Anforderungen an ein Element sind Zuverléssigkeit (Robustheit, Sta-
bilitdt), Effizienz (Genauigkeit, Rechenaufwand) und Flexibilitit.

Die ersten entwickelten und eingesetzten Elemente konnten allerdings kaum eine dieser Bedingungen
erfiillen. Grund hierfiir war vor allem der damals noch nicht erkannte Einfluss der Locking-Phédnomene.
Um das zu steife Verhalten der verschiebungsformulierten Elemente zu verbessern, wurde zunichst die
Ansatzordnung der Elemente erhoht (Irons [81]). Das Verstindnis fiir die genaueren Ursachen der Ver-
steifungseffekte und damit auch die ersten Losungsansétze fiir niedrig interpolierte Elemente (Doherty,
Wilson und Taylor [54]) entwickelte sich jedoch nur langsam, der Begriff ,,Locking selbst verbreitete
sich erst Mitte der 70er Jahre.

Auch wenn in der Elementtechnologie die Problematik und Behandlung der Lockingphdnomene zuneh-
mend an Bedeutung gewann, hatten die meisten kommerziellen FE-Programme Ende der 70er Jahre
dieser Entwicklung noch nicht Rechnung getragen.

Als Reaktion auf die in vielen dieser Programme enthaltenen Fehler, wurde 1983 in Grof3britannien
die NAFEMS (National Agency for Finite Element Methods and Standards) gegriindet. In diesem Kon-
text wurde ebenfalls die Veroffentlichung geeigneter Testbeispiele vorangetrieben, mit deren Hilfe die
Eignung finiter Elemente hinsichtlich der Locking-Probleme untersucht werden konnte (MacNeal und
Harder [100], Belytschko et al. [25]).

Dennoch konzentrierten sich die Anstrengungen der Elemententwickler eher auf Mdoglichkeiten, die
Locking-Phdnomene zu vermeiden, und nicht auf eine Untersuchung der mafigeblichen Ursachen der
Versteifungseffekte. Systematische Analysen iiber die verschiedenen Lockingeffekte und die Griinde fiir
ihr Auftreten — beispielhaft sei die Arbeit von Babuska und Suri [11] erwédhnt — wurden nur wenige durch-
gefiihrt, insbesondere im Vergleich zur immensen Anzahl an Vorschldgen fiir Elementformulierungen.
Dementsprechend existieren teilweise immer noch unterschiedliche Definitionen der Lockingeffekte und
Unklarheiten tiber deren Ursachen sowie die Eignung der verschiedenen Methoden zu ihrer Vermeidung.

Auch die Bedeutung einer Elementformulierung ohne Versteifungsdefekte wird teilweise immer noch
unterschitzt. So stellen partiell auch die Elementbibliotheken kommerzieller Programme Elemente zur
Verfiigung, die Lockingeffekte aufweisen.

Da der Ablauf einer FE-Berechnung durch versteifende Elemente gewohnlich nicht gestort wird, wird
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System und Deformierte Struktur
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Abbildung 1.1: Einfluss von Locking: Verzweigungslast

der Einfluss auf die Berechnungsergebnisse oft iibersehen. Allerdings sind gerade bei komplexen Frage-
stellungen, wie Optimierungsproblemen, gekoppelten Problemen oder auch ,,nur* bei geometrisch auf-
wendigen strukturmechanischen Problemen die Ergebnisse nur schwer abzuschétzen und somit eventuell
auftretende Lockingphidnomene kaum zu identifizieren. Fiir die Gewéhrleistung korrekter Ergebnisse ist
die Forderung nach Locking-freien Elementen somit unerlédsslich. Die Relevanz der Elementtechnologie
gerade bei der Komplexitit der heute untersuchten Fragestellungen soll an dieser Stelle anhand von zwei
Beispielen unterstrichen werden:

Zunichst wird das Verhalten einer schubbeanspruchten Membran untersucht, Abbildung (1.1, Dabei wird
die Belastung gesteigert, bis sich eine Faltenbildung ergibt. Die Diskretisierung der Struktur erfolgt mit
Schalenelementen, die Falte stellt sich nach Erreichen der kritischen Last einﬁ .

Aus den Last-Verschiebungsdiagrammen wird die extreme Abweichung bei der Berechnung der Ver-
zweigungslast infolge des Versteifungseffektes sichtbar, die kritische Last der Berechnung mit Locking-
behafteten Elementen ist um den Faktor 50 héher.

Auch wenn dieses Beispiel einen extremen Fall darstellt, so ist dennoch mit Abweichungen vom kriti-
schen Lastfaktor zu rechnen, falls die Elemente nicht Locking-frei sind.

Als weiteres Beispiel fiir den Einfluss von Versteifungseffekten bei Strukturelementen soll die Berech-
nung eines gekoppelten Problems angefiihrt werden. Abbildung zeigt die Analyse der Wechselwir-
kung zwischen Fluid und Struktur (FSI) am Beispiel einer laminaren Kanalstromung, die durch eine fle-
xibles Hindernis, diskretisiert mit Schalenelementen, gestort wird. Gemessen am numerischen Aufwand
fillt der Strukturanalyse in dieser gekoppelten Berechnung die geringere Bedeutung zu. Der Einfluss der
Formulierung der Strukturelemente auf die Ergebnisse ist jedoch drastisch: obwohl beide Losungen fiir
sich genommen plausibel erscheinen, bewirkt das Auftreten von Locking (Abb. [1.2a) neben der geringer
verformten Struktur ein vo6llig anderes Stromungsbild und Druckverteilungﬁ .

'Durch weitere Laststeigerung kann das Entstehen eines Faltenmusters beobachtet werden, auch hier wird der Einfluss von
Locking-Effekten durch Abweichungen in der Anzahl und Amplitude der Falten sichtbar

2Entsprechend konnen bei der realititsnahen Berechnung von Windlasten aus Abweichungen der Druckverteilung falsche
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a) Locking der Strukturelemente

Strukturdiskretisierung mit 3D-Schalenelementen

b) Verwendung Locking-freier Struktuelemente

Strukturdiskretisierung mit 3D-Schalenelementen

Abbildung 1.2: Einfluss von Versteifungseffekten auf gekoppelte Berechnungen: Fluid-Struktur-
Interaktion

Neben diesen beiden Darstellungen konnen zahllose weitere Beispiele angefiihrt werden, bei denen der
Einfluss von Locking zu deutlich schlechteren oder gar unbrauchbaren Ergebnissen fiihrt. Exemplarisch
seien noch Problemstellungen aus dem Bereich der Formoptimierung erwéhnt: hier hat neben der Ver-
meidung der Versteifungseffekte vor allem die Stabilitidt und der numerische Aufwand der eingesetzten
Elemente Einfluss auf die Berechnungsergebnisse, siche z.B. Camprubf et al. [47].

Zusammenfassend kann aus diesen Beispielen abgeleitet werden, dass mit der Komplexitit der zu un-
tersuchenden Aufgabenstellung auch die Bedeutung einer robusten und effizienten Elementformulierung
steigt.

Die Zahl der Publikationen, die die Formulierung geeigneter, d.h. Locking-freier Finiter Elemente be-
handelt, ist kaum iiberschaubar. Eine vollstindige Ubersicht iiber die wesentlichen Entwicklungen in
diesem Bereich anzugeben, erweist sich daher als unméglich. Dementsprechend werden in dieser Arbeit
auch nur Konzepte aufgegriffen, die sich als Grundlage zur Elementformulierung etabliert haben.

Dazu ist die Methode der Unterintegration (Abschnitt zu zidhlen, die als erste zur Vermeidung von
Locking-Phidnomenen eingesetzt wurde. Der Erfolg der reduzierten Integration liegt in der Ausblendung
der parasitiren Verzerrungen, der Ursache fiir die Versteifungsphianomene. Problematisch ist bei der
Anwendung der Unterintegration jedoch das Auftreten von unphysikalischen Nullenergie-Eigenformen
(Zero-Energy-Modes), die die Stabilitit des Elementes beeintrachtigen und einen Einsatz in dieser Form
unmoglich machen.

Abhilfe fiir diesen Defekt bietet die so genannte Hourglass-Stabilisierung. Dabei werden den Zero-
Energy-Modes des (unterintegrierten) Verschiebungselementes kiinstliche Steifigkeiten zugeordnet. Der
Vorteil der Hourglass-Stabilisierung liegt in der Effizienz der resultierenden Elementformulierung, wes-
halb diese Elemente oftmals bei der Losung transienter Probleme eingesetzt werden, nachteilig sind die
Schwierigkeiten bei der Wahl geeigneter Stabilisierungsparameter.

Mit der Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAS, Abschnitt wird ein hybrid-gemischter Ansatz
beschrieben, der sich vor allem fiir die Formulierung von zwei- und dreidimensionalen Kontinuums-

Lastannahmen resultieren
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elementen bew#hrt hat. Neben Schub-Locking und Volumetrischem Locking wird die EAS-Methode
ebenfalls zur Vermeidung von Membran-Locking eingesetzt. Da explizit Ansétze fiir ein unabhingiges
Verzerrungsfeld eingefiihrt werden, ergibt sich bei der Ermittlung der Elementsteifigkeiten ein erhohter
numerischer Aufwand durch die erforderliche Kondensation der zusitzlichen Freiheitsgrade. Dennoch
stellt sich die EAS-Methode als eine der am meisten verbreiteten Formulierungen fiir die o.g. Anwen-
dungen dar.

Eine sehr elegante Moglichkeit der Formulierung Locking-freier Elemente bieten die so genannten B-
Bar-Methoden. Im Mittelpunkt dieser Formulierungen steht die Entwicklung eines modifizierten Ver-
zerrungsfeldes, das die gewlinschten Eigenschaften aufweist und {iber den (modifizierten) Differential-
Operator B mit den Verschiebungsfreiheitsgraden verkniipft ist. Das Besondere an dieser Methode ist,
dass keine zusitzlichen (Verzerrungs-) Freiheitsgrade in die Formulierung eingebracht werden, der nu-
merische Aufwand gegeniiber einem Verschiebungselement also nicht anwéchst.

Zu einem bekannten Vertreter dieser Vorgehensweise zéhlt die Assumed-Natural-Strain-Methode (ANS,
Abschnitt|6.4), die sich insbesondere zur Vermeidung von Querschub-Locking etabliert hat.

Mit der Discrete-Strain-Gap-Methode, Abschnitt wird von Bletzinger et al. ein neues Konzept zur
Formulierung vorgestellt, das ebenfalls auf der Idee der B-bar-Methode fufit, aber allgemeiner formu-
liert ist als beispielsweise die ANS-Methode. Die Attraktivitit dieser Methode liegt neben ihrer Leis-
tungsfihigkeit in der einheitlichen Anwendung fiir beliebige Elementtypen und Polynomordnungen. Da
die urspriingliche Formulierung auf die Modifikation der Querschubverzerrungen beschrinkt ist, bietet
sich hier ein besonderer Anreiz zur Erweiterung dieser Methode.

1.2 Ziele dieser Arbeit

Die systematische Analyse der Locking-Effekte bei finiten Elementen stellt einen Hauptpunkt dieser Ar-
beit dar. Ziel dieser Untersuchungen ist eine eindeutige Definition und Klassifizierung der verschiedenen
Versteifungsphidnomene.

Dabei sollen neben den relativ bekannten Effekten des Schub- bzw. Querschub-Locking und des Volume-
trischen Locking insbesondere Versteifungsphianomene besprochen werden, die in der Literatur seltener
behandelt werden bzw. fiir die unterschiedliche oder nur unklare Definitionen existieren.

Einen weiteren Schwerpunkt bildet die Erweiterung der Discrete-Strain-Gap-Methode. Aufbauend auf
den Analysen zu den Versteifungsphdnomenen ist hierbei das Ziel, die DSG-Formulierung neben der
Eliminierung von Querschub-Locking zur Vermeidung aller geometrischen Lockingeffekte einzusetzen.
Ein besonderes Augenmerk liegt hierbei auf der Leistungsfiahigkeit der DSG-Modifikationen in Relation
zu den bekannten Methoden wie der EAS- oder ANS-Methode.

Neben der Beschreibung der numerischen Eigenschaften soll mit der Entwicklung einer variationellen
Basis ebenfalls eine mathematische Grundlage der DSG-Methode angegeben werden.

Die Gliederung der Arbeit stellt sich wie folgt dar:

In Kapitel 2 werden die wesentlichen Grundlagen der Kontinuumsmechanik angegeben, auf die im Rah-
men dieser Arbeit Bezug genommen wird.

Kapitel 3 beschiiftigt sich mit den mathematischen Grundlagen der Methode der Finiten Elemente und
gibt die Losbarkeits- und Stabilititsbedingungen von Ein- und Mehrfeldfunktionalen an. Des weiteren
wird die Bedeutung des Patchtests diskutiert.

Kapitel 4] gibt die Grundgleichungen der verschiedenen Struktur- und Kontinuumselemente an. Der
Schwerpunkt liegt hier auf der Entwicklung von Schalenelementen sowie der Beschreibung der zugrunde
liegenden Schalenmodelle und deren Herleitung aus der dreidimensionalen Kontinuumstheorie.
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Mit dem 7-Parameter-Modell als niedrigstem asymptotisch korrekten Schalenmodell, das zur Verwen-
dung dreidimensionaler Stoffgesetze geeignet ist, und dem 5-Parameter-Modell als ,klassische schub-
weiche Schale werden zwei der gebrduchlichsten Schalenmodelle vorgestellt. Dem Vergleich zum De-
generationskonzept folgen die Diskretisierung der im Schalenmodell auftretenden Felder sowie die Dis-
kussion der Probleme bzw. Besonderheiten infolge der Wahl des Schalendirektors.

Die anschlieBende Herleitung von Balken- und Plattenelementen aus den Schalengleichungen verfolgt
vor allem das Ziel, eine anschaulichere Darstellung der Probleme bei der Elementformulierung und Stra-
tegien zu deren Losung zu ermoglichen.

Die Versteifungs-Phinomene finiter Elemente werden in Kapitel |5 diskutiert. Der Definition des Be-
griffs Locking folgt die Beschreibung der unterschiedlichen Locking-Phédnomene und ihre mechanische,
numerische und mathematische Interpretation. Die Einteilung in geometrische und materielle Locking-
effekte sowie die Analyse der zu den Versteifungseffekten fiihrenden Ursachen bildet die Grundlage der
Beurteilung der Eignung von Elemententwicklungen.

In Kapitel |6 werden geeignete Methoden zur Formulierung effizienter finiter Elemente vorgestellt. Aus-
gehend vom Prinzip von Hu-Washizu werden zunichst die unterschiedlichen Annahmen und Vorausset-
zungen fiir eine variationelle Konsistenz der betrachteten Methoden erortert. Die Eignung verschiedener
bekannter Konzepte wie der Unterintegration, der Methode der angenommenen Verzerrungen oder der
Methode der erweiterten Verzerrungen wird anhand der Locking-Phidnomene diskutiert. Besonderes Au-
genmerk liegt auf der Discrete-Strain-Gap-Methode, die mit den vorgeschlagenen Erweiterungen ein
universelles Konzept zur Vermeidung geometrischer Locking-Phdnomene darstellt.

Die numerischen Beispiele in Kapitel |7/ stiitzen und erginzen die Analysen des vorangegangenen Kapi-
tels und dokumentieren die Leistungsfiahigkeit der vorgeschlagenen Formulierungen der Discrete-Strain-
Gap-Methode.
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Kapitel 1

Einleitung




Kapitel 2

Kontinuumsmechanische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen kurz die Begriffe und Beziehungen der Kontinuumsmechanik erldutert werden,
auf die in den folgenden Kapiteln Bezug genommen wird. Auf eine ausfiihrliche Darstellung soll dabei
verzichtet werden, fiir eine tiefer gehende Beschreibung der aufgefiihrten Grundlagen wird auf entspre-
chende Literatur verwiesen, exemplarisch seien Truesdell und Noll [151], Malvern [105]], Marsden und
Hughes [107], Mang und Hofstetter [106] sowie Parisch [114] angefiihrt.

2.1 Differentialgeometrie

Die Bewegung und Deformation eines Korpers im dreidimensionalen Euklidischen Raum wird in der
materiellen (LAGRANGEschen) Betrachtungsweise durch die Anderung der Ortsvektoren seiner materi-
ellen Punkte beschrieben.

Hierfiir werden folgende Koordinatensysteme definiert: neben dem ortsfesten, kartesischen Koordina-
tensystem x’, das von den Basisvektoren E; = E/ aufgespannt wird, wird ein krummliniges, konvektives
Koordinatensystem 6’ mit den Basisvektoren G; fiir die Referenzkonfiguration und g; fiir die Momen-
tankonfiguration festgelegt.

Der Korper wird in der Ausgangs- oder Referenzkonfiguration durch das Feld von Ortsvektoren
X(6',602,6%), die Momentanlage des Korpers durch x(6',62,63) beschrieben und folgt damit der ver-
breiteten Notation, die Referenzkonfiguration durch Grof3buchstaben und die Momentankonfiguration
durch Kleinbuchstaben zu kennzeichnen.

Die ko- und kontravarianten Basisvektoren lassen sich damit nach Gleichung (2.1) fiir die Referenzkon-
figuration

Abbildung 2.1: Referenz- und Momentankonfiguration, Koordinatensysteme
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X . 006
G =— G =— 2.1
l a el 9 aX ( )
und nach Gleichung (2.2) fiir die Momentankonfiguration definieren.
ox ;06
il = 2.2
gl 891 I g ax ( )

Die Berechnung der ko- bzw. kontravarianten Metrikkoeffizienten erfolgt iiber das Skalarprodukt der
entsprechenden Basisvektoren

=88, gl=g g (2.3)
und konnen herangezogen werden, um die ko- und kontravarianten Basisvektoren ineinander iiber-
zufiihren:

g =gg;, g = gijg - (2.4
Durch die Ortsvektoren und die Metrik sind die Geometrie und Bewegung des Korpers eindeutig definiert
und alle anderen GrofBen, wie Verzerrungsmalle, etc., daraus ableitbar.

2.2 Kinematik

Die kinematischen Gleichungen stellen die Beziehung zwischen den Verschiebungen und den Verzer-
rungen eines Korpers her. Die Bewegung des Korpers ist durch die Anderung der Ortsvektoren, d.h. die
Differenz zwischen den Ortsvektoren der Referenz- und Momentankonfiguration definiert.

u=x—X (2.5)
Mit der Definition des Deformationsgradienten F
F=g®G', FI =G'og; (2.6)
F'l=G®g, FT=¢goG, 2.7)
kann die unverformte Basis G; in die verformte Basis g; und umgekehrt iiberfiihrt werden:
g =FG;, G =FTg. (2.8)

Die Determinante des Deformationsgradienten J setzt die deformierten und undeformierten differentiel-
len Volumenelemente dV und dV; in Relation

dv
J=det(F)=— 29
er(F) = 7 29)
und ist fiir zuldssige Deformationen immer gréBer Null, womit Selbstdurchdringungen und negative
Volumina ausgeschlossen sind. Des weiteren gilt fiir die Transformation eines differentiellen Fldchen-

elementes zwischen der verformten und unverformten Konfiguration
ndA=det(F)NF ', (2.10)

mit dem differentiellen Flichenelement dA und der Einheitsflichennormalen n in der Momentan- bzw.
dAop und N in der Referenzkonfiguration. Als objektives Verzerrungsmal fiir groe Deformationen wird
in diesem Kontext gewohnlich der GREEN-LAGRANGEsche Verzerrungstensor verwendet.

E=E;G oG/ (2.11)
1
=—(F'F-G 2.12
2( ) @.12)
Seine Komponenten konnen nach Gleichung (2.13) bestimmt werden.
Eij=3(g-8—Gi-Gj))=3(Gi-u;+Gj-u;+u;-u;) (2.13)

Die Gleichungen (2.11) stellen die kinematischen Feldgleichungen dar. Auf dem Rand I';, sind zusétzlich
die Verschiebungsrandbedingungen ii zu erfiillen.

u=1ia (2.14)
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2.3 Spannungen und Gleichgewicht

In jedem Punkt des verformten Korpers kann der wahre oder CAUCHY-Spannungsvektor t definiert wer-

den als

A
t— im 2P (P

= 2.1

mit p als Kraft auf dem infinitesimalen verformten Flidchenstiick AA, das durch den Einheitsnormalenvek-
tor n gekennzeichnet ist. Nach dem CAUCHY-Theorem ldsst sich der Spannungsvektor als verjiingendes
Produkt des CAUCHY-Spannungstensors ¢ mit der Flichennormalen n darstellen:

t=on (2.16)

Damit ist der symmetrische CAUCHY-Spannungstensor in der kovarianten Basis der aktuellen Konfigu-
ration definiert.

6 =0 =ocUg®g; (2.17)

Unter Vernachldssigung der Beschleunigungsterme konnen aus dem Impulserhaltungssatz die statische
Feldgleichung und die statischen Randbedingungen, d.h. die Gleichgewichtsbedingungen abgeleitet wer-
den.

div(e)+pb=0 (2.18)
on=1 (2.19)

Dabei reprisentieren b Volumenlasten und £ vorgeschriebene Randlasten.
Aufgrund der Unabhingigkeit des Kraftvektors dp von der jeweiligen Bezugskonfiguration kann der

CAuUcCHY-Spannungsvektor auch auf das differentielle Flichenelement dAg bzw. die Normale N des
Referenzzustandes bezogen werden, mit ty als so genanntem Pseudo-Spannungsvektor.

dp=tdA=tydAy,=PN dAg (2.20)

ty=PN 2.21)

Der damit definierte PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor 1. Art P (PK1) oder auch Tensor der no-
minalen Spannungen kann unter Verwendung der Transformationsbeziehungen (2.20) direkt aus dem
CAUCHY-Spannungstensor hergeleitet werden:

P =det(F)oF (2.22)

Der PK1-Spannungstensor kann mit Hilfe des inversen Deformationsgradienten in den symmetrischen
P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensor 2. Art (PK2) S transformiert werden:

S=F 'P =det(F)F 'oF 7 =57G;®G;j (2.23)

Der PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor 2. Art ist energetisch konjugiert zum GREEN-
LAGRANGEschen Verzerrungstensor (2.11) und stellt somit ein geeignetes Spannungsmal fiir die
Formulierung der zu behandelnden Strukturen in Lagrangescher Betrachtungsweise dar, jedoch erlaubt
seine Definition keine sinnvolle/anschauliche physikalische Interpretation seiner Komponenten.

Die statische Feldgleichung (2.18) kann also wie folgt formuliert werden:

div(F S) +pb=0 (2.24)
FSN=1 (2.25)
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2.4 Stoffgesetze

Die Gleichungen, die die statischen mit den kinematischen GréBen verkniipfen, also Spannungen mit
den Verzerrungen, werden als konstitutive Gleichungen, Stoff- oder Materialgesetze bezeichnet. Ihre
Entwicklung, numerische Umsetzung und die erforderliche experimentelle Verifikation stellen ein kom-
plexes Forschungsgebiet dar. Fiir einen Uberblick und eine weitergehende Beschiftigung mit dieser The-
matik siehe beispielsweise Mang und Hofstetter [106], Malvern [105], Stein und Barthold [141].

Fiir die in dieser Arbeit behandelten Fragestellungen haben die unterschiedlichen Stoffgesetze jedoch
keinen Einfluss, so dass hier nur die grundlegenden Beziehungen linear elastischen Materialverhaltens
dargestellt werden sollen.

Der in Lagrange’scher Betrachtungsweise verwendete GREEN-LAGRANGEsche Verzerrungstensor und
der dazu energetisch konjugierte PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor 2. Art sind fiir linear-elastisches
Materialverhalten iiber den Materialtensor C nach Gleichung (2.26) eindeutig miteinander verkniipft.

S=C:E (2.26)

C=C"G; ®G;® G ® Gy (2.27)

Unter der Annahme kleiner Verzerrungen, wovon im folgenden ausgegangen werden soll, ist die kon-
stitutive Feldgleichung durch das so genannte ST. VENANT-KIRCHHOFF-Materialgesetz charakterisiert.
Ist das Material auBerdem noch isotrop, sind zwei Parameter zu seiner Beschreibung ausreichend. Hier-
zu werden die Lamé-Konstanten A und p herangezogen, die sich mit dem Elastizititsmodul E und der
Querdehnzahl v in Beziehung setzen lassen.

Ev E
A= R —— 2.28
arvy(a—2v)’ *720+v) (2:28)
Fiir diesen Sonderfall ergeben sich die Komponenten des Materialtensors nach Gleichung (2.29).
CiiM — 2, GG + (Giijl +Gilej> (2.29)

2.5 Energieprinzipien und Variationsmethoden

Die starke Form der Bestimmungsgleichungen des statischen Randwertproblems kdnnen zusammenfas-
send wie folgt angegeben werden:

Gleichgewicht div(FS)+pb=0 in Q (2.24)
kinematische Randbedingungen u=1u auf I, (2.14)
statische Randbedingungen FSN=t auf Iy (2.25)
Stoffgesetz S=C:E in Q (2.26)
Kinematik E=J(F'F-I) in Q (@213

Das angeschriebene System von Differentialgleichungen ist jedoch nur in Sonderfillen analytisch
16sbar, als Basis fiir Ndherungsverfahren dienen héufig Integralformulierungen.

Finite Elemente werden meist auf der Grundlage von Funktionalen formuliert. Dabei stellt das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen das einfachste und am weitesten verbreitete Funktional dar, das zu den
Verschiebungselementen fiihrt. Weitere Moglichkeiten stellen das Prinzip von HU-WASHIZU und das
Prinzip von HELLINGER-REISSNER dar, die neben Verschiebungs- auch Spannungs- und Verzerrungs-
freiheitsgrade aufweisen konnen.
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2.5.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen erlaubt durch seine Beschreibung des Gleichgewichts als eine
Bilanz virtueller Arbeiten eine sehr anschauliche physikalische Interpretation. Es besagt, dass in einem
mechanischen System, das sich im Gleichgewicht befindet, durch eine geometrisch vertrigliche, aber
sonst beliebige, infinitesimale, virtuelle Verschiebung du keine Arbeit in diesem System verrichtet wird,
d.h. die virtuelle Arbeit der inneren Kréfte gleich derjenigen der dulleren ist.

STI(u) = STT™ (u) — STI (u) — /s . SE dQ — / pbSudQ— / toudly = 0 (230)
Q Q Iy

Diese Prinzip kann ebenfalls mit dem Verfahren der gewichteten Residuen aus den Gleichgewichtsbe-

dingungen (2.24) oder Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie (Gleichung (2.31)) hergeleitet

werden (mit der Forminderungsenergiedichte BW(;':E(E) =9S).

(u) = /W"”(E”)dQ —/p budQ —/ tudly = min. (2.31)
Q Q Iy
Dabei soll der Kopfzeiger u auf die explizite Abhingigkeit der Verzerrungen von den Verschiebungen
hinweisen, d.h. E* = 1 (FTF —1I).
Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen bildet die Grundlage fiir die Entwicklung verschiebungsfor-
mulierter finiter Elemente. Die Verschiebungen als einzige zu diskretisierenden Groflen unterliegen dabei
bestimmten Kontinuititsanforderungen, um die Stabilitdt und Konvergenz zu gewéhrleisten (siehe Kapi-

tel[3).

2.5.2 Prinzip von Hu-WASHIzu

Das Prinzip von HU-WASHIZU stellt die allgemeinste Form der Mehrfeldfunktionale dar. Bei diesem
Funktional werden drei unabhingige Felder eingesetzt, namentlich die Verschiebungen, die Verzerrungen
und die Spannungen.

HHW(u,E,S):/[%E:SE+S:(E”—E)—bu]d!)—/fudFS—/tS(ﬁ—u)dFu —  stat.
I

Q I3
(2.32)

mit S = C : E sowie dem von S abhiingigen Vektor t5.
Durch Variation erhilt man folgendes Funktional, das unter anderem den variationellen Ausgangspunkt
fiir die in Kapitel (6| beschriebenen Elementmethoden bildet.

STy = /[SE {(SE —S)+ S (E"—E)+ SE" : S| dQ—
Q0

/iudrs—/p b 5ud9—/(f—FSN) 5udrs—/5t5(t(ﬁ—u)) ah, =0 (2.33)
I Q I I,
Das Fundamentallemma der Variationsrechnung liefert die Eulergleichungen des Prinzips von HU-

WASHIZU:

div(FS)+pb=0 in (Gleichgewicht) (2.34)
t—t=0 auf I (2.35)
S=S(w,E) in Q (Stoffgesetz) (2.36)
E= % (F'’F-G) inQ (Kinematik) (2.37)

i—u=0 auf I, (2.38)
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2.5.3 Prinzip von HELLINGER-REISSNER

Als Grundlage fiir die Herleitung des Prinzips von HELLINGER-REISSNER wird gewohnlich das Prinzip
vom Minimum der Komplementirenergie herangezogen. Durch Einsetzen der konstitutiven Gleichung in
(2.32) kann es ebenfalls aus dem Prinzip von HU-WASHIZU abgeleitet werden, so dass als unabhiingige
Variablen die Verschiebungen u und die Spannungen S verbleiben. N

Das entsprechende Funktional und seine Variation lauten (mit der Komplementéirenergiedichte % =
E):

Mg (u,S) = {Z {—W"’”(s) +S: % (F'F — G)] dQ

—/pbud.Q—/fudFS—/tS (t(h—u))dl;, — stat. (2.39)
Q I I

i7int
6HHR(U,S):/|:83VS :SS+6S:%(FTF—G)—Su-div(FS)] dQ
Q

- / pbSudQ — / Su (f— tS> AT — / StS(G—u)dl, = 0 (2.40)
Q0

I L



Kapitel 3

Grundlagen der Methode der Finiten
Elemente

Die das Elastizititsproblem beschreibenden Funktionale, die bereits in Abschnitt [2.5 bereitgestellt wur-
den, bilden die mathematische Grundlage zur Herleitung finiter Elemente. Die Voraussetzungen zur
Losbarkeit und Stabilitdt dieser Funktionale sollen im folgenden kurz angegeben werden. Eine ausfiihr-
liche Darstellung findet man beispielsweise bei Strang und Fix [144], Reddy [125], Braess [39], Hack-
busch [65] oder Brezzi und Fortin [42]].

3.1 Losbarkeit und Stabilitat von Funktionalen

Bereits hier sei angemerkt, dass sich die aus der Funktionalanalysis ergebenden mathematischen Anfor-
derungen an die Elemente (insbesondere fiir Elemente auf der Basis gemischter bzw. hybrid gemischter
Formulierungen) nur in wenigen Fillen allgemeingiiltig nachweisen lassen.

Ebenso beruht die Entwicklung vieler leistungsfihiger Elemente auf anschaulichen, mechanisch moti-
vierten Modifikationen (s.a. Kapitel [6), entsprechende mathematische Nachweise finden teilweise erst
spéter oder auch gar nicht statt.

3.1.1 Einfeldfunktionale

Das durch die Variationsaufgabe beschriebene Problem der linearen Elastizititstheorie mit nur einer un-
abhéngigen Variablen u (entsprechend 2.5.1) kann mit Hilfe der Bilinearform a(.,.) bzw. der Linearform
(.,.) wie folgt beschrieben werden:

Fiir gegebenes f, finde u € %, so dass

3.1)
a(u,v) — (fv)=0 Vve?

Dabei sind die Raume der zuldssigen Funktionen %/ und ¥ zunéchst als Hilbert-Raume gewéhlt und
definiert als

%:{u|u€H1(.Q); up, =4} (3.2)
7/:{V|V€H1(_Q); vr, =0} . (3.3)

Nach dem Satz von LAX-MILGRAM hat das Problem (3.1) eine eindeutige Losung, wenn die Bilinear-
form a(u,v) beschrinkt und koerziv (V-elliptisch) ist.

Ein bilineares Funktional ist beschrinkt und stetig, wenn die Kontinuitdtsbedingung

la(u,v)| < aljul|||v|| mit o >0 (3.4)
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erfiillt ist, die Anwendung des Funktionals auf u und v also keine Werte liefert, die im Vergleich zu
deren Normen iiber alle Grenzen ansteigen. Fiir die Anwendung finiter Elemente bedeutet dies, dass die
Verzerrungsenergie fiir endliche Verzerrungen beschrinkt bleibt.

Die Koerzivitit des Funktionals ist durch Einhalten der Elliptizitdtsbedingung (3.5) gegeberﬁ

|a(u,u)l
[[u]

a(uu)| > Bu® = > Bl mitp>0, (3.5)
und entspricht einer Abschitzung des Funktionals nach unten. Fiir unendlich grofie u muss somit auch
a(u,u) unendlich gro werden. Bei der Diskretisierung mit finiten Elementen ist diese Bedingung zum
Beispiel beim Auftreten innerer Kinematiken (sog. Zero-Energy-Modes, siehe Abschnitt [3.2.1, Folge-
erscheinung z.B. der Unterintegration, s.[6.3) verletzt, dort stellen sich bei endlichen Lasten unendlich
grofle Verschiebungen ein.

Die Stabilitit der Losung ergibt sich aus der Elliptizitéit von a(u,u) sowie der Beschriinktheit der Line-
arform (f,v):
2
B llullz < auu)=({fu) <[]z [ul (3.6)

Gleichung (3.6)) sagt aus, dass die Norm der Variablen u im gleichen MaBle beschrénkt bleibt wie die
Norm der gegebenen GroBe f, iibertragen auf strukturmechanische Probleme also die Norm der Ver-
schiebungen wie die Norm der Belastung beschriinkt bleibt.

Diskretisierung Eine Naherungslosung des Problems (3.1) auf Basis der GALERKIN-Methode be-
schrinkt die Funktionenriume % und 7 auf endlich-dimensionale Unterriume %" und 7", so dass
die Losung u” € %" des Problems

a(u" v") — (£,v") =0 vvieyh (3.7)

gesucht wird. Die oben beschriebenen Voraussetzungen beziiglich der Losbarkeit und Stabilitét sind fiir
das Problem (3.7) ebenso bindend.

Die Methode der Finiten Elemente stellt eine allgemeine Technik zum Aufstellen endlich-dimensionaler
Unterrdume von %/ bzw. ¥ dar, deren grundlegendes Merkmal die Zerlegung des betrachteten Gebie-
tes £ in Untergebiete ©2¢, d.h. in Elemente ist. Im Gegensatz zum klassischen RI1TZ’schen Verfahren,
dessen Ansatzfunktionen sich iiber das gesamte Gebiet erstrecken, wird der Funktionenraum also durch
,einfache’* Funktionen, die in den Elementen definiert sind und entsprechenden Ubergangsbedingungen
an den Elementgrenzen gentigen, approximiert.

Die Eigenschaften dieser Funktionen werden demzufolge von den Anforderungen beziiglich Kontinuitit
und Elliptizitit (Gleichungen und (3.5)) des Funktionals (3.7) bestimmt.

Sowohl fiir die R1TZ-Ansétze als auch fiir die Ansatzfunktionen der FE-Approximation ergeben sich dar-
aus bestimmte allgemeine Bedingungen: lineare Unabhingigkeit, Vollstindigkeit, Differenzierbarkeit,
Integrierbarkeit sowie die Erfiillung der geometrischen Feld- und Randbedingungen.

Konvergenz der FE-L6sung Aus der Forderung nach monotoner Konvergenz bei Anwendung der
Methode der finiten Elemente ergeben sich fiir die Element-Ansétze weitere Bedingungen.

Die FE-Losung u” soll sich der exakten Losung u annihern, wenn die ElementgroBe 4 gegen Null geht.
Dabei wird prinzipiell von einer gleichmiBigen Verfeinerung des Netzes ausgegangen, die Struktur des
Netzes bzw. die Verfeinerungsstrategie kann allerdings die Konvergenz auch beeinflussen, siehe auch
Kapitel 6/

1Zum Nachweis der Elliptizitit der linearen Elastizititstheorie wird oftmals die KORNsche Ungleichung herangezogen.



3.1 Losbarkeit und Stabilitat von Funktionalen 19

Mit Hilfe des Lemmas von CEA (3.8) lésst sich der Fehler der Verschiebungsformulierungen nach oben
abschitzen, mit der Konstante C, die unabhéngig von 4, jedoch nicht von Materialparametern ist.

lu—uy|| < C inf |ju—wy| (3.8)
€

h

Die obere Schranke des Fehlers kann somit von Kenngréfien abhdngen, die sehr grof3 werden, d.h. der
Fehler selbst kann sehr grofl werden. Dies lédsst sich zum Beispiel bei der Berechnung von inkompressi-
blen Material beobachten: Die Konstante C ergibt sich hierbei aus dem Verhiltnis der Lamé-Konstanten
und strebt entsprechend dem Kompressionsmodul fiir v — 0.5 gegen unendlich. Der Fehler kann
demzufolge nicht nach oben begrenzt und ebenfalls unendlich grol werden, was genau im Fall von
Volumetrischem Locking (Abschnitt|5.5) eintritt.

Fiir die Konvergenzrate der Finite-Element-Losung — unter der Voraussetzung einer glatten Losung u
und einer Approximation mit Polynomen der Ordnung k — 146t sich die folgende Fehlerabschidtzung
heranziehen:

lu—us; < CH [l y (3.9

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist somit von der Ordnung O(h*). Entsprechend der Definition der Norm
II.||; stellt (3.9) hauptsdchlich eine Abschitzung der Gradienten der Verschiebungen, d.h. der Verzerrun-
gen bzw. Spannungen dar. Betrachtet man den Fehler in den Verschiebungen,

Ju—wlly < CH Jull (3.10)

zeigt sich hier eine im Vergleich zu den Verzerrungen um eine Ordnung héhere Konvergenzrate.

3.1.2 Mehrfeldfunktionale

Bei der Fehlerabschitzung fiir Einfeldfunktionale (CEA-Lemma, (3.8)) wurden die Grenzen eines Varia-
tionsproblems mit einer Variablen deutlich, da hier alle Neben-bzw. Zwangsbedingungen streng erfiillt
werden miissen.

Die in Abschnitt[2.5 beschriebenen Mehrfeld-Funktionale (Prinzip von HELLINGER-REISSNER, Prin-
zip von HU-WASHIZU) kénnen durch das Einbringen der Nebenbedingungen mittels LAGRANGE’scher
Multiplikatoren in das entsprechende Einfeldfunktional (Prinzip vom Minimum der potentiellen bzw.
Komplementérenergie) abgeleitet werden.

Hierdurch werden neue, zusitzliche Variablen eingefiihrt und die urspriinglich einzige Variable u wird
von der Anforderung nach der strengen Erfiillung der Nebenbedingungen befreit und kann entsprechend
aus einem groferen Raum gewihlt werden.

Im Gegensatz zur Einfeldformulierung sind gemischte Formulierungen durch die hthere Anzahl an Un-
bekannten numerisch aufwendiger. Die Zahl der globalen Freiwerte kann zwar durch eine Eliminierung
der zusitzlichen Freiheitsgrade auf Elementebene durch statische Kondensation auf die des Einfeldpro-
blems verringert werden. Der Aufwand beim Aufstellen der Elementmatrizen bleibt jedoch durch die
erforderlichen Rechenoperationen — auch bei diesen sog. hybrid-gemischten Elementen — relativ hoch.
Wesentlicher Punkt bei der Entwicklung von Elementen auf Basis von Mehrfeldfunktionalen ist vor al-
lem die Wahl der Ansatzraume fiir die verschiedenen Felder. Wie gezeigt wird, ist dies bereits fiir ein
Zweifeldfunktional schwierig, entsprechend wird beispielsweise auch das urspriinglich drei Felder bein-
haltende Funktional von HU-WASHIZU modifiziert (s.a. Kapitel 6.2), um effiziente Elemente zu erhalten.

Die Bedingung zur Losung des Mehrfeldfunktionals ist jetzt nicht mehr die Forderung nach dem Mi-
nimalwert, sondern dem stationdren Wert des Funktionals, d.h. es ist nun ein Sattelpunktproblem zu
berechnen. Entsprechende Variation dieses Funktionals nach allen Variablen liefert die Gleichungen zur
Losung der unbekannten Felder.
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Fiir ein Zweifeldfunktional — beispielhaft sei das Prinzip von HELLINGER-REISSNER herangezogen —
kann das entsprechende Variationsproblem mit Hilfe der Bilinearformen wie folgt ausgedriickt werden:

Fiir gegebene f und g, finde {o,u} € # x ¥, so dass
a(o,7)+b(t,u)=(f,7) Vtew (3.11)
b(z,v) =(g,v) VveV
Der Nachweis der Existenz von Losungen fiir Mehrfeldfunktionale und deren Stabilitédt gestaltet sich
schwierig, grundlegende Arbeiten zu dieser Thematik wurden von Babuska und Azis [9] und Brezzi [41]
geleistet.

Die Voraussetzungen fiir die Losbarkeit von (3.11) sind die Stetigkeit der Bilinearformen a(.,.) und b(.,.)

la(o,T)| < ai| oy ltl, mit o >0 (3.12)
b(z,v)| < Tl ||V, mitop >0 (3.13)
sowie die Einhaltung der BABUSKA-BREZZI-Bedingung (auch LADYSHENSKAYA-BABUSKA-BREZZI-
oder LBB-Bedingung), die nach Braess [39] durch die Erfiillung der zwei folgenden Forderungen

gewihrleistet ist:

la(t,7)| >y |7]3,  mita; >0 (3.14)

inf sup 7‘]7(7"’)‘

> o = const. >0 (3.15)
<t vey [IVlly (1%l

Fiir den Sonderfall V-elliptischer, quadratischer Bilinearformen a(.,.) erhdlt man aus der inf-sup-

Bedingung (3.15) den Satz von LAX-MILGRAM, siehe auch Abschnitt3.1.1.

Diskretisierung Mit einer Diskretisierung der Verschiebungsfelder uy, € %, C % und Spannungsfelder
o, € #, C W der Form

u,=N-d bzw. Vu,=B-d 3.16)
o,=P-B (3.17)

kann das diskretisierte Problem (3.11) in Matrizenschreibweise formuliert werden:

H-B + G-d=(f1) (3.18)
G"-B = (g,v) (3.19)

wobei aus den entsprechenden Definitionen der Bilinearformen
a(G,T):/QTTC’lo a0 :ﬁT/QPTC*IP e (3.20)
lo(r,u):/Q t'VudQ = ﬁT/QPTB dQ (3.21)
die Matrizen H und G folgen:
H= /QPTC*IP dQ (3.22)

G= / P'B dQ (3.23)
(9
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Auch fiir den Nachweis der Losbarkeit des diskreten Problems sind die Bedingungen (3.12) bis (3.15)
einzuhalten. Die Einhaltung der Kontinuitdtsbedingungen bereitet in der Regel keine Schwierigkeiten.
Die Stabilititsbedingungen ((3.18), (3.19)) lauten also:

Elliptizitit: a(th, )| > arllTily, VTe (3.24)
BTHB > ai||B| mit 0y > 0 (3.25)
b(t
inf-sup-Bedingung: inf  sup M > >0 (3.26)
o yvie, [Vally [1Tally

inf ‘dTGﬁ|> >0 (3.27)

inf sup ———>— > 0 .

d g [ldl 1Bl

Die Koerzivititsbedingung 3.24) muss nur in dem Unterraum W, =

{Th:Th €W | b(Th,up) =0 Yuy, €%}, der diejenigen Spannungen enthilt, die orthogonal zu
u sind, erfiillt werden, was fiir die meisten Problemstellungen zutrifft. Eine Ausnahme (s.a. vorherge-
henden Abschnitt) bildet zum Beispiel das inkompressible Elastizitdtsproblem (bei einer Berechnung
auf Basis des HR-Prinzips), da ein hydrostatischer Spannungszustand in diesem Fall zu keinerlei
Verzerrungen und entsprechend verschwindender Energie fiihrt. Abhilfe fiir diesen expliziten Fall bietet
hier nur eine alternative Formulierung.

Entscheidender Punkt bei der Konstruktion ,.guter” Elemente ist offensichtlich die Diskretisierung der
auftretenden Felder, d.h. die Wahl geeigneter Funktionenrdume %/, und %#,. Insbesondere verdeutlicht
die Bedingung (3.27), dass die Ansétze der verschiedenen Felder, hier N bzw. P, aufeinander abgestimmt
sein miissen.

Von Versteifungseffekten betroffene Elemente weisen beispielsweise einen inf-sup-Wert auf, der nicht
unabhingig von der Diskretisierung ist und mit zunehmender Netzverfeinerung immer kleiner wird. An-
schaulich lésst sich das so interpretieren, dass die von T, und v, verrichtete Arbeit b(T;,u;,) im Vergleich
zu ihren Normen ||T,|| und ||v;|| zu klein ist. Mechanisch kann dies so gedeutet werden, dass durch eine
unausgeglichene Wahl der Ansatzriume beispielsweise #, so ,,gro ist, dass fiir bestimmte T, € %,
keine passenden Arbeitspartner v, € %, gefunden werden konnen, also bestimmte T, parasitir, d.h.
tiberfliissig sind (siehe auch Abschnitt|5.2.3).

Eine zu ,kleine” Wahl von %, ist allerdings auch problematisch. In diesem Fall kann ein u;, € %, exis-
tieren, das zu allen T, € #}, orthogonal ist und somit innere Kinematiken auftreten.

Entscheidend fiir stabile und konvergente Elemente, die auf Basis einer gemischten Formulierung entwi-
ckelt werden, ist demzufolge meistens die inf-sup-Bedingung.

Der mathematische Nachweis der inf-sup-Bedingung ist allerdings schwierig und nur in Ausnahmefllen
moglich, da die Untersuchung am Gesamtsystem erfolgen muss und nicht nur an einzelnen Elementen.

Chapelle und Bathe ([48]) schlagen deshalb einen numerischen inf-sup-Test vor, der die Erfiillung der
Bedingung (3.27) fiir bestimmte Netzkonfigurationen iiberpriift.
Er beruht auf einer der inf-sup-Bedingung (3.27) dquivalenten Eigenwertanalyse:

Go=ASo (3.28)

mit ||v,||* = d”Sd und G wie oben. Die Wurzel aus dem kleinsten (nicht verschwindenden) Eigenwert
dieses Problems, v/A, entspricht dann dem inf-sup-Wert.

In der Natur dieses Tests liegt, dass nur wenige ausgewihlte Netzdiskretisierungen untersucht werden
konnen, eine Aussage hinsichtlich der Erfiillung der LBB-Bedingung also nur dann verallgemeinert wer-
den kann, wenn der numerische Test negativ ausfillt.

Wird in den getesteten Fillen die inf-sup-Bedingung eingehalten, so kann lediglich vermutet werden,
dass der Nachweis der Stabilitéit durch die LBB-Bedingung fiir alle Fille erbracht werden kann.
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Konvergenz Werden die oben angefiihrten Bedingungen zur Losbarkeit und Stabilitét erfiillt, konnen
also Werte o und o, fiir (alle) Diskretisierungen angegeben werden, kann eine optimale Fehlerschranke
angegeben werden (Brezzi und Fortin [42]:

c—0O +la—wyll, <C< inf |6 —14|ly + Inf |[u—v 3.29
o=l + =il <C{ inf o=zl -+ i u-vwil, (3.29)
Dabei beinhaltet der Nenner der positiven Konstanten C die Parameter ¢; und o, wobei nochmals
deutlich wird, dass beispielsweise ein bei Netzverfeinerung kleiner werdendes o, die Konvergenzrate
zerstort, der typische Effekt beim Auftreten von Locking.

3.2 Nachweis der Konvergenz

Aufbauend auf den Grundlagen des Abschnittes 3.1.1]ist die Konvergenz von Verschiebungselementen
gewihrleistet, wenn sie die im folgenden beschriebenen Eigenschaften aufweisen.

Vollstindigkeit. Element muss alle Polynome bis zu einem ausreichend hohen Grad (abh. vom Varia-
tionsindex des zugrunde liegenden Funktionals) exakt abbilden konnen. Die Elemente
miissen bei unendlicher Netzverfeinerung die analytische Losung abbilden kdnnen.

Stabilitit. Die Losung muss stabil gegeniiber Verdnderungen der dufleren Belastung sein, d.h.
kleine Verinderungen in der Belastung diirfen nur zu endlichen Anderungen der
Losung fiihren. Dazu sind insbesondere unphysikalische Null-Energie-Eigenformen
(Zero-Energy-Modes, siehe 3.2.1) zu vermeiden.

Nach dem LAX-WENDROFF-Theorem — urspriinglich fiir das Verfahren der Finiten Differenzen formu-
liert — schlieBen Vollstdndigkeit und Stabilitdt die Konvergenz ein. Die Kompatibilitét, d.h. die Gewéhr-
leistung der Kontinuitét der Verschiebungen, deren Fehlen von Strang [144] noch als ,,Variational Crime*
eingestuft wurde, ist dagegen fiir die Konvergenz nicht unbedingt erforderlich (siehe Abschnitt 6.6.2).

3.2.1 Rang der Steifigkeitsmatrix, Rangabfall

Fiir die Stabilitét eines Elementes ist ein korrekter Rang der Steifigkeitsmatrix erforderlich. Ein zu nied-
riger Rang fiihrt in dynamischen Berechnungen zu unerwiinschten Oszillierungen der Losung, bei stati-
schen Problemen zu einem singuliren oder beinahe singuldren Gleichungssystem.
Wird der korrekte Rang tiberschritten, treten auch im Fall von Starrkorperbewegungen Verzerrungen auf,
die die Konvergenz der Berechnung verhindern oder zumindest erheblich verlangsamen.
Der korrekte Rang Rang; der Elementsteifigkeitsmatrix ergibt sich aus der Differenz der Ordnung der
Matrix, also der Anzahl der Elementfreiheitsgrade npor, und der Anzahl der Starrkdrperverschiebungen
nRB.

Rangk(Ke) = Npor — NRB (330)

Der Rangabfall Rang,, , kann aus dem Vergleich des korrekten Ranges der Steifigkeitsmatrix mit dem
tatsdchlichen ermittelt werden:

Rang,, /(K.) = Rang, (K.) — Rang(K,) (3.31)

Die Elementsteifigkeitsmatrix wird gewohnlich numerisch integriert, wobei im Folgenden davon ausge-
gangen werden soll, dass sowohl die Jacobi-Determinante J in allen Gauss-Punkten Q positiv, d.h. die
Elementverzerrung begrenzt ist, als auch die Materialmatrix C positiv definit ist. Letztere Bedingung
entspricht z.B. linear elastischem Materialverhalten, da allgemein bei der Verwendung von nichtlinearen
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a) Non-communicable ZEM b) Communicable ZEM ¢) Hourglassing
Abbildung 3.1: Zero-Energy-Modes

Stoffgesetzen auch bei einer korrekten Elementformulierung ein Rangabfall der Elementsteifigkeitsma-
trix auftreten kann. Ebenso bleibt der mogliche Rangabfall infolge einer geometrischen Instabilitét un-
beriicksichtigt.

Besitzt ein Element eine Steifigkeitsmatrix mit korrektem Rang, so sind alle auftretenden Nullenergie-
Moden (Zero-Energy-Modes, ZEM) Starrkérpermoden, d.h. jede Bewegung auler den Starrkorperver-
schiebungen ruft eine Verzerrungsenergie hervor. Die Stabilitit eines Elementverbundes ist gesichert,
wenn jedes Element in diesem Netz den korrekten Rang besitzt. Umgekehrt kann vom korrekten Rang
der Systemsteifigkeit allerdings nicht darauf geschlossen werden, dass dies auch fiir die einzelnen Ele-
mente zutrifft. Die Ursache hierfiir liegt in so genannten non-communicable Zero-Energy-Modes, also
Deformationszustinden, die am einzelnen Element keine Verzerrungsenergie hervorrufen, jedoch nicht
zu den Starrkérpermoden zihlen (siehe Abbildung [3.1a). Diese Moden konnen sich nicht im Element-
verband einstellen, da die hierzu erforderlichen Deformationen in den Nachbarelementen Verzerrungen
und entsprechende Energiebeitrige hervorrufen.

Gewohnlich sind deshalb die non-communicable Zero-Energy-Modes fiir Berechnungen nicht so kri-
tisch, konnen fiir besondere Konfigurationen (z.B. Diskretisierung von benachbarten Medien mit sehr
unterschiedlichen Materialwerten) dennoch auftreten.

Konnen jedoch die Zero-Energy-Modes der einzelnen Elemente auch im Elementverbund auftreten
(communicable ZEM, siche Abbildung 3.1¢), kann dies eine singulire oder beinahe singulire Systemstei-
figkeitsmatrix zur Folge haben. Die sanduhrformige Gestalt dieser Modes ist in Abbildung [3.1b gezeigt
und fiihrte zur Bezeichnung als hourglass modes (auch Keystoning, kinematic modes, Netzinstabilitdt). In
diesem Fall ist entweder keine Lésung méglich bzw. ist die Losung durch die , Instabilitdt“ unbrauchbar
verfalscht.

Der Rang numerisch integrierter Elemente kann nach oben begrenzt werden
Rang(B”T C B) < Min (Rang(B),Rang(C)) , (3.32)

wobei wiederum der Rang der Differentialoperatormatrix B durch die Anzahl der linear unabhéngigen
Funktionen, die die Verzerrungen diskretisieren, limitiert ist. Diese Funktionen reprisentieren genau die
Verzerrungszustinde, die das Element fiir die gewihlte Diskretisierung darzustellen vermag. Offensicht-
lich lassen sich durch die Wahl der Integrationspunkte diese Funktionen und damit auch der Rang der
Steifigkeitsmatrix beeinflussen, siehe auch Abschnitt6.3/zum Einfluss der Unterintegration.

3.2.2 Der Patchtest

Der urspriinglich 1965 von Irons [82] eingefiihrte Patchtest dient im wesentlichen der einfachen Kontrol-
le der Vollstiandigkeit des Verschiebungsfeldes, d.h. ob ein Element in der Lage ist, ein Feld bestimmter
Polynomordnung korrekt abzubilden.

Standard-Patchtest Der Standard-Patchtest iiberpriift die Fihigkeit des Elementes, eine konstante Ver-
teilung der ZustandsgréBen korrekt abzubilden. Diese Forderung griindet sich darauf, dass jeder beliebige
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a) Patchtest fiir b) Netzverfeinerung ¢) Weak Patchtest
2D-Elemente (Bsp.) durch Wiederholung

Abbildung 3.2: Patchtest

Zustand mit konstanten Funktionen approximiert werden kann, wenn das Netz fein genug ist.

Dabei wird ein Patch von Elementen, die eine beliebig verzerrte Geometrie aufweisen (Abbildung [3.2a),
einem konstanten Verzerrungszustand bzw. dem entsprechenden Verschiebungsfeld unterworfen und
iiberpriift, ob die Elemente die korrekte Losung wiedergeben konnen.

Individual Element Test (IET) Der Individual Element Test besitzt eine einfache, physikalisch moti-
vierte Grundlage: die Randkrifte benachbarter Elemente miissen sich in einem einheitlichen Spannungs-
zustand paarweise aufheben. Der IET stellt eine starke Form des iiblichen Patchtests in dem Sinne dar,
dass Elemente, die den IET bestehen, auch den Multi-Element-Patchtest bestehen, aber nicht notwendi-
gerweise umgekehrt.

Insbesondere liefert der IET Regeln zur Formulierung finiter Elemente, um bestimmte Eigenschaften wie
das Bestehen des Patchtest a priori zu gewihrleisten. So fult die so genannte Free Formulation, entwi-
ckelt von Bergan und Nygérd [26], auf dem Individual Element Test. Ebenso bildet er die Grundlage der
,high-performance-Elemente von Felippa et al. [59].

Der Grundgedanke des IET ist die Aufteilung der Steifigkeitsmatrix bzw. des B-Operators in einen kon-
stanten und hoheren Anteil. Der konstante Anteil, die sog. Basissteifigkeit erfiillt die Forderungen nach
der Abbildung der Starrkorperverschiebungen und -rotationen sowie nach der Darstellbarkeit konstanter
Verzerrungs- und Spannungszustinde. Damit ist a priori die Erfiillung des Patchtests gesichert.

Auch die von Andelfinger [4] vorgeschlagene ANS-Formulierung des Membrananteils (sieche Abschnitt
beschrinkt sich auf die Modifikation der hoheren Anteile der Steifigkeitsmatrix. Um die konstan-
ten, den Patchtest garantierenden Anteile nicht zu beeinflussen, wird eine modale Formulierung gewihlt,
die eine entkoppelte Betrachtung erméoglicht, siehe Kapitel (6.4.2.

Weak Patchtest Der ,,schwache™ Patchtest iiberpriift, ob das untersuchte Element zumindest fiir 2 — 0,
also bei zunehmender Netzverfeinerung konstante Verzerrungs- und Spannungszustinde des Standard-
Patchtests abbilden kann. Dabei wird das Netz, mit dem der Standard-Patchtest durchgefiihrt wurde,
durch progressives Halbieren verfeinert, so dass sich im Grenziibergang der Patch aus parallelogrammar-
tigen Elementen zusammensetzt, siche Abbildung [3.2/¢). Dieser Test wird beispielsweise auch von den
nicht-konformen Element von Wilson [157] bestanden, obwohl dieses Element den Standard-Patchtest
nicht erfiillt, siehe auch Shi [131]. Erfolgt die Netzverfeinerung dagegen entsprechend Abbildung (3.2
b), also durch Wiederholung des urspriinglichen Netzes, wird von Elementen, die nicht den Standardtest
a)) bestehen, auch fiir zunehmende Verfeinerung der konstante Zustand nicht korrekt abgebildet.
Ein Vergleich der Diskretisierungen 3.2 b) und[3.2 ¢) zeigt allerdings die groBere praktische Relevanz des
Netzes ¢), so dass fiir Elemente, die den Weak Patchtest bestehen, im allgemeinen ein konvergentes
Verhalten angenommen werden kann.
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Bemerkungen zum Patchtest Zur Sicherung der Konvergenz eines Finiten Elementes ist das Bestehen
des Patchtests weder hinreichend noch erforderlich. Elemente, die den Patchtest nicht bestehen, aber
dennoch gegen die richtige Losung konvergieren sollen, miissen dann allerdings eine Steifigkeitsmatrix
besitzen, die von der Schlankheit des Elementes abhéngt. Diese Eigenschaft kann gegebenenfalls durch
die Anwendung von Stabilisierungsverfahren erreicht werden, siche Abschnitt 6.5.4.

3.3 Grenzen der Perfektionierbarkeit

Die Entwicklung von Elementen nach der Verschiebungsmethode fiihrt — wie insbesondere im folgenden
Kapitel gezeigt wird — zu einer Reihe unerwiinschter Nebeneffekte, die die Konvergenz des Elementes
erheblich beeintrichtigen oder gar zu einer Konvergenz gegen eine falsche Losung fiihren.

Die verschiedenen Methoden, die deshalb als Alternative zur Verschiebungsmethode fiir die Element-
formulierung entwickelt wurden, bezwecken dementsprechend eine Vermeidung dieser Effekte und ver-
suchen dabei ebenfalls die Konvergenzrate zu erhéhen und den numerischen Aufwand zu verringern.
Ziel ist also, die bei der Elementformulierung zur Verfiigung stehenden bzw. verbleibenden Freiheiten
so auszunutzen, dass die Anforderungen an das Element bestmdoglich erfiillt werden.

Die Wertigkeit der einzelnen Anforderungen wird dabei zum Teil unterschiedlich eingeordnet. Neben
den unbedingten Eigenschaften wie der Darstellbarkeit von Starrkdrperbewegungen und konstanten Ver-
zerrungszustinden fiir unverzerrte Elementgeometrien wird vor allem die Prioritdt des Bestehens des
Patchtests (Abschnitt [3.2.2) fiir beliebige Elementgeometrien oder der Netzverzerrungsunempfindlich-
keit diskutiert.

Eine gleichzeitige Erfiillung der beiden letztgenannten Forderungen war Motivation zahlreicher Versu-
che, ein solches Element zu formulieren. Dass jedoch die Entwicklung eines in dieser Hinsicht opti-
malen Elementes nicht moglich ist bzw. gewissen Einschriankungen unterliegt, wird von MacNeal 1987
fiir vierknotige Elemente gezeigt [101] und spéter verallgemeinert [102]. Danach stellen die Erfiillung
des Patchtests und die Unempfindlichkeit gegeniiber Netzverzerrungen konkurrierende Forderungen dar,
so dass Elemente, die den Patchtest bestehen, kein optimales Verhalten bei verzerrten Netzen aufwei-
sen und umgekehrt verzerrungsunempfindliche Elemente den Patchtest nicht erfiillen. Diese Eigenschaft
wird ebenfalls von den in dieser Arbeit vorgestellten DSG-Modifikationen der Membrananteile geteilt:
zwar bestehen sie nicht den Patchtest, weisen aber fiir komplexe Strukturen mit verzerrten Elementen ein
entsprechend gutes Verhalten auf.

Fiir den Elemententwickler stellt sich hier die Frage, welche dieser Forderungen — Patchtest oder Verzer-
rungsunempfindlichkeit — primér zu behandeln ist. Dabei haben sich Elemente, die den Patchtest nicht
bestehen, in kommerziellen FE-Programmen bisher nicht etablieren kénnen.

Dass die dabei untersuchten Geometrien fiir die meisten praktischen Berechnungen nicht relevant sind
und die Performance dieser (den Patchtest bestehenden) Elemente fiir beliebig verzerrte Netze abfallen
kann, scheint die Akzeptanz fiir Elemente, die den Patchtest nicht bestehen, nicht zu erhéhen.

Entsprechend findet sich die Forderung nach dem Bestehen des Patchtests in vielen Elementformulierun-
gen wieder. So wurde z.B. das Element von Wilson [157] von Taylor et al. [ 148] dahingehend modifiziert
(siehe auch Abschnitt6.6); die y-Elemente von Belytschko et al. [24] basieren ebenso wie die von Andel-
finger [4] vorgeschlagenen ANS-Elemente auf der Forderung nach dem Bestehen des Patchtests. Auch
die so genannte Basissteifigkeit, die Bestandteil aller Elemente der Free Formulation und ihren Weiter-
entwicklungen ist, beruht auf dieser Anforderung.

Zweifelsohne ist das Bestehen des Patchtests fiir beliebige Geometrien wiinschenswert. Dennoch stellt
sich die Frage, ob die Erfiillung dieser Forderung der nach einer besseren Leistungsfahigkeit fiir beliebi-
ge Netzgeometrien vorzuziehen ist.

AbschlieBend soll nochmals betont werden, dass zwar durch den Patchtest auch die Konvergenz nachge-
wiesen werden kann, dies jedoch umgekehrt nicht bedeutet, dass ein Element, das den Test nicht besteht,
nicht konvergiert. Desweiteren kann die Konvergenz von Elementen, die nicht den Patch Test bestehen,
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durch weitere Mallnahmen, wie beispielsweise Stabilisierungsverfahren, gesichert werden, s.a. Abschnitt
6.5.4



Kapitel 4

Struktur- und Kontinuumselemente

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel sollen die verschiedenen, bei der Berechnung strukturmechanischer Probleme auftre-
tenden Elementtypen beschrieben und die in den folgenden Kapiteln bendtigten Gleichungen und die
entsprechende Notation bereitgestellt werden. Die sich infolge der Diskretisierung einstellenden Pro-
bleme durch das Auftreten von Lockingeffekten und entsprechende Losungsvorschlige werden in den
anschlieenden Kapiteln ausfiihrlich diskutiert.

Die Berechnung beliebiger Strukturen wirft die Frage nach dem Einsatz geeigneter finiter Elemente auf.
Der Universalitidt von Kontinuumselementen stehen hierbei die Vorteile von Strukturelementen hinsicht-
lich Berechnungs- und Interpretationsaufwand gegeniiber.

Gemeinsam ist jedoch beiden Elementtypen das Auftreten unerwiinschter Effekte, falls die Entwick-
lung auf einer Standard-Galerkin-Formulierung (Verschiebungselemente) basiert. Die Identifikation und
Behandlung dieser Probleme bildet einen der Kernpunkte dieser Arbeit.

Kontinuumselemente Den breitesten Einsatzbereich besitzen zweifellos Kontinuumselemente. Sie
werden einerseits eingesetzt, um Gebiete zu untersuchen, die keine ausgeprigte geometrische Struktur
aufweisen, d.h. ,,echte” Kontinua, wie z.B. Boden, massige Bauteile wie Fundamente oder Knotenpunkte
von Strukturen, also Gebiete, bei denen alle drei (bzw. zwei) Dimensionen dhnliche Abmessungen besit-
zen.

Parallel zur steigenden Rechnerleistung werden sie allerdings auch zunehmend zur Berechnung von
strukturspezifischen Gebieten herangezogen, deren Abmessung sich in einer (Platten, Schalen) oder
zwei Richtungen (Balken) deutlich von der anderen unterscheidet. Die Problematik bei dieser Vorge-
hensweise ist einerseits die erforderliche feine Diskretisierung mit dementsprechend erhohter Anzahl an
Unbekannten, andererseits die schwierige Ergebnisbeurteilung einer solchen Berechnung. Vorteile der
Kontinuumselemente sind die nahezu unbegrenzte Einsatzbreite und eine relativ simple Elementformu-
lierung.

Strukturelemente Grundsitzliches Unterscheidungsmerkmal zwischen den Kontinuums- und Struktu-
relementen sind die Annahmen, die beziiglich Bewegungs- und Spannungszustinden getroffen werden,
d.h. Strukturelemente (Balken, Platten, Schalen) sind durch die Einfiihrung von kinematischen und ki-
netischen Restriktionen, die z.B. bei Versuchen festgestellt wurden, aus dem Kontinuum ableitbar.

Neben der Reduktion der Anzahl der Unbekannten und damit des Rechenaufwands im Vergleich zu ei-
ner Berechnung mit Kontinuumselementen ist die Interpretationsfiahigkeit der Berechnungsergebnisse
ein wesentlicher Aspekt fiir den bevorzugten Einsatz von Strukturelementen. Bei einer Berechnung mit
Kontinuumselementen ist die Aussagefihigkeit der Ergebnisse zundchst gering bzw. ihre Beurteilung
und Weiterverwendung im Sinne der zugehorigen Konstruktionsaufgabe schwierig. Die mechanische
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Einsicht und ebenfalls die Berticksichtigung der Randbedingungen wird von vornherein durch die Re-
sultierendenbildung bei der Verwendung von Strukturelementen vereinfacht.

Besonderes Augenmerk wird im Rahmen dieser Arbeit auf die Entwicklung von Schalenelementen ge-
legt. Die Beschreibung von Balken- und Plattenelementen (Abs. [4.3) rechtfertigt sich allerdings mit
der anschaulicheren Darstellung der Probleme bei der Elementformulierung und Strategien zu deren
Losung. So kann zum Beispiel die grundlegende Problematik des Querschub-Locking schon am zwei-
knotigen Balkenelement aufgezeigt und die hier gewonnenen Erkenntnisse auf Platten- und Schalenele-
mente {ibertragen werden.

Der Einsatzbereich von Schalenelementen ist nicht nur auf den Bereich diinner Strukturen begrenzt.
Durch eine entsprechende Formulierung der Schalenelemente (vgl. Abschnitt 4.2.4) konnen auch zusétz-
liche Effekte in Dickenrichtung beriicksichtigt werden sowie eine direkte Anwendung dreidimensionaler
Stoffgesetze erreicht werden.

Ein weiterer Vorteil ist die vergleichsweise gute Konditionierung des Gleichungssystems bei der Be-
rechnung schlanker Strukturen mit Schalenelementen. Werden hierfiir Kontinuumselemente eingesetzt,
konnen grofle Unterschiede der Seitenverhéltnisse der einzelnen Elemente (aspect ratio) und demzufol-
ge eine Beeintrichtigung der Genauigkeit und der Konditionszahl auftreten. Grund hierfiir ist, dass die
Moden, die mit den Verzerrungen in Dickenrichtung verkniipft sind, im Vergleich zu den anderen Moden
sehr hohe Eigenwerte aufweisen und sich dies entsprechend nachteilig auf die Konditionierung auswirkt.
Eine Verbesserung der 3D-Schalenelemente in dieser Hinsicht bietet die von Wall et al. [ 155] und Gee et
al. [62] vorgeschlagene Methode der skalierten Direktoren (SDC - Scaled Director Conditioning).

Nicht zuletzt kann bei der Berechnung dynamischer Probleme durch den Einsatz von Schalenelementen
die kritische Zeitschrittlinge gegeniiber einer Modellierung mit Kontinuumselementen deutlich erhdht
werden. Zusammen mit der kleineren Anzahl an Unbekannten kann die Zahl der erforderlichen Rechen-
operationen deutlich verringert und der Aufwand transienter Analysen auf ein applikables Maf reduziert
werden.

4.2 Schalenelemente

Die Entwicklung von Schalenelementen (generell von Strukturelementen) erfolgt ausgehend vom me-
chanischen Modell iiber das mathematische zum numerischen Modell. Dabei sind sowohl verschiede-
ne Ausgangsmodelle als auch unterschiedliche Annahmen in den Schritten zwischen den Modellstufen
moglich, die das resultierende numerische Modell, d.h. das Schalenelement, wesentlich beeinflussen.
Zu unterscheiden ist hierbei prinzipiell zwischen den Annahmen, die das Schalenmodell betreffen und
der Diskretisierung, d.h. der Formulierung des finiten Schalenelementes. Das Schalenmodell ist geprégt
durch die Annahmen und Niherungen bei der Herleitung der kontinuierlichen Schalentheorie. Mit der
Elementformulierung kommen durch die Diskretisierung des gewihlten Modells zusitzliche Fehler hin-
zu. Wihrend jedoch die Diskretisierungsfehler bei Netzverfeinerung verschwinden konnen, bleiben die
Niherungen des Schalenmodells bestehen.

Im Folgenden sollen lediglich die prinzipiellen Unterschiede kurz angerissen werden, genauere Beschrei-
bungen beschrinken sich auf die Annahmen der hier vorgestellten Schalenelemente. Eine detaillierte
Darstellung tiber den Einfluss der verschiedenen Modellannahmen findet sich beispielsweise bei Bischoff
et al. [36].

4.2.1 Schalenmodelle

Aus historischer Sicht sind Schalenmodelle — wie die meisten Strukturmodelle — zunéchst auf Basis
heuristischer Annahmen (wie das Ebenbleiben der Querschnitte) entwickelt worden. Eine mathematische
Grundlage dieser Modelle wurde erst mit dem Vergleich mit den exakten dreidimensionalen Gleichungen
mittels der so genannten asymptotischen Analyse gegeben (Morgenstern [108], Arnold und Falk [7],
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Paumier und Raoult [117]). Danach ist ein Schalenmodell asymptotisch korrekt, wenn fiir den Grenzfall
verschwindender Dicke die Losung des Modells gegen die Kontinuumsldsung konvergiert.

Die Entwicklung von Schalenmodellen beruht im wesentlichen auf der Dimensionsreduktion des 3D-
Kontinuums, d.h. der Semidiskretisierung des Kontinuums in Dickenrichtung, die v6llig unabhingig von
der Diskretisierung in der Schalenmittelfliche (Abschnitt [4.2.5) ist. Dabei werden verschiedene Annah-
men beziiglich des Verschiebungsfeldes, der Kinematik, der Spannungen sowie des Stoffgesetzes getrof-
fen. Entsprechend den vielfdltigen Kombinationsméglichkeiten bei der Wahl dieser Annahmen kdnnen
zahlreiche verschiedene Modelle entworfen werden.

Fiir das mechanische Modell kénnen prinzipiell zwei verschiedene Ausgangspunkte gewéhlt werden:

e Entwicklung aus dem dreidimensionalen Kontinuum mit entsprechender Beriicksichtigung der
spezifischen Annahmen der Struktur einer Schale (Kontinuumsbasiertes Schalenmodell).

e Entwicklung des Modells auf Basis einer schwachen Form der klassischen Schalendifferentialglei-
chungen der Cosserat-Flache, die aus dem Gleichgewicht abgeleitet werden (Direkte Methode).

Bei der Herleitung des Schalenmodells aus der dreidimensionalen Kontinuumstheorie[ werden aus den
Verzerrungen und Spannungen des dreidimensionalen Kontinuums durch entsprechende Annahmen ki-
nematische und statische Resultierende (SchnittgroBen) gebildet und so die Reduktion auf das 2D-Modell
der Schale durchgefiihrt.

Die Dimensionsreduktion zur 2D-Fliche durch Ableitung aus den Kontinuumsgleichungen mittels ge-
eigneter Annahmen ist bereits in der Schalentheorie von Love [95] enthalten und wurde ebenfalls von
Kirchhoff bei der Entwicklung der Plattentheorie angewandt. Koiter [88] gibt auf dieser Basis eine kon-
sistente Herleitung fiir diinne Schalen an, wéhrend mit der von Naghdi [109] vorgeschlagenen poly-
nomialen Entwicklung der Verschiebungen in Dickenrichtung Modelle gewonnen werden konnen, die
beliebig genau der dreidimensionalen Theorie entsprechen. Durch das gezielte Weglassen bestimmter
Terme kann ein Modell gewiinschter Genauigkeit erhalten werden. Da die zugrunde liegende Kinematik
Querschubverzerrungen beriicksichtigt, werden Reissner-Mindlin-Modelle oftmals mit Naghdi in Ver-
bindung gebracht, die Kirchhoff-Love- oder auch Koiter’schen Modelle bezeichnen hingegen schubstar-
re Schalentheorien, deren Giiltigkeit sich auf diinne Schalen beschrénkt.

Die in dieser Arbeit betrachteten Schalenelemente basieren auf dem aus dem Kontinuum hergeleiteten
Modell, dessen Modellannahmen in Abschnitt|4.2.2|niher beschrieben werden.

Die zweite Moglichkeit beruht auf dem von Cosserat [49] postulierten 2D-Schalenmodell, an dem die
Gleichgewichtsbedingungen direkt iiber Schnittgréfen formuliert werden, unabhéngig von den Span-
nungen des dreidimensionalen Modells. Diese, als direkte Methode bezeichnete Vorgehensweise stellt
zunichst keine Verbindung zum dreidimensionalen Korper her, sondern beruht auf der Darstellung der
Schale als so genanntes gerichtetes Kontinuum, d.h. jeder einzelne Punkt der Schale ist nicht nur durch
seinen Ortsvektor gekennzeichnet, sondern besitzt zusitzlich noch ein davon unabhingiges Vektorfeld,
den Direktor.

Simo und Fox [133] bezeichnen Schalenmodelle dieser Art als ,,geometrisch exakt*, auch wenn dies
im Vergleich zu den kontinuumsbasierten Modellen noch keine genauere Approximation der Schalen-
deformation impliziert. Diese Bezeichnung driickt lediglich aus, dass dieses Konzept auf der exakten
Beschreibung der zweidimensionalen Cosserat-Fldche aufbaut.

Hauptproblem der direkten Methode ist die Ubertragung der im Kontinuum giiltigen Beziehungen, ins-
besondere der Stoffgesetze. Weitere Schwierigkeiten bei dieser Methode sind die generelle Berticksichti-
gung von Dickenédnderungen, der Einbau von Steifen sowie die Modellierung von Anschluss- und Kreu-
zungspunkten.

IDie Bezeichnung continuum based shell model ist im englischen Sprachgebrauch meist mit dem Degenerationskonzept
verbunden
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Auf der direkten Methode basierende Elemente wurden u.a. von Simo und Fox et al. ([133], [134], [135],
[138], [137]) vorgestellt.

Die Entwicklung finiter Schalenelemente kann — neben der Diskretisierung einer der beiden beschriebe-
nen Modelle — noch mittels einer weiteren Methode, dem sogenannten Degenerationskonzept (Ahmad et
al. [2]) erfolgen (s.a. Abschnitt|4.2.5).

Dabei geht der Dimensionsreduktion, d.h. der Identifikation des Kontinuums als Schale, die Diskreti-
sierung des Kontinuums voraus. Das Kontinuumselement wird dann anschlieBend durch entsprechen-
de Annahmen zum Schalenelement ,,degeneriert. Hierbei sind allerdings starke Parallelen zu kontinu-
umsbasierten Schalenelementen gegeben. Werden fiir beide Vorgehensweisen dieselben mechanischen
Annahmen getroffen, sind die entsprechenden Elementformulierungen sogar dquivalent (Biichter [45]).
Unterschiedlich sind somit nur der ,,Zeitpunkt* der Diskretisierung sowie die Parametrisierung der Ro-
tationen, sofern eine Formulierung mit Verdrehungsfreiheitsgraden gewihlt wird.

Schalenmodelle héherer Ordnung, Semidiskretisierung in Dickenrichtung

Die Diskretisierung in Dickenrichtung stellt den zentralen Punkt bei der Entwicklung der Schalenmodelle
und damit auch der Schalenelemente dar. Durch die verschiedenen Modellannahmen wird die Anzahl der
Freiheitsgrade des Modells n,,,4.; beeinflusst, das entsprechend als 7,,,,.;-Parameter-Modell bezeichnet
werden kann.

So kann die klassische schubstarre KIRCHHOFF-LOVE/KOITER-Theorie als 3-Parameter-Modell ange-
sehen werden, da lediglich drei Verschiebungsfreiheitsgrade auftreten. Werden zusitzlich die Querschub-
verzerrungen beriicksichtigt, erhédlt man das 5-Parameter-Modell der Theorien mit REISSNER-MINDLIN-
Kinematik, da aus dem Wegfall der Normalenhypothese die Unabhingigkeit der Rotationen von der
transversalen Verschiebung und somit zwei zusétzliche Freiheitsgrade folgen. Diese Modelle beinhalten
die Inextensibilitiit des Direktors, d.h. einen konstanten Ansatz fiir die Verschiebungen in Dickenrichtung
(vgl.4.2.3).

Allerdings erfordern diese Modelle eine Modifikation der allgemeinen, dreidimensionalen konstitutiven
Gleichungen, die damit verbundenen Schwierigkeiten motivieren die Entwicklung von Schalenmodellen
hoherer Ordnung.

Das 6-Parameter-Modell als nahe liegende Erweiterung des 5-Parameter-Modells mit einem linearen
Verschiebungsansatz in Dickenrichtung ermoglicht zwar den Einsatz von 3D-Stoffgesetzen ohne Mo-
difikationen, stellt allerdings (fiir Biegezustdnde) kein asymptotisch korrektes Modell dar. Der Grund
hierfiir ist das Auftreten eines Versteifungseffektes, des Volumetrischen oder POISSON-Locking, auf den
in Abschnitt5.5/niher eingegangen wird.

Das ,,niedrigste™ asymptotisch korrekte Schalenmodell (fiir Biegung), fiir das unveridnderte dreidimen-
sionale Stoffgesetze verwendet werden konnen, ist das 7-Parameter-Modell, das in dieser Hinsicht eine
optimale Wahl darstellt.

Der siebte Parameter kann hierfiir als zusétzliche Verschiebungskomponente in Dickenrichtung angesetzt
werden, was einem quadratischen Verlauf der transversalen Verschiebungen entspricht (s. u.a. Kiihhorn
und Schoop [94], Sansour [128], Basar und Ding [12], Parisch [113]). Alternativ zu diesem verschie-
bungsbasierten 7-Parameter-Modell kann der siebte Parameter als zusitzlicher Verzerrungsfreiheitsgrad
eingebracht werden (Biichter et al. [45], [46], Betsch et al. [27], Eberlein und Wriggers [57], Bischoff
und Ramm [33], Bischoff [29]).

Beide Modelle vermeiden den erwidhnten PO1SSON-Lockingeffekt des 6-Parameter-Modells, im Rahmen
dieser Arbeit wird jedoch nur die Erweiterung mit dem zusitzlichen Verzerrungsfreiheitsgrad entspre-
chend der EAS-Methode (vgl.[6.6) genauer beschrieben (Abschnitt [4.2.4).

Uber das 7-Parameter-Modell hinaus konnen weitere Schalenmodelle hoherer Ordnung entwickelt wer-
den, deren Approximation iiber die Schalendicke noch genauere Analysen der dort auftretenden Effekte
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ermoglicht. Generell kénnen diese Modelle hoherer Ordnung in hierarchische und Mehrschicht-Modelle
unterschieden werden.

Hierarchische Modelle Bei hierarchischen Modellen (Naghdi [109]) wird der Verlauf der Verschie-
bungen in Dickenrichtung durch eine beliebige Anzahl von Polynomen hoherer Ordnung beschrieben
(sieche Abbildung [4.1). Da eine Verfeinerung der Ansitze durch die Erhohung des Polynomgrades der
Verschiebung in Dickenrichtung erfolgt, kann dieses Vorgehen auch als p-Methode bezeichnet werden.

u(0',6%,0%) =v(6',0%)+ Y Pn(67)wn(6',6%) (4.1)
N=1

Mit der Verschiebung der Schalenmittelflziche v(8', 82) sowie den auf dieser definierten Differenzvekto-
ren wy(0',62) lisst sich das dreidimensionale Verschiebungsfeld u(@',62,83) beschreiben. Lagrange-
Polynome weisen weder die fiir die Ansatzfunktionen in Dickenrichtung notwendigen hierarchischen
noch orthogonalen Eigenschaften auf. Werden Legrendre-Polynome Py(63) als Basis (vgl. Abbildung

4.1) verwendet, kann eine Entkopplung der unterschiedlichen Approximationsstufen erreicht werden.
Generell wird fiir hierarchische Modelle gefordert, dass sowohl von jedem einzelnen Glied der Hierar-
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Abbildung 4.1: Verschiebungsansitze in Dickenrichtung bei hierarchischen Modellen

chie fiir verschwindende Dicke die 3D-Losung erreicht wird (asymptotische Korrektheit), als auch fiir
jede beliebige Dicke fiir N — oo die Konvergenz gegen die dreidimensionale Losung sichergestellt ist.
Genauere Untersuchungen zu hierarchischen Modellen wurden u.a. von Babuska und Li [10], Schwab
[129], Diister und Rank [55] angestellt.

Mehrschichtmodelle Mehrschichtmodelle zeichnen sich durch eine schichtweise Approximation des
Verschiebungsfeldes iiber die Dicke der Schale aus (h-Methode). Die gewiinschte Approximationsgiite
wird durch die Anzahl N der Schichten Lg sowie den Polynomgrad der Ansatzfunktionen Mg in den
Schichten bestimmt.

Die Mehrschichtmodelle konnen als ,,Stapelung™ von Einschichtschalen gesehen werden, entsprechend
sind fiir die einzelnen Schichten auch die verschiedenen Schalenmodelle, wie beispielsweise Kirchhoff-
Love- oder Reissner-Mindlin-Modelle, einsetzbar.

Abbildung zeigt ein Mehrschichtmodell, dessen einzelne Layer jeweils einem 7-Parameter-Modell
entsprechen, das also sowohl Querschubverzerrungen (Reissner-Mindlin-Kinematik) als auch Normal-
verzerrungen in Dickenrichtung (extensible Direktoren) beriicksichtigt.

Beschreibungen von Mehrschichtmodellen mit extensibler Reissner-Mindlin-Kinematik sind z.B. bei
Braun [40] und Hérmann [69] zu finden. Dabei ist in jeder Schicht der betreffende Direktor der ver-
formten Konfiguration a3, = A3, + wg bzw. der Differenzvektor wg zu bestimmen, so dass sich die Zahl
der auftretenden Freiheitsgrade pro Knoten mit jeder zusétzlichen Schicht um drei erhéht (Abbildung
4.2). Wird vorausgesetzt, dass die einzelnen Direktoren jeder Schicht gerade bleiben, was einem linearen
Verschiebungsansatz iiber jede Schichtdicke entspricht (vgl. Abbildung 4.3), ergibt sich das Verschie-
bungsfeld des Schalenkontinuums zu

N
u(6',6,6°)=v(6',0%) + Y Ms(6”) ws(6',6%) . (4.2)
S=1
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Abbildung 4.2: Mehrschichtmodell mit extensibler Reissner-Mindlin-Kinematik

Ausgehend von dieser Formulierung koénnen die bei der Schalenberechnung erforderlichen GroéBen
schichtweise entsprechend der in den folgenden Abschnitten beschriebenen Vorgehensweise fiir das 7-
Parameter-Schalenmodell ermittelt werden.

Eine Beschrinkung auf lineare Ansatzfunktionen in Dickenrichtung ist jedoch nicht zwingend, durch
Verwendung hoherer Ansatzfunktionen kann auch eine Erhohung der Genauigkeit im Sinne einer h-p-
Verfeinerung erzielt werden.

Naturgemal eignen sich Mehrschichtmodelle zur Berechnung geschichteter Strukturen wie z.B. Lami-
naten. Die hierbei auftretenden Diskontinuitdten sind durch die schichtweise auftretenden Knicke in
den Verschiebungen erfassbar. Auch die Effekte komplizierterer Zustinde wie Delaminationsvorgédnge
konnen z.B. iiber eine verschmierte Betrachtungsweise (z.B. Gruttmann [63]) oder diskret {iber Hinzu-
nahme von Rissoffnungsvektoren eingebracht werden (z.B. TeBmer [150]).
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Abbildung 4.3: Verschiebungsansitze in Dickenrichtung bei Mehrschichtmodellen

4.2.2 Herleitung des Schalenmodells aus der 3D-Kontinuumstheorie

Der Ausgangspunkt bei der Formulierung kontinuumsbasierter Schalenmodelle ist die Identifikation des
Kontinuums als dreidimensionaler Schalenkorper durch die Parametrisierung mit krummlinigen Koor-
dinaten. Im Gegensatz zum ,;normalen” Kontinuum (siche Abb. 2.1) wird jedoch eine durch 8' und 62
definierte Schalenmittelfliche sowie die (nicht notwendigerweise dazu senkrechte) Dickenrichtung 63
eingefiihrt. Die Geometriebeschreibung, d.h. die Ortsvektoren der Referenz- und der aktuellen Konfi-
guration, konnen tiber den Ortsvektor der Schalenmittelfliche R bzw. r und die die Dickenrichtung der
Schale beschreibenden Vektoren R;, r; (i > 1) ausgedriickt werden.

X(0',0%,60°) =R(6',6%) + ifn(93) R,(6',6?) (4.3)
n=1

x(0',6%2,0%) =r(0',60%) + if,,(93) r,(6',6%) (4.4)

n=1
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a) 3-Parameter-Formulierung b) 5-, 6- und 7-Parameter Formulierung
(schubstarr) (Reissner-Mindlin-Kinematik)

¢) Multidirektor-Formulierung d) Multilayer-Formulierung

Abbildung 4.4: Schalenmodelle

Die Verschiebung u = x — X kann als Differenz der Ortsvektoren der Referenz- und Momentankonfigu-
ration definiert werden und ergibt sich mit (4.3) und (4.4) zu:

u(6',6%,6°) =v(6',6%) + ffn(eﬁ) wa(6',6%). (4.5)
n=1

Diese Gleichung reprisentiert eine allgemeine Form zur Beschreibung der Deformation des Scha-
lenkorpers, die entsprechend den oben beschriebenen Moglichkeiten der Semidiskretisierung (Multi-
layer, Multidirektor) spezifiziert werden konnen. Die verschiedenen Modelle sind in Abbildung [4.4 noch-
mals angedeutet, wobei die Modelle a) und b) als Sonderfille in c) und d) enthalten sind.

Da in dieser Arbeit lediglich 5-, 6- oder 7-Parameter-Schalenmodelle mit Reissner-Mindlin-Kinematik
betrachtet werden, konnen die Gleichungen (4.3)—(4.5) vereinfacht werden. Die Gemeinsamkeit dieser
Modelle besteht in der Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte. Da auch das in dieser Arbeit be-
schriebene 7-Parameter-Modell aufgrund der gewéhlten EAS-Formulierung lediglich 6 Verschiebungs-
parameter aufweist, lassen sich alle drei Modelle aus den folgenden Gleichungen ableiten. Die entschei-
denden Annahmen, die zum jeweiligen Schalenmodell fiihren, werden an entsprechender Stelle angege-
ben.

Geometrie

Die Beschreibung des Schalenkontinuums erfolgt entsprechend der oben erwihnten Semidiskretisierung
durch die Schalenmittelflaiche mit dem Ortsvektor R bzw. r und in Dickenrichtung mit Hilfe des Scha-
lendirektors A3 bzw. aj fiir die Referenz- bzw. Momentankonfiguration (Abbildung [4.5).

Die kovarianten Basisvektoren tangential zur Schalenmittelfliche ergeben sich fiir die Referenz- und
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Abbildung 4.5: Geometrie und Kinematik der Schale

Momentankonfiguration aus Differentiation der entsprechenden Ortsvektoren:

JR
Aa — Ga(93 — O) — a—ea — R’a 5 (46)
a, =84(6°=0) —ﬁ—a 4.7)
o= 8a = _89a_ o .

mit a=1,2.

Fiir die Definition des Direktorvektors der Referenzkonfiguration A3 bestehen verschiedene Moglich-
keiten, die zusammen mit den sich daraus ergebenden Konsequenzen in Abschnitt [4.2.6 ndher erldutert
werden. An dieser Stelle wird lediglich die Lange von A3 als halbe Schalendicke vorgeschrieben:

t
As| =5 (4.8)

Die Ortsvektoren eines Punktes im Schalenraum in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration kénnen
somit in Abhéngigkeit der Ortsvektoren der Schalenmittelfliche R bzw. r und der Direktoren A3 bzw. a3
ausgedriickt werden:

X =R + 6°A; (4.9)
X=r + 0a; (4.10)
Gleichung (4.9) driickt aus, dass die Querschnitte im undeformierten Zustand eben sind. Diese Annahme
wird aus praktischen Griinden oft auch fiir Multidirektor- oder Multilayermodelle getroffen. Dagegen
beinhaltet die Definition des Schalenkdrpers in der deformierten Konfiguration (4.10) die Restriktion

des Ebenbleibens der Querschnitte, die einen wesentlichen Bestandteil der hier beschriebenen 5-, 6- und
7-Parameter-Modelle darstell.

Wird die Verschiebung der Schalenmittelfliche mit v und die Verdnderung des Direktors der Momen-
tankonfiguration a3 gegeniiber dem Direktor der Referenzkonfiguration A3 iiber den Differenzvektor w
definiert

r=R+v (4.11)
a3 = A3+ w 4.12)

2Diese Annahme trifft natiirlich auch auf das 3-Parameter-Modell zu, dessen Formulierung erfordert allerdings noch die
Modifikation von Gleichung (4.10) entsprechend der Normalenhypothese.
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ldsst sich der Zusammenhang zwischen Referenz- und aktueller Konfiguration (vgl. (2.5)) fiir das Scha-
lenkontinuum wie folgt formulieren

u=x-X=r+6%—R—-06%A;3 , (4.13)
d.h. die Verschiebung eines Punktes des Schalenraumes ergibt sich zu
u=v+6iw. (4.14)

Gleichung (4.14) beinhaltet weder Annahmen beziiglich der Extensibilitit des Direktors noch ist die Pa-
rametrisierung des Differenzvektors auf Verschiebungskomponenten beschriankt. Dadurch ist es moglich,
zunichst die den Herleitungen aller drei Modelle (5-, 6-, 7-P.) gemeinsamen Schritte durchzufiihren und
erst dann die Spezialisierungen des jeweiligen Modells (Abschnitte 4.2.3,/4.2.4) einzubringen.

Kinematik

Die Herleitung der kinematischen GroBen erfolgt entsprechend den Gleichungen des Kontinuums unter
Beriicksichtigung des eben hergeleiteten Bezugs zur Schalenmittelfldche.
Die kovarianten Basisvektoren (2.1) lauten somit

Gu=Xyg=Rg+6% A3, (4.15)
8o =Xgq = rg+0%a34 , (4.16)
bzw. mit Gleichung (4.6)
Gu=Ag+6°As, 4.17)
8u =g+ 0’a34 (4.18)
Gy=A; . (4.19)

Damit stehen alle Ausdriicke zur Verfiigung, die zur Bestimmung der kompatiblen, d.h. verschiebungs-
abhingigen Komponenten E;; (vgl. Abschnitt|4.2.4) des GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensors
erforderlich sind.

E”:E;AjGi®Gj, E}}:%(gi-gj—G,--Gj):%(Gi-u,j—i—Gj-uJ-—kuJ--u’j) (420)
Einsetzen der Gleichungen (4.17)—(4.19) liefert (o« = 1,2 ; B =1,2):
op = 1[(Aa+0A3a) (v +0°Wp) + (Ap+0°Asp) (v + 0°W.a)

(4.21)

+(Va+0'wy) (v+60'wg)]
3= 3 [(Aa+0'A30) WHA;- (vat+0'Wa)+ (vat0'wg) W] (4.22)
Efy=Az-w+iw-w (4.23)

Die kinematischen Annahmen (4.10)—(4.14) beschriinken die verschiebungskompatiblen Verzerrungs-
komponenten (4.21), auf hochstens quadratische Terme in 63, d.h. in Dickenrichtung.

Um eine mechanische Interpretation der auftretenden Verzerrungsgréfen und der entsprechenden zu-
gehorigen Spannungen zu ermdglichen, werden diese Komponenten in konstant, linear und quadratisch
in 3 verlaufende Anteile separier@:

2
Ej = E) + 0 E, + (0’ E;; = Y (6°)"E} (4.24)
N=0

3Da an dieser Stelle nur verschiebungskompatible Komponenten der Verzerrungen betrachtet werden, wird der Index ()
in den folgenden Gleichungen weggelassen.
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Bei der Formulierung von Schalenelementen werden die quadratischen Anteile der Verzerrungen
gewohnlich vernachlissigt, so dass
Eli = E) + 0’ E, . (4.25)

Der hierdurch entstehende Fehler bleibt klein, solange die Gradienten der Dickendnderung und der Quer-
schubverzerrungen klein sind, d.h. grole Biegeverformungen dicker bzw. stark gekriimmter Schalen ver-
mieden werden. Ausfithrungen iiber die Groenordnung der Fehler dieser Vereinfachung finden sich bei
Biichter [45] und Kritzig [93].

Diese Ausdriicke fiir die Verzerrungen konnen bereits zur Formulierung der virtuellen Arbeit und damit
als Basis eines Schalenelementes herangezogen werden, ohne dass eine Berechnung von statischen Re-
sultierenden erforderlich wire.

Mit der Definition der Variation des Verzerrungen SE;; = %Suk sowie unter Beriicksichtigung des

Stoffgesetzes S;; = C/¥ Ey; ergibt sich der Ausdruck fiir die inneren virtuellen Arbeiten
— ST = / SET :SdQ = / SET:C:EdQ = / SEY CM Ef dQ (4.26)
Q Q Q

der sich von der Formulierung der entsprechenden Kontinuumsgleichungen nur durch die Annahmen
beziiglich des Verschiebungsfeldes unterscheidet.

Die Entwicklung finiter Elemente auf Basis dieser Gleichungen ist ohne weiteres mdoglich, da jedoch
die Dimensionsreduktion und der Bezug der relevanten Groflen auf die Schalenmittelfliche noch nicht
erfolgt sind, haften einer solchen Formulierung noch die Nachteile der Kontinuumselemente an: schwie-
rigere Interpretationsfahigkeit (aufgrund fehlender SchnittgréBen, d.h. Spannungsresultierenden) sowie
eine aufwendigere numerische Integration (in Dickenrichtung 63, explizite Dickenintegration).

Statische Variable, Vorabintegration des Stoffgesetzes

Die Reduktion von drei auf zwei Dimensionen erfordert die Definition aller relevanten Gréen auf der
Schalenmittelfliche, d.h. als Funktionen der Koordinaten 8' und 62.

MaBgebender Schritt ist die Vorabintegration der auftretenden Komponenten in Dickenrichtung (impli-
zite Dickenintegration), d.h. die Umwandlung der Integration iiber das Schalenvolumen € in eine Inte-
gration iiber die Schalenmittelfiiiche €2y. Der Bezug zwischen Schalenkontinuum und Mittelfliche wird
dabei iiber den so genannten Schalenshifter oder Shifter-Tensor Z hergestellt.

Z=G*®A, (4.27)
Der Betrag Z des Schalenshifters ist definiert durch

(Gl X G2) . G3

7 =Det(Z ') =
e = A A

(4.28)

und ergibt sich durch den Vergleich des differentiellen Volumenelements d€2 in Abhingigkeit der kova-
rianten Basisvektoren G;

dQ =Det(J) d6' d6>d6®> ,  Det(J) = (G x G2)-G3 (4.29)

mit dem durch das differentielle Flichenelement d2( der Schalenmittelfliche und den Betrag des Scha-
lenshifters definierten Volumenelement

dQ =7d6° dQy=7d6> ||A; x A,|| d6"' d6> (4.30)

Damit kann der Ausdruck fiir die innere virtuelle Arbeit wie folgt formuliert werden:
t/2
—8II" = / SE; C'M E dQ = / / SE;; C'™ Ey 7 d6* dy (4.31)
@ Qy —t)2
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Mit der Aufspaltung gemiB Gleichung (4.24) erhélt man

1/2 5 5
e — [ f <Z(93)M6E},4> cit <Z 6° NEN> Zd6® dy
M=0

Q -1/2 N=0
.2 2 t/2
:/ ), ) O] /(93) CM (03N 7 d6° EN dQ (4.32)
M=0 N=0
Qo —t/2

2

ikl

:/ Y )Y SEﬁD;flengO ,
fon M=0 N=0

mit der Materialmatrix des Schalenmodells D;{,k_i N
t/2
Dy = / (OM CiM (9°)N Z 46? (4.33)
—t)2

Die Berechnung des ,,Schalenmaterialgesetzes® D;{ﬁ w istaufgrund der Komplexitit der auftretenden Ter-
me im allgemeinen nicht analytisch durchfiihrbar. Erst zusitzliche vereinfachende Annahmen beziiglich
des Schalenshifters ermoglichen eine solche Vorgehensweise, die allerdings weitere Restriktionen iiber
die Anwendbarkeit des Schalenmodells mit sich bringen. Die Annahme eines konstanten Schalenshifters
(Z = 1) beispielsweise macht die Beriicksichtigung von in 83 quadratischen Verzerrungsanteilen obsolet.
Dementsprechend bietet sich eine numerische Integration von Gleichung als Alternative an.

Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Sachverhalte findet man bei Biichter [45] und Bischoff et al. [36].

Mit der Vorabintegration des Stoffgesetzes ist gleichzeitig die Definition von statischen Variablen n}
verbunden, die sich als energetisch konjugierte Gro3en zu den kinematischen Variablen ergeben.

Die innere virtuelle Arbeit (4.32) kann dann mit GroBen formuliert werden, die nur auf die Schalenmit-
telflache bezogen sind:

—STI = / Z SEN nl] de (434)
Qo

Durch Vergleich mit (4.32) ergibt sich die Definition der statischen Variablen n;{,:

t/2 t/2 5
njy = / (0°) 5 zd6* = / (0 C'MEy Zae® =Y D\ EN (4.35)
—t/2 —t/2 N=0

Schwierigkeiten bereitet die mechanische Interpretation der GréfBen ”;1{1 Sie stellen lediglich energe-
tisch konjugierte GroBen zu den kinematischen Variablen E* dar. Entsprechend der gewihlten Be-
schreibung ist die Basis dieser Groflen der GREEN-LAGRANGEsche Verzerrungstensor bzw. der PIOLA-
KIRCHHOFFsche Spannungstensor 2. Art, die keine physikalisch sinnvolle Aussagekraft besitzen.
Physikalisch sinnvolle Schnittgrolen wie Krifte und Momente konnen unter Verwendung der CAUCHY-
Spannungen ¢'/ abgeleitet werden. Dabei ist die Anzahl der auftretenden Variablen von der Wahl des
Schalenmodells abhéingig. Fiir das 5-Parameter-Modell ergeben sich die bekannten Spannungsresultie-
renden, Membran- und Querkrifte sowie Biege- und Drillmomente, wihrend sich beim 7-Parameter-
Modell zusitzlich Variablen hoherer Ordnung einstellen, die jedoch keine resultierende Wirkung auf-
weisen.

In den nichsten zwei Abschnitten werden die wesentlichen Annahmen zusammengestellt, die zur Herlei-
tung der in dieser Arbeit behandelten Schalenmodelle — namentlich des 5- und des 7-Parameter-Modells
— aus den bisherigen Ausfiihrungen zu treffen sind.
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4.2.3 5-Parameter-Formulierung

Wesentliche Annahme des 5-Parameter-Modells ist die Inextensibilitit des Direktors, d.h.
’33’ = ‘A3 +W‘ . (4.36)

Die Anderung des Direktors kann somit alternativ iiber die Rotation des Direktors der Referenzkonfigu-
ration dargestellt werden (s.a. 4.2.7),

a3 =A A3 (4.37)

mit dem Rotationstensor A

und somit

x=r+ 0%a; = R+v + 6°A A; (4.38)
u=v+ 60°AA; . (4.39)

Mit der Definition der Grundformen

Aij:Ai'Aj s Cl,’j

I
&

Y (4.40)
Boup=3(Aa-Asp+Ap-Asa) , bgg=13(ag-a3p5+ag-azq) (4.41)

ergeben sich Verzerrungskomponenten des 5-Parameter-Modells zu:

Ej = E} + 0° E/, (4.42)
Normalverzerrungen E?«x(x) = % (a(aa) —A(aa)) (4.43)
Schubverzerrungen E), = I(ann—An) (4.44)
Verkriimmungen E(laa) = b(aa) — Blaa) (4.45)
Verwindung E 112 =b;p — By (4.46)
Querschubverzerrungen Eg3 = % (ag3 —Aq3) 4.47)
Querschubverkriimmungen E éﬁ = % (az-a34—A3-A34)=0 (4.48)

_ _ 0 _ ol 2

Die Inextensibilititsbedingung impliziert das Verschwinden der Verzerrungen in Dickenrichtung,
d.h. E33 = 0. Aufgrund des Einflusses der Querdehnung rufen jedoch Spannungen S*“ in der Schalen-
ebene Verzerrungen in Dickenrichtung hervor. Der Zustand verschwindender Normalverzerrungen in
Dickenrichtung kann nicht korrekt abgebildet werden, die Folge ist ein deutlich zu steifes Verhalten
dieses Modells. Um die asymptotische Korrektheit des 5-Parameter-Modells zu bewahren, ist somit die
Modifikation des Stoffgesetzes erforderlich.

Gewohnlich werden hierzu die Spannungen $33 durch statische Kondensation aus dem Stoffgesetz
eliminiert, was durch die Beriicksichtigung der Bedingung S = 0 gelingt.

C33kl

SPB=CHME, +CPPE; =0 = Ep= o (4.50)

(3333

C_ijkl _ Cijkl Cij33 C33kl 4 51
- o 3333 451
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Fiir die innere virtuelle Arbeit ergibt sich damit der Ausdruck, der als Basis fiir die Diskretisierung
der 5-Parameter-Formulierung dient (verschiebungsformuliert, Probleme und alternative Formulierungen
werden in Kapitel 5/und|6 beschrieben).

—8I™" = / [ 8EqpCPPE, s + SEupCPPE, + SECPE,s + SEsC™PEy | dQy (4.52)
Q9

Mit der Vorabintegration des (modifizierten) Stoffgesetzes entsprechend (4.35) ergeben sich die stati-
schen Variablen (Bischoff und Ramm [34]) des 5-Parameter-Modells:

Membrankrifte ng? = DYPPESs + DYPPEY + DIPPEY + DYPPEL,  (453)
Momente n? = DPPESs + DYPPEY + DYPPELs + DIPVEL, (4.54)
Querkrifie n@® = DY ESs + DY P EY + D EDs + DIPTELs (4.55)
Querschubmoment ~ n%® = D?378E;)5 + D‘f‘3y3E}(,)3 + D‘zﬂysE;a + D‘2)537'3E71,3 (4.56)

und entsprechend

g’ + SELy niP + SEQ, ng® + SELyn® ] dQy (4.57)

o

8™ = / [ SEY

Qo

4.2.4 7-Parameter-Formulierung

Die Nachteile der 5-Parameter-Modelle liegen vor allem in der erforderlichen Kondensation des Stoffge-
setzes (vgl. (4.51)). Um dreidimensionale Stoffgesetze unverindert verwenden zu konnen, ist demnach
ein mindestens linearer Verlauf der Verschiebungen in Dickenrichtung vonndten, der bei der 5S-Parameter-
Formulierung durch die Inextensibilitit des Direktors ausgeschlossen wird.

Verwendet man allein das Verschiebungsfeld mit 6 Freiheitsgraden (4.14) (6-Parameter-Modell) ist zwar
der lineare Verlauf in Dickenrichtung gewihrleistet, betrachtet man jedoch die resultierenden Verzerrun-
gen (4.21)—(4.22) (wiederum unter Vernachlidssigung der quadratischen Anteile)

Eqp€span{1,0°} ,  Eg3€span{1,6°},  Es; €span{l} (4.58)
und vergleicht diese mit den entsprechenden energetisch konjugierten Spannungen
soB Espan{1,93} , Sa3€span{1,93} , S33€span{1,93} (4.59)

wird die Diskrepanz zwischen den Verzerrungen E33 und den Spannungen S>3 in Dickenrichtung deut-
lich. Aufgrund des Querdehneffektes enthalten die Normalspannungen auch lineare Anteile, wihrend die
Normalverzerrungen in Dickenrichtung nur einen konstanten Verlauf aufweisen 4,

Diese Unbalance zwischen den Verzerrungen und Spannungen fiihrt zu einer Uberschitzung der Biege-
steifigkeit bei 6-Parameter-Schalenformulierungen mit extensiblem Direktor und als Folge zum Verlust
der asymptotischen Korrektheit. Dieser Versteifungseffekt kann als POISSON-Dickenlocking identifiziert
werden und wird in Kapitel 5.5 ausfiihrlich dargestellt.

Eine Modifikation des Stoffgesetzes entsprechend dem 5-Parameter-Modell vermeidet zwar den Verstei-
fungseffekt, bringt aber einen zusitzlichen Zero-Energy-Mode in die Formulierung, da bei einer reinen

“Diese Unbalance zwischen den Verzerrungen E33 und den Spannungen S33 tritt ebenfalls beim 5-Parameter-Modell auf
(Eg; P = 0) und wurde dort mit der Modifikation des Stoffgesetzes behoben , vgl. (4.50)-(4.51).



40 Kapitel 4 Struktur- und Kontinuumselemente

Dickenénderung (E33 =const.) kein energetisch konjugierter Arbeitspartner mehr zur Verfiigung steht
($7 =0).

Dies motiviert die Formulierung eines 7-Parameter-Modells, die auf zwei verschiedenen Wegen erfolgen
kann:

e Definition eines in Dickenrichtung quadratisch verlaufenden Verschiebungsfeldes

e Einfiihrung eines zusitzlichen Verzerrungsparameters mit der EAS-Methode

Die erste Moglichkeit fiihrt zu einer Formulierung, die sieben Verschiebungsfreiheitsgrade und damit
den Nachteil eines erhohten numerischen Aufwands ohne gréere Genauigkeit beinhaltet.

Dagegen erlaubt die Formulierung mit erweiterten Verzerrungen (EAS-Methode) die Kondensation des
zusitzlichen Freiheitsgrades auf Elementebene und dementsprechend eine Reduktion auf sechs Freiheits-
grade je Knoten.

Sansour [127] schldgt ein 7-Parameter-Modell vor, bei dem der quadratische Verschiebungsanteil als
inkompatibler Verschiebungsmode (vgl. Kapitel eingefiihrt wird, um somit ebenfalls den siebten
Freiheitsgrad auf Elementebene zu kondensieren. Die Tatsache, dass die Methode der Inkompatiblen
Verschiebungen als Sonderfall der EAS-Methode angesehen werden kann, deutet die Aquivalenz dieses
Modells mit dem hier prasentierten an.

Die Beschrankung auf die Darstellung der zweiten Variante folgt dem Ziel dieser Arbeit, primér
die Formulierung von Elementen niedriger Ordnung sowie die dabei auftretenden Probleme und
Losungsmoglichkeiten zu diskutieren.

Entsprechend werden hier auch nur die ,,niedrigen” Interpolationen der Semidiskretisierung in Dicken-
richtung betrachtet. Neben dem beschriebenen 5-Parameter-Modell zihlt dazu als niedrigstes zur Ver-
wendung dreidimensionaler Stoffgesetze geeignetes Modell die 7-Parameter-Formulierung mit dem 6-
parametrigen Verschiebungsansatz und der Erweiterung der Verzerrungen in Dickenrichtung.
Insbesondere verdeutlicht dieses Modell die weitreichende Anwendungsmdoglichkeit der in Kapitel 6|vor-
gestellten Methoden, in diesem Fall die Anwendung der EAS-Methode zur Herleitung eines geeigneten
Schalenmodells.

Neben der schon eingefiihrten Annahme fiir das Verschiebungsfeld
u=v+6w (4.14)

und den sich daraus ergebenden verschiebungskompatiblen Verzerrungen E* (4.20) wird ein linearer
Normalverzerrungsanteil in Dickenrichtung als siebter Parameter eingefiihrt, d.h. die Normalverzerrun-
gen in Dickenrichtung werden mit

Eys =E5+Es; (4.60)

angesetzt. Werden wiederum die in 63 quadratischen Anteile gestrichen, ergeben sich die Verzerrungs-
komponenten des 7-Parameter-Modells zu s

Ej = E)} + 0> E/, (4.61)

Sdie Verzerrungskomponenten Eg B Eé‘ B> Eg3, des 7-Parameter-Modells sind unter den hier getroffenen Annahmen iden-
tisch zu denjenigen des 5-Parameter-Modells
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Normalverzerrungen Ega = % (aga —Aqa) (4.43)
Schubverzerrungen E), = I(ann—Ap) 4.44
Verkriimmungen Eéa = bgo — Bouo (4.45)
Verwindung El,=biy— By, (4.46)
Querschubverzerrungen E 83 = % (ag3 —Aa3) (4.47)
Querschubverkriimmungen  E é3 = % (a3 a3 4 —A3-Aszq) 4.48
Quernormalverzerrungen E§)3 = % (az-a3—Asz-Aj) (4.62)
Quernormalverkriimmungen E313 =F3 = ,B (4.63)

Durch die hier gewihlte EAS-Formulierung fiir die Diskretisierung in Dickenrichtung stellt das modi-
fizierte Prinzip von HU-WASHIZU die funktionalanalytische Basis des 7-Parameter-Modells dar (siehe
Kapitel 6.6).

S ™ = / [6E:S+6E":S"] dQ (4.64)
Q

und somit

ST ™ = [ [5ESy niP + SELy ni® + SEy ni+ SEly n® + 8BS m? + SE n| a0
Qo
(4.65)
Die Definition der statischen Variablen ng B , n‘f‘3, n8‘3, n‘lxﬁ kann hierbei vom 5-Parameter-Modell iiber-

nommen werden (Gl. (4.53)—(4.56)), hinzu kommen die Anteile aus der Beriicksichtigung der Verzer-
rungen in Dickenrichtung:

Quernormalkraft n(3)3 = D(3)37’5E$5 + D83Y3E}93 + D?3y5E$6 + D?373E71,3 (4.66)
Quermoment n?3 4.67)

Bischoff et al. ([29], [34]) geben eine ausfiihrliche Diskussion iiber die Bedeutung dieser zusétzlichen
statischen Variablen.

Schubkorrekturfaktoren Gewohnlich wird der Querschubanteil SEO; nd* mit einem Schubkorrektur-
faktor (a0 = %) multipliziert, um die Diskrepanz zwischen dem angenommenen konstanten und dem —
fiir diinne Schalen — realistischeren parabolischen Schubspannungsverlauf zu beriicksichti gen@.

Fiir die 7-Parameter-Formulierung entwickeln Bischoff et al. ([29], [34]) unter der Annahme eines kubi-
schen Schubspannungsverlaufes fiir die hoheren Anteile von S*3 einen zusitzlichen Schubkorrekturfak-
tor o} = - fiir den linearen Querschubanteil §E )5 n%3.

Durch die Einfithrung von Schubkorrekturfaktoren kann die Genauigkeit der Berechnung bei der Prasenz
von Schubdeformationen positiv beeinflusst werden, auf die asymptotische Korrektheit der Schalenmo-
delle haben sie jedoch keine Auswirkung.

Der Schubkorrekturfaktor a? = 2 kann ebenfalls fiir die 5-Parameter-Formulierung eingesetzt werden, entsprechendes gilt
fiir die in Abschnitt@vorgestellten Balken- und Plattenelemente
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Degeneration

XK

unten

Abbildung 4.6: Degenerationskonzept
4.2.5 Diskretisierung
Degenerationskonzept

Die Grundlage des sogenannten Degenerationskonzeptes (Ahmad [2]) bildet die Diskretisierung des
Schalenkdrpers mit entsprechenden Kontinuumselementen (bricks). Der dabei gewéhlte Ansatz der Dis-
kretisierung in Dickenrichtung bestimmt die Ordnung des Schalenmodells.

Ublicherweise wird die Schale dabei als von zwei gekriimmten Flichen, d.h. den Schalenlaibungen, be-
grenztes Kontinuum modelliert, entsprechend Abbildung 4.6 links.

Punkte auf der Schalenmittelfliche r konnen als Mittel zwischen Punkten auf der Ober- und der Unter-
seite bestimmt werden:

1

R¥ = E (Xcl)(ben + XuKnten) (4.68)
Durch die Knoten der Schalenlaibungen XX, bzw. XX werden ebenfalls die Direktoren der Schalen-

mittelfliche festgelegt. Sie ergeben sich als halbe Differenz zwischen Knoten auf Ober- und der Unter-
seite und besitzen somit die Linge 7/2.

U (XK — X

5 oben unten )

(4.69)

(4.70)

Entsprechend werden die Verschiebungen der Schalenmittelfliche v und die Differenzvektoren w in
Abhingigkeit der Knotenverschiebungen des Kontinuumselementes definiert:

1

vK — 3 (uhe, +uk ) 4.71)
1

WK = 5 (u(lfben - u{t(nten) (472)

Die Beschreibung mit Knoten auf den Schalenlaibungen (K, en, Koven) beinhaltet bereits die wesent-
lichen Annahmen zur Semidiskretisierung des Schalenkontinuums, ndmlich das Ebenbleiben der Quer-
schnitte (werden durch eine Gerade zwischen K., und K., beschrieben) sowie das Verschiebungsfeld
mit maximal 6 Parametern.

uf = vk 1+ 63wk 4.73)
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Der Unterschied zur Herleitung aus der Kontinuumstheorie besteht darin, dass (4.73) die Verschiebung
eines Knotens darstellt, das Verschiebungsfeld also erst durch die Interpolation dieser Knotenwerte defi-
niert wird und somit die Diskretisierung in der Schalenebene (6!, 62) bereits impliziert.

Fiihrt man die Diskretisierung des aus dem Kontinuum hergeleiteten Schalenmodells durch und wéhlt ei-
ne identische Parametrisierung der Verschiebungen, erhilt man aus dem Degenerationskonzept und dem
kontinuumsbasierten Schalenmodell dquivalente diskrete Schalenformulierungen.

Die Differenz zwischen beiden Konzepten besteht also offensichtlich im ,,Zeitpunkt* der Diskretisierung.
Wihrend die Schalentheorie zunéchst eine Dimensionsreduktion vom Kontinuum auf die Schalenmittel-
flache vornimmt und dort anschlieend die Diskretisierung erfolgt, ist der Ausgangspunkt beim Degene-
rationskonzept das (schon diskretisierte) Kontinuumselement.

Dabei fiihrt das Degenerationskonzept auf natiirliche Weise auf eine Schalenformulierung mit gemittel-
ten Direktoren, da der Direktor iiber die Differenz von zwei Ortsvektoren und nicht als Normale auf der
Schalenmittelfliche definiert wird.

Diskretisierung der Geometrie- und Verschiebungsfelder

Fiir die hier vorgestellten Schalenformulierungen mit Reissner-Mindlin-Kinematik ist die Verwendung
von C-kontinuierlichen Ansatzfunktionen NX (siche [A.2) ausreichend, die entsprechend der Dimensi-
onsreduktion auf die Schalenmittelfliche nur von 8' und 62 abhiingig sind und — gemiB dem isopara-
metrischen Konzept — fiir die Interpolation sowohl der Geometrie als auch der Verschiebungsparameter
angesetzt werden.

Die Diskretisierung der erforderlichen Orts- und Basisvektoren des Referenzzustandes ergibt demnach:

Nnode
R'=Y Nf6'06%)RF (4.74)
K=1
}Vnode
AL =R" =Y Nu(6' 6°)RF 4.75)
K=1
Nnode
A=Y N¥(0',6%) Af (4.76)
K=1

Die deformierte Konfiguration ist mit der Verschiebung der Schalenmittelfliche und der Verdnderung der
Direktoren definiert, wobei die Parametrisierung letzterer dem 5- bzw. 7-Parameter-Modell entsprechend
gewihlt wird.

Nuode

Vi= Y NEVE mie VK= KK KT (4.77)
K=1

Der kontinuumsbasierten Formulierung der Schale folgend ist das diskretisierte Direktorfeld iiber die
Interpolation der deformierten Direktoren in den Knoten beschrieben (Summationskonvention):

al = N¥ af = N¥ (AKX +wK) (7-P-Modell) (4.78)
= ufp= [l (479

Fiir das 5-Parameter-Modell wird das Direktorfeld der deformierten Konfiguration iiber die Rotation der
Direktoren des Referenzzustandes in den Knoten und anschlieBender Interpolation bestimmt E

all = NK af = NK AKAK (5-P-Modell) (4.80)
= ug(_P: [vf, vf, vf,(le,(sz]IT( (4.81)

"Die ebenfalls mégliche direkte Interpolation des Rotationsfeldes A" = NKAX fiihrt zur von (4.80) abweichenden Definition
fiir das diskretisierte Direktorfeld: ag’ = AhAé‘.
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Im Gegensatz zum 7-Parameter-Modell, das 6 Verschiebungsfreiheitsgrade aufweist (4.79), sind infol-
ge der Inextensibilititsbedingung (4.36) fiir die 5-Parameter-Formulierung die drei Verschiebungskom-
ponenten (Schalenmittelfliche) sowie zwei Rotationen zur Beschreibung der Deformation ausreichend
(4.81).

Fiir die Beschreibungen der Veridnderung des Direktors mittels Rotationen ist es zweckméBig, ein lokales
kartesisches Koordinatensystem in den Knoten einzufiihren, das die Rotationsachsen definiert. Entspre-
chende Formulierungen wurden u.a. von Ahmad [3] und Zienkiewicz [161] vorgeschlagen (sieche A.4.1).

Die diskreten Formen von A;; bzw. a;; (4.40) sind

Abp =Na Ngy RE-RY | alys = Niu Niyg (RF4v5) - (RF +vF) (4.82)
Alz =N NFRN- AL dyy = Niga N* (RE+v5) - (A +wh) (4.83)
Al = NENEAK AL diy = NE NE (AKX +wK) - (AL +wh) (4.84)

bzw. von B und bgp (4.41)
Blg = 5 (Ve Ny RE- A%+ N, N R - A%) (4.85)
Vg =3 (Ve Nby (R 4vK) - (AF+ wh) + NE, Mo (RE4vK)- (AF+wH))  (4386)

Damit kénnen die verschiebungskompatiblen Verzerrungsanteile in diskreter Form ausgedriickt werden,
dies sind die

Membrannormalverzerrungen ehy=1 (aﬁm —Aﬁm> (=E%) (4.87)
Schubverzerrungen v =dl, — A", (= 2E12 =2EY) (4.88)
Kriimmungen aﬁ =3 (bhﬁ B ﬁ> (= ) (4.89)
Querschubverzerrungen yho=dly Al (=2EY) (4.90)

die fiir die 7-Parameter-Formulierung zur Verwendung dreidimensionaler Stoffgesetze um die linea-
ren Anteile der Querschubverzerrungen sowie die konstanten Normalverzerrungen in Dickenrichtung
erginzt werden:

uerschub-
\?erkrﬁmmungen Kg‘3 —2 (NK“ NE (AT +wE)(Af +wh) — N,K“ N* Ag{A%) (=Eg;) (491
Normal-
verzerrungen E33 ey = 5 (a33 —As) (=E%)  (4.92)

Die Diskretisierung der zusitzlichen Verzerrungsanteile £ der 7-Parameter-Formulierung erfolgt mit ei-
genen Ansatzfunktionen M! in Abhiingigkeit der Freiwerte at/:

Niode

Ey=Y M (&) d (= Ed3) (4.93)
I1=1

Die Wahl geeigneter Ansatzfunktionen dieser EAS-Erweiterung wird in Kapitel [6.6 ausfiihrlich darge-
stellt. Da die Verzerrungsparameter auf Elementebene kondensiert werden, treten sie beim Losen des
Gesamtproblems nicht mehr auf.

Einsetzen von (4.82)—(4.93) liefert die diskreten Formen von (4.57) bzw. (4.64), die zur Herleitung der
Elementmatrizen herangezogen werden (vgl. Anhang).

_sTr — / [SESDIMES + SELDME, + SELDWMES + SELDVVE))dQ,— 8T " (4.94)

Q9
mit Ef}’ entsprechend (4.87)—(4.93)
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4.2.6 Bestimmung des Schalendirektors

Der Direktor wurde in den vorangegangenen Abschnitten als der wesentliche Bestandteil der Semidis-
kretisierung der Schale in Dickenrichtung herausgearbeitet. Die explizite Bestimmung des Direktors in
der Referenzkonfiguration wurde jedoch bewusst ausgelassen, die abgeleiteten Gleichungen sind somit
sowohl fiir den Fall eines orthogonalen Direktors als auch fiir nicht senkrecht auf der Schalenmittelfliche
stehende Direktoren (z.B. infolge Mittelung der Direktoren benachbarter Elemente) giiltig.

Die bei der Modellierung von Schalenstrukturen mit finiten Elementen auftretenden Probleme bzw. Be-
sonderheiten infolge der Wahl des Direktors sollen im Folgenden kurz angesprochen werden.

AK ,com

b) Gemeinsamer Direktor: ¢) Gemeinsamer Direktor aus

a) Individuelle Direktoren Einschniirung Schnittpunkt der Laibungen

Abbildung 4.7: Definition des Schalendirektors

Die Entscheidung, in gemeinsamen Knoten individuelle Direktoren (Abb. [4.7 a)) fiir jedes Element
aufzustellen, wird gewdhnlich fiir Schalenformulierungen mit orthogonalen Direktorfeldern getrof-
fen, andernfalls miissen die Ansatzfunktionen zur Beschreibung der Geometrie (unerwiinschten) C I
Kontinuitdtsbedingungen geniigen.

Die Berechnung des gemeinsamen Direktors kann iiber die arithmetische Mittelung der einzelnen Direk-
toren aller am Knoten K angrenzenden Elemente gebildet werden:

Z”el A
‘ Znel

AK,com o

3 , ne; ... Anzahl der am Knoten K angrenzenden Elemente 4.95)

K
3,
K
3,

(121

A

Abbildung 4.8: Probleme bei Netzverfeinerung

Bei der Verwendung eines gemittelten Direktors wird die Orthogonalitidtsbedingung fallengelassen. Dies
impliziert allerdings die Annahme einer glatten Schale, d.h. die Knicke der Schale lassen sich auf die
mangelnde Approximationsglite der Diskretisierung zurtickfiihren.

Die Modellierung von strukturbedingten Knicken oder Verschneidungen mehrerer Schalenflichen bringt
zusétzliche Probleme mit sich.

So fiihrt die direkte Anwendung von (4.95) zu Einschniirungseffekten in der Nihe von Knicken (Abb.
4.7b)). Bischoff [29] schléigt deshalb vor, bei 7-Parameter-Modellen den gemeinsamen Direktor iiber den
Schnittpunkt der Schalenlaibungen zu deﬁmere (Abb.[4.7 ¢)).

8Diese Vorgehensweise entspricht dem Degenerationskonzept.
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Probleme treten allerdings auch dann noch auf, wenn eine Netzverfeinerung im Bereich der Kanten vor-
genommen wird. Abbildung [4.8|zeigt die dabei zunehmende Elementverzerrung im Bereich der Kante,
die zu unzuldssigen Elementgeometrien fithren kann. Untersuchungen iiber die Auswirkungen dieser
Modellierungsdefizite (Bischoff [29]) zeigen jedoch deren geringen Einfluss auf die Gesamtlosung.

Die Formulierung von Schalenelementen mit gemittelten Direktoren bzw. die dadurch verloren gegan-
gene Orthogonalitit des Direktorfeldes zur Schalenmittelfliche kann jedoch auch Versteifungseffekte
bedingen (Kapitel 5.4).

Hauptproblem bei der Modellierung von Knicken mit Elementen, die einen individuellen Direktor ver-
wenden, ist neben der Uberschneidung der Elemente vor allem die Zuordnung der Rotationsfreiheitsgra-
de.

Der Effekt tritt bei rechtwinklig aneinander stolenden Elementen auf, wo jeweils die Torsionsverdre-
hung eines Elementes einer Verdrillung, d.h. einer Rotation um eine Achse senkrecht zur Schalenmit-
telfliche des anderen Elementes entspriche. Da der Verdrillungsfreiheitsgrad fiir nicht-polare Kontinua
(was fiir die Schalenmittelfliche zutrifft) nicht existiert, ist diesem Freiheitsgrad auch keine Steifigkeit
zugeordnet. Als Folge werden in diesem Knick als Randbedingung fiir die angrenzenden Elemente die
Torsionsmomente zu Null gesetzt.

Abhilfe bietet die explizite Einfilhrung von Verdrillungsfreiheitsgraden (,,drilling rotations™) und entspre-
chend zugeordneten Steifigkeiten (z.B. Ibrahimbegovic [77]). Diese Methode kann fiir das beschriebene
Problem der Modellierung von Knicken eingesetzt werden, findet allerdings ebenfalls im Bereich der
Elementtechnologie Anwendung, siche Kapitel |6

Die Entscheidung, wie der Direktor in der Referenzkonfiguration bestimmt wird, hat also sowohl ent-
scheidenden Einfluss bei der Modellierung von Schalenstrukturen als auch auf die Formulierung des
Elementes. So konnen die bei der Modellierung von Knicken giinstigen Verdrillungsrotationen auch zur
Verbesserung des Elementverhaltens herangezogen werden.

4.2.7 Linearisierung

Die vorgestellten Schalenformulierungen beinhalten bisher keine Einschrinkungen beziiglich der Grofe
der Verformungen und Verzerrungen, und stellen somit eine geometrisch nichtlineare Beschreibung der
Schalen dar.

Die Losung des aus (4.94) resultierenden nichtlinearen Gleichungssystems ist deshalb nicht direkt
moglich, sondern nur numerisch mit geeigneten Losungsstrategien (Newton-Raphson-Verfahren). Die
prinzipiellen Schritte sind im Anhang |A.5 angegeben.

Lineare Schalentheorie Merkmale einer linearen Schalentheorie sind die Verwendung eines linearen
Dehnungsmalfles und die Bildung des Gleichgewichts am unverformten System. Das Anwendungsgebiet
dieser Theorie ist demzufolge auf Berechnungen kleiner Verformungen und Dehnungen beschriinkt.
Die Bedeutung der linearen Modelle in dieser Arbeit begriindet sich auf der einfachen Darstel-
lungsmoglichkeit und Interpretation der Locking-Phinomene, die sowohl fiir lineare als auch
nichtlineare Berechnungen auftreten. Die Analyse der Phinomene ebenso wie die Konstruktion und
Entwicklung von Methoden, die die Versteifungseffekte vermeiden, ist fiir die einfachen, linearen
Ausdriicke wesentlich transparenter.

Beriicksichtigung groBer Verformungen

Der Einfluss groBer Verformungen ist insbesondere bei schlanken Strukturen, zu denen Schalenstruktu-
ren zdhlen, bedeutsam. Lineare Theorien — unter der Verwendung linearer Dehnungsmalle und der damit
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verbundenen Einschrinkung auf kleine Verformungen — sind gewohnlich nicht in der Lage, die Tragme-
chanismen zu erfassen, die sich bei groen Verformungen einstellen (z.B. Stabilititsprobleme).

Die hier behandelten Defekte der Elementformulierungen (Locking) sind jedoch sowohl bei den linearen
als auch bei den nichtlinearen Formulierungen présent.

Formulierung mit Differenzvektor Die Formulierung mit Differenzvektor, wie sie auch fiir das oben
beschriebene 7-Parameter-Modell verwendet wird, ist ohne Probleme auf groe Verformungen anwend-
bar.

Die Bestimmung des aktuellen Direktors als Vektoraddition des Differenzvektors und des Direktors der
Referenzkonfiguration a3 = A3 4 w ist auch bei gro3en Verschiebungen eindeutig.

Formulierung mit Rotationen Im Gegensatz zur Differenzvektorformulierung ist die Berechnung von
Deformationen mit groflen Rotationen erheblich aufwendiger in der Herleitung und Umsetzung. Die
Wahl der algorithmischen Behandlung der Rotationen beeinflusst dabei den Einsatzbereich der resultie-
renden Schalenelemente.

Zur Theorie groBer Rotationen wird auf den Beitrag von Argyris [6] verwiesen. Einen guten Uberblick
iiber die Moglichkeiten der algorithmischen Umsetzung bieten weiterhin Betsch et al. [28].

Wihrend sich der Update der Verschiebungsgroflen direkt additiv durchfiihren ldsst, ist die Bestim-
mung des deformierten Direktors iiber die Rotation des Referenz-Direktors (wie bei der beschriebenen
5-Parameter-Formulierung) um die Achsen des lokalen Koordinatensystems (z.B. (A.53)-(A.54)) bei
groBBen Verdrehungen nicht mehr eindeutig und erfordert demzufolge alternative Update-Strategien.

In der algorithmischen Umsetzung zur Erfassung endlicher Rotationen kann grundsétzlich unterschieden
werden zwischen:

e Additiven Verfahren: A1 =AAp+9)

Die Gesamtrotation kann durch zwei sukzessive Elementarrotationen dargestellt werden, wobei
die zweite Drehung um die mitgehende Achse erfolgt. Alternativ ist auch eine Beschreibung der
Rotation in Kugelkoordinaten moglich (Ramm [123]).

Nachteil ist die Singularitit des Rotationstensors bei Erreichen einer bestimmten Grofe der Rota-
tionen. Der dadurch entstehende Rangabfall der Tangentensteifigkeitsmatrix fiihrt zu zusitzlichen
Zero-Energy-Modes.

e Multiplikativen Verfahren: A1 =AA(AQ)-A(p)

Multiplikative Verfahren basieren auf zwei linearisierten Rotationsfreiheitsgraden, die Parametri-
sierung der Rotationen erfolgt dabei gewohnlich mit der Rotation um eine Achse.

Nachteilig ist die erforderliche Vorhaltung des Rotationstensors des letzten Inkrementes und dem-
zufolge ein (geringfiigig) erhohter Speicherbedarf, dem allerdings die bedeutendere singularitéten-
freie Darstellung beliebig groer Rotationen gegentibersteht.

Aufgrund der angefiihrten Vorteile haben sich iiberwiegend Algorithmen durchgesetzt, die auf einer mul-
tiplikativen Strategie aufbauen.

Beriicksichtigung groBer Verzerrungen

Die Gleichungen des 7-Parameter-Modells beinhalten keine prinzipiellen Einschrinkungen beziiglich
der GroBe der Verzerrungen. Fiir physikalisch sinnvolle Ergebnisse ist allerdings die Beriicksichtigung
entsprechender Materialgesetze erforderlich.
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Dieser Problembereich ist von der Seite der Elementtechnologie bisher noch fast vollig unbeachtet ge-
blieben. Erst in jiingster Zeit wurden Probleme der Elementformulierungen bei groen Verzerrungen ent-
deckt. Wall et al. [154] sowie Wriggers und Reese [158] wiesen Stabilitdtsprobleme der EAS-Methode
beim Auftreten grofler Verzerrungen nach.

4.3 Balken- und Plattenelemente

4.3.1 Balkenelemente

Die Entwicklung von Balkenelementen stellt sich als komplexes Gebiet dar, insbesondere wenn neben
den (bei rdumlichen Balkenmodellen) auftretenden Problemen bei der Behandlung der Rotationen auch
beliebige diinnwandige Querschnitte mit den entsprechenden Effekten (Verwolbung, etc.) beriicksichtigt
werden sollen. Literatur zu dieser Thematik findet man beispielsweise bei Simo et al. ([132], [140]), Cris-
field et al. ([52],[50],[51]), Dutta et al. [56], Gruttmann et al. [64] und Ibrahimbegovic et al. ([79],[78]).
In dieser Arbeit dienen Balkenelemente in erster Linie der Erlauterung der Versteifungseffekte (Kapitel
5) bzw. der Methoden zu deren Vermeidung (Kapitel |6), die bereits anhand eindimensionaler Struktu-
relemente verdeutlicht werden konnen. Demnach wird auf eine Beschreibung rdumlicher Balken und
diinnwandiger Querschnitte verzichtet und im folgenden nur die fiir Rechteckquerschnitte giiltigen Be-
ziehungen aufgestellt. Auf die Giiltigkeit der vorgestellten Methoden hat dies jedoch keinen prinzipiellen
Einfluss.

Balken sind durch eine ausgezeichnete Richtung charakterisiert, die sich mit der Bezugsachse deckt. Al-
le resultierenden kinematischen und statischen Grofen sind auf diese Linie bezogen. Fiir die Lage der
Achse wird bei Rechteckquerschnitten gewdhnlich die Schwerachse gewihlt, auf die Berechnungser-
gebnisse — Verschiebungen und Spannungen — hat dies allerdings keinen Einfluss, lediglich die aus den
Spannungen resultierenden Momente dndern mit einem Wechsel dieses Bezugssystems ihren Wert.

Die zwei verbreiteten Balkentheorien setzen zwar beide das Ebenbleiben der Querschnitte voraus, un-
terscheiden sich jedoch hinsichtlich der Korrelation des Querschnitts zur Bezugsachse im verformten
Zustand (siehe Abbildungen |4.11,4.12).

e Die EULER-BERNOULLI-Balkentheorie (Abbildung |4.12) fordert, dass der Querschnitt in der ver-
formten Konfiguration senkrecht zur verformten Balkenachse bleibt. Dies schlie3t das Auftreten
von (Quer-)Schubverzerrungen aus, entsprechende Elemente werden als schubstarr bezeichnet.

e Bei der TIMOSHENKO-Balkentheorie (Abbildung [4.11) werden Schubverzerrungen und entspre-
chend eine Verdrehung des Querschnittes gegeniiber der Normalen zur Bezugsachse zugelassen.

Kontinuumsbasierter Balken

Angelehnt an die in Abschnitt 4.2/beschriebene Herleitung von Schalenelementen kann auch ein entspre-
chendes (zweidimensionales) kontinuumsbasiertes Balkenelement formuliert werden. Dieses Element
wird im Rahmen dieser Arbeit herangezogen, um insbesondere die Defekte gekriimmter Strukturele-
mente zu veranschaulichen.

Die Herleitung und Definitionen der auftretenden kinematischen und statischen Variablen koénnen direkt
aus Abschnitt abgeleitet werden, dabei werden hier allerdings die kinematischen Annahmen auf
kleine Verschiebungen und ein lineares Verzerrungsmal} sowie durch die Inextensibilitit des Direktors
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Lineare Kinematik,
kleine Verformungen

Abbildung 4.9: Kontinuumsbalken: Geometrie und Kinematik

restringiert, vgl. Abbildung d.h.:

Balkenshifter: Z=1 (4.96)
Differenzvektor: w=50A, (4.97)
Verschiebung Balkenachse: v = [v,, vy]T (4.98)

Aus den Gleichungen (4.43)—(4.47) verbleiben mit den obigen Annahmen die Verzerrungskomponenten
EY\, E}, sowie EY; des linearisierten Verzerrungstensors E;; = 3 (Gu j+ Gju ;) = E?j—i— 92Ei1j (wiederum
unter Vernachldssigung quadratischer Terme):

Normalverzerrung: E?l =Ai-v) =€ (4.99)
Verkrimmung: Ef; = A -V +A;-w, =K (4.100)
(Quer)Schubverzerrung: ¥, =As-v1+A;-wW =y (4.101)
EL,=0, E»n=0 (4.102)

Die Bestimmung des Stoffgesetzes erfolgt iiber die Beziehung (4.158) des zweidimensionalen Kontinu-
ums (d.h. unter der Annahme des ebenen Spannungszustandes) und wird mit der Bedingung, dass die
Normalspannungen senkrecht zur Balkenachse verschwinden $2% = 0, fiir die Balkentheorie modifiziert
(vel. (4.50)).

Fiir die hier getroffene Annahme eines orthogonalen Bezugssystems (d.h. A LAj) kann die innere vir-
tuelle Arbeit entsprechend angegeben werden (siehe auch Anhang |A.3):

—oW™ = /Q (SEVDy ' EYy + 8E(, Dy Efy + 871D 1) Qo (4.103)
0

=/, (0eEAe+ OKEIKk+ 6 YGAY)d€y (4.104)
0

=/ (8N + 8kM + 8y0)d € (4.105)
0

mit den statischen Variablen Normalkraft n{, = N, Biegemoment n}, = M und Querkraft n, = Q.

Sonderfall: Schwach gekriimmter Balken Bei dem auch als MARGUERRE-Theorie bekannten Son-
derfall des schwach gekriimmten Balkens werden alle kinematischen und statischen GréB8en auf eine
gerade Stabachse bezogen.

Die geometrischen und kinematischen GroBen des Balkens sind in Abbildung 4.10 dargestellt.

Die Theorie schwach gekriimmter Balken® berticksichtigt den Einfluss der Ausgangskriimmung f,

9Schalentheorien mit entsprechenden Annahmen sind natiirlich ebenso formulierbar.
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€ =ty + Uy for (4.106)
Y=ty — @ (4.107)
K=y (4.108)

Abbildung 4.10: Geometrie und Kinematik des schwach gekriimmten Balkens

durch die Addition von zur Ableitung der Querverschiebungen u, proportionalen (kleinen) Terme zu
den Normalverzerrungen €.

Die MARGUERRE-Theorie wird oft herangezogen, um den Effekt des Membran-Lockings zu erldutern
und entsprechende Methoden zu dessen Vermeidung zu formulieren.

Diese Methoden werden gewohnlich auf beliebig gekriimmte Elemente iibertragen, ohne die Differenzen
zwischen diesen Theorien niher zu beriicksichtigen. Die Auswirkungen dieser Vorgehensweise werden
in Kapitel 5.7/ niher dargestellt.

Balken mit gerader Achse

Mit den geometrischen Annahmen
A=A =0 (4.109)

sowie 8! = X, 62 =Y vereinfachen sich die Gleichungen (4.99)—(4.101) zu den bekannten Gleichungen
der TIMOSHENKO-Balkentheorie (Abbildung 4.11).

Mit der Restriktion verschwindender Schubverzerrungen ¥y = 0 erhédlt man den schubstarren
BERNOULLI-Balken, Abbildung [4.12}

Fiir Balken mit gerader Bezugsachse kann die Beriicksichtigung der Lingswirkung fiir beide Balken-
theorien identisch beriicksichtigt und bei linearer Theorie einfach der Biegewirkung iiberlagert werden,
es gilt fiir die Normalverzerrung € = u , (Kinematik) und fiir die Normalkraft N = EAe (Stoffgesetz).

Ein Vergleich der beiden kinematischen Annahmen zeigt, dass die Bewegungen des Bernoulli-Balkens
in der Timoshenko-Theorie als Sonderfall enthalten sind. Timoshenko-Balkenelemente sollten also eben-
falls in der Lage sein, den Fall verschwindender Schubverzerrungen abzubilden.

Genau dies trifft jedoch auf verschiebungsbasierte (Gleichung (4.114)) Balkenelemente niedriger An-
satzordnung im allgemeinen nicht zu, dieser Defekt fiihrt zu dem spéter behandelten Querschub-Locking
(Kapitel 5.6).

Kinematik: Stoffgesetz:
Y=¢—w, (4.110) 0 =GAyy (4.112)
K=@, 4.111) M =Elx (4.113)

¢ PvV
T > X —5W,~:/ 6KEIKd.Q+/ 0YGAydQ2 (4.114)
Q Q

Abbildung 4.11: Timoshenko-Balken



4.3 Balken- und Plattenelemente 51

Kinematik: Stoffgesetz:
M =EIx
QO =—w, (4.115) @.117)
K= —Wx (4.116)
¥ PvV:
L0} —6W,»:/ OKEIKdQ (4.118)
Q

Abbildung 4.12: Bernoulli-Balken

Zusitzlich zu den kinematischen und statischen Gleichungen der beiden Balkentheorien wurden eben-
falls die jeweiligen inneren virtuellen Arbeiten angegeben, die die Grundlage fiir verschiebungsformu-
lierte Elemente bilden. Dabei wird insbesondere deutlich, dass bei der schubstarren Theorie zwar nur ein
Feld an unabhiingigen Verschiebungsgrofien, w, auftritt, dieses allerdings héheren Stetigkeitsanforderun-
gen (C'-stetig) geniigen muss, da seine zweite Ableitung auftaucht.

Fiir die Timoshenko-Elemente treten zusétzlich zu den Verschiebungen w auch noch die Rotationen ¢
(Querschnittsverdrehungen) als zu diskretisierende Grofe auf, allerdings miissen hier beide Felder nur
CO-stetig sein.

4.3.2 Plattenelemente

Die Entwicklung von Plattenelementen begann in den 1950ern und hilt bis heute(!) an, dementsprechend
extensiv ist die Literatur zu dieser Thematik.

Das grof3e Interesse erklért sich aus den (im Vergleich zu Schalen) einfachen Plattengleichungen und
deren Anwendbarkeit im Rahmen von Faltwerksmodellen bzw. der facettenartigen Approximation ge-
kriimmter Strukturen. Plattenelemente konnen als Sonderfall der Schalen hergeleitet werden, wesentliche
Annahme im Vergleich zu den Schalenelementen ist die ebene Mittelflidche,

Plattenshifter: Z=1 (Ag3=0) (4.119)
Basisvektoren: A3 =10,0,1]7 (4.120)
Ag-As=0 4.121)

A3 =0 (4.122)

Differenzvektor: w=15[p,0.0]" (4.123)
Verschiebung Plattenmittelfldche: v=10,0,v.]" (4.124)

sowie die Entkopplung von Biege- und Membrananteil. Diese Aufteilung in Platten und Scheiben ist
allerdings mehr im deutschen Sprachgebrauch iiblich, im angelsdchsischen Raum kennzeichnen ,,plates®
sowohl die ausschlieBlich senkrecht zu ihrer Mittelfliche belasteten, biegebeanspruchten Platten als auch
die nur iiber Membrantragwirkung abtragenden Scheiben (Abschnitt [4.4).

Fiir die Plattenelemente verbleiben demnach die

Kriimmungen: Eéﬁ = % (Aa “Wg+Ag -W‘a) (4.125)
=3 (%a orp+ya Oxpt+rp Prat+rp ¢xa) (4.126)
Querschubverzerrungen: E 23 =A3-Vg+Ag-W (4.127)

=Voa+Xa Oy +Va Px (4.128)
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Abbildung 4.13: Freiheitsgrade und statische Variablen von Platten

als kinematische Grofen und entsprechend die Momente m 4 = n{** und Querkrifte g, = n8‘3 als statische
Variablen (vgl. Abb. 4.13) sowie

0

KIRCHHOFF-Theorie Die Kirchhoff-Theorie stellt fiir die Platten das Aquivalent zur Bernoulli-
Balkentheorie dar (vgl. Abbildung [4.12). Sie wurde 1850 von Gustav Kirchhoff [87] zur Berechnung
diinner Platten formuliert.

Diese Theorie fordert, dass Normalen zur Plattenmittelfliche auch im deformierten Zustand normal zur
verformten Mittelflache bleiben. Diese kinematische Restriktion schlieft wiederum das Auftreten von
Querschubverzerrungen aus.

Entsprechend lauten die kinematischen Beziehungen der Kirchhoff-Platte (kartesisches Bezugssystem):

Ky = Qxx = —Wxx

Y% =0 O = —W,y

= = Ky = Qyy = —W,yy (4.130)
%»=0 Py =Wy

2Ky =@y T Qpx=—2-wy
so dass mit
2 2 2
k' = [k, Ky, 2Ky) = [~ %52, —‘;TV;, _gx_;y] (4.131)

und den konstitutiven Gleichungen

mx s 1 \% 0 Kx
_ E
my = Wi‘ﬂ) v 1 10 Ky
m 00 5t |2, (4.132)
m = D, K

die virtuelle Arbeit fiir schubstarre Platten wie folgt angegeben werden kann:
SW = / Skl -mdQ —swe = / Sk'Dyk dQ — SW =0 (4.133)
Q Q

Es treten keine Anteile aus den Schubverzerrungen auf, die aufgrund der kinematischen Annahmen eli-
miniert wurden.

Dies verringert zwar die Anzahl der zu diskretisierenden Felder (es treten nur die Verschiebungen w auf,
vgl. (4.133)), erhoht jedoch gleichzeitig die Stetigkeitsanforderungen an w (C'-stetig), die von den ent-
sprechenden Verschiebungsansitzen natiirlich mitgetragen werden miissen.

Genau dies stellt die Schwierigkeit bei der Entwicklung schubstarrer Plattenelemente dar. Im Gegensatz



4.3 Balken- und Plattenelemente 53

Yo = ¢+ W x
Y=Vw+@ (4134
H=0+tw,y
z Ky = @Qx
K =0y k=Vop (4.135)
\_ s Zny = Qxy + Oy x
O

Abbildung 4.14: Kinematik der Reissner-Mindlin-Platte

zu den schubstarren Bernoulli-Balkenelementen, wo die C!-Stetigkeit durch kubische Polynome relativ
problemlos herzustellen ist, ist diese Anforderung fiir die Plattenelemente ungleich schwerer zu erfiillen,
insbesondere wenn die Elemente nicht mehr rechtwinklig sind.

Das vierknotige Plattenelement von Bogner, Fox und Schmit mit 16 Freiheitsgraden ([38]) — auch be-
kannt als BFS- oder Schiferelement — stellt einen Vertreter dieser ,,reinen” Kirchhoffelemente dar und
liefert fiir rechtwinklige Netze gute Ergebnisse. Neben der schwierigen mechanischen Interpretation des
vierten Knotenfreiheitsgrades macht allerdings die Beschrinkung auf rechtwinklige Netze einen prakti-
schen Einsatz dieses Elementes unmdglich.

REISSNER-MINDLIN-Theorie Einen Ausweg aus dieser Problematik bietet die Formulierung von Ele-
menten auf Basis der REISSNER-MINDLIN-Kinematik.

Im Gegensatz zur Kirchhoff-Theorie werden die Querschubdeformationen beriicksichtigt und eine Ver-
drehung der Normalen gegeniiber der verformten Plattenmittelflache zugelassen. Die Reissner-Mindlin-
Kinematik ergibt sich nach Abbildung(4.14.

Unter der Annahme eines kartesischen Bezugssystems ergeben sich die konstitutiven Gleichungen der
Reissner-Mindlin-Platte — getrennt fiir den Biege- und Schubanteil — zu:

my \ 1 v 0 Ky
Et

my = 2012 \% 1 0 K'y

sy R [ B Py (4.136)

m = D, K
HIEE =1
qy 10 1] |p (4.137)
q = Ds Y

mit oc;) ... Schubkorrekturfaktor (s. Abs.|4.2.4)

Damit ldsst sich die virtuelle Arbeit fiir Reissner-Mindlin-Platten angegeben:

SW = /SKT-md.Q + /67’-qd9 — W (4.138)
Q Q

_ / 5(Ve) D,V dQ + / S(Vw+@) Dy(Vw+@)dQ — SW — 0 (4139
Q Q0

Die sich aus (4.138) ergebenden Anforderungen an die Verschiebung w sowie an die Verdrehungen ¢
und @, haben sich durch die Mitberiicksichtigung der Schubterme im Vergleich zur Kirchhoff-Platte auf
die Forderung nach C°-Stetigkeit abgeschwicht.
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Diskretisierung Insbesondere die geringeren Stetigkeitsanforderungen aber auch die Moglichkeit, ,,di-
cke Platten zu berechnen, erkldren die Beliebtheit der Reissner-Mindlin-Theorie als Grundlage von
Platten- und Schalenformulierungen. Fiir auf Basis von entwickelte Plattenelemente (Verschie-
bungselemente) miissen lediglich die Durchsenkung w und die Verdrehungen ¢,, ¢, selbst an den Ele-
mentgrenzen stetig, nicht aber stetig differenzierbar sein.

Der bekannte Nachteil der Verschiebungselemente, Locking, wird ebenso wie die Mdoglichkeiten, die-
sen zu vermeiden, ausfiihrlich in den weiteren Kapiteln dieser Arbeit diskutiert. An dieser Stelle sollen
lediglich die spéter verwendeten Begriffe und Notationen eingefiihrt werden.

Werden die Felder in Abhéngigkeit von den Knotenfreiwerten mit den iiblichen Formfunktionen N; (siehe
|A.2) diskretisiert,
k k k
wh'=Y Nwi, ol=Y Noi, o!=Y N, (4.140)
i=1 i=1

i=1

und die Knotenfreiheitsgrade im Vektor d zusammengefasst

d=[wi,Qu0, Py1,- ., Wi, P, O] (4.141)

kann die Beziehung zwischen den (diskretisierten) Verzerrungen und den Elementfreiheitsgraden mit
Hilfe der sogenannten B-Matrizen hergestellt werden:

K" =By-d (4.142)
Y =B-d (4.143)

Durch Einsetzen von (4.142) und (4.143) in (4.138) kann die Steifigkeitsmatrix bestimmt werden.

swint = §d’ /Q B! EpBp, dQ d +8d7” /Q B! EB, dQ d (4.144)
-1 1
= &d” / IBE E,By, det] dédn d + 8d” / 1BST E(B, det] dEdn d (4.145)
K, K,

Die Aufspaltung des B-Operators und entsprechend der Steifigkeitsmatrix K,.; = K;, + K in nach Bie-
gung und Schub getrennte Anteile dient der spéteren Identifikation der Versteifungseffekte und entspre-
chender Modifikation der kritischen Anteile (in diesem Fall des Querschubanteils B;).

Gleichung (4.138)) stellt die Ausgangsform verschiebungsbasierter Reissner-Mindlin-Plattenelemente
dar, die fiir niedrige Ansatzordnungen zu nicht befriedigenden Ergebnissen fiihren. Dennoch wurden
viele effiziente Elemente zunichst tiber Modifikationen dieser Formulierung gefunden und erst spiter
passende variationelle Grundlagen fiir die neuen Elemente gelegt, prominente Beispiele hierfiir sind un-
terintegrierte Elemente (Abschnitt 6.3) und die B-bar-Methoden (6.4}16.5).

Alternative Formulierungen fiir Plattenelemente

An dieser Stelle soll ein kurzer Uberblick iiber die Konzepte und Elemente gegeben werden, die nicht
direkt auf Basis der in Kapitel |6 beschriebenen Methoden entwickelt wurden. Dazu zihlen insbesondere
die Elemente nach der Diskreten Kirchhoff Methode.

Der Anspruch auf Vollstiandigkeit soll und kann an dieser Stelle nicht erhoben werden, es sollen lediglich
einige bewihrte Ideen skizziert werden.
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Diskrete Kirchhoff Elemente Malgeblich zur Entwicklung der Diskreten Kirchhoff Elemente beige-
tragen haben Batoz et al. ([18], [17], [21], [20], [19], [22]), auch wenn die grundlegende Idee bereits von
Wempner et al. [156], Stricklin et al. [145] und Dhatt [53] eingefiihrt wurde.

Im Gegensatz zu den oben beschriebenen ,,echten” Kirchhoffelementen, bei denen die Kirchhoffbedin-
gung a priori eingefiihrt wird und Rotationen lediglich als Koeffizienten des Verschiebungsfeldes auf-
treten, werden bei den Diskreten Kirchhoff Elementen explizite Ansitze fiir die Rotationen gemacht,
die zugrunde liegenden kinematischen Beziehungen entsprechen also denjenigen der Reissner-Mindlin-
Platten. Die Annahme verschwindender Schubverzerrungen wird dabei nur in diskreten Punkten
gewihrleistet und mit den entsprechenden Bedingungen die Anzahl der Freiwerte reduziert. Die Entwick-
lung der Steifigkeitsmatrix erfolgt jedoch gem#B dem Funktional (4.133), d.h. ohne Beriicksichtigung der
Schubterme.

Insbesondere das dreieckige DKT-Element mit neun Freiheitsgraden (Dhatt [53]) und entsprechende
Derivate sowie das viereckige Semiloof-Element von Irons [83] sind zur Berechnung diinner Platten gut
geeignet und werden demzufolge auch von verschiedenen kommerziellen FE-Programmen verwendet.

Durch die diskreten Bedingungen verschwindender Schubverzerrungen besteht eine Ahnlichkeit mit den
spéter ausfiihrlich vorgestellten Kollokationsmethoden (siehe Abschnitt [6.4), die auf Basis eines ge-
mischten Funktionals die Schubverzerrungen allerdings beriicksichtigen.

Batoz und Lardeur ([20]) schlagen mit dem DST-Element (Discrete Shear Triangle) eine Weiterentwick-
lung des DKT-Elementes vor, dessen Anwendung durch die Miteinbeziehung der Schubverzerrungen
nicht mehr alleine auf diinne Platten beschriinkt ist. Durchwegs fiir Platten beliebiger Dicke einsetzbar
sind allerdings erst die von Batoz und Katili [19] verbesserten DST-Elemente. Weiterfiihrende Entwick-
lungen von Katili ([85], [86]) fiihren zu Elementen, deren Grundlage die in Abschnitt 6.6/ beschriebene
EAS-Methode bildet.

Elemente ohne Rotationsfreiheitsgrade Die Entwicklung von rotationsfreien Elementen fiir diinne
Platten wurde von Nay und Utku [110] und vor allem von der Gruppe um Oiiate ([111], [112]) vorange-
trieben.

Grundlegende Idee ist die Entwicklung von Elementen, die ausschlieSlich von den Parametern fiir die
Durchsenkung w abhingig sind. Da diese Elemente prinzipiell auf der Kirchhoff-Kinematik basieren, ist
zum Erzielen der benétigten C'-Stetigkeit die Einbeziehung der Nachbarelemente erforderlich.

Onate et al. [112] geben fiir ihre BPT- bzw. BST-Elemente (Basic Plate/Shell Triangle) eine Herleitung
auf Basis des Funktionals von HU-WASHIZU an, eine weitere Entwicklung stellt eine Kombination aus
Finite-Elemente- und Finite-Volumen-Ansétzen dar [[61].

Schwierigkeiten bei der Anwendung dieser Methode stellen die Behandlung der Randbedingungen dar
sowie der sich von den ,,liblichen Elementen unterscheidende Aufbau der Steifigkeitsmatrizen und deren
Assemblierung. Vorteile durch den Einsatz dieser Elemente kdnnen sich aufgrund der geringeren Anzahl
an Freiheitsgraden bei der Berechnung transienter Probleme mit vielen Zeitschritten ergeben.

4.4 Scheiben- und Kontinuumselemente

Scheiben Scheiben reprisentieren die ,,Inplane*-Tragwirkung ebener Schalen, entsprechend kann mit
den bereits getroffenen geometrischen Annahmen (4.119)—(4.122) und den Verschiebungsvektoren

Differenzvektor: w=0 (4.146)
Verschiebung Mittelfliche: v = [v,, vy,O]T (4.147)
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die Kinematik gemél den Gleichungen (4.43)

Normalverzerrungen: E?w> =Ag- Vo (4.148)
=XaVra TYaVya (4.149)
Schubverzerrungen: E?Z =A1-Vo+Ar-v) (4.150)
=X Ve +Y.1Vy2 + X2V 1 FY2Vy1 (4.151)
und die innere virtuelle Arbeit
—8W™ = /QO (8EqoDy“"E),+2 SEqoD§* PEfy + SEDDY* ED) d€Qy (4.152)

angegeben werden.

Fiir kartesische Bezugssyteme (x,y) ergeben sich die zwei Normalverzerrungen und die Schubverzerrung
zu

E = Uyy (4.153)
& = Uyy (4.154)
Yoy = Uxy T Uy x (4.155)

Die Kondensation des Stoffgesetzes fiir die Anwendung auf zweidimensionale Scheibenprobleme erfolgt
entweder unter der Annahme des ebenen Spannungszustandes oder des ebenen Verzerrungszustandes.

6 =EE?EVZ ¢ mit 6! =|o,, o), 1,]" (4.156)

Fiir den ebenen Spannungszustand kann einfach die entsprechende Spannungskomponente ¢33 zu Null
gesetzt und gestrichen werden, fiir orthonormierte Bezugssysteme ergibt sich:

ESZ: 0,=0, g =—%(0:+0y) (4.157)
Oy 1 v 0 &
o = £Z5|v 1 0 & (4.158)
Tay 00 Y| |n

Die Beriicksichtigung des ebenen Verzerrungszustandes wird durch Einsetzen der Bedingung €3 = 0
erreicht.

EVZ: =0, 0, = V(0y+0y) (4.159)
fo 1-v v 0 &
E
Oy = T (1-2v) v 1—v 0 &y (4160)
Ty 0 0 1I-v] [%

Gleichung (4.160) deutet die im Fall inkompressiblen Materialverhaltens (v = 0,5) auftauchenden Pro-
bleme an: die Spannungen konnen in diesem Fall nicht mehr iiber die angegebene konstitutive Beziehung
ermittelt werden, da die Matrix E£VZ singulir wird.

Eine Losung ist fiir diesen Fall nur moglich, wenn fiir das Verschiebungsfeld

diva =y +u,, =0 (4.161)

vorgeschrieben wird. Dadurch wird der Losungsraum der Verschiebungen eingeschrinkt, dementspre-
chend sind bei einer Diskretisierung mit Finiten Elementen Probleme zu erwarten, falls v — 0.5 (siehe
Abschnitt[5.5).
Offensichtlich ist dieser Effekt nur fiir den ebenen Verzerrungszustand (und natiirlich fiir das 3D-
Kontinuum) kritisch, da sich im ebenen Spannungszustand die Verzerrungen in Dickenrichtung frei ein-
stellen konnen.
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Q
o i &1 ] i (o] ]
& (63)
Ui
& 03
O u= |{up|, €= , O=
i3 "2 T12
Y13 713
% 723 [ 723
u3 U

Abbildung 4.15: Kontinuumselemente

Kontinuum Die Herleitung von dreidimensionalen Kontinuumselementen kann direkt, d.h. ohne weite-
re kinematische oder kinetische Einschriankungen aus den kontinuumsmechanischen Grundgleichungen
erfolgen.

Das Verschiebungsfeld u wird bei Kontinuumselementen allein durch drei (unabhéngige) Verschie-
bungskomponenten u;, uy, us beschrieben. Die Dehnungen entsprechen direkt den Komponenten des
Green’schen Verzerrungstensors, € = Ej; , die Gleitungen ¥;; sind als Summe der entsprechenden Schub-
komponenten definiert: ¥;; = E;; +E;; =2-E;;, i # j.

Abbildung [4.15|zeigt die fiir Kontinuumselemente typischen Hexaeder bzw. Tetraeder sowie die Auflis-
tung der Freiheitsgrade, Spannungen und Verzerrungen.

Mit der tiblichen Interpolation der Verschiebungen

Mpode

uf = Y N¥(En. ) uf (4.162)
K=1

sowie der daraus folgenden Abhingigkeit der diskretisierten Verzerrungen von den Knotenfreiheitsgra-

den d — [u} , ué’ u%’ e u’i’node , Mgnode , Mglnode] T
e"=B-d (4.163)
Se" =B-8d, linearisierte Verzerrungen (4.164)

kann die innere virtuelle Arbeit und entsprechend die Elementsteifigkeitsmatrix K% des Verschie-
bungselementes berechnet werden,

swinh — / s¢" 6" dQ = 5d" / B'CBdQ d. (4.165)
Q Q

Kdisp

4.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die Grundgleichungen verschiedener Elementtypen bereitgestellt: Balken,
Platte, Schale, Kontinuum, Scheibe. Neben der detaillierteren Beschreibung der Grundlagen der Scha-
lenelemente wurden ebenfalls die daraus ableitbaren Strukturelemente wie Platten, Scheiben oder der
2D-Balken sowie Kontinuumselemente dargestellt. Damit ist der gesamte Bereich der Grundtypen finiter
Elemente abgedeckt, vom Kontinuum ohne jegliche kinematische und kinetische Einschriankungen iiber
die 7-Parameter-Schale als niedrigstes Strukturmodell mit der Anwendbarkeit von 3D-Stoffgesetzen bis
hin zur schubstarren Kirchhoff-Platte. Lediglich rdumliche, aus diinnwandigen Querschnitten zusam-
mengesetzte Balkenelemente sind nicht explizit angefiihrt.

Schalenelemente vereinen alle Lockingeffekte in sich. Entsprechend ihrer Eigenschaft als komplexes-
te Elementtypen gestaltet sich die Identifikation dieser Effekte sowie die Formulierung geeigneter, d.h.
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diese Phianomene vermeidender, Methoden schwierig. Hierzu werden die Balken-, Platten- und Schei-
benelemente herangezogen, das Hauptargument fiir die Darstellung dieser vergleichsweise ,.einfachen*
Elemente.

Ziel der folgenden Abschnitte ist, eine moglichst uniforme Darstellung der Lockingphidnomene zu geben
sowie die Anwendbarkeit der bekannten Methoden hinsichtlich dieser Phinomene zu vergleichen. Eine
sehr allgemeine und dennoch durch ihre Simplizitit bestechende Formulierung stellt hierbei die DSG-
Methode (Discrete Strain Gap) dar, deren Grundlagen und Applikationen besondere Beachtung finden.



Kapitel 5

Locking

5.1 Einleitung

Das Phinomen der Versteifungseffekte (Locking) hat die Entwicklung finiter Elemente seit seiner Entde-
ckung Mitte der 1960er bis heute mafligebend geprigt.

Auf die Beobachtung der mangelhaften Leistungsfahigkeit der ersten 3-knotigen Dreiecks- und 4-
knotigen Viereckselemente (Fraeijs de Veubeke [153]) wurde zunéchst mit einer Erhohung der Ansatz-
ordnung der Elemente reagiert (Irons [81]). Das genauere Verstindnis fiir die Ursachen der Verstei-
fungseffekte und damit auch die ersten Losungen fiir niedrig interpolierte Elemente (Doherty, Taylor
und Wilson [54]) entwickelten sich langsam, der Begriff ,,Locking* selbst verbreitete sich erst Mitte der
70er Jahre. Die Veroffentlichung geeigneter Testbeispiele ermoglichte zwar auch eine Uberpriifung fi-
niter Elemente hinsichtlich ihrer Eignung zur Vermeidung der Locking-Probleme (MacNeal und Harder
[100], Belytschko et al. [25]), eine genaue Analyse und das Verstdndnis fiir die Ursachen der Verstei-
fungseffekte stand bei den meisten Elemententwicklern jedoch weiterhin nicht im Vordergrund.

Erst mit der Arbeit von Babuska und Suri [11] wurde eine systematische Analyse und Beurteilung des
Lockingeffektes vorgelegt. Die dort vorgeschlagene Charakterisierung der Versteifungsphdnomene durch
bestimmte Parameter sowie deren Einfluss auf die Konvergenzrate bildet die Grundlage der in dieser Ar-
beit gegebenen Definition des Begriffs ,,Locking®.

Weitere Defekte in der Elementformulierung, die zu Versteifungseffekten fiihren kénnen, wurden Ende
der 90er Jahre entdeckt und beschrieben. Die Lockingeffekte treten dabei nur fiir bestimmte Elementfor-
mulierungen auf (z.B. Curvature-Thickness-Locking bei Schalen mit Dickeniinderung, sieche Abschnitt

5.4).

Die meisten Untersuchungen zur Thematik Locking haben sich bis heute auf lineare Fragestellungen
konzentriert; fiir lineare! Elemente entwickelte Methoden werden normalerweise direkt auf nichtlinea-
re Elementformulierungen iibertragen. Dass diese gewohnlich erfolgreiche Applikation auf nichtlineare
Formulierungen problematisch sein kann, zeigt beispielsweise die Instabilitit der EAS-Elemente bei
grolen Verzerrungen, siche z.B. Wriggers und Reese [158], Wall et al. [154]. Dieser Themenbereich
blieb bisher allerdings noch weitgehend unbeachtet und ist Gegenstand aktueller Forschungsbemiihun-
gen.

5.2 Definition von Locking

Auch wenn sich zahllose Veroffentlichungen mit der Formulierung lockingfreier Elemente beschéftigt
haben, wird eine genaue Definition des Begriffs Locking fast nie angegeben. Dem Ingenieurwesen ange-
lehnte Literatur begniigt sich zumeist mit Hinweisen auf parasitire Spannungen, mathematisch orientier-
te Publikationen diskutieren die Eigenschaften der zugehdrigen Differentialgleichungen und Funktiona-
le, gewohnlich ohne den Term ,,Locking™ explizit zu verwenden.

! Linear* bezieht sich hier auf die zugrundeliegende Kinematik, nicht auf den Polynomgrad der Ansatzfunktionen.



60 Kapitel 5 Locking

log u

Locking-frei e } Locking-frei

e ""/Locking

/,»"' Locking -,
IOg npoFr IOg A
a) zu steifes Systemverhalten b) Abhingigkeit vom kritischen Parameter

Abbildung 5.1: Charakteristika von Versteifungseffekten

An dieser Stelle soll versucht werden, eine allgemeine Definition eines Lockingphdnomens zu formulie-
ren sowie die verschiedenen Sichtweisen und Identifikationsmdoglichkeiten in einen gemeinsamen Kon-
text zu bringen.

Ein Versteifungsphidnomen ist generell dadurch charakterisiert, dass die gesuchte Grofle in der diskre-
ten Losung des Problems kleiner ist als nach der analytischen Losung, bei einem strukturmechanischen
Problem also die Losung dadurch gekennzeichnet ist, dass die Verschiebungen infolge der zu steifen
Abbildung des Systems zu klein sind (siche Abbildung 5.1/a)). Die Konvergenz gegen die exakte Losung
stellt sich mit zunehmender Netzverfeinerung npor — oo zwar ein, jedoch wesentlich langsamer als bei
lockingfreien Elementen.

Wesentliches Merkmal eines Lockingphénomens ist die Abhéngigkeit der Losung von einem so ge-
nannten kritischen Parameter. Abbildung [5.1b) verdeutlicht dieses Verhalten: der Fehler der berechneten
Losung nimmt dabei weiter zu, wenn der kritische Parameter gegen seinen kritischen Wert A — A
strebt, und zwar fiir eine bestimmte Diskretisierung, d.h. unabhéngig von der Netzverfeinerung.

Je nach Versteifungsphinomen variiert auch der kritische Parameter. Er dominiert jedoch das der Losung
zugrundeliegenden Funktional zunehmend, wenn er gegen seinen kritischen Wert tendiert. Dieser Effekt
kann leicht am Beispiel des schubweichen Timoshenko-Elementes aufgezeigt werden:

ot L (500 L5 [(si /
— 8W; = Ebt 12/(6(p(p)d!2+ 12(]+v>/<5(w +o)(w +<p)d9) (5.1)

Q Q

Der eingerahmte Term %2 geht dabei mit kleiner werdender Dicke/Hohe ¢ des Balkens gegen unendlich,
das darauf folgende Integral ist infolge des Interpolierungsfehlers bei der Approximation allerdings nicht
gleich Null, wie es die sich im Grenziibergang einstellende Bernoulli-Bedingung fordert. Der (wenn auch
evtl. kleine) Interpolierungsfehler wird demzufolge mit einem groen Faktor multipliziert, so dass der
Term, der eigentlich verschwinden sollte, die Losung dominiert. Die Folge ist eine zu steife Systemant-
wort, der kritische Parameter die Schlankheit des Balkens.

In Abhéngigkeit des kritischen Parameters kann eine Einteilung der Lockingphinomene in geometrische
und materielle Versteifungseffekte vorgenommen werden. Diese Unterscheidung erfolgt in Hinblick auf
die fiir den entsprechenden Versteifungseffekt verantwortliche Zwangsbedingung.

So ist bei den geometrischen Lockingeffekten das Nichterfiillen kinematischer Zwangsbedingungen
ursdchlich, also Gleichungen, die allein Beziehungen zwischen geometrischen Groflen herstellen. Beim
materiellen Versteifungsphdnomen ist dagegen die Abhéngigkeit der Losung von einem bestimmten Ma-
terialparameter gegeben.

Tabelle 5.2/ gibt einen Uberblick iiber die in dieser Arbeit behandelten Versteifungseffekte und die ent-
sprechenden kritischen Parameter.

Neben der angedeuteten mechanischen Interpretation als Auftreten parasitirer Spannungen, konnen
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kritischer Parameter
(Inplane)Shear-Locking Seitenverhiltnis der Elemente
Querschub-Locking Schlankheit
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Abbildung 5.2: Einteilung der Lockingeffekte und kritische Parameter

Lockingph@nomene auch aus numerischer und mathematischer Sichtweise beurteilt werden (siehe Bi-
schoff [29]). Entsprechende Uberlegungen werden in den folgenden Abschnitten angestellt.

5.2.1 Mathematische Sichtweise

Die mathematische Beurteilung von Versteifungseffekten erfolgt auf der Basis der funktionalanalyti-
schen Grundlagen der Methode der Finiten Elemente, die bereits in Kapitel 3.1 dargelegt wurden.
Entsprechend zur oben gegebenen Definition von Locking beruht die mathematischen Analyse dieser
Effekte auf den Konvergenzeigenschaften des betrachteten Problems. Eine der maB3gebenden Formeln
zur Fehlerabschitzung und zur Beurteilung der Konvergenz von Funktionalen ist das Lemma von CEA
(3.8). Dabei erscheinen die im Funktional auftretenden (problemabhingigen) Konstanten wiederum im
CEA-Lemma und konnen die daraus ableitbare Konvergenzordnung beeinflussen, insbesondere, wenn
das Verhiltnis der Konstanten sehr grof3 wird bzw. die entsprechende Konditionszahl des Problems > 1
ist. Der die Konvergenz beeintrichtigende Wert aus dem Verhéltnis der Konstanten entspricht dem kriti-
schen Parameter.

,,Aus mathematischer Sicht wiirde man lieber von einem schlecht konditionierten Problem als von
Locking reden’ (Braess [39]), diese Definition umfasst allerdings nicht alle Versteifungseffekte, die nach
der mechanischen Sichtweise identifiziert werden kénnen. Das Schub-Locking (Abschnitt 5.3) beispiels-
weise wiare nach dieser mathematischen Beurteilung nicht existent.

Beispiel: TIMOSHENKO-Balken Die mathematische Deutung bzw. Definition der Locking-Phinomene
(entsprechend Abschnitt(3.1.1) kann gut am Beispiel des schubweichen Balkens aufgezeigt werden.
Eliminiert man die Lamé-Konstanten, lautet die innere Verformungsenergie des TIMOSHENKO-Balkens
in Anhingigkeit der Durchbiegung w und der Verdrehungen ¢

. 1 rL 1 L
7(n9) = 5 [ (9)%dx + 35 [ (/+9)ax . 52)

und das zugehdrige Variationsproblem

L L
STI(w, @, 5w, 5¢) = /0 50'0'dx + tlz /O (W +80)(W +@)dx—STI™ =0 . (5.3)
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Entsprechend der in Abschnitt 3.1]eingefiihrten Schreibweise und folgenden Definitionen

L
QXY S R: (w,0: 5w,8¢) — / 5¢'0dx (5.4)
0
B:V —L*:(w,0) = Bw,@):=w+¢ (5.5)

sowie
u=(w,@) bzw. v=(6w,00) (5.6)

kann die variationelle Formulierung wie folgt ausgedriickt werden:
1
a(u,v) :=a(u,v)+ t—2(Bll,BV) =(f,v) VveV (5.7)

Die V-Elliptizitit kann unter Zuhilfenahme der Dreiecks- und der POINCARE-FRIEDRICHS schen Un-
gleichung nachgewiesen werden.

1
o ul* < a(u,v)+ 5 (Bu, Bv) < C-Jul|’ (5.8)

Dabei ist zwar o unabhiingig von ¢, C = ¢/t? ist allerdings von der Ordnung ¢'(¢~2). Dementsprechend
ist die Konstante im Lemma von Céa (5.9) fiir kleine ¢ sehr groB, so dass sich in diesem Fall bei der
Losung Probleme abzeichnen. Eine solche Situation wird in der numerischen Mathematik als schlecht
konditioniert bezeichnet.

Die Werte o und C stellen eine Abschitzung der kleinsten bzw. groBten Eigenwerte von a(.,.) dar, die
also bei entsprechend kleinem ¢ um Grofenordnungen differieren. Mit der Interpretation der Eigenwerte
als Steifigkeit bestimmter Deformationszustiinde kann somit die Neigung zu Locking bereits hier identi-
fiziert werden.

Eine Unterteilung des betrachteten Gebiets in Elemente der Linge & und elementweisen, C*-stetigen
Ansitzen liefert folgende grobe Abschitzung fiir die Konvergenz (Céa-Lemma):

2 c 2
o=l < 5 A lulli, (5.9)

Offensichtlich ist die Konvergenz nicht gleichmifBig in ¢, was der Definition von Locking entspricht,
siche Abbildung (5.1 mit dem Verhéltnis 7 /A als kritischem Parameter.

Genauere Untersuchungen dieses Problems wurden von Arnold [8] durchgefiihrt, nach denen sich die
Konvergenz deutlich verschlechtert, sobald ¢ < & wird. Dies entspricht genau der Beobachtung, dass der
Versteifungseffekt infolge Querschub mit zunehmender Schlankheit der Elemente zunimmt.

Umgekehrt bleibt die Konvergenz mit Netzverfeinerung (h — 0) erhalten.

Eine Formulierung des Minimalproblems als Sattelpunktproblem und die entsprechende numeri-
sche Behandlung mit der Hilfe gemischter FE-Methoden (vgl. Kapitel [3.1.2) kann von 7 unabhingige
Konvergenzraten liefern und so den Versteifungseffekt vermeiden. Die wesentliche Bedingung fiir
gemischte FE-Ansiitze ist die Einhaltung der BABUSKA-BREZZI-Bedingung (3.15), die die Losbarkeit
und Stabilitit eines Mehrfeldfunktionals garantiert.

5.2.2 Numerische Sichtweise

Eine mathematisch weniger rigorose Beurteilung der Lockingphédnomene wird von Hughes [73] vorge-
schlagen. Dabei wird die Neigung eines Elementes zum Versteifen durch einen so genannten Zwangs-
bedingungsfaktor (constraint count oder constraint ratio) identifiziert. Dieser Kennwert ist definiert als
Verhiltnis der Anzahl der Verschiebungsgleichungen zur Anzahl der Zwangsbedingungen (constraints).

_ Neg  Npode " NDOF

(5.10)

ne ne
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Als Zwangsbedingungen konnen die z.B. die Bernoulli- oder Kirchhoff-Bedingung fiir Balken und Scha-
len oder die Inkompressibilititsbedingung auftreten, dabei sind fiir eine Berechnung des Zwangsbedin-
gungsfaktors nur solche Freiheitsgrade zu beriicksichtigen, die einen Anteil zur entsprechenden Bedin-
gung beitragen.

Die Beurteilung einer Elementformulierung erfolgt {iber den Vergleich des ermittelten Zwangsbedin-
gungsfaktors  zum optimalen Zwangsbedingungsfaktor des kontinuierlichen Problems r;. Im giinstigs-
ten Fall stimmen r und ry iiberein, fiir » < ry besteht eine Tendenz zum Locking und fiir r > r; kann die
Zwangsbedingung eventuell nicht gut abgebildet werden, im Extremfall ist sogar das Auftreten zusétzli-
cher Null-Energie-Eigenmoden moglich.

Die Eingangsgroflen zur Bestimmung des Zwangsbedingungsfaktors werden an einem unendlich grof3en,
strukturierten Netz ermittelt, um trotz der Abhéngigkeit von der Diskretisierung, die eigentlich durch die
Definition von r nach Gleichung (5.10) gegeben ist, Aussagen fiir ein Element zu erhalten.

Danach lésst sich das Verhiltnis von Knotenanzahl zu Elementanzahl (d.h. wie viele Knoten kommen im

2
kontinuierlichen Problem bei Addition eines Elementes hinzu, fiir vierknotige Elemente: lim (":21) ) fiir
n—oo

unterschiedliche Elementtypen angeben, z.B. fiir lineare und quadratische 2D-Elemente:

bilineare Viereckselemente nhoge =1
. . 3 _
lineare Dreieckselemente Moode = 3

biquadratische Viereckselemente 1, ,, = 4

quadratische Dreieckselemente nS =2

Die Anzahl der gewihlten Gauss-Punkte bestimmt die Anzahl der Zwangsbedingungen, da diese in den
Gauss-Punkten einzuhalten sind.

Der Zwangsbedingungsfaktor ist somit nur noch von der Anzahl der Elementfreiheitsgrade, der Ele-
mentform und der Anzahl der Gauss-Punkte abhingig. Offensichtlich bewirkt dabei eine Reduzierung
der Anzahl der Gauss-Punkte, dass der constraint count groer wird. Ein zu Locking neigendes Element
kann nach diesem Kriterium also verbessert werden, was unter anderem den Effekt und Erfolg der Un-
terintegration erklirt. Werte fiir die Zwangsbedingungsfaktoren werden an entsprechender Stelle in den
folgenden Abschnitten bzw. in Kapitel |6 angegeben.

Ein Nachteil des constraint count ist, dass durch die Betrachtung an einem strukturierten, gleichformigen
Netz die Verzerrung der Elemente keine Beriicksichtigung erfihrt. Die Empfindlichkeit eines Elemen-
tes gegeniiber Netzverzerrungen kann also im Rahmen dieser Betrachtungsweise nicht erdrtert werden,
ebenso ist die Identifizierung von Zero-Energy-Modes hier nicht mdglich.

5.2.3 Mechanische Sichtweise

Die mechanisch motivierte Sichtweise repridsentiert die am weitesten verbreitete Erkldrung der
Lockingphénomene. Hierbei werden die Versteifungseffekte als Folge des Auftretens parasitdrer Span-
nungen interpretiert.

Als parasitir werden diejenigen Spannungen und Verzerrungen bezeichnet, die in der exakten Losung
nicht auftreten, sehr wohl aber in der diskreten. Bei dem in der Einfiilhrung angefiihrten Beispiel des
Timoshenko-Balkens sind dies die (diskreten) Schubverzerrungen y" = wf} + " sowie die entsprechen-
den Spannungen, die die relevante Zwangsbedingung — in diesem Fall die Bernoulli-Bedingung — nicht
im Allgemeinen erfiillen kénnen, sondern einen parasitdren Verlauf annehmen. Die dadurch hervorgeru-
fenen unerwiinschten (parasitdren) Energieanteile bewirken eine zusétzliche, kiinstliche Steifigkeit und
entsprechend falsche (zu kleine) Verschiebungen.

Die Identifizierung der parasitiren Spannungen und Verzerrungen erfolgt gewohnlich anhand geeigneter
Testbeispiele. Dabei werden die Elemente bestimmten Deformationszustinden unterworfen, deren Cha-
rakteristikum das Auftreten der kritischen Zwangsbedingung ist. Die hierbei von der erwarteten Lésung
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abweichenden Terme konnen als die parasitiren Anteile erkannt werden. Als geeignetes Hilfsmittel wird
hierbei auch die tabellarische Analyse der einzelnen Deformationszustdnde eines Elementes (siche An-
delfinger [4]) herangezogen.

Die Interpretation der Versteifungsphinomene als Folge des Auftretens parasitirer Spannungen stellt al-
lerdings nicht nur eine sehr anschauliche Erkldrung dar, sie ermdglicht auch die Identifizierung und somit
eine direkte Beeinflussung der stérenden Terme bei der Elementformulierung. Diese Eigenschaft erklirt
die Dominanz dieser Vorgehensweise in der Elementtechnologie, mafgebliche Elemententwicklungen
lassen sich hierauf zuriickfiihren (z.B. die ANS-Methode, Abs. 6.4/oder die EAS-Methode, Abs.|6.6).

Die Schwiche dieser Betrachtungsweise liegt in der etwas willkiirlichen Definition, welche Spannungen
als parasitir einzustufen sind. Lineare dreieckige Scheibenelemente beispielsweise wiren demnach frei
von parasitidren Spannungen, weisen aber trotzdem Versteifungstendenzen auf (s.a. Abschnitt 5.5).

Zusammenfassung Die Definition von Locking ist die Abhéngigkeit der Konvergenzrate von einem
charakteristischen Wert, dem kritischen Parameter.

Die Identifizierung der Versteifungsphinomene und ihrer Charakteristika unterscheidet sich entspre-
chend den verschiedenen Sichtweisen. So erméglicht die mathematische Beurteilung einen rigiden Nach-
weis der Stabilitdt und Konvergenz der Elemente, der numerisch orientierte Constraint Count eine sehr
einfache und schnelle — wenn auch grobe — Einschédtzung. Unentbehrlich vom Standpunkt der Element-
entwicklung bleibt jedoch die mechanische motivierte Einschitzung.

In den folgenden Abschnitten sollen die in der Strukturmechanik bekannten Locking-Phdnomene niher
erldutert werden. Generell werden dabei die linearen Beziehungen der Elastostatik herangezogen, d.h.
insbesondere lineare kinematische Gleichungen, da bereits hiermit die wesentlichen Effekte dargestellt
werden konnen.

5.3 Schub-Locking

Schub-Locking (auch Shear-Locking) kann generell bei zwei- und dreidimensionalen Kontinuumsele-
menten sowie im Membrananteil von Flichenelementen auftretenE. Der Versteifungseffekt wird ins-
besondere dann relevant, wenn mit Hilfe von Kontinuumselementen niederer Anssatzordnung Biege-
zustinde abgebildet werden sollen (z.B. Abbildung [5.3).

Der Effekt des Shear-Locking lésst sich verdeutlichen, wenn die Deformation eines reinen Biegezustan-
des durch ein Element mit linearen Ansatzfunktionen abgebildet werden soll. Abbildung (5.4 zeigt die
erwartete Verschiebungsfigur und die zugehorigen Spannungen des kontinuierlichen Problems. Entspre-
chend dem in x quadratischen Verlauf der vertikalen Verschiebungen u, sowie den in x und y linear
veridnderlichen horizontalen Verschiebungen u, stellen sich ausschlieBlich linear iiber die Hohe verlau-
fende Normalverzerrungen und -spannungen in x-Richtung ein (vgl. (4.153)—(4.158)).

Soll dieser Deformationszustand mit einem bilinearen Scheibenelement abgebildet werden, liefert das
Element zwar die korrekte Antwort fiir die Normalverzerrungen &, €, und entsprechend fiir die Normal-
spannungen o, und oy, die Schubverzerrungen und -spannungen ergeben sich jedoch nicht zu Null, siehe
Abbildung [5.7h).

Die Analyse der Deformationsmoden des 4-knotigen Scheibenelementes (Tabelle 5.5) bestitigt diese
Feststellungen. Die Abbildung eines Biegezustandes (Mode 4: u, = xy bzw. Mode 8: u, = xy) ist im-
mer mit dem Auftreten einer parasitiren Schubverzerrung (€, = x bzw. &, = y) und entsprechenden
Spannungen verbunden.

2Da sich dieser Effekt auf die Membranspannungen auswirkt, findet man hierfiir auch die Bezeichnung Membran-Locking,
z.B. Hauptmann et al. [66]. In dieser Arbeit wird der Begriff Membran-Locking jedoch einem anderen Versteifungseffekt
zugeordnet (Abschnitt[5.7).
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Abbildung 5.3: Schub-Locking bei Biegezustinden von 2D- und 3D-Kontinuumselementen

Der Anteil dieser parasitdren Verzerrungen an der Verzerrungsenergie kann leicht berechnet werden:

t h
32 s
, Et’h M\~ 1—v
Hlm:l// 7 Ex Ndxdy =b ————( 1 - - — 1
0l — 2 (68 +Txy7/x}) xay 24(1—V2) + p > (5.16)
t
2

Die (parasitiare) Schubverzerrungsenergie geht dabei offensichtlich proportional zum Faktor (%)2 ein

und dominiert die Losung des Problems mit zunehmend ,,schlankerem Seitenverhiltnis des Elementes.
Der kritische Parameter, von dem die Konvergenz der Losung abhéngt, kann im Fall des Shear-Locking
also als das Seitenverhiltnis der Elemente % (engl. aspect ratio) identifiziert werden.

Mit dieser mechanischen Interpretation des Schub-Locking und der Identifikation linear verlaufender,
unerwiinschter Schubverzerrungen dréngt sich die selektiv reduzierte Integration als Technik zur Ver-
meidung des Locking-Phdnomens auf. Die mit der reduzierten Integration verbundene Auswertung der
Schubverzerrungen in der Elementmitte erfolgt im Nulldurchgang der parasitidren Verzerrungen, d.h.
genau in dem Punkt, in dem sich der korrekte Wert einstellt (Abb. [5.7a) rechts). Eine Eigenschaft, die ne-
ben der Technik der reduzierten Integration z.B. auch von der ANS-Methode aufgegriffen wird und nicht
nur zur Behandlung von Shear-Locking geeignet ist. Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Anwendungen
folgt in Kapitel |6,

Da das Schub-Locking fiir 2D- und 3D-Kontinuumselemente bzw. die entsprechenden Anteile von Struk-
turelementen auftritt, erfolgt eine mathematische Beurteilung dieses Versteifungseffektes auf Basis der
KoRrnNschen Ungleichung. Die in dieser Ungleichung auftretende Konstante ergibt sich als Verhéltnis der
Verschiebungsnorm zur Norm der Verzerrungen, die mit dem Verschiebungsfeld u = [ux,uy]T ((5.11),

Ty
4@7
o, = L (5.13)
w~En (5.1 szn 51
e oy = :
uy~—1E2 (5.12) ° ’
Ty =0 (5.15)

Abbildung 5.4: Deformationszustand: reine Biegung
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Uy 1 X y Xy - - - -
uy - - - - 1 X y xy
& = Uy y 0 1 0 y 0 0 0 0
& = Uy, 0 0 0 0 0 0 1 X
Exy = 5 (Uyy +Utyx) 0 0 1 x 0 1 0 y

Abbildung 5.5: Deformationsmoden des linearen Vierecksselementes

(5.12)) und den zugehorigen Verzerrungen € berechnet werden konnen. Bei der Berechnung von Kon-
tinua, deren Geometrie strukturihnliche Abmessungen aufweist (z.B. wie in Abbildung [5.3) ergibt sich

diese Konstante niherungsweise zu:

= M ~ h . (5.17)

ello 1

Dieses Verhiltnis bestimmt die Fehlerschranke des CEA-Lemmas (3.8), erreicht aber nicht die GroBen-
ordnungen, die die Konstante fiir andere Locking-Phinomene aufweist. Dieser mathematischen Beurtei-
lung zufolge ist das Inplane-Shear-Locking praktisch nicht existent.
Tatséchlich ist der Effekt der Schub-Locking bei der Verwendung regelméBiger Netze vergleichsweise
gering.

Die Schwiche der mechanischen Sichtweise zeigt sich bei der Analyse von dreiknotigen linearen Schei-
benelementen. Dieses Element kann — neben den Starrkdrpermoden — ausschlieflich konstante Deh-
nungszustinde darstellen, wie die Untersuchung der Deformationsmoden in Tabelle zeigt.

Die Abbildung eines Biegezustandes (Abb. mit zwei dreieckigen Elementen (Abb. 5.7¢)) liefert im
Gebiet einen konstanten Verlauf sowohl fiir die Normalverzerrungen &, als auch fiir die Schubverzer-
rungen €, und im Vergleich zur korrekten Losung zu kleine Verschiebungswerte, das Indiz fiir Locking.
Da die Darstellung konstanter Verzerrungen jedoch zu den erforderlichen Grundeigenschaften jedes Ele-
mentes gehoren (vgl. Kapitel [3), konnen sie nicht als parasitir bezeichnet werden. Die Identifikation des
Lockingeffektes iiber das fiir die mechanische Betrachtungsweise typische Auftreten parasitirer Verzer-
rungen ist somit nicht moéglich.

Im Fall der linearen Dreiecke ist somit vor allem die numerische Sichtweise geeignet, eine Neigung
dieser Elemente zu Shear-Locking aufzuzeigen. Die Zwangsbedingung beim Schub-Locking ist das Ver-
schwinden der Schubverzerrungen:

Yoy =0 (5.18)

Fiir das mit einem Gaul3-Punkt exakt integrierte Dreieckselement T1 ergibt sich der Zwangsbedingungs-
faktor nach (5.10) zu
nr3lode ""DOF % 2

rr = = =1 (5.19)
ne 1

Uy 1 X y - - -
uy - - - 1 X y
€ = Uy 0 1 0 0 0 0
& = Uy, 0 0 0 0 0 1
&y = 3 (ry + ) 0 0 > 0 2 0

Abbildung 5.6: Deformationsmoden des linearen Dreieckselementes T'1
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E
1 = —2(1+v>5
1/t «— —»1/t
a) Bilineares X o — _E
Element Q1 ’ TV
1/t — <1/t
»n Txy
1/t «— —>1/t E—
b) Lineares X, o
Element T1 *
1/t - <1/t
»1 Ty =0
1/t 4— —»1/t
¢) Biquadratisches E
Element Q2 %5 Ox =12
1/t — <1/t

Abbildung 5.7: Abbildung des Biegezustandes durch 2D-Kontinuumselemente

Im Vergleich zum idealen Wert des kontinuierlichen Problems

ist der Zwangbedingungsfaktor des T1-Elementes deutlich niedriger, das Kennzeichen der numerisch
orientierten Definition von Locking.

Im Vergleich dazu ist das in Abbildung c¢) ebenfalls aufgefiihrte biquadratische Element Q2 zwar in
der Lage, den hier dargestellten Biegemode (Abb. 5.4) korrekt abzubilden, dennoch ist das Element nicht
frei von Shear-Locking, was durch den Zwangsbedingungsfaktor rg, = g verdeutlicht wird.

5.4 Trapezoidal-Locking / Curvature-Thickness-Locking

Trapezoidal-Locking kann auftreten, wenn bei der Modellierung von Biegezustinden gekriimmter Struk-
turen Kontinuumselemente eingesetzt werden.

Ein wesentliches Merkmal dieses Effektes ist, dass er nicht allein durch eine trapezformige Geometrie
des betrachteten Elementes charakterisiert ist, sondern sich diese zwangsldufig aus der Diskretisierung
einer gekriimmten Struktur ergibt.

Abbildung 5.8 deutet die prinzipiellen Moglichkeiten des Auftretens von trapezformig verzerrten Ele-
menten an. Bild [5.82) zeigt einen geraden Kragbalken, der mit 2D-Kontinuumselementen diskretisiert
wurde. Die trapezférmige Geometrie der einzelnen Elemente beruht einzig auf einer Netzverzerrung, bei
regulirer Diskretisierung wiiren alle Elemente rechtwinklig, siehe z.B. Abbildung [5.3.

Dagegen repriisentieren die trapezformigen Elemente des gekriimmten Kragbalkens, Abbildung 5.8b),
die reguldire Diskretisierung des dargestellten Problems, sind also nicht die Folge von Netzverzerrungen.

Um eine strikte Trennung von Locking-Effekt und Einfluss der Netzverzerrung zu gewéhrleisten, kann
die Definition des Trapezoidal-Locking nur iiber das Auftreten parasitidrer Spannungen bei gekriimmten
Strukturen erfolgen, da nur hier die trapezférmige Elementgeometrie der reguldren Diskretisierung ent-
spricht.
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a) Netzverzerrung b) Trapezoidal Locking ¢) Curvature Thickness Locking

Abbildung 5.8: Versteifungseffekte trapezformiger Scheibenelemente

Eine asymtotische Analyse liefert dementsprechend fiir Beispiel [5.8a) als Ergebnis eine Mischung aus
Netzverzerrungsempfindlichkeit und Lockingeffekt, d.h. die Ergebnisse hidngen sowohl vom Verhiltnis
h/t als auch von o ab. Fiir Beispiel [5.8b) hingegen zeigt sich bei der asymptotischen Analyse nur eine
Abhingigkeit vom Seitenverhiltnis der Elemente /¢, die als kritischer Parameter identifiziert werden

kamE.

Trapezoidal-Locking Zur Analyse dieses Versteifungseffektes wird ein vierknotiges, trapezférmig ver-
zerrtes Scheibenelement einem Biegezustand unterworfen (Bild 5.9).

Entsprechend der oben gegeben Definition des Trapezoidal-Locking ergeben sich die krummlinigen Ver-
zerrungen zu:

ht
eglzjn(om—l) (5.21)
oht
e =—(&7-1) (5.22)
ht
o1 _ Mt _
Ve =65 (2an—1) (5.23)

Dabei ist die -Koordinate in den Mittelpunkten der gemeinsamen Elementkanten mit der gekriimmten
Strukturachse identisch, 1 definiert die Dickenrichtung der Struktur und der Parameter ¢ ergibt sich in
Abhingigkeit der Kriimmung der Struktur.

Der Vergleich mit den korrekten Verzerrungen
g ~n, & =0, Yen =0 (5.24)

zeigt fiir alle drei Komponenten Differenzen auf, sobald o # 0, d.h. die Struktur gekriimmt ist*. Dabei

sind die Abweichungen der Normalverzerrungen eégl vom linearen Verlauf relativ klein. Die parasitdren

Schubverzerrungen yg; konnten fiir rechtwinklige Elemente bereits beim Schub-Locking identifiziert
werden. Sie weisen im Fall des Trapezoidal-Locking ebenfalls einen in & linearen Verlauf und damit
einen Nulldurchgang auf, der die Anwendung der oben bereits angedeuteten Techniken ermdglicht.

Die parasitiren Normalverzerrungen in Dickenrichtung &; dagegen verlaufen quadratisch und ver-
schwinden entlang der Elementkanten & = 41, somit bietet sich eine Moglichkeit zur Vermeidung des
Versteifungseffektes mittels der ANS-Methode (Abschnitt oder der DSG-Methode (Abs. an.

3Mit der hier gegebenen Definition unterscheidet sich das Trapezoidal-Locking z.B. von der von MacNeal [103] eingefiihr-
ten Beschreibung, der ebenfalls Versteifungseffekte fiir Diskretisierungen entsprechend Bild [5.8a) als Trapezoidal Locking
einordnet.

4Umgekehrt bedeutet o = 0 eine gerade Strukturachse und entsprechend unverzerrte Elemente
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O a4

n T uk = 41 (5.25)
t
uf =+ah (5.26)
F «— _»F ‘L
+— h(l+a) —+

Abbildung 5.9: Biegezustand: Trapezformiges bilineares Element Q1

Curvature-Thickness-Locking Der zuerst von Ramm et al. [124] beschriebene Effekt des Curvature-
Thickness-Locking (s.a. Betsch et al. [27]) kann als Sonderfall des Trapezoidal-Locking interpretiert
werden.

Das Auftreten des Curvature-Thickness-Locking ist auf dreidimensionale Schalenelemente (7-
Parameter-Formulierung) beschrinkt, wenn bei den verwendeten Modellen eine Mittelung der Direk-
toren und die Verzerrungen in Dickenrichtung beriicksichtigt werden. Dies ist bei den in Kapitel
vorgestellten Schalenmodellen mit extensiblem Direktor der Fall.

Eine reine Biegedeformation des Schalenmodells (Abbildung [5.10) ist durch die Inextensibilitit des Di-
rektors |A3| = |asz| = 0 sowie durch die Orthogonalitiit zwischen Direktor und Differenzvektor A3 -w =0
gekennzeichnet. Fiir das kontinuierliche Problem wird die dem Biegezustand entsprechende Bedingung
verschwindender Normalverzerrungen £ 23 = A3 -w =0 (4.62) natiirlich erfiillt. Eine Diskretisierung mit
einem bilinearen Schalenelement, d.h.

(1—0%) AL+ 1(1+0%) A} (5.27)
(1-0%) w' +1(146%) w? (5.28)

= »
S WS
I

Nl— 1l—

Pl—= 19l

ergibt jedoch wie fiir das Scheibenelement Q1 (5.22) parasitire Normalverzerrungen in Dickenrichtung
Egéh (5.29). Bei symmetrischer Deformation ergibt sich mit A}-w? = A3-w' = £ sin(¢) |w| (der Winkel
¢ reprasentiert den Winkel zwischen den Direktoren in Knoten 1 und 2) fiir die Normalverzerrungen:

Ey =Ab-w' = 11— (6%)?%] 1 sin(g) |w| (5.29)

Die Analogie ist selbstverstiandlich, wenn die Herleitung des Schalenelementes entsprechend dem De-
generationskonzept (Kapitel [4.2.5) betrachtet wird, bei der die Kinematik des Kontinuumselementes
tibernommen wird und so lediglich eine neue Parametrisierung der Verschiebungsgréfen erfolgt. Die
Zwangsbedingung E§)3 = 0 kann auch hier nicht korrekt abgebildet werden.

Gleichung (5.29) verdeutlicht, dass der Effekt des Curvature-Thickness-Locking auf mit Balken- bzw.
Schalenelementen modellierten gekriimmten Strukturen beschriinkt ist. Bei Elementen, deren Ausgangs-
geometrie keine Kriimmung aufweist (¢ = 0), tritt dieser Effekt nicht auf, entsprechend den rechtwinkli-
gen Scheibenelementen (o = 0). Bei einer Verfeinerung der Diskretisierung wird die gekriimmte Struktur

Abbildung 5.10: Balken-/Schalenelement mit extensiblen und gemittelten Direktoren: Curvature-
Thickness-Locking
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besser approximiert und demzufolge tendiert auch der Winkel zwischen den Direktoren ¢ gegen Null.
Der quadratische Verlauf der Normalverzerrungen E géh (krummlinige Koordinaten) verschwindet entlang
der Elementkanten 0% = 41, somit bietet sich eine Moglichkeit zur Vermeidung des Versteifungseffektes
mittels der ANS-Methode (Abschnitt oder der DSG-Methode (Abschnitt an.

Einflussgrofen des Curvature-Thickness-Locking sind offensichtlich die Kriimmung der Struktur sowie
die Netzverzerrung, die eine groere Winkeldifferenz zwischen den Direktoren verursachen kann. Der
kritische Parameter ist die Schlankheit des Elementes.

Zusammenfassung Die Effekte des Trapezoidal-Locking bzw. des Curvature-Thickness-Locking
wurden als das Auftreten parasitirer Normalspannungen bei Biegedeformationen gekriimmter Struktu-
ren definiert. Die Unterscheidung dieser beiden Effekte hinsichtlich des Typs der eingesetzten Elemente
(Kontinuum, Schale) sowie der kritischen Parameter (Seitenverhiltnis, Schlankheit) ist dabei vollig ana-
log zu den Phinomenen des Shear-Locking sowie des Transverse-Shear-Locking.

5.5 Volumetrisches Locking

Im Gegensatz zu allen anderen Lockingeffekten, deren Einflussparameter geometrischer Natur sind, tritt
beim Volumetrischen Locking eine Materialeigenschaft als kritischer Parameter auf.

Der kritische Parameter kann hierbei als der Kompressionsmodul k¥ = 3 _E6v identifiziert werden, der
iiber die Querdehnzahl oder auch POISSON-Zahl v definiert ist, weshalb oftmals der Begriff POISSON-
Locking zu finden ist. Fiir v = 0.0 ist kein volumetrisches Locking festzustellen, beim Erreichen der
Inkompressibilitit v — 0.5 (entsprechend x — o) verstérkt sich dieser Versteifungseffekt. Ursache ist,
dass die Bedingungen einer isochoren Deformation von den Ansdtzen nicht punktweise erfiillt werden
konnen, die Zwangsbedingung kann also iiber die Divergenzfreiheit des Verschiebungsfeldes formuliert

werden:

diviu) = u;; =ty +tyy+u, ;=0 (5.30)

Volumetrisches Locking tritt sowohl fiir zwei- als auch dreidimensionale Kontinuumselemente auf. Fiir
die Scheibentheorie (2D-Kontinuum) konnen dabei entweder die Verzerrungen oder die Spannungen
senkrecht zur Scheibenebene eliminiert werden (ebener Verzerrungs- bzw. Spannungszustand, siche Ka-
pitel|4.4). In letzterem Fall wird iiber das Materialgesetz die Normalspannungskomponente (0;) explizit
zu Null gesetzt und somit die Zwangsbedingung (5.30) wesentlich abgeschwiicht.

Fiir den Fall des ebenen Verzerrungszustandes (€, = 0, d.h. u, ; = 0) vereinfacht sich zu

le(ll) - ux7x + My7y — 0 . (531)

Eine diese Bedingung befriedigende Deformation ist beispielsweise durch

uy~&n &= O =15 M
1 g2 v &=—151 o,=0 (5.32)
iy ~ =58 DRl o =0 C o
Xy — Xy —

gegeben. Die Auswertung der Verzerrungen fiir das bilineare Element Q1 liefert hingegen die Ausdriicke

(5.35)~(5.37).

Anschaulich kann die Ursache des Volumetrischen Locking mit Bild [5.11/Mitte erklirt werden: infolge
der Querdehnung dehnen sich die unter Druck stehenden Fasern aus, die gezogenen Fasern hingegen
werden schlanker, als Folge miisste sich eigentlich die Mittellinie verschieben. Genau dies vermag das
bilineare Element jedoch nicht abzubilden, wenn sich die Knoten vertikal nicht bewegen, behélt aufgrund
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Wl ~E (5.33)
ul' = const. (5.34)

Abbildung 5.11: Bilineares Element Q1: Volumetrisches Locking

der linearen Interpolation auch jeder Punkt im Element seine vertikale Position. Die materielle Mittelinie
wird somit in der geometrischen Mitte, d.h. in ihrer urspriinglichen Lage festgehalten.

2 = ol = % n (5.35)
el =0 o' = i 1 (5.36)
e =¢ g = 2(lliv) § (5.37)

Offensichtlich nehmen die parasitiren Spannungen und entsprechend die Steifigkeit des Elementes mit
Anwachsen des kritischen Parameters K — oo (v — 0.5) immer weiter zu, der Indikator von Locking.
Das Auftreten des Versteifungseffektes folgt somit direkt aus der Unfdhigkeit des Elementes lineare
Verzerrungszustinde in Dickenrichtung (hier: y) abzubilden. Die beim Shear-Locking vorgeschlagenen
Verbesserungsmoglichkeiten, die auf der Elimination parasitdrer Verzerrungen beruhen, sind zur Vermei-
dung des Volumetrischen Locking nicht geeignet. Eine erfolgreiche Moglichkeit besteht in der Erweite-
rung der Verzerrungen des Elementes, dies ist auch die Grundidee der EAS-Methode (Kapitel |6.6).

Mit der Aufspaltung der Verzerrungen in einen dilatatorischen und deviatorischen Anteil kann die schwa-
che Formulierung mit Hilfe folgender Bilinearform ausgedriickt werden (mit den Lamé-Konstanten ent-

sprechend (2.28))
a(u,v) := A (divu,divv) +2u (e(u),e(v)) , (5.38)
die zwar prinzipiell elliptisch ist,
o ul® < a(u,u) <C-|uf? (539)

wobei die Konstanten mit o < p und C > A + p abgeschitzt werden konnen. Das Verhiltnis dieser Kon-
stanten C/ ¢, das in die Fehlerschitzung gemif dem CEA-Lemma eingeht, nimmt fiir A > u, also fiir
v — 0.5 sehr groBe Werte an. Demnach ist die Konvergenz stark beeintridchtigt, wenn nicht ausgeschlos-
sen (v =0.5).

Poisson-Locking bei Schalenelementen Der Effekt des Poisson-Dicken-Locking bei Schalenele-
menten wurde bereits in Kapitel |4 bei der Semidiskretisierung der Schalenmodelle in Dickenrichtung
besprochen und hat prinzipiell dieselben Ursachen, wie sie fiir das bilineare Scheibenelement festgestellt
wurden.

Der konstante Verlauf der Verschiebungen und somit verschwindende Normalverzerrungen E33 = 0 in
Dickenrichtung wiirden auch fiir das 5-Parameter-Modell Dicken-Locking verursachen. Der Einfluss der
Querdehnung bewirkt zusammen mit den linear in Dickenrichtung verlaufenden Normalverzerrungen
Eqp einen ebenfalls linearen Verlauf der Normalspannungen in Dickenrichtung, die physikalisch nicht
erklirbar sind. Diese Zwangsspannungen verursachen ein zu steifes Verhalten des Modells. Durch die
Bedingung $* = 0 und entsprechende Modifikation (statische Kondensation) des Stoffgesetzes (4.50)
wird dieser Effekt fiir das 5-Parameter-Modell allerdings vermieden.

Das 6-Parameter-Modell entspricht mit dem linearen Verschiebungsansatz in Dickenrichtung dem
oben beschriebenen Scheibenelement. Mit dem daraus ableitbaren konstanten Verlauf der Dicken-
Normalverzerrungen E33 konnen zwar Membranspannungszustinde abgebildet werden, die im Fall von
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Biegezustinden zu den auftretenden linearen Normalspannungen S erforderlichen, energetisch kon-
jugierten linearen Verzerrungen stehen allerdings nicht zur Verfiigung, die Folge ist Volumetrisches
Locking.

Um diesen Versteifungseffekt zu vermeiden und gleichzeitig die Vorteile der Verwendung dreidimensio-
naler Stoffgesetze zu behalten, muss der Raum der zur Verfiigung stehenden Verzerrungen E33 um den
linearen Anteil erweitert werden. Dies gelingt entweder durch einen quadratischen Verschiebungsansatz
in Dickenrichtung oder durch die Erweiterung der Verzerrungen mittels der EAS-Methode, wie sie fiir
das 7-Parameter-Modell vorgeschlagen wurde (vgl. Abschn. 4.2.4/und 6.6).

5.6 Querschub-Locking

Der Effekt des Querschub-Locking (Transverse-Shear-Locking) betrifft Strukturelementﬁ, die auf einer
Reissner-Mindlin-Kinematik basieren, also durch eine Beriicksichtigung der transversalen Schubverzer-
rungen gekennzeichnet sind.

Der Effekt des Querschub-Locking z&dhlt zu den mit am meisten beachteten und behandelten Verstei-
fungseffekten, dies liegt zum einen an der weiten Verbreitung und frithen Entwicklung von Struktur-
elementen wie Balken, Platten oder Schalen, vor allem aber auf dem erheblichen (negativen) Einfluss
auf die Berechnungsergebnisse. Im Gegensatz zum im Abschnitt 5.3|beschriebenen Shear-Locking kann
Querschub-Locking nicht nur in einer erheblich schlechteren Konvergenzrate miinden, sondern gerade
bei fiir praktische Anwendungen typischen Netzfeinheiten zu inakzeptablen Resultaten fiihren. Neben
den zu geringen Werten fiir die Verschiebungen sind dies vor allem die Fehler in den Verldufen der
Spannungen bzw. Querkrifte, die starke Oszillationen aufweisen kdnnen.

Aus mechanischer Sicht ist die Ursache fiir das Querschub-Locking das Auftreten parasitirer Verzer-
rungen und Spannungen, in diesem Fall der Querschubanteile. Sie resultieren aus der Unféhigkeit eines
Elementes, bestimmte Deformationszustinde abbilden zu konnen, in denen die Querschubverzerrungen
bzw. -spannungen verschwinden sollten. Hierzu zéhlen zum einen reine Biegezustinde, des weiteren
das Einhalten der fiir diinne bzw. schlanke Strukturen giiltigen Normalenhypothese, die ebenfalls das
Auftreten von Querschubverzerrungen ausschlief3t.

Offensichtlich kann das Problem des Transverse-Shear-Locking also nur bei schubweichen Elementen
auftreten, bei schubstarren Elementen (BERNOULLI- bzw. KIRCHHOFF-Theorie), ist die Normalenbe-
dingung bereits stark erfiillt. Dass trotzdem oftmals eine Formulierung mit Beriicksichtigung der Schub-
verzerrungen gewihlt wird, liegt an den niedrigeren und leichter zu erfiillenden Kontinuititsanforde-
rungen der schubweichen Elemente (C%-Kontinuitit) im Vergleich zu den schubstarren Elementen (C'-
Kontinuitit).

Timoshenko-Balkenelement Die wesentlichen Effekte des Transverse-Shear-Locking lassen sich be-
reits anhand eines einfaches Beispiels, des linearen zweiknotigen Timoshenko-Balkenelementes (sieche

Abbildung|5.12) aufzeigen.

Mit dem linearen Ansatz sowohl fiir die Durchbiegung w als auch die Rotation ¢

h 2 ] X X
wh(x) = ) N'(x)-wi=(1- Z)Wl + w2 (5.42)

2
9" (x) =X,N"(X)-<pi:(1—%)<pl+%<p2 (5.43)

SDie Definition von Querschub ist erst bei Strukturelementen, die im Gegensatz zum Kontinuum eine ausgezeichnete Di-
ckenrichtung besitzen, sinnvoll.
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X
> _ o _dw _do
o (O@) L @) S>q)2 Kinematik: Y= I + ¢ K=— o (5.40)
! ! Stoffgesetz: Q= GA,y M=EIx (541
w1 w2

Abbildung 5.12: Zweiknotiges Balkenelement

ergeben sich die diskretisierten Querschubverzerrungen zu

0 Wh

2
V') =——to"= Z{(fo-wﬁ-N’-(pi)

1
= (2= W)+ P+ 7 (02— 1) - (5.44)

Wird beispielsweise ein reiner Biegezustand betrachtet (Abbildung |5.13), erhilt man fiir die Schubverzer-

rungen nach Gleichung einen linearen Verlauf, Gleichung (5.45), obwohl fiir diesen Biegezustand
die Schubverzerrungen verschwinden sollten.

Der Grund fiir diese parasitiren Querschubverzerrungen liegt in der mangelnden Abstimmung der
Ansitze fiir die Verschiebungen und Rotationen. Bei der Verwendung derselben Ansitze fiir die Ver-
schiebungen und die Rotationen ergibt sich fiir den dargestellten Biegezustand ein linearer Verlauf fiir
die Rotationen, wihrend die Verschiebungen konstant sind. Bei der Berechnung der Schubverzerrungen
kann deshalb der lineare Anteil nicht ausbalanciert und die Zwangsbedingung y = 0 nicht im gesamten
Element erfiillt werden.

Eine Betrachtung der inneren Energie des Timoshenko-Balken verdeutlicht den Einfluss der parasitiren
Spannungen. Die innere Energie kann als Summe der zur Biegung und zur Schubdeformation gehdren-
den Anteile ausgedriickt werden, wobei vereinfachend von einem konstanten, rechteckigen Querschnitt
(Breite b, Hohe ¢) ausgegangen werden soll.

. Ebt3 Ebt3 Ebt3
[1Biesuns _ 20y = 2 2d — == p? 5.46
oa ) KA =y [ (e dx=— (5.46)
X X
Eb Ebt | EbtL
t t t
[1Schub / dx = 0_/ — 2idx=al—"= _p? 5.47
T yzx asl—v (p—w,y) dx 0633(1_‘/) ( )
X
mitA, =albt, @) =2 .. Schubkorrekturfaktor (Abschn.(4.2.4)

Das Verhiiltnis von Biege- und Schubenergie I /T1Bi84ns jst proportional zu (L/t)?, d.h. je schlanker
der Balken ist, desto groer wird der Einfluss der Schubenergie im Vergleich zur Biegeenergie, was ge-
nau kontrédr zu dem tatsdchlichen Verhalten ist, in dem der Schubanteil mit gegen Null gehender Dicke ¢

e o4 ' P 7

w1 :W2:0
2x

== @ }/T(x):(p.<f—1> (5.45)

Abbildung 5.13: Parasitdre Schubverzerrungen fiir den reinen Biegezustand bei linearem Ansatz
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ebenfalls verschwindet. Als Folge wird der GroBteil der Energie durch die parasitire Schubenergie absor-
biert und die Verformungen entsprechend zu klein abgebildet. Der kritische Parameter des Querschub-
Locking ist also die Schlankheit des Elementes.

Allerdings wird anhand diese Beispiels auch deutlich, dass mit zunehmender Netzverfeinerung eine Be-
rechnung mit diesem Element trotzdem zur wahren Losung konvergiert, da in diesem Fall das Verhiltnis
L/t, d.h. die Schlankheit wieder abnimmt.

Der Verlauf der parasitiren Schubspannungen (Bild zeigt wiederum Moglichkeiten auf, wie das
Problem des Querschub-Locking gelést werden kann.

Durch eine Reduzierung der Integrationsordnung der Schubanteile kann anstelle des linearen der kor-
rekte konstante Verlauf der Schubverzerrungen abgebildet werden, ebenso liefert eine Auswertung der
Schubverzerrungen in der Elementmitte den korrekten Wert, der mittels Extrapolation auf das gesamte
Element iibertragen werden kann (ANS-Methode).

Die Aufteilung und Identifikation der Verschiebungen getrennt nach Biege- und Schubanteilen ist die
Basis einer weiteren Locking-freien Formulierung, der DSG-Methode (Kapitel 6.5).

Platten- und Schalenelemente Die fiir das simple Balkenelement gewonnenen Erkenntnisse hinsicht-
lich Ursache und Wirkung des Querschub-Locking lassen sich direkt auf zweidimensionale Strukturele-
mente iibertragen. Die Schubverzerrungen {5 bzw. 7,

=V -Ai+w"R"  (lin. Kinematik) (5.48)

weisen ebenfalls infolge des in Gleichung (5.48) auftretenden unterschiedlichen Polynomordnungen der
Verschiebungsfelder Vf’a und w" parasitire Anteile auf, die — abhiingig von der Schlankheit des Elementes
— die Konvergenz beeinflussen.

In Abschnitt [5.2.1 wurde der schubweiche Balken bereits als Beispiel der mathematischen Definition
von Locking herangezogen, entsprechende Uberlegungen fiir Platten- und Schalenelemente identifizieren
ebenfalls die Schlankheit des Elementes als kritischen Parameter, genauere Ausfiihrungen finden sich
z.B. bei Brezzi und Fortin [42] oder Braess [39].

Die Bestimmung der Zwangsbedingungsfaktoren unterstreicht die Bedeutung des Querschub-Locking.
Verglichen mit dem optimalen Wert von Plattenelementen (mit 3 Freiheitsgraden je Knoten) ry = % liegen

beispielsweise die Zwangsbedingungsfaktoren fiir bilineare Viereckselemente erl = % oder dreiknotige

Dreieckselemente r,fl = % sogar noch deutlich unter dem kritischen Wert von 1. Auch der numerische

orientierte Analyse diese Versteifungseffektes deutet somit auf starkes Locking hin.

Geeignete Methoden, um das Querschub-Locking fiir flichenhafte Strukturelemente mit Reissner-
Mindlin-Kinematik zu vermeiden, sind die so genannten B-bar-Methoden, dazu zihlen die — relativ weit
verbreitete — ANS-Methode sowie die DSG-Methode, und ebenfalls die EAS-Methode. Unterschiede
zwischen diesen Methoden ergeben sich hiufig erst fiir verzerrte Elementgeometrien, deren Einfluss in
Abschnitt|5.8/ sowie in Kapitel |6 diskutiert wird.

5.7 Membran-Locking

Im Vergleich zum oben beschriebenen Querschub-Versteifungseffekt wird dem Phinomen des Membran-
Locking in der entsprechenden Literatur wesentlich weniger Rechnung getragen. Der Begriftf Membran-
Locking wurde von Stolarski und Belytschko [142] geprigt, die ebenfalls eine Analyse dieses Phinomens
angeben.

Dies mag daran liegen, dass Membran-Locking nur fiir gekriimmte Strukturen und dort auch nur fiir
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Abbildung 5.14: Membranlocking

einen eingeschrinkten Kreis von Elementtypen auftritt. So sind lineare Balken- und Dreieckselemente
hiervon gar nicht betroffen und bei den populdren bilinearen Schalenelementen sind die Auswirkungen
(wenn vorhanden, vgl. Abschnitt|5.7.2) ebenfalls geringer.

Desweiteren ist die Identifikation und Analyse des Membran-Lockings wesentlich schwieriger. Da das
Auftreten dieses Effektes nur bei gekriimmten Elementen zu erwarten ist, sind die zu untersuchenden
Ausdriicke entsprechend komplizierter und die zur Identifikation der anderen Versteifungseffekte einge-
setzten einfachen Beispiele hier nicht anwendbar.

Dennoch kann der Einfluss des Membran-Lockings &dhnlich gravierend sein wie der des Querschub-
Lockings. Der kritische Parameter kann fiir den Membran-Lockingeffekt als die Schlankheit des Ele-
mentes identifiziert werden, eine Einflussgrofe, die gerade fiir Schalenstrukturen grofle Werte annehmen
kann und dementsprechend diesen Effekt betont.

Abbildung|5.14lverdeutlicht die Abhéingigkeit der Losung von der Schlankheit am Beispiel eines mit qua-
dratischen Schalenelementen (Q2) diskretisierten Zylinderstreifens. Die Genauigkeit der Berechnungs-
ergebnisse steht in krassem Gegensatz zu der bereits mit geringer Elementanzahl erreichten Approxima-
tionsgiite der Geometrie. Werden also hoherwertige Elemente mit hoherer Ansatzordnung (quadratisch
und hoher) eingesetzt, um gekriimmte Strukturen moglichst gut abzubilden und zu analysieren, ist eine
Formulierung, die den Membran-Lockingeffekt vermeidet, unabdingbar.

Ebenfalls dargestellt ist der wesentlich geringere Einfluss des Membran-Locking bei der Verwendung
bilinearer Elemente (Q1). Damit der Effekt tiberhaupt auftritt, wurde die Diskretisierung so gewahlt,
dass die Elemente nicht eben sind (siehe Abschnitt [5.7.2), zusitzlich ist der Querschubanteil fiir die-
ses Element bereits modifiziert, um Transverse-Shear-Locking auszuschliessen. Trotz des zusétzlichen
Einflusses des Netzverzerrung zeigt sich, dass die Bedeutung der Membranversteifung bei linearen Ele-
menten vergleichsweise gering ist.

Bei der Entwicklung von Strategien zur Vermeidung von Membran-Locking wurde zumeist auf bestehen-
de Methoden zuriickgegriffen. Die zunéchst fiir andere Versteifungseffekte, insbesondere fiir Querschub-
und Dicken-Locking entwickelten Vorgehensweisen werden dabei meist ohne prinzipielle Modifikatio-
nen auf das Problem des Membran-Lockings iibertragen (siehe Kapitel [6).

5.7.1 Modellbeispiel: Schwach gekrimmter Balken

Die wesentlichen Eigenschaften und Ursachen der Membranversteifung lassen sich bereits anhand des
relativ einfachen Beispiels des schwach gekriimmten Balkens erldutern. Die geometrischen und kinema-
tischen GroBen nach der Marguerre’schen Balkentheorie wurden bereits in Abbildung 4.10 angefiihrt.

Die Diskretisierung erfolgt wie iiblich mit der isoparametrischen Interpolation der geometrischen und
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Abbildung 5.15: 3-knotiges Marguerre-Balkenelement

kinematischen GroBen f° und u,, Uy, Q:

folx) =Y. N (x)- f§ (5.49)
k=1
Uy = ik‘,Nk(x)‘ufi ;o Uy = iN"(X)-u’; , 9= iN"(x)-q)" (5.50)
k=1 k=1 k=1

Fiir Diskretisierung eines dreiknotiges Balkenelement mit quadratischen Formfunktionen setzen sich
die Normalverzerrungen (4.106) im allgemeinen als Summe eines linearen Anteils und eines Produktes
zweier linearer Funktionen zusammen:

e"(x) = NS uf + NS ul N £ (5.51)

Dieser Verzerrungsanteil kann im gesamten Element demzufolge nur dann verschwinden, wenn entwe-
der die Ableitungen der Verschiebungen gleich Null sind oder die Ableitung von fj konstant ist.

Die erste Bedingung entspricht einer Starrkorperverschiebung, die keine Verzerrungen hervor ruft,
wihrend die zweite fordert, dass die Balkenachse (in der Ausgangslage) unverformt, d.h. gerade ist,
wofiir kein Membran-Locking auftritt. Die Forderung nach verschwindenden Lingsnormalverzerrungen
(und -spannungen) kann also nur fiir diese trivialen Losungen erfiillt werden.

Dieses Element ist folglich nicht in der Lage, beliebige membranspannungsfreie Deformationszustinde
abzubilden. Die Ursache hierfiir liegt darin, dass die Ansétze der Verschiebungen nicht die erforderli-
chen, d.h. zur Geometrie passenden Funktionen zur Verfiigung stellen.

Dies kann verdeutlicht werden, wenn mit dem dreiknotigen Balkenelement ein reiner Biegezustand abge-
bildet werden soll (siche Abbildung 5.15). Aus der Forderung nach verschwindenden Schubverzerrungen
und konstanter Kriimmung konnen unter der Berticksichtigung der Symmetrie die Werte der Knotenfrei-
heitsgrade fiir diesen Biegezustand ermittelt werden:

5 ( 1.) o' =—¢'=¢
K=—0, = = const.
?. ¢ }:> u)lc:—ui Z—%foz(p (5.52)
Y=ty —@=0 1 3 1
u, =u, =z

Den aus der konstanten Kriimmung resultierenden quadratischen vertikalen Durchsenkungen u, steht
die Forderung nach einem kubischen Verlauf der horizontalen Verschiebungskomponenten entgegen, die
nicht im Raum der Ansatzfunktionen enthalten sind.

Die Normalverzerrungen, die fiir diesen Deformationszustand eigentlich im gesamten Element gleich
Null sein sollten, weisen einen quadratischen Verlauf auf.

e=¢ 2L (2)) (5.53)

Aquivalent zu den vorher beschriebenen Locking-Phinomenen treten auch hier parasitire Verzerrungen
und Spannungen in Erscheinung, die wiederum durch die Absorption von Energie zu Versteifungseffek-
ten fiihren. Als kritischer Parameter kann wiederum die Schlankheit des Elementes identifiziert werden,
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die Konvergenz mit zunehmender Netzverfeinerung ist ebenfalls gewihrleistet.
Ein Vergleich der inneren Energien bestitigt diese Feststellung: die Forderung nach verschwindenden
Schubverzerrungen kann das dreiknotige Verschiebungselement fiir den beschriebenen reinen Biegezu-
stand noch erfiillen, entsprechend tritt auch keine Schubverzerrungsenergie auf.

Ebr? Ebt® _,

[1Bieguns — N Kdx = T(p (5.54)
Ebt
st — EVC / Pdx =0 (5.55)
Ebt 2
I—IMembran — T Sde = gEbthZ(p (556)

X

Das Verhiltnis der Biege- zur Normalverzerrungsenergie ist proportional zu 1/¢2, d.h. mit abnehmen-
der Dicke dominieren die Normalverzerrungen zunehmend die Losung. Auch hier widerspricht dies
dem tatsdchlichen Verhalten, dass gerade bei sehr schlanken Strukturen biegedominierte Deformations-
zustidnde auftreten konnen, wie z.B. das sogenannte Ovalisieren von Schalenstrukturen.

5.7.2 Identifikation und Auftreten

Die anhand des Marguerre-Balkens gewonnenen Erkenntnisse beziiglich des Membran-Locking kénnen
prinzipiell auf die in Kapitel 4 hergeleiteten Elemente iibertragen werden.

Die mafigebende Gleichung zur Bestimmung der Membranverzerrungen der vorgestellten Strukturele-
mente lautet:

Elin

ggza = %(a}&a _Agca) = Rfla 'Vfloc (4.87)

- R)}cl,ocvil,a + Rg,ocva,a + RZ(XV?,(X (5.57)

Gleichung |5.57 verdeutlicht den Einfluss der Kriimmung des Elementes (reprisentiert durch Rf’a) auf die
Polynomordnung der beteiligten Verschiebungsfelder der Schalenmittelfldache: vil,vif, v?.

Fiir beliebige Geometrien konnen die ,,Geometriefaktoren‘ Rﬁ o der Verschiebungskomponenten v? fiir
jeden Summanden unterschiedliche (im Rahmen der angesetzten Formfunktionen) Polynomordnungen
aufweisen. Die Abbildung einer inextensiblen Deformation (€44 = 0) erfordert demzufolge auch un-
terschiedliche Polynomordnungen fiir die Verschiebungsfelder. Entsprechend der Diskretisierung wird
der Grad der Ansatzfunktionen der Felder jedoch eingeschrinkt und die erforderliche Polynomordnung
zur Erfiillung der diskreten Inextensibilititsbedingung €/, = 0 steht mit dem gewihlten Raum der An-
satzfunktionen fiir beliebige Geometrien nicht zu Verfiigung. Offensichtlich kann dieser Effekt auch
auftreten, wenn die Polynomordnung aller Felder erhoht wird (p-Verfeinerung).

Die Folge dieser Unbalance ist auch hier das fiir Locking-Phé@nomene typische Auftreten unerwiinschter
Verzerrungen und Spannungen. Der Verlauf der parasitiren Membranverzerrungen fiir einen reinen Bie-
gezustand besitzt fiir flache Schalen Nullstellen, die wie fiir den Marguerre-Balken (5.53) in den Punkten
0% = +1/+/3 auftreten.

Gibt man jedoch die Einschridnkung der flachen Schale (Balken) auf und beobachtet den Verlauf der pa-
rasitiren Membranverzerrungen in Abhingigkeit der Kriimmung des Elementes, kann eine Verschiebung
dieser Nullstelle festgestellt werden, siehe Abbildung|5.16.

Der Einfluss dieses Effektes ist jedoch relativ gering und tritt nur bei stark gekriimmten Elementen auf.
Insbesondere bei einer Verfeinerung des Netzes ndhern sich die Gleichungen beliebig gekriimmter Ele-
mente wieder denjenigen der Theorie flacher Schalen an, so dass sich die Probleme und Losungsméglich-
keiten fiir das Membran-Locking anhand schwach gekriimmter Elemente aufzeigen lassen.
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Abbildung 5.16: Nullstellen der parasitiren Membranverzerrungen

Ahnlich dem Querschub-Locking treten auch beim Membran-Locking in den Verldufen der den pa-
rasitiren Verzerrungen energetisch zugeordneten Schnittgrolen Oszillationen auf. Waren es beim
Transverse-Shear-Locking die Querkrifte, ist im Fall des Membran-Locking der Verlauf der Membran-
kréfte starken Schwankungen unterworfen, die die Aussagefihigkeit der Ergebnisse beeintrachtigen.

Der Membran-Lockingeffekt kann bei allen gekriimmten Verschiebungselementen auftreten, d.h. er ist
fiir den beschriebenen Marguerre-Balken ebenso présent fiir beliebig gekriimmte Balken-, Schalen- und
Kontinuumselemente.

Hinsichtlich des Membran-Locking besteht dabei prinzipiell kein Unterschied, ob die Elemente auf der
Kirchhoff- bzw. Bernoulli- oder Reissner-Mindlin- bzw. Timoshenko-Theorie basieren, da die Normal-
verzerrungen nicht von den Annahmen beziiglich der Schubverzerrungen betroffen sind.

Anders als beim Querschub-Locking, wo bei schubstarren Elementen die Zwangsbedingung verschwin-
dender Schubverzerrungen von den Ansatzfunktionen a priori erfiillt ist, Querschub-Locking also gar
nicht auftreten kann, besteht auch fiir Kirchhoff- (und Bernoulli-) Elemente eine Neigung zum Locking,
wenn inextensible oder biegedominierte Verformungszustinde gekriimmter Strukturen berechnet wer-
den.

Einige sehr populidre Berechnungsbeispiele, die gelegentlich auch zur Untersuchung des Membran-
Lockings herangezogen wurden, sind die sog. ’Pinched Hemisphere’ und der ’Pinched Cylinder’. Die
Strukturen sind zwar doppelt bzw. einfach gekriimmt, weisen jedoch bei der Verwendung von 4-
knotigen Elementen und einer Abbildung |5.17 entsprechenden Diskretisierung keine gekriimmten Ele-
mente und somit auch kein Membran-Locking auf. Anhand dieser Beispiele kann demzufolge nicht auf
(membran)locking-freie, lineare Elemente geschlossen werden.

Im Gegensatz dazu kann beim ,,Twisted Beam®, siehe Abbildung [5.18| die Lésung auch fiir 4-knotige
Schalenelemente von Membran-Locking beeintrichtigt werden. Da hierbei nicht alle 4 Knoten in einer
Ebene liegen, tritt eine Verwindung bzw. Verkiimmung der einzelnen Elemente auf. Dennoch ist der
Effekt fiir vierknotige Elemente nicht so dominant wie fiir quadratische Elemente.

Die fiir die numerische Beurteilung relevanten Zwangsbedingungen sind das Verschwinden der beiden
Membranverzerrungen €44 = 0 (Gl. (4.87)). Mit den Verschiebungen der Schalenmittelfléiche v ergibt
sich die Anzahl der fiir das Membran-Locking relevanten Freiheitsgrade zu drei, n'ﬁf’“Gm’l"“k = 3. Der
Zwangsbedingungsfaktor des kontinuierlichen Problems ist also ry = % = 1.5. Dieser optimale Wert
wird sowohl vom bilinearen Element rg; = % = 0.375 als auch vom biquadratischen rg, = % = 0.667
deutlich unterschritten.

Zu bemerken ist jedoch, dass im Vergleich der Elemente untereinander das biquadratische Element nach
der numerischen Sichtweise besser abschneidet, obwohl der Versteifungseffekt bei diesem Element sehr

viel gravierender ausfillt als beim bilinearen.

In der mathematischen Literatur wird das Phdnomen des Membran-Locking selten behandelt. Der kri-
tische Parameter ist hier ebenfalls als die Schlankheit der Elementes zu identifizieren. Pitkardnta [122]
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a) Pinched Hemisphere b) Pinched Cylinder

Abbildung 5.17: Beispiele fiir Diskretisierungen, bei denen kein Membran-Locking auftreten kann

gibt eine Analyse des Membran- Versteifungseffektes am Beispiel der eingespannten Zylinderschale an.
Danach miissen die Ansatzfunktionen von Verschiebungselementen auf einem Polynom mindestens vier-
ten Grades basieren, wenn Membran-Locking fiir rechtwinklige Netze ausgeschlossen werden soll. Sein
Ergebnis, dass fiir allgemeine Geometrien (verzerrte Netze) ein gédnzliches Vermeiden dieses Verstei-
fungseffektes mit Verschiebungselementen nicht moglich sei, unterstiitzt obige Ausfiihrungen.

Die Identifikation und Analyse der parasitiren Verzerrungen zeigt wiederum mogliche Losungsansitze
zur Vermeidung des Membran-Lockingeffektes. Die Diskussion iiber den Verlauf der parasitiren
Dehnungen hat gezeigt, dass eine Auswertung dieser Verzerrungen an fixen Punkten fiir beliebig
gekriimmte Elementgeometrien nicht exakt an der Nullstelle erfolgt. Methoden, die verbesserte Verzer-
rungsannahmen auf der Basis von Dehnungswerten an bestimmten, festen Punkten vorschlagen (z.B. die
ANS-Methode), weisen demzufolge einen gewissen Fehler auf. Allerdings sind die Fehler infolge dieser
Abweichungen gering und verschwinden fiir die Annahme flacher Schalen, die mit Netzverfeinerung
immer genauer erreicht wird.

Neben der Modifikation (selektiv reduzierte Integration, ANS, DSG) kann auch eine Erweiterung der
Verzerrungen (z.B. EAS-Methode) erfolgreich angewendet werden. Die resultierenden Elemente weisen
jedoch eine vergleichsweise ausgeprigte Netzverzerrungsempfindlichkeit auf.

Abbildung 5.18: Twisted Beam
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5.8 Netzverzerrungsempfindlichkeit

Ein weiterer Effekt, der die Konvergenz und Genauigkeit der Rechenergebnisse beeinflusst, ist die Emp-
findlichkeit eines Elementes gegeniiber Netzverzerrungen. Unabhéngig von der Netzeinteilung und deren
Einfluss auf die Elementgeometrie sollen die eingesetzten Elemente gleichbleibend gute Ergebnisse lie-
fern.

Das Beispiel in Abbildung zeigt den Einfluss der Netzverzerrung anhand eines mit Scheibenele-
menten modellierten biegebeanspruchten Kragarms auf die Genauigkeit der Verschiebung. Das Verschie-
bungselement Q1-disp weicht aufgrund des Shear-Lockingeffektes bereits fiir die unverzerrte Geometrie
stark von der exakten Losung ab, mit zunehmender Verzerrung a sinkt der Wert auf unter 10 Prozent der
exakten Losung. Deutlicher ist der Einfluss fiir das selektiv reduziert integrierte Element Q1-SRI, das
fiir rechteckige Elementgeometrien das korrekte Ergebnis liefert, allerdings bereits fiir kleine Netzver-
zerrungen einen drastischen Genauigkeitsabfall aufweist.

u/u

+— 10—+ 08 |
—I_ / - 0.6 1

t:

/ ) 0.4 4
+ « ! Q1-SRI

+a+ J, 0.2 - Q1-disp.
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Abbildung 5.19: Einfluss der Netzverzerrung

Netzverzerrungsempfindlichkeit=Locking? Der Fehler wichst jedoch nicht iiber alle Schranken,
wenn der den Effekt bestimmende Netzverzerrungsparameter gegen seinen Extremwert tendiert, der
in obigem Beispiel durch Entartung des Vierecks zum Dreieck gegeben ist. Tatséchlich stellt sich ein
bestimmtes — wenn auch dulerst schlechtes— Niveau ein@, die Losung ist also nicht mehr von dem Para-
meter abhingig, was diesen Effekt von den vorher beschriebenen Lockingphidnomenen unterscheidet.
Verfeinert man das Netz regelméBig, ist die Konvergenzordnung also nicht von der Elementverzerrung
abhingig. Allerdings ist der Fehler fiir eine gegebene Netzfeinheit fiir verzerrte Elemente gegeniiber
unverzerrten hoher.

Die Netzverzerrungsempfindlichkeit eines Elementes ist somit kein Lockingeffekt im Sinne der oben
gegebenen Definition, auch wenn fiir diesen Effekt gelegentlich die Begriffe Distortion-Locking oder
Shape-Locking verwendet werden. Dennoch kann die verzerrte Elementgeometrie den Versteifungsef-
fekt maBgeblich beeinflussen. Die Beriicksichtigung dieses Einflusses ist ein maBgeblicher Aspekt bei
Entwicklung neuer Elementformulierungen. Die gleichzeitige Erfiillung der Forderungen nach Unemp-
findlichkeit gegeniiber Netzverzerrungen, Vermeidung von Lockingeffekten und Bestehen des Patchtests
insbesondere fiir niedrig interpolierte Elemente prigt die Entwicklungen seit der ersten Q1-Formulierung
1956 von Turner et al. [152] bis heute, so dass die Zahl der Vorschldge und Publikationen entsprechend
umfangreich ist.

%Dies ist auch fiir andere Elementformulierungen zu beobachten, siehe Kapitel |6
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5.9 Zusammenfassung

Tabelle|5.1 zeigt eine Zusammenstellung der beschriebenen Lockingphinomene. Neben der Aufzihlung
der auftretenden Effekte sind ebenfalls die problematische Zwangsbedingung und der kritische Parameter
angegeben.

Lockingphdnomen Zwangsbedingung Kritischer Parameter

Shear-Locking

parasitdre Schubspannungen bei ¥, =0 Seitenverhiltnis des Ele-
Biegedeformation mentes

Transverse-Shear-Locking

parasitdre Schubspannungen bei Bernoulli- bzw. Kirchhoffbe-  Schlankheit des Elemen-
Biegedeformation dingung tes
8063 — O

Membran-Locking

parasitire ~ Normalspannungen Inextensibility constraint Schlankheit des Elemen-
bei dehnungslosen Verformun- &!, =0 tes
gen

Curvature-Thickness-Locking

parasitire ~ Normalspannungen £§’3 =0 Schlankheit des Elemen-
bei Biegedeformation tes

Trapezoidal-Locking

parasitire ~ Normalspannungen 8§13 =0 Seitenverhiltnis des Ele-
bei Biegedeformation mentes

Volumetrisches Locking

parasitire Spannungen bei iso- Inkompressibilitdtsbedin- Kompressionsmodul
chorer Deformation gung
div(u) =0

Tabelle 5.1: Zusammenstellung der beschriebenen Lockingeffekte
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Kapitel 6

Effiziente Elementformulierungen

6.1 Einleitung

Die intensive Titigkeit im Bereich der Elementtechnologie hat eine derart gewaltige Anzahl an Publi-
kationen hervorgebracht, dass jeder Versuch, einen vollstindigen Uberblick iiber die vorgeschlagenen
Elementformulierungen zu geben, von vornherein zum Scheitern verurteilt ist. Seit fast 50(!) Jahren ist
eine nahezu unverindert anhaltende Aktivitit bei der Entwicklung von Alternativen zu den reinen Ver-
schiebungselementen festzustellen, die erst in jiingster Zeit geringfiigig nachlisst. Auch an dieser Stelle
kann und soll eine Beschriankung nur auf die wichtigsten Methoden und Formulierungen erfolgen.

Das Ziel aller Entwicklungen war und ist, die im vorherigen Kapitel dargestellten Versteifungsprobleme
der Verschiebungselemente zu vermeiden, da deren Leistungsfihigkeit fiir Probleme ohne Zwangsbedin-
gungen nicht zu verbessern ist. Obwohl viele der hierfiir vorgeschlagenen Methoden vollig unabhéngig
voneinander entwickelt wurden und auf den ersten Blick keine Gemeinsamkeiten zu besitzen scheinen,
wurden vor allem in den letzten Jahren Ahnlichkeiten oder gar Aquivalenzen zwischen einigen Formu-
lierungen aufgezeigt (Andelfinger und Ramm [5], Bischoff et al. [35], Malkus und Hughes [104], Simo
und Hughes [136], Simo und Rifai [139]).

Beispiele hierfiir sind die Incompatible-Modes-Formulierung, die als Sonderfall der EAS-Methode auf-
gefasst werden kann, die wiederum zu hybrid-gemischten Ansétzen dquivalent ist, oder die Verwandt-
schaft der ANS- und DSG-Methode, die fiir bestimmte Geometrien zu identischen Steifigkeitsmatrizen
fiihrt.

Die Historie der Entwicklung geeigneter Methoden und Elemente, die frei von den in Kapitel |5 beschrie-
benen Effekten sind, kann bereits anhand des — eigentlich einfach erscheinenden — 4-knotigen zweidi-
mensionalen Kontinuumselementes dokumentiert werden.

Die erste Beschreibung eines entsprechenden Elementes wird 1956 von Turner et al. [152] vorge-
stellt, 1961 gibt Taig [147] die erste isoparametrische Formulierung dieses Elementes an, dessen Leis-
tungsfihigkeit insbesondere bei der Abbildung von Biegezustinden sehr begrenzt ist (vgl. Kapitel (5.3,
5.4,5.8).

Ein zu den Verschiebungselementen alternativer Ansatz auf Basis des Minimums der Komplementirener-
gie fithrte zum ersten hybriden Element (Pian [118]), das allerdings keine Invarianz gegeniiber Koordina-
tentransformationen aufweist. Mit den Beitrigen von Hermann [68] und Fraeijs de Veubeke [153] wird
jedoch die Idee, Elemente mit Hilfe von gemischten Funktionalen herzuleiten, popular. Insbesondere das
auf der Grundlage des Hellinger-Reissner-Prinzips (2.40) abgeleitete, hybrid—gemischt Pian-Sumihara-
Element (PS- oder auch 5B-Element) [119] stellt sich (bis heute) als eines der effizientesten Elemente
fiir Scheibenberechnungen dar.

Die von Wilson et al. [157] vorgeschlagene Erweiterung des bilinearen Verschiebungsfeldes um zwei
zusitzliche, quadratische Verschiebungsterme wurde aufgrund ihrer Inkompatibilitdt zunédchst sehr kon-
trovers diskutiert [144]. Das Q6-Element zeigt ein hervorragendes Verhalten fiir Biegezustinde bei ver-
zerrten Netzgeometrien, das selbst heute von (fast) keinem vierknotigen Element erreicht wird, besteht

VAls gemischt werden Elemente bezeichnet, die verschiedene Variablen benutzen, bei hybrid-gemischten Elementen wird
eine oder mehrere Gruppe(n) der Variablen durch statische Kondensation eliminiert.
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allerdings nicht den Patchtest. Dieses Handicap wurde ad hoc bei dem von Taylor et al. [ 148] formulier-
ten QM 6-Element, einer Weiterentwicklung des Q6-Elementes, vermieden, das Bestehen des Patchtests
wurde jedoch mit einer — im Vergleich mit dem Q6-Element — erhdhten Netzverzerrungsempfindlichkeit
erkauft.

Die Eigenschaft, dass die Unempfindlichkeit gegeniiber Netzverzerrungen und das Bestehen des Patch-
tests konkurrierende Forderungen darstellen, ist auch bei neueren Entwicklungen festzustellen und stiitzt
die Behauptung von MacNeal [101] beziiglich der Grenzen der Perfektionierbarkeit eines Elementes.
Demnach ist das vierknotige Scheibenelement mit je zwei Freiheitsgraden per Knoten bestimmten Li-
mitationen beziiglich seiner Abbildungsfahigkeit (Erfiillung des Patchtests und gleichzeitige Netzverzer-
rungsunempfindlichkeit bei Biegezustinden kann nicht erreicht werden) unterworfen (siehe auch Mac-
Neal [102] fiir Elemente beliebiger Ordnung), unabhingig von seiner Formulierung.

Auf der Basis des modifizierten Prinzips von Hu-Washizu formulieren Simo und Rifai [139] 1990 die
Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAS, Abschnitt 6.6). Die tensorielle Darstellung der Verzerrungs-
und Spannungskomponenten ermdoglicht die Definition des mechanischen Systems in der Umgebung
der Differentialgeometrie des Elementes. Das zugrunde liegende Drei-Feld-Funktional (Variablen: Ver-
schiebungen, Verzerrungen und Spannungen) fiihrt auf eine zusitzliche Gleichung, der L,-Orthogonalitit
zwischen den erweiterten Verzerrungs- und Spannungsfeldern.

Eine weitere Entwicklung, die die Differentialgeometrie in die Elementformulierung miteinbezieht, stellt
das hinsichtlich der Verzerrungsempfindlichkeit leicht verbesserte 53-Element von Yuan [160] dar.
Wesentliche Fortschritte hinsichtlich der Leistungsfiahigkeit des 4-knotigen Membranelementes brach-
ten allerdings weder diese noch darauf folgende Entwicklungen — beispielhaft seien die Vorschldge von
Korelc und Wriggers [89], Piltner und Taylor [120], César de Sa und Jorge [126] genannt — die sich alle
in den von MacNeal 1987 aufgezeigten limits of perfectability bewegen.

Das einzige dem Autor bekannte Scheibenelement, das fiir beliebige Geometrien sowohl den Patchtest
besteht als auch den Biegezustand exakt abbilden kann, ist das von Felippa vorgestellte UBOQP-Element
(Unidirectional Bending-Optimal Quadrilateral Panel, [58]). Allerdings deutet bereits der Name den
Nachteil dieses Elementes an: die Biegung kann nur fiir eine ausgezeichnete Richtung korrekt darge-
stellt werden, wiederum eine Einschrinkung einer angestrebten universellen Einsatzmoglichkeit.

Die Entwicklung der Formulierungen fiir biegebeanspruchte Strukturelemente beginnt erst nach den
Scheibenelementen mit dem Plattenelement von Adini und Clough [1]. Die in der Folge vorgestellten
Plattenelemente (u.a. [153]) beruhten auf der Theorie schubstarrer Platten, deren Nachteile und Grenzen
die Entwicklung der diskreten Kirchhoff-Elemente einleitete (siche Kapitel [4.3.2).

Ein génzlich anderer Weg, die sich aus der konsistenten Anwendung der Kirchhoff-Theorie ergebenden
Probleme (Stetigkeit, Randbedingungen) zu umgehen, war die Formulierung von Elementen auf Basis
der Reissner-Mindlin-Kinematik. Hiermit reduziert sich die Kompatibilitdtsbedingung auf die Forderung
nach C%-Stetigkeit und die Anwendung des isoparametrischen Konzepts war nun ebenfalls fiir Platten-
und Schalenelemente moglich [2]. Neben diesen Vorteilen traten bei der Formulierung schubweicher Ele-
mente allerdings auch Schwierigkeiten (ndmlich der Effekt des Querschub-Locking) auf, die — zunéchst
ohne genauere Analyse der Ursachen — mit der schon fiir die Kontinuumselemente angewandten (Doher-
ty et al. [54], 1969) reduzierten Integration [162] zu vermeiden versucht wurden (siehe auch Hughes et
al. [75]). Die Griinde fiir den Erfolg dieser Vorgehensweise sowie fiir das Auftreten der Lockingphéino-
mene wurden erst spiter erkannt ([99], [142], [143]).

Allerdings wurden mit dem Auftreten von Nullenergieformen auch beim ,,Trick™ der reduzierten Integra-
tion Probleme aktiviert, die zusdtzliche MaBnahmen erfordern. Die Stabilisierung dieser Moden durch
Addition entsprechender Terme wurde u.a. von Belytschko et al. ([60], [24]) vorgeschlagen, siehe auch
Abschnitt[6.3.2.

Das Verstindnis fiir die Ursachen der Lockingphidnomene, insbesondere die Identifikation und Analyse
der parasitiren Spannungen war die Grundlage fiir die Methodik der Annahme von Verzerrungen (As-
sumed Strains). Die Grundidee basiert auf der Modifikation des Verzerrungsfeldes dahingehend, dass
genau die parasitiren, unerwiinschten Anteile vermieden werden. Die Relation der modifizierten Verzer-
rungen zu den Freiwerten des Verschiebungsfeldes miindet letztendlich in einem geinderten B-Operator,
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daher ist diese Vorgehensweise auch als B-bar-Methode bekannt. Auch dieses, zunédchst pragmatisch er-
scheinende Verfahren kann variationell konsistent aus einem gemischten Funktional abgeleitet werden
(Simo und Hughes [136]). Zu den Vertretern dieser Methodik sind auch die ANS-Methode (Abschnitt
sowie die DSG-Methode (Abschnitt zu zéhlen.

6.2 Variationelle Basis

Die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden zur Formulierung finiter Elemente konnen auf die variatio-
nelle Basis des Prinzips von HU-WASHIZU (Kapitel |2.5.2) zuriickgefiihrt werden.

Myw(u,S,E) = %/E:SE dQ+/S (E"—E)dQ —11§y, — stat. (6.1)
Q0 Q
SHHW(U,S,E):/SE:(SE—S) dQ+/SS:(E“—E) dQ+/6E“:Sd.Q—6HZC€V:O 6.2)
Q Q Q

Prinzipiell kann auch dieses Funktional direkt diskretisiert werden. Dazu sind Approximationen aller
drei auftretenden Felder erforderlichE:

uv"=N.d, E'=M-a, S'=P.B, (6.3)

mit C%-stetigen Ansatzfunktionen fiir u” und C~'-stetigen fiir E” und S”, deren Freiheitsgrade & bzw. B
auf Elementebene kondensiert werden konnen.

Der Aufwand einer solchen Diskretisierung ist jedoch betridchtlich: in 3(2)-dimensionalen Problemen
sind E sowie S" jeweils 6(3) und u” 3(2) skalare Felder zugeordneﬁ, 5(4)-mal mehr als bei einem
Ein-Feld-Funktional. Eine direkte Implementierung des Drei-Feld-Funktionals wird demzufolge selten
vorgenommen.

Um die Anzahl der involvierten Felder und den damit verbundenen numerischen Aufwand zu redu-
zieren, sind verschiedene Varianten des Prinzips (6.2) vorgeschlagen worden. Zu den prominentesten
und effektivsten Modifikationen zdhlen die B-bar-Formulierung von Simo und Hughes [136] sowie die
Enhanced-Assumed-Strain-Methode von Simo und Rifai [139].

6.2.1 B-bar-Formulierungen

Eine wesentliche Vereinfachung der Implementierung von Elementen auf der Basis des Prinzips von Hu-
Washizu wurde von Simo und Hughes [136] vorgeschlagen.

Die grundlegende Idee dieser Methode besteht darin, die Verzerrungen E” direkt in Abhingigkeit der
Knotenverschiebungsfreiheitsgrade d zu definieren.

E'=B-d 6.4)

Zusammen mit der Diskretisierung der verschiebungskompatiblen Verzerrungen E* = B” - d ergibt sich
fiir das Funktional (6.1):

My (wS.E) = 3d” [B/CBdQ d+ [§: (B'd—Bd)ao 6.5)
Q0 Q0

2Im Folgenden gilt fiir die diskretisierten Felder die Voigt-Notation

3Unter Beriicksichtigung der Symmetrie der betreffenden Tensorkomponenten.
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Der mafgebliche Schritt ist die Orthogonalitidt zwischen der Differenz der modifizierten (assumed) Ver-
zerrungen E zu den verschiebungskompatiblen Verzerrungen E* und den Spannungen

/ S: (E“—E)dQ =0 bzw. / S:(B'd—Bd)dQ =0 vd 6.6)

Ist diese Orthogonalitéitsbedingung erfiillt, verbleibt fiir die Berechnung der inneren virtuellen Arbeit
somit folgender Ausdruck

STt — / SE:SFd@ ™EY s / B'CBdQd, ©.7)
Q

der sich formal nicht von der virtuellen inneren Arbeit des Ein-Feld-Funktionals, d.h. der Herleitung ei-
nes Verschiebungselementes unterscheidet. Es wird lediglich der verschiebungskompatible B“-Operator
durch den modifizierten B-Operator ersetzt, wodurch sich die Bezeichnung dieser Vorgehensweise als
B-bar-Methode eingepragt hat.

Die Besonderheit dieser Methode liegt in ihrer Einfachheit und Eleganz: wihrend die Schritte zur Ent-
wicklung der Steifigkeitsmatrix identisch zu denen eines Verschiebungselementes sind, stehen dennoch
gleichzeitig die Moglichkeiten des Drei-Feld-Funktionals von Hu-Washizu zur Formulierung geeigneter,
d.h. Locking-freier Verzerrungsfelder zur Verfiigung.

Bemerkenswert ist die Behandlung des Spannungsfeldes S: Fiir die Konstruktion der B-bar-Formulierung
ist ein orthogonales Spannungsfeld erforderlich, da die Spannungen aber fiir die Bestimmung der Stei-
figkeitsmatrix nicht verwendet werden, besteht in der Wahl der Spannungsansitze vollige Freiheit. Ein
Spannungsfeld, das die Orthogonalitiitsbedingung (6.6) erfiillt, wire somit jederzeit konstruierbarE
Theoretisch ist die Entwicklung eines solchen orthogonalen Spannungsfeldes fiir die Spannungsriick-
rechnung aus Griinden der variationellen Konsistenz durchzufiihren. Gewohnlich wird hierauf jedoch
verzichtet, da die Konstruktion eines solchen Feldes die Vorteile der hinsichtlich des numerischen Auf-
wands mit der Ein-Feld-Formulierung vergleichbaren B-bar-Methode aufheben wiirde. Statt dessen wer-
den die Spannungen in Abhédngigkeit der Verzerrungen berechnet

S=CBd. (6.8)

Zentraler und schwierigster Punkt der B-bar-Methoden ist jedoch die Entwicklung der modifizierten
Verzerrungskomponenten bzw. des daraus resultierenden B-Operators, der die Verzerrungen mit den
Verschiebungsparametern verkniipft, Gleichung (6.4).

Mit der Discrete-Strain-Gap-Methode (DSG) wird in Abschnitt [6.5 eine leistungsstarkes Konzept zur
Formulierung von Locking-freien Elementen vorgestellt. Die Anwendung dieser Methode fiihrt zu mo-
difizierten Verzerrungsfeldern, die frei von parasitidren Anteilen sind. Die resultierenden Ausdriicke sind
dabei lediglich von den Knotenverschiebungen abhiingig und konnen entsprechend Gleichung (6.4) dar-
gestellt werden:

Ehmod _ gDSG g (6.9)

Die DSG-Modifikationen besitzen somit das Charakteristikum einer B-bar-Methode’ und konnen ent-
sprechend den obigen Ausfiihrungen auf ein variationelles Fundament gestellt werden.

Die variationelle Herleitung der B-bar-Methode gibt zunéchst keine Restriktionen beziiglich der Wahl
des modifizierten Verzerrungsfeldes.

47 B. mit Hilfe des GRAM-SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahrens [43], eine Beschreibung der erforderlichen Ma-
trixoperationen wird auch von Simo und Hughes gegeben [136].

5Von den in dieser Arbeit vorgestellten Methoden kann neben der DSG-Methode ebenfalls die ANS-Methode zu den B-bar-
Formulierungen gezéhlt werden.
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Uber die Orthogonalititsbedingung kann allerdings mit der Forderung nach der Darstellbarkeit
konstanter Spannungen eine Bedingung fiir die modifizierten Verzerrungen formuliert werden, die das
Erfiillen des Patchtests a priori gewéhrleistet.

/ (B“—B)dQ =0 (6.10)

Q

Diese Bedingung wird von den Querschub-Modifikationen der DSG-Elemente (siehe Abschnitt [6.5.2)
erfiillt. Fiir die DSG-Membranmodifikationen sind allerdings zusitzliche Malnahmen erforderlich, wenn
Forderung und damit der Patchtest bestanden werden soll. Eine ausfiihrliche Diskussion folgt in
Abschnitt|6.5.7.

6.2.2 Enhanced-Strain-Formulierung

Simo und Rifai [139] stellen eine Implementierung des Drei-Feld-Funktionals (6.11) vor, die sie als
Enhanced-Strain-Formulierung bezeichnen.

Entscheidender Schritt bei Herleitung ist das Einbringen eines alternativen Verzerrungsfeldes £ in das
Hu-Washizu-Funktional:

Oy (u,E.S) = /E SEdQ+/S E)dQ -1, =0 6.11)

Dies wird erreicht durch das Ersetzen bzw. der Reparametrisierung der Verzerrungen E durch
E=E+E". (6.12)

Gleichung (6.12) beschreibt den Zusammenhang zwischen den Gesamtverzerrungen E und den kine-
matisch vertriglichen Verzerrungen E¥, E reprisentiert also genau das Residuum der kinematischen
Gleichung. Die Substitution von (6.12) in (6.11) liefert

8w (u,E,S) = /(E+E“) . SETE" 70 +/5s EdQ - 8114l =0 (6.13)
Q

Die zugehorigen starken Bestimmungsgleichungen konnen durch entsprechende Umformung von (6.13)
mit Hilfe der Produktregel und des GAUSSschen Integralsatzes ermittelt werden.

div(F S")+pb=0 in Q Gleichgewicht (6.14)
t—t"=0 auflg (6.15)
SEE"—§  inQ Stoffgesetz (6.16)

E=0 inQ Kinematik (6.17)

—u=0 auf I, (6.18)

Die Gleichungen (6.14)—(6.16) sowie entsprechen denjenigen aus Abschnitt [2.5.2, Gleichung
(6.17) hingegen mag zunichst iiberraschend erscheinen. Beriicksichtigt man jedoch, dass noch keine
Diskretisierung stattgefunden hat, wird klar, dass fiir die starke Form die verschiebungskompatiblen Ver-
zerrungen mit den Gesamtverzerrungen identisch sein miissen, d.h. ihre Differenz, représentiert durch
E = E — E" (entspr. (6.12)), gleich Null muss.

Fiir das diskretisierte Problem trifft diese Bedingung im allgemeinen nicht zu, d.h. die erweiterten Verzer-
rungen E verschwinden i.a. nicht und konnen bei entsprechend geschickter Wahl das Element verbessern.
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Orthogonalitatsbedingung Aus Gleichung (6.13) wird ersichtlich, dass der Wegfall des zweiten In-
tegrals die Spannungen aus dem Funktional eliminiert. Eine dementsprechend mogliche Reduktion der
Freiheitsgrade bei Diskretisierung des so modifizierten Funktionals veranlasste Simo und Rifai ([[139])
zur Formulierung einer entsprechenden Orthogonalitdtsbedingung:

/S:EdQ:o. (6.19)
Q0

Unter Beriicksichtigung von (6.19) entfallen in Gleichung (6.13) somit alle Terme, die die Spannungen
S enthalten, so dass das modifizierte Funktional laute@:

SII (u, ) = / S(B+E"): S*F 4 — 5115, =0 (6.20)
Q

6.3 Unterintegration

6.3.1 Ubersicht

Die Unterintegration wurde zuerst 1969 von Doherty et al. [54] fiir 2D-Kontinuumselemente angewandt.
Dabei beschrinkte er die Anwendung der reduzierten (d.h. zu niedrigen fiir eine exakte Integration)
Integrationsordnung auf bestimmte Steifigkeitsterme (hier die Schubanteile), woraus sich die heute ge-
brauchliche Bezeichnung selektiv reduzierte Integration erklart.

1971 nutzen Zienkiewicz et al. [162] die reduzierte Integration zur Verbesserung des Querschubverzer-
rungsanteils des Schalenelementes von Ahmad et al. [3], jedoch ohne néhere Erlduterung ihrer Wirkung.
Dennoch war diese Erkenntnis bedeutend fiir die weitere Entwicklung der Platten- und Schalenelemente.
Fiir Plattenelemente wurde die Technik der selektiv reduzierten Integration erst 1977 von Hughes et al.
[75] eingesetzt. Die Auswertung der transversalen Schubspannungen in der Elementmitte war jedoch
verantwortlich fiir Zero-Energy-Modes, wenn auch nicht in dem Ausmal wie bei reduzierter Integration
des gesamten Elementes.

Der Erfolg der Unterintegration erklirt sich direkt aus den in Kapitel |5 beschriebenen Ursachen der
Lockingphénomene: die stérenden Anteile der Verzerrungen bzw. Spannungen werden ausgeschaltet.
Auch die numerische orientierte Beschreibung der Lockingeffekte gibt sofort eine Erlduterung der po-
sitiven Wirkung der Unterintegration. Da die Auswertung der Zwangsbedingungsfaktoren in den Gaul3-
punkten erfolgt, deren Anzahl also direkt in die Berechnung von rg eingeht, ergibt eine Reduktion der
GauBlpunkte eine Verbesserung dieses Wertes. Fiir viereckige Elemente (Q1, Q2) liefert die selektiv re-
duzierte Integration bei rechtwinkliger Geometrie den optimalen Wert fiir alle Lockingphdnomene.

Am Beispiel des vierknotigen Scheibenelementes Q1 kann der Effekt gut nachvollzogen werden (vgl.
Abschnitt|5.3): Die selektiv reduzierte Integration filtert die konstanten Anteile aus dem verschiebungs-
kompatiblen Verlauf der Schubverzerrungen. Fiir den Biegezustand ergeben sich die (erwiinschten) ver-
schwindenden Schubverzerrungen y)f'} = 0. Der Vergleich mit den Verzerrungsmoden entsprechend Ta-
belle(5.5 zeigt, dass die damit genau die Schubanteile der Biegemoden (Mode 4 und 8) herausgenommen
werden. Fiihrt man eine Eigenwertanalyse des Biegemodes durch, wird deutlich, dass der Eigenwert
mit zunehmendem Seitenverhiltnis a/h (dem kritischen Parameter fiir Schub-Locking) fiir das voll inte-
grierte Element Q1 zunimmt, Abbildung Dies ist dem erwarteten Verhalten, namlich einer mit dem
Seitenverhiltnis abnehmenden ,,Biegesteifigkeit”, genau kontrédr und die Folge des auftretenden Schub-
Locking. Das selektiv reduzierte Element Q1-SRI zeigt dagegen das korrekte Verhalten. Bei reduzier-

%Hier wurde das den EAS-Elementen zugrundeliegende Prinzip (6.20) durch Reparametrisierung des Prinzips von HuU-
WASHIZU abgeleitet ([139]).
Alternative Herleitung der variationellen Basis: Bischoff [29] formuliert das Funktional (6.20) als eigenstindiges Prinzip. Das
Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie (2.31) dient hierbei als Ausgangsbasis, dem mit Hilfe der Methode der LA-
GRANGEschen Multiplikatoren die kinematische Gebietsgleichung (6.17) sowie die kinematischen Randbedingungen (6.18)
hinzugefiigt werden.
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Abbildung 6.1: Eigenwerte des Biegemodes in Abhingigkeit des kritischen Parameters

ter Integration aller Terme, d.h. bei Auswertung im Elementmittelpunkt, werden alle héheren als die
konstanten Verzerrungsanteile eliminiert. Die resultierende Steifigkeitsmatrix ist zwar in der Lage, den
Patchtest fiir konstante Verzerrungen fiir beliebige Geometrien zu erfiillen, weist aber einen Rangabfall
von 2 (siehe Kapitel 3.2.1) auf. Damit verbunden ist das Auftreten von zwei Nullenergieeigenformen, die
einen Einsatz dieses Elements unmoglich machen. Mit der Eigenschaft, den Patchtest zu sichern, dient
die Einpunkt-integrierte Steifigkeitsmatrix des Verschiebungselementes jedoch als Basis fiir verschiede-
ne Entwicklungen (z.B. Hourglass Stabilization, Free Formulation).

Fiir die als numerischer Trick anmutende Unterintegration kann ebenfalls eine Aquivalenz zu gemischten
Formulierungen hergeleitet werden (Malkus und Hughes [104]).

6.3.2 Hourglass-Stabilisierung

Durch Unterintegration kénnen zwar Versteifungseffekte der Verschiebungselemente korrigiert werden,
gleichzeitig werden jedoch Nullenergieeigenformen (ZEM) mit den entsprechenden Problemen in die
Formulierung eingebracht.

Die Idee der so genannten Hourglass-Stabilisierung (Belytschko et al. [60], [24]) ist, den Rang der re-
duziert integrierten Steifigkeitsmatrix durch Stabilisierungsterme zu korrigieren. Dadurch werden die
Vorteile der reduziert integrierten Elemente, d.h. die numerische Effizienz und die Vermeidung von
Lockingeffekten, tibernommen und dennoch das zu inakzeptablen Losungen fithrende Hourglassing ver-
mieden. Bei der Hourglass-Stabilisierung wird zur reduziert integrierten Steifigkeitsmatrix ein korrigie-
render Term addiert, mit dessen Hilfe der korrekte Rang der Steifigkeitsmatrix wiederhergestellt werden
soll, ohne jedoch die Vollstindigkeit des urspriinglichen, isoparametrischen Ansatzes zu (zer)storen.

KE — Kred. + Kstab. (621)
Letztere Forderung kann durch die Wahl geeigneter Stabilisierungsterme sichergestellt werden.

Flanagan und Belytschko [60] schlagen hierfiir (fiir das ein-Punkt-integrierte Viereckselement) eine Er-
weiterung des B-Operators um zwei zusétzliche Zeilen vor, deren erforderliche lineare Unabhingigkeit
durch die Orthogonalitit zu den anderen Zeilen erreicht wird. Wesentlicher Punkt bei dieser Formulie-
rung ist die Aufspaltung der Verschiebungen in einen Anteil niedriger und héherer Ordnung, u = u; + uy,.
Die niedrigen Anteile u; sollen die Darstellung von Starrkorperbewegungen und das Erfiillen des Patch-
tests[3.2.2 gewiihrleisten.

Die hoheren Terme uy, sind einerseits fiir die auftretenden Hourglass-Moden verantwortlich, auf der an-
deren Seite fiir die Darstellung bestimmter Deformationszustinde, namentlich der Biegezustinde, er-
forderlich. Kénnen diese Zustinde nicht richtig abgebildet werden, sind Versteifungseffekte die Folge.
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Die Steuerung des Auftretens der hoheren Verschiebungsterme wird durch den Stabilisierungsparameter
iibernommen.

Um zu garantieren, dass Deformationen, die entweder einer Starrkorperbewegung entsprechen oder einen
konstanten Verzerrungszustand hervorrufen, die hoheren Verschiebungsterme nicht beeinflussen (und
umgekehrt), werden Ansitze fiir u;, gewihlt, die orthogonal zu u; sind.

Explizite Formeln fiir #; und u;, werden u.a. von Belytschko et al. [24] fiir ihre y-Elemente angegeben.
Erweitert man beispielsweise die iiblichen Verzerrungen des Scheibenproblems (hier: ebener Verzer-
rungszustand, dies hat jedoch keine prinzipiellen Anderungen zur Folge) um die hoheren Verzerrungs-
anteile €, und £, kann der entsprechende B-Operator wie folgt dargestellt werden:

éx = YT : d ~T ~ o~
~ . = & =[g,¢),2¢exy, &.&)] (6.22)
&=v7 -d
T N 07 [ua
B¢ 0 NI :
0 NT NT| |u
g = {ey] ~B.d = T e I (6.23)
&€ e e e Myl
yT 0 :
| B L0y LUy4
mit
N7 =[N} N7, NI .NY|,  i=xy (6.24)
dT = [uxl s Ux2, Ux3, Uxd, Uyl, Uy, Uy3, My4] . (625)

Der Vektor ¥ reprisentiert dabei die Ansitze fiir die erweiterten Verzerrungen, die ebenfalls ausschlief3-
lich von den Knotenverschiebungsfreiheitsgraden abhéngig sind. Sie erfiillen die bereits oben angeklun-
gene Forderung nach linearer Unabhéngigkeit von den Ansétzen der anderen auftretenden Verzerrungen
&, & und g,,.

1
Y= (h—(h"x)b, — (hy)b,) (6.26)

mit

b, =N,, by=N, (6.27)

XT:[X17"'7X4]7 YT:[Yl,"-,)M] (6.28)

W' =[1,-1,1,-1], 17 =[1,1,1,1] (6.29)

Mit dieser strikten Trennung der erweiterten von den "normalen’ Verzerrungsansitzen wird erreicht, dass
die gewiinschten Eigenschaften des reduziert integrierten Verschiebungselementes, B, erhalten bzw.
nicht gestort werden. Einerseits ist dies die unabdingliche Forderung nach der exakten Reproduzierbar-
keit der Starrkorpermoden, bei deren Nichterfiillung das Element als absolut unbrauchbar einzustufen
wire, zum anderen wird hierdurch die Erfiillung des Patchtests gewihrleistet, eine Grundlage bei der
Entwicklung dieser Elemente.

Die erweiterten Verzerrungen €, und £, miissen also fiir lineare Verschiebungsfelder verschwinden, wor-
aus sich folgende Bedingung fiir ¥ formulieren ldsst:

Y ou"=0, i=xy (6.30)
mit u" = o?1+ o'x + o’y (6.31)

i
Zu den erweiterten Verzerrungen werden energetisch konjugierte Spannungen &y, 6, definiert, die mit
diesen tiber einen fiktiven Materialparameter C” verkniipft sind.

&, =C" & . o
B - = 6 =|[0y,0y,0y, 6,6 (6.32)
6,=C"§,
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Die zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix erforderlichen konstitutiven Relationen lauten also fiir linear
elastisches, isotropes Materialverhalten:

6=C & (6.33)
(o8 1 v 0 0 0 &
oy g |V I 0 0 0 &
Oy | =770 O Y0 0 |ey (6.34)
&y Yoo 0 ¢ o |&
o 00 0 0 C7 |§
o’ Cc® o] [g°
ol el o]

Gleichung (6.35) deutet die anfangs beschriebene Aufteilung der hourglass-stabilisierten Elementsteifig-
keit in einen reduziert integrierten und die stabilisierenden Anteil an. Mit der Variation der Verzerrungen
zu 6& = B - §d kann die innere virtuelle Arbeit und daraus die Steifigkeitsmatrix mit (6.23) und (6.35)
wie folgt bestimmt werden.

SWint — / 8&-6dQ =46d" / B'CBdQd (6.36)
(9 (9

K,= [ B'CBdQ (6.37)
0

Die Elementsteifigkeitsmatrix der Elemente mit Hourglass-Stabilisierung setzt sich somit aus der redu-
ziert integrierten Steifigkeitsmatrix des Verschiebungselementes K° und der stabilisierenden Matrix K*¢
zusammen, deren explizite Formulierung man durch Einsetzen von (3.14) in Gleichung (6.37) erhilt.

K. = /BT C'B2Q + [(B")T C"B"dQ
Q Q

— KO + Kstab (638)

vy oy

Der letzte Schritt in Gleichung (6.38) ist offensichtlich nur fiir das vierknotige Element giiltig, da
nur bei diesem die entsprechenden Operatoren konstant sind, so dass sich die Integration lediglich
auf die Berechnung die Fliche A des Elementes beschrinkt, die sich fiir das vierknotige Element zu

A= 3 ((2—x4)(y3 = y1) + (x3 = x1) (y4 — y2)) ergibt.

_ A B OB+ A,Cy_[y-yr Y'}'T]

Bestimmung des Stabilisierungsparameters Die Ermittlung des Stabilisierungsparameters C7, der
in der Herleitung als fiktiver Materialparameter auftritt, stellt den entscheidenden Schritt bei der Ent-
wicklung des hourglass-stabilisierten Elementes dar.

Der Parameter C7 ist so zu wihlen, dass er den korrekten Rang der Steifigkeitsmatrix (fiir das vierknotige
Scheibenelement: Rang’“’”(Ke):S) wiederherstellt und die resultierende Elementsteifigkeitsmatrix nicht
zu stark von der des unterintegrierten abweicht.

Zur Bestimmung des Stabilisierungsparameters existieren verschiedene Moglichkeiten. Oftmals wird
der Parameter aus numerischen Experimenten ermittelt, stellt dann aber naturgeméf auch nur fiir die
getesteten Problemklassen eine optimale Wahl dar.

Belytschko und Bindemann ([23]) schlagen eine Skalierung des Stabilisierungsparameters in Abhédngig-
keit der maximalen Eigenwerte der reduziert integrierten Steifigkeitsmatrix K° und der Stabilisierungs-
matrix K vor,
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Bei der Berechnung transienter Probleme, fiir die der Einsatz von Elementen mit nur einem Integrati-
onspunkt einen erheblichen Vorteil hinsichtlich des numerischen Aufwands liefert, geben sie folgenden
Wert fiir C an (Dichte p, Wellengeschwindigkeit ¢):

1
CT= o pANIN; | (6.39)
wobei fiir ¢, ein Wert in der Grolenordnung von ungefahr 0,1 empfohlen wird.
Der Gleichung (6.39) liegt eine Eigenwertabschitzung des Eigenwertproblems K, z = AM, z zugrunde,
fiir statische Fragestellungen ist eine Bestimmung der Eigenwerte und damit die Bestimmung von C7 aus
K. z = Az geeigneter.

Anzumerken bleibt jedoch, dass das Auftreten der Hourglass-Moden durch die obige Wahl des Stabili-
sierungsparameters nicht génzlich unterdriickt wird, insbesondere, wenn die Losung des Problems diese
Moden enthilt bzw. die Information dieser Moden fiir das Verhalten des Problems benétigt wird (z.B.
beim Auftreten von Einzellasten, hier konnen auch groBe Werte von C? das Hourglassing nicht verhin-
dern).

Kann das Erscheinen dieser Moden nicht eindeutig zugeordnet werden, wie z.B. beim Erreichen instabi-
len Materialverhaltens, bleibt nur die Moglichkeit, die Elemente in den betroffenen Bereichen vollstindig
integrierte Elemente einzusetzen. Dieses Vorgehen beinhaltet allerdings die Gefahr, dass sich wiederum
unerwiinschte Effekte einstellen kénnen, man wiirde also das Hourglassing gerade durch Locking zu
vermeiden versuchen.

Die Ubertragung der beschriebenen Hourglass-Stabilisierung auf die Formulierung von 3D-
Kontinuumselementen ist ohne Probleme mdglich.

Physikalische Stabilisierung Fiir Elemente, die auf Grundlage gemischter Funktionale entwickelt
wurden, besteht beim Einsatz entsprechender Stabilisierungsverfahren ebenfalls die Moglichkeit der Un-
terintegration.

Grundlage der Stabilisierungsparameter sind die Material- und Geometrieeigenschaften des Elementes.
Die inneren Krifte setzen sich aus dem reduziert integrierten Anteil der Steifigkeitsmatrix des gemisch-
ten Elementes und stabilisierenden Kriften zusammen.

= [(B) CB g+ (6.40)
Q

Voraussetzung dieser Stabilisierungsmethode ist, dass im Element homogene Materialeigenschaften
herrschen miissen.

Die Stabilisierungkrifte f“* konnen (im Gegensatz zur oben beschriebenen Methode) in der Herlei-
tung analytisch bestimmt werden, d.h. es miissen keine Werte fiir die Stabilisierungsparameter definiert
werden. Des weiteren treten keine Versteifungseffekte auf, entsprechend den MaBBnahmen, die bei der
Formulierung des zugrunde liegenden gemischten Elementes getroffen wurden.

6.4 Die Assumed-Natural-Strain-Methode (ANS)

Die Entwicklung der Methode der angenommenen Verzerrungen erfolgte auf Basis der bei der Unterin-
tegration gewonnenen Erkenntnisse. Sie enthilt einerseits die auch bei der reduzierten Integration einge-
setzte Information iiber die Nullstellen der parasitidren Verzerrungen, andererseits stellt sie eine Losung
zu deren Problemen, des Auftretens von inneren Kinematiken, dar.

Zwischen 1976 und 1982 wurden sowohl von MacNeal ([97], [98], [99]) als auch von Hughes et al. ([75],
[76]) Vorschldge zu Formulierung von drei- und vierknotigen Elementen gemacht, die als die Grundlage
der ANS-Methode angesehen werden konnen. Die Leistungsfihigkeit insbesondere des Plattenelemen-
tes von Hughes und Tezduyar [76] regte die Erweiterung dieses Konzeptes auf Schalen an, wobei nach
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A
Y
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o Knoten
e Kollokationspunkt

a) Platte: Reiner Biegezustand b) parasitdre Schubverzerrungen g

Abbildung 6.2: Kollokationspunkte der ANS-Methode

der Veroffentlichung von Bathe und Dvorkin [15] (s.a. [14], [13] ) die Begriffe Bathe-Dvorkin- oder
MITC-Element zu einem Synonym fiir ANS-Elemente wurden. Die MITC-Elemente beinhalten bereits
ebenfalls die Formulierung iiber die tensoriellen Komponenten des Verzerrungstensors (Mixed Interpo-
lation of Tensorial Components).

Die Methode wurde in der Folgezeit von verschiedenen Autoren auf biquadratische Elemente erwei-
tert. Huang und Hinton [70] setzen die ANS-Methode zur Vermeidung des Querschub-Locking fiir ein
9-knotiges Plattenelement ein, bei dessen Extension zum Schalenelement kommt die Methode eben-
falls zur Verbesserung der Membranverzerrungen zum Einsatz [71]. Park und Stanley [116] geben ein
9-knotiges Element an, das auf der Beschreibung der Verzerrungen in natiirlichen Koordinaten fuflit und
priagen somit den Begriff der Assumed Natural Strains (ANS). Weitere Entwicklungen 9-knotiger Ele-
mente greifen dieses Konzept mit verschiedenen Modifikationen auf: Pinsky und Jang verwenden die
kovarianten Komponenten des Verzerrungstensors [121], Park et al. [115] greifen auf eine Darstellung in
physikalischen Verzerrungen zuriick, weitere ANS-Elemente sind u.a. bei Sze et al. [146] zu finden.
Die Verwendung der an der Differentialgeometrie orientierten mechanischen Groflen (natiirliche Koordi-
naten) unterstiitzt die Forderung nach eine Invarianz des Elementes gegeniiber Koordinatentransforma-
tionen und wirkt sich positiv auf die Verzerrungsempfindlichkeit aus.

Die ANS-Methode wird am héufigsten fiir die Querschubverzerrungen eingesetzt, ist jedoch ebenfalls zur
Vermeidung von Membran-Locking sowie Curvature-Thickness-Locking geeignet (s. Abschnitt 6.4.2).

6.4.1 Grundidee

Grundgedanke der ANS-Methode ist die Annahme eines Verzerrungsverlaufes, der keine stérenden Ver-
zerrungen (,,spurious strains“) enthélt. Dazu werden die Verzerrungen des verschiebungsformulierten
Elementes an den Punkten (den sog. Sampling Points oder Kollokationspunkten) ausgewertet, an denen
diese Dehnungen auch die ,.korrekten Werte liefern. Die Festlegung dieser Punkte erfolgt anhand geeig-
neter Beispiele, d.h. es werden im Regelfall die Nulldurchgiinge der urspriinglichen, verschiebungskon-
formen Verzerrungen fiir einen geeigneten Testfall (z.B. reine Biegedeformation) als Kollokationspunkte
verwendet.

Dabei sind, abhingig von der Ordnung des Elementes und der zu modifizierenden Verzerrungsanteile,
verschiedene Kollokationspunkte zu bestimmen.

In Bild[6.2/sind die Kollokationspunkte eines vierknotigen ANS-Plattenelementes gezeigt.

Ein wesentlicher Punkt ist die Wahl der Kollokationspunkte. Aus dem Verlauf der parasitdren Verzer-
rungen in Bild[6.2 ist ersichtlich, dass sich die korrekte Querschubverzerrung ¥z = O nicht nur in den
zwei angezeigten Kollokationspunkten A und C einstellt, sondern entlang der gesamten Geraden & = 0.
Um den angestrebten konstanten (i.A. konstant-linearen) Verlauf der Schubverzerrungen ¥g zu erzielen,
konnten somit auch andere Punkte dieser Geraden verwendet und als Basis zur Extrapolation herange-
zogen werden.
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Mit der Lage der Kollokationspunkte auf der Kante des Elementes wird auch der Zwangsbedingungs-
faktor positiv beeinflusst. Die Auswertung auf der Elementkante reduziert die Anzahl der am unendlich
ausgedehnten Netz zu erfiillenden Zwangsbedingungen, da sie fiir zwei (benachbarte) Elemente giiltig
ist. Fiir das dargestellte Element ergibt sich 745 = 1.5, was dem optimalen Wert entspricht.

Herleitung der Steifigkeitsmatrix Die Herleitung der Steifigkeitsmatrix von ANS-Elementen kann
anschaulich aus der Formulierung von Verschiebungselementen begonnen werden, nach der bei der Be-
stimmung der Elementsteifigkeiten dem so genannten B-Operator die wesentliche Rolle zufillt. Fiir Plat-
tenelemente ist dazu ein Trennung in Biege- und Schubanteile méglic:

— Wi = / <6E1hDaﬁ76 ” dQ° + / 6E%’D8‘3Y3E$3’h) Qe (4.129)

Qe
=d’ / (BYH)™DB,)dQ¢d+d” / (BY)"D,B,) dQ“ d (6.41)

Qe Qe
mit & = [Kee, Ky, Kzp] = BY-d (6.42)
u T u

Y= [Ye3,1p3) =BY-d (6.43)
d=[uf,...ly" .y ] (6.44)

Der Operator B" verkniipft die Knotenverschiebungen (und -verdrehungen) mit den Verzerrungen, re-
prasentiert also die diskretisierte kinematische Gleichung. Der Kopfzeiger soll darauf hinweisen, dass
die entsprechenden Groflen kompatibel zu den Verschiebungen sind. Wird der B-Operator unverindert,
d.h. konsistent zum Verschiebungsmodell, zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix herangezogen, treten
insbesondere bei Elementen niedriger Polynomordnung die in Kapitel 5/ beschriebenen Versteifungsef-
fekte auf.

Mit der Identifikation der bei den Verschiebungselementen auftretenden parasitdren Verzerrungen (s. Ab-
schnitt[5.2.3) verwendet die ANS-Methode die in deren Verliufen auftretenden Nullstellen als Grundlage
fiir die Formulierung eines neuen Verzerrungsfeldes (assumed strains), worin ein wesentlicher Unter-
schied zum Verfahren der selektiv reduzierten Integration besteht.

Die Auswertung der verschiebungskompatiblen Verzerrungen in den Kollokationspunkten liefert die
Basis zur Formulierung der modifizierten Querschubverzerrungen. Fiir das vierknotige ANS-Element
(MITC4) sind die Kollokationspunkte in Abbildung angezeigt: A und C fiir ¥z, B und D fiir y;:

ngp = (§KP7 Nkp) (6.45)
" = v (Exp.kp) (6.46)

In Abhingigkeit dieser Verzerrungswerte, die definitionsgemdB frei von parasitidren Anteilen sind, wird
mit geeigneten Ansatzfunktionen ein modifizierter Verlauf der Querschubverzerrungen entwickelt, der
die gewiinschten Eigenschaften aufweist. Fiir das beschriebene Beispiel bedeutet dies einen konstanten
Verlauf der Querschubverzerrungen %: in &-Richtung und einen linearen Verlauf in n-Richtung, siche
Abbildung [6.3a. Die zwei Freiwerte der Ansatzfunktionen N4 und N¢ werden durch die Werte gemif
Gleichung festgelegt. Entsprechend werden die Werte der Querschubverzerrungen %, in den Kol-
lokationspunkten B, D mit konstant-linearen Ansatzfunktionen N%, NP (Abb.6.3b) interpoliert:

Fe(§,m) = 5(1=n)- ¥ (a,na) + 5(1+n) - % (&c,ne) (6.47)
T(6.m) = 3(1—&) - ¥s(Es,m8) + 5 (1+E) - ¥4 (Ep,1p) (6.48)

7Fiir eine Schalenformulierung in krummlinigen Koordinaten ist dies ebenfalls ohne Probleme méglich, s.a. Abschnitt[6.4.2
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a) Querschubverzerrung 7 b) Querschubverzerrung

Abbildung 6.3: Modifizierte Schubverzerrungsverldufe des 4-knotigen Plattenelementes

Die modifizierten Querschubverzerrungen lassen sich direkt auf die Knotenverschiebungsfreiwerte d
zuriickfiihren. Im Gegensatz zu anderen Methoden (siehe z.B. Abschnitt [6.6) treten also keine zusitz-
lichen Freiheitsgrade auf. Ausgehend von (6.51)—(6.52) kann also der modifizierte B-Operator B, be-
stimmt werden, der die angenommenen Schubverzerrungen ¥ mit den Knotenverschiebungen in Relation
setzt.

7:{?5}:By-d (6.49)
"n

Die Berechnung der Steifigkeitsmatrix erfolgt ausgehend von Gleichung (6.41), allerdings mit dem mo-
difizierten Operator I_}y, der den kompatiblen B-Operator B ersetzt.

Kys = /(Bﬁg)T D, BLdQ° + / B} D, B, dQ° (6.50)
Qe Qe

Diese Form zur Ermittlung der Steifigkeitsmatrix ist charakteristisch fiir Elemente, die nach der B-bar-
Methode [72] entwickelt werden, zu denen auch die ANS-Methode zu zihlen ist. Sie unterscheidet sich
prinzipiell von der Steifigkeitsmatrix von Verschiebungselementen nur dahingehend, dass der B-Operator
bzw. ein Teil des Operators durch eine modifizierte Variante ausgetauscht wird. Diese Methodik wird
ebenfalls von der im Abschnitt 6.5 beschriebenen DSG-Methode aufgegriffen.

Diese Vorgehensweise ldsst sich formal problemlos auf Elemente hoherer Ordnung iibertragen; die mo-
difizierten Querschubverzerrungen konnen iiber die folgenden Gleichungen berechnet werden:

nKPg
@& n) =Y NET(Em) - v (Ekr,nke) 6.51)
KPg:l

nKPy

W& =Y N(En) -1 (Exrnip) (6.52)

KPy=1

Ein Nachteil der ANS-Methode wird dabei jedoch deutlich: sowohl die Lage und Anzahl der Kollo-
kationspunkte (Exp,Mxp) als auch die Ansatzfunktionen N miissen fiir jeden Elementtyp (und jeden
Versteifungseffekt, siche Abschnitt 6.4.2)) getrennt bestimmt werden.

Die Anwendung der Gleichungen (6.51) bzw. (6.52) ist also nicht in der Allgemeingiiltigkeit mdglich,
wie es die Modifikationsvorschriften der DSG-Methode (Abschnitt erlauben.

6.4.2 Erweiterungen der ANS-Methode

Die Anwendung der ANS-Methode ist — wie bereits angedeutet — nicht auf die oben beispielhaft beschrie-
bene Modifikation der Querschubverzerrungen beschréinkt, sondern kann prinzipiell auf jeden stérenden
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Verzerrungsanteil angewendet werden. Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Applikation sind jedoch eine
oder mehrere Nullstellen der parasitiren Verzerrungen, da die Konstruktion der modifizierten Verzer-
rungen auf der korrekten, d.h. die jeweilige Zwangsbedingung erfiillenden Auswertung der kompatiblen
Verzerrung in wenigstens einem Punkt basiert.

Curvature-Thickness-Locking

Bei der Modellierung gekriimmter Strukturen mit Kontinuumselementen bzw. mit 7-Parameter-
Schalenelementen konnen parasitare Normalverzerrungen in Dickenrichtung auftreten, sieche Abschnitt
5.4

Die Identifikation der parasitdren Verzerrungen erfolgt fiir den Fall einer reinen Biegedeformation. Fiir
den Fall des bilinearen Schalenelementes ergibt sich fiir diesen Zustand ein quadratischer Verlauf der
Normalverzerrungen:

E3y'=1(1-(6%)%) t sin(g) |w| (5.29)

Fiir das Schalenelement werden die Nullstellen dieser Verzerrungen offensichtlich durch die Funktion
(1 — 0%)? bestimmt und fallen mit der Lage der Elementknoten zusammen (0% = +1). Als Kollokati-
onspunkte fiir die ANS-Modifikation werden demnach die N Knoten des Elementes gewihlt:

Ey'’ = E%(Ev,mw) (6.53)

Zur Interpolation werden die selben Ansatzfunktionen wie fiir die Verschiebungsfelder gewahlt. Fiir das
4-knotige Element ergibt sich somit ein bilinearer Verlauf (in &, 1) der modifizierten Normalverzerrun-
gen in Dickenrichtung.

node
EZ™ =Y NV(E,m) ES(Ev.mv) (6.54)
N=1

Tpo
Die Analyse des biquadratischen 7-P-Schalenelementes fiir den Biegezustand liefert den folgenden Ver-
lauf der parasitdren Verzerrungen

Eyl' =C-(6%)2(1—(6%)?), (6.55)

mit der Konstante C, die von Parametern ¢, ¢, |w| definiert ist. Die Nullstellen der verschiebungskom-
patiblen Dickenverzerrungen wiederum identisch mit den Knoten des Elementes: 6% = —1,0,1. Die
Wahl der Kollokationspunkte sowie die Interpolationsvorschrift der modifizierten Verzerrungen erfolgt
somit fiir das 9-knotige Element entsprechend dem 4-knotigen, Gleichung (6.53) bzw. (6.54). Diese
Konformitét zwischen Elementen verschiedener Polynomordnung ist allerdings fiir die ANS-Methode
untypisch.

Verbesserung der Membranverzerrungen

Bei der Behandlung der Membranverzerrungen ist zwischen den MaBnahmen, die auf eine Vermeidung
des Membran-Locking (Kap.|5.7) oder eine Verbesserung des Verhaltens hinsichtlich der Scheibentrag-
wirkung (Shear-Locking 5.3, Trapezoidal-Locking abzielen, zu unterscheiden. Insbesondere das
bilineare Element weist nur eine begrenzte Anzahl an Modifikationsméglichkeiten auf.
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Biquadratische Elemente Fiir gekriimmte Elemente, d.h. Elemente mit mindestens (bi-)quadratischer
Ansatzordnung, ist eine Vermeidung des Membran-Locking (Kap. 5.7) unbedingt erforderlich, um nicht
dhnlich gravierende Einschrinkungen hinsichtlich der Konvergenz wie beim Querschub-Locking zu er-
halten®

Der die Kollokationspunkte bestimmende Testfall ist die Beschreibung dehnungsloser Verformungen. In
Abschnitt[5.7 wurde gezeigt, dass die Lage der Nullstellen fiir diesen Zustand von der Kriimmung des
Elementes abhédngig ist. Da insbesondere in die Formulierung der Schalenelemente weitere Annahmen
unter der Voraussetzung einer maBigen Kriimmung einfliefen, tritt der Fehler bei der Wahl eines festen
Nulldurchgangs in den Hintergrund.

Die Analyse der inextensiblen Deformation erfolgt dementsprechend unter der Annahme schwach ge-
kriimmter Elemente und deren kinematischer Vereinfachungen, vgl. Abschnitt|5.7.1. Eine weitere Recht-
fertigung erfahrt dieses Vorgehen durch die Anndherung der kinematischen Gleichungen fiir beliebig
gekriimmte Elemente an diejenigen der Theorie flacher Schalen (bzw. Balken) fiir den Fall der Netzver-
feinerung.

Fiir quadratische Elemente kann Gleichung auf zweidimensionale Strukturen iibertragen werden

«=C-(3—(0%)?), (6.56)

und erlaubt die Bestimmung der Kollokationspunkte in %-Richtung: 8% = +1/+/3. Da jeweils nur der
Verlauf in dieser Richtung parasitir ist, entspricht die Zahl der Kollokationspunkte in 3-Richtung den
zur korrekten numerischen Integration erforderlichen Gauss-Punkten (s.a. Abbildungen (6.4,(6.5), womit
sich ein linear-quadratischer Verlauf der Normalmembranverzerrungen €/, ergibt.

Die Berechnung der modifizierten Normalverzerrungen erfolgt nach den Gleichungen [6.57/-6.58 unter
Verwendung der in[6.64 —[6.68 (ANS9-Element von Jang und Pinsky) bzw.[6.73/-6.77/(MITC9-Element
von Bucalem und Bathe) definierten Interpolationsfunktionen.

eSEm) = Y Y A 0,(&)-ell(E ) 6.57)
3 2

25 Em) = Y Y PE)-0,m)-el(E ) 6.58)
3 2

Jang und Pinsky [84] schlagen desweiteren eine Modifikation der Inplane-Schubverzerrungen vor. Infol-
ge der Zusammensetzung der Schubdehnungen aus zwei Anteilen,

Y8 =u;-Gytuy -G (6.59)

bietet sich eine dieser Aufteilung folgenden Modifizierung an E. Dabei wurde eine lineare Interpolation
der Anteile u o - Gg in @-Richtung mit einer quadratischen Verteilung in §-Richtung kombiniert:

7S = Gl (En?) o+ fuz - GaYS (82,m) (6:60)

Durch diese Vorgehensweise geht allerdings die Invarianz gegeniiber Starrkorperrotationen verloren,
weshalb die Formulierung dahingehend gedndert wurde, dass die Konstruktion der linear-quadratischen
bzw. quadratisch-linearen Verlaufe sich auf die Auswertung der gesamten Schubverzerrungen stiitzt und
das modifizierte Verzerrungsfeld durch das arithmetische Mittel dieser Verldufe gebildet wird:

,ANS
12

wM u

Z &) o} (6.61)
2

8Der Effekt tritt fiir bilineare Elemente bei verdrillter Geometrie ebenfalls auf, besitzt hier jedoch einen wesentlich geringe-
ren Einfluss

9Siehe auch 9-knotiges DSG-Element, Abs.[6.5.5] die hier beschriebene Schwiiche des ANS-Elementes lisst sich bei der
DSG-Formulierung allerdings nicht feststellen
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of a=/1 Pi(p)=3p(1+p) (6.64)

— T P(p)=(1-p)(14p) (669
Py(p) = 3p(1-p) (6.66)

. . oa Qi(p) = 3(1+p) (6.67)
0a2(p) = 5(1-p) (6.68)

s | Ri(p) = §(1+3p) (6.69)
Ro(p) = 3 (6.70)

Rs(p) = (1-3p) (6.71)

Abbildung 6.4: Kollokationspunkte und Interpolationsfunktionen des ANS9-Elementes nach [84]

1= }
Y Ri(&)-0;(n)- o) (6.62)
2

i

1 & m) =

Durch anschlieende Mittelung dieser beiden Komponenten erhélt man die angenommenen Verzerrun-
gen fiir den Inplane-Schub.

3

S(Em) =5 (@™ & m + ety E ) (6.63)

N —

Das 9-knotige MITC-Element von Bucalem und Bathe [44] unterscheidet sich zu der obigen Formulie-
rung der Normal- und Querschubverzerrungen nur in der Lage der Kollokationspunkte. Bucalem und
Bathe wihlen hierzu in der Richtung, die nicht durch die Nullstellen der parasitiren Verzerrungen vor-
gegeben ist, zu den Gausspunkten koinzidente Stiitzstellen.

JHITCO (£ — ;2; ) 9(EL ) (6.72)

Unterschiede ergeben sich hierdurch allerdings in den Zwangsbedingungsfaktoren: wihrend das ANS9-
Element von Jang und Pinsky infolge der Lage der Kollokationspunkte auf dem Elementrand den op-
timalen Wert aufweist, rfg " = 3, fillt das MITC9-Element (/" = 1) in diesem Vergleich etwas
zuriick. In praktischen Berechnungen erweist sich der Unterschied jedoch nur als marginal.

Die bilineare Interpolation der Inplane-Schubverzerrungen erfolgt ohne weitere Aufteilung iiber die Aus-
wertung von ¥, in den 2x2-Gausspunkten, der Zwangsbedingungsfaktor ist identisch zu dem des ANS9-
Elementes.

Bilineare Elemente ANS-Modifikationen der Membrananteile sind im Kontext bilinearer Scha-
lenelemente in der Literatur fast nicht erwihnt.

Gelegentlich wird mit dem Hinweis auf eine Verbesserung des Verhaltens bei der Berechnung wand- oder
balkenartiger Strukturen eine Auswertung der Inplane-Schubverzerrungen in Elementmitte (§ =0, = 0)
vorgeschlagen, z.B. Biichter [45]. Diese Annahme eines im Element konstanten Dehnungsverlaufes ent-
spricht der selektiv reduzierten Integration und eliminiert die parasitaren Schubverzerrungen fiir Biege-
zustinde (vgl. Abbildung 5.7 und (5.23)).

Die fiir (trapezformig) verzerrte Elemente auftretenden parasitdren Normalspannungen kénnen zwar mit
einer dem beim Querschub-Locking verwendeten Kollokation und Interpolation der ANS-Methode ent-
sprechend modifiziert werden, bestehen dann aber den Patchtest nicht mehr.
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ob oF
@ »ea m @ b w
o ! ! o % : : 't
° L4 ““"'}' .: i B i
b a= /1
. . ¢ 90! \/; a* 906
f - a“
b b=4/5 v
e O © ©
I
Pi(p)=1p(1+ (6.73)
1(p) ?P( P) Ql(p):%(1+\/§p) (6.76)
Py(p)=5(1=p)(1+p) (6.74) 02(p)=L(1=v3p)  (6.77)
Ps(p)=3p(1-p) (6.75) 2 2 |

Abbildung 6.5: Kollokationspunkte und Interpolationsfunktionen des MITC9-Elementes [44]

Andelfinger [4] schlidgt deshalb eine Aufteilung der Elementsteifigkeit in eine Basissteifigkeit k. und
einen Anteil kj, der die hoheren Steifigkeitsterme enthilt, vor. Starrkorperverschiebungen sowie kon-
stante Verzerrungsmoden konnen iiber die Einpunkt-integrierte Basissteifigkeitsmatrix k. des Verschie-
bungselementes erfasst werden, das Bestehen des Patchtests ist damit gesicher.

k—k,+k, (6.78)

Die ANS-Modifikation wird somit nur auf die stérenden Anteile der Steifigkeitsmatrix k;, angewendet.
Um die exakten Terme der Basissteifigkeit nicht zu beeinflussen, wird die Steifigkeitsmatrix in Abhingig-
keit der generalisierten Freiwerte o der globalen Moden formuliert,

kY = / (BT CB*dQ . (6.79)
Q

Diese Mallnahme gewdhrleistet die erforderliche Orthogonalitidt der hoheren zu den Basistermen. Die
Modifikation erfolgt hinsichtlich der gewiinschten linear-konstanten Verteilung der den zwei Biegemo-
den zugeordneten Normalspannungen mit der Interpolationsvorschrift gemafl Abbildung

gl (&, m)=N"ef} + N ey (6.80)
E5(E,m) =N e, + NP &) (6.81)

Der resultierende neue B-Operator B* muss lediglich fiir die Formulierung der Steifigkeitsmatrix in
Knotenfreiwerten d noch transformiert werden.
Diese Vorgehensweise weist in seiner Grundidee Ahnlichkeiten mit der Free Formulation auf.

6.4.3 Zusammenfassung

Die bisherige Beschreibung der ANS-Methode beschrénkte sich auf viereckige Elemente, deren Erfolg
natiirlich auch die Formulierung dreieckiger Elemente motivierte (z.B. MITC7, MITC12 von Bathe
et al.). Im Vergleich zu den viereckigen Elementen weisen die 3-eckigen ANS-Elemente jedoch ei-
ne schlechtere Effizienz auf (HauBler [67]). Leistungsfahige Dreiecks-Elemente auf Basis einer B-bar-
Formulierung konnen jedoch mit der DSG-Methode hergeleitet werden, siche Abschnitt 6.5.3).

10Dje Basissteifigkeit k. wurde ebenfalls bei den Hourglass-stabilisierten Elementen eingesetzt, vgl. Abschnitt[6.3.2



100 Kapitel 6 Effiziente Elementformulierungen

n
NY&.m)=3(1-n) (6.82)
B D ¢ N )= 3(1+m) (6.83)
NP(&,m) =3(1-¢) (6.84)
C NP(m)=5(1+8) (6.85)
Y3 (; N2, Eaa)

Abbildung 6.6: Kollokationspunkte und Interpolationsfunktionen des ANS4-Elementes

Tabelle gibt einen Uberblick fiir die Zwangsbedingungsfaktoren verschiedener ANS-Elemente fiir
die unterschiedlichen Locking-Phinomene. Aufgrund der im Vergleich zum MITC9-Element optimalen
Zwangsbedingungsfaktoren bietet sich fiir 9-knotige ANS-Elemente eine Modifikation der Querschub-
und Normalmembranverzerrungen entsprechend Abbildung |6.4 an. Fiir die Inplane-Schubverzerrungen
ergeben sich identische Werte, weshalb die Interpolation nach Bild rechts des geringeren Aufwands
zufolge geeigneter erscheint.

Op%r:rjler ANS-4 ANS-9 MITC-9
ke NN !
e ;L1 3 !
s |+ [+ 1]+ T+ T
izeirbLocking 5 > [ 5 5

Tabelle 6.1: Zwangsbedingungsfaktoren der ANS-Elemente

Fiir einige ANS-Elemente existieren ebenfalls mathematische Untersuchungen hinsichtlich Stabilitidt und
Konvergenz. So wurde beispielsweise die Erfiillung der BABUSKA-BREZZI-Bedingung wurde anhand
des bereits beschriebenen numerischen inf-sup-Tests (s. von losilevich et al. [80] fiir MITC-
Plattenelemente und von Bathe et al. [16] fiir MITC-Schalenelemente nachgewiesen.

6.5 Die Discrete-Strain-Gap-Methode (DSG)

6.5.1 Einleitung

Die von Bletzinger et al. [37] vorgeschlagene und urspriinglich als Discrete-Shear-Gap bezeichnete Me-
thode wurde zur Formulierung lockingfreier schubweicher Balken-, Platten- und Schalenelemente entwi-
ckelt. Sie beinhaltet die gezielte Modifikation der Querschubverzerrungen und fiihrt zu einer ausschlieB3-
lich auf Verschiebungsgrofien basierenden Formulierung.

Koschnick et al. ([90], [92], [91]) sowie Bischoff et al. [32] erweitern den Anwendungsbereich der DSG-
Methode auf alle geometrischen Lockingeffekte. Diese Erweiterung wird ebenfalls durch die modifizierte
Bezeichnung als Discrete-Strain-Gap-Methode zum Ausdruck gebracht.
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N _ 9w
(PI(C@) L_ ®C')>(P2 Y=, ¢ (4.110)
i l K:—a—(” @.111)
dx
w1 w2

¢) Biegeverformung d) (Discrete) Shear Gap

Abbildung 6.7: Discrete-Shear-Gap-Methode

Die Modifikation der Verldufe bestimmter Verzerrungsanteile deutet die Verwandschaft der DSG- zur
ANS-Methode an. Beide Methoden resultieren in Elementformulierungen, die ohne Einfiihrung und
Kondensation zusitzlicher Freiheitsgrade (wie z.B. bei der EAS-Methode 6.6) auskommen und ledig-
lich die Knotenfreiwerte des Verschiebungselementes aufweisen. Die Ahnlichkeit spiegelt sich auch in
identischen Steifigkeitsmatrizen fiir bestimmte Elementtypen und -geometrien wieder.

Die Besonderheit und der wesentliche Unterschied liegt jedoch in der konzeptionellen Gestaltung der
DSG-Methode: wihrend bei der ANS-Methode fiir jeden Elementtyp (Viereck, Dreieck), jede Polyno-
mordnung und jeden zu modifizierenden Verzerrungsanteil verschiedene Kollokationspunkte und Inter-
polationsfunktionen festgelegt werden miissen, kann die DSG-Methode ohne weitere Uberlegungen zur
Formulierung sowohl von Drei- als auch von Viereckselementen beliebiger Polynomordnung angewen-
det werden.

6.5.2 Grundidee und Anwendung auf Querschub-Locking

Die Grundidee der DSG-Methode besteht in der Identifikation des Anteils der Querschubverzerrungen
an den Gesamtverschiebungen eines Elementes. Die Auswertung dieses Anteils in den Elementknoten
liefert die Grundlage zur Bestimmung eines modifizierten Schubspannungsverlaufs. Veridndert werden
somit nur bestimmte Verzerrungskomponenten bzw. der entsprechende Differentialoperator B, so dass
auch die DSG-Methode in Anlehnung an Hughes [73] als B-bar-Methode angesehen und entsprechend
leicht in bestehende FE-Programme implementiert werden kann.

Insbesondere steht mit der Eigenschaft als B-bar-Methode eine variationelle Basis der DSG-Methode zur
Verfiigung, siche Abschnitt[6.2.1.

Ausgangspunkt der Entwicklung der DSG-Elemente waren Uberlegungen zur Erfiillung der Bernoulli-
Bedingung bei schubweichen Balkenelementen. Die Beschreibung der prinzipiellen Idee und der Eigen-
schaften der DSG-Methode lésst sich anhand des linearen, zweiknotigen Timoshenko-Balkens anschau-
lich darlegen (s. Bild 6.7h).

Die Verformung des Balkenkontinuums wird beim Timoshenko-Balken durch die Verschiebung der
Balkenachse und die Verdrehung des Balkenquerschnittes beschrieben. Erster Schritt nach der DSG-
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Methode ist nun, die Deformation des Elementes nicht direkt mittels Interpolation der Knotenverschie-
bungen zu beschreiben, sondern die Anteile der einzelnen Komponenten der kinematischen Gleichung
an der Gesamtverschiebung zu separieren.
Der Anteil der Schubverzerrungen w, ergibt sich dann als Differenz der Gesamtverschiebung w und der
Verformung infolge reiner Biegung w¢ zu

Wy = W — W . (6.86)

Der Anteil wy kann aus der Bernoulli-Bedingung w , = —¢ durch Integration hergeleitet werden und
stellt fiir den Timoshenko-Balken eine reine Biegeverformung dar. Die dabei auftretende Integrations-
konstante kann ohne Einschridnkung zu Null gesetzt werden, da sie mit ihrer Bedeutung als Relativver-
schiebung nicht in die Berechnung der Verzerrungen eingeht.

We(x) = — /x.(p(x) dx (6.87)

Die Integration der linear interpolierten Verdrehungen ¢”(x) ergibt einen quadratischen Verlauf fiir die
Biegeverschiebungen w, (Abbildung6.7¢), die somit genau die Polynomordnung aufweisen, die sich fiir
die Durchsenkungen aus der zugrundeliegenden Differentialgleichung fiir ein konstantes Biegemoment
ergibt.

Durch Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung konnen die Verschiebungen infolge der Schubver-
zerrungen formal als Integral der kinematischen Gleichung 4.110 berechnet werden.

W) =)~ wolx) =)+ [ 9@ dr= [ toldi= [ ywdx  (689)

Der Shear Gap wy(x) reprisentiert die Differenz zwischen den Gesamt- und Biegeverschiebungen. Der
Verlauf der Shear Gaps (Bild [6.7d) ist nicht im gesamten Gebiet frei von parasitiren Anteilen, jedoch in
den Knoten.

Diese Eigenschaft wird deutlicher, wenn fiir das zweiknotige Balkenelement ein reiner Biegezustand wie
in Abbildung6.8¢ betrachtet wird. Die Schubklaffungen sind in den Knoten identisch Null und entspre-
chen somit der Forderung, dass fiir diesen Zustand kein Einfluss der Querschubverzerrungen vorhanden
sein darf. Diese Knotenwerte, die diskreten Schubklaffungen (Discrete Shear Gaps) (Abb. [6.7d) lassen
sich einfach durch Auswertung des Integrals (6.88) in den Elementknoten bestimmen.

A = / * y(x) dx (6.89)

0
Die Schubklaffung fiir den Startpunkt der Integration x( ist dabei definitionsgemi3 unabhingig von der
Ordnung des Elementes gleich Null. Fiir das zweiknotige Element ergeben sich somit die Discrete-Shear-
Gaps zu

1

= 0 (6.90)
L

AW§=Wz—wl+§(<P1+<P2) (6.91)

Mit den diskreten Schubklaffungen Aw’;, wird ein modifizierter Schubklaffungsverlauf w(x) bestimmt,
der entsprechend der Eigenschaft der Discrete-Shear-Gaps ebenfalls keine parasitiren Anteile aufweist.
Da die diskreten Schubklaffungen in den Knoten des Elementes ausgewertet werden, kann die Interpola-
tion zum verbesserten Shear-Gap-Verlauf mit den selben Formfunktionen wie fiir die Geometrie und fiir
die Verschiebungen bzw. Rotationen erfolgen m

wi(x) =Y Awj (6.92)

Hier zeigt sich der wesentliche Vorteil im Vergleich zur ANS-Methode: es ist weder die Bestimmung von Kollokations-
punkten noch von speziellen Ansatzfunktionen erforderlich, die Auswertung der Discrete-Strain-Gaps erfolgt immer in den
Elementknoten, als Interpolationsfunktionen konnen immer die ,,iiblichen” Formfunktionen des Elementes verwendet werden.
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a) Reiner Biegezustand (symmetrisch):

wi=wy=0

Or=—0

b) Verschiebungsformuliertes Element:

7 (x) = N + Ny

r—
J
=
>
<
—
=
~—

:l(wz—m)—i-(l—%) (pH—%(pz

L
¢) DSG-Element: ijl/ —0 ijz/ _0
" 2
PO =N [ (wat p)dx " w () 0
1 0 L Wwe(x)
= Z(W2 —wi)+ 5(‘/’1 + @)

. 5 . )

Abbildung 6.8: Zweiknotiger, schubweicher Balken unter reiner Biegung: Verschiebungs- und DSG-
Element

Ausgehend vom modifizierten Verlauf der Schubklaffungen werden die modifizierten Schubverzerrungen
durch Differentiation erhalten:

owk(x
Y(x) = atf ) - (6.93)

Eingesetzt erhilt man somit fiir die nach der Discrete-Shear-Gap-Methode modifizierten Verzerrungen

#5900 = ¥ N0 | [ o)+ o0) ] (694
k=1

X0

Als einzige Unbekannte treten bei der Definition der DSG-Verzerrungen die Knotenverschiebungsfrei-
heitsgrade auf, d.h. es sind keine zusitzlichen Spannungs- oder Verzerrungswerte vorhanden und zu
kondensieren, wie beispielsweise bei der EAS-Methode. Aus Gleichung lasst sich direkt der Dif-
ferentialoperator BP5C bestimmen, der gegeniiber dem verschiebungsformulierten Element als einzige
Komponente im Berechnungsablauf zu @ndern ist.

Die resultierende Steifigkeitsmatrix des zweiknotigen DSG-Balkenelementes ist identisch zu der des (se-
lektiv) unterintegrierten linearen Elementes bzw. einer ANS-Formulierung mit dem Kollokationspunkt
beix =1/2.

Die diskretisierten Schubverzerrungen fiir das verschiebungsformulierte (Disp.) und das nach der DSG-
Methode formulierte zweiknotige Balkenelement sind in Abbildung 6.8/ zusammengestellt. Fiir einen
reinen Biegezustand sind die entsprechenden Verldufe skizziert.

DSG-Modifikationen fiir den Querschub bei Platten- und Schalenelementen Die gerade beschrie-
benen Schritte zur Entwicklung Querschub-Locking-freier Balkenelemente konnen nahezu unverdndert
zur Formulierung von Platten- und Schalenelementen verwendet werden ([29],[37]).
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Ein wesentlicher Gesichtspunkt der DSG-Methode — und wiederum eine Konformitit zur ANS-Methode
— ist die Beschreibung der Verzerrungen in natiirlichen Koordinaten, die — im Gegensatz zum zweiknoti-
gen Balkenelement — bei der Formulierung von Flidchenelementen zum Tragen kommt.

Ausgangspunkt fiir die DSG-Modifikationen sind somit die den Querschubverzerrungen zugeordneten
tensoriellen Komponenten Y3 des eingesetzten Platten- bzw. Schalenmodells (Kapitel 4). Simtliche Mo-
difikationen, d.h. die Berechnung der Discrete-(Shear)-Strain-Gaps, Interpolation, Differentiation etc.
erfolgen ebenfalls in den natiirlichen Koordinaten 8',82 bzw. &, 7. Eine eindeutige Zuordnung von
Verschiebungen zur gesamten Querschubdeformation, d.h. die Identifikation eines Schubklaffungsfeldes
wie beim Balken ist nicht mehr moglich, sondern wird getrennt fiir jede Koordinatenrichtung &, durch-
gefiihrt.

Der erste Schritt der DSG-Modifikation des Querschubanteiles von 2D-Strukturelementen ist demzufol-
ge die Bestimmung der diskreten Schubklaffungen Ay§3 und formal vollig identisch zur o.g. Vorgehens-
weise.

éK

arls = [ ma(&mae 6.95)
&
K

Aps = / Y3(&,m)dn (6.96)
Mo

Auch hier sind definitionsgema8 die diskreten Schubklaffungen in den Anfangspunkten der jeweiligen
Integrationsrichtung gleich Null, d.h. Aw’;,a3 =0 fiir 6% = 6. Fiir viereckige Elemente kann ohne Ein-
schrinkung ein beliebiger Knoten als Startpunkt fiir die Integration festgelegt werden. Das Verhalten
dreieckiger Elemente gegeniiber Netzverzerrungen kann jedoch durch eine entsprechende Wahl dieses
Referenzknotens optimiert werden, sieche Abschnitt 6.5.3.

Mit der Definition der Querschubverzerrungen (4.47) und deren Diskretisierung (4.90) ergeben sich die
diskreten Schubklaffungen

&k
Ay = ![ S(Em) NHE M) RS- NEEm) NHEm) VoAb
Ng(g’nl)NL(ganI)VK'WL]dg
Nk
Ay = n/[ (&) NH (&) R®-wh + NX(&,n) N*(&.n) vF-Af + (6.98)

N (&r,m) NH(&,m) v&-wh ]dn .

Unter Verwendung der fiir die Verschiebungsfelder eingesetzten Formfunktionen N werden die diskre-
ten Schubklaffungen im Element interpoliert

Ayi(E,m) = N¥ Ay (6.99)
Ay (E,m) =N¥ Ay, (6.100)

und schlieBlich die modifizierten Querschubverzerrungen durch partielle Differentiation ermittelt:

oA

13 = 9?3 = Ng AYs (6.101)
oA

P56 — &3?3 = Nf? AYS . (6.102)

Diese modifizierten Verzerrungen beinhalten keine Einschrinkung hinsichtlich linearer Kinematik und
konnen zur Formulierung (geometrisch) nichtlinearer Strukturelemente herangezogen werden. Die dazu
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erforderlichen Linearisierungen sind direkt aus den Gleichungen (6.101) und (6.102) ableitbar und treten
anstelle der entsprechenden verschiebungskonformen Ausdriicke.

Die DSG-Modifikationen der Querschubanteile entsprechend (6.101)—(6.102) resultieren fiir vierknoti-
ge Schalenelemente in einer der ANS-Methode dquivalenten FormulierunﬁE . So besitzen das bilineare
DSG-Element und das MITC4-Element von Bathe und Dvorkin [14] identische Steifigkeitsmatrizen, al-
lerdings setzt sich diese Ubereinstimmung zwischen DSG- und ANS-Elementen nicht bei quadratischen
und hoheren Elementen fort. Insbesondere dreieckige DSG-Elemente unterscheiden sich von entspre-
chenden ANS-Elementen (z.B. MITC-7) und finden auch keine dquivalente Formulierung in der Litera-
tur.

6.5.3 Dreieckige DSG-Elemente

Fiir dreieckige DSG-Elemente besteht eine gewisse Ahnlichkeit zum Kirchhoff-Mode(KM)-Konzept,
das von Hughes und Taylor [74] vorgeschlagen wurde. Die Grundidee des KM-Konzeptes ist die Mitte-
lung der Querschubverzerrungen entlang der Elementkanten, die fiir vierknotige Elemente von Hughes
und Tezduyar [76] entwickelt wurde.

Auch die DSG-Modifikationen der viereckigen Elemente kdnnen als eine solche Mittelung entlang
der Elementkanten verstanden werden, fiir dreieckige Elemente entspricht die Anwendung der DSG-
Methode allerdings einer Mittelung entlang der natiirlichen Koordinatenlinien. Hierin ist ebenfalls der
prinzipielle Unterschied zu den KM-Dreieckselementen zu sehen: Wihrend die Formulierung der KM-
Elemente alle drei Kanten beriicksichtigt, findet die DSG-Modifikation nur entlang der zwei lokalen
Koordinatenlinien statt. Da hierdurch eine Zwangsbedingung weniger einzuhalten ist, somit auch der
Zwangsbedingungsfaktor positiv beeinflusst wird, stellt sich ein wesentlich besseres Verhalten ein als
bei den KM-Dreiecken, die deutliche Versteifungstendenzen aufweisen.

Allerdings resultiert aus dem ,,Weglassen™ der dritten Kante bei den DSG-Dreiecken eine Abhéngigkeit
der Steifigkeitsmatrix von der Knotennummerierung bzw. der Lage des Ursprungs des lokalen Koordi-
natensystems &, 1, das Element ist nicht mehr objektiv.

Fiir die Berechnungsergebnisse ist dabei insbesondere die Lage der ,,freien” Elementkanten zueinander
relevant. Optimal ist eine Koinzidenz der freien Kanten, die Genauigkeit nimmt allerdings ab, falls die
freie Kante jeweils mit einer ,Integrationskante des Nachbarelementes zusammenfillt, da dann wieder-
um die Anzahl der einzuhaltenden Zwangsbedingungen ansteigt.

So ergeben sich fiir das dreiknotige Schalenelement (Formfunktionen etc., siche Anhang |A.2) entspre-
chend den Gleichungen (6.97)-(6.102) die modifizierten (konstanten) QuerschubverzerrungenE Zu

WP =A3- v - A v -1 (A3—A]) (v/ +v)) +R°W —R'w' — 1 (R*—R') (W' + W)  (6.103)
PP =A v AL v - L (A]-A}) (v + V) +RW —R'w! - L (RP —R") (W' + W), (6.104)

die die Abhingigkeit von der Knotennummerierung verdeutlichen.
Die mangelnde Objektivitit der DSG-Dreieckselemente ist zwar kein prinzipielles Problem — der Patch-
test wird von diesem Element bestanden und die Konvergenz fiir beliebige Netze gewéhrleistet — fiihrt
aber dennoch zu Ergebnissen, die je nach Netztopologie variieren.

Die Formulierung der DSG-Methode in kartesischen (globalen) Koordinaten, d.h. die Modifikation der
Verzerrungen Y, bzw. ¥, beseitigt zwar das Objektivitits-Problem, weist aber ein schlechteres Konver-
genzverhalten auf als die in natiirlichen Koordinaten modifizierten Elemente, die somit die bevorzugte
Variante darstellen.

12 ANS-Modifikationen der Membrananteile sind fiir vierknotige Elemente in der Literatur praktisch nicht erwihnt, da sie
den Patchtest nicht bestehen. Allerdings fiihren auch diese zu identischen Steifigkeitsmatrizen wie die DSG-Modifikationen,
die in Abschnitt|6.5.5]beschrieben sind.

13Der Membrananteil des 3-knotigen Schalenelementes kann nicht weiter verbessert werden, vgl. Abschnitt|5.3]
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® ry—r;

. a— b= TN BT (6105)

|r;—r re — 1) i — 1y

b@ a-b|=i=1
min{|a-b|,|b-c|,|c-a]} = |b-c|= j=1 (6.106)

@ a lc-a|= k=1

Abbildung 6.9: DSG3-Element: Wahl des Referenzknotens

Mit der Beobachtung, dass das Verhalten der DSG-Dreiecke umso besser ist, je niher der von den bei-
den natiirlichen Koordinatenrichtungen eingeschlossene Winkel einem rechten Winkel kommt, kann das
DSG3-Element noch optimiert werden. Dazu wird die Knotennummerierung des Elementes so gewihlt,
dass Knoten 1 —und somit der Referenzknoten fiir die DSG-Integrationen — in der Ecke zu liegen kommt,
deren Winkel am geringsten von 90° abweicht.

Das DSG3-Element zeichnet sich durch hohe Genauigkeit und Effizienz aus (1-Punkt-Integration). Die
Empfindlichkeit gegeniiber Netzverzerrungen sowie die Oszillation der Querkrifte kann durch Anwen-
dung von Stabilisierungsverfahren allerdings noch verbessert werden.

6.5.4 Stabilisierte DSG-Elemente

Grundidee Stabilisierungsverfahren bei der Entwicklung von Strukturelementen zielen darauf ab, die
—auch beim Einsatz der beschriebenen Elementmethoden noch auftretenden — unerwiinschten Einfliisse,
wie zum Beispiel die Empfindlichkeit gegeniiber Netzverzerrungen oder Oszillationen der Spannungen,
zu beseitigen bzw. abzumindern.

Grundsitzliche Idee ist die Modifikation der kritischen, d.h. parasitdre Anteile enthaltenden inneren Ener-
gie. Dies wird erreicht durch die Ergénzung der urspriinglichen Formulierung durch Stabilisierungster-
me, die den Einfluss der Versteifungseffekte vermeiden sollen und deren Auftreten iiber den sog. Sta-
bilisierungsparameter gesteuert wird. Die Wahl eines geeigneten Stabilisierungsparameters stellt dabei
den zentralen Punkt und die grofte Schwierigkeit dar, da er in Abhéngigkeit einer Vielzahl variierender
Parameter die optimale Losung darstellen soll und dabei konkurrierende Einfliisse zu beriicksichtigen
sind.

Stabilisierungsverfahren Lyly et al. [96] stellen 1993 eine stabilisierte Version des MITC4-Elementes
vor, das den Effekt des Querschub-Locking fiir beliebig verzerrte Elemente vermeidet. Zusétzlich werden
die Oszillationen der Querkréfte merklich reduziert.

Fiir lineare (schubweiche) Plattenelemente kann die innere Energie in zur Biegung und zum Schub kor-
relierende Anteile aufgeteilt werden, vgl. (4.138):

(w, @) = Iy + I, + 1% = 17’ / K2dQ +1alGt / 7dQ + 11 (6.107)
Q Q
Die von Lyly vorgeschlagene Modifikation
(w, @) = Iy + T 411" (6.108)
=17 / K2dQ + 1to)Gt / YdQ + 11 (6.109)
Q Q0
0
Gt

— 1 / K2dQ +1-% / PdQ + 11 6.110)

Q Q

]2
1+ o2k
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Abbildung 6.10: DSG6-Element: Querkraft-Oszillationen und Einfluss der Stabilisierung

mit einer ,typischen” Elementabmessung /g 14 und einem Wichtungsfaktor ¢ > 0, kann anschaulich als
Addition eines zusitzlichen Stabilisierungsterms zur Energie der Querschubverzerrungen interpretiert
werden:

I, =TI, + Iy =T, — (1 - 1) -TI, (6.111)

Offensichtlich kommt dem Stabilisierungsparameter

r— 1
1+a%

(6.112)

entscheidende Bedeutung zu. Insbesondere muss er zwei Eigenschaften besitzen:

° hlimor =1 Gewihrleistung der Konvergenz, d.h. der Stabilisierungsterm verschwindet, wenn die
K*)

Elementgrofe gegen Null geht.

° 1ir161: =0 Vermeidung von Locking, im Grenzfall gegen Null gehender Dicke wird die
11—

Kirchhoff-Losung erreicht, die gesamte Schubenergie verschwindet aus dem Funktional.

Fiir die Wahl des Wichtungsfaktors o wird von Lyly aufgrund numerischer Untersuchungen der Wert
0.1 empfohlen, der allerdings nur einen gewissen Kompromiss darstellt.

Mit der direkten Ubertragung dieser Vorgehensweise entwickeln Bischoff et al. ([29], [30], [32]) stabili-
sierte DSG-Elemente, die eine geringere Netzverzerrungsempfindlichkeit und eine deutliche Reduktion
der Querkraft-Oszillationen aufweisen, siehe auch Abbildungen [6.10 und[6.16/

Neben diesen beiden Effekten kann durch eine geeignete Wahl des Parameters o bzw. des Stabili-
sierungsparameters T ebenfalls die Genauigkeit weiter erhoht werden. Angelehnt an die Technik des
Deflection-Matching von Tessler und Hughes bzw. der Residual-Bending-Flexibility von MacNeal
[103] konnen modifizierte Stabilisierungsparameter entwickelt werden, die die Genauigkeit der Ergeb-
nisse verbessern (z.B. Bischoff und Bletzinger [31]).

6.5.5 Erweiterungen der DSG-Methode

Die iiberzeugenden Ergebnisse motivierten die Anwendung der DSG-Methode auf andere Locking-
Phiénomene, die aus der Nichterfiillung einer kinematischen Zwangsbedingung resultieren. Koschnick

4Der Wert h stellt eine niherungsweise Abschitzung der Elementgrofie dar, geeignet sind z.B. der Wert der lingsten Kante
eines Elementes oder die Quadratwurzel der Elementfliche
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et al. ([90], [92]) sowie Bischoff et al. [32] erweitern das Anwendungsgebiet der DSG-Methode auf al-
le geometrischen Versteifungsphidnomene. Fiir die Formulierung von Strukturelementen verbleibt neben
der bereits beschriebenen Anwendung auf die Querschubverzerrungen die Modifikation der Membran-
verzerrungen (Normal- sowie Schubverzerrungen).

Die Universalitit der Discrete-Strain-Gap-Methode wird dabei von der Tatsache unterstrichen, dass die
eigentlich fiir Strukturelemente entwickelten Modifikationsvorschriften direkt zur Formulierung von
Kontinuumselementen iibernommen werden konnen. Die mechanische Deutung der Discrete-Strain-
Gaps als Differenzverschiebungen, die den Schubverzerrungen zugeordnet sind, wird hierfiir formal
durch die Interpretation als Integration der kinematischen Gleichung und deren Auswertung an den Ele-
mentknoten ersetzt.

Erweiterung auf Membran-Locking

Die konsequente Anwendung der DSG-Modifikationen auf das Problem des Marguerre-Balkens (vgl.
Abschnitt|5.7.1) fiihrt zu der Berechnung diskreter ,,Normal-Strain-Gaps*.

XK XK
AeK — / e(x) dx ™ED / (txx + zx fox) dix (6.113)
X0 X0

Die Interpolation dieser Werte und anschlieende Differentiation ergibt wiederum die modifizierten Nor-
malverzerrungen:

Mot

eP0(x) =) NX(x)AeX (6.114)
K=1

Fiir den in Kapitel 5.7.1/beschriebenen dehnungslosen Verformungszustand berechnen sich die diskreten
Verzerrungsklaffungen zu:

)
Ae' = / [+l o] dx =0 (6.115)
~L)2
0
Ae? = / (@ /341 = (2)*)] dx=0 (6.116)
—L)2

=0 (6.117)

_ L/2
8" =9 ff = (3))]

~L)2

Da alle drei Discrete-Strain-Gaps AeX den Wert Null annehmen, verschwinden die modifizierten Nor-
malverzerrungen €P5¢(x) ebenfalls, der dehnungslose Verformungszustand wird somit vom DSG-
Element korrekt, d.h. ohne parasitdre Normalverzerrungen abgebildet.

Die Ubertragung auf den Membrananteil von Schalenelementen kann véllig analog zur Erweiterung der
Querschubverzerrungen auf flichenhafte Strukturelemente durchgefiihrt werden. Auch hier erfolgt die
DSG-Modifikation fiir die in krummlinigen Koordinaten definierten Verzerrungskomponenten E 4 ge-
trennt fiir beide Koordinatenrichtungen &, 1. Die Schritte der DSG-Methode — Integration, Interpolation
und Differentiation — sind in Gleichung (6.118) zusammengefasst und fiihren zu den modifizierten Nor-
malmembranverzerrungen.
4
ehng =N’ / €y 40 (6.118)
65"
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Geometrie:
R=0,1
b=2,5-10"2

r=2,5-1072...2,5-107

Material:

E=2,0-10°
v=0,0

M =8(t/R)?

Abbildung 6.11: Eingespannter Zylinderstreifen unter Einzelmoment

Zylinderstreifen unter Biegung FEin geeignetes Testbeispiel fiir Membran-Locking bei Schalenele-
menten stellt der Zylinderstreifen unter reiner Biegebelastung dar, siche Abbildung 6.11. Fiir unverzerrte
Netze und v = 0 entspricht das Beispiel einem gekriimmten Kragarm. Quadratische Elemente kénnen die
Querschubverzerrung fiir konstante Biegezustinde korrekt abbilden, so dass der Einfluss des Transverse-
Shear-Locking nicht prisent und zu steifes Verhalten einzig auf Membran-Locking zurtickzufiihren istE.
Somit kann der Effekt der vorgeschlagenen DSG-Modifikation analysiert werden.

Das aufgebrachte Moment ist mit dem Faktor (z/R)? skaliert, um fiir die exakte Losung bei verinderli-
cher Dicke einen konstanten Wert zu erhalten. Entsprechend wird die korrekte Losung in der asympto-
tischen Analyse (t — 0) von einer horizontalen Linie reprdsentiert, wenn die Verschiebung u gegen die
Schlankheit aufgetragen wird.

Die Ergebnisse dieses Beispiels fiir quadratische Elemente sind in Abbildung [6.12 a) und b) dargestellt.
Das Verschiebungselement Q2 weist erwartungsgemaf (s.a. Abschnitt 5.7) bereits fiir unverzerrte Netz-
geometrien starkes Locking auf, mit zunehmender Schlankheit tendiert die Verschiebung gegen Null. Fiir
die Berechnung gekriimmter Strukturen erweist sich das quadratische Standard-Verschiebungselementen
Q2 somit als ungeeignet.

Das DSG-Element ist dagegen Locking-frei und stellt die Eignung der vorgeschlagenen DSG-
Modifikation (6.118) unter Beweis. Fiir unverzerrte Netze sind Elemente mit EAS-Erweiterung des
Membrananteils (sieche Abschnitt [6.6) ebenfalls frei von Membran-Locking, identische Ausdriicke er-
geben sich hierbei fiir die DSG- und ANS-Membranmodifikation, die nicht explizit dargestellt ist.

Das Diagramm|6.12 b) zeigt das Verhalten der quadratischen Elemente fiir verzerrte Netze. Es wird deut-
lich, dass nur noch das DSG-Element véllig frei von Locking ist. Die dargestellten Elementen beinhalten
allerdings neben der Modifikation der Normal-Membranverzerrungen bereits ebenfalls die im folgenden
Abschnitt vorgestellte Modifikation der Inplane-Schubverzerrungen.

Die Erweiterung des Membrananteils durch eine EAS-Formulierung weist dagegen fiir verzerrte Netze
ein Verhalten auf, das zwar deutlich besser als das der Verschiebungselemente ist, aber dennoch von der
Schlankheit R/t abhéngt und somit nicht Locking-frei ist.

Ein #hnliches Bild bietet sich fiir die Diskretisierung des Zylinderstreifens mit verzerrten vierknoti-
gen Elementen, Abbildung 6.12 ¢), deren Querschubanteil entsprechend der DSG-Formulierung (6.95)
modifiziert ist, um den Effekt des bei vierknotigen Elementen fiir diesen Biegezustand auftretenden

BDies trifft nur fiir eine Modellierung mit 5-Parameter-Schalenelementen zu. Bei Schalenelementen mit Beriicksichti-
gung der Dickendnderung (7-Parameter-Modell) miissen zusitzliche Modifikationen vorgenommen werden, um Curvature-
Thickness-Locking auszuschliessen, was in den folgenden Abschnitten diskutiert wird.

An dieser Stelle soll allerdings nur der der Einfluss des Membran-Lockingeffektes untersucht werden, entsprechend stellen die
Ergebnisse in Abb. [6.12]die Losung von 5-Parameter-Schalen dar.
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Abbildung 6.12: Membran-Locking bei Schalenelementen
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+hat h(l-o) +hot Ekk—1.4={-1,1,1,—-1} , nMgg-1.4={-1,—-1,1,1} (6.120)
T N¥ =3 (1-&&) (1 -mgn) (6.121)
i u=[ug,u,]" (6.122)
o h(lta) %@) Ge=[2(1—an),t]" ., Gy=[-Lani]" (6.123)

Abbildung 6.13: Trapezformiges bilineares Element Q1

Transverse-Shear-Locking auszuschliessen.

Offensichtlich ist auch hier die DSG-Methode der der EAS-Erweiterung iiberlegen: Das Q1-DSG/DSG-
Element (d.h. DSG-Modifikation sowohl fiir den Querschub- als auch den Membrananteil) ist vollig
unabhéngig vom kritischen Parameter, wihrend der Fehler bei den EAS-Membranelementen Q1-
DSG/EAS4 und Q1-DSG/EAS7 zwar nicht iiber alle Grenzen wichst, wie beim quadratischen Element
Q2-ANS/EASI11, aber dennoch eine gewisse Abhingigkeit aufweist.

Erweiterung hinsichtlich Scheibentragwirkung

Auch wenn die Anwendung der DSG-Methode auf die Membrannormalverzerrungen durch die Vermei-
dung des Membran-Lockingeffektes bei gekriimmten Strukturelementen motiviert war, impliziert die
Modifikation der Membranverzerrungen gleichzeitig die Behandlung zweidimensionaler Kontinuums-
elemente, die den Membrananteil ebener Schalenelemente reprisentieren.

Neben der Darstellbarkeit dehnungsloser Verformungen (Membran-Locking) die durch Verschiebungen
senkrecht zur Schalenebene gekennzeichnet sind, soll durch die DSG-Modifikationen ebenfalls die Ab-
bildungsfihigkeit von Inplane-Biegezustinden verbessert werden.

Die Darstellung von Biegezustinden mit verschiebungsformulierten Kontinuumselementen ist durch
Shear-Locking (Kap. sowie Curvature-Thickness-Locking (Kap. beeintrachtigt, fiir die wieder-
um das Auftreten parasitdrer Schub- (Shear-Locking) bzw. Normalverzerrungen (CTL) verantwortlich
1st.

Neben der Modifikation der Normalverzerrungen €, ist demzufolge auch eine Verbesserung der
Inplane-Schubverzerrungen 8{12 erforderlich. Die Verbesserung der ,,gemischten Terme 8{12 wirft die
Frage auf, welche Koordinatenrichtung fiir die DSG-Integration anzusetzen ist.

Dabei wird der Definition der (linearisierten) Schubverzerrungen &, = %(ué -Gp+uy-Ge), die
beide Inplane-Koordinatenrichtungen gleich berticksichtigt, bei der Modifikationsregel der DSG-
Schubverzerrung Rechnung getragen:

&
Nk / el dE ) dn (6.119)
&

4-knotiges Scheibenelement Die Eignung der DSG-Methode zur Verbesserung des Inplane-
Tragverhaltens kann am Beispiel des bilinearen 2D-Kontinuumselementes aufgezeigt werden.

Die Anwendung von Gleichung (6.118) liefert fiir das vierknotige Element (Geometrie entspr. Abb.6.13)
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Abbildung 6.14: Q1-DSG-Eigenwerte in Abhingigkeit des Seitenverhiltnisses

fiir die DSG-Normalverzerrungen

& &
SﬁSG :N%/Ué 'Gg d& +N735/u75 -Gé df,

& &
1
S _’7)/,1 <}L(1—Om)(Nﬁléu,lC+N%ui+N%ui+N2uﬁ)> dé (6.124)
1
w0 [ (30— am W+ Nl + Ny +Nbad)) d
h
=g (1) (1 =m)( —u) + (1= ) (1+ 1) (213 —1i7)]
1— 1
e256 = Té [ha(—uy +uy) +t(—u)1, +u§)] + %ﬁ [—ho(—ui +u3) +t(—u§+u§)] (6.125)

sowie fiir die DSG-Schubverzerrungen mit Gleichung (6.119):

h t
eDsG — T [—uy — ul 4+ +uy) + 6 [~y + i+ — u] (6.126)

Fiir einen reinen Biegezustand, der durch die Knotenverschiebungen

ul =ud =1 W =ut=1 (6.127)
1.2 __ 3_ 4 _
uy, = uy = oth uy = uy = —ah (6.128)

gekennzeichnet ist (siche auch Abbildung [5.9), ergeben sich fiir ein Verschiebungselement sowohl para-
sitire Schubspannungen als auch Normalspannungen in ,,Dickenrichtung” (vgl. Kapitel 5.3,/5.4).

Die Auswertung der DSG-modifizierten Verzerrungskomponenten, Gleichungen (6.124)—(6.126), liefert
hingegen die gewiinschten Ergebnisse: die Normalverzerrungen in ,,Biegerichtung® SIDISG weisen den zur
Abbildung der Biegedeformation erforderlichen, linear in 1) veridnderlichen Verlauf auf, die Normalver-

zerrungen egSG hingegen verschwinden ebenso wie die Schubverzerrungen EIDQSG.

Fiir rechtwinklige Elementgeometrien fiihrt die DSG-Modifikation zu identischen Steifigkeitsmatrizen
wie die selektiv reduzierte Integration, sieche Abschnitt [6.3] eine entsprechende Analyse der Eigenwer-
te der Steifigkeitsmatrizen bestitigt die korrekte, d.h. Shear-Locking-freie Abbildung des Biegemodes,
siehe Abbildung[6.14.
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Abbildung 6.15: Q1-DSG-Element: Curvature-Thickness-Locking

Im Gegensatz zum SRI-Element vermeidet das DSG-Element neben dem Schub-Locking (@ = 0) auch
das Curvature-Thickness-Locking (o # 0), ist also ebenfalls in der Lage, Biegezustinde gekriimmter
Strukturen, die mit Kontinuumselementen modelliert sind, zu erfassen.

Als Beispiel hierfiir dient der gekriimmte Kragarm unter reiner Biegebeanspruchung, der mit Scheiben-
(Kontinuums-) Elementen diskretisiert ist, siche Abbildung 6.15!links. Die Belastung ist mit dem Faktor
t? skaliert, um fiir die exakte Losung fiir die Verschiebung w von der Dicke unabhiingige Ergebnisse zu
erhalten.

Das Diagramm [6.15 zeigt die Abhéngigkeit der Losung vom kritischen Parameter, der Schlankheit R /z,
fiir verschiedene Elementformulierungen. Das Verschiebungselement Q1 schneidet erwartungsgemall am
schlechtesten ab, da hier sowohl Shear- als auch Curvature-Thickness-Locking auftreten. Das selektiv
reduzierte Element Q1-SRI vermeidet durch die Auswertung in der Elementmitte die parasitdren Schub-
verzerrungen (Shear-Locking) und liegt demzufolge geringfiigig tiber dem reinen Verschiebungselement.
Noch etwas besser verhilt sich das Element Q1-EAS4 (mit 4 zusitzlichen Verzerrungsparametern, siche
Abschnitt [6.6), das fiir die rechtwinklige Geometrie identische Eigenwerte wie Q1-SRI und Q1-DSG
aufweist (siche Abbildung 6.14).

Dennoch ist auch das Losungsverhalten dieser beiden Elemente abhiingig vom kritischen Parameter, die
somit beide Curvature-Thickness-Locking (CTL) aufweisen.

Als diesen Locking-Effekt vermeidende Elementformulierung erweist sich offensichtlich nur das DSG-
modifizierte Element!Y, Entsprechend bietet sich die DSG-Methode ebenfalls fiir die Modifikation der
Normalverzerrungen des 7-Parameter-Schalenelementes an, um das Auftreten parasitidrer Normalspan-
nungen in Dickenrichtung zu verhindern.

L
ey’ :NK(i,n,C)g/E?g ¢ (6.129)
b

Auch auf diese Verzerrungskomponente kann die DSG-Methode unabhéngig von Polynomgrad oder
Elementtyp angewendet werden. Die Integration in { ist fiir Schalenelemente mit einer Vorabintegration
in Dickenrichtung offensichtlich iiberfliissig. Trotzdem fiihrt die konsequente Anwendung der DSG-
Modifikationsregel dquivalent zu vorher beschriebenen ANS-Modifikation (vgl. auf eine Interpo-
lation der Knotenwerte von 8§’3, die frei von parasitdren Anteilen sind und ergibt somit den gewiinschten
Verzerrungsverlauf.

16Das vierknotige ANS-Element mit einer Interpolation der Membrannormalverzerrungen €q entsprechend Abbildung[6.6]
fiihrt zu einer identischen Formulierung und ist somit ebenfalls CTL-frei
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Abbildung 6.16: DSG-Modifikationen des Querschubanteils: Netzverzerrungsempfindlichkeit
6.5.6 Netzverzerrungsempfindlichkeit

An dieser Stelle soll die Empfindlichkeit der vorgeschlagenen DSG-Modifikationen gegeniiber Netzver-
zerrungen diskutiert werden. Weitere Beispiele, die ebenfalls die Netzverzerrungsempfindlichkeit doku-
mentieren, sind in Kapitel 7 dargestellt.

Querschubanteil Die Netzverzerrungsempfindlichkeit der DSG-Querschuberweiterungen ldsst sich
am geeignetsten an ebenen Strukturen untersuchen, aus diesem Grund wurde hierfiir das in Abbildung
6.16/dargestellte Plattensystem gewdhlt.

Fiir reguldre Netze, d.h. rechtwinklige Elemente (Netz A), sind sowohl die Viereck-, als auch die Drei-
eckselemente lockingfrei. Fiir eine Netzverzerrung entsprechend Netz B hingegen ist ein deutlicher Ein-
fluss festzustellen: Sowohl die Dreieckselemente T1-DSG als auch die Viereckselemente Q1-DSG zei-
gen hier eine gewisse Abhingigkeit vom kritischen Parameter, der Schlankheit L/, auch wenn der Fehler
nicht iiber alle Schranken anwéchst.

Die Ergebnisse untermauern insbesondere die positive Wirkung der Stabilisierung: die beiden stabili-
sierten DSG-Elemente, T1-SDSG und Q1-SDSG (vgl. [6.5.4), weisen so gut wie keine Empfindlichkeit
gegeniiber Netzverzerrungen auf.

Membrananteil Die Kragscheibe unter einer Einzelmomentbelastung und einer Diskretisierung mit
zwei Elementen stellt einen verbreiteten Test dar, um den Einfluss von Netzverzerrungen auf den Mem-
brananteil zu iiberpriifen, siehe Abbildung 6.17|oben links. Dabei wird gewohnlich die Durchsenkung
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Abbildung 6.17: DSG-Modifikationen des Membrananteils: Netzverzerrungsempfindlichkeit

der Kragarmspitze in Abhéngigkeit der Netzverzerrung a untersucht.

Fiir das bilineare DSG-Element Q1-DSG ist in Abbildung rechts oben neben der Abhéngigkeit
von der Verzerrung a zusitzlich die Abhéngigkeit von der Schlankheit L/t aufgetragen. Ein optimales
Elementverhalten wire in diesem Diagramm durch eine horizontale Ebene gekennzeichnet, d.h. einer
sowohl von der Netzverzerrung als auch vom kritischen Parameter (hier der Schlankheit) unabhéingigen
Verschiebung. Die beiden unteren Diagramme repréasentieren die Abhingigkeit der Losung von jeweils
einem dieser Parameter, wihrend der andere einen festen Wert einnimmt, mithin also achsenparallele
Schnitte (a und b) durch die in oben dargestellten Fliche.

Die Grafik verdeutlicht, dass das Q1-DSG-Element kein optimales Verhalten fiir verzerrte Netze auf-
weist. Insbesondere die asymptotische Analyse weist bis auf kleine Netzverzerrungen ein Anwachsen
des Fehlers in Abhingigkeit des kritischen Parameters und somit Locking auf. Fiir kleine Netzverzerrun-
gen ist das Verhalten des DSG-Elementes allerdings dem des EAS-Elementes iiberlegen, sieche Abbildung
6.21

Das Verhalten des neunknotigen DSG-Elements Q2-DSG zeigt auch beziiglich Netzverzerrungen wie-
derum Ahnlichkeiten mit dem entsprechenden ANS9-Element auf. Das untersuchte System ist der
Distortion-Test gemiB Abbildung|6.17, die Trigerhohe betrigt in diesem Fall r = const. = 2.0.

Sowohl das DSG-Element als auch das ANS-Element reagieren bereits auf lineare Netzverzerrungen mit
relativ groBen Fehlern, Abbildung|6.18a). Das EAS-Element Q2-EAS|1 IE sowie das Verschiebungsele-
ment liefern dagegen bei linear verzerrten Netzen das korrekte Ergebnis fiir diesen Test.

Eine quadratische Netzverzerrung, Abbildung b), bewirkt bei dem DSG- und dem ANS-Element

7Neunknotiges EAS-Element mit 11 Verzerrungsparametern, siche Bischoff und Ramm [33]
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Abbildung 6.18: DSG-Modifikationen des Membrananteils: Netzverzerrungsempfindlichkeit

im Vergleich zu linear verzerrten Netzen keine weitere Verschlechterung, im Gegensatz zum verschie-
bungsformulierten Element, das stark von der Losung abweicht. Als nahezu verzerrungsunempfindlich
erweist sich dagegen auch bei quadratisch verzerrten Netzen das EAS-Element, das sich lediglich etwas
zu weich verhélt, die Verschiebung also leicht iiberschitzt.

Diese Ergebnisse sind insofern iiberraschend, als dass das von MacNeal [[102] angefiihrte Theorem von
Elementen, die den Patchtest nicht bestehen (und dazu gehoren die Membranerweiterungen der DSG-
Methode) ein besseres Verhalten hinsichtlich der Verzerrungsempfindlichkeit erwarten lisst. Hinzugefiigt
werden muss jedoch, dass sich die fiir das Testbeispiel der Kragscheibe auftretende, relativ starke Netz-
verzerrungsempfindlichkeit fiir andere Beispielrechnungen nicht feststellen lisst, sieche Kapitel 7

6.5.7 Konvergenz und Patchtest

Die DSG-Elemente bestehen nicht den Patchtest fiir konstante Spannungen, wenn die Elemente in der
,Integrationsebene der Strain Gaps verzerrt sind.

Die DSG-Modifikation des Membrananteils der Verzerrungen (Normal- und Inplane-Schub-
Verzerrungen) erfiillen somit nicht den Patchtest, wenn das Element in der entsprechenden Ebene verzerrt
ist. So kann beispielsweise die Modifikation der Verzerrungskomponenten €¢,, keinen konstanten Ver-
zerrungszustand abbilden, wenn die Elementgeometrie in der &, n-Ebene beliebig verzerrt ist.

Die Querschubverzerrungen Y, ¥, dagegen bestehen den Patchtest fiir beliebige Elementverzerrungen
in der &, n-Ebene, da die Ebene, in der diese Verzerrungskomponenten wirken, von der Netzverzerrung

unbeeinflusst bleibt.
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Diese Patchtest-Eigenschaften teilen sich die DSG-Elemente mit entsprechenden ANS-Elementen, ein
weiterer Hinweis auf die Verwandschaft dieser beiden Methoden. Damit ist die Situation fiir lineare
und bilineare DSG-Elemente kontrir zu den Figenschaften entsprechender Standard-Galerkin-Elemente,
die nicht den Biege-Patchtest bestehen, dafiir aber konstante Membranspannungszustéinde fiir beliebige
Geometrien abbilden konnen.

Unter welchen Voraussetzungen das Bestehen des Patchtests mit dem Nachweis der Konvergenz korre-
liert, wurde bereits in Kapitel [3.2.2| diskutiert. Ein Kriterium ist die Anderung der Elementsteifigkeits-
matrix bei gegen Null gehender Elementgrofie: besteht eine Abhédngigkeit von der Elementgrofe, ist der
Patchtest fiir die Konvergenz nicht erforderlich, dies ist beispielsweise bei Platten- und Schalenelemen-
ten der Fall, da sich hier das Verhéltnis von Lénge zu Dicke dndert.

Die Steifigkeitsmatrizen von 2D-Kontinuumselementen, die ebenfalls den Membrananteil von Scha-
lenelementen reprisentieren, sind dagegen nur von der Elementform und nicht von der Elementgrofe
abhingig. Ohne Bestehen des Patchtests kann die Konvergenz dieser Elemente nicht unbedingt gewéhr-
leistet werden.

Wenn die Abhingigkeit nicht von vornherein gegeben ist, kann sie kiinstlich z.B. mit Hilfe von Stabili-
sierungsverfahren in die Elementformulierung eingebracht werden.

Eine weitere Moglichkeit besteht in der bereits im Rahmen der ANS-Methode (Abs. beschriebenen
Anwendung der DSG-Modifikationen lediglich auf die htheren Steifigkeitsanteile.

Aus praktischer Sicht ist das Nicht-Bestehen des Patchtests allerdings weniger problematisch. Einer-
seits ist die Konvergenz gesichert, wenn mit zunehmender Netzverfeinerung die Elementverzerrungen
verschwinden, was fiir strukturierte Netze gegeben ist. Andererseits besitzt hier die Genauigkeit fiir ver-
zerrte Netze groflere Bedeutung und diese Eigenschaft ist nicht direkt mit der Erfiillung des Patchtest
verkniipft.

6.5.8 Zusammenfassung

Die DSG-Methode kann als ein allgemeines Konzept zur Vermeidung aller geometrischen Lockingef-
fekte angesehen werden.

Neben den bereits etablierten DSG-Querschubmodifikationen stellt die direkte Ubertragung des ur-
spriinglichen Konzeptes auf die Membranverzerrungen sowie die Normalverzerrungen in Dickenrichtung
die Universalitit dieses Konzeptes unter Beweis. Zusitzlich zur Vermeidung des Membran-Locking wer-
den durch die Erweiterung ebenfalls das Shear-Locking und Curvature-Thickness-Locking eliminiert.

Die wesentlichen Schritte der DSG-Methode sind

1. Integration der kinematischen Gleichung und Auswertung dieses Integrals in den Elementknoten
(Discrete Strain Gaps)

2. Interpolation der Discrete-Strain-Gaps zu einem Strain-Gap-Feld frei von parasitdren Anteilen

3. Differentiation des Strain-Gap-Feldes zum modifizierten Verzerrungsverlauf

und konnen in folgenden Gleichungen zusammengefasst werden:

Kontinuumselemente: i =1,2,3

Ok
ERSC =NY [ B do =12 (6.130)
oi Strukturelemente:
’ Ey = {€i, 13}
DSG " v . % . . Kontinuumselemente: i =1,2,3
Eij ZNj/ (Ni/Eide’)dQJ (6.131)
" ’ Strukturelemente: i=1.2

6} 0}
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Die dabei auftretenden Integrale konnen vorab analytisch (z.B. durch den Einsatz von Computeralgebra)
oder auch numerisch ausgewertet werden.

Gewisse Ahnlichkeiten weist die Discrete-Strain-Gap-Methode insbesondere mit der ANS-Methode auf,
die sich fiir die Anwendung beider Methoden in teilweise identischen Ergebnissen widerspiegelt.

Die Besonderheit der DSG-Methode liegt jedoch in ihrer Einheitlichkeit und Universalitit, die eine ein-
heitliche Formulierung unabhéngig vom Elementtyp (Dreiecke, Vierecke), fiir beliebige Polynomord-
nungen und ohne die Wahl von Kollokationspunkten erméglicht und alle geometrischen Locking-Effekte
eliminiert.

Materielle Versteifungsphdnomene, d.h. Volumetrisches Locking, konnen jedoch nicht durch die DSG-
Methode vermieden werden, hierzu ist eine kombinierte Formulierung aus DSG- und EAS-Methode
erforderlich.

6.6 Die Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAS)

Die Methode der erweiterten Verzerrungen (Enhanced Assumed Strains (EAS)) und die entsprechende
variationelle Basis, Abschnitt|6.2.2] wurden 1990 von Simo und Rifai [139] eingefiihrt.

Die grundlegende Idee dieser Methode ist eine Erweiterung der verschiebungskompatiblen Verzerrungen
(Enhanced Strains),

E=E+E", 6.12

so dass sich die erforderliche Balance zu den parasitiren Anteilen einstellt. Das Prinzip der EAS-
Methode steht somit im Gegensatz zur Vorgehensweise der B-bar-Formulierungen (DSG, ANS), deren
Ziel die Eliminierung der stérenden Verzerrungsanteile ist.
Die im Vergleich zu diesen Methoden hervorstechendste und wichtigste Eigenschaft der EAS-Methode
ist die Eliminierung materieller Lockingeftekte, d.h. des Volumetrischen Locking, die weder von der
ANS- noch von der DSG-Methode geleistet werden kann.

Eine wesentliche Eigenschaft der Methode ist, dass die den erweiterten Verzerrungen zugeordneten Frei-
heitsgrade nur auf Elementebene erscheinen. Sie werden durch statische Kondensation auf Elementebene
eliminiert und treten dadurch beim Zusammenbau der Systemsteifigkeit nicht auf mit dem Vorteil sich
gegeniiber der Verschiebungsmethode nicht erhéhenden Anzahl globaler Freiheitsgrade.

Ein Modell, dass prinzipiell auf einer dhnlichen Methodik fufit, wurde bereits 1973 von Wilson et al.
([157]) mit der Methode der inkompatiblen Verschiebungen (Abschnitt[6.6.2) vorgestellt und von Taylor
et al. ([148]) weiter verbessert.

Neben der Methode der inkompatiblen Verschiebungen, die einen Sonderfall der EAS-Methode darstellt,
kann ebenfalls die Aquivalenz zwischen hybriden Spannungselementen und EAS-Elementen aufgezeigt
werden (Andelfinger und Ramm [5 ]E.

8Der Schliissel fiir den Nachweis der Aquivalenz zwischen EAS-Elementen und hybriden Spannungs-Elementen (HR) bildet
die Orthogonalititsbedingung (6.19) mit der die Spannungen aus der variationellen Formulierung eliminiert wurden (Yeo und
Lee [159]).
Wird jedoch eine Diskretisierung der Spannungen vorgenommen (wie beim HR-Element), E* = M-« , 8" =P-B, ist die
Erfiillung dieser Bedingung gleichbedeutend mit

/PT-MdQ:O. (6.132)
Q

Die Wahl zueinander komplementirer Ansétze P und M fiihrt zu identischen Steifigkeitsmatrizen der HR- und EAS-Elemente,
siehe Bischoff et al. [35].
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6.6.1 Herleitung der Steifigkeitsmatrix

Die Diskretisierung des modifizierten Funktionals (6.20) liefert die Gleichungen zur Berechnung der
Elementsteifigkeitsmatrix.
Mit der Diskretisierung der Verschiebungen und des Feldes der erweiterten Verzerrungen

u,=N-d (6.133)
E,=B"-d (6.134)
E,=M-a (6.135)
ergibt sich fiir das Funktional (6.20):
ST — /(5d B“+ 6 M) -S(u,E) dQ — ST, =0 6.136)

Q

Unter Beriicksichtigung des Stoffgesetzes SuE — C(E* + E) erhilt man:

SIIpod — / (6d" B +6a" M) -C-(B"d+Ma) dQ — 5d" £ =0 (6.137)
Q

STIpodint — 5aT/MT-c-M aQ o + 6aT/MT-C-B” dQ d
Q Q

P L (6.138)

+ 6d7/(B")T-c-M aQ o + 6d7/(B")T-c-B“ aQ d
Q Q0

L Ku

Das Gleichungssystem zur Losung der Unbekannten d und @ kann mit den in Gleichung (6.138) ein-
gefiihrten Matrizen wie folgt formuliert werden:

u T Xt
s 8- (5)

Die Freiheitsgrade der erweiterten Verzerrungen koénnen durch statische Kondensation auf Elementebene
aus dem Gleichungssystem eliminiert werden:

L-d+D-a=0 = a=-D'Ld (6.140)

Das reduzierte Gleichungssystem, aus dem die verbliebenen Unbekannten, die Knotenverschiebungsfrei-
heitsgrade, bestimmt werden konnen, lautet

K'—L'D'L].d =, (6.141)

K(I):“AS
womit die Elementsteifigkeitsmatrix der EAS-Elemente bestimmt ist:
KEAS — K- L' D 'L (6.142)

Ihre Formulierung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: der iiblichen Steifigkeitsmatrix K* des Ver-
schiebungselementes, von der der Anteil abgezogen wird, der genau die Ansitze fiir die erweiterten
Verzerrungen M enthilt. Anschaulich entspricht diese Differenz der Vorstellung, dass durch die Modifi-
kation das Element *weicher’ gemacht wird, d.h. die Versteifungseffekte vermindert bzw. ausgeschaltet
werden.

Die Berechnung der EAS-Steifigkeitsmatrix erfordert offensichtlich die Berechnung der Matrix L sowie
die Inversion der Matrix D). Gegeniiber B-bar-Elementen nimmt der numerische Aufwand beim Auf-
stellen der Steifigkeitsmatrix dadurch erheblich zu. Der Einsatz der EAS-Methode erscheint somit nur
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sinnvoll, wenn entsprechend ,,numerisch billigere” Verfahren ein deutlich schlechteres Verhalten auf-
weisen. Dies betrifft vor allem die Beschreibung (nahezu) inkompressibler Zustinde, die durch Poisson-
Locking gekennzeichnet sind. Die DSG- und die ANS-Methode sind nicht in der Lage, diesen materi-
ellen Locking-Effekt zu beseitigen, aufgrund des starken Einflusses dieses Locking-Phdnomens ist eine
alternative Elementformulierung (EAS) in diesen Fillen unabdingbar.

6.6.2 Methode der inkompatiblen Verschiebungen

Einen Sonderfall der EAS-Methode stellt die Methode der inkompatiblen Verschiebungen dar. Wilson et
al. ([157]) veroftentlichten 1973 ein vierknotiges Scheibenelement, dessen Verschiebungsansitze neben
den iiblichen vier Standardformfunktionen N’ des isoparametrischen Verschiebungselementes um zwei
zusitzliche Funktionen N erweitert wurden.

4
u=Y N u,+N° s + N iig (6.143)

i=1

a) Formfunktion N> = § (1 - &2) b) Formfunktion N® = § (1 —1?)
Abbildung 6.19: Inkompatible Moden des 4-knotigen -Elementes

Die Moden sind entlang der Kanten 1 = 41 fiir N> bzw. & = 41 fiir N° nicht kompatibel, d.h. sie miissen
fiir benachbarte Elemente an der gemeinsamen Kante keine identischen Werte aufweisen.

In der Formulierung des Elementes wurde die Arbeit der Randkrifte entlang dieser Kanten ver-
nachléssigt, um eine Kopplung der zusitzlichen Freiheitsgrade #i; zwischen den Elementen zu vermei-
den.

Die Aufgabe der Funktionen N’ ist klar gezeichnet: die Konstruktion eines erweiterten Verzerrungs-
operators, der die ’beschrinkten’ verschiebungs-kompatiblen Verzerrungen erweitert und so das Shear-
Locking vermeidet. Dies wird durch das urspriingliche Element von Wilson fiir rechtwinklige und par-
allelogrammartige Geometrien erreicht, nicht jedoch fiir allgemeine Vierecksformen, fiir die auch der
Patchtest nicht bestanden wird.

Dieser Mangel wurde von Taylor et al. ([148]) erkannt und durch die Annahme einer konstanten Jacobi-
Matrix (Auswertung im Elementmittelpunkt, & = 1 = 0) korrigiert.

In ihren Grundziigen entspricht die Methode der inkompatiblen Verzerrungen der EAS-Methode, ihre
urspriingliche Herleitung entbehrte jedoch der mathematischen Grundlage, was von Strang kritisch kom-
mentiert wurde (,,7wo wrongs make a right in California®“, [144]). Diese wurden allerdings durch Simo
und Rifai ([139]) mit der variationellen Grundlage der EAS-Methode geliefert (,,Two rights do make a
right, even in California’®).

6.6.3 EAS-Elemente

Die Bedingungen fiir die Stabilitdt und Konvergenz der EAS-Methode liefert die Voraussetzungen fiir
die Ansatzriume der beteiligten Felder:
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e Der Ansatzraum der verschiebungskompatiblen Verzerrungen ”I/hE“ und der Raum der erweiterten
Verzerrungen ¥;F diirfen keine gemeinsamen Elemente enthalten, d.h. ”f/hE” n¥E ={0}.

e Der Raum der Spannungen “f/hS muss mindestens konstante Ansitze enthalten.

e Die Orthogonalitit zwischen Spannungen und den erweiterten Verzerrungen, Gleichung (16.19),
muss gewihrleistet sein.

Die zweite der o.g. Forderungen entspricht einer a-priori-Patchtest-Bedingung und fiihrt zusammen mit
der Orthogonalititsbedingung zur folgenden, von den Ansatzfunktionen der erweiterten Verzerrungen zu
erfiillenden Gleichung

/ MdQ =0 (6.144)

Innerhalb dieser Beschrinkungen sind die Ansitze fiir die erweiterten Verzerrungen frei wéhlbar. Simo
und Rifai [139] schlagen eine Formulierung der erweiterten Verzerrungen E in Abhingigkeit eines in
den Elementkoordinaten &, 7 definierten Verzerrungsfeldes E%(&,1) vor:

o]

b=TEn

F,7ES(E,n)F;'  mit Fo=F(&=0,1=0) (6.145)

bzw. in Matrixform

ol

i T," M°(€,n) (6.146)

M(S,n) =

mit der Matrix Ty, die die natiirlichen Verzerrungen des Elementkoordinatensystems auf die physikali-
schen Spannungen, ausgewertet im Elementmittelpunkt, transformiert.

Der Vorteil dieses Ansatzes fiir das Verzerrungsfeldes wird beim Einsetzen in Gleichung (6.144) deut-
lich:

1 1
/ / BT ™M |Jjdgdn =0 o' eonst, / / M¢ dEdn =0 (6.147)
—1-1

|J0\—c0nst
15

Die Wahl geeigneter Polynomterme fiir die erweiterten Verzerrungen, also die Konstruktion der Matrix
M? ist durch die einzuhaltende Bedingung (6.147) — anstelle von (6.144) — erheblich vereinfacht.

So erfiillt beispielsweise der folgende vierparametrige Ansatz (Q1-EAS4-Element)

g

0
0 0
0

0 0
M;=1{0 n O (6.148)
0 & 1
aufgrund der verwendeten linearen Terme automatisch Gleichung (6.147). Dieses EAS-Element ist #qui-
valent zum modifizierten Incompatible-Modes-Element QM6 von Taylor et al. ([148]). Berechnet man
die aus den quadratischen (inkompatiblen) Verschiebungen (Abb. 6.19) resultierenden Verzerrungen, las-
sen sich zum Verzerrungsansatz (6.148) identische Ausdriicke feststellen.

Umgekehrt allerdings kénnen iiber die Methode der inkompatiblen Verschiebungen nicht alle Elemente
hergeleitet werden, die sich mit der EAS-Methode formulieren lassen, so zum Beispiel die folgenden

EAS-Elemente mit 5 bzw. 7 Verzerrungsparametern:

E 0 0 0 £n E 000 €EQ O O
M:=|0 n 0 0 —£&n M:={0n 00 0 &g O (6.149)
00¢n &-n° 00<&n 0 0 &n
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Tabelle 6.2: Deformationszustande des Q1-EAS4-Elementes

Den Einfluss der einzelnen Ansatzpolynome und somit deren geeignete Wahl kann wiederum durch die
tabellarische Analyse veranschaulicht werden. Fiir das vierknotige Scheibenelement Q1-EAS4-Element
zeigt Tabelle 6.2 die Verzerrungszustinde des Verschiebungselementes sowie die entsprechenden EAS-
Erweiterungen.

So ermdéglicht es die dargestellte Erweiterung der Schubverzerrungen um lineare Anteile, die (para-
sitiren) Schubverzerrungen der Biegemodes 4 und 8 auszubalancieren und das in|5.3/beschriebene Shear-
Locking zu vermeiden.

Volumetrisches Locking Bedeutender als die Vermeidung des Schub-Locking, was ebenfalls durch
die bisher beschriebenen Methoden (DSG, ANS, SRI) erreicht werden kann, ist jedoch die Eliminierung
des Volumetrischen oder Poisson-Locking, Kapitel

Das Auftreten dieses Versteifungseffektes war bedingt durch Kopplung der Normalverzerrungen €3 und
€y liber das Stoffgesetz und die fehlende Balance zwischen den diskretisierten verschiebungskompatiblen
Verzerrungen. Fiir die Biegemodes (4 und 8) kann dies durch Hinzufiigen des jeweils fehlenden linearen
Anteils erfolgen, so dass sich durch die EAS-Erweiterung fiir die Normalverzerrungen vollstidndig lineare
Ansitze ergeben:

gr =€l +8 espn{l,&n} (6.150)
&g =€l +& espan{l,E n} (6.151)

Uber Methoden, die ein modifiziertes Verzerrungsfeld durch die Eliminierung der parasitiren Verzer-
rungen aufbauen, kann der Poisson-Lockingeffekt nicht vermieden werden. Dies kann mit einer Eigen-
wertanalyse der entsprechender Elemente verdeutlicht werden. Abbildung 6.20 zeigt den Verlauf der
Eigenwerte des Biegemodes in Abhingigkeit der Querdehnzahl bzw. des Kompressionsmoduls k.

Fiir ein festes Seitenverhiltnis &/t = 1 steigen die Eigenwerte des Verschiebungselementes Q1 sowie des
DSG-Elementes Q1-DSG (entsprechend auch des ANS-Elementes) mit zunehmendem Kompressions-
modul an, im Grenzfall v = 0.5 tendiert der Kompressionsmodul gegen unendlich, ebenso die Eigenwer-
te von Q1 und Q1-DSG. Der Unterschied zwischen dem Verschiebungselement und dem DSG-Element
ist auf den Einfluss von Schub-Locking zuriickzufiihren, den die DSG-Methode wie alle geometrischen
Versteifungseffekte eliminiert und fiir v = 0 den korrekten Wert liefert (identisch zum EAS-Element, das
wie erwahnt, ebenfalls Schub-Locking vermeidet).

Mit zunehmendem Kompressionsmodul tritt der Shear-Lockingeffekt in Relation zum Einfluss des ma-
teriellen Lockingeffektes jedoch in den Hintergrund, die Eigenwerte des DSG-Elementes ndhern sich
denen des Verschiebungselementes.

Die Steifigkeit (also der Eigenwert) des EAS-Elementes dagegen zeigt fiir diese deviatorische Deforma-
tion (den Biegemode) keine Abhéngigkeit vom Kompressionsmodul, der den kritischen Parameter des
Poisson-Locking darstellt und ist somit frei von Volumetrischem Lockinﬂ.

Neben der Formulierung von reinen Kontinuumselementen, die das Poisson-Locking vermeiden, ist die

19Mit einer Formulierung mit 5 Verzerrungsparametern (vgl. (6.149)) kann eine deutliche Verbesserung hinsichtlich Volu-
metrischen Locking bei verzerrten Netzen erreicht werden.
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Abbildung 6.20: Eigenwertanalyse: Volumetrisches-Locking

EAS-Methode auch geeignet, die Normalverzerrungen in Dickenrichtung von 7-Parameter-Schalen zu
erweitern. Dieses Verfahren wurde bereits in Kapitel |4.2.5 angesprochen, Gleichung (4.93).

Querschub-Locking Generell ist die EAS-Methode ebenfalls zur Formulierung von Elementen geeig-
net, die Querschub-Locking vermeiden. Fiir rechtwinklige Elemente ergeben sich dabei zu DSG(ANS)-
Elementen identische Steifigkeitsmatrizen, auf Netzverzerrungen reagieren die Querschub-erweiterten
EAS-Elemente allerdings relativ empfindlich, bereits bei kleinen Abweichungen von der Rechteckform
tritt starkes Locking auf.

Der Einfluss der Netzverzerrung zusammen mit dem erhohten Aufwand beim Aufstellen der Steifig-
keitsmatrix sind dafiir verantwortlich, dass die EAS-Methode zur Erweiterung des Querschub-Anteils
gewohnlich nicht eingesetzt wird.

Netzverzerrungsempfindlichkeit Abbildung 6.21 a) zeigt den Einfluss verzerrter Geometrien auf die
Erweiterungen des Membrananteils fiir das EAS-Element mit 4 Verzerrungsparametern (Q1-EAS4).
Wiederum ist das Elementverhalten in Abhingigkeit sowohl des Verzerrungsparameters a als auch des
kritischen Parameters L/ aufgetragen.

Im Vergleich zu dem in Abschnitt 6.5.6 vorgestellten DSG-Element stechen zwei Unterschiede hervor:
zum einen weist das EAS-Element fiir moderate bis starke Netzverzerrungen (a > 1) nicht den ,,worst-
case’‘-Locking-Charakter auf, von dem das DSG-Element betroffen ist, d.h. fiir zunehmende Schlankheit
(kritischer Parameter) wichst der Fehler nicht immer weiter an. Offensichtlich hat ab einem bestimmten
Wert eine weitere Vergroferung des Parameters a keinen wesentlichen Einfluss mehr auf das Verhalten
des Elementes.

Eine weitere Differenz tritt insbesondere fiir sehr kleine Netzverzerrungen hervor (0 < a < 0.5): hier
zeigt das EAS-Element ein deutlich schlechteres Verhalten als die DSG-Formulierung. Fiir eine feste
Tragerhohe von ¢ = 2.0 ist das DSG-Element im Bereich 0 < a < 1.5 tiberlegen, siehe Diagramm 6.21
¢), ebenfalls bei der asymptotischen Analyse fiir a = 0.1 bzw. a = 0.2, Diagramm [6.21/d) und e).

Das Verhalten der EAS-Membranerweiterung gegeniiber Netzverzerrungen kann etwas verbessert wer-
den, indem den erweiterten Verzerrungen zusitzliche Polynomterme hinzugefiigt werden, siehe (6.149).
Generell ist das Verhalten jedoch dem des hier beschriebenen Q1-EAS4-Elementes vergleichbar.

Interessant ist der Einfluss der Annahme einer konstanten Metrik (6.145) bei der Formulierung der An-
satzfunktionen auf die Netzverzerrungsempfindlichkeit: zwar wird hierdurch die Erfiillung des Patchtests
fiir das Q1-EAS4-Element, das dem QM6-Element entspricht, gewéhrleistet. Das urspriinglich ohne die
Patchtest-Bedingung entwickelte Q6-Element weist allerdings eine deutlich verringerte Empfindlichkeit
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Abbildung 6.21: EAS-Element: Netzverzerrungsempfindlichkeit

gegeniiber verzerrten Elementgeometrien auf, Diagramm 6.21 c).
Dies belegt wiederum die These der Grenzen der Perfektionierbarkeit der Elemente (MacNeal [102]),
wonach die Erfiillung des Patchtests eine gleichzeitige Netzverzerrungsunempfindlichkeit ausschlief3t.

Trapezoidal-Locking / Curvature-Thickness-Locking Eine EAS-Erweiterung, mit deren Hilfe das
Phinomen des Trapezoidal-Locking eliminiert werden kann, ist nicht bekannt.
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Das Beispiel des mit Scheibenelementen gekriimmten Kragarm@ , Abbildung 6.15, zeigt das Verhalten
des EAS4-Elementes bei zunehmender Schlankheit (r — 0) im Vergleich zum voll- (Q1) und reduziert
integrierten (Q1-SRI) Verschiebungselement sowie zum DSG-Element. Dabei wird deutlich, dass das
EAS-Element zwar besser als die Verschiebungselemente abschneidet, die Losung mit diesem Element
dennoch eine Abhéngigkeit von der Schlankheit aufweist. Das DSG-Element vermeidet diesen Verstei-
fungseffekt dagegen, ohne eine speziell auf dieses Locking-Phinomen ausgerichtete Formulierung mit
den in Abschnitt6.5.5/vorgestellten Modifikationen des Membrananteils.

In der Literatur wird dieser Versteifungseffekt des EAS-Elementes selten explizit erwéhnt, gewohn-
lich wird lediglich das Verhalten einer trapezformigen Elementgeometrie bei der Modellierung gerader
Strukturen untersucht. Dies ist jedoch aus Sicht des Autors der Empfindlichkeit des Elementes gegeniiber
Netzverzerrungen zuzuordnen, der Curvature-Thickness-Lockingeffekt dagegen tritt bei der Modellie-
rung gekriimmter Strukturen auf.

Membran-Locking Die EAS-Methode kann ebenfalls zur Vermeidung von Membran-Locking
eingesetzt werden. Fiir unverzerrte Elemente ergibt sich eine zu den DSG- bzw. ANS-Elementen ver-
gleichbares Verhalten, bei verzerrten Elementgeometrien ist allerdings ein Abfall der Leistungsfahigkeit
festzustellen, siche Beispiel [6.5.5.

6.6.4 Zusammenfassung

Die EAS-Methode hat sich vor allem zur Modifikation des Membrananteils etabliert. Besonderes Merk-
mal im Vergleich zu den B-bar-Methoden ist die Elimination materieller Locking-Effekte, d.h. des Vo-
lumetrischen oder Poisson-Dicken-Locking.

Nachteilig ist der erhohte numerische Aufwand durch die erforderliche statische Kondensation der Ver-
zerrungsparameter.

20Eine entsprechende Diskretisierung mit 7-Parameter-Schalenelementen untersucht die Eignung der Elemente hinsichtlich
Curvature-Thickness-Locking.



126 Kapitel 6 Effiziente Elementformulierungen




Kapitel 7

Numerische Beispiele

Zusitzlich zu den im vorhergehenden Kapitel beschriebenen Testbeispielen werden in diesem Kapitel
weitere numerische Untersuchungen dargestellt, die das Verhalten insbesondere der DSG-Elemente do-
kumentieren und die Relation zu alternativen Elementformulierungen (ANS, EAS) beschreiben.

Die Bezeichnung der verschiedenen Elemente wird dabei wie folgt gewéhlt:

T1 3-knotiges Standard-Galerkin-Element (Verschiebungselement)
Q1 4-knotiges Standard-Galerkin-Element (Verschiebungselement)
Q2 9-knotiges Standard-Galerkin-Element (Verschiebungselement)
T1-DSG T1 mit DSG-Modifikation der Querschubanteile

Q1-DSG Q1 mit DSG-Modifikation der Querschubanteile

Q1-DSG/DSG Q1 mit DSG-Modifikation der Querschub- und Membrananteile
Q2-DSG Q2 mit DSG-Modifikation der Querschubanteile

Q2-DSG/DSG Q2 mit DSG-Modifikation der Querschub- und Membrananteile
Q1-ANS/ANS Q1 mit ANS-Modifikation der Querschub- und Membrananteile
Q2-ANS/ANS Q2 mit ANS-Modifikation der Querschub- und Membrananteile

Q1-ANS/EASn Q1 mit ANS-Modifikation der Querschubanteile und EAS-Erweiterung der Mem-
brananteile mit n Verzerrungsfreiwerten

Q2-ANS/EASn Q2 mit ANS-Modifikation der Querschubanteile und EAS-Erweiterung der Mem-
brananteile mit n Verzerrungsfreiwerten

und entspricht den in Kapitel 6] vorgestellten Modifikationen.
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7.1 Verzerrungsempfindlichkeit des Membrananteils

7.1.1 Kragscheibe

Abbildung [7.1] zeigt den weit verbreiteten Test zur Uberpriifung der Empfindlichkeit des Membranan-
teils gegentiber Netzverzerrungen. Untersucht wird eine Kragscheibe, die mit einem Einzelmoment be-
aufschlagt wird. Die Diskretisierung besteht aus zwei Elementen, die Netzverzerrung wird iiber den
Parameter a gesteuert.

Um ebenfalls eine Untersuchung des asymptotischen Verhaltens zu ermdglichen, ist die Belastung mit ¢2
skaliert, die Ergebnisse der exakten Losung sind damit unabhéngig von der Tragerhohe ¢.

Geometrie: L=10

| L |
+ | [ [ f—n
0<a<lL/2

_L / «— F Material: E = 1000

ta + | V=00
Belastung: F=10-1

N
v

Abbildung 7.1: Distortion Test: Geometrie und Materialkennwerte

Die Verzerrungsempfindlichkeit der Membranmodifikationen der DSG- sowie EAS-Elemente wurde be-
reits in Kapitel [6.5.6/ bzw. [6.6.3 ausfiihrlich diskutiert. Abbildung [7.2/ fasst nochmals die Ergebnisse
zusammen. Dargestellt ist das Verhalten der Elemente Q1-DSG sowie Ql-EAS4m sowohl in Abhéngig-
keit der Dicke (Schlankheit) als auch der Netzverzerrung a.

Das EAS-Element weist insbesondere fiir leichte Netzverzerrungen einen starken Genauigkeitsabfall auf,
fiir groBere Parameter a stellt sich jedoch ein gewisses Niveau ein (ca. 50% der exakten Losung), das
auch fiir zunehmende Schlankheit erhalten bleibt, somit fiir @ > 0 Locking-frei ist.

Das Q1-DSG-Element zeigt genau das umgekehrte Verhalten: die Ergebnisse sind bis auf sehr klei-
ne Netzverzerrungen von der Dicke ¢ abhingig, ein typisches Locking-Merkmal. Fiir kleine Werte von
a < 0.5 jedoch ist das DGS-Element dem EAS-Element iiberlegen (vgl. auch Abbildung 6.21), der ent-
sprechende Bereich ist in Bild 7.2 hervorgehoben.

'Das Q1-EASS-Element verhilt sich in diesem Test nur unwesentlich besser als das EAS4-Element, siehe z.B. Andelfinger
(4].
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Verschiebung w

a) Q1-DSG b) QI-EAS4

Abbildung 7.2: Verzerrungsempfindlichkeit verschiedener Membran-Modifikationen
7.1.2 MacNeal-Balken

Ein dem gerade beschriebenen Distortion-Test dhnliches Problem stellt der Kragbalken von MacNeal
dar, System und Belastung sind in Abbildung 7.3/aufgezeigt. Wiederum kénnen mit diesem Beispiel die
Eigenschaften der Membranmodifikationen iiberpriift werden.

Die Ergebnisse der MacNeal-Balkentests unterstiitzen die Aussagen sowohl des Distortion-Tests [7.1.1]
als auch des gekriimmten Kragarms, der als CTL-Test eingesetzt wurde, vgl. Abbildung [6.15.

Fiir das unverzerrte Netz A ergibt sich fiir die modifizierten Elemente (Q1-DSG und Q1-EAS4) die kor-
rekte Losung. Auf die Diskretisierung mit parallel (Netz B, Abb. [7.4/a)—c)) bzw. trapezférmig verzerrter
Geometrie (Netz C, Abb.[7.4/d)-f)) reagieren die beiden Elemente jedoch unterschiedlich.

Zur Beurteilung des Einflusses der Netzverzerrung auf das asymptotische Verhalten wurden die beiden
verzerrten Geometrien (Netz B und C) mit einem konstanten Winkel bzw. fiir ein konstanten Parameter

f L f
A z l | | | | | : I; Geometrie: L=6
wy 1=02
a 45° )
B I / /i/ / / / | Material: E = 1000
v=0.0
459\ a 45°

. _ 2
C I \ / \ / \ | Belastung: F=1.0-¢

Abbildung 7.3: MacNeal-Balken: System und Diskretisierung
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Abbildung 7.4: MacNeal-Balken: Ergebnisse fiir bilineare Elemente

a (vgl. Abb.[7.3) untersucht. Mit steigender Schlankheit der Elemente (+ — 0) bedeutet dies eine Zu-
(£ = const.) bzw. Abnahme (a = const.) der Verzerrung der Elemente.

Gegeniiber der Netzverzerrung entsprechend Geometrie B (bei einer konstanten Dicke des Balkens von
t = 0.2) erweist sich das EAS-Element als relativ unempfindlich, siche Abbildung (7.4 a), im Gegensatz
zum DSG-Element, das sich nur fiir sehr kleine Netzverzerrungen dhnlich gut verhilt, fiir entsprechend
groB3e Verzerrungen aber deutlich abfillt.

Die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens stiitzt diese Feststellung: bei kleinen Netzverzerrungen
ergibt sich fiir Q1-EAS4 und Q1-DSG ein dhnlicher Verlauf, wobei sich allerdings beide Elemente nicht
vollig unabhingig von der Schlankheit verhalten (Abbildung [7.4 b)), wihrend bei einer zunehmenden



7.1 Verzerrungsempfindlichkeit des Membrananteils 131

Elementverzerrung das DSG-Element deutlich abfillt, Abbildung (7.4 ¢).

Die Ergebnisse einer Diskretisierung mit trapezformiger Elementgeometrie, Balken C, weichen von den-
jenigen der Geometrie B ab. Hier stellt sich das DSG-Element als robuster gegentiber der trapezférmigen
Netzverzerrung dar, wenn die Elemente nicht zu stark verzerrt sind (Abb. [7.4/d) und e)).

Bei einer ausgeprigten Netzverzerrung, wie sie sich fiir die in Abbildung (7.4 f) untersuchten Diskreti-
sierungen ergeben, zeigt jedoch wiederum das EAS-Element ein besseres Verhalten.

Prinzipiell stiitzen die Analysen der MacNeal-Balken die bereits beim Distortion-Test (Abschnitt [7.1.1)
festgestellten Eigenschaften des DSG- bzw. EAS-Elementes: fiir kleine Netzverzerrungen zeigt sich das
DSG-Element iiberlegen, wihrend bei stark verzerrten Elementen das EAS-Element ein robusteres Ver-
halten aufweist.
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7.2 Schalenstrukturen

Die vorherigen Beispiele dienten vor allem der getrennten Analyse der Membranmodifikationen. Im
Folgenden soll die Eignung der verschiedenen Elementformulierungen — insbesondere natiirlich das Ver-
halten der DSG-Elemente — auch fiir komplexe Strukturen untersucht werden, die durch eine Interaktion
aller modifizierten GroéBen gekennzeichnet sind.

7.2.1 Pinched Hemisphere

Das Beispiel der Pinched Hemisphere, einer durch je zwei Einzellasten gedriickten bzw. gezogenen Halb-
kugel, testet die Eignung der Elemente zur Modellierung einer doppelt gekriimmten Struktur, die im we-
sentlichen biegedominiert ist.

Wird die Schale allerdings wie in Abbildung 7.5 diskretisiert, ergibt sich eine Kriimmung der Elemente
nur fiir quadratische oder hohere Elemente, bilineare Elemente bleiben eben, auch wenn sie auf einer
Formulierung mit gemittelten Direktoren basieren.

18°

P=1 Geometrie:
R=10

t=0.04

P=1
Material:
V' o E=6.825¢+7

Pl v=0.3

P=1
Abbildung 7.5: Pinched Hemisphere

Eine Analyse hinsichtlich des Einflusses von Membran-Locking bzw. der Eignung der entsprechenden
Modifikation der Membranverzerrungen kann somit fiir die vierknotigen Elemente anhand dieses Bei-
spiels nicht durchgefiihrt werden, da fiir ebene Elemente per se keine Membran- Versteifung auftritt.
Dies spiegelt sich auch in den Ergebnissen der linearen Elemente wieder, Abbildung 7.6] a). Nur die
reinen Verschiebungselemente Q1 und T1 zeigen eine Abhidngigkeit von der Schlankheit, die wegfillt,
sobald die Querschubverzerrungen modifiziert werden (Q1-ANS/—, Q1-ANS/EAS4, Q1-DSG/DSG, T1-
DSG).

Dagegen kann fiir die quadratischen Elemente der Effekt des Membran-Locking gut abgelesen werden,
Abbildung b). Q2 weist naturgemill die stirkste Abhdngigkeit vom kritischen Parameter auf, da
sowohl Querschub- als auch Membran-Locking auftreten. Die Dominanz des Membran-Locking fiir die-
ses Beispiel verdeutlicht das Querschub-modifizierte Element Q2-ANS/—: obwohl frei von Transverse-
Shear-Locking, verhilt es sich nur unwesentlich besser als das reine Verschiebungselement.

Ein Vergleich der Modifikationen der Membranverzerrungen stellt wiederum die Eignung der DSG-
Methode unter Beweis. Wihrend die — numerisch deutlich aufwindigere — EAS-Erweiterung mit 11
Verzerrungsparametern ebenfalls eine Neigung zum Membran-Locking zeigt (wenn auch wesentlich
geringer als ohne Membranerweiterung), ist das DSG-Element Locking-frei. Ahnlichkeiten der DSG-
Methode zur ANS-Methode deuten die nahezu identischen Ergebnisse an.
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Abbildung 7.6: Ergebnisse Pinched Hemisphere
7.2.2 Twisted Beam

Das Problem des verdrehten Balkens (Twisted Beam) stellt ein verbreitetes Testbeispiel fiir Schalenele-
mente dar und wurde ebenfalls von MacNeal und Harder [100] als Standardtest vorgeschlagen.
Geometrie sowie Belastung sind in Abbildung (7.7 gegeben.

Dieser Test iiberpriift, ob Schalenelemente in der Lage sind, bei verdrillter Elementgeometrie korrekte
Ergebnisse zu reproduzieren.

Alle Elemente weisen bei diesem Test eine Verdrillung auf, d.h. sie sind nicht mehr eben. Bei der darge-
stellten Diskretisierung von 12x2 Elementen betrigt die Verdrillung fiir jedes Element zwar nur 7.5°,
dennoch fiihrt auch diese geringe Abweichung von einer ebenen Geometrie zu einer Kopplung von
Inplane-Verzerrungen und denen senkrecht dazu, d.h. zu einer Kopplung von Scheiben- und Platten-
anteilen.

Fiir bilineare und quadratische Elemente sind die Ergebnisse des urspriinglich vorgestellten Tests
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Geometrie: L=120
b=1.1
t=0.32

Material: E=29-10’
v=0.0/0.22

Belastung: Pa=ppb=10

Abbildung 7.7: Twisted Beam

(v = 0.22) in Tabelle 7.1 eingetragen (unverzerrte Elemente). Dabei wird der Einfluss der verschie-
denen Locking-Phénomene sichtbar: Das Verschiebungselement Q1 weist sowohl Querschub- als auch
Membran-Locking auf, das querschubmodifizierte Element Q1-ANS/- (identisch zu Q1-ANS/DSG) ver-
meidet diesen — fiir bilineare Elemente im Vergleich zum Membran-Locking dominanten — Effekt und
liefert entsprechend bessere Ergebnisse.

Dennoch wird der Effekt des Membran-Locking auch fiir die nur leicht verdrillten Elemente deutlich:
entsprechende Modifikationen bzw. Erweiterungen des Membrananteils schalten auch diesen Effekt aus,
die verbleibenden Unterschiede zwischen den Elementen Q1-ANS/EAS4 und Q1-DSG/DSG sind fiir un-
verzerrte Netze minimal. Auch eine Netzverzerrunﬁ hat bei der hier beriicksichtigten Schlankheit von
L/t = 37.5 nur geringen Einfluss.

Ahnliches gilt fiir die quadratischen Elemente, mit dem Unterschied, dass sich hier der Membran-
Lockingeffekt in Relation zum Querschub-Locking stirker auswirkt, insgesamt jedoch deutlich geringer
ausfillt als bei den bilinearen Elementen.

QI QI1-ANS/- QI-ANS/EAS4  QI1-DSG/DSG
unverzerrtes  uy(p,) 4.07-107% 1.92-1073 2.50-1073 2.49-1073
Netz u.(pp) 5721074 7.12-1073 7.29-1073 7.29-1073
verzerrtes  uy(p,) 2761074 1.80-1073 2.41-1073 2331072
Netz u(py) 435.1074 6.97-1073 7.18-1073 7.21-1073
Q2 Q2-ANS/- Q2-ANS/EAS11  Q2-DSG/DSG
unverzerrtes  uty(p,) 2.58-1073 2.61-1073 2.63-1073 2.62-1073
Netz u.(pp) 7.27-1073 7.30-1073 7.37-1073 7.37-1073
verzerrtes  uy(p,) 2.55-1073 2.60-1073 2.63-1073 2.62-1073
Netz u(py) 7.18-1073 7.25-1073 7.36-1073 7.36-1073

Tabelle 7.1: Ergebnisse des Twisted-Beam-Beispiels

Eine asymptotische Analyse (Abbildung [7.82) und b)) zeigt die Netzverzerrungsempfindlichkeit der
EAS-Erweiterungen.

Q1-ANS/EAS4 weist ein dhnliches Verhalten wie das Q1-ANS/- -Element ohne Modifikation des Mem-
brananteils auf. Beide Elemente zeigen bei verzerrten Netzen eine klare Abhingigkeit von der Schlank-
heit der Elemente, d.h. (Membran-)Locking-Verhalten , das Q1-DSG/DSG-Element dagegen verhilt

2Die Elemente werden hierbei neben der Verwolbung zusitzlich in der Elementebene verzerrt.

3Fiir unverzerrte Netze sind sowohl die membranmodifizierten Elemente Q1-DSG/DSG und Q1-ANS/EAS4 als auch das
Element Q1-ANS/~ Locking-frei, Abbildung[7.8a)
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Abbildung 7.8: Twisted Beam: Asymptotisches Verhalten bilinearer und biquadratischer Elemente

sich wie fiir unverzerrte Geometrien optimal.
Fiir die quadratischen Elemente gilt prinzipiell dieselbe Aussage: fiir unverzerrte Elemente sind alle
Membran-modifizierten Elemente Locking-frei, fiir die verzerrte Konfiguration erweisen sich nur die B-
Bar-Elemente (Q2-DSG/DSG, Q2-ANS/ANS) als unabhéingig von der Schlankheit. Das EAS-Element
Q2-ANS/EAS11 dagegen zeigt Locking-Tendenzen, wenn auch bei weitem nicht so stark ausgeprigt wie
fiir die Elemente mit verschiebungskonformen Membranverzerrungen, Q2-ANS/— und Q2.

Die DSG-Erweiterungen der Schalenelemente erweisen sich also als geeignet, den komplexen Deforma-
tionszustand dieses Beispiels auch bei verzerrter Elementgeometrie Locking-frei abzubilden. Insbeson-
dere geben die DSG-Elemente als einzige auch bei verzerrten Netzen das asymptotisch korrekte Verhal-
ten wieder und relativieren die fiir das relativ spezielle Beispiel des Distortion-Tests (Abschnitt [7.1.1)
aufgezeigte Verzerrungsempfindlichkeit der DSG-Elemente.
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7.2.3 Zylindersektor

Das im folgenden angefiihrte Beispiel des Zylindersektors unterscheidet sich von dem in Abschnitt [6.5.5]
beschriebenen im wesentlichen durch die Diskretisierung. So wurden einerseits iiber die Breite b der
Struktur mehrere Elementreihen angesetzt und der Einfluss verschiedener Diskretisierungen untersucht.

Das System ist in Abbildung [7.9 dargestellt, aus der ebenfalls hervorgeht, dass im Gegensatz zum Bei-
spiel des Zylinderstreifens die Wirkung der Querdehnung beriicksichtigt wurde. Die Belastung ist ent-
sprechend einem konstanten Biegezustand gewihlt, aus einem resultierenden Moment M = 1 ergeben
sich die Streckenbelastung m und — bei der diskretisierten Struktur — die entsprechenden dquivalenten
Knotenlasten.

h———
Y

Geometrie: R=10.0
b=10.0
t=0.1

Material: E=1.0-10’
v=0.3
T~ Belastung: m=1.0/b

Abbildung 7.9: Zylindersektor: System

Das Beispiel vergleicht die Leistungsfahigkeit linearer bzw. quadratischer Schalenelemente und deren
Netzverzerrungsempfindlichkeit. Gemeinsame Grundlage der verschiedenen Elementformulierungen ist
hier ein 5-Parameter-Schalenmodell (vgl. |4.2.3) mit gemitteltem Direktor.

Der Vorteil insbesondere gegeniiber den Beispielen des Pinched Cylinder bzw. der Pinched Hemisphere
ist, dass keine Singularititen durch Einzellasten auftreten, die bei Netzverfeinerung mehr oder weni-
ger gut abgebildet wird und die Aussagefdhigkeit der Ergebnisse reduzieren. Statt dessen stellt sich der
Zylindersektor als prinzipiell einfache Struktur dar (ohne Einfluss der Querdehnung ergibt sich ein ge-
kriimmter Kragarm), der allerdings bei einer entsprechenden Diskretisierung (sieche Abbildung [7.10 b))
zu komplexen Geometrien fiir die einzelnen Elemente fiihrt und somit ein geeignetes Testbeispiel fiir
Schalenelemente darstellt.

Fiir das regulire Netz zeigen dementsprechend alle untersuchten Elemente ein dhnlich gutes Konver-
genzverhalten, siche Abbildung|7.11 a). Die beiden EAS-Elemente Q1-ANS/EAS4 und Q1-ANS/EAS7

a) Regulidres Netz b) Verzerrtes Netz

Abbildung 7.10: Diskretisierungen des Zylindersektors
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Abbildung 7.11: Konvergenz vier- und neunknotiger Schalenelemente

liefern identische Werte, da sich die zusitzlichen Verzerrungsansitze des EAS7- gegeniiber dem EAS4-
Element erst bei verzerrter Elementgeometrie auswirken.

Gleiches gilt fiir die B-Bar-Elemente mit bzw. ohne Modifikation der Membranverzerrungen, Q1-ANS/—
und Q1-DSG/DSG. Da auch hier fiir das reguldre Netz kein Membran-Locking auftritt (vgl. Beispiel
7.2.1), bewirkt der modifizierte Membrananteil keine Verinderung der Resultate%

Die Differenzen zwischen den EAS- und den DSG-Elementen sind auf den Einfluss der Querdehnung
zuriickzufiihren und nur minimal.

Das Verhalten der biquadratischen Elemente bietet fiir unverzerrte Netze einen dhnlichen Eindruck wie
die linearen Elemente, sofern der Querschubanteil modifiziert wurde. Das reine Verschiebungselement
taucht in dem hier dargestellten Bereich nicht auf, da der Einfluss des Membran-Locking die Konver-
genzrate entsprechend stark beeintrichtigt.

Bei den verzerrten Netzen wird eine Abweichung zwischen den ANS- und den DSG-Modifikationen
deutlich, identische Steifigkeitsmatrizen werden fiir die beiden Formulierungen lediglich fiir bilineare
Elemente erhalten. Dabei zeigt sich die ANS-Formulierung in der Konvergenzgeschwindigkeit leicht
tiberlegen, die DSG-Elemente wiederum stellen sich etwas besser als die EAS-Membranerweiterungen

“Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass sich fiir bilineare Elemente identische Formulierungen der DSG- und ANS-
Elemente sowohl fiir den Querschub- als auch den Membrananteil ergeben
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dar. Das Verschiebungselement konvergiert erst bei sehr feiner Diskretisierung gegen die exakte Losung.
Generell werden vergleichbare Konvergenzraten fiir alle drei Modifikationen erhalten, interessanter hin-
sichtlich der Beurteilung von Locking ist das asymptotische Verhalten der Elemente.

Die asymptotische Untersuchung der Struktur erfolgte nur fiir das verzerrte Netz; fiir das regulire Netz
sind alle hier untersuchten Elemente — mit Ausnahme natiirlich der reinen Verschiebungselemente Q1,
Q2 — frei von Locking-Effekten.

Die Diagramme [7.12 a) und b) zeigen ein den bisherigen numerischen Analysen éhnliches Bild: von den
bilinearen Elementen ist wiederum lediglich das DSG-Element unabhingig von der Schlankheit, das nur
Querschub-modifizierte Element Q1-ANS/- sowie das EAS-Element weisen dagegen starkes Locking
auf,[7.12 a).

Fiir die quadratischen Elemente ohne Membranmodifikation wird der Einfluss des Membran-Locking
deutlich: das Verhalten sowohl Q2 als auch von Q2-ANS/- in Abhiéngigkeit des kritischen Parameters
ist stark von Versteifungseffekten gepridgt. Die EAS-Erweiterung mit 11 Parametern kann diesen Ef-
fekt zwar abschwichen, jedoch nicht ganz vermeiden, lediglich die Membranerweiterungen geméaf der
DSG-Methode bzw. des ANS9-Elementes besitzen nur noch eine geringe Abhéngigkeit, der Fehler steigt
jedoch mit R/t — 0 nicht iiber alle Grenzen (Abbildung [7.12]b)).

Die verzerrte Elementgeometrie zeigt auch, dass sich die Aquivalenz zwischen ANS- und DSG-Methode
nur auf lineare Elemente beschrinkt, bei Elementen hoherer Ordnung und beliebig verformter Geome-
trie ergeben sich Unterschiede bei den resultierenden Steifigkeitsmatrizen und entsprechend Differenzen
zwischen den beiden Formulierungen auch bei der asymptotischen Analyse.

a) Bilineare Elemente b) Biquadratische Elemente
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Abbildung 7.12: Asymptotisches Verhalten vier- und neunknotiger Schalenelemente
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde eine systematische Analyse der Lockingphidnomene finiter Elemente
gegeben sowie verschiedene Methoden zur Vermeidung dieser Effekte diskutiert. Mit entsprechenden
Erweiterungen konnte dabei die Discrete-Strain-Gap-Methode als ein universelles Konzept zur Elimi-
nierung geometrischer Versteifungsphinomene entwickelt werden. Der Vergleich mit bekannten Formu-
lierungen wie der ANS-Methode und der EAS-Methode dokumentiert die Leistungsfahigkeit des vorge-
stellten Konzeptes.

Die Analyse der Locking-Phinomene und das Verstindnis der Ursachen ihres Auftretens ist fiir die
Beurteilung der Eigenschaften von finiten Elementen unerlésslich. Neben der Definition des Begriffes
Locking und dessen mechanisch motivierter Interpretation wurde ebenfalls eine numerische bzw. mathe-
matische Sichtweise der Versteifungseffekte gegeben. Fiir die Formulierung eines effizienten Elementes
stellt die mechanische Deutung der Locking-Phdnomene jedoch das hilfreichste Instrument dar, da sie
mit der Identifizierung parasitidrer Verzerrungen und Spannungen gezielte Hinweise fiir die Konstruktion
geeigneter Ansitze gibt.

Mit der Einordnung des Trapezoidal Locking (TL) als Versteifungseffekt bei der Diskretisierung ge-
kriimmter Strukturen mit Kontinuumselementen wurde eine klare Definition dieses Phinomens gegeben,
in der die trapezformige Elementgeometrie origindr mit der Kriimmung der zu diskretisierenden Struktur
verkniipft ist. Diese Definition stellt insofern eine Einschrinkung dar, als das Verhalten von Elementen
mit einer infolge Netzverzerrung trapezférmigen Geometrie nicht diesem Locking-Effekt zugeordnet
wird. Der Vorteil dieser Betrachtungsweise ist also die strikte Trennung zwischen Locking-Phinomen
und Netzverzerrungsempfindlichkeit, die mit den bisherigen Definitionen dieses Effektes und der Be-
trachtung an geraden Strukturen mit (trapezformig) verzerrten Netzen nicht moglich war.

Zusammen mit dem Curvature-Thickness-Locking (CTL) sind damit die Versteifungs-Phianomene er-
klirt, die sich durch parasitdre Normalverzerrungen in Dickenrichtung bei gekriimmten Elementen de-
finieren, einmal erfolgt die Diskretisierung mit Kontinuumselementen, im anderen Fall mit Schalenele-
menten.

Dabei kann eine direkte Analogie zu den Effekten des Schub- bzw. Querschub-Locking gezogen wer-
den. Auch hier beschreiben beide Effekte parasitire Schubverzerrungen, die bei der Modellierung mit
Kontinuumselementen (Shear-Locking, SL) bzw. Schalenelementen (Transverse-Shear-Locking, TSL)
auftreten. Die kritischen Parameter sind jeweils auch identisch: Seitenverhiltnis der Elemente (TL, SL)
bzw. Schlankheit (CTL, TSL).

Das Membran-Locking stellt vor allem fiir quadratische oder hthere Elemente mit gekriimmter Geo-
metrie einen schwerwiegenden Defekt dar. Aufler fiir Balken- und Schalenelemente tritt dieser Effekt
ebenfalls bei Kontinuumselementen auf. Die Ursache fiir dieses Phinomen konnte auf eine Unausge-
glichenheit zwischen Verschiebungs- und Geometriefeldern zuriickgefiihrt werden, desweiteren wurde
der Einfluss der Kriimmung des Elementes auf den Verlauf der parasitiren Verzerrungen dargestellt.
Die damit einhergehende, von der Kriimmung des Elementes abhingige Lage der Nullstellen der pa-
rasitdren Verzerrungen beeinflusst zwar theoretisch die Genauigkeit von Kollokationsmethoden wie der
ANS-Methode, praktisch sind allerdings keine Unterschiede festzustellen.
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Bei vierknotigen Elementen tritt der Einfluss des Membran-Lockingeffektes nur fiir verdrillte Element-
geometrien auf und ist bei weitem nicht so gravierend wie fiir die quadratischen Elemente.

Neben diesen geometrischen Lockingeffekten wurde ebenfalls der Einfluss der materiellen Locking-
Effekte, Volumetrisches Locking (Kontinua) und Poisson-Dicken-Locking (7-Parameter-Schale) bespro-
chen.

Einen weiteren Schwerpunkt dieser Arbeit bildet die Anwendung und Erweiterung der Discrete-Strain-
Gap-Methode (DSG) und die Analyse ihrer Eignung hinsichtlich der beschriebenen Locking-Phinome-
ne. Die vorgeschlagenen DSG-Modifikationen sind fiir dreidimensionale Kontinua anwendbar und ent-
halten somit als Sonderfall alle Strukturelemente. Herausragendes Merkmal der DSG-Methode ist ihre
Formulierung als ein universelles Konzept zur Vermeidung geometrischer Locking-Phinomene, das auf
beliebige Elementtypen beliebiger Polynomordnung ohne die Wahl von Kollokationspunkten anwendbar
ist.

Die Darstellung der bekannten Methoden der Unterintegration, der Assumed-Natural-Strains (ANS) und
der Enhanced-Assumed-Strains (EAS) verfolgte vor allem das Ziel, fiir die Modifikationen der DSG-
Methode einen Vergleichsrahmen zu bieten. In den angestellten numerischen Analysen konnte nicht nur
die Leistungsfihigkeit der DSG-Methode unter Beweis gestellt werden, es wurden auch Schwéchen der
etablierten EAS-Methode sichtbar.

So erweist sich die hdufig fiir die Formulierung von Kontinuumselementen und die Verbesserung des
Membrananteils von Strukturelementen eingesetzte Methode als anfillig gegeniiber dem Effekt des
Trapezoidal-Locking. Auch die Empfindlichkeit gegeniiber Netzverzerrungen war teilweise groBler als
bei entsprechenden DSG- oder ANS-Formulierungen.

Beim Vergleich der DSG-Elemente mit ANS-Elementen zeigen sich Ahnlichkeiten der beiden Formu-
lierungen, im Fall von vierknotigen Elementen ergeben sich sogar identische Steifigkeitsmatrizen. Deut-
liche Unterschiede sind jedoch bei Dreieckselementen bemerkbar, hier deutet sich eine gewisse Uberle-
genheit der DSG-Methode an.

Eine weitere Gemeinsamkeit mit der ANS-Methode ist das Nicht-Bestehen des Patchtests fiir die Modi-
fikationen der Membrananteile. Der Vergleich mit der EAS-Methode, die oft zur Erweiterung der Mem-
brananteile eingesetzt wird und den Patchtest besteht, zeigt jedoch ein sehr gutes Verhalten der mem-
branmodifizierten DSG-Elemente. Bis auf den speziellen Distortion-Test weisen die DSG-Elemente bei
verzerrten Netzgeometrien ein den EAS-Elementen iiberlegenes asymptotisches Verhalten auf.

Der einzige Effekt, der nicht mit der DSG- bzw. ANS-Methode behoben werden kann, ist der des Vo-
lumetrischen Locking, die Kombination mit der diese Anforderung erfiillenden EAS-Methode ist aller-
dings problemlos méglich.

Ausgehend vom Dreifeld-Funktional von Hu-Washizu wurde mit der Entwicklung einer variationellen
Basis ebenfalls eine mathematische Grundlage der DSG-Methode angegeben.

Mit der DSG-Methode konnte somit ein universelles Konzept entwickelt werden, das variationell abge-
sichert ist und neben seinen hervorragenden numerischen Eigenschaften vor allem durch seine Univer-
salitdt und konzeptionelle Klarheit besticht.

Die zwei grundsitzlichen Ziele der Elementtechnologie, das Vermeiden von kiinstlichen Steifigkeiten
(Locking) und kiinstlichen Instabilititen (ZEM), kénnen mit den in dieser Arbeit beschriebenen Konzep-
ten im wesentlichen erreicht werden.

Gewisse Verbesserungsmoglichkeiten bestehen noch hinsichtlich der Empfindlichkeit der Elemente ge-
geniiber Netzverzerrungen sowie der Oszillationen der Spannungen. Einen geeigneten Ansatz hierfiir
stellt der Einsatz von Stabilisierungsverfahren dar, deren erfolgreiche Anwendung in dieser Arbeit be-
reits angedeutet wurde.

Einen bisher noch weitgehend unbeachteten Bereich der Elementtechnologie stellt dagegen das Ver-
halten bzw. die Eignung der Elementformulierungen fiir nichtlineare Berechnungen dar. Gewohnlich
werden die fiir lineare Elemente entwickelten Methoden direkt auf nichtlineare Elementformulierungen
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tibertragen. Zum Einfluss der bei nichtlinearen Problemen auftretenden Terme auf das Elementverhalten
existieren jedoch noch kaum systematische Arbeiten oder Losungsansétze, wie die erst in jlingerer Ver-
gangenheit beobachteten Instabilititen verschiedener Elementformulierungen bei grolen Deformationen
zeigen. Gerade die heute fast schon selbstverstidndliche Beriicksichtigung geometrischer und materieller
Nichtlinearititen deuten die Notwendigkeit weiterer Forschungsbemiihungen in dieser Richtung an.
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Anhang

A1

Tensorrechnung
Vektor in ko- bzw. kontravarianter Darstellung
a=q,G =d G,
Dyadisches Produkt zweier Vektoren
a®b=A mit Ac=a(b-c)
Tensor zweiter Stufe in ko-, kontra- und gemischtvarianter Darstellung
A=A;G oG =AY G;9G;=A G'®G;
Tensor vierter Stufe in kontravarianter Darstellung
A=AMG;®G;®G®G
Skalarprodukt zweier Vektoren (einfache Verjiingung)
a-b=ugq; b
Skalarprodukt zweier Tensoren (doppelte Verjiingung)
A:B=A; B/
Einfache Verjiingung eines Tensors zweiter Stufe durch einen Vektor
A-b=A"b;G;
b’ A =b; AVG;

Produktregel
div(S-u) = ST : gradu + (div ST) - u

Gaul3scher Integralsatz (Divergenztheorem)

/div SdV:/S-NdA

\% A
/divudV:/u-NdA
\%4 A

partielle Integration

/gradu:PdV:/P~N-udA—/grad u-div PdV
v A 14

fiir beliebige Tensoren zweiter Stufe A, B und C gilt
A:B.C=BT.A:C

(A.1)

(A2)

(A.3)

(A4)

(AS)

(A.6)

(A.7)
(A.8)

(A9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)
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A.2 Formfunktionen

Die in dieser Arbeit vorgestellten Elemente basieren auf den folgenden drei- bzw. viereckigen Grundty-

pen der Lagrange- und Serendipity-Klasse.

A.2.1 Dreieckige Elemente

Lage der Integrationspunkte:

Lineares Dreieckselement (Abb.|A.1):

Quadratisches Dreieckselement (Abb.|A.2):

Abbildung A.1: Lineares Dreieckselement: Geometrie, Formfunktionen, Gausspunkte

n
3 Ny, =
6 ® 5 Ny =
O % & Ne =
1 4 2

N3 =

N5 =

a = g
Seitenmittelpunkte
Ni=1-§-n
N, =§&
N3 = n

N =(1-25-2n)(1-5—n)

26%-¢

2n° -1
4(6—-&>—¢&n)
48n
4(n—-n*-&n)

(A.14)

(A.15)

(A.16)
(A.17)
(A.18)

(A.19)
(A.20)
(A21)
(A22)
(A.23)
(A.24)

Abbildung A.2: Quadratisches Dreieckselement: Geometrie, Formfunktionen, Gausspunkte

A.2.2 Viereckige Elemente
Lage der Integrationspunkte:

Lineares Viereckselement (Abb.|A.3):

b=/~

Quadratisches Viereckselement (Abb. |A.4): c=1/=

(A.25)

(A.26)
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) M= (1+E)(1+m) (A27)
N2:;1(1—§)(1+n) (A.28)

: Ny= (=) -n) (A29)

Ne= (1)1 ) (A30)

Abbildung A.3: Lineares Viereckselement: Geometrie, Formfunktionen, Gausspunkte

M= gEn(+E)(1+n) (A3
No=3En(1-E)(1+1) (A32)

n 1
N3 =—-En(1-&)(1-n) (A.33)

2 0 Ls o1 ! ‘1‘ ! !

) X X Na=2En(1+&)(1-n) (A34)
. X ¢ Ns:%n(lm)(l—éz) (A.35)
X X X N6:_1e;(1_§)(1_n2) (A.36)

3 O 07 O 4 ?
c c N7=—5n(1—n)(1—§2) (A.37)
Ngzéé(Hé)(l—nz) (A.38)
No=(1-&*)(1-1? (A.39)

Abbildung A.4: Quadratisches Viereckselement: Geometrie, Formfunktionen, Gausspunkte

A.3 Zweidimensionaler Balken

e Modifikation des Stoffgesetzes mit der Bedingung S** = 0:

~aBys Bys g2 C21°
oafys _ ~afyd o
CoPre — cobrs _ cabR (A.40)
o Fiir orthogonale Bezugssysteme und isotropes Material gilt:
E
c'' = A4l
1—v? (A.41)
iz VE (A42)
1—v?
E(1—v)
CPlP= - =G(l-v A43
sowie (A.44)

cl2 o212 _ (A.45)
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und somit entsprechend der Definition (4.33)

D(l)lll —pr M _EA (A.46)
pit — li_iclul —E] (A.47)
DM =p ¢ = G(1—v) (A.48)
D2 =0 (A.49)

mit A=>b-t ...Querschnittsfliche

bt
mit [ = 0 ... Tragheitsmoment, Flichenmoment 2. Grades

e Statische Variablen:

Normalkraft — nj! = D{"'EY, (A.50)
Biegemoment n}!=DIME], (A51)
Querkraft ny?> = DP*1?EY, (A.52)

A.4 Schalen

A.4.1 Lokal kartesisches Koordinatensystem

Das lokal kartesische Koordinatensystem wird bendtigt zur Beschreibung der Rotationen bei der 5-
Parameter-Darstellung bzw. dient der Verwendung von Stoffgesetzen, die in orthonormierten Bezugs-
systemen definiert sind.

Konstruktion des lokal kartesischen Koordinatensystems AX in den Elementknoten:

Af = Af = A{Ex + A{Ey + ASE; (A.53)
K

AK = LA;( (A.54)
[Es x AF]|

Ex, wenn A = min {A;x, 3y,A }
E; =< Ey, wenmn A = min {A3x, 3),A (A.55)
E;, wenn A3Z = min {A3X,A3y,A3Z}

Ko AK
A K A3 X A

_ A A.
[AK < AK] (130

A.4.2 Diskretisierung der Funktionale

Fiir das Funktional

STt — /6EijSij dO (A.57)
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ergibt sich mit der Vorabintegration des Stoffgesetzes sowie der Beschriinkung auf in Dickenrichtung 63
konstant und linear verlaufende Anteile

_6Hint,h:/[6E0 oy 6EO g 6E1 4 5E1 ]d_QO (A.58)
Q9
mit
i piikl - piik] [ (o
ol = (')‘kl ?'kl ) (-39
] 1) 1
1J Dlj Dzj Ekll
und
t/2
Dk = / M Ciik (g3)N 7 463 . 133
—t/2

5-Parameter-Formulierung

e Kinematische Variablen (4.82)—(4.90):

&sp = Ehar Yo: Yoz » Koroor Kio )" (A.60)
Ej E};
e B-Operator:
€sp =Bsp-dsp (A.61)
dsp = [ul M Z7(p1 7()027 ) )16\77 N7 917([’1 N ] (A62)

e Stoffgesetzmatrix (nach Vorabintegration mit der bei 5-Parameter-Modellen erforderlichen Modi-
fikation des Stoffgesetzes (4.51)):

[ ~oaBp 1288 a3pp aoBp 1288

D, D, D, D, D,

Dgcoclz D(1)212 ng D?‘“ﬁﬁ D?Bﬁ
12833 a3p3 1283

Dy, — | DI plP pp p* p, (A.63)

aol2 1212 a312 aol2 1212
Dl Dl Dl D2 D2

e Statische Variablen nsp = D5p€s5p:

nsp = [n§% ng’, 0§, i, i |1 (A.64)
ng/ n']]
e Funktional
—SI" = / (6T D rdQy — ST1 " (A.65)
Q9
_sdl, / BL,DBsp d dsp — ST (A.66)

Qo
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7-Parameter-Formulierung

e Kinematische Variablen (4.82)—(4.93):

h h h h o h T = zh
&1p = [ €qq 7’{127 ygﬁv €3 5 Koo K12, Kaﬁ?] Ep=| &; | (A.67)
—_——— ~~
E} E} E},
e B-Operator:
&p=B-dyp (A.68)
| NS RS TN BN S N N N N N N1T
d7p = [y, Vs Vo, Wy Wy, Woyeon Vs WL Vg Wy, Wy e N (A.69)
e EAS-Erweiterung in Dickenrichtung:
€&p=M-ap (A.70)
1 NT
ap=[a',... o (A1)

o Stoffgesetzmatrix:
Dgcoclz D(1)212 D86312 D8312 D?COCIZ D%ZIZ Dtlx312 D:li3l2

aap3 1283 a3pB3 3383 aap3 1283 a3pB3 3383
D, D, D, Dy D, D, D, Dy

D(OXOC33 D(1)233 D86333 D8333 D(1)6(X33 D%233 Dll)!333 D?333
Dop = (A72)
aafp 12 a3pp 33BB aafp 12 a3fp 33BB
Dl Dl Dl Dl D2 D2 DZ D2
D?COCIZ D%ZIZ Dtlx312 D?312 DSCOCIZ D%ZIZ Dgﬁlz D%312

aap3 1283 a3pB3 3383 aap3 1283 a3pB3 3343
D, D, D, Dy D, D, D, D,

aa33 1233 a333 3333 aa33 1233 333 3333
Dl Dl Dl Dl D2 D2 D2 D2

e Statische Variablen n7p = D7p€7p:

aq 12 a3 33 aa 12 a3 331T
np = [ng%, ny°, ng”, ny’ , ni%, n;°, nf, ny’ | (A.73)

ij ij
1y nj

e Funktional

—oI" = / [(8&7p + 6&7p) " Dop(€7p +E7p)| d2 — ST
Q9

= &dl, /B?PD7PB7P dQy d;p + 8d3p /B;P D7p M7p dQg a7p
Q Q9

+ dalp / M7, D7p B7p dQy d7p + S, / M, D7p Myp dQy at7p — STIO

Qp Qo
(A.74)
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A.5 Linearisierung

Das i.a. nichtlineare Gleichungssystem
81Tt (d, A) = SIT™"(d) — ST (1) = 0 (A.75)

ist i.a. nicht direkt ldsba. Daher werden gewohnlich (fiir stabile und streng monotone Last-
Verschiebungs-Pfade) iterative Priadiktor-Korrektor-Verfahren wie das Newton-Raphson-Verfahren zur
numerischen Losung der Gleichgewichtsbedingung (A.75) fiir einen beliebigen Punkt des Gleichge-
wichtspfades herangezogen.

Dazu wird die Linearisierung von (A.75) bendotigt:

- -, odr'(d :
LIN 811"(d) = 811" (d, ) + 90ITY(d) Adi =0 (A.76)
ad, |4_a
Mit der Losung von (A.76)) folgt der Pridiktorschritt:
dt!' =Ad' +d (A.77)

der wiederum als Ausgangsbasis d fiir (A.76) dient.
Die Schritte (A.76), (A.77) (Korrektoriteration) werden wiederholt, bis das Residuum R
R(dt!) = 8T1"(@) —LINSIT"(d') < ¢ (A.78)

unter der geforderten Konvergenzschranke € liegt.
5-Parameter-Formulierung
Split des Funktionals geméB Verschiebungs- und Rotationsfreiheitsgraden dsp = d, +dy
SIT%p(d,,dy, A) = STI™"(d,,dy) — STI**(1) =0 (A.79)

Additiver Update der Rotationen

e Linearisierung

d811"(d,,dy)

LIN 811"(d,,d,,) = 8IT"(d,,d , Ad 4 —— 2 AdL =0
( vy (P) ( vy (P)‘d:d—’_ adv deid v+ ad(p ded (0]
(A.80)
—  Ad), Ad,
e Update der Freiheitsgrade
dif! = Adi +d! (A.81)
i

d' = Adj, +d, (A.82)

e Update des Direktors _ '
al™l = A(d, ") A3 (A.83)

In Gleichung (A.75) ist die Vereinfachung konservativer Lasten enthalten, d.h. die #iuBeren Lasten sind nicht von den Ver-
schiebungen abhingig. Fiir die Behandlung verschiebungsabhingiger Lasten sei auf die Literatur verwiesen, z.B. Schweizerhof
und Ramm [130]
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Multiplikativer Update der Rotationen

e Linearisierung

9811 (d,,dy)

/ 4 / A : u
LIN8T1"(dy,dy) = 8T1"(d,,dy)| g+ FFY _ -AdL + —d, | -Ad, =0
d=d, d=d
(A.84)
= Ad}, Ad,
e Update der Freiheitsgrade
dif! = Ad! +d! (A.85)
1 aai ,
d, =Ad,+d, (A.86)
e Update des Direktors . ' ' '
al™l = A(Ad})-A(d)) - a} (A.87)
7-Parameter-Formulierung
Split des Funktionals gemél Verschiebungs- und Verzerrungsfreiheitsgraden
S (d, e, A) = STT™ " (d, @) — STI®" (1) =0 (A.88)
e Linearisierung
811" (d, e . 08" (d,
LINSIT'(d, @) = 5H”(d,a)\d_aa_a+ 9o (d o) -Ad' + Jor(d,e) -Aa =0
B ad d=d Ja a=a
(A.89)
e Update der Freiheitsgrade
A =Ad +d’ (A.90)

e Update des Direktors '
ajt = Ay +wt! (A.91)
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