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Zusammenfassung

Topographische Hohen werden fiir verschiedenste Zwecke und mit Hilfe verschiedener Messmethoden bestimmt.
Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zu einem prézisen Hohensystem in Bayern leisten. Dabei geht es zum
einen um die Bestimmung physikalischer Héhen durch die Kombination von geometrischem Nivellement und
Schweremessungen, zum anderen um die Berechnung eines genauen Geoids. Letzteres ermoglicht, das effektive
Verfahren des Nivellement mit GPS anzuwenden. Dabei ist natiirlich darauf zu achten, dass das verwendete Geoid
mit dem Hohensystem konsistent ist. Fiir beide Grofien gibt es unterschiedliche Definitionen, deren Differenzen
im Rahmen der angestrebten Zentimetergenauigkeit nicht vernachlissigt werden konnen.

In der alten Bundesrepublik wurde aus historischen Griinden das System der normalorthometrischen Hohen
verwendet, die an den Pegel Amsterdam angeschlossen waren. In der ehemaligen DDR hingegen wurden Nor-
malhdhen verwendet, die mit dem Wasserspiegel im Baltischen Meer verbunden waren. Durch die politische
Wiedervereinigung entstand deshalb in Deutschland ein inhomogenes Hohennetz. Die Arbeitsgemeinschaft der
Vermessungsverwaltungen der Bundesrepublik Deutschland beschloss daher, die Berechnung eines neuen, ein-
heitlichen Hohensystems. Es wurden Normalhthen gew#hlt, angeschlossen am Pegel Amsterdam. Das Hohennetz
1. Ordnung wurde in einer Gesamtausgleichung berechnet. Die Hohen der weiteren Verdichtungsstufen miissen
von den jeweiligen Landesbeh6rden bestimmt werden.

Der erste Teil der vorliegenden Arbeit beschéftigt sich mit der Bestimmung von Normalh6hen im untergeordneten
Festpunktfeld in Bayern. Es werden Transformationsmethoden zwischen altem und neuem Hohensystem unter-
sucht. Dabei soll der Riickgriff auf die nicht immer digital vorliegenden originalen Messdaten vermieden werden.
Es zeigt sich, dass in den meisten Regionen relativ einfache Algorithmen ausreichend sind. In gebirgigem Raum,
also vor allem in den Alpen, kénnen die amtlichen Genauigkeitsmafle jedoch nicht mehr ohne weiteres eingehalten
werden. Entscheidender Faktor ist hier die Interpolationsgenauigkeit der benttigten Schwerewerte. Abhilfe schafft
die Verwendung topographisch reduzierter Bougueranomalien oder auch eine geeignete Verteilung von Stiitz- und
Interpolationspunkten. Die dargestellten Genauigkeitsuntersuchungen basieren auf einem Fehlerbudget, das alle
Einflussfaktoren gegeniiberstellt. Pridizierte Fehlermafie werden mittels empirischer Kovarianzfunktionen abge-
leitet.

Hohenbezugsfliche fiir die neu eingefithrten Normalhthen ist das Quasigeoid nach Molodenskii. Im zweiten Teil
dieser Arbeit wird eine genaues Quasigeoid fiir Bayern bestimmt. Grundlage ist das globale Potentialmodell
EGMO96, das mit terrestrischen Schwereanomalien in einer Umgebung von ca. 4° rund um Bayern kombiniert wird.
Zur Reduktion topographischer Anteile wird innerhalb Bayerns ein hochauflésendes Geldindemodell mit einer Git-
terweite von 50 m verwendet. Es werden die Terme der Molodenskii-Reihe bis zur dritten Ordnung einbezogen und
verschiedene Modifikationen der Stokes-Funktion getestet. AnschlieBende Vergleiche mit GPS/Nivellementhhen
zeigen, dass die genaueste Losung auf der originalen Kernfunktion basiert, wobei jedoch noch lang- und mittel-
wellige Fehler von mehreren Dezimetern in der Losung enthalten sind. Dies zeigt sich in dhnlicher Weise auch bei
Verwendung des Européischen Gravimetrischen Geoids EGG97. Die weitergehende Untersuchung der Fehler ldsst
vermuten, dass sie durch das globale Potentialmodell verursacht werden. Um aus dem abgeleiteten Quasigeoid
trotzdem genaue physikalische Hohen ableiten zu konnen, wird es an einen Satz von GPS/Nivellementpunkten
angepasst. Dadurch kann eine Genauigkeit von 2—-3 cm erreicht werden, was etwa der mit GPS ableitbaren Hohen-
genauigkeit entspricht.

Abstract

Topographic heights are determined for various purposes and using different measurement techniques. This work
gives a contribution to an accurate national height system for the federal state of Bavaria, Germany. One aspect
is the determination of physical heights by means of geometric levelling combined with gravity measurements.
The other aspect is to derive an accurate geoid in order to make use of the efficient method of levelling by GPS.
Of course the definitions of the heights must be consistent with the used geoid. For both quantities (heights and
geoid) there exist different definitions and the differences between those cannot be neglected when in comes to
the cm-level.

For historic reasons, the former West-German national height system was computed in normal-orthometric heights
and connected to the tide gauge Amsterdam. In the former German Democratic Republic normal heights were
introduced, connected to a tide gauge in the Baltic sea. Thus, the reunification of Germany resulted in an
inhomogeneous height system. The working group of the federal surveying authorities decided to set up a new
consistent system, based on normal heights and connected to the level of Amsterdam. The first order network
was computed in one step for the whole of Germany. It is the task of each federal state to compute the lower



order networks for its own area.

The first part of this work deals with height computations in the area of Bavaria. Transformation algorithms from
the old spheroidal heights into normal heights are investigated under the precondition, that the use of the original
measurement records should be avoided because not all of them are available in digital form. It is shown that
in most parts of Bavaria a relatively simple procedure can be used, while in mountainous regions, like the Alps,
gravity interpolation becomes the critical point. The accuracy requirements can still be met by using Bouguer
anomalies (including topographic reductions) or by a proper distribution of data and interpolation points. The
quality descriptions are based on a comprehensive error budget of all relevant error sources and make use of
empirical covariance functions.

As the new height system will be given in normal heights, the proper geoid is the quasi-geoid, based on the theory
of Molodensky. The second part of this work deals with the computation of an accurate quasi-geoid in Bavaria. It
is based on a combination of the global potential model EGM96 and terrestrial gravity anomalies within a 4° cap
around Bavaria. A high resolution digital terrain model with a grid spacing of 50m is used in Bavaria to compute
topographic reductions. Molodensky’s series is computed up to third order and different kinds of modifications of
Stokes’ function are tested. Comparison to GPS/levelling heights shows, that the best results are achieved using
the original Stokes-kernel. Still there are long and medium wavelength errors of some decimeters in all solutions.
This holds true for the European quasi-geoid EGG97, too. Error simulations indicate that those are due to errors
in the global potential model. In order to allow the use of the derived quasi-geoid for the determination of physical
heights, it is fitted to a set of GPS/levelling points. This way an accuracy of 2-3 cm is achieved, which is at the
accuracy level of geodetic GPS measurements.
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1 Aufgabenstellung

Fiir eine Vielzahl von Aufgaben im Kataster, in der Planung, in verschiedensten Ingenieurbereichen und in den
Geowissenschaften werden genaue Hohen benotigt. Grundlage hierfiir ist ein landesweites Hohennetz, das von
den zustédndigen Vermessungsbehorden angelegt, verwaltet und dem Nutzer zur Verfiigung gestellt wird. Dieses
sollte eindeutig bestimmbar und leicht zugénglich sein, was natiirlich Fragen nach der Hohendefiniton und den
geeigneten Messverfahren aufwirft.

Grundsétzlich kann man zwei verschiedene Hohenarten unterscheiden, ndmlich geometrische und physikalische.
Geometrisch bedeutet, man legt eine zunéchst beliebige Bezugsfliche per Definition fest und weist jedem Punkt
im Raum den lotrechten Abstand von dieser Bezugsfliche als Hohenkote zu. Bezugsflichen kénnen z.B. eine Ebe-
ne, eine Kugel oder ein Ellipsoid sein. Fiir viele Anwendungen sind geometrische Héhen allerdings unbrauchbar.
Will man z.B. einen Kanal bauen, so ist man weniger daran interessiert, welche Hohen die beiden Kanalenden
im dreidimensionalen Raum haben, sondern ob das Wasser von A nach B oder umgekehrt flieit. Hier ist eine
physikalische Definition gefragt, die besagt: Punkt A liegt hoher als Punkt B, wenn das Wasser von A nach B
flieBit. Dieses FlieBen des Wassers ist direkt mit dem Schwerefeld der Erde verkniipft. Das Zusammenwirken von
Gravitations- und Zentrifugalbeschleunigung bestimmt, wohin sich ein Partikel unter dem Einfluss des Schwerefel-
des bewegt und somit auch, in welche Richtung das Wasser flie3t. Eine geeignete Bezugs- oder Hohennullfldche fiir
physikalisch definierte Hohen ist deshalb eine Fléche, entlang der Wasser gerade nicht flieft. Solche Flichen nennt
man Niveau- oder Aquipotentialfiichen des Schwerefeldes. Theoretisch gibt es unendlich viele solcher Flichen. In
der Praxis ist es gebréduchlich, diejenige Flidche auszuwihlen, die mit dem beobachteten mittleren Meeresspiegel
eines oder mehrerer Pegel zusammenfillt. Physikalische Hohen nennt man deshalb auch Meereshdohen.

Aber nicht nur der Zweck, sondern auch die Methode der Hohenbestimmung, also auch die Frage, wie sich der
Nutzer Zugang zu Hohenwerten verschaffen kann, legt die Brauchbarkeit eines Hohensystems fest. Das klassische
Messverfahren des geometrischen Nivellements liefert in Kombination mit Schweremessungen Potentialdifferenzen
zwischen verschiedenen Niveauflichen. Es entstehen dadurch physikalische Hohen. Hingegen liefern die modernen
satellitengestiitzten Verfahren, wie z.B. das Global Positioning System GPS, Positionen im dreidimensionalen
Raum. Durch geometrische Transformationen lassen sich daraus leicht Hohen beziiglich eines Ellipsoides berech-
nen. Ergebnis eines solchen Vorgehens sind deshalb geometrische Hohen.

Die gebrauchlichen landesweiten Grundlagennetze werden aus Meereshchen aufgebaut, basieren also auf Poten-
tialdifferenzen. Eigentliche Koten der Festpunkte sind deshalb Potentialwerte, so genannte Geopotentielle Koten,
mit der Einheit m®s~2. In der Praxis sind allerdings metrische Héhen gewiinscht und auch sinnvoll. Der Ubergang
zwischen beiden Grofien kann auf unterschiedliche Weise erfolgen, was zu unterschiedlich definierten metrischen
Hohensystemen fithrt. In Europa entstand im Laufe der Zeit ein relativ inhomogenes Gebilde aus Landesnetzen
in verschiedenen Systemen und mit unterschiedlichen Pegelanschliissen. Das in Deutschland Anfang der 90er
Jahre aufgrund der politischen Wiedervereinigung gebildete Hohennetz bestand aus zweien solcher unterschied-
licher Netzteile. Entlang der ehemaligen innerdeutschen Grenze traten Spriinge in den Hohenkoten von bis zu
15 cm auf. Eine Vereinheitlichung der Grundlagennetze war also dringend erforderlich. Das neue gesamtdeutsche
Netz sollte in dem in der ehemaligen DDR, gebrauchlichen System der Normalhohen berechnet werden. In den
alten Bundesldndern wurde deshalb eine Umstellung des Hohensystems erforderlich. Ein Ziel der vorliegenden
Arbeit ist die Qualitdtsanalyse moglichst einfacher Transformationsverfahren zwischen alten und neuen Hohen
im Bereich des untergeordneten Festpunktfeldes in Bayern. In Kapitel 3.2 werden deshalb, ausgehend von den in
der Praxis angewandten Methoden zur Bestimmung physikalischer Héhen (Kapitel 3.1), die Transformationsglei-
chungen zwischen altem und neuem Hohensystem abgeleitet. Danach werden verschiedene N#herungsverfahren
auf ihre Eignung hin untersucht und mittels Fehlerfortpflanzung die entsprechenden Genauigkeitsanforderungen
dargestellt. Das Ziel ist die Einhaltung der amtlichen Fehlergrenzen fiir das Nivellement. Da sich die Umrechnung
als empfindlich beziiglich der Genauigkeit der verwendeten Schwerewerte erweist, wird in Kapitel 3.3 ausfiihr-
lich die Qualitéat der Schwerepradiktion behandelt. Dabei werden sowohl empirische Fehler gegeniiber bekannten
Werten, als auch theoretische Fehler angegeben, die auf lokalen Signalkovarianzfunktionen beruhen. Das diesen
Teil abschlieBende Kapitel 3.4 stellt die Ergebnisse beispielhaft an zwei Testregionen im Fichtelgebirge und in
den bayerischen Alpen dar.

Das neue Hohensystem bietet gegeniiber dem alten unter anderem den Vorteil, dass man unabhéingig vom Ni-
vellement die Abweichungen der Hohenbezugsfliche, des so genannten Quasigeoids, beziiglich eines Ellipsoides
berechnen kann. Damit entsteht eine Verbindung zwischen ellipsoidischen und physikalischen Hohen. GPS- und



6 1 Aufgabenstellung

Meereshohen lassen sich somit ineinander iiberfithren und Messungen gegenseitig durchgreifend kontrollieren. In
Kombination mit einem Geoid ist sogar die Ablosung des geometrischen Nivellements durch die effizient be-
stimmbaren GPS-Hohen denkbar. Im zweiten Teil dieser Arbeit (Kapitel 4) soll deshalb in Bayern, auf Grundlage
der Theorie von Molodenskii, eine moglichst genaue Quasigeoidbestimmung durchgefithrt werden. Hierbei wird
zunichst auf die Theorie von Molodenskii sowie auf das in dieser Arbeit verwendete Losungsverfahren durch ana-
lytische Fortsetzung eingegangen (Kapitel 4.2). Die Geoidberechnung basiert auf der Kombination verschiedener
Datenquellen, namlich einem globalen Potentialmodell, regional vorliegenden Schwereanomalien und topographi-
schen Daten. Die entsprechenden Filter- und Kombinationsverfahren sowie deren numerische Umsetzung werden
in Kapitel 4.4 behandelt. In Kapitel 4.5 werden schliefflich unterschiedliche Geoidflichen préasentiert, die unter
Verwendung verschiedener Modifikationen der Stokes-Funktion berechnet wurden. Die Differenzen zwischen diesen
Fléchen, die Grofle der iiblicherweise vernachléssigten hoheren Terme der Molodenskii-Reihe sowie die Groéflen-
ordnung der verbleibenden Fehleranteile werden diskutiert. Die Genauigkeit der Fldchen wird durch Vergleich
mit Quasigeoidhthen aus GPS/Nivellement bestimmt. Aufgrund der Residuen wird zum Abschluss eine lang-
wellige Anpassung des Geoids an einen Satz bayernweit verteilter GPS/Nivellementpunkte durchgefiihrt. Dies
gewahrleistet, dass das Quasigeoid in Bayern zur Bestimmung von Normalhthen verwendet werden kann. Im
Zusammenwirken mit der Hohensystemumstellung soll so ein Beitrag zu einem Landesnetz geleistet werden, das
den modernen Erfordernissen von Verwaltung, Wissenschaft und Praxis gerecht wird.

Die beiden Teilaspekte (Hohensystemumstellung und Geoidberechnung) werden in dieser Arbeit getrennt vonein-
ander behandelt (Kapitel 3 und 4). Da sie thematisch jedoch eng miteinander verkniipft sind, wird in Kapitel 2
zunichst eine Einfithrung in diejenigen Grundlagen gegeben, die fiir beide Teile relevant sind.



2 Grundlegendes zum Schwerefeld

Zielsetzung dieser Arbeit ist ein Beitrag zur (hhenmiifigen) Bestimmung eines Teils der Erdoberfliche. Im Prinzip
konnte diese Aufgabe auch durch rein geometrische Verfahren gelost werden, z.B. durch GPS-Messungen. Wie
bereits angesprochen basieren die in der Praxis verwendeten Hohen aber auf physikalischen Definitionen und das
Geoid! bildet die Verkniipfung dieser physikalischen mit der rein geometrischen Betrachtungsweise. Im Folgenden
werden zunéchst die relevanten physikalischen Zusammenhénge dargestellt.

wahre Lotlinie Ellipsoidnormale

Abbildung 2.1: Zusammenhang zwischen
natiirlichen und geodétischen Koordinaten.
Die wahre Lotrichtung wird festgelegt durch
die astronomischen Koordinaten (®,A),
die Richtung der Ellipsoidnormalen durch
Geoid die geodétischen Koordinaten (p,\). Die

Differenz der beiden Richtungen ist die
Ellipsoid Lotabweichung e.

77 Erdoberflache

Die Koordinaten eines Punktes der Erdoberfliche kénnen alternativ dargestellt werden durch die geodditischen oder
die natiirlichen Koordinaten. Die geoditischen Koordinaten (p,\, h) sind die Breite, Linge und Hohe beziiglich
eines den Erdkorper approximierenden Ellipsoides. Sie haben rein geometrischen Charakter und sind unabhéingig
vom Erdschwerefeld. Die Hohe h ist die Lénge der Ellipsoidnormalen zwischen Ellipsoid und Erdoberfliche.
Sie heifit deshalb ellipsoidische Hohe. Im Gegensatz dazu hingen die natirlichen Koordinaten (®,A, H) vom
Schwerefeld der Erde ab. Dieses wird erzeugt durch die Gravitation des Erdkorpers und dessen Rotation um die
eigene Achse und es gilt fiir das Schwerepotential W am Punkt P

W(P) = V(P) + Z(P). (2.1)

Darin ist Z das durch die Rotation des Erdkorpers erzeugte Zentrifugalpotential

2(P) = 3 (wh+uh). (2.2)

Es wird angenommen, dass die Erde mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse eines geozentrischen,
kartesischen Bezugssystems rotiert.

Abbildung 2.2: Das Schwerefeld der Erde wird
erzeugt durch das Gravitationspotential aller
Massenelemente dm des Erdkérpers und das

y Zentrifugalpotential aufgrund der Erdrotation.
Der Schwerevektor g ist der Gradient des Po-
tentialfelds.

Aquipoten-
tialflachen

Erdoberflache S

Basierend auf dem Newton’schen Gravitationsgesetz gilt fiir das Gravitationspotential

V(P):G///%dm:G///%p(r)dQ. (2.3)

IDie Begriffe Geoid und Quasigeoid werden in dieser Arbeit hiufig dquivalent im Sinne einer Hohenbezugsfliche verwendet. Wenn
eine Unterscheidung zwischen beiden Fldchen notwendig ist, so wird darauf speziell hingewiesen.
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Dabei ist [ der Abstand zwischen Berechnungspunkt P und dem jeweiligen Integrationspunkt Q(r) und G die
allgemeine Gravitationskonstante. Das Massenelement dm kann auch dargestellt werden als Produkt aus Volu-
menelement d§2 und dessen Dichte p(r). Die auf einen Kérper im Schwerefeld der Erde wirkende Beschleunigung
ist durch

cos ® cos A W
g = gradW = —g cos P sin A = W,y (2.4)
sin @ W,

als Richtung der stirksten Anderung des Potentials gegeben. Die Richtung des Vektors g entspricht der wahren
Lotrichtung, sein Betrag g ist die Grofie der Schwerebeschleunigung, die sogennante Schwere. Die Richtungskom-
ponenten ® und A kénnen durch astronomische Messungen bestimmt werden und heiflen deshalb auch astronomi-
sche Breite und Liinge. Flichen konstanten Schwerepotentials heifien A quipotentialfiichen. Sie werden senkrecht
von den wahren Lotlinien geschnitten. Aus (2.4) folgt mit W = konst., dass entlang der Aquipotentialfliche
keine Beschleunigung wirkt und somit Wasser entlang von Aquipotentialfliichen nicht flieBt. Jede solche Fliche
repréasentiert also ein einheitliches Niveau, weshalb sie auch Niveauflichen des Schwerefeldes genannt werden. Sie
eignen sich damit ideal als Bezugsflachen fiir die Hohenfestlegung.

Hat man einen beliebigen Punkt D als Datumspunkt ausgewdhlt, so lasst sich die Héhe H eines Punktes P
definieren als die Lénge der wahren Lotlinie zwischen P und der Niveaufliche durch D. In der Praxis wahlt
man einen Datumspunkt auf Meeresniveau. Dieser wird realisiert durch Wasserstandsmessungen an einer oder
mehreren Pegelstationen, wie z.B. Amsterdam. Die Aquipotentialfliche in Hohe des weltweiten mittleren Meeres-
spiegels wird als Geoid bezeichnet. Aufgrund von Dichte- und Temperaturunterschieden im Wasser und duflerer
Einfliisse, wie z.B. Windreibung, weicht die mittlere Meeresoberfliche jedoch von einer Niveaufliche ab, so dass
verschiedene Datumspunkte zwar den jeweils lokalen mittleren Meeresspiegel représentieren, jedoch nicht notwen-
dig auf einer einheitlichen Niveaufliche liegen miissen. Beziiglich eines Datumspunkts jedoch ldsst sich die Hohe
H eindeutig definieren und somit die dritte Komponente der natiirlichen Koordinaten des Punktes P(®, A, H)
festlegen. Identisch mit der Definition (®, A, H) ist die Verwendung des Koordinatentripels (®, A, AW), wobei
AW der Potentialunterschied zwischen P und Datumspunkt D ist. Er lidsst sich nach HEISKANEN & MORITZ
(1967) durch

p
AW = — / gdn (2.5)
D

bestimmen. Dabei ist dn der vertikale Abstand zweier infinitesimal benachbarter Aquipotentialflichen. Das Vor-
zeichen ist konventionell und bedeutet, dass das Potential W mit abnehmender Héhe iiber dem Erdkorper grofler
wird. Im mathematischen Sinn stellt (2.5) ein Linienintegral dar, wobei iiber das durch g gegebene Vektorfeld
integriert wird. Laut (2.4) ist g Gradient des Potentialfelds W, was gleichzeitig bedeutet, dass g ein konservatives
Vektorfeld ist und der nach (2.5) berechnete Potentialunterschied unabhéngig vom gewiihlten Integrationsweg ist
(siche z.B. BRONSTEIN & SEMENDJAJEW, 1991). Die Potentialdifferenz zwischen dem Datumspunkt D und einem
beliebigen Oberflichenpunkt P wird auch als geopotentielle Kote C'(P) bezeichnet, wobei gilt

C(P) = W(D) — W(P) = —AW. (2.6)

Die Bestimmung der Erdoberfliche mittels der natiirlichen Koordinaten ist also eng verwoben mit der Kenntnis
des Schwerefelds der Erde. Die auf der Oberfliche ausgefithrten Messungen von Funktionalen des Schwerefelds
(z.B. Schweremessungen) liefern Randwerte zur Bestimmung des Schwerepotentials W im AuBenraum. Die zu
losende Randwertaufgabe (RWA) hat die allgemeine Form

F(W(r))ls = f(&) (2.7)

Dabei sind die durch die Funktion F' gegebenen Werte f auf der Randfliche S gemessen und die Potentialfunktion
W am Rand und im Aulenraum gesucht. Die Punkte P € S sind durch den Koordinatenvektor & festgelegt.

P__
Wiprein (o0 SO
WiP)=
E=Wo)s 5, w=wp)
,,,,,, Geol.d
Elljpso;
(o]

Abbildung 2.3: Globales Geoid in mittlerer Meereshéhe und Niveaufliche durch den Datumspunkt D.
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Die RWA der Potentialtheorie unterstellt im allgemeinen, dass die Randfliche S bekannt ist. Fiir die geodétischen
Randwertaufgaben (GRWA) gilt dies in der Regel nicht. Es handelt sich dann um eine so genannte freie GRWA bei
der neben W(r) auch S selbst bestimmt wird. Im Fall der Geoidberechnung ist S sogar die eigentliche Zielgrofie.
Zur Losung der freien GRWA werden Niherungsgrofien U bzw. Sy fiir Schwerepotential W bzw. Randfliche S
eingefiihrt. Die geodétischen Messgrofien

f(&) = F(&W) (2.8)

konnen dann in einer Taylorreihe um die eingefithrten Néherungswerte entwickelt werden. Da die Abweichun-
gen von den N&dherungswerten in der Regel klein sind, kann die Reihenentwicklung nach dem linearen Term
abgebrochen werden und es gilt

oF oF
6 = FEU) + Gl g+ g

Der Erdkorper ldasst sich in guter Naherung durch ein an den Polen abgeplattetes Ellipsoid gleicher Masse dar-
stellen, wobei die Richtung der kleine Halbachse mit der Richtung der mittleren Rotationsachse der Erde zusam-
menfillt. Rotiert das Ellipsoid mit der Winkelgeschwindigkeit w der Erde um seine kleine Halbachse, so erzeugt
es dhnlich wie die Erde ein Schwerepotential

(W —U) . (2.9)
So,U

U=v"N+ 2 (2.10)

das als Normalpotential bezeichnet wird und sich aus normalem Gravitationspotential V¥ und Zentrifugalpo-
tential Z zusammensetzt. Entsprechend Gleichung (2.4) gilt fiir die Normalschwere « als Gradient des Normal-
potentials

COS ¢ COS A U,
v = gradU = —v | cospsin\ = Uy |. (2.11)
sin ¢ U,

Im Gegensatz zur Schwere g, die gemessen werden muss, kann die Normalschwere v aus den Parametern des
gewiihlten Bezugsellipsoids auf einfache Art streng berechnet werden (siehe z.B. MORITZ, 1988).
Die Abweichungen der Funktionale von Normalfeld und Erdschwerefeld im freien Randwertproblem werden als
Anomaliengrofien

Af = F(§W) = F(§,U) (2.12)

bezeichnet. Ziel der GRWA ist es, aus diesen Anomalien die unbekannte Potentialdifferenz W — U und die
unbekannte Koordinatendifferenz & — &, zu bestimmen. Sind die ellipsoidischen Koordinaten (¢, \) des Ober-
flichenpunkts z.B. durch GPS-Messungen bekannt, so reduziert sich die Koordinatenunbekannte auf die vertikale
Komponente, also auf die Héhe der Randfldche iiber dem Ellipsoid.

In der klassischen Theorie von Stokes wird das Geoid als Randfliche verwendet. Die Koordinatenunbekannte ist
somit die Geoidhohe N. Das Normalpotential auf der Ellipsoidoberfliche U(Qq) sollte den gleichen Wert haben,
wie das Schwerepotential W (Py) = Wy = konst. am Geoid, was in der Praxis jedoch nur nidherungsweise gelingt.
Die gesuchte Geoidhohe wird schliefllich nach (siehe z.B. HEISKANEN & MORITZ, 1967)

N = %// Ag St(1) do (2.13)

durch globale Integration der Schwereanomalien

Ag = g(&) — (&) (2.14)

berechnet. Dabei sind in der Formel von Stokes (2.13) R und v globale Mittelwerte von Erdradius und Nor-
malschwere; St(1)) bezeichnet die Stokes—Funktion, die in Kapitel 4 n&her beschrieben wird. Die Héhe H eines
Oberflachenpunkts P ist die Lénge der wahren Lotlinie zwischen Geoid und Oberflichenpunkt. Sie wird als or-
thometrische Héhe bezeichnet (siehe Abbildung 2.4). Zwischen der ellipsoidischen Hohe h, der Geoidhshe N und
der orthometrischen Hohe H gilt die Beziehung

h=H+ N, (2.15)

wobei die orthometrische Hohe am Punkt P gemifl

H(P) = @ = 7A7W (2.16)

aus der geopotentiellen Kote C'(P) und der mittleren Schwere entlang der Lotlinie § berechnet werden kann.
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Die Theorie von Stokes enthilt allerdings einige Annahmen, die in der Realitét nicht erfiillt sind. Da das Geoid
durch Losung der GRWA bestimmt wird, wird unterstellt, dass das Geoid Randflache der felderzeugenden Massen
ist. Dies ist allerdings aufgrund topographischer (das Geoid liegt im kontinentalen Bereich meist im Erdinneren)
und atmosphirischer Massen nicht der Fall. Es ist deshalb notwendig, die Massen im Auflenraum (auflerhalb des
Geoids) rechnerisch zu entfernen bzw. ins Erdinnere zu verschieben. Desweiteren sind die gemessenen Schwere-
werte nicht direkt als Randwerte verwendbar, da sie sich auf den Ort der Messung, also die Erdoberfliche und
nicht auf die Randfliche (das Geoid) beziehen. Die Werte miissen deshalb auf das Geoid reduziert werden. Sowohl
Reduktionen, wie auch Massenverlagerungen erfordern die Kenntnis der Dichte der topographischen Massen. Da
diese in der Regel nicht gut bekannt ist, miissen diesbeziiglich Annahmen getroffen werden, wodurch die zu be-
rechnende Geoidhohe N immer hypothesenbehaftet ist. Ebenso ist auch die zugehorige orthometrische Hohe H
hypothesenbehaftet (durch Berechnung der mittleren Schwere g). Trifft man bei Berechnung von N und H identi-
sche Annahmen iiber die Dichteverteilung, so liefert ihre Summe entsprechend (2.15) die eindeutige ellipsoidische
Hohe h.

Die Berechnung hypothesenbehafteter Groflen ist aus theoretischer Sicht unbefriedigend und die Bestimmung
eines, die physikalische Realitét repriasentierenden Geoids aufgrund der notwendigen Reduktionen und Massen-
modellierungen relativ aufwendig. Einen alternativen Weg zur klassischen Bestimmung der Erdfigur nach Stokes
stellt die Theorie von Molodenskii dar. Um eine hypothesenfreie Losung zu ermoglichen wird hierbei allerdings
das Konzept der natiirlichen Koordinaten aufgegeben. Molodenskii fithrt an Stelle der orthometrischen Hohe H
die Normalhéhe HY ein, die analog (2.16) aus der geopotentiellen Kote C(P) berechnet wird. Allerdings wird
hierzu statt der hypothesenbehafteten mittleren Schwere g die streng berechenbare mittlere Normalschwere %
verwendet und es gilt

HN(P) = ——£, (2.17)

Um auch bei der Losung der GRWA von Dichteannahmen unabhéingig zu sein, wird nicht das Geoid, sondern die
physische Oberfliche der Erde bestimmt, welche — abgesehen von den atmosphérischen Massen — tatséchlich eine
Randflache ist. Zur Approximation dieser Randfliche wird das so genannte Telluroid eingefiihrt. Die ellipsoidische
Hohe der Telluroidpunkte @ entspricht der Normalhohe der zugehorigen Oberflichenpunkte P, wobei gilt:

W(P) = UQ) (2.18)

Die als Randwerte verwendeten Schwereanomalien beziehen sich jetzt nicht mehr, wie bei Stokes auf das Geoid,
sondern auf die Erdoberfliche, so dass analog zu Formel (2.14) gilt

Ag = g(P) — v(Q). (2.19)

Die gemessenen Schwerewerte miissen also nicht mehr mit dem eigentlich unbekannten Schweregradienten auf das
Geoid reduziert werden. Statt dessen wird die Normalschwere am Telluroid streng berechnet.

Die Losung der Randwertaufgabe nach Molodenskii liefert die vertikale Abweichung der Erdoberfliche vom Tel-
luroid, die so genannte Héhenanomalie ¢, wobei analog zu Formel (2.15) die Beziehung

h =HY + ¢ (2.20)

gilt. In dieser Darstellung ist H" die ellipsoidische Hohe des Telluroids. Betrachtet man jedoch HY entsprechend
(2.17) als physikalische Hohe der Oberflichenpunkte, so entspricht ¢ der ellipsoidischen Héhe der Normalhhen-
Nullfliche. In dieser Konzeption iibernimmt ¢ die Rolle der Geoidhéhe N und die Normalhhen-Nullfliiche wird
entsprechend als Quasigeoid bezeichnet (Abbildung 2.4). Im Gegensatz zum Geoid sind weder Quasigeoid noch
Telluroid Niveauflichen des Schwerefelds. Die Begriffe Hohenanomalie und Quasigeoidhthe werden im Weiteren
gleichwertig verwendet.

w=W(P)

T

WE) P Obertigone 5 .
w — U=u@Q)=w(p)

Geoid
W=W(P u)
U=U(Q,)=W(P,)

Ellipsoid Q,

Abbildung 2.4: Niveauflichen und Erdfigur in den Theorien von Stokes (links) und Molodenskii (rechts).



3 Hohensystemumstellung

3.1 Realisierung von Hohensystemen

3.1.1 Bestimmung Physikalischer Hohen

Grundlage physikalischer Hohen sind Potentialdifferenzen zwischen verschiedenen Niveauflichen des Erdschwere-
felds (siehe Kapitel 2). Diese konnen durch die Kombination von geometrischem Nivellement (liefert nivellierte
Hohenunterschiede An) und Schweremessung berechnet werden. Dabei wird das Linienintegral (2.5) durch die
Summe

E
AWy p = — Z g An (3.1)
A

approximiert. Entlang einer geschlossenen Nivellementschleife gilt aufgrund der in Kapitel 2 beschriebenen We-
gunabhiingigkeit des Integrals (2.5)

A
AW = =3 gAn = 0. (3.2)
A

Da die Schwere g entlang des Messwegs nicht konstant ist, liefert die Integration iiber die rohen Nivellementhchen
An den von Null verschiedenen theoretische Schleifenschlussfehler

A
j{dn:e%ZAn#O. (3.3)
A

Nivellementhohen sind also im Gegensatz zu Potentialdifferenzen nicht wegunabhéngig. Theoretisch eindeutige
Hohen lassen sich nur in Kombination mit Schweremessungen bestimmen. Die Tatsache g # konst. bedeutet,
dass die Niveauflichen des Schwerefelds nicht parallel sind.
Die Verwendung geopotentieller Koten ist in der Praxis ungeeignet. Vielmehr ist dort ein metrisches Maf}
erwiinscht. Der Ubergang kann formal mittels der Division

C [m?s™?]
G [ms™2]
durch den zunéchst beliebigen Schwerewert G erfolgen. Dieser kann als Hohenmaflstab einer einparametrigen
Transformation zwischen Potential- und Hohenkoten angesehen werden.

Im einfachsten Fall werden die ¢rtlichen Variationen des Schwerefelds vernachléssigt und ein ortsunabhingiger,
konstanter Wert Gy = konst. verwendet. Dies liefert dynamische Hohen HP. Sie zeichnen sich dadurch aus,
dass aufgrund des konstanten Hohenmafistabs die Geometrie des Potentialfelds erhalten bleibt. Dies bedeutet,
dass die Flidchen gleicher dynamischer Hohen mit den Niveauflichen des Schwerefelds {ibereinstimmen. Zwischen

H [n] = (3.4)

w=wW(P)

Abbildung 3.1: Aquipotentialflichen und Nivellementhéhen im Erdschwerefeld. Wegen der Nichtparallelitit der Niveauflichen ist die
Summe der Nivellementhéhen von A nach P kleiner als von P nach E. Die Summe aller Nivellementhéhen von A iiber P, E und
zurtiick nach A liefert den theoretischen Schleifenschlussfehler € # 0.
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Punkten gleicher dynamischer Hohe flieit somit kein Wasser. Dies gilt nicht fiir all die Hohensysteme, die einen
ortsabhéngigen Hohenmafistab verwenden, wie z.B. normalorthometrische Hohen, orthometrische Hohen oder
Normalhohen. Allerdings erweist es sich als nachteilig fiir die dynamischen Hohen, dass v.a. in geographisch relativ
ausgedehnten Gebieten der tatsédchliche Schwerewert erheblich von dem konventionellen Wert Gy abweichen kann.
Dies bedeutet in der Praxis, dass die Nivellementreduktion RED (siehe Kapitel 3.1.3) so grofl werden kann, dass
sie auch bei lokalen Vermessungen nicht vernachléssigt werden darf. Die dynamischen Hohen sind deshalb als
landesweites System ungeeignet.

Als Landeshohensystem bieten sich besser solche Hohentypen an, die einen ortsabhingigen Hohenmafstab ver-
wenden. Dies sind z.B. die in (2.16) und (2.17) definierten orthometrischen bzw. Normalhdhen, mit den in Kapitel
2 genannten Vor- und Nachteilen. Die Verwendung unterschiedlicher Schwerewerte G fiihrt also zu unterschiedli-
chen Hohendefinitionen. Die Hohenkoten verschiedener Hohentypen haben natiirlich an ein und dem selben Punkt
unterschiedliche numerische Werte. Mehr zu den unterschiedlichen Konzeptionen ist z.B. LEISMAN et al. (1992)
zu entnehmen.

3.1.2 Grundlagennetze in Bayern

Das erste bayernweite Prizisionshthennetz entstand etwa ab dem Jahre 1865 (sieche AdV, 1993). Da es aus tech-
nischen Griinden damals noch nicht moéglich war, Schwerewerte wirtschaftlich mit der erforderlichen Genauigkeit
zu messen, konnten keine eindeutigen physikalischen Hohen, die der Definition nach (3.4) entsprechen, bestimmt
werden. In Bayern wurde deshalb in (3.1) statt der Schwere g die Normalschwere ~ verwendet, was zu sphdropo-
tentiellen Koten C* fiihrt. Die entstehenden Hohen werden als normalorthometrische oder (normat) sphdroidische
Héhen bezeichnet und nach

¢

gl

berechnet. Ein Vergleich mit (2.17) zeigt, dass normalorthometrische Hohen als Vorstufe zu Normalhthen an-
gesehen werden konnen. Da mit v allerdings nur eine Niherung fiir die tatséchliche Schwere g in Formel (3.1)
eingefiihrt wird, bleibt die Wegabhéngigkeit der reinen Nivellementhohen An erhalten.

Die Zunahme der an Hoheninformationen gestellten Anspriiche erforderte etwa ab 1912 deutschlandweit umfas-
sende Neumessungen. Die dabei in den einzelnen Léndern entstandenen Teilnetze wurden durch Anfelderung zum
Deutschen Haupthéhennetz DHHN12 zusammengeschlossen. Die Berechnungen erfolgten erneut im System der
normalorthometrischen Hohen. Datumspunkt war zunéchst der im Jahre 1879 an der Sternwarte in Berlin ange-
legte Normalhohenpunkt (NHP), der spiter nach Hoppegarten, nahe Berlin, verlegt wurde. Das Niveau des NHP
wurde vom Pegel Amsterdam (Normaal Amsterdams Peil NAP) abgeleitet. Dieser repriisentiert genihert den
mittleren Meeresspiegel an der Nordseekiiste (siehe WEBER, 1994). Die Hohen des DHHN12 werden als Hohen
iiber Normal Null (NN) im neuen System bezeichnet (AdV, 1992). Im Jahre 1959 wurde die Differenz zwischen
NN und NAP zu 1.3 cm im Sinne NAP - NN festgestellt (siche RUMMEL, 1991a).

Das deutsche Nivellementnetz ist hierarchisch gegliedert und besteht aus den Netzen 1. bis 4. Ordnung. Die
Punkte 1. Ordnung (NivP(1)) aller Bundeslédnder bilden das DHHN. Es besteht aus grofien Schleifen von 30 bis
80km Durchmesser (vgl. Abbildung 3.2). Die weiteren Ordnungen verdichten das Festpunktfeld. Thre Anlage und
Berechnung ist Sache der jeweiligen Vermessungsverwaltungen. In Bayern ist dies das Bayerische Landesvermes-
sungsamt (BLVA). Um ein bundesweit einheitliches Festpunktfeld zu schaffen, werden die Hohen der iibergeord-
neten Punkte bei Einrechnung von Schleifen oder Linien geringerer Ordnung festgehalten. Das DHHN12 wurde
aufgrund kriegsbedingter Unterbrechungen erst im Jahre 1956 fertiggestellt. Der lange Entstehungszeitraum, die
Berechnung in verschiedenen Netzteilen sowie Hohenénderungen und Punktverluste in vielen Netzabschnitten
fiihrten zu einem zunehmend inkonsistenten Festpunktfeld. Deshalb beschloss die Arbeitsgemeinschaft der Ver-
messungsverwaltungen Deutschlands (AdV) in den 70er Jahren umfangreiche Neumessungen entlang den Schleifen
1. Ordnung. Das entstehende Netz wurde durch bundesweite Ausgleichung in normalorthometrischen Hohen be-
rechnet (Spannungen zwischen Teilnetzen einzelner Bundeslédnder sollten damit vermieden werden). Es erhielt
die Bezeichnung DHHNS85. Als Anschlusspunkt an das Niveau des DHHN12 wurde der Punkt UF Wallenhorst
nahe Osnabriick verwendet. Vor Abschluss der endgiiltigen zwangsfreien Ausgleichung waren die Wiederholungs-
messungen in Bayern bereits in die NivP-Nachweise eingearbeitet worden, was einer Erneuerung des bayerischen
Anteils am DHHN12 entspricht. Dieses Vorgehen fiihrt zu einer vom DHHNS85 abweichenden Losung. Deshalb
wurden in Bayern die DHHN85-H6hen nicht in die NivP-Nachweise iibernommen und das DHHN12 als amtliches
Hohensystem beibehalten.

HYN = (3.5)

Durch die politische Vereinigung Deutschlands entstand im Jahre 1990 das DHHNO90, das im Westteil aus dem
DHHNS5 und im Ostteil aus dem Staatlichen Nivellementnetz von 1976 (SNN76) der ehemaligen DDR gebildet
wurde. Letzteres war Teil des Einheitlichen Prézisionsnivellementnetzes der osteuropiischen Staaten (EPPN),
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Abbildung 3.2: Nivellementlinien des DHHN92 (links, Quelle: LANG, 1994) und Schwerefestpunkte in Bayern (rechts).

das im gesamten damaligen Ostblock verwendet wurde. In dessen Entstehungszeitraum war die Technik der
Schweremessung bereits soweit fortgeschritten, dass die sphéropotentiellen Koten durch geopotentielle Koten
ersetzt werden konnten. Die Berechnung wurde in Normalhohen durchgefithrt und an den Ostseepegel Kronstadt
bei St.Petersburg angeschlossen. Damit stand in den neuen Bundesldndern bereits ein theoretisch einwandfreies,
weil wegunabhéngiges und hypothesenfreies Hohensystem zur Verfiigung.

Im Oktober 1993 beschloss die AdV die Berechnung eines gesamtdeutschen Nivellementnetzes DHHN92. Dieses
sollte zwangsfrei in geopotentiellen Koten ausgeglichen werden. Das Niveau wurde vom Knotenpunkt Wallenhorst
des europiischen Nivellementnetzes REUN iibernommen, das an den NAP angeschlossen ist. Als Hohensystem
wurden Normalhdhen gewéhlt. Die Hohen des DHHN92 werden auch als Hohen iiber Normalhshennull (NHN)
bezeichnet. Die Berechnungen konnten im Jahr 1994 abgeschlossen werden. Sie wurden vom Niederséchsischen
Landesverwaltungsamt, Abteilung Landesvermessung, und unabhéngig davon vom damaligen Institut fiir Ange-
wandte Geodésie IfAG (dem heutigen Bundesamt fiir Kartographie und Geodésie, BKG) durchgefiihrt. Damit lag
in Bayern ein fester Bezugsrahmen fiir die Einrechnung der untergeordneten Festpunktstufen vor. Die folgenden
Arbeiten sind Aufgabe des BLVA. Der bayerische Netzteil umfasst ca. 24000 NivP (1), 23000 NivP(2) und 60000
NivP(3) und NivP(4).

Daneben entstand unter Fithrung der Arbeitsgruppe Schwerefestpunktfeld der AdV ab dem Jahr 1978 das Deut-
sche Hauptschwerenetz DHSN82. Dieses aus Relativgravimetrierung aufgebaute Netz dient als Grundlage fiir die
weiteren Verdichtungsstufen innerhalb der Bundesléinder. Niveau und Mafistab wurden durch Anschluss an 21
Punkte des Deutschen Schweregrundnetzes DSGNT76 aus den dort verwendeten 4 Absolutschweremessungen ab-
geleitet. Dadurch ist das DHSN82 gleichzeitig Teil des International Gravity Standardization Net IGSN71 (siehe
AdV, 1989).

Die Verdichtung des Schwerenetzes in Bayern fithrte zunéchst entlang den Nivellementlinien 1. Ordnung. Im Rah-
men der Arbeiten fiir das DHHNS85 entstand so ein Netz mit Punktabstinden von 1 bis 4km (siehe AdV, 1993).
Danach wurde entlang den Linien 2. Ordnung und schliellich in geringerer Dichte flachenhaft dazwischen gravi-
metriert. Wenn moglich wurden die Schwerefestpunkte (SFP) an bereits bestehenden topographischen Punkten
(TP) oder NivP angelegt. Damit lagen genaue Lage- bzw. Hohenkoordinaten vor. Wo dies nicht der Fall war,
wurde in Bayern die Lage aus den Flurkarten 1 : 2500 bzw. 1 : 5000 auf £ 5m entnommen und die H6he durch
Nivellement bestimmt. Diese SFP wurden auch in die NivP-Nachweise iibernommen. Das auf diese Weise in
Bayern angelegte Netz umfasst derzeit ca. 9000 Punkte.
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3.1.3 Hoéhenberechnung in der Praxis

Die Berechnung von Hohen erfolgt entsprechend Kapitel 3.1.1 durch Kombination von geometrischem Nivelle-
ment und Schweremessungen. In der Praxis ist es gebrduchlich, den Einfluss der Schwere durch Anbringung einer
Reduktion RED an die reinen Nivellementhohen An zu beriicksichtigen. Diese kann bei lokal begrenzten Ver-
messungen vernachléssigt werden, so dass Hohenunterschiede auch ohne Kenntnis der Schwere alleine aus den
Nivellementhohen An bestimmt werden kénnen. Die Hohenbestimmung entlang einer Nivellementlinie erfolgt
vom Anfangspunkt A ausgehend nach

H,=Ha+» An;+» RED;. (3.6)
i i

Eine iibersichtliche Ableitung der Reduktionsterme in verschiedenen Hohensystemen findet man z.B. in (HECK,
1987). Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Formeln sind in Anhang A.1 zusammengestellt. Die Reduktion
der normalorthometrischen Hohen wird im folgenden als NOR, diejenige der Normalhdhen als N R bezeichnet.
Die fiir die Hohentransformation benétigte Systemdifferenz ergibt sich daraus zu

HY - HYN°=HY - HY°+> (NR; - NOR;) (3.7)

bzw. mit den Bezeichnungen DNH = HY — HN° und DNR = NR — NOR
DNH, =DNH4 + Z DNR,;. (3.8)
i
Dies ist die Basisgleichung der Hohensystemumstellung.
Schaltet man im Rahmen der hierarchischen Hohenbestimmung eine Linie in eine iibergeordnete Schleife ein, so

dienen die Linienendpunkte A und E als Zwangspunkte (vgl. Abbildung 3.3).

Schleife 2.0rdnung
@

Abbildung 3.3: Hierarchische Netzberechnung.
Die NivP(3) werden in eine iibergeordne-

E te Schleife eingerechnet. Der Widerspruch w
am Linienende wird entlang den Nivellement-
strecken s; verteilt.

Aufgrund von Messfehlern und je nach System auftretender Wegabhiingigkeitseffekte (diese werden im weiteren
auch als Modellfehler bezeichnet) wird am Endpunkt E der Linienwiderspruch

) ist
W = WModell + WhMess = HE‘O - H’LEL? (39)

auftreten, d.h. Ist- und Sollhche stimmen in der Regel nicht {iberein. Der Widerspruch kann entlang der Linie in
Abhingigkeit der Lingen s; der einzelnen Nivellementstrecken verteilt werden. Die Hohenberechnung nach (3.6)
erweitert sich demnach zu

H, = Hy + ZAm + ZREDz + Zpiw, (310)

wobei die Gewichtsfaktoren p; aus den s; berechnet werden. Die Summe aller Gewichte betrégt >, p; = 1.
Entsprechend gilt fiir die Systemdifferenz

DNH, = DNHa + Y DNR; + > pi(w" —w™°). (3.11)
Aus den Gleichungen (3.6) und (3.9) folgt fiir den Widerspruch allgemein
E E
w = Hp — (Ha + Y _An; + Y RED;) (3.12)
A A

und speziell fiir die Differenz der Widerspriiche in beiden Systemen

E
wN —wN° = DNHg — DNHy — Y DNR;. (3.13)
A
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Nach (3.9) ist der Widerspruch zusammengesetzt aus Mess- und Modellfehlern. Die Messfehler sind natiirlich
vom gewihlten Hohensystem unabhéngig und fallen damit in der Differenzbildung heraus. Gleichung (3.13) ist
damit frei von Messfehlern und enthélt nur Terme der Systemdifferenzen. Neben moéglichen Datumsunterschieden
in den Anschlusspunkten driicken sich darin die Modellfehler der alten normalorthometrischen Hohen aus. Wie
man an (3.11) erkennt, lassen sich diese im Zuge der Transformation riickgéingig machen.

Es sei noch angemerkt, dass neben Mess- und Modellfehlern zusétzliche Fehler durch die Diskretisierung des
Wegintegrals (2.5) auftreten. Im Falle der Nivellementinkremente stellt dies kein Problem dar, da man bei den
iiblichen Zielweiten des Nivellements eine geniigend dichte Punktverteilung hat. Problematischer wird es im
Fall von Schwerewerten. Da diese in der Regel nicht in jedem NivP vorliegen, miissen sie auf geeignete Weise
interpoliert werden.

Fiir eine Hohensystemumstellung auf der Grundlage der Formeln (3.11) benétigt man

1. die Systemdifferenzen in den Linienendpunkten (diese sind aufgrund der hierarchischen Berechnung be-
kannt),

2. die Reduktionsdifferenzen DN R; entlang der Linie und,
3. die Gewichtsfaktoren p;, sprich Informationen iiber den urspriinglichen Messweg.

Entsprechend den Ableitungen in Kapitel A.1 kénnen die Reduktionsdifferenzen DN R in m zwischen zwei NivP
nach

DNR = 0.102- Agpa An (3.14)

berechnet werden, wobei die Agr4 in m s~2 und die An in m einzusetzen sind. Die DN H hingen also wesentlich
von den Freiluftschwereanomalien Agp 4 und den Hohenunterschieden An ab. Problematisch wird die Umstellung
in Gebieten, in denen die Topographie und das Anomalienfeld sehr rauh sind. In Bayern sind dies im wesentlichen
die Mittelgebirgsregionen wie Spessart, Fichtelgebirge oder Bayerischer Wald und vor allem der Alpenbereich.

Situation in Bayern

Bisher wurde gezeigt, wie man in der Praxis die Umstellung vom alten auf das neue Hohensystem vollziehen kann
und welche Informationen dazu nétig sind. Wie aber steht es um die Verfiigbarkeit dieser Daten?

Zustandig fiir Anlage und Unterhalt des bayerischen Hohenfestpunktfelds ist das BLVA. Dort werden auch die
notigen Daten verwaltet. Wichtig fiir die Nutzung der Daten ist deren Verfiigbarkeit, die in der Anwendung nur
dann gegeben ist, wenn die Daten digital vorliegen. Dementsprechend miissen diese entweder direkt digital erzeugt
werden, was nur fiir die Messungen neueren Datums gilt, oder die analogen Daten miissen digitalisiert werden,
was einen erheblichen Aufwand bedeuten kann. Die Verfiigbarkeit der im Rahmen der Hohensystemumstellung
relevanten Daten ist im Folgenden beschrieben.

e Nivellementergebnisse: Bei den im Rahmen des DHHNS85 in den 80er Jahren durchgefithrten Neumessun-
gen der NivP(1) wurden die Messdaten direkt digital erzeugt. Zur Vorbereitung der Berechnung von Nor-
malhohen werden im Bereich der NivP(2) umfangreiche Digitalisierungsmaf8nahmen am BLVA durchgefiihrt.
Die Nivellementergebnisse entlang den Linien 3. und 4. Ordnung jedoch liegen nur in analoger Form vor.
Eingang in die Berechnungen finden die Nivellementergebnisse An in den Reduktionsdifferenzen DN R
(vgl. Formel(3.14)). Da diese nur in der Grofenordnung bis zu wenigen cm liegen (vgl. Kapitel A.1), sind die
Genauigkeitsanforderungen an die Hoheninkremente relativ gering. Es ist also auch eine Naherungslosung
denkbar, bei der die Messelemente rekonstruiert werden.

e Schwerewerte: Das SFP-Feld in Bayern umfasst gut 9000 Punkte. Die gesamten Daten liegen in digitaler
Form vor. In der Anfangszeit seiner Entstehung wurden SFP entlang den Nivellementlinien 1. Ordnung
angelegt. Dort liegen Schwerewerte in so dichter Folge vor, dass man den Diskretisierungs- bzw. Interpo-
lationsfehler vernachlissigen kann. Auflerdem ist entlang diesen Linien nicht mit grofien Variationen des
Schwerefelds zu rechnen, da die Linien selbst im Gebirge in Bereichen mit relativ glattem Signalverhalten
verlaufen, ndmlich in den Télern. Die weitere Verdichtung des SFP-Feldes erfolgte zunéchst entlang der
Nivellementlinien 2. Ordnung und spéter flichenhaft dazwischen. Ob die Punktdichte ausreicht, um die an
allen NivP benétigte Information geniigend genau zu interpolieren, wird der Schwerpunkt der folgenden
Untersuchungen sein. Dies schliefit auch die Fragen ein, welches Interpolationsverfahren Verwendung finden
soll und welche Funktionale (sprich welcher Anomalientyp) sich am besten eignen.

Neben den gemessenen Schwerewerten g werden in (3.14) zur Berechnung der Schwereanomalien auch die
Normalschwerewerte in den NivP benotigt. Hierzu sind Lagekoordinaten und Hohenwerte der NivP erforder-
lich. Diese Daten sind im NivP-Nachweis enthalten, wobei die Genauigkeiten allerdings sehr unterschiedlich
sind. Direkt lagemiifiig angemessene NivP sind cm-genau, graphisch (die Lage der NivP wird oftmals nur aus
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der TK25 gegriffen) ermittelte Koordinaten weisen eine Unsicherheit von £100m auf. Wie die spiiter folgende
Fehlerfortpflanzung zeigen wird, ist diese Genauigkeit im Rahmen der Hohenbestimmung ausreichend.

e Linienverldufe: Fiir die Punktfolge innerhalb der Linien, d.h. den originalen Messweg, gilt dasselbe wie fiir
die Nivellementergebnisse. Auch hier liegen nur fiir die Netzteile 1. und 2. Ordnung digitale Informationen
vor. Hinzu kommen noch Probleme durch Unterhalt (pro Jahr ist mit einer Zerstérung von ca. 2% aller NivP
zu rechnen) und Verdichtung des NivP-Feldes. Dadurch ist das Netz stéindigen Veriinderungen unterworfen,
und es ist oftmals nicht mehr moglich, den originalen Messweg zu rekonstruieren. Dies bedeutet, dass die
Gewichtsfaktoren p; in (3.10) nicht korrekt bestimmt werden. Dadurch kénnen Mess- und Modellfehler nicht
vollstandig eliminiert bzw. riickgéngig gemacht werden.

Dies zeigt, dass die Umstellung des Hohensystems nach (3.11) bei der praktischen Umsetzung vor erhebliche
Probleme gestellt wird. Die mangelhafte Datenverfiigbarkeit verhindert eine exakte Transformation. Dies betrifft
sowohl die digitale, als auch die reale Verfiigharkeit. Real bedeutet dabei, dass z.B. einige Messwege tatséichlich
nicht rekonstruierbar sind, oder dass die Dichte des Schwerefestpunktfelds nicht so hoch ist, dass man a priori
von einer ausreichenden Interpolationsgenauigkeit der Ag an den NivP ausgehen kann.

Das BLVA hat sich deshalb zu folgendem Vorgehen entschlossen:

1. Die Hohen des DHHN92, also der NivP(1), dienen als Zwangspunkte fiir eine hierarchische Einrechnung der
restlichen Festpunktstufen.

2. Nachdem die Nivellementdaten fiir die 2. Ordnung digitalisiert sind (die Arbeiten konnten im Friithjahr 1999
abgeschlossen werden), sollen zunéchst geopotentielle Koten durch Ausgleichung und daraus Normalhshen
berechnet werden.

3. Der enorme Aufwand zur Bereitstellung der Daten im Bereich der 3. und 4. Festpunktstufen soll umgangen
werden. Es ist somit ein geeignetes Ndherungsverfahren zu suchen, das es ermoglicht, die NormalhShen
geniigend genau aus den vorhandenen normalorthometrischen Hohen zu bestimmen. Die bestehende Ge-
nauigkeit des NivP-Feldes soll dabei natiirlich erhalten bleiben.

Auf Grundlage dieses Vorgehens werden im Folgenden geeignet erscheinende Verfahren verglichen. Hierzu wurden
bereits von ILK (1998) umfangreiche Untersuchungen angestellt. Die anschlieffende Fehlerfortpflanzung soll die
kritischen Stellen der Umrechnung identifizieren. Bei der Wahl eines geeigneten Verfahrens wird das Augenmerk
neben der erzielbaren Qualitdt auch auf die Einfachheit der Methode gelegt.
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3.2 Systemdifferenz und Umrechnungskonzepte

3.2.1 GroéBenordnung der Systemdifferenz

Die Systemdifferenz zwischen Normalhchen und normalorthometrischen Hohen ist dort exakt bekannt, wo Hohen-
werte in beiden Systemen vorliegen. Dies ist der Fall an den NivP (1) (durch das DHHN92) und soll in Kiirze auch
an den NivP(2) gelten. Die Auswahl eines geeigneten Niherungsverfahrens in den Bereichen der Netzstufen 3 und
4 ist wesentlich von der Grofle und der Variation der Systemdifferenzen abhéingig. Je geringer die Betrige sind,
desto grobere Naherungswerte konnen anstatt der urspriinglichen Messelemente verwendet werden. Je glatter die
Systemdifferenzfunktion ist, desto einfacher kann der Transformationsalgorithmus sein. Im einfachsten Fall konnte
man z.B. auf eine flichenhafte Umrechnung zuriickgreifen, bei der die in den Schleifen 1. und 2. Ordnung bekann-
ten Systemdifferenzen als Stiitzwerte fiir eine ausgleichende Fliche geringer Ordnung (z.B. eine schiefe Ebene)
dienen. Dies hitte unter anderem den Vorteil, dass man auf die urspriinglichen Messwege gar nicht zuriickgreifen
muss. Wie grofl sind aber nun die Systemdifferenzen, und lésst ihre Variation innerhalb einer {ibergeordneten
Schleife ein solches Vorgehen iiberhaupt zu?

Aus den NivP-Nachweisen des BLVA lassen sich Systemdifferenzen DN H an den NivP(1) von bis zu ca. 2 cm
feststellen, wenn man DHHN85-Hohen verwendet. Aufgrund von Deformationen des DHHN12 gegeniiber dem
DHHNBS85 sowie unzureichender Datumsfestlegung im DHHN12 (vgl. Kapitel 3.1.2) werden im Fall von DHHN12-
Hohen Werte bis zu 5 cm erreicht. Die Variation der DN H ist nach (3.14) eine Funktion der Schwereanomalien
und der Hohenunterschiede. Zur Abschitzung der moglichen Groflenordnungen werden die Berechnungen im
Alpenbereich durchgefiihrt, um einen worst case zu simulieren.

In den bayerischen Alpen unterhiilt das Institut fiir Astronomische und Physikalische Geodésie (IAPG) der
Technischen Universitit Miinchen das Testnetz Estergebirge (siehe FLURY, 2002). Hier wurden in hoher Dichte
Schweremessungen ausgefiihrt und eine Nivellementlinie in extremem Gelénde angelegt. Zusétzlich stehen Daten
mehrerer Nivellementlinien 1. bis 3. Ordnung des BLVA zur Verfiigung (Netziibersicht siehe Abbildung 3.4). Die
Schleifen 1 und 2 sind zusammengestellt aus Nivellementlinien 1. und 2. Ordnung des BLVA.

Die Linien 3, 4 und 5 sind Linien 3. Ordnung des BLVA. Der eigentliche Gebirgsblock des Estergebirges liegt
im Bereich siidlich Linie 4 und wird von Schleife 1 umgrenzt. Die vom TAPG angelegte Linie 6 kann als Linie
3. bzw. 4. Ordnung angesehen werden. Sie verlduft iiber den Gebirgsblock hinweg, wie auch die Linien 3,4 und
5, wohingegen die Schleifen 1 und 2 ausschliefilich in den Télern verlaufen. Die Systemdifferenz erreicht entlang
allen Nivellementlinien 1. Ordnung im Alpengebiet zwischen Lech und Inn maximal 13 mm (bei Verwendung von
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Abbildung 3.4: Nivellementlinien rund um das Testnetz Estergebirge (links oben: Lageiibersicht). Rechts: Systemdifferenzen zwischen
Normalhéhen und normalorthometrischen Héhen entlang verschiedener Nivellementlinien und -schleifen.
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DHHNS85-Hohen). Dies entspricht auch dem Betrag, der entlang den beiden Testschleifen erzielt wird.

Um die Effekte im untergeordneten Punktfeld abzuschétzen, wurden die aus dem NivP-Nachweis des BLVA stam-
menden Hohenwerte der entsprechenden Anschlusspunkte festgehalten und mit den bekannten Messelementen die
Hoéhen in beiden Systemen berechnet. Anhand der in Tabelle 3.1 zusammengestellten Werte zeigt sich, dass ent-
lang der Linien 3. Ordnung die Systemdifferenzen innerhalb weniger km um bis zu 1 cm variieren kénnen. Weist
eine Linie extreme Hohenunterschiede auf (Linie 6), so kénnen Werte bis zu 5 cm erreicht werden.

Im Folgenden sollen nun die méglichen Umrechnungskonzepte ndher beschrieben und darauthin gepriift werden,
ob sie im Hinblick auf Gréfle und Variation der Systemdifferenzen geeignet sind.

Tabelle 3.1: Systemdifferenzen (in mm) des untergeordneten Festpunktfeldes im Estergebirge.

Schleife/Linie  Anschlusspunkte ~ Maximum RMS

Linie 3 8.7 1.7 9.4 5.1
Linie 4 8.7 2.2 8.7 4.7
Linie 5 0.6 5.0 5.0 1.5
Linie 6 4.7 4.7 46.0 17.9

3.2.2 Flachenhafte Umrechnung

Die flachenhafte Umrechnung geht entsprechend Kapitel 3.1.3 davon aus, dass die Systemdifferenz entlang der
Schleifen 1. und 2. Ordnung bekannt ist. Innerhalb dieser Schleifen liegen die NivP(3) und (4). Von diesen sind aus
den NivP-Nachweisen nur die Koordinaten und die normalorthometrischen Hohen bekannt. Im einfachsten Fall
koénnen Normalhhen bestimmt werden, indem man aus den Stiitzwerten der NivP (1) und (2) eine ausgleichende
Flachendifferenzfunktion F DF ableitet und damit die gesuchten Systemdifferenzen im untergeordneten NivP-Feld
modelliert. Dies ist sicherlich eine sehr grobe, allerdings auch sehr einfache Néherung zur Bestimmung der Nor-
malhohen. Sie wird dort versagen, wo die Systemdifferenzen innerhalb einer Schleife grole Variationen aufweisen.
Als mogliche Modelle fiir Flachendifferenzfunktionen werden im Folgenden ausschliellich flichenhafte Polynome
verwendet, im einfachsten Fall also eine schiefe Ebene. Generell sind auch komplexere Verfahren denkbar, bei
denen neben den Systemdifferenzen entlang der Nivellementschleifen zusétzliche Informationen zur Modellierung
der Systemdifferenzen, wie z.B. Schwereanomalien oder topographische Daten, innerhalb der Schleifen verwen-
det werden. Hierauf wird jedoch im Folgenden nicht niher eingegangen, vielmehr soll durch Bestimmung von
Flichenpolynomen das Verhalten der Systemdifferenzen auf einfache Art untersucht werden. Sind die Systemdif-
ferenzen sehr glatt, so sollte auch bei Anpassung eines Polynoms geniigend kleine Residuen erzielbar sein. Bei
Verwendung von Polynomen ist jedoch zwischen den Stiitzpunkten mit unerwiinschten Ausschwingeffekten zu
rechnen, weshalb maximal Funktionen 3. Ordnung verwendet wurden.

Aus den Nivellementschleifen rund um das Estergebirge wurde durch vermittelnde Ausgleichung Trendflichen
verschiedener Ordnung bestimmt. Die in den Stiitzwerten verbleibenden Residuen sind in Tabelle 3.2 enthalten. Sie
dienen zur Beurteilung der Giite der Anpassung der Funktion an die Stiitzwerte. Man erkennt, wie die Anpassung
an die Stiitzwerte mit steigender Ordnung der F'DF besser wird. Selbst bei einer Funktion 3. Ordnung muss man
allerdings noch mit Residuen im Bereich von wenigen mm rechnen. Wie sieht es mit den Systemdifferenzen innerhalb

Tabelle 3.3: Abweichungen der Fldchendifferenzfunk-
tion von den wahren Systemdifferenzen im untergeord-
neten Festpunktfeld zwischen den Stiitzpunkten.

Tabelle 3.2: Residuen in den Stiitzpunkten verschiedener Linie FDF Residuen [mm] ~ RMS [mm]
Flichendifferenzfunktionen. 3 1. Ordnung -3.1 bis 5.5 3.9
- - 2. Ordnung -1.9 bis 6.1 3.2
Schleife FDF Residuen [mm] RMS [mm] 3. Ordnung 3.1 bis 4.9 07
1 1. -4.6 bis 5. 1.
Ordnung 6 b}b 57 b 4 1. Ordnung -1.4 bis 2.7 1.6
2. Ordnung -3.2 bis 4.7 1.3 .
3. Ordnung  -2.7 bis 3.9 0.7 2. Ordnung — -1.2 bis 3.2 19
3. Ordnung -0.7 bis 2.2 1.2
2 1. -3.0 bis 2. 1.4
Ordnung -3.0 bis 2.5 5  1.Ordnung  -0.3 bis 6.4 3.6
2. Ordnung -2.2 bis 2.5 1.1 .
3. Ordnung 1.4 bis 2.1 0.8 2. Ordnung -1.4 bis 7.1 4.0
3. Ordnung -0.1 bis 7.5 3.8
6 1. Ordnung -41.6 bis 6.6 15.3
2. Ordnung -41.0 bis 7.1 15.1

3. Ordnung -40.8 bis 7.0 15.1
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der Schleifen aus? Dazu wurden die Funktionswerte der oben bestimmten FDF' an den NivP entlang den Linien
und die wahren Systemdifferenzen gegeniibergestellt. Hierbei zeigt sich (siehe Tabelle 3.3), dass man zwischen den
Stiitzpunkten von keiner einheitlichen Verbesserung bei steigender Ordnung der F'DF sprechen kann. Die Giite
der flichenhaften Interpolation hingt davon ab, wie rauh die Systemdifferenzen innerhalb der {ibergeordneten
Schleifen sind.

Die Ergebnisse zeigen, dass

e die Modellierung einer FDF ohne Kenntnis des Signalverhaltens (Schwereanomalien und Hshenunterschie-
de) innerhalb der Schleifen nicht mit ausreichender Genauigkeit méglich ist (die Differenzen liegen im Bereich
mehrerer mm bis zu cm) und

e die Residuen in den Stiitzpunkten im Bereich mehrerer mm liegt, was beim Anschluss an die iibergeordneten
Schleifen zu einem inkonsistenten Festpunktfeld fiihrt.

Desweiteren ist zu beachten, dass

e die FFDF eigentlich nur an den NivP selbst definiert ist, da die normalorthometrischen Hohen wegabhéngig
sind (hitte man einen anderen Messweg gewiihlt, so hiitte sich ein anderer Wert der FDF ergeben). Bei
flichenhafter Umrechnung werden die Effekte der Wegabhéingigkeit flichenhaft verschmiert, jedoch nicht
vollstandig riickgéngig gemacht. Dies ist nur bei linienweiser Umrechnung méglich.

3.2.3 Linienweise Umrechnung

Grundlage der linienweisen Umrechnung sind die Formeln aus Kapitel 3.1.3. Stehen Informationen {iber den
Messweg, sprich die Punktfolge innerhalb einer Linie sowie die Lingen der einzelnen Nivellementstrecken zur
Verfiigung, so konnen die Wegabhingigkeitseffekte der normalorthometrischen Hohen riickgéngig gemacht werden.
Wie in Kapitel 3.1.3 beschrieben, liegen diese Daten jedoch im Falle des untergeordneten Festpunktfeldes nicht
(zumindest nicht digital) vor. Die Idee der linienweisen Umrechnung ist es, aus den flichenhaft verteilten NivP
selbst eine Linie zusammenzustellen. Dazu werden die NivP linienweise zusammengefasst und an den Endpunkten
an das iibergeordnete NivP-Feld angehiingt. Dieses Vorgehen wurde bereits in ILK (1998) als Umrechnung mit
simulierten Nivellementlinien beschrieben.

In der Regel wird man den groben Verlauf der originalen Messlinien gut rekonstruieren kénnen, da die Messung
linienweise erfolgte, und diese Linienstruktur in einer Lageiibersicht optisch meist gut erkennbar ist. Trotzdem
wird es in einigen Fillen nicht moglich sein, die urspriingliche Punktfolge exakt zu bestimmen, weil die NivP
in manchen Bereichen sehr dicht liegen, so dass der Liniencharakter nicht sichtbar ist, manche Punkte zerstort
worden sind oder es nicht eindeutig erkennbar ist, an welchen Punkten die Linie ins iibergeordnete Netz eingehéingt
wurde. Beziiglich der Modellfehler gilt:

e Erfolgt die linienweise Umrechnung nicht entlang des originalen Messwegs, so kénnen die Modellfehler
der normalorthometrischen Hohen nicht vollstéindig beseitigt werden. Die Effekte werden dann durch die
linienweise Ausgleichung innerhalb des Festpunktfeldes verschmiert.

e Die grofiten Betridge der Modellfehler treten bei grofien Hohenunterschieden und rauhem Schwerefeld auf,
also im Gebirge. Da dort die Nivellementpunkte nicht flichenhaft sondern stark linienweise angeordnet sind,
ist es relativ leicht, den originalen Messweg zu rekonstruieren. In Gegenden mit dichteren Punktwolken, wie
z.B. Stadtgebieten, sind wiederum die Wegabhéngigkeitseffekte gering, so dass sich auch ein grob falsch
rekonstruierter Weg nicht wesentlich auswirken kann.

Im Vergleich mit den in Kapitel 3.2.2 untersuchten Fldchenpolynomen ist die linienweise Umrechnung eindeu-
tig vorzuziehen. Es entsteht durch linienweisen Anschluss an die Schleifen hoherer Ordnung ein konsistentes
Festpunktfeld und die Wegabhéngigkeitseffekte des alten Hohensystems konnen besser riickgéingig gemacht wer-
den. Deshalb werden die folgenden Untersuchungen ausschlielich mit der linienweisen Umrechnungsmethode
durchgefiihrt. Die anschliefende Fehlerfortpflanzung soll zeigen, welche Genauigkeitsanforderungen dabei an die
einzelnen Messelemente gestellt werden.

3.2.4 Fehlerfortpflanzung bei linienweiser Umrechnung
Die linienweise Umrechnung von normalorthometrischen zu Normalhdhen erfolgt entsprechend (3.11) nach
A

HY = HY° + DNH4 + Y DNR; + > _pi-(DNHg— DNH4 — > DNR). (3.15)
[ 7 E

Die Eingangsgrofien sind teilweise genau bekannt und liegen digital vor, teilweise miissen sie durch geeignete
Naherungswerte ersetzt werden. Im einzelnen sind das
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e die Normalhohen in den Anschlusspunkten an das iibergeordnete NivP—Feld (diese sind aufgrund der schritt-
weisen hierarchischen Berechnung bekannt),

e die normalorthometrischen Hohen in allen NivP (diese sind in den NivP—Nachweisen enthalten),

e die Lagekoordinaten der NivP (diese liegen ebenfalls in den NivP-Nachweisen vor, sind allerdings unter-
schiedlich genau),

e die Schwerewerte g bzw. die Freiluftanomalien Ag in den NivP (diese Werte liegen zwar digital vor, jedoch
nur an den SFP, nicht an den NivP; es ist deshalb eine geniigend genaue Interpolation zu wéhlen),

e die Nivellementhéhen An zwischen den NivP (diese sind wie beschrieben nicht ohne weiteres zugénglich,
kénnen aber in guter Niherung durch die Differenzen der bekannten H™° ersetzt werden) sowie

e der Messweg, d.h. die Punktfolge innerhalb einer Linie sowie die Linge der nivellierten Strecke (auch hier
stehen nur N#herungswerte zur Verfiigung).

Fiir die Kovarianzmatrix 3, einer beliebige Funktion y = f(x) gilt nach dem allgemeinen Fehlerfortpflanzungs-
gesetz
>, =F %, F. (3.16)

Darin ist F die Matrix der partiellen Ableitungen von f(z) nach den einzelnen Komponenten z; und F’ ihre
Transponierte. Die Dimension der Matrix

ox1 Oxa OxTpm
o [5) OTm
F = oo ‘ (3.17)
9fn Ofn ... Ofn
Oxq Oxo 0T m

wird festgelegt durch die Anzahl n der Nivellementstrecken und die Anzahl m der Eingangsargumente. Die
Funktion f(x) ist gegeben durch die rechte Seite von (3.15) oder, wenn man H}Y auf die linke Seite bringt, durch

E
DNHy = DNHy + Y DNR; + Y pi(DNHp—DNHs—Y DNR;). (3.18)
7 7 A

In dieser Gleichung kann man 3 voneinander unabhéngige Argumentgruppen unterscheiden, ndmlich

e die Systemdifferenzen DN H in den Anschlusspunkten (nur abhingig von den Anschlusshdhen in beiden
Systemen),

e die Reduktionsdifferenzen DN R entlang der Linie (abhiingig von den Schwereanomalien und den nivellierten
Héhenunterschieden) und

e die Gewichtsfaktoren p (abhingig von den Léngen der einzelnen Nivellementstrecken).

Diese 3 Gruppen lassen sich jeweils auf die elementaren Eingangsgrofien zuriickfithren, die als unkorreliert ange-
sehen werden koénnen. Die Systemdifferenzen DN H in den Anschlusspunkten errechnen sich aus den bekannten
Hohen in den beiden Systemen. Sie werden in der folgenden Fehleruntersuchung nicht weiter beachtet, da davon
ausgegangen wird, dass die Systemdifferenzen in den Anschlusspunkten an das iibergeordnete Festpunktfeld be-
kannt sind.

Die Reduktionsdifferenzen DN R enthalten Schwerewerte bzw. -anomalien, Nivellementhéhen und Normalschwe-
rewerte bzw. einen konstanten mittleren Niherungswert (vgl. Formel (3.14)). Falls Normalschwerewerte in den
NivP berechnet werden, kommen als weitere Eingangsgrofien die geographische Breite ¢ und die Normalhohe HY
hinzu. Die Gewichtsfaktoren werden berechnet aus den Streckenlingen ds der einzelnen Nivellementabschnitte.
Damit ergibt sich bei unkorrelierten Eingangsgrofien

YXpnu = Bas + ZBan + 5 + X, + g + 2 (3.19)

Der dritte Term in (3.19) beschreibt den Einfluss der Schwereanomalien. Dabei wird angenommen, dass die
Schwerewerte in den NivP z.B. durch Interpolation bekannt sind und daraus die Anomalien berechnet werden.
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Der “yp—Term* stellt den Fehlerbeitrag dar, der sich ergibt, wenn man in (A.6) den Normalschwerewert im Nenner
durch eine Konstante ersetzt.

Zur Genauigkeitsabschéitzung wurden die in Tabelle 3.4 fiir die verschiedenen Eingangsargumente angegebenen
Standardabweichungen verwendet. Sie wurden folgendermafien festgelegt:

e Strecken: Fiir die Standardabweichung o4s der Streckenléngen wurde die Differenz zwischen den wahren
und den aus den ebenen GK-Koordinaten berechneten Strecken verwendet. Die linke Spalte in Tabelle 3.4
entspricht einem RMS-Wert, die rechte Spalte gibt das Maximum der einzelnen wahren Differenzen an.

e Nivellementhohen: Statt der wahren Nivellementhohen wurden die Differenzen der bekannten HY° verwen-
det.

e Schwerewerte: Die Genauigkeit, mit der Schwerewerte an den NivP bestimmt werden konnen, hingt vom
Stiitzpunktabstand und der Rauigkeit des Schwerefelds ab. Zur Abschitzung werden Werte von 1 bzw.
10 mGal verwendet.

e Geographische Breite: Die Lagegenauigkeit der NivP ist stark unterschiedlich und reicht vom cm-Niveau
bis hin zu 4100 m (fiir graphisch ermittelte Koordinaten). Dieser maximale Fehler entspricht etwa einer
Genauigkeit von +3".

e Hohenwerte: Zur Bestimmung der Normalschwere ist streng genommen die NormalhShe der NivP notig,
da sich die Schwereanomalie auf das Telluroid beziehen soll. Stattdessen steht die normalorthometrische
Hohe zur Verfiigung. Die wahren Werte der linken Spalte sind die Systemdifferenzen, wie sie sich bei den
Berechnungen im Estergebirge ergaben (DHHN92 - DHHNS5). Da allerdings beziiglich DHHN12 grofiere
Differenzen auftreten, wurden iiberschlagsweise auch 10 cm verwendet.

e Normalschwere: Ersetzt man den Kehrwert der Normalschwere durch den konstanten Wert 0.102 m~! s2

(vegl. Kapitel A.1), so ergeben sich in jedem Punkt die angegebenen wahren Differenzen.

Die Ergebnisse der Fehlerfortpflanzung sind in Tabelle 3.5 enthalten. Zur Beurteilung sei beachtet, dass die Hohen
der NivP laut AdV (1992) auf volle mm angegeben werden (abgesehen von einigen Punkten 4. Ordnung, die nur
auf cm angegeben sind). Deshalb sind iiberschlagsmiflig nur diejenigen Werte wesentlich fiir die Genauigkeit der
Hohen, die bei mindestens 10tel mm liegen.

Die Werte in Tabelle 3.5 identifizieren eindeutig die Schwere g als Hauptfehlerquelle. Alle anderen Anteile liegen
unter dem genannten Niveau, so dass die dafiir verwendeten Nidherungen ohne Genauigkeitsverlust verwendet
werden konnen.

Mit Vorsicht zu genieflen ist allerdings der Fehlerbeitrag der Strecken ds. Die durchgefiihrten Berechnungen sagen
nur aus, dass die Lénge der tatséchlich nivellierten Strecke in guter Ndherung durch die aus den Koordinaten
der Endpunkte berechneten geradlinigen Verbindung ersetzt werden kann. Diese Aussage ist unabhéngig davon,
ob der dabei zugrundegelegte Messweg wirklich dem originalen Weg entspricht. Ist dies nicht der Fall, so kénnen

Tabelle 3.4: Standardabweichungen (jeweils linke Spalte) und maximale Werte (rechts) der einzelnen Parameter bei linienweiser
Umrechnung.

ds [m] An [mm] g [mGal] el"”] H [cm] 70 [mGal]
Schleife 1 150 / 1350 0.2/0.9 1/10 3 0.6 / 10 36 / 65
Schleife 2 50 /190 0.1/0.6 1/10 3 0.6 /10 29 / 48
Linie 3 200/ 710 1.2 /34 1/10 3 0.5/ 10 59 / 131
Linie 4 160 / 540 0.2/0.5 1710 3 0.2/ 10 28 / 47
Linie 5 330 / 1750 04/1.6 1/10 3 0.5/ 10 104 / 166
Linie 6 -/ - 0.5/1.8 1/10 3 1.8 /10 212 / 382

Tabelle 3.5: Maximaler Fehleranteil der Eingangsgréfen bei linienweiser Umrechnung in 1—10 mm.
Ods OAn og oy on [
Schleife 1 0.2 /0.2 0.0003 / 0.0005 09/91 0.07 0.002 / 0.028  0.001 /0.001
Schleife 2 0.1/0.1 0.0002 / 0.0003 0.4 /4.3 0.04 0.001 / 0.013  0.0005 / 0.0005
Linie 3 0.2/0.3 0.001 /0.001 1.8 /184 0.15 0.003 / 0.060 0.002 / 0.002
Linie 4 0.0/0.0 0.0001 / 0.0002 0.5/5.3 0.04 0.001 / 0.016  0.0004 / 0.0005
Linie 5 0.3/0.5 0.0002 / 0.0002 1.5/ 14.6 0.12 0.001 / 0.045 0.002 / 0.002

Linie 6 -/- 0.001 /0.001  2.6/26.3 0.21 0.014 /0.081  0.03 /0.04
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durchaus groflere Fehlerbeitriige im mm-Niveau auftreten (vgl. Kapitel 3.2.3). Bei sorgfiiltiger Zusammenstellung
einer Nivellementlinie (z.B. unter Einbeziehung alter Messunterlagen und topographischer Karten) ist jedoch
davon auszugehen, dass die rekonstruierte Punktfolge nicht wesentlich vom originalen Messweg abweicht. In
diesem Fall verbleibt dann tatsédchlich nur der Fehlerbeitrag der Schwerewerte.

Desweiteren sei noch angemerkt, dass die relativ geringen Anforderungen an die Normalschwerewerte auch zur
Folge haben, dass sich die Verwendung unterschiedlicher Referenzsysteme nicht auf die berechneten Hohenwerte
auswirkt. So ist es durchaus zulissig, dass bei Berechnung der HV° die Internationale Schwereformel INSF1930
Verwendung findet, wohingegen sich die Normalhchen auf das GRS80 beziehen und die entsprechenden Systemdif-
ferenzen in diesem System bestimmt werden. Fiir eine detaillierte Darstellung dieses Sachverhalts sei auf Kapitel
A.1 verwiesen.

Folgerung der Fehlerfortpflanzung ist, dass die linienweise Umrechnung mit den in den NivP-Nachweisen vorhan-
denen Daten und den daraus abgeleiteten Ndherungswerten mit ausreichender Genauigkeit durchgefiihrt werden
kann. Voraussetzung sind allerdings ausreichend genaue Schweredaten entlang der Nivellementlinien. Im Be-
reich des untergeordneten Festpunktfeldes miissen diese aus den flichenhaft verteilten SFP prédiziert werden.
Kernstiick der folgenden Untersuchungen ist daher die Auswahl eines moglichst einfachen Priadiktionsverfahrens
fir Schwerewerte. Um die Qualitdt der untersuchten Verfahren zu testen, werden neben empirischen Fehlern an
bekannten SFP auch statistische Fehlermafle angegeben. Besonderes Augenmerk bei der Qualitdtsanalyse der
Verfahren wird deshalb auf die Signifikanz der statistisch ableitbaren Werte gelegt.
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3.3 Verfahren und Qualitdt der Schwerepradiktion

In Bayern liegen entlang den Linien 1. Ordnung Schwerewerte in Abstéinden zwischen 1 km (Bergland) und
4 km (Flachland) vor. Hinsichtlich der in LEDERSTEGER (1969) angegebenen maximal zuldssigen Werte von
6 — 25 km (Flachland und Mittelgebirge) ist davon auszugehen, dass selbst ein sehr einfaches Priadiktionsverfahren
gute Ergebnisse liefert. Verwendung in den amtlichen Berechnungen fand die lineare Interpolation in einfachen
Bougueranomalien entlang der Nivellementlinien (sieche AdV, 1993). Eine dhnliche Situation liegt auch fiir die
NivP(2) vor, so dass auch hier, wie vom BLVA geplant, eine strenge Berechnung der Normalhshen erfolgen kann.
Innerhalb der Schleifen 2. Ordnung sind SFP jedoch nur noch in geringerer Dichte flichenhaft vorhanden. Lediglich
die Knotenpunkte 3. Ordnung, also die Anschliisse an das iibergeordnete Feld wurden gezielt gravimetriert. Zur
Bestimmung der Systemdifferenzen entlang rekonstruierter Nivellementlinien (siehe linienweise Umrechnung in
Kapitel 3.2.3) miissen aus diesen SFP Schwerewerte an den NivP(3) und NivP(4) pridiziert werden.

Unverzichtbarer Bestandteil ist hierbei die Qualitétsbeschreibung der erzielten Ergebnisse, da nur so gewéhrleistet
werden kann, dass die abgeleiteten Hohenwerte geniigend genau sind. Fiir die Pradiktion selbst stehen verschiedene
Methoden zur Verfiigung, deren Eignung von der Rauigkeit des Signals, der Stiitzpunktdichte und der gewiinschten
Pridiktionsgenauigkeit abhéingt. Im Hinblick auf die praktische Nutzung werden im Folgenden moglichst einfache
Verfahren untersucht. Leider sinkt aber mit der Einfachheit der Methoden auch deren Genauigkeit. Abhilfe lésst
sich hier durch geeignete Filtertechniken schaffen. Dabei wird das raue Signal vor der Pradiktion soweit gegléittet,
dass auch mit einfachen Verfahren gute Ergebnisse erzielt werden kénnen. Im Falle der Schwere geschieht dies
z.B. durch Verwendung von Schwereanomalien anstelle der Schwerewerte. Hierbei kénnen die bereits erwdhnten

o Freiluftschwereanomalien Agra = g — 7,

e cinfache Bougueranomalien Agpo = g — v — 2nGph, welche um den Einfluss der Topographie in Form einer
Bouguerplatte reduziert sind, oder auch

e topographisch verfeinerte Bougueranomalien Agrc = g — v — 2nGph + 6gT¢, die um den Einfluss der
vollstdndigen Topographie reduziert sind,

verwendet werden. Am FEnde dieses Kapitels folgt in Abschnitt 3.3.5 am Beispiel der Region Estergebirge eine
Darstellung der statistischen Eigenschaften der drei verschiedenen Anomalientypen. Eine nihere Beschreibung
zur Berechnung der Anomalien wird in Kapitel 4.4.2 gegeben.

3.3.1 Pradiktionsverfahren

Im Folgenden werden zur Schétzung von Schwerewerten nur lineare Prédiktionsverfahren untersucht, da bei
hohergradigen Interpolationen zwischen den Stiitzpunkten mit Ausschwingeffekten zu rechnen ist, die dem wahren
Signalverlauf nicht entsprechen (vgl. hierzu die Ergebnisse der FDF' in Kapitel 3.2.2). Die Grundgleichung linearer
Pridiktionsverfahren lautet nach HEISKANEN & MORITZ (1967)

Zp = Zap,i © Zis (3.20)

wobei Zp der geschitzte Funktionswert am Pradiktionspunkt P ist, z; der Wert am Stiitzpunkt ¢ und ap; der
Gewichtskoeflizient des Stiitzwertes z; bei Schitzung des Wertes zp. Die Gewichtskoeffizienten o werden durch
das gewahlte Pradiktionsverfahren festgelegt. Folgende Verfahren werden untersucht:

e lineare linienweise Interpolation: Als Stiitzwerte dienen hierbei nur die beiden innerhalb der Nivellementlinie
benachbart liegenden SFP j und k. In einem zweidimensionalen Raum, der durch den Punktabstand und die
Funktionswerte des Signals aufgespannt wird, liegt der Schétzwert auf der Verbindungsgeraden der beiden
Stittzwerte. Die Gewichtung erfolgt in Abh#ngigkeit der Distanzen sj; (zwischen den beiden Stiitzpunkten
j und k) und s;p (zwischen j und Berechnungspunkt P) nach

~ S4
Bp = 2 + (- 2) - 22 (3.21)
Sjk
bzw. wenn man nach Termen von j und k ordnet

. S; S;
Zp = ( —f)-zj + ﬁ-zk. (3.22)
j j

Daraus sind die Pradiktionskoeffizienten « leicht ersichtlich, ndmlich

P _ SiP
ap; = 1 "
o

ap; = 0 , fiiri #£ 4,k
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e lineare flichenhafte Interpolation: Grundlage ist hier eine mathematische Triangulation aus allen zur Verfiigung
stehenden Stiitzpunkten. Die Eckpunkte j,k und [ derjenigen Dreiecksmasche, in der der jeweilige Berech-
nungspunkt liegt, dienen als Stiitzwerte fiir die Interpolation.

Abbildung 3.5: Dreiecksvermaschung zwischen flichenhaft verteilten SFP.

In einem dreidimensionalen Raum, der durch die Lagekoordinaten und die Funktionswerte aufgespannt wird,
liegt der Schétzwert auf dem durch die Vermaschung festgelegten Polyeder. Die Koeffizienten « ergeben sich
zu

(xr —2p)(y — y&) — (yx — yp) (21 — x1)

PTGk — ) (i — yk) — (v — ) (@ — wp)
 (m—zp)(y; — ) — (y —yp)(z; —21)
T )y — ) — () (s — ) (8:24)
ap = Emwe)ye —v5) = (5 —ye) (@ — ;)
(zj — ) vk —y5) — (5 — ) (xk — 25)
ap;, = 0 ,fir i#jk,l.

o Kleinste-Quadrate—Prdidiktion (least—squares—prediction, LSP): Dieses Verfahren liefert den minimalen Schitzungs-
fehler. Um dies zu erreichen ist Information iiber das statistische Verhalten des Signals notig. Diese Infor-
mation liefert die Kovarianzmatrix C,. Nach HEISKANEN & MORITZ (1967) ergeben sich die Préadiktions-
koeffizienten zu

ap; = Cp;Cy, (3.25)

wobei C;;, die Kovarianz zwischen den Stiitzwerten und C;j, die Kovarianz zwischen Stiitzwert und Pradik-
tionswert beschreibt.

3.3.2 Pradiktionsgenauigkeit

Um die in Kapitel 3.2.4 dargestellte Fehlerfortpflanzung auf die berechneten Hohen anzuwenden, benétigt man
Information iiber den Schétzungsfehler der Schwereinterpolation. In diesem Zusammenhang ergeben sich folgende
Probleme:

1. Es besteht unmittelbar keine M&glichkeit, die Interpolationsgenauigkeit zu beurteilen. Lediglich in gravime-
trierten Punkten, die nicht als Stiitzstellen in die Pradiktion eingegangen sind, kann der wahre (empirische)
Fehler

€ = zp—2Zp (3.26)

berechnet werden. Dieser kann aber nicht ohne weiteres auf andere Punkte iibertragen werden, so dass
Fehlervarianzen nur sehr ungenau bekannt sind.

2. Aufgrund des Feldcharakters der Schwere und dem Schétzungsverfahren bestehen sowohl zwischen den
Schwerewerten als auch den Schétzungsfehlern an verschiedenen Punkten Korrelationen. Verwendet man

nur Fehlervarianzen, so vernachlissigt man diesen Umstand, was zu einer mangelhaften Fehlerfortpflanzung
fiihren kann.

Um die Fehlervarianzen und -kovarianzen in realistischem Mafle zu modellieren, ist Information iiber das sta-
tistische Verhalten des Signals notwendig. Weiss man z.B., dass ein Signal sehr glatt ist und nur eine geringe
Bandbreite an Funktionswerten aufweist, so ist der zu erwartende Fehler relativ klein. Ist das Signal hingegen
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rauer und die Bandbreite grofler, so ist auch mit entsprechend grofleren Fehlern zu rechnen. Steht diese Informa-
tion in Form einer Kovarianzfunktion zur Verfiigung, kann nach HEISKANEN & MORITZ (1967) die Berechnung
der Kovarianzmatrix Xpq der Priadiktionsergebnisse mit der Formel

EPQ = CPQ — OLIPZ-CQZ' - O/QiCPi + OLIPZ-CZ'kOLQk (3.27)

erfolgen. Setzt man in (3.27) die im letzten Abschnitt angegebenen Koeffizienten « ein, so ergibt sich die Genau-
igkeit der jeweiligen Priidiktionsverfahren. Zusammen mit der Fehlerfortpflanzung in (3.19) ermdoglicht dies eine
Qualitdtsanalyse der Hohensystemumstellung.

Die Ableitung einer fiir das jeweilige Priadiktionsgebiet realistischen Kovarianzfunktion ist relativ komplex. Sie
basiert auf mathematischen Voraussetzungen, die in der Praxis streng nicht erfiillt sind. Ein stérkeres Abweichen
der Realitét von diesen Voraussetzungen kann dazu fithren, dass iiberhaupt keine realistische Kovarianzfunktion
abgeleitet werden kann oder diese zumindest unzuverléssig ist. Die Verwendung der linenweisen oder der fléchen-
haften linearen Interpolation ist deshalb in der Praxis einfacher als die Anwendung der theoretisch optimalen
LSP, da fiir erstere Verfahren keine Kovarianzfunktionen bestimmt werden miissen. Diese werden nur fiir die
Qualitéitsanalyse der Verfahren nach (3.27) benétigt.

3.3.3 Bestimmung empirischer Kovarianzfunktionen

Betrachtet sei ein stochastisches, d.h. vom Zufall bestimmtes Si-
gnal, dessen Werte vollig regellos um den Mittelwert £ = 0 streu-
en. Da das Signal vollkommen zufillig ist, lassen sich keine Vor-
aussagen iiber den Signalwert an einer bestimmten Stelle machen.
Mit Hilfe statistischer Groflen aber kann ein mittleres Signalver-
halten beschrieben werden. Eine solche Grofle ist die Kovarianz
C. Sie gibt an, wie stark zwei Signalwerte an verschiedenen Stellen

des Definitionsbereichs miteinander korreliert sind (die Korrela- E_» ~— s
tion ist die auf den Wert 1 normierte Kovarianz). Erfiillt der das
Signal generierende Prozess die Bedingungen Abbildung 3.6: Kovarianzfunktion.

e Homogenitit (der Prozess ist invariant gegeniiber Transla-
tionen, d.h. die Kovarianz ist unabhéngig von der absoluten
Lage eines Punktpaares im Definitionsbereich) und

e Isotropie (der Prozess ist invariant gegeniiber Rotationen, d.h. die Kovarianz ist unabhéngig von der Rich-
tung der Verbindung eines Punktpaares),

so ldsst sich fiir den gesamten Definitionsbereich die Kovarianz als Funktion nur des Abstandes s zweier Punkte
angeben. Die Funktion lasst sich beschreiben durch die Varianz

C(s=0) = Cy, (3.28)

die Halbwertsbreite oder Korrelationslinge &, fiir die gilt
1
C(€) = 5 Co, (3.29)

sowie die Kriimmung im Scheitelpunkt. Die Varianz ist ein Maf} fiir die Grofle der Signalwerte, die Korrelati-
onsliange ist ein Maf fiir die Rauigkeit des Signals.

Im Allgemeinen bestehen Signale, wie z.B. Schwerewerte, aus einem deterministischen und einem stochastischen
Anteil. Ersterer ist mit Hilfe von analytischen Funktionen, z.B. der Normalschwereformel, an jeder Stelle im
Definitionsbereich streng berechenbar. Allerdings ldsst sich das Signal damit nicht exakt reproduzieren. Die ver-
bleibenden Residuen entsprechen im genannten Beispiel den Schwereanomalien. Diese enthalten Messfehler und
die von der analytischen Funktion nicht erfassten Signalanteile. Interpretiert man sie als Ergebnis eines Zu-
fallsprozesses, so kann man mittels einer Kovarianzfunktion ihr statistisches Verhalten beschreiben. Ob diese
Beschreibung giiltig ist und zu brauchbaren Ergebnissen fiihrt, hingt davon ab, wie gut der stochastische Anteil
die oben genannten, idealisierten Voraussetzungen Homogenitéit und Isotropie erfiillt.

Zur Bestimmung der Kovarianz C(s) eines gegebenen Signals seien alle n Beobachtungspaare x; und y; im Abstand
s betrachtet. Die Kovarianz C(s) berechnet sich dann nach (siehe z.B. RUMMEL, 1991b)

Cls) = %ny (3.30)

Zur Ableitung einer empirischen Kovarianzfunktion sind folgende Schritte auszufiihren:
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1. Bereitstellung von Stiitzwerten. Diese miissen sich im Definitionsbereich genéhert stochastisch verhalten
und zentriert sein.

2. Klassifikation der Stiitzwerte. Die Berechnung der Kovarianzen erfolgt nach (3.30) fiir genau einen Ab-
standswert s. Da in der Praxis kaum 2 Punktpaare den gleichen Abstand haben, fasst man mehrere Paare
in einer Abstandsklasse der Breite AAs zusammen.

3. Bestimmung einer analytischen Funktion. Den diskreten Produktmittelwerten der vorliegenden Klasse wird
ein funktionales Modell angepasst.

Berechnung der Stiitzwerte

Als Stiitzwerte dienen Freiluft- bzw. Bougueranomalien. Da diese z.T. relativ inhomogen sind, wird keine ein-
heitliche Kovarianzfunktion fiir ganz Bayern abgeleitet, sondern nur fiir kleinere Bereiche entsprechend den Kar-
tenbléttern der Topographischen Karte 1 : 25000 TK25. Dadurch bleibt gleichzeitig die Stiitzpunktanzahl be-
schrankt, was den Rechenaufwand reduziert. Eine derartige Einschrénkung des Definitionsbereichs kann zur Folge
haben, dass

- der Mittelwert des Signalausschnitts nicht 0 betragt,
- langwellige Trendfunktionen oder
- Korrelationen (z.B. die Hshenabhiingigkeit der Freiluftanomalien) deutlich werden,

so dass das Signal die Voraussetzungen Homogenitét und Isotropie nicht mehr erfiillt. Es kann dann nach (3.30)
keine sinnvolle Kovarianzfunktion abgeleitet werden. Im Prinzip hat man folgende Moglichkeiten der Handhabung:

- Man erweitert das deterministische Modell. Die analytische Funktion beschreibt dann immer feinere Signal-
strukturen und die Residuen verhalten sich zunehmend stochastisch. Auflerdem lisst sich dabei leicht dafiir
sorgen, dass das Signal zentriert wird.

- Man veréndert den Definitionsbereich. Bei Ausweitung des Bereichs steigt allerdings in der Regel die Varianz
und die abgeleitete Kovarianzfunktion wird weniger reprasentativ fiir das Signalverhalten im urspriinglichen
Gebiet. Bei Einschrankung des Bereichs ergibt sich der Nachteil, dass in jedem Subraum des urspriinglichen
Definitionsbereichs eine andere Kovarianzfunktion gilt.

- Man entwickelt eine neue Theorie z.B. auf der Basis an-isotroper Kovarianzfunktionen. Versuche in diese
Richtung wurden z.B. von TSCHERNING (1998) unternommen. Absicht dabei ist es, die Parameter der
Kovarianzfunktion in Abh#ngigkeit von der Richtung zwischen Berechnungs- und Stiitzpunkt zu variieren.
Dies erscheint verniinftig, da z.B. von einem Stiitzpunkt im Alpenvorland aus in Richtung zum Gebirge
hin die Varianz grofier und die Korrelationsléinge kiirzer ist, als in Richtung vom Gebirge weg. Dies ergibt
bei der Priidiktion realistischere Fehlermafie (der Fehler in Richtung Gebirge wird grofier sein als in der
Gegenrichtung), aber keine besseren Priidiktionsergebnisse.

In der vorliegenden Arbeit wird die erste Moglichkeit verwendet. Dabei wird aus den zunichst vorliegenden
Freiluftanomalien eine Trendfléiche geringer Ordnung bestimmt und die Stiitzwerte um diese reduziert. Dadurch
werden Verkippungen, die z.B. aus langwelligen Signalanteilen herriithren, beseitigt. Im einfachsten Fall ist dies
lediglich die Zentrierung auf den Mittelwert. Erweist sich das trendreduzierte und zentrierte Signal als nicht
geeignet, so wird der deterministische Anteil durch Verwendung von Bougueranomalien erweitert und erneut eine
Zentrierung und Trendreduktion durchgefiihrt.

Zentrierung

Ein stochastisches Signal das durch eine Kovarianzfunktion beschrieben werden kann, zeichnet sich dadurch aus,
dass die Signalwerte zuféllig um den Mittelwert £ = 0 streuen. Deshalb miissen zur Bestimmung einer geeigneten
Kovarianzfunktion die vorliegenden Stiitzwerte zentriert werden. Dabei ist darauf zu achten, dass der Mittelwert
tatséichlich représentativ fiir den Definitionsbereich ist. Bei Bestimmung des einfachen arithmetischen Mittels
z.B. kann eine dichte Stiitzpunktwolke dafiir sorgen, dass der Mittelwert der Stichprobe hin zu den Werten der
Punktwolke verschoben wird und damit deutlich vom Mittelwert der Grundgesamtheit abweicht. Er kann dann
nicht als repriisentativ angesehen werden und eine nach (3.30) abgeleitete Kovarianzfunktion ist Bias-behaftet.
Nach AssMUs & KRAUS (1974) strebt eine Kovarianzfunktion mit Bias M fiir grofler werdende Absténde s nicht
gegen 0, sondern gegen M?2. Wie wichtig ein reprisentativer Mittelwert ist, zeigt das in Abbildung 3.7 dargestellte
Beispiel aus dem Bereich der Allgduer Alpen.

Hier wurden Kovarianzen aus einfachen Bougueranomalien abgeleitet, wobei die Stiitzwerte systematisch verfalscht
wurden. Dies simuliert die Situation eines falschen Mittelwertes. Das linke Bild zeigt die Kovarianzen der zen-
trierten Stiitzwerte (Bias M = 0). In der Mitte und rechts wurde ein Bias M von 2 bzw. 10 mGal eingefiihrt. Es
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bestétigt sich die Verschiebung der Funktion um den in Assmus & KRrRAUS (1974) angegebenen Betrag. Auflerdem
geht auch der typische Verlauf einer Kovarianzfunktion mit zunehmender Verschiebung verloren.

Im Falle des SFP-Feldes in Bayern ergeben sich Probleme bei Bestimmung eines verlésslichen Mittelwertes, da
die Punkte sehr dicht vor allem entlang den Linien des iibergeordneten NivP-Feldes liegen. Um dem zu begegnen,
wird eine gewichtete Mittelbildung durchgefiihrt. Die Gewichte werden, ausgehend von einer mathematischen
Triangulation der Stiitzpunkte, proportional zu den jeden Punkt umgebenden Dreiecksflichen vergeben. Dadurch
werden SFP in dichten Punktwolken geringer gewichtet.

M = 0 [mGal] M =2 [mGal] M = 10 [mGal]
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Abbildung 3.7: Kovarianzen abgeleitet aus Stiitzwerten ohne (links) und mit Bias M.

Trendreduktion

Die Notwendigkeit einer Trendreduktion wird an Daten aus dem in Kapitel 3.4.1 ndher beschriebenen Testgebiet
Frankenwald gezeigt. Die Anomalien weisen dort eine deutliche Verkippung von Siidwest nach Nordost auf (vgl.
Abbildung 3.12). Es wurden Kovarianzfunktionen fiir zentrierte und trendreduzierte einfache Bougueranomalien
Agpo verglichen, wobei als Trendfunktion eine schiefe Ebene verwendet wurde.

Betrachtet seien zunéchst die einfach zentrierten Anomalien (obere Bildreihe in Abbildung 3.8). Die Stiitzwerte
sind deutlich nicht normalverteilt, d.h. die stochastischen Voraussetzungen sind nicht erfiillt. Die Kovarianzen
gehen fiir groffle Abstidnde nicht gegen null. Stattdessen ist die Funktion nahezu punktsymmetrisch zum Null-
durchgang. Dies bedeutet, dass sehr weit entfernte Punkte deutlich negativ miteinander korreliert sind, was dem
Verlauf einer schiefen Ebene entspricht. Die Kovarianzfunktion beschreibt also im Wesentlichen den Trend, d.h.
eine deterministische Funktion. Der eigentlich interessante stochastische Anteil entspricht den Abweichungen der
Stiitzwerte von diesem Trend.

Verwendet man statt der originalen Anomalien die nach Reduktion um eine schiefe Ebene entstehenden Resi-
dualanomalien, so erhilt man die in Abbildung 3.8 (untere Reihe) dargestellten Ergebnisse. Die schiefe Ebene
wurde durch vermittelnde Ausgleichung bestimmt. Die empirischen Kovarianzen gehen nun gegen Null bzw. os-
zillieren um die x-Achse. Auch die Anomalien selbst zeigen keine auffilligen Strukturen und die Verteilung dhnelt
einer Normalverteilung. Dies zeigt, wie wichtig die Trendreduktion ist, um die stochastischen Voraussetzungen zu
schaffen und eine sinnvolle Kovarianzfunktion abzuleiten.

Im Prinzip kénnen dabei beliebige Trendfunktionen verwendet werden. Es muss dann aber streng darauf geachtet
werden, dass zur Prédiktion die Stiitzwerte um denselben Trend reduziert werden. Die Berechnung muss in
folgender Reihenfolge ablaufen (ein derartiges Vorgehen wird allgemein mit remove—restore bezeichnet):

1. Reduktion der Stiitzwerte um die Trendfunktion, die auch bei Ableitung der Kovarianzfunktion verwendet
wurde,

2. Préadiktion an den Neupunkten und
3. Riickgangigmachung der Reduktion durch Beriicksichtigung der Trendfunktion in den Neupunkten.

Die vorliegende Arbeit dient der Bewertung linearer Interpolationsverfahren. Absicht ist, dass in der spéteren
Anwendung ohne vorausgehende Reduktion irgendeiner Trendfliche direkt aus den vorliegenden Stiitzwerten
interpoliert werden kann. Deshalb ist es im vorliegenden Fall nicht zuléssig, zur Ableitung der bendtigten Ko-
varianzfunktionen Trendfunktionen von hoherer als linearer Ordnung zu verwenden. Die Qualititsanalyse wire
ansonsten gegeniiber der spiteren Praxis zu optimistisch. In den Regionen, in denen es nicht mdoglich ist, bereits
durch Reduktion eines linearen Trends ein stochastisches Signalverhalten zu erreichen, muss das Signal zusétzlich
gefiltert werden, d.h. es miissen als Stiitzwerte fiir die Schwerepradiktion Bougueranomalien statt Freiluftanoma-
lien verwendet werden (siehe Kapitel 3.3.5).

Anpassung eines Funktionalmodells

Nach Bestimmung der empirischen Kovarianzen wird den diskreten Werten ein funktionales Modell angepasst.
Damit kénnen Kovarianzen fiir beliebige Abstéinde berechnet werden. Sinnvolle Ergebnisse ergeben sich im Rah-
men der anschliefenden Fehlerfortpflanzung (3.16) nur dann, wenn alle Diagonalelemente von X, positiv sind.
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Abbildung 3.8: Einfache Bougueranomalien in mGal (links), Histogramm (Mitte) und Kovarianzfunktion (rechts) im Testgebiet
Frankenwald; obere Reihe: aus einfach zentrierten Stiitzwerten, untere Reihe: nach Reduktion einer schiefen Ebene.

Anderenfalls sind die Standardabweichungen keine reellen Groflen. Um dies zu gewéihrleisten, muss die Kovari-
anzmatrix 3, der Variablen = positiv definit sein (siche HOPKE, 1980). Deshalb sollten als Kovarianzfunktionen
nur Modelle verwendet werden, die zu solchen Matrizen fiihren. Geeignete Funktionen sind nach MORITZ (1980)
z.B. das

- Ezxponentialmodell
C(s) = Cp - e~ 2@, (3.31)

mit den Parametern Varianz Cy und Korrelationslange £ oder das

- Hirvonenmodell 5

§

das zusétzlich noch vom Kriimmungsparameter p abhingt. Dieser ist ein Maf} fiir den Kriimmungsradius
der Funktion im Nullpunkt. Grofles p bedeutet einen groflen Kriimmungsradius. Die Funktion verlduft dann
anfangs relativ flach, konvergiert aber ab ihrem Wendepunkt relativ schnell gegen 0. Ein kleiner Wert fiir p
hingegen ldsst die Funktion relativ steil beginnen und sehr langsam konvergieren.

C(s) = Co- (1+ (27 —1)(2)%)77, (3.32)

Die Modellparameter konnen entweder im Rahmen einer vermittelnden Ausgleichung oder durch graphische
Anpassung an die empirischen Varianzen bestimmt werden.

3.3.4 Qualitdat empirischer Kovarianzfunktionen

Nach MoRITZ (1980) setzt sich die Kovarianzmatrix der Beobachtungen {
Cy=Cyu+Chpp (333)

zusammen aus dem Signalanteil Cy; und dem Beitrag der Messfehler C,,,. Demnach setzt sich die empirische
Varianz
of = ol +o2 (3.34)

der Beobachtungen zusammen aus der Signalvarianz o7 und der Varianz des Messfehlers 2. Die Varianz o?

entspricht der Varianz Cy des angepassten Funktionalmodells und ist nach (3.34) in der Regel kleiner als die aus
allen Stiitzwerten berechnete empirische Varianz 0'l2. Wird zur Pridiktion die Diagonalmatrix! C,,,, beriicksichtigt,
so lassen sich die Messfehler an den Stiitzpunkten herausfiltern. Man erhélt somit eine geglittete Version des
beobachteten Signals.

In vielen Féllen wird es allerdings vorkommen, dass der Filterbetrag o,, deutlich grofier als der erwartete Messfehler
ist. Er enthélt dann zusétzlich hochfrequente Signalanteile. Das Signal verhilt sich in diesem Fall nicht stocha-
stisch und kann nicht durch eine Kovarianzfunktion beschrieben werden. Bestimmt man trotzdem eine Kovari-
anzmatrix entsprechend Gleichung (3.33), so liefert die Priadiktion nur eine stark geglittete Version des Signals.
Die Qualitdtsanalyse wird in diesem Fall deutlich zu optimistisch ausfallen, da die Differenzen zwischen wahrem
und geglittetem Signal die nach Gleichung (3.27) theoretisch abgeleiteten Fehler iiberschreiten kann. Hierzu sei
folgendes Beispiel gegeben:

1Die Messfehler werden als unkorreliert betrachtet, so dass die Matrix Chry, Diagonalgestalt annimmt.
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Abbildung 3.9: Bougueranomalien aus der Region Pfaffen-
hofen a.d. Ilm (links) und aus dem Voralpenland siidlich
Murnau (rechts).

Abbildung 3.10: Empirische Kovarianzen. Die Varianz 012
ist mit einem Kreis gekennzeichnet.

Betrachtet werden einfache Bougueranomalien aus unterschiedlichen Bereichen Bayerns (siehe Abbildung 3.9).
Das linke Signal weist einen zufélligen Charakter ohne irgendwelche Besonderheiten auf, wohingegen im rechten
Signal an einigen Stellen deutliche Abweichungen davon zu erkennen sind. Es handelt sich hier um wenige SFP,
die zwischen Nivellementschleifen 1. und 2. Ordnung an topographisch exponierten Stellen liegen. Hier zeigen sich
Signalanteile der Topographie, die aufgrund der geringen Stiitzpunktanzahl zwischen den Schleifen nur als eine
Art “Ausreifler in Erscheinung treten. Eine glattere Version des Signals, bei der diese Punkte unberiicksichtigt
bleiben, weist stochastisches Verhalten auf. Das unterschiedliche stochastische Verhalten ist an den abgeleiteten
Kovarianzen deutlich zu erkennen (siche Abbildung 3.10). Links kann das Signal durch die Kovarianzfunktion fast
génzlich beschrieben werden. Rechts hingegen représentiert die Funktion nur das geglédttete Signal. Ihre Varianz
betriagt Cy = 20 mGal?, die empirische Varianz hingegen ‘752 = 50 mGal?. Schrinkt man den Definitionsbereich ein,
indem man die “Ausreifler” entfernt, so verdndert sich der Verlauf der Funktion nur unwesentlich, die empirische
Varianz aber sinkt dann auf den Wert Cj des analytischen Modells. Prédiziert man nun Werte des gegléitteten
Signals an den topographisch exponierten Stellen zwischen den Schleifen, so kénnen dort Abweichungen zum
wahren Signal von bis zu 30mGal auftreten. Der theoretisch berechenbare Fehler wird jedoch bei maximal o =
v/Cy = 4.5 mGal liegen und ist damit deutlich zu klein. Dieses Problem tritt oft bei Freiluft- und einfachen
Bougueranomalien in den Alpen und zum Teil auch bei Freiluftanomalien in den Mittelgebirgen auf. Hier erweist
sich die Punktverteilung im SFP-Feld hinsichtlich der Ableitung einer empirischen Kovarianzfunktion als relativ
ungiinstig. Die vor allem entlang den Nivellementlinien 1. und 2. Ordnung angeordneten SFP liegen in Bereichen
mit relativ glattem Signalverlauf, wie z.B. in Gebirgstélern. Dies ist durch die hohen Genauigkeitsanforderungen
an das iibergeordnete NivP-Feld begriindet. Dazwischen liegen zur Verdichtung des SFP-Feldes relativ wenige
Punkte in einem Bereich mit rauerem Signalverhalten.

Dieses Beispiel zeigt, dass eine empirisch bestimmte Kovarianzfunktion nicht bedenkenlos verwendet werden
kann. Besonders wichtig ist die Wahl einer reprisentativen Kovarianzfunktion im Rahmen der hier beabsichtigten
Fehleruntersuchung, da sich die Qualitdt der Kovarianzfunktion deutlicher auf die prédizierten Genauigkeiten
als auf die Priidiktionsergebnisse selbst auswirkt (sieche MORITZ, 1976). In jedem Fall ist deshalb zu priifen,
ob die Funktion tatséichlich reprisentativ fiir den Definitionsbereich ist. Dies kann etwa durch Prédiktion an
verschiedenen Stiitzstellen geschehen. Dort kann dann die Differenz zwischen wahrem und préadiziertem Wert mit
der errechneten Pradiktionsgenauigkeit verglichen werden. Zur Kontrolle werden die in der Fehlerlehre iiblichen,
an die Normalverteilung gekoppelten Grenzmafle verwendet (siehe z.B. HOPKE, 1980). Eine Kovarianzfunktion
wird demnach als reprisentativ angesehen, wenn die Differenz zwischen empirischem Fehler d (Differenz zwischen
wahrem und prédiziertem Wert) und theoretischem Pridikitonsfehler o nicht signifikant ist, d.h. wenn gilt

|d|
|d|

30 ,in 99.7% und

<
< o ,in 67% aller Félle.

(3.35)

Ist die Differenz zwischen beiden Fehlern jedoch signifikant, so wird die Kovarianzfunktion nicht als reprisentativ
fiir das entsprechende Signal angesehen. Die Qualitétsanalyse fithrt dann auf Ergebnisse, die zu optimistisch sind
und es kénnen auch Fehler auftreten, die grofler sind als die theoretisch berechneten.

3.3.5 Beispiel Estergebirge

Wie bereits angesprochen sind die zur Ableitung empirischer Kovarianzfunktionen notwendigen Bedingungen
(Isotropie und Homogenitét) nicht immer erfiillt und die Pradiktionsfehler kénnen die theoretisch abgeleiteten
Mafle iibersteigen. Im Folgenden sollen am Beispiel des Testnetzes Estergebirge empirische Kovarianzfunktionen
bestimmt und bewertet werden. Dabei werden als Signal neben Freiluftanomalien auch die bereits zu Beginn von
Kapitel 3.3 genannten einfachen und topographisch verfeinerten Bougueranomalien Aggo und Agrc verwendet.
Im Rahmen der Hohensystemumstellung ersetzen die Bougueranomalien nicht die Freiluftanomalien, die in den
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Formeln (3.11) und (3.14) zur Berechnung der Systemdifferenzen benétigt werden. Die Bougueranomalien werden
nur dann verwendet, wenn sie eine hohere Pridiktionsgenauigkeit fiir die Freiluftanomalien erméglichen. Deren
Bestimmung erfolgt dann in folgenden Schritten (remove—restore):

1. Berechnung der Geldndewirkung an den SFP und Reduktion der Freiluftanomalien zur Bestimmung der
Bougueranomalien (im Falle von einfachen Bougueranomalien entspricht die Gelindewirkung nur der Wir-
kung einer ebenen Bouguerplatte, im Falle topographisch verfeinerter Anomalien muss die Wirkung der
gesamten Topographie reduziert werden),

2. Priadiktion von Bougueranomalien an den NivP und

3. Anbringen der Geldndewirkung in den NivP, um aus den pridizierten Bougueranomalien wieder Freiluftan-
omalien zu bestimmen.

Dieses Vorgehen erhoht die Pradiktionsgenauigkeit, da die Bougueranomalien einen deutlich glatteren Verlauf und
ein stochastischeres Verhalten als die Freiluftanomalien aufweisen (siehe Abbildung 3.11). Letztere sind deutlich
mit der Punkthohe korreliert. Die einfachen Bougueranomalien sind um diesen Effekt im wesentlichen reduziert,
wobei an topographisch exponierten Stellen (Bergspitzen, Kédmme, ...) noch relativ groe Funktionswerte erhalten
bleiben. Die einfache Bouguerplatte approximiert dort das Geldnde nur unzureichend. Wird das deterministische
Modell erweitert, indem das vollstindige Gelinde modelliert wird, so ist das Restsignal (die verfeinerten Anoma-
lien Agrc) nahezu normalverteilt.
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Abbildung 3.11: Signal (links), Histogramm (Mitte) und Kovarianzen fiir Agp a (oben), Agpo (Mitte) und Agrc (unten).

Den empirischen Varianzen wurden Funktionen nach dem Exponentialmodell und im Fall der einfachen Bou-
gueranomalie auch nach dem Hirvonenmodell angepasst. Dieses hat eine deutlich h6here Varianz, was an den
topographisch exponierten Stellen zu einer besseren Anpassung an das wahre Signalverhalten fiithrt. Die Glattung
des Signals zeigt sich beim Vergleich von empirischer und analytischer Varianz. Der Filterbetrag o, reduziert
sich von den Freiluftanomalien iiber die einfachen bis hin zu den verfeinerten Bougueranomalien von 10 mGal auf
6 mGal (Exponentialmodell) und schlieBlich auf nur noch 2 mGal.

Neben den SFP des BLVA liegen im Estergebirge auch die Schweremessungen des IAPG vor. Um die Funktionen
aus Tabelle 3.6 zu bewerten wurden aus den SFP an den Stellen der IAPG-Punkte Schwerewerte pradiziert und
die empirischen Fehler bestimmt. Der Vergleich mit den theoretischen Prédiktionsfehlern ergab:

- Freiluftanomalien: Die empirischen Fehler betrugen maximal 80 mGal, der theoretische Fehler maximal
32 mGal. Die in (3.35) angegebenen Fehlerschranken wurden nicht {iberschritten und die Kovarianzfunktion
damit als repriasentativ bewertet.

Tabelle 3.6: Parameter verschiedener Kovarianzmodelle.

Anomalien o7 [ mGal?] Cp [ mGal?] ¢ [ km] P
Agra 1128 1018 2.1 -
Agpo 64 30 1.7 -
Agpo 64 54 06 0.5

Agrc 24 18 3.3 -
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- FEinfache Bougueranomalien: Im Signal treten grole Werte wesentlich seltener auf als bei Freiluftanomalien,
wodurch die Signalvarianz gegeniiber diesen maximalen Werten zu klein ausfillt. Dies fithrte an einigen
Punkten zu einer zu optimistischen Fehlerschéitzung. Selbst bei Verwendung des Hirvonen-Modells lagen
nur 95 % der Punkte innerhalb der 30-Grenze. Die Funktion wurde deshalb als nicht repréisentativ bewertet.

- Verfeinerte Bougueranomalien: Hier lag der maximale empirische Fehler bei 13 mGal, der theoretische bei
gut 4 mGal. Die Fehlerschranken (3.35) konnten eingehalten und die Kovarianzfunktion als repréisentativ
eingestuft werden.

Dies zeigt, dass empirische Kovarianzfunktionen nicht bedenkenlos zur Ableitung theoretischer Fehlermafle ver-
wendet werden kénnen. Die Eignung eines Signals hingt dabei, wie zuvor beschrieben, von den Eigenschaften
Homogenitét und Isotropie ab. Im vorliegenden Signalausschnitt ist die Varianz der Freiluftanomalien so hoch,
dass die noch enthaltenen deterministischen Anteile sozusagen untergehen und die Kovarianzfunktion statistisch
verlassliche Werte liefert. Trotzdem konnen die Funktionswerte nicht als stochastisch betrachtet werden, da die
Werte nicht normalverteilt sind (siehe Histogramm in Abbildung 3.6). Die beiden anderen Signaltypen, nimlich
die einfachen und die topographisch reduzierten Bougueranomalien erfiillen die Eigenschaft der Normalverteilung
wesentlich besser. Jedoch sind im vorliegenden Ausschnitt noch mehrere Punkte in topographisch exponierter
Lage enthalten, so dass die Varianz der einfachen Bougueranomalien insgesamt relativ klein ist, aber an die-
sen Stellen die empirischen Interpolationsfehler die theoretischen deutlich iibersteigen. An solchen Stellen, ist es
geeignet, topographisch reduzierte Bougueranomalien zu verwenden. Hierauf wird in Kapitel 3.4.2 ndher einge-
gangen. Aus den gezeigten Ergebnissen sollte jedoch nicht geschlossen werden, dass Freiluftanomalien besser zur
Interpolation geeignet sind als einfache Bougueranomalien. Die Varianz der Freiluftanomalien ist um ein Vielfa-
ches hoher, so dass genau das Gegenteil der Fall ist. Die Untersuchung zeigt jedoch, dass empirisch abgeleitete
Kovarianzfunktionen an manchen Stellen zu unrealistischen Fehlerbeschreibungen fithren kénnen.



32 3 Hohensystemumstellung

3.4 Genauigkeit der Hohensystemumstellung in Bayern

Die Umstellung des bayerischen Hohenfestpunktfelds (Hierarchiestufen 3. und 4. Ordnung) kann, wie in Kapitel
3.1.3 gezeigt, unter Riickgingigmachung der Modellfehler der normalorthometrischen Héhen durch linienweise
Umrechnung entsprechend Gleichung (3.11) erfolgen. In Kapitel 3.2.4 wurde die Schwere als ausschlaggebender
Faktor fiir die Genauigkeit der so abgeleiteten Normalhthen identifiziert. Verfahren zur Priadiktion von Schwere-
werten an den NivP wurden in Kapitel 3.3 dargestellt. Insgesamt erfolgt die Umrechnung von normalorthometri-
schen Hohen auf Normalhohen innerhalb einer Schleife 1. oder 2. Ordnung in folgenden Schritten:

1. Zusammenstellung der NivP(3) bzw. NivP(4) zu einer Nivellementlinie.

2. Préadiktion der Schwere an den NivP, wobei die flichenhaft verteilten SFP als Stiitzpunkte der Pradikti-
on dienen (lineare Interpolation in Dreiecksmaschen; alternativ kann auch eine linienweise Interpolation
erfolgen).

3. Linienweise Berechnung der Systemdifferenz entsprechend Gleichung (3.11), wobei die Anschlusshohen an
das Festpunktfeld 1. und 2. Ordnung festgehalten werden.

Im Folgenden soll an den beiden Testregionen Frankenwald und Estergebirge die Genauigkeit der linienweisen
Hohenumrechnung in Bayern dargestellt werden. Da die Pradiktion der Schwerewerte an den NivP der aus-
schlaggebende Faktor fiir die Genauigkeit ist, wird die durchgefiihrte Fehlerfortpflanzung auf den Beitrag X,
der Schwerepriadiktion beschrinkt. Die restlichen Fehlerbeitrige werden vernachlissigt. Als Bewertungskriterien
dienen die aus den amtlichen Fehlergrenzen fiir das NivP-Feld abgeleiteten maximal zulédssigen Fehlerbeitrige
entsprechend Tabelle A.3. Diese Mafle gelten fiir unausgeglichene reduzierte Hohenunterschiede. Deshalb wurden
auch im Rahmen der Fehlerfortpflanzung unausgeglichene Hohen verwendet, die auf Hohendifferenzen pro v/km
umgerechnet wurden.

Da Schwerewerte nicht in die Berechnung der normalorthometrischen Héhen eingehen, entspricht der Fehler der
Systemdifferenzen DN H demjenigen bei direkter Neuberechnung von Normalhdhen. Die abgeleiteten Aussagen
gelten somit sowohl fiir die Umrechnung vom alten ins neue System nach Gleichung (3.11) (also fiir die 3. und
4. Ordnung des NivP-Feldes), wie auch fiir die Neuberechnung von Normalhéhen nach (3.10) (also fiir die 1. und
2. Ordnung).

Das Testgebiet Frankenwald weist in Bayern, mit Ausnahme des Alpenbereichs, die grofiten Variationen im
Schweresignal auf. Die beiden gew&hlten Regionen kénnen deshalb als worst case Szenarien verstanden werden.
Liefert die Schwereprédiktion fiir die Hohenberechnung in diesen Regionen geniigend genaue Ergebnisse, so ist
dies auch im restlichen Bayern der Fall. Die Priadiktion wurde in Freiluft- und einfachen Bougueranomalien
durchgefiihrt. Letztere weisen (bis auf wenige Extrempunkte im Alpenbereich) in ganz Bayern ein sehr glattes
Verhalten auf, wohingegen die Freiluftanomalie in den Alpen und Mittelgebirgen deutlich mit der Topographie
korreliert ist. Im Bereich Estergebirge wurden zusétzlich topographisch verfeinerte Bougueranomalien verwendet.
Die Berechnung der an den NivP benétigten Freiluftanomalien erfolgt dabei entsprechend den in Kapitel 3.3.5
angegebenen Schritten.

Tabelle 3.7: Empirische Varianzen [mGal?].

Region O'QAQFA 0'2AgBo
Alpenbereich 1400 160
Bayern ohne Alpen 123 42
Frankenwald 698 219

3.4.1 Beispiel Frankenwald

Das Testgebiet Frankenwald liegt im Bereich der TK25 Nr. 5835. Es wurden die in den Datenséitzen des BLVA
vorhandenen SFP und NivP verwendet. Zur Ableitung der empirischen Kovarianzfunktionen der Schwereanoma-
lie wurden zusétzlich SFP aus den direkt angrenzenden TK25-Kartenblidttern verwendet. Aufgrund der hohen
Varianz des Schweresignals in dieser Region (siche Tabelle 3.7) wurden dort auch vom BLVA Testrechnungen zur
Interpolation von Schwerewerten durchgefiihrt.

Aus den NivP wurde mit Hilfe der Ubersichtskarte Die Nivellements 1. bis 3. Ordnung in Bayern (Mafistab
1 : 500000) die in Abbildung 3.12 dargestellten Nivellementlinien zusammengestellt. Die Umrechnung von nor-
malorthometrischen Héhen in Normalhshen erfolgt nach Gleichung (3.14) entlang diesen rekonstruierten Linien.
Die Lénge der Linien liegt zwischen 6 km und 15 km, ihr Héhenverlauf zwischen 300 m und 600 m. Die Bezeichnung
der Linien erfolgt entsprechend der Hierarchiestufe, wobei die erste Ziffer die Ordnung der Nivellementlinie angibt
(Linie 32 , z.B., ist demnach eine Linie 3. Ordnung).
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Abbildung 3.12: Simulierte Nivellementlinien (links) und Bougueranomalien (rechts) im Testnetz Frankenwald. Mit “.“ gekennzeichnet
sind NivP, “o“ bedeutet SFP.

Die Ergebnisse der Schwerepridiktion (flichenhafte lineare Interpolation in Dreiecksmaschen) und die daraus
folgende Genauigkeit der Normalhthen sind in Tabelle 3.8 enthalten. Der Vergleich zwischen linearer Interpola-
tion und LSP dient als zusétzlicher Anhaltspunkt fiir die Giite des Pradiktionsverfahrens. Zur Bestimmung der
empirischen Kovarianzfunktion wurden die Anomalien um eine schiefe Ebene reduziert. Die maximalen Fehler
liegen unter den in Tabelle A.3 angegebenen Werten. Daraus folgt, dass die lineare Interpolation geniigend genaue
Ergebnisse liefert. Dies gilt sowohl fiir die Berechnung mit einfachen Bougueranomalien als auch mit Freiluftan-
omalien. Dabei zeigt sich, dass eine wesentliche Genauigkeitssteigerung durch die Glittung des Signals (Ubergang
von Freiluft- auf Bougueranomalien), nicht jedoch durch die Wahl des Prédiktionsverfahrens (LSP statt linearer
Interpolation in Dreiecksmaschen) erzielt werden kann. Der erhdhte Aufwand zur Bestimmung einer Kovarianz-
funktion im Falle der LSP ist somit gegeniiber einer einfachen linearen Interpolation nicht gerechtfertigt. Da die
Berechnung der Bougueranomalien nicht aufwendiger als die Berechnung von Freiluftanomalien ist, wird im Hin-
blick auf Genauigkeit und Einfachheit des Verfahrens die lineare flichenhafte Interpolation (Dreiecksvermaschung)
in einfachen Bougueranomalien empfohlen.

Betrachtet man Abbildung 3.12, so erkennt man, dass der Verlauf der einfachen Bougueranomalien im wesentli-
chen einer schiefen Ebene entspricht. Die hohe Signalvarianz in dieser Region ist hauptséichlich auf diesen Effekt
zuriickzufiithren. Die aus trendreduzierten Anomalien abgeleiteten Varianzen sind mit Cy(Agpa) = 112 mGal?
und Cy(Agpo) = 29 mGal? deutlich kleiner (vgl. Tabelle 3.7). In verschiedenen anderen Gebieten in den Mittelge-
birgsregionen Rhon, Spessart, dem restlichen Fichtelgebirge und dem Bayerischer Wald treten in den trendredu-
zierten Anomalien durchaus gréfiere Varianzen auf. Die Werte erreichen dort bis zu Co(Agra) = 284 mGal? bzw.
Co(Agpo) = 56 mGal?. Da zudem die SFP-Verteilung im Testgebiet Frankenwald relativ dicht und damit nicht
reprasentativ fiir das restliche Bayern ist, wurde ein zusétzliches worst case-Szenario simuliert. Dazu wurden die
bisherigen Berechnungen mit verringerter SFP-Dichte und einer Kovarianzfunktion mit erhdhter Signalvarianz
erneut durchgefiihrt. Dadurch erhchen sich die theoretisch abgeleiteten Interpolationsfehler. Diese erreichten im
Falle der Bougueranomalien Werte von 3 mGal, was maximale Fehler in den Hohenunterschieden von 0.9 mm/+/km
bewirkt. Auch dies ist ausreichend genau. Im Fall der Freiluftanomalien wurden dann jedoch Fehler bis zu 13 mGal
bzw. 4 mm/+/km erreicht. In diesen Fillen ist die Freiluftanomalie nicht geeignet. Dies bestitigt die oben getroffene
Empfehlung zur Verwendung von Bougueranomalien.

Zur Auswahl des Pradiktionsverfahrens sei noch auf die Testrechnungen am BLVA eingegangen. Dabei diente zur
Pridiktion der Schwere an den NivP die LSP aus trendbereinigten Bougueranomalien Agpo. Trendfunktion war

Tabelle 3.8: Maximale Fehler aus linearer Schwereinterpolation an den NivP sowie resultierende NormalhShenfehler. In Klammern
jeweils das Ergebnis bei LSP.

Niv. Linie Freiluftanomalien Bougueranomalien
og[mGal] oap~N[mm/vkn] og4[mGal] oAy~ [mm/vkn]

Linie 11 7.8 (6.0) 0.4 (0.3) 2.4 (1.9) 0.1 (0.1)
Linie 21 7.4 (6.2) 0.8 (0.7) 2.8 (2.0) 0.3 (0.2)
Linie 31 7.7 (6.0) 0.9 (0.8) 2.4 (2.1) 0.3 (0.1)
Linie 32 7.7 (6.3) 0.5 (0.4) 2.5 (2.1) 0.2 (0.1)
Linie 41 8.0 (6.4) 0.4 (0.3) 3.3 (2.2) 0.2 (0.1)
Linie 42 8.3 (6.4) 0.1 (0.1) 5.2 (2.2) 0.0 (0.0)
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auch hier eine schiefe Ebene. Als Kovarianzfunktion wurde die reziproke Abstandsfunktion

S

(3.36)

Smaaz

verwendet. Darin ist s,,4, der Abstand, an dem die Kovarianz gerade 0 betrdgt. Aus Mangel an einer empirischen
Kovarianzfunktion konnte am BLVA die Qualitéit der Berechnungen nicht bestimmt werden. Deshalb wurde im
Rahmen der vorliegenden Arbeit ein Vergleich mit der LSP mit empirischer Kovarianzfunktion wie auch mit der
linearen flichenhaften Interpolation durchgefiihrt. Die Losung des BLVA wurde als LSPgyya bezeichnet.
Abbildung 3.13 zeigt, dass die Verfahren nicht signifikant voneinander abweichen. Vor allem die lineare flichenhafte
Interpolation und die LSPgyya sind sich sehr dhnlich, da zur Pridiktion die lineare Kovarianzfunktion (3.36)
verwendet wurde. Damit ist die zuvor getroffene Aussage bzgl. des giinstigsten Verfahrens bestétigt. Die LSP
kann in diesem Bereich durch eine lineare Interpolation ersetzt werden. Allerdings fallen auch einige Ausreifler
auf, an denen die Abweichungen bis 3 o erreichen. Ein Vergleich mit den in Tabelle 3.8 errechneten Werten zeigt,
dass auch bei Werten dieser Gréflenordnung die amtlich zuléssigen Fehlergrenzen nicht iiberstiegen werden.

LSP = LSPg ya LSP - lin. Interpol. lin Interpol. = LSP |,
5 5 5
I R I A I SNV
© . 2 o _-' ° x -f\_)l:.“'-'_ -l'- .._", o o . w'
R T RAC N P s O s iy O R gt i
S 1 R RUE. Bt A R B SR XX o s
i : . R e e 2
-5 -5 : -5
0 100 200 0 100 200 0 100 200

Abbildung 3.13: Differenz verschiedener Prédiktionsverfahren und ihre Genauigkeit (gestrichelte Linie).

3.4.2 Beispiel Estergebirge

Als zweite Region wurde das bereits in Kapitel 3.2 beschrie- 5275
bene Testnetz Estergebirge verwendet. Da hier auch im Fall
der einfachen Bougueranomalien mit einem relativ rauen
Signalverhalten zu rechnen ist, wurden zusétzlich topogra-
phisch verfeinerte Bougueranomalien verwendet. Die Ko-
varianzfunktionen wurden aus Kapitel 3.3.5 iibernommen.
Schwereinterpolation und Fehlerfortpflanzung wurden an
den bereits in Kapitel 3.2 verwendeten Nivellementlinien 5
und 6 durchgefiihrt. Da im Estergebirge Schweremessungen ’
des IAPG in hoher Dichte vorliegen, konnten Normalhéhen k.. .
auch streng berechnet werden und somit neben den theore- CIONC s S I
tischen auch empirische Fehlermafle abgeleitet werden. Da- 20030 43 4440 4445 4450
mit konnte gleichzeitig die Qualitdtsanalyse iiberpriift wer- GK-Rechtswert (km]
den. Die ¥APG-Punkte Wurde_n dabei n%Cht alls St.iitzpunkte Abbildung 3.14: Nivellementlinien und SFP im Gebiet
zur Priadiktion verwendet. Die Ergebnisse sind in den Ta- Estergebirge. Mit “o“ gekennzeichnet sind die amtli-
bellen 3.9 und 3.10 dargestellt. chen SFP des BLVA, “.“ sind IAPG Punkte.
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Aus den Ergebnissen kénnen folgende Schliisse gezogen werden:

1. Freiluftanomalien scheiden fiir die Schwereinterpolation aus. Die zuldssigen Grenzwerte von 2.2 bzw. 2.4 mm/+/km
wurden theoretisch und zum Teil auch tatséchlich iiberschritten.

2. Bei Verwendung einfacher Bougueranomalien werden die Grenzwerte nur entlang der extremen Linie 6
iiberschritten (theoretisch und empirisch). Die Interpolation entlang Linie 5 ist geniigend genau.

3. Die verfeinerten Bougueranomalien erweisen sich als in allen Bereichen geeignet.
4. Die Ergebnisse der linearen flichenhaften Interpolation weichen erneut nur wenig von denen der LSP ab.

Zur Bestimmung der topographisch verfeinerten Bougueranomalien ist in jedem Berechnungspunkt eine Integra-
tion {iber den gesamten verwendeten DGM-Ausschnitt notig. Dies ist rechnerisch relativ aufwendig, insbesondere
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Tabelle 3.9: Maximale theoretische Fehler von Schwere und Normalhdhen bei linearer flichenhafter Interpolation. In Klammern
dahinter jeweils die Ergebnisse bei LSP.

Niv. Linie Freiluftanomalien einfach Bougueranomalien verfeinerte Bougueranomalien
og [mGal] oapn [mm/vVEkm] o4 [mGal] opn~ [mm/vVEm] o4 [mGal] oA pyn [mm/vkm]

Linie 5 33.6 (28.8) 2.9 (2.6) 9.0 (7.7) 0.9 (0.8) 4.1 (3.4) 0.3 (0.3)
Linie 6 30.2 (27.7) 7.3 (7.0) 8.9 (7.7) 3.1 (2.8) 3.6 (3.2) 1.3 (1.2)

Tabelle 3.10: Maximale empirische Fehler von Schwere und NormalhShen bei linearer flichenhafter Interpolation. In Klammern
dahinter jeweils die Ergebnisse bei LSP.

Niv. Linie Freiluftanomalien einfach Bougueranomalien verfeinerte Bougueranomalien
dg [mGal] dapn~ [mm/vVEkm] dg [mGal] dapn [mm/vkm] dg [mGal] dapy~ [mm/vkm]

Linie 5 26.5 (36.7) 1.4 (2.0) 5.0 (6.2) 0.5 (0.4) 6.0 (6.5) 0.6 (0.7)

Linie 6 40.2 (38.3) 5.2 (4.9) 27.0 (15.4) 4.8 (2.0) 3.6 (3.7) 0.3 (0.5)

da die Werte an allen NivP zur Verfiigung stehen miissen, um aus den interpolierten Anomalien wieder Schwe-
rewerte berechnen zu koénnen. Die einfachen Bougueranomalien hingegen sind sehr effizient zu berechnen. IThre
Verwendung erlaubt, abgesehen von extremen Linien, in ganz Bayern eine geniigend genaue Schwereinterpolati-
on. Dies bedeutet bei der Hohensystemumstellung eine regionale bzw. sogar linienweise Differenzierung des zu
verwendenden Anomalientyps. Um genauere Aussagen dariiber treffen zu konnen, in welchen Fillen einfache
Bougueranomalien im alpinen Bereich ausreichend sind, soll im Folgenden die Interpolation dieses Anomalientyps
néher untersucht werden.

Wie sich im Verlaufe der bisherigen Berechnungen zeigte, verhalten sich Bougueranomalien abgesehen von topo-
graphisch exponiert liegenden Punkten auch im Alpenbereich stochastisch. Liegen Stiitz- oder Berechnungspunkte
allerdings an solchen Stellen, so konnen Differenzen auftreten, die die theoretisch bestimmten Fehler weit iiber-
steigen. Entlang Nivellementlinie 6 wurden Schwerewerte interpoliert, wobei die SFP des BLVA wieder als Stiitz-
punkte und die TAPG-Punkte als Kontrollpunkte zur Bestimmung der empirischen Fehler verwendet wurden. Es
wurden die beiden in Abbildung 3.15 dargestellten Stiitzpunktverteilungen verwendet.

Innerhalb des Gebirgsblocks liegen die SFP meist an topographisch exponierten Stellen. Dort treten in den Agpo
Spitzen auf, die fiir die meisten NivP nicht charakteristisch sind. Dies fiithrt bei der Interpolation dazu, dass die
prédizierte Schwere zum Teil deutlich von den gemessenen Werten abweicht (siche Abbildung 3.16). Die weni-
gen Stiitzpunkte an topographisch exponierten Stellen verschlechtern wegen der flichenhaften Interpolation das
Ergebnis im gesamten Untersuchungsgebiet. Die empirischen Fehler der Schwereinterpolation erreichen iiber den
gesamten Linienverlauf Werte von bis zu 20 oder 30 mGal. Dies fithrt zu Fehlern oa g~ in den Normalhohenun-
terschieden, die mit maximal 5 mm/v/km deutlich iiber den zulissigen FehlermaBen liegen.

Verzichtet man bei der Interpolation auf die SFP innerhalb des Gebirgsblocks (Stiitzpunktverteilung SFP3), so
verbessert sich das Ergebnis deutlich, ausgenommen an denjenigen NivP, die ihrerseits auf topographisch expo-
nierten Stellen liegen. An allen anderen Punkten erreicht der Interpolationsfehler kaum mehr als 5 mGal. Allerdings
werden an den exponierten NivP Fehler von fast 20 mGal erreicht, was zu Fehlern in den Hohenunterschieden
von bis zu 3 mm/v/km fithrt. Damit sind die amtlichen Fehlermafe iiberschritten. Es zeigt sich jedoch, dass die
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Abbildung 3.15: Stiitzpunktverteilung SFP1 (links) mit allen SFP des BLVA und Punktverteilung SFP> (rechts) ohne Punkte innerhalb
des zentralen Gebirgsblocks.
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Abbildung 3.16: Flichenhaft interpolierte und wahre (gestrichelt) Bougueranomalien entlang Linie 6 (links) und die abgeleiteten Fehler
der Héhendifferenzen (rechts).

Fehlermafle eingehalten werden kénnen, wenn weder die Stiitzpunkte zur Schwereinterpolation, noch die NivP an
exponierten Stellen liegen. Dies gilt auch fiir sehr grofie Stiitzpunktentfernungen (im vorliegenden Fall sind dies
maximal ca. 24 km).

Alternativ kénnte man im Gebirge statt einer flichenhaften eine linienweise Interpolation wéhlen. Damit wird die
Interpolation an den NivP frei vom Einfluss umliegender SFP. Entlang einer Linie die nicht selbst {iber Bergspitzen
verlduft, konnen dann gute Ergebnisse erwartet werden. Anderenfalls kann evtl. durch geeignete SFP-Verteilung
innerhalb der Linie der Einfluss extremer Anomalienwerte abgefangen werden. Dies soll mit den in Abbildung
3.17 dargestellten Stiitzpunkten gezeigt werden.

Die Linienendpunkte in Eschenlohe (E) und Garmisch (G) wurden in allen Fillen als Stiitzpunkte verwendet.
Die Punkte 1, 2 und 3 liegen im Bereich des hochsten Gipfels entlang der Linie. Es wurden alternativ nur
die Anschlusspunkte E und G als Stiitzpunkte verwendet (Stiitzpunktanordnung SFP,) oder die Punkte E-1-G
(SFPy,) oder alle Punkte E-2-1-3-G (SFP.). In Abbildung 3.18 sind die jeweiligen Ergebnisse dargestellt.
Erwartungsgemif ergaben sich im Fall SFP, gute Ergebnisse mit Ausnahme der exponiert gelegenen Punkte.
Hier wurden wieder Interpolationsfehler von 26 mGal und Hohendifferenzfehler von 5 mm/+/km erreicht.

Wihlt man zusétzlich Punkt 1 als Stiitzpunkt, so verschlechtert sich das Interpolationsergebnis entlang der
gesamten Linie. Die Hohendifferenzen weisen nun im gesamten Linienverlauf Fehler bis zu 3 mm/+/km auf.

Eine Stiitzpunktverteilung wie SFP., die dem Signalverhalten Rechnung trégt, ergibt mit maximal 9 mGal die
kleinsten Interpolationsfehler. Daraus ergeben sich Fehler in den Hohendifferenzen von maximal 1.2 mm/+/km. Dies
ist fiir alle Ordnungen des Nivellementnetzes ausreichend genau.
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Abbildung 3.17: Stiitzpunkte zur Schwereinterpolation entlang Linie 6.
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Abbildung 3.18: Linienweise interpolierte und wahre (gestrichelt) Bougueranomalien entlang Linie 6 (links) und die abgeleiteten Fehler
der Héhendifferenzen (rechts).
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3.4.3 Ergebnisse

Aus den in Kapitel 3 durchgefithrten Berechnungen folgt, dass fiir die Systemumstellung von normalorthometri-
schen Hohen auf Normelhohen die linienweise Berechnung entlang rekonstruierter Nivellementlinien empfehlens-
wert ist. Die amtlichen Fehlermafle des Nivellements kénnen dabei eingehalten werden, wenn die Schwere an den
NivP unter Verwendung einfacher Bougueranomalien prédiziert wird, z.B. durch flichenhafte lineare Interpola-
tion in Dreiecksmaschen. Durch die Verwendung eines optimaleren Pradiktionsverfahrens, wie z.B. der LSP, ist
kein wesentlicher Genauigkeitsgewinn erreichbar. Im Alpenbereich ist darauf zu achten, dass sich NivP und SFP
nicht an topographisch exponiert liegenden Stellen befinden, da sonst eine geniigend genaue Schwerepridiktion
nicht gewihrleistet werden kann. Dies liegt am Signalverhalten der Bougueranomalien und gilt unabhéngig vom
verwendeten Pradiktionsverfahren.

Neben der Eigenschaft der Wegunabhéingigkeit haben die neu entstehenden Normalhthen gegeniiber den alten
normalorthometrischen Hohen den Vorteil, dass die Hohenbezugsfliche (das Quasigeoid) unabhéingig bestimmt
werden kann. Dadurch ist sowohl eine durchgreifende Kontrolle der berechneten Hohen, als auch eine Ablésung
des geometrischen Nivellements durch ein Nivellement mit GPS moglich. Das folgende Kapitel 4 beschiftigt sich
mit der Berechnung eines Quasigeoids in Bayern auf Grundlage der Theorie von Molodenskii, wobei zunéchst
ein allgemeiner Uberblick iiber einige Methoden der Geoidbestimmung sowie eine Darstellung der theoretischen
Grundlagen gegeben wird.



4 Geoidberechnung

4.1 Einfiihrendes zur Geoidberechnung

Wie bereits in Kapitel 2 angesprochen, kann die Bestimmung der Erdoberfliche auf unterschiedliche Arten er-
folgen, nidmlich durch Bestimmung der geoditischen (¢, A\, h) oder der natiirlichen Koordinaten (®,A, H) der
Oberflichenpunkte. Erstere sind durch Nutzung von GPS auf relativ einfache Weise und mit guter Genauigkeit
zugénglich. Die hochgenauen Verfahren des differentiellen GPS (DGPS), bei denen nicht absolute Positionen, son-
dern Positionsdifferenzen zu bekannten Festpunkten abgeleitet werden, erhéhen das Genauigkeitspotential in den
mm-Bereich. Durch Einfithrung von landesweiten, permanent messenden Referenzstationen, z.B. durch das Satelli-
tenpositionierungssystem SAPOS, kann ein einzelner Nutzer ohne grofien Aufwand DGPS-Messungen ausfiihren.
Die Nutzung der Ergebnisse, z.B. im Rahmen eines Bauprojekts, erfordert noch die Verbindung zum amtlich
verwendeten Koordinatensystem. In Bayern sind die amtlichen Lagekoordinaten gegeben durch GK-Koordinaten
im Datum des Deutschen Hauptdreiecksnetzes DHDN. Bezugsellipsoid ist ein bestanpassend gelagertes Bessel-
Ellipsoid. Die Hohenkomponente wird nach Abschluss der Umstellungsarbeiten durch die Normalhdhen des DH-
HN92 realisiert sein. Die Verbindung der Lagekoordianten zu den GPS-Koordinaten ist durch mathematisch
streng definierte Transformationen und Ellipsoidiibergéinge moglich. Die Verbindung der ellipsoidischen Hohe mit
den aus Nivellement und Schweremessung entstandenen Normalhshen stellt das Quasigeoid dar (siehe Kapitel 2).
Ist dieses bekannt, so kénnen nivellierte DHHN92-H6hen durchgreifend kontrolliert bzw. durch Differenzen von
GPS- und Quasigeoidhthen ersetzt werden. Ziel dieses vierten Kapitels ist die Bestimmung eines Quasigeoids in
Bayern. Im Folgenden werden diejenigen Methoden skizziert, die fiir die vorliegende Arbeit relevant sind.
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Abbildung 4.1: Hohenbestimmung durch geometrisches Nivellement oder durch Nivellement mit GPS.

Gravimetrische Methode

Die gravimetrische Methode ist die géngige Methode zur Bestimmung hochauflésender regionaler Geoidmodelle.
Sie liegt z.B. dem derzeit genauesten europaweit verfiighbaren Geoidmodell, dem FEuropean Gravimetric Geoid
EGGY7 (sieche DENKER & TORGE, 1999) zugrunde.

Das Verfahren basiert auf der Losung der im folgenden Kapitel beschriebenen Geodétischen Randwertaufgabe.
Die Geoidhohe wird dabei durch Integration von terrestrischen Schwereanomalien bestimmt. Im Prinzip miissen
zur Losung kontinuierlich iiber den ganzen Globus hinweg Schwereanomalien vorhanden sein. In der Praxis werden
regional beschrinkte Datenséitze mit einem globalen Potentialmodell kombiniert. In dieser Arbeit wird hierzu das
Earth Gravity Model EGM96 (LEMOINE et al., 1998) verwendet (siche Kapitel 4.3.2).
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Dynamische Satellitenmethoden

Die zur Kombinationslosung verwendeten Potentialmodelle enthalten zwar selbst ebenfalls terrestrische Daten,
ihre langwelligen Strukturen jedoch basieren auf den Ergebnissen dynamischer Satellitenmethoden. Darunter
versteht man im Allgemeinen die Bestimmung des Schwerefelds aus der Bahnanalyse von Satelliten. Aus den Ab-
weichungen gemessener Satellitenpositionen von einer vorausberechneten Referenzbahn, den Bahnstérungen, kann
man die Differenzen zwischen tatséichlichem Schwerefeld und dem verwendeten Referenzfeld berechnen. Aufgrund
der globalen Uberdeckung lassen sich die langwelligen Anteile des Geoids aus Satellitenmethoden mit héherer
Genauigkeit bestimmen als aus terrestrischen Schweredaten. Trotzdem treten auch in den momentan besten zur
Verfligung stehenden Potentialmodellen Fehler im Bereich mehrerer dm auf. Eine Steigerung der Genauigkeit er-
hofft man sich durch die fiir geoditische Zwecke konzipierten niedrig fliegenden Satellitenmissionen CHAMP!,
GRACE? und GOCE?. Nach Auswertung der Missionen soll die Genauigkeit des Geoids fiir Wellenléingen bis
etwa 120 km auf wenige cm gesenkt werden. Es ist zu hoffen, dass damit die langwelligen Verbiegungen bzw.
Verkippungen regionaler gravimetrischer Geoidlosungen korrigiert werden kénnen.

Beschrinkender Faktor der dynamischen Satellitenmethoden ist die spektrale Auflosung. Aufgrund der grofien
Entfernung zur Oberfliche sind nédmlich auf Satellitenhohe die Feinstrukturen des Geoids nicht erkennbar. Der
rein aus Satellitenmethoden abgeleitete Anteil des EGM96 etwa ist auf eine rdumlichen Auflssung (halbe Wel-
lenléinge) von ca. 200-300 km beschriinkt. Die Vernachlissigung kleinrdumigerer Strukturen bewirkt Geoidfehler
von mehreren Dezimetern. Eine Hohenbezugsfliche fiir Bayern lésst sich somit aus dynamischen Satellitenmetho-
den alleine nicht mit einer fiir das Nivellement mit GPS erforderlichen Genauigkeit ableiten.

Geometrische Satellitenmethoden

Im Gegensatz zu den dynamischen Satellitenmethoden sind die geometrischen Methoden nicht von einer Be-
schrinkung der spektralen Auflésung betroffen. Unter geometrischen Methoden sollen solche Verfahren verstanden
werden, bei denen durch satellitengestiitzte Bestimmung von Oberflichenpunkten punktweise Geoidhéhen durch
geometrische Beziehungen ermittelt werden konnen. Dies ist z.B. durch GPS Messungen an Nivellementpunkten
moglich (GPS/Nivellement-Geoid). Auf diese Art lassen sich im Prinzip Geoide — im Sinne einer Hohenbezugs-
fliche — fiir alle moglichen Typen von Hohensystemen (orthometrisch, normalorthometrisch, normal, ...) und
ohne Auftreten von Datumsproblemen bestimmen. Man muss lediglich an einer ausreichenden Zahl von Hohen-
festpunkten genaue GPS-Messungen ausfithren und kann aus den dann punktweise vorliegenden Werten eine
Fliche bestimmen. In den Zwischenpunkten muss man dann, je nach Verfahren, mit mehr oder weniger grofien
Interpolationsfehlern rechnen. Ein Beispiel fiir ein solches Geoid ist das fiir die Bundesrepublik Deutschland vom
Bundesamt fiir Kartographie und Geodésie (BKG) konzipierte SAT /Niv-Geoid (siehe IHDE et al., 1998). Unter-
suchungen in den neuen Bundesléndern haben dafiir eine Genauigkeit von 1-2 cm fiir Punktabstéinde von 100 km
ergeben.

Die im Folgenden dargestellte Geoidberechnung basiert auf der Kombination eines regional beschréankten Da-
tensatzes terrestrischer Schwerewerte und einem globalen Potentialmodell, also auf der gravimetrischen und der
dynamischen Satellitenmethode. Deshalb wird zunéchst allgemein das Geodétische Randwertproblem und dessen
Losung sowie die Darstellung des Schwerefelds durch Potentialmodelle beschrieben. Das Ergebnis der Berechnun-
gen wird schliellich an GPS-Nivellementpunkten, also durch geometrische Satellitenmethoden, iiberpriift.

L Challenging Minisatellite Payload, deutsch-amerikanische Mission, gestarted im Juni 2000
2 Gravity Recovery and Climate Experiment, amerikanisch-deutsche Mission, gestartet im Mérz 2001
3 Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation Ezplorer, europiische Mission, geplanter Start 2006
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4.2 Randwertaufgabe nach Molodenskii

4.2.1 Formulierung der Randwertaufgabe

Nach Kapitel 2 ist die Bestimmung der physischen Erdoberfléche Teil der Losung eines freien geodétischen Rand-
wertproblems. Zielgrofle der GRWA ist das Gravitations- bzw. Schwerepotential der Erde. Die Feldlinien dieses
skalaren Feldes sind nach (2.4) gegeben durch die Vektoren der Schwerebeschleunigung. Die Quellstirke eines
solchen Vektorfeldes lisst sich (siehe z.B. BRONSTEIN & SEMENDJAJEW, 1991) durch die Divergenz

/
w-[222] 25 @

ausdriicken, im Fall des Erdschwerefelds also durch div g. Dabei gilt unter Beachtung von (2.4)
V-g =V-VW = V*W. (4.2)

Auflerhalb der felderzeugenden Massen gilt fiir das Gravitationspotential die Laplace-Gleichung
V2V, =0, (4.3)

innerhalb die Gleichung von Poisson

V2V, = —4nGp. (4.4)

Dabei ist p die Massendichte und G die Gravitationskonstante G' = 6.67259 - 10~ m®kg s 2.
Anwendung des Differentialoperators V2 auf das Zentrifugalpotential (2.2) liefert zusammen mit (4.3) und (4.4)
fiir die Quellstéirke des Schwerepotentials (2.1) die Beziehungen

(4.5)

T2 — 2uw? , auflerhalb der Massen
“ | 2w? —47Gp , innerhalb der Massen.

Ublicherweise wird der Laplace-Operator mit A bezeichnet. Um jedoch Verwechslungen mit den ebenso bezeich-
neten AnomaliengréBen zu vermeiden, wird hier die Bezeichnung V? beibehalten.

Ist fiir eine skalare Funktion V' in einen Gebiet G die Laplace-Gleichung (4.3) erfillt und ist V in G zweimal
stetig differenzierbar, so wird sie auch als harmonische Funktion bezeichnet (siehe BRONSTEIN & SEMENDJAJEW,
1991). Alle harmonischen Funktionen sind analytisch, d.h. sie lassen sich in der Umgebung jedes Punktes Py € G
in eine konvergente Potenzreihe nach Koordinatendifferenzen entwickeln. Weiterhin gilt fiir eine in G harmonische
und reguldre Funktion die Green’sche Fundamentalformel der Potentialtheorie (siehe z.B. SiGL, 1973)

V(P) = S// (%g—z - Va% <%)> ds. (4.6)

Dies bedeutet, dass das Potential im gesamten Gebiet G bestimmt ist, wenn auf dem Rand S von G die Werte
des Potentials und dessen Ableitung in Richtung der Flichennormalen n bekannt sind.

Im Falle der GRWA nach Molodenskii ist das Schwerepotential W im Auflenraum der Erde gesucht. Die Rand-
fliche S entspricht der Erdoberfliche. Durch Nivellement und Schweremessungen auf dieser Oberfliche kdnnen
geopotentielle Koten C' bestimmt werden, wodurch das Potential auf S — abgesehen von der Datumsunbekannten
Wy am konventionellen Hohennullpunkt — bestimmt ist.

Abbildung 4.2: Erdoberfliche S und deren Approximation durch das Telluroid ¥. Die Abweichung von Oberflichenpunkt P und zuge-
ordnetem Telluroidpunkt Q ist die Hohenanomalie (. Der Aulenraum der felderzeugenden Massen ist das Gebiet G, die Randfliche
der Massen ist S. Die &uflere Fldchennormale n auf S féllt in der Regel nicht mit der radialen Richtung r zusammen.
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Leider ist aber die Lage von S nicht bekannt und W nach (4.5) keine harmonische Funktion. Aus den bekannten
Potentialunterschieden kénnen jedoch nach (2.17) Normalhthen H™ berechnet werden. Triigt man diese iiber
dem Ellipsoid auf, so entsteht das Telluroid X' als Naherung fiir die wahre Oberfliche S. Fithrt man weiterhin,
wie in Kapitel 2 beschrieben, ein Normalschwerefeld U als Approximation des gesuchten Potentials W ein, so
reduziert sich die Bestimmung von W auf die Bestimmung der Differenz T' = W — U. Unter Verwendung von
(2.1) und (2.10) zeigt sich, dass T' nur von den Gravitationspotentialen V und V¥ abhiingt und es gilt deshalb
im Auflenraum der felderzeugenden Massen

VT = V2 (W -U) = V2(V -VY) = V2V - VvZVY = 0. (4.7)

Das Storpotential T ist im Auflenraum harmonisch und analytisch. Dies bedeutet, dass erstens T' nach (4.6)
bestimmt werden kann und zweitens die ndherungsweise Kenntnis des Randes geniigt, da T € S durch eine
Potenzreihe um Y dargestellt werden kann. Da die Differenzen zwischen S und X' bzw. zwischen W und U relativ
klein sind, wird diese Reihe nach dem linearen Term abgebrochen. Bessere Approximationen von T' kénnen durch
Beriicksichtigung von Termen héherer Ordnung oder durch Iteration erreicht werden. Die folgende Linearisierung
entspricht im wesentlichen der Darstellung in MoRITZ (1980).

Linearisierung

Gegeben seien auf der Oberfliche S geopotentielle Koten C' sowie der Schwerevektor g. Da die Datumsunbekannte
Wo = W — C auf unabhiingige Weise bestimmt werden kann (siehe z.B. HEISKANEN & MORITZ, 1967), kann fiir
die folgenden Ableitungen davon ausgegangen werden, dass das Potential W selbst bekannt ist. Aus der Kenntnis
der geopotentiellen Koten C' folgt auch, dass das Telluroid bekannt ist. Dort kénnen das Normalpotential U und
der Normalschwerevektor « streng berechnet werden. Im Folgenden seien mit P Oberflichenpunkte und mit @
die Punkte des Telluroids X' bezeichnet. ¢ sei der Koordinatenvektor von () nach P. Damit lassen sich Up und
~p in einer Taylorreihe um ) entwickeln und es gilt in linearer Form

Up = Ug+ VU-¢ (4.8)
Yr = Yo + (V)G (4.9)

wobei nach (2.11)
VU =~ (4.10)

gilt. Der Gradient der Komponenten der Normalschwere liefert die so genannte Marussi-Matrix

V-y =V (VU) = Uye Uyy Uy = M. (4.11)
Uza; Uzy Uzz
Fiir das Storpotential Tp gilt zunéchst
Tp = Tg + VT -(. (4.12)

T und ¢ sind Groflen 1. Ordnung, so dass das Produkt grad T - ¢ in der hier dargestellten linearen Néaherung
vernachlissigt werden kann. Mit dem selben Grad der Approximation wie in (4.8) und (4.9) gilt daher

Tp = Tp. (4.13)
Aus den Messungen lassen sich auch die Anomaliengréfien

AW = Wp — Ug (4.14)
Ag = gp - (4.15)

bestimmen. Ersetzt man darin Wp durch Tp + Up und setzt nach (4.13) Tp = To =T, so folgt

AW = T+~ ¢ (4.16)
Ag = VT + M- (4.17)

Ist die Matrix M invertierbar, so kann man aus (4.17) den Vektor
¢ =M"' (Ag—-VT) (4.18)
bestimmen, wodurch sich aus (4.16)

T — M 'VT = AW — M 'Ag (4.19)
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ergibt. Es ldsst sich zeigen (siehe z.B. MORITZ, 1980), dass Gleichung (4.19) identisch ist mit

T 1
o Loy,

1 0y
— AW.
or v Ot

— g 4.20
~v Ot ( )
Darin bezeichnet 9/07 die Ableitung in Isozenitalenrichtung, also entlang den Linien konstanter Zenitrichtung.
Diese Richtung ist nur gendhert identisch mit der Richtung der Lotlinien im Normalschwerefeld. Ag, bezeichnet
die Projektion des Anomalienvektors Ag auf die Richtung von .

Sphérische Approximation

Um die linearisierte Gleichung (4.20) weiter zu vereinfachen, wird eine sphirische Ndherung eingefiihrt. Da ein
die Erde approximierendes Ellipsoid nur um etwa 0.3% von einer Kugel abweicht, begeht man nur einen kleinen
Fehler, wenn man die exakten ellipsoidischen Formeln durch sphérische Formeln ersetzt. Dies bedeutet nicht, dass
das Referenzellipsoid durch eine Kugel ersetzt wird, sondern, dass in allen Formeln Terme die die Exzentrizitét
enthalten vernachlédssigt werden. Wie sich spéter zeigen wird, kann man das Storpotential und damit auch die
Hohenanomalie durch globale Potentialmodelle schon recht gut annéhern, so dass die verbleibenden Anteile, fiir
die die GRWA zu I6sen ist, etwa im Bereich von 1 m liegen. Der durch eine sphérische Approximation eingefiihrte
Fehler liegt somit bei rund 3 mm und kann vernachléssigt werden.

In den in Gleichung (4.20) enthaltenen Stérparametern entfallen die Zentrifugalanteile, so dass die weiteren
Betrachtungen nur gravitative Gréfien betreffen. Die sphérische Approximation gilt somit fiir eine nicht rotierende
Kugel. In dieser Approximation fallen die Richtungen der Isozenitalen, der Ellipsoidnormalen der Lotlinien und
der sphérischen Radien zusammen. Die Ableitung 9/07 kann also ersetzt werden durch die radiale Ableitung
d/0r und es gilt

GM
Daraus folgt
0y 0y GM y
— - 9 = 9 4.22
or or r3 T (4.22)

und die lineare Gleichung (4.20) lautet in sphérischer Approximation

8_T+2T = —Ag—i—zAW. (4.23)
or r r
Theoretisch sollte nach der Definition in Gleichung (2.18) gelten W(P) = U(Q) bzw. AW = 0. Setzt man dies in
(4.23) ein, so folgt

oT 2

or + " T = Ag. (4.24)
Diese Darstellung dhnelt den in der Green’schen Fundamentalformel (4.6) verwendeten Randwerten. Diese sind
eine Linearkombination des gesuchten Potentials und dessen Ableitung in Richtung der Flichennormalen. Fiir
eine sphérische Randfliache stellt Ag genau diese Linearkombination dar und kann direkt als Randwert zur Losung
der RWA verwendet werden. Dies entspricht der klassischen Theorie nach Stokes. Will man jedoch die Oberfliche
der Erde bestimmen, so fillt die Normale auf die Randfliche in der Regel nicht mit der radialen Richtung 9/0r
zusammen (siche Abbildung 4.2). Will man trotzdem die nach (2.14) definierten Schwereanomalien als Randwerte
verwenden, so ist ein schiefachsiges Randwertproblem zu 16sen. Die von Molodenskii formulierte Randwertaufgabe
lautet somit:
Gesucht ist das Storpotential 7' im Auflenraum der Erde, das die Laplace-Gleichung

VT = 0 (4.25)
erfiillt und das auf der Erdoberfliche die Randwerte

Ag=—— — =T (4.26)

annimmt.
Kann die Randwertaufgabe gelost werden und ist damit 7" im Auflenraum bekannt, so gilt nach Gleichung (4.16)
unter Beachtung von (2.18)

T —~-C (4.27)

Die rechte Seite dieser Gleichung ldsst sich auch in der Form v (e, - {) schreiben, wobei e, der Einheitsvektor
in Richtung ~ ist. Das Produkt e, - ¢ entspricht also der Projektion des Koordinatendifferenzvektors ¢ auf die
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Richtung von ~. Im Sinne der sphérischen Approximation fallen wieder die Richtungen von « und der Ellipsoid-
normalen zusammen und man begeht keinen weiteren Fehler, wenn man die Komponente e, - ¢ = ¢, von ¢ in
Richtung ~ mit der Projektion auf die Ellipsoidnormale gleich setzt, so dass gilt

T = ~¢. (4.28)

Dies ist die auf die Theorie von Molodenskii angewandte Formel von Bruns. Sie erméglicht bei bekanntem Stérpo-
tential T' die Berechnung der Hohenanomalie

(= —. (4.29)

Sie ist die eigentliche Zielgrofle der Quasigeoidbestimmung.

4.2.2 Losung nach Molodenskii

Die in Kapitel 4.2.1 formulierte Randwertaufgabe erfordert die Losung der Laplace’schen Differentialgleichung
unter vorgegebenen Randwerten. Bei dem von Molodenskii vorgeschlagenen Losungsweg wird diese Differential-
gleichung in eine Integralgleichung umgewandelt. Dazu wird das Storpotential durch das Potential einer einfachen
Schicht der Dichte p auf der Oberfliche ¥ dargestellt. Nach HEISKANEN & MORITZ (1967) ergibt sich dafiir die
Integralgleichung

r?—rg 3 2
Ag = 2rGucosfl — G// + 5.7 | H sec 3 r* do, (4.30)
P

wobei ( die Geldndeneigung ist und [ die Distanz zwischen Intergations- und Berechnungspunkt (zur Unterschei-
dung der beiden Punkte innerhalb des Integrals werden Groflen, die sich auf den Berechnungspunkt beziehen
mit P indiziert). Im Genauigkeitsrahmen der zur Formulierung der Randbedingung (4.26) eingefithrten sphéri-
schen Approximation begeht man keinen zusétzlichen Fehler, wenn man den Radiusvektor r = R + A durch den
mittleren Erdradius R ann#hert. Mit der Abkiirzung

(o)
Gusecfl = x = Z Xn (4.31)
n=0
ergibt sich dann die Gleichung
- h—h 3R
Ag = 27y (1+tan25) - // (RQ% + E) x do. (4.32)

Eine Potenzreihenentwicklung fiithrt schliellich zur Lésung
T =Ty + Ty + 1T + 15 + Ty + ..., (4.33)

wobei fiir die einzelnen Terme dieser nach Molodenskii benannten Reihe (hier bis zur 3. Ordnung dargestellt) gilt

TO = E/ GQSt(’(ﬂ) do
47
T1 = E/ Glst(’(ﬂ) do
47
R X0
T —_ ikl _ 2 AU 2
b 47r/ G2 St(y) do R // 21077 do
R X1
T —_ ikl _ 2 AL 2
3 47r/ G3St(y) do R // 21077 do

(4.34)

Darin ist [y die ebene Distanz zwischen Berechnungs- und Integrationspunkt, 7 eine Funktion der Geldndeneigung
und die Terme G, lassen sich jeweils aus den Flichenfunktionen x,, (mit 0 < m < n) bestimmen. Fiir den Term
0. Ordnung gilt Gy = Ag. Er entspricht der klassischen Losung nach Stokes. Im Gegensatz dazu beziehen sich die
Schwereanomalien Ag im Molodenskii-Problem jedoch auf die Erdoberfliche, nicht auf das Geoid. Die Losung der
Stokes’schen GRWA kann als Niherung der Losung der GRWA nach Molodenskii betrachtet werden. Die Giite der
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Niherung hingt von der Grofle der Reihenterme hoherer Ordnung in (4.34) und damit von der Gelindeneigung
ab.

Es sei auch noch darauf hingewiesen, dass die in der von Molodenskii vorgeschlagenen Losung verwendete Po-
tenzreihenentwicklung nur dann konvergiert, falls die Geldndeneigung unter 45° bleibt. In der Praxis werden zur
Berechnung der Geoidhohe mittlere Schwereanomalien einer bestimmten Blockgrofie (z.B. 3'x5" entspricht ca.
5xbkm ) verwendet. Entsprechend werden in den Formeln von Molodenskii auch Blockmittelwerte der topogra-
phischen Hohen in der selben Auflosung benutzt. Die dabei durchgefiihrte blockweise Mittelung der Hohenwerte
entspricht einer Glattung der Oberfliche, so dass die Bedingung 8 < 45° auf jeden Fall im Flachland und wei-
testgehend in den Mittelgebirgen, jedoch nicht in den Alpen erfiillt ist. Je kleiner die Blockgrofe ist, desto grofier
werden die Steigungen, was bei Berechnung der G,,-Terme zu numerischen Instabilitéiten fithren kann (DENKER
& Tz1avos, 1999). Hier ist ein Kompromiss zwischen einer guten Auflésung, sprich kleinen Blockgréfien, und der
numerischen Stabilitdt der Berechnungen fiir Terme hoher Ordnung notwendig.

4.2.3 Losung durch analytische Fortsetzung

Einen alternativen Weg zur Losung der GRWA nach Molodenskii stellt die von Moritz vorgeschlagene Methode
der analytischen Fortsetzung dar. Pellinen hat gezeigt (siehe z.B. MORITZ, 1980), dass die Terme der so bestimm-
ten Losung gliedweise identisch sind mit den Termen der Molodenski-Reihe (4.33). Das Verfahren nach Moritz
ist jedoch nicht von Konvergenzproblemen in steilem Geldnde betroffen und ist zudem rechentechnisch leichter
umsetzbar als die Losung nach Molodenskii. Deshalb werden die in dieser Arbeit ausgefiihrten Berechnungen mit
Hilfe der analytischen Fortsetzung durchgefiihrt. Das Verfahren basiert auf dem Runge-Krarup-Theorem (siehe
z.B. MORITZ, 1980). Danach ldsst sich immer eine in den topographischen Massen harmonische Funktion T*
finden, die aulerhalb der Massen das Auflenraumpotential 7" beliebig gut annidhern kann. 7™ heifit harmonische
oder analytische Fortsetzung von 7" im Innenraum, also innerhalb der felderzeugenden Massen.

Zur Erlduterung sei ein Oberflichenpunkt P betrachtet, in dem Storpotential bzw. Hohenanomalie bestimmt
werden sollen. Wiren entlang der Niveaufliche durch P Schwereanomalien als Randwerte des harmonischen Au-
Benraumpotentials 7' gegeben, so entspriche dies der GRWA nach Stokes. Die Niveaufliche durch P wird in der
Regel zum Teil innerhalb und zum Teil auflerhalb der topographischen Massen liegen. Anomalien aulerhalb der
Massen sind durch die Randbedingung (4.26) direkt mit dem harmonischen Auflenraumpotential verbunden. Fiir
Anomalien innerhalb der Massen gilt dies nicht, da sie Funktionale des nicht harmonischen Innenraumpotenti-
als sind. Nach dem Theorem von Runge-Krarup ist es jedoch moglich, innerhalb der Massen eine analytische
Fortsetzung Ag* zu finden, die das gesuchte Aulenraumpotential reprisentiert.

Dann gilt fiir die Hohenanomalie ¢ in P

R "
G = I // Ag*St(¥) do. (4.35)

Diese Form ist identisch mit der klassischen Bestimmung der Geoidhthe nach Stokes, jedoch beziehen sich die
Anomalien jetzt nicht auf das Geoid, sondern auf die Niveaufliiche durch den Oberflichenpunkt P. Hohenanoma-
lien werden deshalb auch als Geoidhéhen an der Oberfliche bezeichnet. Die GRWA nach Molodenskii wird also
durch analytische Fortsetzung in die klassische GRWA nach Stokes umformuliert.

Zur Losung ist es nun notwendig, aus den gegebenen Oberflichenanomalien Ag ihre analytische Fortsetzung Ag*
zu bestimmen. Fiir die radiale Ableitung einer harmonischen Funktion f gilt nach HEISKANEN & MORITZ (1967)

in sphérischer Ndherung
af 1 R? f—1rh
= = = - d 4.

or Rf * 27r/ 3 > (4:36)

o

wobei die Funktionswerte f auf einer Kugel mit Radius R liegen. Der vertikale Gradient stellt somit eine Kugel-
flichenfunktion dar. In sphérischer Ndherung liegen die Anomalien Ag*, jedoch nicht die Oberflichenanomalien

Abbildung 4.3: Analytische Fortsetzung Ag* der Oberflichenanomalien Ag auf die Niveaufldche durch den Berechnungspunkt P.
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Ag auf einer solchen Kugel, so dass aus (4.36) der Gradient dAg*/Or bestimmt werden kann. In sphérischer Néhe-
rung fallen auch wieder die radiale und die vertikale Richtung zusammen (9/0r = 9/0h). Bezeichnet Ah = h—h,,
die Hohe der Oberfliche iiber der Niveaufléche durch P, lassen sich nach MORrITz (1975) die Oberflichenanomalien
durch folgende Taylorreihe darstellen:

0Ag* 1 92Ag* 9 1 93Ag* 3
Ag = Ag” Ah — Ah — Ah e 4.
9= 89 F T 2T 5 T 31 o N (4.37)
Diese Gleichung sei symbolisch dargestellt durch den Operator U
Ag = UAg*. (4.38)

U heifit upward continuation Operator, da damit die Fortsetzung beliebiger harmonischer Funktionswerte in den
gesamten Auflenraum ermoglicht wird. Gesucht ist nun der inverse so genannte downward continuation Operator
D, fiir den gilt

Ag* = DAg. (4.39)

Betrachtet man (4.37), so kann man U auch schreiben als

U= U=1+)Y Uy, (4.40)
n=0 n=1
wobei fiir die einzelnen Reihenterme gilt
1 a7
n = AR — — = A" L,. 441
v n! Oh™ (4.41)

Um den inversen Operator D zu bestimmen, fithrt Moritz den Parameter k (0 < k < 1) ein und ersetzt die Hohen
Ah durch k - Ah. Dann gilt fir die Reihe (4.41)

(oo} (oo} oo
U= K'AV' Ly, = Y k'Uy =T+ Y k"Up. (4.42)
n=0 n=0 n=1

Ebenso sei der inverse Operator D durch die Reihe

o

D = > k"D (4.43)
m=0
darstellbar. Da D die Inverse zu U ist, gilt natiirlich die Bedingung
D-U =1 (4.44)
und es folgt nach Einsetzen von (4.42) und (4.43)

oo

k"Uy, i k"D, = i
=0 m=0 n=0

Ordnet man diese Doppelsumme nach der Potenz r = n + m um, so ergibt sich

i K'Y UsDpog — 1 = 0. (4.46)

k"ML, Dy = I (4.45)
0

n m=

Daraus folgen die Bedingungsgleichungen

Dol = I (4.47)
fiir r = 0 bzw. .
> UD, s =0 (4.48)
s=0
fiir alle » > 0. Aus (4.40) folgt
Up = I (4.49)

und deshalb wegen (4.44) auch
Dy = I (4.50)
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Verwendet man in der Bedingungsgleichung (4.48) die Beziehung (4.49), so folgt

T T T
> UD, s = UDy +» UDy s =Dy + Y UDpy =0 (4.51)
s=0 s=1 s=1
bzw. .
D, = — Z UsD,_,. (4.52)
s=1

Dies bedeutet, dass die Terme D,., ausgehend von D,—g = I, rekursiv aus den jeweils vorangehenden Reihenglie-
dern D, berechnet werden kdnnen. Ausgeschrieben bis zu Termen 4. Ordnung lautet (4.52)

D, = -UiDy

Dy = -UiD; — UsDyg

D3 = —-UiDy — UsDy — UsDg

Dy = —-UiD3 — UyDy — UsDy — UyuDy (4.53)

und die Anomalie Ag* ergibt sich entsprechend (4.39) zu
Ag* = DoAg + D1Ag + D2Ag + D3Ag + DyAg + ... (4.54)
bzw. mit der Abkiirzung g, = D,Ag
Ag" =go+g1+g2+93+gs+ ... (4.55)

Fiir die einzelnen g,-Terme gilt dann unter Beachtung von (4.41)

go = Ag

g1 = —AhLi(Ag)

g2 = —AhLi(g1) — Ah*Ly(Ag)

g3 = —AhLi(g2) — Ah’La(g1) — ARLs(Ag)

g1 = —AhLi(g3) — Ah*Ly(g2) — ARPL3(g1) — Ah*Ly(Ag), (4.56)

bzw. in allgemeiner Form
gn = = (h—hy)" Lu(gr_s). (4.57)
s=1

Die g, lassen sich also rekursiv berechnen. Dies ist auch fiir die L,-Terme moglich, denn nach (4.41) gilt

() = o) = (L s () =+ La(Laa (). (4.58)

Der Gradient Ly = 9/90h = 9/0r kann nach Gleichung (4.36) bestimmt werden.

Somit kénnen alle Reihenterme in (4.55) berechnet werden und die Hohenanomalie in P ergibt sich schliefllich zu

R

¢ = m//(go+g1+92+g3+g4+...)5t(¢)d0- (4.59)

Dies ist die Losung der Randwertaufgabe von Molodenskii durch analytische Fortsetzung. Sie wird in dieser Arbeit
zur Bestimmung der Hohenanomalie verwendet.

Da alle Reihenterme hoherer Ordnung auf einfache Art rekursiv aus den vorhergehende Terme bestimmt werden
kénnen, wobei zur Berechnung nur das Integral aus Formel (4.36) benétigt wird, ist diese Losung einfacher als die
umfangreichen Integralgleichungen der Losung nach Molodenskii. Dariiberhinaus sind die einzelnen Terme dieser
Losung einfacher interpretierbar und die Losung wird anschaulicher.
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4.3 Spektrale Darstellung des Schwerefelds
4.3.1 Sphdarisch harmonische Reihen

Nach HEISKANEN & MORITZ (1967) kann jede im Auflenraum einer Kugel mit Radius R harmonische Funktion
f(r,0,\) durch eine sphérisch harmonische Reihe (SH-Reihe) der Form

[e%s} n—+1 o n+l n
fro.0) = Y <§> Ya(0,0) = > <§> > (@nmRom (0, ) + bom Sum (6, 1)) (4.60)

n=0 n=0 m=0

dargestellt werden. Dies entspricht einer Fourier-Entwicklung der Funktion f(6,A) nach den Basisfunktionen
Ry (0, X) und Sy, (0, X). Das 2-dimensionale Spektrum reprisentiert Signalanteile unterschiedlicher Wellenlingen
auf der Kugel und wird in den Grad n und die Ordnung m aufgeteilt. Die Koeffizienten a,,, und bpm sind die
Amplituden dieser Signalanteile.

Fiir die Basisfunktionen, die auf der Kugel ein orthonormales System bilden, gelten die Beziehungen

I Rum (0, X) Rpq(0,)) do

Jff S (6, 2) Sy (6, A) do = A7 Opp Opng und fof Ry (0,X) Spe(0,\)do = 0, (4.61)
wobei das Kronecker-Symbol §;; die Werte d;; = 1 (fiir 4 = j) und d;; = 0 (fiir ¢ # j) annimmt.

Die Bestimmung der Funktionswerte f(r,0, ) aus bekannten Koeffizienten @y, und by, nach Gleichung (4.60)
nennt man Sphdrisch Harmonische Synthese (SHS). Bestimmt man umgekehrt aus gegebenen Funktionswerten
f(6,\) die Koeffizienten, so spricht man von Sphdirisch Harmonischer Analyse (SHA). Unter Ausnutzung der
Orthogonalitéitsbeziehungen (4.61) gilt

(it =5 Jf o (G} oo o

Die Basisfunktionen Rpm(Q, A) und Sy, (0, ) kénnen aus den so genannten vollstindig normierten zugeordneten
Legendre Funktionen P, (cosf) berechnet werden:

Rum(0,)\) = Pym(cos) cosm und Snm(0,)) = Pupm(cos) sinmA. (4.63)

Die Funktionen P,,,(cos ) heiflen konventionelle zugeordnete Legendre-Funktionen. Fiir sie gilt allgemein:

1 dar

P,(t) = an!ch—n(t%n" (4.64)
Pan(t) = (1= 22 S0P, (1), (4.65)

Der Ubergang von den konventionellen zu den in (4.63) verwendeten vollstéindig normierten Legendre-Funktionen
erfolgt mittels des frequenzabhéngigen Normierungsfaktors H,,, nach

v2n+1 ,firm=20

Pom(t) = HpmPom(t), mit Hy, = (4.66)
— ! o

2(2n + 1)% , fiir m # 0.
Durch die Verwendung der vollstéindig normierten Funktionen ergeben sich die relativ einfachen Orthogonalitéts-
beziehungen (4.61), die ohne Normierung etwas unhandlicher wéren. Deshalb wird iiblicherweise die normierte
Darstellung verwendet. Da die Verwendung konventioneller und normierter Gréf8en zum gleichen Ergebnis fithren

muss, gilt fiir die Koeffizienten die inverse Beziehung

CnnL _ —1 Cnm
5 } = H; L { o (4.67)

Die Funktionen P, (cosf) von Grad n und Ordnung m = 0 heiflen Legendre-Polynome. Fiir diese gilt die Ortho-

gonalitidtsbeziehung
™

/ P, (cos )Py (cos ) sinpdy =

0

2
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\ / by
P2 Abbildung 4.5: Zusammenhang zwi-

schen Wellenldnge A und BlockgréBe.

7N
N

Abbildung 4.4: Legendre—Polynome Px,
Py und Ps auf der Kugel.

Des weiteren gilt fiir die Legendre-Polynome des sphérischen Abstandes ©¥pg zwischen zwei Punkten P(6p, Ap)
und Q(0g, Ag) das Additionstheorem

1

Pu(Yre) = oo +1

NE

(an(ep,)\p) an(GQ,)\Q) + S’nm(ep,)\p) S’nm(GQ,)\Q)). (4.69)
0

3
I

Theoretisch ist f(6, A) eine kontinuierliche Funktion und das Spektrum hat unendlich viele Frequenzlinien. Die
Auflésung der Funktion ist unendlich klein und 7,4, = oo. Ist das Signal hingegen in Blockmittelwerten einer
bestimmten Grofle gegeben, so ist die kleinste bestimmbare Wellenlédnge durch die zweifache Blockgrofle gege-
ben (siehe Abbildung 4.5). Kurzwelligere Signalanteile konnen nicht aufgelost werden. Gleichbedeutend damit ist
der Abbruch der sH-Reihe bei einem endlichen Grad n,,,, = IN. Betrachtet man die Periodizitidt der Legendre-
Polynome entlang eines vollen Grofikreises, z.B. entlang eines Meridians (siehe Abbildung 4.4), so erkennt man
z.B. fiir P, zwei Wellenzyklen, fiir P, vier Zyklen, fiir Ps sechs Zyklen. Damit ergeben sich ungefahr Wellenléingen
von 1/2, 1/4, 1/6 des Meridianumfangs. Allgemein gilt deshalb fiir den Zusammenhang zwischen dem Entwick-
lungsgrad n einer sH-Reihe und der Wellenléinge A bzw. Blockgréfie A = A/2 auf einer Kugel mit Radius R
naherungsweise
2R
_—

Die durch die SHS (4.60) definierten Funktionswerte f(r, 6, A) sind Punktwerte auf der Kugel. Dies gilt auch bei
Abbruch der Reihe bei einem endlichen Grad N. Sollen Blockmittelwerte f(r, , \) dargestellt werden, so muss das
Signal geglattet werden. Dies geschieht durch Mittelung aller Funktionswerte innerhalb des Blocks bzw. innerhalb
einer sphiirischen Kappe gleicher Fliche. Nach MEIssL (1971) gilt bei Mittelung iiber eine Kappe vom Radius g
fiir die Gewichte b(y) der Punktwerte

A= (4.70)

b(¢) = {1’ Hir 9 < %o (4.71)

0, fﬁrw>wo'

Zur Mittelwertbildung wird nun {iber die Kappe integriert und durch das Integral aller Gewichte geteilt, also
durch

2T 27 o
Po
b(e) do = 1 singdyda = 21| —cosw| = 2 (1 — cos ). (4.72)
az/owz/o o az/owz/o sin e’ w{ cos }o T cos g

Fiir den Gldttungsoperator B(v) gilt somit

11 _ —1 i
B(y) = { 25 (1 = cosvo) fﬁizizg (4.73)

Dieser kann nun selbst als SH-Reihe dargestellt werden, wobei der Pol des Koordinatengitters im Kappenmittel-
punkt liegt. Der sphiirische Abstand v iibernimmt dann die Rolle der Poldistanz # und das Azimut « entspricht
der geographischen Linge A (sieche Abbildung 4.6). Da der Operator jedoch isotrop, d.h. richtungsunabhiingig ist,
verschwindet die Abhéingigkeit von A und es entfallen alle Terme der Ordnung m # 0. Fiir B(¢)) gilt dann

BW) = 3 b 2 Paleosy), (.74
n=0
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mit den Koeffizienten
™ o
Bn = 27T/B(1/)) Py (cosv) sinydyp = (1 —costhg)™* /Pn(cosw) sin ¢ dp. (4.75)

0 0

Geglittete Signalwerte f konnen damit nach

00 n+1
Fr0.0) =Y (%) Bn Y (0, (4.76)

n=0

bestimmt werden. Die Glattungskoeffizienten (3,, heiflen Pellinen—Koeffizienten. Rekursionsformeln zu ihrer Be-
rechnung sind z.B. in SIOBERG (1980) zu finden.

(a) (b) (c)

Abbildung 4.7: Isotroper Gldttungsoperator B(i)) aus SH—Entwicklung bis zum maxi-
Abbildung 4.6: Polarkoordinaten auf malen Grad N =50 (a), N =110 (b), N = 2000 (c). Dargestellt ist die Funktion im
Bereich 0° < 9 < 10°, der Radius der sphérischen Kappe betrégt ¢o = 1°.

der Kugel: sphérischer Abstand {pg
und Azimut apq.

4.3.2 Darstellung des Gravitationspotentials

Da das Gravitationspotential der Erde im Auflenraum eine harmonische Funktion ist, kann es in einer SH-Reihe
der Form (4.60) dargestellt werden. Die Koeffizienten G, und by, dieser Reihe haben wegen (4.62) die selbe
physikalische Dimension wie das Potential selbst. Verwendet man statt dessen die dimensionslosen Koeffizienten
Chm und Sy, so gilt fiir das Potential
GM 00 R n+l n B - ~
V(r,0,\) = = HZZ% (?> Z (Crm cosmA + Sy, sinmA) Py, (cos ). (4.77)

m=0

Potentialmodelle

Fiir viele Anwendungen ist die obige Darstellung (4.77) vorteilhaft, da daraus das Potential V(r,6, \) an be-
liebigen Stellen im Auflenraum der Erde berechnet werden kann. Hierzu ist ein Satz von Potentialkoeffizienten
Crim, Spm notwendig. Aus (4.77) ist auch ersichtlich, dass sich die Koeffizienten auf eine Kugel vom Radius R
beziehen und zusétzlich durch die geozentrische Gravitationskonstante GM skaliert werden. Beide Konstanten
definieren zusammen mit den Koeffizienten ein Modell des Gravitationspotentials der Erde. Da dabei die Anzahl
der Koeffizienten — im Gegensatz zur Formulierung in (4.77) — endlich ist, kann das Potential nicht beliebig genau
angendhert werden. Der maximale Grad n, der im Potentialmodell enthalten ist, wird mit N,,4, bezeichnet. Da-
mit ist nach (4.70) eine Beschrinkung der Aufldsung auf A = 27 R/Nypq, verbunden. Die Anzahl der im Modell
enthaltenen Koeffizienten betriigt (N + 1)2.

Potentialmodelle basieren auf unterschiedlichen terrestrischen und satellitengestiitzten Daten. Die Wahl eines
Modelles hiingt von der Anwendung und der gewiinschten Genauigkeit ab. Fiir Bahnberechnungen von Satelli-
ten z.B. geniigen Modelle mit geringer Auflésung als es fiir Anwendungen an der Erdoberfliche erforderlich ist.
Hochauflosende Modelle basieren auf einer Kombination von terrestrischen Schwereanomalien und Satellitenbe-
obachtungen. Letztere liefern dabei die langwelligen, die Schwereanomalien die kurzwelligen Signalanteile. Die
momentan gingigen Kombinationsmodelle erreichen Auflésungen bis Ny, = 360, so z.B. das in dieser Arbeit
verwendete Modell EGM96. Daneben gibt es einige ultrahochauflssende Modelle, z.B. das GPM98 (WENZEL,
1999) mit einem maximalen Entwicklungsgraden von N,,q, = 1800.

Das Potentialmodell EGM96

Das FEarth Gravity Model EGM96 ist Teil des World Geodetic System 1984 (WGS84). Dies ist ein vereinbar-
tes terrestrisches Referenzsystem und enthélt in seiner Definition ein geozentrisches Koordinatensystem, ein
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Referenzellipsoid (festgelegt durch 4 Fundamentalparameter) und ein Geopotentialmodell - eben das EGM96
(SLATER & MALYs, 1998). Entwickelt wurde das WGS84 bzw. dessen Vorldufer WGS60/WGS66/WGST2 durch
die U.S. - National Imagery and Mapping Agency NIMA bzw. deren Vorgéngerorganisation, der Defence Map-
ping Agency DMA. Der Referenzrahmen wird definiert durch einen Satz global verteilter GPS-Stationen (GPS-
Monitorstationen der U.S. Air Force, ergénzt durch Stationen von DMA/NIMA und dem Internationalen GPS
Service IGS). Durch Festhalten der Koordinaten mehrerer IGS-Stationen auf ihren Werten aus dem International
Terrestrial Reference Frame (ITRF) sind WGS84-Koordinaten praktisch identisch mit denen im ITRF. Der Re-
ferenzrahmen des EGM96 ist laut LEMOINE et al. (1998) innerhalb der Genauigkeitsgrenzen (ca. 10 cm) identisch
mit den Rahmen ITRF91 und WGS84(G730%). Berechnungen mit dem EGM96 kénnen somit unter Verwendung
von WGS84-Koordinaten bzw. Koordinaten des ITRF und hierarchisch nachgeordneter Rahmen wie dem eu-
ropiischen Referenzrahmen ETRS oder dem deutschen Referenzrahmen DREF durchgefiihrt werden (siehe auch
NIMA, 1997).

Das EGM96 wurde in Zusammenarbeit von NIMA, NASA (National Aeronautics and Space Administration) und
der Ohio State University erstellt. Abgeleitet wurde es durch Kombination von terrestrischen Schwerewerten,
altimetrisch bestimmten Schwereanomalien iiber den Ozeanen und Bahnbeobachtungen von Satelliten (optische
Beobachtungen, Laserdistanzmessungen sowie GPS- und Dopplerbeobachtungen zu ca. 40 verschiedenen Satelliten
aus den frithen 70er bis Mitte der 90er Jahren). Das Modell enthélt Potentialkoeffizienten Crim, Spm vollstindig
bis Grad und Ordnung 360. Dies entspricht etwa einer rdumlichen Auflésung von 0.5° x 0.5°.

4.3.3 Lineare SchwerefeldgroBen und ihre Eigenwerte

Wie in Kapitel 4.2 beschrieben, kann das Schwerefeld der Erde durch das Normalfeld eines Niveauellipsoids
approximiert werden, so dass sich die Bestimmung des Schwerefelds auf die Bestimmung des Storpotentials T’
reduziert. Auch das Normalfeld kann in eine SH-Reihe entwickelt werden, wobei zu beachten ist, dass dieses wegen
der Rotationssymmetrie des Ellipsoides von der geographischen Liange A unabhéngig ist. Dadurch entfallen alle
Terme m > 0. Wegen der Symmetrie beziiglich des Aquators treten weiterhin nur Terme von geradzahligem Grad
n auf, so dass sich fiir das Normalfeld

MN o) N ntl B ~
VN(r,0) = GRT Z (R—) CN P, (cosb) (4.78)
n=0(2)

schreiben lidsst. Da das Normalfeld sehr glatt ist, kann die Reihe bei einem sehr niedrigen Grad abgebrochen
werden. In NIMA (1997) werden Koeffizienten CY bis N = 10 angegeben.

max

Mit (4.77) und (4.78) folgt fiir das Stérpotential T =V — V¥ die Beziehung

GM [e%e} R n+l n
T = —— =
R = (T) Z

m=0

_ MN RN\ _ _
<C’nm B GGM (%) Cf:[m cosmA + SpmsinmA| P, (cosf). (4.79)

Bei der Definition des Normalfelds ist man bestrebt, Masse MY und Aquatorradius RV so zu wihlen, dass sie
mit dem tatséichlichen Werten M bzw. R méglichst gut iibereinstimmen. In Gleichung (4.79) entfillt dann der
Zentralterm Ty vom Grad n = 0 sowie die Skalierungsfaktoren vor den Koeffizienten C. . Werden Ellipsoid und
Koordinatensystem zudem geozentrisch gelagert, so entfallen die Terme von Grad n = 1 und die Summation kann
bei n = 2 begonnen werden (zur Bedeutung der niederen harmonischen Koeffizienten siehe z.B. HEISKANEN &

MoRrITZ (1967)). Es gilt dann

GM e e} R n+l n ~ ~ ~
T = - T; (?) mz::O (AC’nm cosmA + AS,m sinm)\) P, (cosb), (4.80)
mit B ~
_ Crm — CN., m=0 A ne€{2,4,6,...,NN.}
Acnm = _
Chnm, sonst

Eine Abweichung der fiir das Niveauellipsoid vereinbarten Masse von der tatsédchlichen Masse der Erde bewirkt
einen konstanten Versatz der Potentialwerte um
GM GMN GM

0 r r r ( )

4Zum Zeitpunkt der Erstellung des EGM96 war der Rahmen G730 die aktuelle Realisierung des WGS84. Die Bezeichnung G730
bedeutet, dass der Rahmen aus GPS-Messungen abgeleitet und operationell ab der GPS-Woche 730 (2. Januar 1994) genutzt
wurde.
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Hierauf wird im Zusammenhang mit dem EGM96 in Kapitel 4.4.4 noch néher eingegangen.
Aus (4.80) konnen auch sH-Darstellungen von Schwerefeldfunktionalen, wie Schwere- oder Hohenanomalien ab-
geleitet werden. Hierzu werden das Stérpotential (4.80) bzw. dessen radiale Ableitung

GM 0 R n+2 n B ~ . -
T, = ~ Z = (n+1) Z (AC’nm cosmA + AS,m, smm)\) Py (cos ) (4.82)

n=2 m=0

in die Fundamentalgleichung (4.24) bzw. in die Formel von Bruns (4.29) eingesetzt. Dann folgt fiir die Schwere-

anomalie

2
Ag = -T,- =T
T

S
= Z Agy,
n=2

GM [e%e} R n+2 n B B - B
= &= Z - (n—1) Z (ACpm cosmA + ASyy, sinmA) Py (cos6) (4.83)
n=2 =

m=0

und fiir die Hohenanomalie
¢ = T/y

n=2

GM &
:7_R2

n=2

n+l n
<E> Z (ACpm cosmA + ASyy, sinm)) Py, (cos), (4.84)
r

m=0

wobei die Ag, bzw. (, als Kugelflichenfunktionen des entsprechenden Funktionals bezeichnet werden. Nimmt
man jeweils den geozentrischen Radiusvektor r statt dem Skalierungsfaktor R vor die Summe, so folgt mit dem
einheitlichen upward continuation Operator
R n
AP = <—> (4.85)

fiir die Funktionale des Storpotentials

T = g 22 Aup ZO (AC’nm cosm\ + AS,,,, sin m)\) Prm(cosB) (4.86a)
¢ = C;—]y Z MNP Z (AC’nm cosm\ + AS,,,, sin m)\) Prm(cos®) (4.86Db)

n=2 m=0

GM & = . . -

Ag = = Z AP (n—1) Z (AChm cosmA 4+ ASpm, sinmA) P (cos6). (4.86¢)

n=2 m=0

Der Term

MY = (n—1)/r (4.87)

heifit spektraler Eigenwert der Schwereanomalie Ag. Fiir die Eigenwerte von Storpotential und Hohenanomalie
gilt AXI' = \§ = 1. Die Eigenwerte ermdoglichen im Spektralbereich einen sehr einfachen Ubergang zwischen den
verschiedenen Funktionalen. Der Ubergang von Schwereanomalien zu Héhenanomalien erfolgt in SH-Darstellung

durch eine einfache Multiplikation:
r

v(n—1)
Die dquivalente Darstellung im Ortsbereich ist gegeben durch das Stokes’sche Integral (4.35).

Auch die Stokesfunktion St(t) ist in einer sH-Reihe darstellbar. Da fiir alle isotropen Funktionen die Terme
m > 0 verschwinden, hiingt auch St(¢)) nur vom SH-Grad ab und es gilt

Cn = Agn. (4.88)

St(y) = anPn(cosw), (4.89)
n=0

it 2n+1
n
n = 4.
s — (4.90)
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4.3.4 Darstellung der topographischen Massen

Die verschiedenen spektralen Anteile des Gravitationspotentials gehen auf unterschiedliche Quellen zuriick. Lang-
wellige Strukturen werden meist von tiefer liegenden Massenanordnungen z.B. im Erdmantel erzeugt, kurzwellige
Strukturen hingegen von oberflichennahen Massen in der Erdkruste. Die topographischen Massen — sichtbarer
Teil der Erdkruste — bestimmen durch ihre Form und Dichteverteilung die hochfrequenten Anteile des Gravitati-
onsfelds. Unterschiedliche Funktionale des Gravitationsfelds tragen diesem Effekt in unterschiedlich starker Weise
Rechnung. Schwereanomalien verstéirken wegen des Faktors (n — 1) in (4.83) den Einfluss der Koeffizienten von
hohem Grad. Sie sind damit deutlicher mit den kurzwelligen Strukturen korreliert als z.B. das Storpotential oder
die Hohenanomalie. Aus numerischen Griinden ist es wiinschenswert, mit moglichst glatten Signalen zu arbeiten.
Deshalb wird versucht, das Schwerefeld von hochfrequenten Anteilen der Topographie zu befreien.

Isostasie

Reduziert man Freiluftanomalien um den Effekt der sichtbaren Massen,
so erhilt man Bougueranomalien. Diese sind zwar glatter als Freiluftan-
omalien, jedoch nicht frei vom Einfluss der Topographie, sondern stark fv\x
negativ mit dieser korreliert. In Gebirgsregionen treten deutlich negative ?Z;/ k
Anomalienwerte auf, iiber den Ozeanen hingegen positive. Dies ist die _ h N
Folge der isostatischen Kompensation der Erde. Die leichtere Erdkruste = r

d

schwimmt gleichsam auf dem schwereren Mantel. In der Theorie der Iso-
stasie geht man davon aus, dass in der Tiefe ein statisches Gleichgewicht
herrscht und der Druck, den die dariiberliegenden Schichten ausiiben,
konstant ist. Um in einer bestimmten, so genannte Kompensationstiefe —r P
einen konstanten Druck zu bewirken, muss das Integral aller dariiber- Mantel | =1
liegenden Massenelemente konstant sein. Im hier verwendeten Modell Ly
nach Airy/Heiskanen wird dies dadurch erreicht, dass die leichte Kru-

ste unter den Gebirgen dicker und unter den Ozeanen diinner ist. Unter

den Gebirgen tritt im Untergrund ein Massendefizit auf, da das leichtere

Krustenmaterial das schwerere Mantelmaterial ersetzt. Die tiefreichen- Abbildung 4.8: Isostatisches Modell von Airy
den Krustenschichten unterhalb der Gebirge werden als Gebirgswurzeln und Heiskanen.

bezeichnet.

Kruste
| |

Topographisch—isostatische Potentialkoeffizienten

Zur Bestimmung des Gesamteffekts der topographischen Massen auf das Gravitationspotential sind auch die
isostatischen Kompensationsmassen zu beriicksichtigen. Im Modell von Airy/Heiskanen sind diese berechenbar
durch den Dichteunterschied Ap = ppr — px zwischen Kruste und Mantel und es gilt die Gleichgewichtsbedingung

R-D R
// / Ap r?drde = // / px r?drdo, (4.91)
r=R—D-—t

o o r=R+h

worin fiir die Wurzeltiefe ¢ in linearer Approximation (SUNKEL, 1986) gilt

R 2 PK

Dabei wurden, um kontinentale und ozeanische Bereiche nicht unterscheiden zu miissen, die Tiefen h’ der Ozeane
ersetzt durch die Hohe h einer Gesteinsschicht, die den selben Druck auf den Untergrund ausiibt. Die so errechnete
Hohe wird iiblicherweise als equivalent rock topography bezeichnet (SUNKEL, 1986). Sie ermoglicht eine global
einheitliche Berechnung.

Die Ableitung der Koeffizienten basiert auf der allgemeinen Gleichung (??). Setzt man hierin fiir die Dichte jeweils
die Dichte der Kruste px bzw. den Dichteunterschied Ap und integriert iiber die Héhe h der topographischen
Massen bzw. die Tiefe ¢ der Wurzel, so erhélt man daraus die Koeffizienten der topographischen Massen

= R+-h

C topo 1 1 rQ\" an(eQ AQ) )

_nm - — Y ! ) n

Srfﬁfo } M 2n+1 // / ( R ) pK(Q) { Snm(HQa )‘Q) } e doa ( %)
r=R

o

bzw. die Koeffizienten der isostatischen Kompensation

_ R-D -

(' com 1 1 rQ\™ Rom(00,20) ) -

Scom [ = 31 - ) A 5 dog. 4.94

Sﬁﬁ:ﬂ} M 2+l // / (%) p(@{gnm(%m) rg dog (4.94)
r=R—D-—t

g
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Abbildung 4.9: su-Darstellung der Topographie in Mitteleuropa (links) aus globalem DGM bis Nmaez = 720. Daneben die zugehéri-
gen topographisch—isostatischen Geoidhshen (Mitte) und Schwereanomalien (rechts) nach dem Modell von Airy/Heiskanen. Die
Geoidhdhen sind deutlich langwelliger als die Schwereanomalien.

Fiir die topographisch—isostatischen Koeffizienten, die beide Effekte beriicksichtigen, gilt
Cise = Cloe—Com und Sl = Slore — 5o, (4.95)

Fiir die Dichte von Kruste und Mantel werden meist die Standardwerte (TSOULIS, 1999b) px = 2.67 g/cm® und
pm = 3.27 g/cm® verwendet. Die Krustendicke D fiir eine topographische Hohe von h = 0 kann nach HEISKANEN
& VENING-MEINESZ (1958) zu ca. 30 km angenommen werden. Liegen topographische Hshen z.B. in Form eines
Digitalen Geldndemodells (DGM) global vor, so kénnen aus (4.93) und (4.94) die topographisch—isostatischen
Potentialkoeffizienten bestimmt werden. Daraus kann dann mittels der Formeln (4.86b) und (4.86¢) direkt der
Einfluss der topographischen Massen (inklusive Kompensation) auf Quasigeoid und Schwereanomalien bestimmt
werden (siehe Abbildung 4.9).

4.3.5 Kovarianzfunktionen und Gradvarianzen

In Kapitel 3.3.3 wurden empirische Kovarianzfunktionen zur Beschreibung des Verhaltens gemessener Signale
verwendet. Dabei wurden die Funktionen aus Messwerten innerhalb eines regional eng begrenzten Bereichs be-
rechnet. Dehnt man diesen auf die gesamte Kugel aus, so konnen globale Kovarianzfunktionen abgeleitet werden.
Wendet man zur Bestimmung der Signalvarianz Formel (3.30) global auf Schwereanomalien an, so ergibt sich im
kontinuierlichen Fall

1
=0 = &8 = o [[ 2960 2g(6.3) dor (4.96)
T
wobei sich die Schwereanomalien Ag entsprechend (4.60) mit der SH-Reihe
Ag(0,2) = > Agn(0,7) = D> (@nmBum (0, X) + bum Snm (0, A)) (4.97)
n=2 n=2m=0

darstellen lassen. Setzt man diese Darstellung in (4.96) ein, so ergibt sich unter Beachtung der Orthogonalitéits-
beziehungen (4.61)

o n oo

A ~2 72 A

Co? =D D (G +bm) = Y a? (4.98)
n=2m=0 n=2

Die c49 werden als Gradvarianzen der Schwereanomalien bezeichnet. Analog lassen sich die dimensionslosen

Gradvarianzen ¢, aus den dimensionslosen Potentialkoeffizienten bestimmen. Die in den Formeln (4.86a) bis

(4.86¢) verwendeten Dimensionierungsfaktoren und Eigenwerte \ gestatten eine Bestimmung der Gradvarianzen
verschiedener Funktionale aus den ¢,, z.B.

A9 =~ (n—-1)2¢, (4.99)
oder auch die Transformation zwischen zwei beliebigen linearen Schwerefeldfunktionalen f(7') und g(T") nach

4 = (NNl (4.100)
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Fiir die Kovarianzfunktion zwischen zwei Signalen im Abstand v gilt schlie§lich nach HEISKANEN & MORITZ
(1967)

C(¥) = > cnPu(cost)). (4.101)

Gradvarianzmodelle
Gradvarianzen geben Auskunft iiber die spektrale Stérke eines bestimmten Signals. Damit kann bestimmt werden,
welcher Anteil am Gesamtsignal aus einem bestimmten Frequenzbereich zu erwarten ist. Dies ist niitzlich, wenn
man z.B. den Fehler bestimmen will, den man begeht, wenn man eine SH-Reihe bei einem endlichen Grad N
abbricht. Theoretisch ist dies jedoch nur moéglich, wenn man die Potentialkoeffizienten der Grade n > N kennt.
Dies ist in der Praxis gerade nicht gegeben. Es zeigt sich jedoch, dass die Gradvarianzen des Gravitationspo-
tentials iiber alle Grade ein typisches Abklingverhalten zeigen, das durch relativ einfache Funktionen modelliert
werden kann. Gingige Gradvarianzmodelle sind z.B. das Modell nach Kaula (KAULA , 1966) fiir dimensionslose
Gradvarianzen

£ L6 1010

— (4.102)

cn = 0.

oder das Tscherning/ Rapp—Modell fiir Gradvarianzen von Schwereanomalien (TSCHERNING & RAPP, 1974)

B9 = 7.5 mGal? ; fir n =2
A(n—1 .
CTALQ = gnt2 m ; fiir n > 3. (4.103)

Dabei gilt fiir die Parameter s = 0.999617, A = 425.28 mGal? und B = 24.

-11

10 T ;
Topographie
” — EGM6
104 — Kaula F Abbildung 4.10: Gradvarianzen c, aus EGM96 und aus
- - - Tscherning/Rapp 8 <. LU n

isostatischen Potentialkoeffizienten der Topographie,
sowie die Modelle nach Kaula und Tscherning/Rapp.
Fiir niedere Grade n liegt das topographische Signal
z.T. mehrere GréBenordnungen unter der Signalstérke
des EGMY96. Die topographischen Massen leisten hier
keinen wesentlichen Beitrag zum Schweresignal. Fiir
hohere Grade wird der Signalanteil der Topographie
immer gréfer. Etwa ab Grad n=250 wird deutlich,
dass das EGMO96 gegeniiber dem hier verwendeten
DGM stark gegléttet ist, da hier die aus dem DGM be-
rechnete Signalstérke diejenige des EGMY96 iibersteigt.
Evtl. ist auch der in den Berechnungen angenommene
Betrag der Airy—Kompensation fiir hohe Grade etwas
zu gering.
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4.3.6 Pradiktion mit lokalen Gradvarianzmodellen

Die numerische Auswertung des Stokes’schen Integrals (2.13) erfolgt in diskretisierter Form und erfordert die
Verwendung mittlerer Schwereanomalien in der Grofle des entsprechenden Diskretisierungsintervalls . Oft ste-
hen jedoch nur Punktwerte oder Blockmittelwerte unterschiedlicher Grofle zur Verfiigung. Zur Berechnung eines
einheitlichen Satzes von Blockmittelwerten kann dann das bereits in Kapitel 3.3.1 beschriebene Verfahren der
Pradiktion nach kleinsten Quadraten (LSP) verwendet werden.

Hiernach kann ein Schéitzwert Agp der Schwereanomalie Agp am Punkt P bei bekannter Signalkovarianzfunktion
C(s) aus den umliegenden Anomalien Ag; folgendermaflen bestimmt werden:

Agp = CpiC;;' Ag. (4.104)

Darin ist Cp; die Kovarianzmatrix zwischen Berechnungspunkt P und den Quellpunkten 7 und Cj; die Kovari-
anzmatrix zwischen den Quellpunkten.
Analog kénnen Blockmittelwerte der Schwere aus Punktschwerewerten nach

Ajp = CpiC;;' Ag; (4.105)

und aus Blockmittelwerten nach o
Agp = CpiC’ij Ag; (4.106)
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0 AyI

AX

Abbildung 4.11: Schétzung eines einheitlichen Satzes von Blockmittelwerten der Gréfle Az x Ay aus einem inhomogenen Datensatz
von Punktwerten und Blockmittelwerten unterschiedlicher Gréfle mittels Kleinster—Quadrate—Prédiktion.

berechnet werden, wobei C' Kovarianzmatrizen zwischen Punkt— und Blockmittelwerten und C Kovarianzmatrizen
zwischen Blockmittelwerten bezeichnen.

Empirische Kovarianzen im Ortsbereich

Fiir die Kovarianz zweier Schwereanomalien gilt nach HEISKANEN & MORITZ (1967)
C = M{Ag-Ag}. (4.107)

Dies entspricht der Formulierung in Gleichung (3.30), wobei M{-} der von Moritz eingefithrte Mittelwertoperator
ist. Fiir die Kovarianz zwischen Punkt— und Blockmittelwert bzw. zwischen Blockmittelwerten gilt entsprechend

Ci = M{Ag-Ag;} (4.108)

C = M{Ag- Ag}. (4.109)

Theoretisch gilt fiir die mittlere Schwereanomalie innerhalb eines Blocks der Gréfle Az x Ay

z+Az/2 py+Ay/2
/ Ag(z,y) dzdy. (4.110)
y

1
Ag = /
g AZAy z—Ax/2

Dies setzt eigentlich eine kontinuierliche Uberdeckung des Blocks mit Schwereanomalien voraus. Gedanklich kann
dies dadurch erreicht werden, dass man aus den wenigen diskret vorhandenen Schwereanomalien an allen Stellen
innerhalb des Blocks Werte nach Gleichung (4.104) prédiziert. Setzt man den Blockmittelwert Ag in (4.108)
ein und vertauscht die Reihenfolge von Integration und Mittelwertbildung, so folgt fiir die Kovarianzfunktion
zwischen Punkt- und Blockmittelwert

—Ay/2

C, = A:AyA/yM{Ag(%y)'ﬁg(%yi)}dxdy
_ A;Ay/x/ycidxdy_ (4.111)
Der Mittelwert
& A:Ay A /y C. dasdy; (4.112)

der Kovarianzfunktion C; aus allen, innerhalb eines beliebig anderen Blocks liegenden Punkte i, entspricht der
Kovarianz C' zwischen Blockmittelwerten.

Bei der Durchfithrung der Berechnungen kann ein Block jeweils in eine Anzahl von Sub—Blocken unterteilt werden.
Sind diese nicht zu grof}, so kann man ihre Kovarianz mit der des jeweiligen Blockmittelwerts gleichsetzen. Der
Mittelwert aller Sub-Block-Kovarianzen ist dann die Kovarianz des Blocks. Setzt man Gleichung (4.111) in
(4.112) ein, so erkennt man, dass zur Bestimmung der Block-Block-Kovarianz C eine 4-fach Integration bzw.
Summation notwendig ist. Um eine verléssliche Kovarianzfunktion abzuleiten, miissen nach AssmMus & KRAUS
(1974) pro Abstandsklasse mindestens 20-30 Paare von Blocken verwendet werden. Dies bedeutet einen enormen
Rechenaufwand.
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Empirische Kovarianzen im Spektralbereich

Der hohe numerische Aufwand im Ortsbereich kann vermieden werden, wenn die Berechnungen statt dessen im
Spektralbereich durchgefiihrt werden. Blockmittelwerte Ag entstehen entsprechend Gleichung (4.76) durch Mul-
tiplikation mit den Pellinen—Koeffizienten f,,(¢). Der Radius ¢ des Glattungsoperators wird dabei so gewiihlt,
dass die zugehorige sphérische Kappe die selbe Fliache hat, wie der zu berechnende Blockmittelwert. Wie in
Kapitel 4.3.5 beschrieben, gilt fiir die zur Pradiktion benotigten Kovarianzen

C = icﬁan(cosq/)) (4.113)
n=2

Ci = Y Bulthp)cy? Pa(cost) (4.114)
n=2

C = D BulWr)Ba(tbq) cp? Palcos ). (4.115)

3
[
¥

Darin ist ¢ der sphérische Abstand zwischen den beteiligten Punkten bzw. Blockzentren und ¢¥p bzw. 1¢g ent-
sprechen den Groflen der jeweiligen Blockmittelwerte.

Voraussetzung fiir die sehr effektiv auszuwertenden Gleichungen (4.113)—(4.115) ist jedoch die Kenntnis der
Gradvarianzen cﬁg. Die in Kapitel 4.3.5 beschriebenen globalen Modelle sind hierfiir nicht geeignet, da sie lokale
Signaleigenschaften oft nur unzureichend beschreiben. Lokale Gradvarianzen kénnen jedoch aus lokalen empi-
rischen Kovarianzfunktionen durch Invertierung der Gleichungen (4.113)—(4.115) abgeleitet werden. Wurde die
Kovarianzfunktion beispielsweise aus Blockmittelwerten abgeleitet, so gilt unter Ausnutzung der Orthogonalitéts-
beziehungen (4.68) der Legendre—Polynome

do = Ly ) /C:’(q/))Pn(cosw) sin ydi). (4.116)

2
=0

Die so bestimmten Gradvarianzen kénnen nun verwendet werden, um beliebige Kovarianzen zwischen Punkt-
und Blockmittelwerten unterschiedlicher Grole zu berechnen. Dieses Vorgehen bietet sich vor allem dann an,
wenn man mit inhomogenen Datensétzen arbeitet. Theoretisch ist zwar auch die Integration (4.116) numerisch
recht aufwendig, da fiir genaue Ergebnisse ein feines Diskretisierungsintervall Ay verwendet werden muss, jedoch
kann die Integration bereits nach kurzen sphérischen Distanzen v abgebrochen werden, wenn das Signal iiber
grofere Entfernungen unkorreliert ist. Dies ist der Fall, wenn das Signal vor der Berechnung um deterministisch
bestimmbare Anteile (globales Modell, topographische Effekte) reduziert wurde.
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4.4 Methodik der Geoidberechnung

4.4.1 Kombination unterschiedlicher Datenquellen

Die Berechnung eines genauen Geoids, sei es im Ortsbereich durch Lésung von Integralformeln oder im Frequenz-
bereich durch SH-Synthese, stellt folgende Anforderungen an die verwendeten Daten:

1. globale Uberdeckung und
2. hohe Auflésung.
Beide Anforderungen sind mit den in der Praxis verwendeten Daten nicht ohne weiteres zu erfiillen:

e Potentialmodelle stellen das Schwerefeld global dar, sie erfiillen damit die erste Forderung. Thre Auflésung
ist jedoch begrenzt, so dass sie nur lang- und mittelwellige Strukturen des Geoids wiedergeben. Die spek-
trale Auflosung des Modells EGM96 beispielsweise betrigt n = 360, was nach Gleichung (4.70) etwa einer
rdumlichen Auflésung von 50 km entspricht. Kurzwelligere Signalanteile, die durchaus im Bereich mehrerer
Dezimeter liegen kénnen, sind in Potentialmodellen nicht enthalten.

e Schweremessungen liegen in regionalen Bereichen, wie z.B. in Mitteleuropa, oft in hoher raumlicher Dichte
vor. Dies ermdglicht die Darstellung der Feinstruktur des Geoids, womit die zweite Forderung erfiillt ist.
Eine verlissliche Ableitung langwelliger Strukturen ist jedoch mit einem regional begrenzten Datensatz
nicht moglich. Auch die Zusammenfithrung verschiedener regionaler zu einem globalen Datensatz ist in
der Praxis problematisch und fiithrt zu langwelligen Verbiegungen des Geoids, da die unterschiedlichen
Datensétze untereinander oft sehr inhomogen sind. Dies betrifft sowohl die Genauigkeit der Werte, die
Datendichte und deren spektrale Auflosung (Verwendung von Blockmittelwerten unterschiedlicher Grofie)
als auch die verwendeten Bezugssysteme.

Potentialmodelle erfiillen also die erste, jedoch nicht die zweite Forderung, Schwerewerte hingegen die zweite, nicht
aber die erste Forderung. Es ist daher von Vorteil, beide Datenquellen zu kombinieren. Wie bereits in Kapitel
4.1 beschrieben, geniigt es, hochauflosende Schwereanomalien in einer begrenzten Umgebung des Berechnungs-
punkts zu verwenden. Die auflerhalb dieser Umgebung erforderliche Information kann dann mit ausreichender
Auflésung aus einem Potentialmodell bezogen werden. Zur Berechnung hochauflésender Geoide und der Kombi-
nation unterschiedlicher Datensétze sei an dieser Stelle noch auf die Arbeiten von DENKER (1988) und BASIC
(1989) verwiesen.

Neben Schwereanomalien und einem Potentialmodell ist es bei stark bewegtem Geldnde (wie z.B. in Bayern) vor-
teilhaft, zusétzlich topographische Informationen in die Berechnung einzubeziehen. Dies geschieht in Form von
Geldndemodellen mit einer rdumlichen Auflésung im Bereich von wenigen 100 m und darunter und ermdéglicht die
Modellierung hochfrequenter Strukturen, die durch Schwereanomalien mit einem durchschnittlichen Abstand im
km-Bereich nicht erfassbar sind. Eine Reduktion der Anomalien um topographische Anteile fithrt zu einer deutli-
chen Glattung des Feldes. Dies ist bei geringer Stiitzpunktdichte oder inhomogener Verteilung der Schwerewerte
vor allem in gebirgigen Regionen erforderlich, um représentative Blockmittelwerte der Anomalien bestimmen
zu konnen. Auflerdem wirkt sich eine Glittung des Feldes positiv auf das Konvergenzverhalten der Molodenskii-
Reihe aus, so dass die Berechnung der Hohenanomalie schon nach wenigen Termen mit ausreichender Genauigkeit
abgebrochen werden kann (mehr hierzu in Kapitel 4.5.2). °

Zusammenfassend konnen die drei genannten Datenquellen in folgende, sich gegenseitig iiberlappende Spektral-
bereiche eingeteilt werden:

e Potentialmodelle erméglichen die Berechnung lang- und mittelwelliger Strukturen bis ca. 50 km.

e Regional vorliegende Schwereanomalien gestatten die Ableitung mittel- und kurzwelliger Strukturen bis zu
einer Auflosung von wenigen km.

e Digitale Geldndemodelle dienen der Modellierung kurz- und ultrakurzwelliger Strukturen bis unter 100 m.
Remove—Restore

Um die drei genannten Datenquellen zu kombinieren ist folgendes, als remove—restore-Technik bezeichnetes Vor-
gehen iiblich:

5Topographische Reduktionen bedeuten eine rechnerische Entfernung der entsprechenden Massen. Bei Lésung der Randwertaufga-
be nach Molodenskii werden Oberflichenschwerewerte verwendet. Da die Oberflache selbst Randflache ist, sind topographische
Reduktionen theoretisch in keiner Weise erforderlich. Sie sind jedoch numerisch giinstig.
Im Gegensatz hierzu sind zur Lésung der Stokes’schen Randwertaufgabe topographische Reduktionen unumgénglich, da sich die
Anomalien hier auf das Geoid beziehen, welches meist innerhalb der topographischen Massen liegt und deshalb keine Randflache
ist.
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1. Reduktion der Schwereanomalien um die aus Potentialmodell und DGM modellierbaren lang- und kurzwel-
ligen Anteile (remove-Schritt). Die reduzierten Werte werden im Folgenden als residuale Schwereanomalien,
oder kurz als Residualanomalien bezeichnet.

2. Transformation der residualen Schwereanomalien in residuale Hohenanomalien durch Lésung der Randwert-
aufgabe (regional beschrinkte Integration der Residualanomalien).

3. Bestimmung des Geoideffekts der zuvor reduzierten Anteile und deren Addition zu den residualen Hohen-
anomalien (restore-Schritt).

Dies bietet folgende Vorteile:

e Die rechenaufwendige Integration von Schwereanomalien kann auf eine relativ kleine Umgebung des ei-
gentlichen Berechnungsgebiets beschréinkt werden. Nur dort ist hochauflésende Information notwendig. Fiir
weiter entfernte Integrationsgebiete reicht die langwellige Information des Potentialmodells aus.

e Die Berechnung der Geoidhdhe beruht auf der Integralformel von Stokes. Durch die sphérische Approxi-
mation entsteht ein Fehler in der GréBenordnung der Erdabplattung (ca. 0.3%). Dieser Fehler ist kleiner,
wenn statt der unreduzierten Schwereanomalien die Residualanomalien verwendet werden, da diese nur noch
einen geringen Betrag des Gesamtsignals enthalten.

e Die Reduktion der kurzwelligen Strukturen durch ein DGM glittet das Anomalienfeld und verringert damit
den Vertikalgradienten des Feldes. Die Reihenentwicklung zur Losung der Randwertaufgabe konvergiert
deshalb schneller.

e Die flichenhafte Integration erfordert die Berechnung von Blockmittelwerten der Schwereanomalien. Die
Glattung des Feldes durch topographische Reduktionen ermoglicht eine genauere Schitzung dieser Block-
mittelwerte.

Im Folgenden werden die einzelnen Reduktionsschritte niher beschrieben.

Kombination von Schwereanomalien und Potentialmodell
Zur Kombination von Schwereanomalien und Potentialmodell stehen prinzipiell zwei unterschiedliche Verfahren
zur Verfiigung, ndmlich die

e Kombination im Ortsbereich und die
e Kombination im Spektralbereich.

Bei Kombination im Spektralbereich (siehe z.B. MARSH & VINCENT, 1973; RAPP & RUMMEL, 1975) wird das
Signal in verschiedene spektrale Anteile aufgetrennt. Die Schwereanomalien Ag werden um die aus dem Poten-
tialmodell berechenbaren lang- und mittelwelligen Anteile AgF“M (berechenbar nach Formel (4.86¢)) reduziert,
so dass sie nur noch hochfrequente Anteile enthalten. Die Integration dieser reduzierten Anomalien liefert ent-
sprechend die hochfrequenten Anteile der Geoidhohe. Die lang- und mittelwelligen Anteile werden wieder aus
dem Potentialmodell berechnet. Dies entspricht der oben dargestellten remove-restore-Technik. Die Geoidhthe
lisst sich somit schreiben als ©

¢ =G + &+ G, (4.117)
wobei fiir die einzelnen Anteile gilt

N n
G = R Z Z (AC’nm cosmA + AS,m, sinm)\) P (cos®) (4.118)

n=2m=0

R G

G = m// (AngAgg M) St(l/)pQ) dO’Q (4.119)
_ R Ago — AgEEM) St(ihpo) d 4.120
G = g (Ago — Agg™™) St(vpq) dog. (4.120)

Die Integration der reduzierten Anomalien wird in zwei rdumlich getrennte Bereiche aufgeteilt, ndmlich in eine
sphirische Kappe o¢ vom Radius ¢y um den Berechnungspunkt (Innenzone) und die entsprechende Aufienzone
o — 0¢. Da die reduzierten Anomalien nur einen geringen Beitrag zum Gesamtsignal leisten und ihr Einfluss mit

6Die Formeln sollen das Prinzip der Kombination verdeutlichen und stellen nicht die exakte Formulierung fiir die Losung des
Molodenskii-Problems dar. Hierzu miisste die Residualanomalie Agres = Ag — AgEEM im Integrationsbereich noch analytisch
fortgesetzt bzw. weitere Terme der Reihenentwicklung nach Molodenskii angefiigt werden.
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Abbildung 4.12: Verschiedene rdumliche (Innen-/Auflenzone) und spektrale (lang-/kurzwellig) Anteile der Schwereanomalien als Quell-
daten fiir die Berechnung der Geoidhshe am Punkt P. Dargestellt sind die Kombination von Potentialmodell (gepunktet) und regio-
nalen Schwereanomalien (grau) im Spektralbereich (links) und im Ortsbereich (rechts).

wachsendem Abstand vom Berechnungspunkt zusétzlich sinkt, kann ihr Beitrag zur Geoidhthe ab einer gewissen
Entfernung vernachlissigt werden. Die Grofle von o€ wird deshalb in der Praxis so gewéhlt, dass (3 vernachléssigt
werden kann. Die Integration bleibt also tatséchlich auf die Innenzone o¢ beschriankt. Es werden nur die globalen
lang- und mittelwelligen Anteile (; und die hochfrequenten Anteile aus der Innenzone (5 berechnet.

Bei Kombination im Ortsbereich (siehe z.B. MOLODENSKII et al., 1962; HEISKANEN & MORITZ, 1967) wird das
Signal in rdumlich verschiedene Anteile aufgetrennt. Auch hier erfolgt die Integration der Schwereanomalien nur
in einer Innenzone o¢, jedoch werden hier statt der residualen die unreduzierten Anomalien Ag integriert. Die
Geoidhohe ldsst sich dann schreiben als

=3¢+ G+ G (4.121)
wobei gilt:
N n
¢ = R Z XS (o) Z (ACpm cosmA + ASpy, sinmA) Py (cos6) (4.122)
—0
/ —
Gy = 47_(_7 // St( Q/JPQ) dog (4.123)
¢ = R Z XS (o) Z (ACym cosmA + ASy, sinmA) P (cos6). (4.124)
n=N+1 m=0

Der Anteil ¢} enthilt die gesamte spektrale Bandbreite des Signals, es fehlt jedoch der Beitrag der Aufilenzone.
Dieser wird wieder in zwei spektrale Bereiche getrennt. Der Anteil (] deckt den Spektralbereich bis zum maximalen
sH-Grad N des Potentialmodells ab, der Anteil § die htheren Frequenzen. Beide Anteile sind so gefiltert, dass die
Innenzone bei der SHS keinen Beitrag leistet. Hierzu dienen die Koeffizienten A¢ (10). Der Term (} liefert analog
zu (3 nur die hochfrequenten Anteile aus der Auffenzone und kann bei entsprechender Wahl von ¢ vernachléssigt
werden kann.

Die beiden Kombinationsmethoden sind, wie RApp & RUMMEL (1975) gezeigt haben, gleichwertig. Die Kombina-
tion im Ortsbereich bietet sich vor allem fiir Fehleranalysen an, da in diesem Fall das Fehlerfortpflanzungsgesetz
eine einfachere Formel liefert und die Koeffizienten S (1)) eine einfache Darstellung der Fehleranteile im Spek-
tralbereich ermoglichen. Hierzu sei auf die Fehlerbetrachtung in Kapitel 4.4.4 hingewiesen.

Die Kombination im Ortsbereich ist in der Praxis weniger gut geeignet, da die Schwereanomalien meist als Block-
mittelwerte in einem regelmafigen geographischen Gitter gegeben sind. Die A¢-Koeflizienten schneiden jedoch eine
sphérische Kappe um den Berechnungspunkt aus, so dass es an den Kappenrandern zu Inkonsistenzen kommt. Eine
Bestimmung von Blockmittelwerten in regelméfigen sphérischen Sektoren rund um den Berechnungspunkt wiirde
dieses Problem zwar beheben, erfordert jedoch in jedem Berechnungspunkt eine Neuberechnung der Blockmittel-
werte. Bei der spéateren Geoidberechnung wird deshalb die Kombination im Spektralbereich verwendet. Dadurch
konnen auch die genannten Vorteile der remove-restore-Technik voll ausgenutzt werden.

Rdumliche Filterung des Potentialmodells:
Die spektralen Koeffizienten AS in den Gleichungen (4.122) und (4.124) bewirken eine rdumliche Filterung des
Potentialmodells. Die Innenzone leistet dann keinen Beitrag zum Signal. Der Anteil (] lisst sich theoretisch auch



60 4 Geoidberechnung

darstellen durch die Integration

27 ™
1 = _ = .
G = 47?)/ //AQQSt(wPQ)dUQ = Iy / AgQSt(pr) sin ydypda (4.125)
N a=04=tp

oder, wenn man die modifizierte (im Ortsbereich gefilterte) Stokes-Funktion (siche Abbildung 4.13)

5 0 ,fiar 0 <y <
Stw) = { SHw) | fiir v < < (4.126)

verwendet durch

¢ = y / / Ago St(¥pg) sinypdypda. (4.127)
s
7 a=0¢=
Dabei wurden in den Gleichungen (4.125) und (4.127) statt der Schwereanomalien Ag die zugehorigen Block-
mittelwerte Ag verwendet, da der Anteil (] entsprechend Gleichung (4.122) nur den Signalanteil bis zu einer
bestimmten Auflosung enthéilt. Fiir die hier dargestellte rdumliche Filterung ist es jedoch unerheblich, ob Ag

oder Ag verwendet werden.
Analog Formel (4.89) ist die modifizierte Stokes-Funktion durch die Reihe

Z Sn Pn(costp) (4.128)

darstellbar und es gilt entsprechend Formel (4.90) fiir die Koeffizienten

An(tho) = 5n(vo) (4.129)
Wird bei der SHS keine Innenzone ausgespart, d.h. ist 1 = 0°, so gilt St(y)) = St() bzw. 5,(0) = s, =
(2n+1)/(n — 1) und es folgt speziell A (g = 0) = 1. Unter Ausnutzung der Orthogonalitidtsbezichung (4.68)
der Legendre—Polynome folgt fiir die Koeffizienten

2n+1

Sn =~ /St(w) ) (cos ) sinpdy (4.130)
0

und analog fiir die Koeffizienten der modifizierten Funktion

Sn(th) = 2n+1 /St P, (cos) sinpdy = 2n+1 /St P, () sintpdy . (4.131)

::Qn(wU)

Die Koeffizienten @, (1o) werden als Molodenskii—Abbruchkoeffizienten bezeichnet. Thre Berechnung ist mit dem
von PAUL (1973) entwickelten Algorithmus effizient moglich. Setzt man Formel (4.131) in (4.129) ein, so ergibt
sich weiterhin

n
An (o) = (%) (4.132)
15 15—
\
10 10 \\
Vo
St
5 (W) 5 \\
N\
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Abbildung 4.13: Unmodifizierte Stokes-Funktionen St(v) (links) und modifizierte Funktion St(1o,) (rechts), hier dargestellt fiir eine
Innenzone von g = 20°.
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Reduktion atmosphdarischer Anteile

In der Formulierung der Randwertaufgabe (Kapitel 4.2.1) wurde davon aus-
gegangen, dass sich auflerhalb der Randfléiche, welche von der Oberfliche der
Kontinente und Ozeane gebildet wird, keine Massen befinden. Demnach wiére S
die Laplace-Gleichung (4.3) im AuBlenraum erfiillt. Dies gilt jedoch aufgrund
der atmosphérischen Massen nur gendhert. Deshalb werden die Schwerewerte
vor Losung der Randwertaufgabe um die Wirkung dg, der Atmosphére redu-
ziert und anschlieffend der entsprechende Effekt 6(, auf das Geoid restituiert
(remove—restore).

Zur Bestimmung der Schwerewirkung auf einen Punkt P in Hohe h wird das
von MORITZ (1974) beschriebene Modell verwendet (siche Abbildung 4.14).
Darin werden Erde und Atmosphére vereinfachend als sphérisch betrachtet
und die Topographie vernachlissigt. Dichtevariationen treten in der Atmo-
sphére nur in vertikaler Richtung auf. Die oberhalb P gelegenen Atmosphéren-  ,,. . dung 4.14: Atmosphérenschichten
schichten S,(h > hp) haben keine Wirkung auf die Schwere in P, so dass nur operhalb und unterhalb des Berech-
die Massen der Schichten S,, unterhalb P (h < hp) betrachtet werden miissen. nungspunkts P.

Deren Schwerewirkung betragt

Gmy,(r) GM, Gmy(r)
Ja = 2 = 2 2 (4.133)

worin r der geozentrische Radiusvektor von P, m,(r) die Masse von Sy, m,(r) die Masse der dufieren Schicht S,
und M, die Gesamtmasse der Atmosphére ist.
Bei Reduktion der Schwereanomalien um diesen Effekt ist zu beachten, dass in der Definition geodétischer Refe-
renzsysteme, wie z.B. dem WGS84 (NIMA, 1997) oder dem GRS80 (MoRITZ, 1988) die Gesamtmasse der Erde
auch die Massen der Atmosphére einschlieit. Diese sind sozusagen in das Referenzellipsoid verschoben. Der Nor-
malschwerewert v beinhaltet somit bereits die Gesamtmasse M, der Atmosphire, welche bei Berechnung der
Schwereanomalie

Ag = g—7 (4.134)

implizit subtrahiert wird. Zur Reduktion der Schwereanomalie ist somit nur noch der zweite Term auf der rechten
Seite von (4.133) zu beachten und es gilt fiir die reduzierte Schwereanomalie

Gmy(r)
-3

Agg’y< >gv+5ga~ (4.135)

Integration iiber die dufleren Atmosphérenschichten liefert fiir die demnach zu reduzierende Masse

o0

me(r) = 4w / p(r)r? dr, (4.136)

r

wobei die hhenabhingige Dichte p(r) aus einem Atmosphirenmodell (z.B. Cospar International Reference Atmo-
sphere CIRA oder U.S. Standard Atmosphere) entnommen werden kann. Eine vereinfachte Formel zur Berechnung
lautet (siehe z.B LEMOINE et al., 1998)

5ga = 0.87 . 016 H' T (4.137)

das Ergebnis in mGal gegeben ist und die Meereshohe H des Berechnungspunkts in km einzusetzen ist.

Fiir den auf der Erdoberflédche relevanten Hohenbereich ergeben sich daraus fiir die Reduktion dg, Werte zwischen
0.87mGal (H = 0km) und 0.31mGal (H = 8km). Diese Werte sind z.B. in TAG (1971) tabelliert.

Rapp & RUMMEL (1975) haben gezeigt, dass die Vernachldssigung dieser Reduktion bei Beschrinkung der Inte-
gration auf eine sphérische Kappe zu langwelligen Geoidfehlern bis zu 3 m fithren kann. Dabei verursachen starke
Hohenunterschiede in gebirgigem Gelédnde Variationen im Bereich weniger Dezimeter (siehe RUMMEL & RAPP,
1976). In Bayern ergeben sich bei Beschrinkung der Integration auf eine sphirische Kappe von ¢ = 4° (dies ent-
spricht etwa dem in Abbildung 4.32 dargestellten Bereich) Werte zwischen 41 cm und 43 cm. Dies Werte stimmen
gut mit dem in SIOBERG (1998) fiir eine Kappenradius von 1) = 5° angegebenen Wert von 45 cm iiberein.

Der nach der Integration der reduzierten Schwereanomalien zu restituierende Geoideffekt betragt nach MORITZ
(1974)

G T me(r)
8Ca = —;/ o dr. (4.138)

In Bayern ergeben sich hierfiir Werte zwischen —0.65 cm und —0.53 cm. Da die Variationen deutlich unter 1 cm
liegen, wurde der Effekt vernachlissigt.
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Reduktion topographischer Anteile

Wie bereits zu Beginn dieses Kapitels angesprochen, erweisen sich topographische Reduktionen im Rahmen der
Quasigeoidbestimmung als vorteilhaft, da sie eine Glittung des Schwerefelds bewirken. Hierzu bietet sich prinzipi-
ell die Berechnung von Bougueranomalien oder von isostatisch kompensierten Anomalien an. Im ersten Fall wird
die Wirkung aller Massen oberhalb des Geoids berechnet, im zweiten Fall zusétzlich die Wirkung der isostatischen
Massendefizite im Untergrund (siche Abbildung 4.15). Beide Reduktionstypen glitten das Anomalienfeld, wobei
die Vernachldssigung der isostatischen Kompensation zu relativ grofien lang- und mittelwelligen Restsignalen
fithrt. Beide Reduktionsarten sind z.B. in HEISKANEN & MORITZ (1967) ausfiihrlich beschrieben.

Bei Berechnung der Reduktionen ist jedoch zu beachten, dass die aus einem Potentialmodell berechenbaren
Anomalien AgFEM die Wirkung aller Massen des Erdkérpers bis hin zur maximalen Auflésung des Modells
beschreiben. Die Reduktion der verwendeten Anomalien um den globalen Anteil AgFSM bedeutet daher, dass
implizit lang- und mittelwellige Anteile der topographischen und auch der isostatischen Massen entfernt werden
(siehe z.B. FORSBERG, 1994; KUHN, 2000). Dies entspricht der Reduktion eines Geléindemodells mit der Auflésung
des verwendeten Potentialmodells. Eine zusitzliche Reduktion 6¢%°P° aller Massen durch Berechnung von Bouguer-
bzw. isostatischen Anomalien fiihrt deshalb dazu, dass die bereits in AgFM enthaltenen Effekte doppelt reduziert
werden.

Es bietet sich daher an, wie von FORSBERG & TSCHERNING (1981) vorgeschlagen, in §¢g*°P° nur die kurzwelligen
Anteile der Topographie zu reduzieren. Man wihlt sich hierzu eine mittlere Topographie als Referenzfliche und
modelliert nur die Massendefizite bzw. -iiberschiisse der wahren Topographie bzgl. dieser Referenz. Das entstehen-
de residuale Massenmodell wird als residual terrain model (RTM) bezeichnet und die entsprechende Reduktion mit
5gBTM Die Auflssung der Referenztopographie sollte der Auflésung des verwendeten Potentialmodells entspre-
chen, um alle Massen zu reduzieren. Allerdings kénnen auch Flichen mit hoherer Auflésung verwendet werden.
Dann verbleiben langwellige Signalanteile in den Residualanomalien. Die beabsichtigte Glattung des Feldes bleibt
davon jedoch unberiihrt. Auf Vor- und Nachteile von Referenzflichen mit hoherer Auflésung wie auch auf die
Modellierung und Berechnung der RTM-Anomalien wird im folgenden Kapitel eingegangen.

Nach Reduktion aller beschriebenen Anteile (Potentialmodell AgPEM  Atmosphire g,, Topographie §gt°P°)
ergibt sich schliellich fiir die Residualanomalie

Agres =g—v — AgEGM—l—(Sga—(Sgwpo- (4139)

Wird diese Anomalie in die Molodenskii-Reihe eingesetzt, so erhilt man residuale Hohenanomalien ("¢°. Restitu-
tion der lang- und mittelwelligen Anteile (¥¢M sowie der topographischen Wirkung ¢*°P° ergibt die endgiiltige
Hohenanomalie ¢ (der atmosphérische Anteil wird vernachlissigt).

4.4.2 Topographische Reduktionen

Grundlage fiir die Modellierung topographischer Effekte sind digitale Gelindemodelle (DGM). Diese liegen {ibli-
cherweise als Matrix von Hohenwerten beziiglich eines regelméfligen Koordinatengitters vor. Lokale und regionale
Modelle beziehen sich meist auf ebene kartesische Koordinaten (z.B. GK-Koordinaten), globale Modelle auf geo-
graphische Koordinaten.

Topographie

_Kruste: , '

(a) (b) () (d)

Abbildung 4.15: Verschiedene Schwereanomalien und zugehérige Massenmodelle. (a) Freiluftanomalien — hier werden keine topogra-
phischen Reduktionen angebracht. (b) Bougueranomalien — die topographischen Massen der Hohe h werden rechnerisch entfernt, die
Anomalien sind deshalb glatter als Freiluftanomalien, enthalten jedoch langwellige Signalanteile wegen isostatischer Dichteanomalien
im Untergrund. (c) Isostatische Anomalien — zuséitzlich zur Topographiereduktion werden die Dichteanomalien der Gebirgswurzeln
bis zur Tiefe t ausgeglichen. (d) RTM-Anomalien — es wird lediglich die kurzwellige Topographie iiber bzw. unter der Referenzhshe
href reduziert, langwellige Strukturen bleiben erhalten.
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Abbildung 4.16: DGM als Matrix von Héhenwerten in ebenen kartesischen (links) und geographischen (rechts) Koordinaten.

Nach Gleichung (2.3) gilt fiir das Potential einer beliebigen Massenanordnung

V(P) :G///%p(r)dQ
)

und entsprechend (2.4) fiir deren Anziehung (Gravitationsbeschleunigung)

(4.140)

a = gradV. (4.141)

Zur numerischen Auswertung dieser Gleichungen wird das DGM in einfache geometrische Korper zerlegt, iiber
deren Volumen 2 analytisch integriert werden kann. Welche Korper hierzu verwendet werden, héngt vom vorlie-
genden Modell (eben oder geographisch) und der angestrebten Genauigkeit ab. Ebene DGM-Darstellungen legen
eine Modellierung in Rechteckprismen nahe. Im sphérischen Fall wiirden sich entsprechend Tesseroide ergeben
(siehe z.B. KUHN, 2000), also Kugelsegmente, die von zwei Meridianebenen (A = konstant) und zwei Kegelman-
telflichen (Kegelspitze im Geozentrum, Kegelmantel entlang von Breitenkreisen ¢ = konstant) begrenzt werden.
Die Verwendung von Tesseroiden ist vor allem dann vorteilhaft, wenn sich die Berechnung iiber Entfernungen
erstreckt, in denen sich die Kriimmung der Erde bemerkbar macht.

Da die Wirkung der Feinstruktur eines felderzeugenden Koérpers mit wachsendem Abstand von diesem zunehmend
geddmpft wird (siehe auch Kapitel 4.3), konnen fiir weit vom Berechnungspunkt entfernte Massen ohne Genau-
igkeitsverlust alternativ einfachere Modelle verwendet werden. Hierfiir eignen sich z.B. Masselinien oder Punkt-
massen (siehe z.B. TsoULIs, 1999a; KUHN, 2000). Die vereinfachte Modellierung hat eine deutliche Erhohung der
Recheneffizienz zur Folge.

Wie bereits im letzten Kapitel angesprochen, ist es im Rahmen der remove—restore-Technik angebracht, nur die
Wirkung einer residualen Topographie (RTM) zu bestimmen, da die Effekte langwelliger Geléindeanteile bereits im
globalen Potentialmodell enthalten sind. Ein RTM besteht aus positiven und negativen Massen (siehe Abbildung
4.18), deren Wirkungen sich bereits in relativ geringer Entfernung vom Berechnungspunkt gegenseitig auftheben.
Die Auswertung kann somit auf ein relativ kleines Integrationsgebiet beschréinkt werden. Uber solch geringe
Distanzen wirkt sich andererseits die Kriimmung der Erde nicht wesentlich aus, so dass im Fall eines RTM
geniigend genau mit ebenen Rechteckprismen gearbeitet werden kann. Auf die Verwendung von Tesseroiden
konnte deshalb in dieser Arbeit verzichtet werden.

Im Gegensatz zur Anziehung (Gravitationsbeschleunigung) wirken sich entfernte Massen noch relativ stark auf das
Potential aus. Es muss deshalb zur Bestimmung der Potentialwirkung ein gréfleres Integrationsgebiet verwendet
werden. Andererseits reagiert das Potential weniger empfindlich auf die Feinstruktur der felderzeugenden Massen

A
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Abbildung 4.17: Modellierung des DGM in geometrischen Kérpern: Rechteckprisma (links) und Tesseroid (rechts).
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Abbildung 4.19: Modellierung der Topographie mit
Prismen bzw. Tesseroiden der Hohe h innerhalb einer
Innenzone o um den Berechnungspunkt P. AufBer-
halb werden Punktmassen in mittlerer Geldndehéhe
verwendet.

Abbildung 4.18: RTM-Massenmodell mit po-
sitiven und negativen Dichteanomalien. Das
Vorzeichen entspricht der Wirkung der RTM-
Reduktion.

als die Anziehung, so dass schon in geringer Entfernung zum Berechnungspunkt mit ausreichender Genauigkeit
ein Punktmassenmodell verwendet werden kann.

Insgesamt wurde also zur Berechnung der Anziehung ausschliefflich ein ebenes Prismenmodell und zur Berechnung
der Potentialwirkung in der innersten Zone ebenfalls ein Prismenmodell und ansonsten ein Punktmassenmodell
verwendet. Fiir letzteres ergibt sich aus Gleichung (4.140)

vV = = (4.142)

wobei r der Abstand zwischen Punktmasse und Berechnungspunkt ist. Die Masse M der Punktmasse entspricht
dabei der Gesamtmasse eines Prismas der Dichte p mit Grundfliche Az - Ay und Hohe h

M = pAzxAyh. (4.143)

Fiir die Potentialwirkung eines Rechteckprismas mit konstanter Dichte ergibt sich in ebenen kartesischen Koor-
dinaten am Berechnungspunkt P

V(P) = Gp /// [(p —2)2 + (yp — 9)* + (20— 2)2]/? dadyde. (4.144)

Ty z

Die Gravitationsbeschleunigung ergibt sich durch Differentiation von V in z-Richtung zu

= = i X Z. .
ol = V) = G ] r 27+ r 7 & er 7 )

Ty z

Zur Losung der Integrale legt man den Ursprung des Koordinatensystems giinstig in den Berechnungspunkt P.
Dann folgt nach NAGY (1966) durch Integration

V(P) = Gp H zyln(z+7r) + zzIn(y+r) + yzln(z +r) —
2 2 2 T2 |Y2 |22
% arctan L — L arctan = — = arctan -2 (4.146)
2 rT 2 Y 2 L PP A
und
xy T2 |Y2 |22
V.(P) = Gp ||| zln(y+7) + yln(z +r) — zarctan — (4.147)
zr z1 ly1 121

Bezeichnet d = (22 — 21)/2 = (y2 — y1)/2 die halbe Ausdehnung des Prismas in 2- und y-Richtung, so gilt fiir die
Integrationsgrenzen in horizontaler Richtung

Ty =x—xp+d Y2=y—yp+d
r1=x—xp—d 1=y —yp —d.

Die Integrationsgrenzen in vertikaler Richtung variieren je nach dem, ob zur Berechnung von Bougueranomalien
die gesamte Topographie zwischen Meeresniveau und Oberflache reduziert werden soll, oder im Fall von RTM-
Anomalien nur eine residuale Topographie.
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z=0

Abbildung 4.20: Modellierung der RTM-Topographie (links) und der gesamten Topographie (rechts) mit Prismen.

e

z=0 z=0

Abbildung 4.21: Alternative Modellierung der Gesamttopographie durch Bouguerplatte (links) und Gelédndekorrektur (rechts).

Integrationsgrenzen bei Berechnung von RTM-Anomalien:

Zur Berechnung der RTM-Reduktion sind in (4.147) die Integrationsgrenzen

29 =2 —2p
21 = Zref — 2P

zu wihlen, wobei 2.5 die Hohe der langwelligen Referenztopographie ist (siehe Abbildung 4.20, links).

Integrationsgrenzen bei Berechnung von Bougueranomalien:

Fiir Bougueranomalien gilt wegen Integration iiber alle topographischen Massen (siche Abbildung 4.20, rechts):

29 = Z —Zp bzw Z9 = Zp — Z
z1=0—zp ’ Z1 = zp.

Alternativ kann das Gelédnde zur Berechnung von Bougueranomalien in eine horizontale Platte in Hohe h = zp des
Berechnungspunkts (Bouguerplatte) und die entsprechende Resttopographie aufgeteilt werden (siehe Abbildung
4.21, Mitte bzw. rechts). Fiir die Wirkung der Platte gilt

d0gpo = 2nGph. (4.148)

Die Reduktion von Freiluftanomalien um diesen Wert liefert einfache Bougueranomalien, zusétzliche Beriicksich-
tigung der Resttopographie die verfeinerte Bougueranomalie

Agre = Ag — 2nGph + dgre. (4.149)

Die Geldndekorrektion dgre ergibt sich wiederum aus Gleichung (4.147), wobei fiir die vertikalen Integrations-
grenzen gilt:

Zo =2p — %

zZ1 = 0.

Der Wert der Geldndekorretur ist immer positiv. Dies unterscheidet sie von der RTM-Reduktion und bedeutet,
dass die Berechnung der Geldndekorrektur nicht auf die ndhere Umgebung des Berechnungspunkts beschrankt
bleiben kann.

Die Wirkung der residualen Massen des RTM héngt davon ab, ob es sich beziiglich der Referenztopographie
um ,, Téler® (z < zef, Masse wird durch Reduktion aufgefiillt) oder um ,,Berge“ (z > 2y, Masse wird durch
Reduktion abgetragen) handelt und zusétzlich davon, ob sich die Massen oberhalb oder unterhalb des Berech-
nungspunkts P befinden. Prinzipiell vergrofiern positive Massen unterhalb P (z < zp) den Schwerewert gp in P,
positive Massen oberhalb P (z > zp) verringern ihn. Insgesamt kann man die in Tabelle 4.1 dargestellten Fille
unterscheiden. Dabei zeigen die Fille 1 und 2, dass die Wirkung der Massen am Berechnungspunkt selbst immer
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Tabelle 4.1: Wirkung der RTM-Massen auf die Schwere gp im Berechnungspunkt P. Der Beitrag gibt an, ob die entsprechenden
Massen im Rahmen der RTM-Reduktion aufgefiillt (+) oder abgetragen (-) werden. In Kombination aus Wirkung und Beitrag ergibt
sich die Gesamtwirkung der Reduktion auf die Schwere.

Fall Wirkung auf gp  Beitrag = Gesamtwirkung
1) Zref < Z = Zzp + - -
2)  Zpey > z = 2zp - + -
3) z < Zpey < 2p + + +
4) Z > Zpef > 2zp - - +
5) zZrey < 2z < zp + - -
6)  zZpef > z > zp - + -

negativ ist. Die Fille 3 bis 6 zeigen, dass die Reduktion dg®"™ an den restlichen Stellen positives und negatives

Vorzeichen haben kann. Diese oszillierende positive und negative Wirkung hebt sich in gréferer Entfernung vom
Berechnungspunkt gegenseitig auf. Nach FORSBERG (1994) konnen abhéingig von der halben Wellenlénge A = \/2
der verwendeten Referenztopographie und dem vorliegenden Gelindetyp (Flachland bis Hochgebirge) Massen ab
einer Entfernung von 2A bis 3A vernachléssigt werden. In der vorliegenden Arbeit wurde eine Referenzfliche der
Auflosung n = 720 verwendet, was etwa einer halben Wellenléinge von 25 km entspricht. In Testrechnungen wurde
festgestellt, dass die Beitrdge der Topographie ab einer Entfernung von ca. 75 km vernachléssigt werden kénnen.
Dies stimmt gut mit den oben angegebenen Grenzen iiberein.

Nach Reduktion von dg%TM entstehen Schwerewerte, die die Wirkung der geglitteten Topographie reprisentie-
ren, jedoch am Ort der urspriinglichen Oberfliche liegen. In der Regel befindet sich keiner dieser Schwerewerte auf
der Referenztopographie, sondern entweder dariiber oder darunter, so dass die Schwerestationen beziiglich den
Massen der Referenztopographie in freier Luft schweben oder in ihnen vergraben sind (vgl. Abbildung 4.22). Die
RTM-reduzierten Schwerewerte an den Punkten innerhalb der Massen représentieren jedoch nicht mehr das har-
monische Auflenraumpotential (sie liegen ja innerhalb der Massen). Sie konnen deshalb nicht fiir die Losung der
GRWA verwendet werden. Es sind deshalb an diesen Punkten Schwerewerte gesucht, die das harmonischen Auflen-
raumpotentials reprisentieren. Um dies zu erreichen haben FORSBERG & TSCHERNING (1981) vorgeschlagen, an
die RTM-reduzierten Anomalien, welche unterhalb der Referenztopographie liegen, eine so genannte harmonische
Korrektur anzubringen, welche in Anlehnung an die Reduktion von Poincaré und Prey (siche z.B. HEISKANEN
& MORITZ, 1967) gefunden werden kann. Hierzu sei angenommen, dass die Referenztopographie in der Umge-
bung der Schwerestation so glatt ist, dass sie durch eine Bouguerplatte angenihert werden kann. Die Tiefe der
Schwerestation innerhalb der Massen betrage h = z,.f — zp. Die mit dem harmonischen Auflenraumpotential
verkniipften Schwerewerte an der Stelle P findet man, indem man

1. das Geliinde iiber der Station in Form einer Bouguerplatte entfernt (die Wirkung auf die Schwere betrigt
5gBO = +27TGph)7

2. den Schwerewert nach oben fortsetzt (unter Verwendung des Freiluftgradienten — iiber der Station liegen ja
keine Massen mehr),

3. die Bouguerplatte unter der um h angehobenen Station wieder einsetzt (die Wirkung auf die Schwere betréigt
wieder dgpo = +27Gph; die Schwere repriisentiert jetzt das harmonische Auflenraumpotential) und

4. den Freiluftgradienten in umgekehrter Richtung anbringt. Man erhilt eine harmonische Fortsetzung der
Auflenraum-Anomalien innerhalb der Massen.

Die Schritte 2 und 4 heben sich in ihrer Wirkung gegenseitig auf, so dass sich als Gesamtwirkung die harmonische
Korrektur 4nGph ergibt. Dieser Wert ist an allen Schwerestationen anzubringen, die sich unterhalb der Referenz-

//\ y Q E
- \é//\\ N I

Abbildung 4.22: Gelidnde vor und nach Reduktion der RTM-Topographie. Die Punkte P; und P> der realen Topographie représentieren
nach der Reduktion Schwerestationen, die in ,freier Luft schweben® (P1) bzw. in den Massen ,vergraben® sind (Pz).
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topographie befinden. Danach konnen alle Anomalien als harmonisch fortgesetzte Funktionale des geglitteten
Auflenraumpotentials am Ort der urspriinglichen Topographie angesehen werden.

Eine alternative Berechnung der RTM-Reduktionen ist méglich, falls an den Schwerestationen die Geléndekor-
rektion dgrc bzw. die so genannte Faye-Anomalie

A.gFaye = A.gFA + 6gTC (4150)

gegeben ist. In jedem Punkt P entspricht die Berechnung der Faye-Anomalie dem Auffiillen bzw. Abtragen des
Geléndes bis zur Hohe zp dieses Punktes. Das Geldnde um P entspricht dann einer Bouguerplatte der Hohe zp
(siche Abbildung 4.23, Mitte). Der Schwerewert am Punkt P représentiert das harmonische Auflenraumpotential.
Ist die Referenztopographie wieder glatt genug, um durch eine ebene Platte angenéhert werden zu konnen, so kann
der Schwerewert beziiglich der Referenztopographie dadurch bestimmt werden, dass zunéchst die Bouguerplatte
der Hohe zp entfernt wird und anschlieflend eine Platte der Hohe z..; der Referenztopographie angebracht
wird. Die entsprechende Reduktionen betragen —27Gp zp und +27Gp 2ref, so dass sich fiir die RTM-reduzierte
Anomalie ergibt:

Agrrv = Agra—27Gp(zp — Zref) + 0grC
AgFaye - 27TGP (ZP - Zref)- (4151)

Diese Naherung ist fiir langwellige Referenztopographien giiltig und bietet sich dann an, wenn dem Nutzer in
einem Gebiet kein DGM, jedoch ein Datensatz von Schwerewerten inkl. Geldndekorrektion dgrc zur Verfiigung
steht. Die RTM-Reduktion kann dann ohne direkte Kenntnis des Geldndes berechnet werden.

Zur Berechnung der harmonischen Korrektur und bei Bestimmung von RTM- aus Faye-Anomalien ist es giinstig,
moglichst langwellige Referenztopographien zu verwenden. Nur dann kann das Gelénde in der Ndhe des Berech-
nungspunkts als Bouguerplatte dargestellt werden. Andererseits sollte die Auflosung der Referenztopographie
nicht unter der des verwendeten Potentialmodells liegen. Auflerdem ist die Verwendung einer kurzwelligeren To-
pographie numerisch giinstig, da sich die Referenztopographie dann besser an das wahre Gelénde anpasst. Dann
besteht das RTM aus kleineren und héufiger oszillierenden Massen, so dass der Integrationsradius bei Berechnung
der Reduktionen kleiner gehalten werden kann. In der Praxis ist also ein Kompromiss zu finden, so dass der Re-
chenaufwand begrenzt werden kann und trotzdem die Referenzfliche geniigend genau durch eine Bouguerplatte
angendhert werden kann.

P P P

Abbildung 4.23: Alternative Reduktion der RTM-Massen: Anbringen der Gelindekorrektur 6g7C entspricht dem Auffiillen des
Gelidndes bis zur Bouguerplatte (Mitte). AnschlieBende Reduktion einer Platte der Hohe zp — zp.y liefert bei glatter Referenz-
topographie ein RTM-reduziertes Gelidnde.

4.4.3 Numerische Berechnungsverfahren

In den vorangegangenen Kapiteln wurde der Weg zur Losung des Molodenskii—Problems beschrieben. Numerisch
sind dabei in fast allen Schritten aufwendige Integrationen durchzufiithren. In diskreter Form geschrieben sind
diese Integrale vom Typ

R P2 A2

fP) = — Yo D 9eh(¥rq) cospApgAig. (4.152)
v PR=P1 Ag=M1

Im mathematischen Sinn ist dies eine Faltung der Ortsfunktion gg mit der Gewichtsfunktion h(¢pg). Die Ab-
standsfunktion wird dabei wie ein Fenster von Berechnungspunkt zu Berechnungspunkt geschoben, jeweils ele-
mentweise mit der Ortsfunktion multipliziert und schliellich werden all diese Produkte aufsummiert. Symbolisch
wird die Faltung als

f=gxh (4.153)

geschrieben. Diese im Ortsraum sehr aufwendige Operation kann jedoch durch Anwendung spektraler Techniken
sehr viel effizienter ausgewertet werden. Grundlage hierfiir ist die Fouriertransformation.
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Fouriertransformation

Prinzipiell lidsst sich jedes periodische Signal x(t) durch Uberlagerung unendlich vieler Schwingungen der Kreis-
frequenz n - wq in der Fourierreihe

z(t) = Z [an, cos(n - wot) + by sin(n - wot)) (4.154)

n=0

darstellen. Dies ist das 1-dimensionale, ebene Analogon zu den in Kapitel 4.3.1 beschriebenen sphérisch harmo-
nischen Reihen. Die Basisfunktionen sind hier die trigonometrischen Funktionen sin und cos. Die entsprechenden
Orthogonalitidtsbeziehungen lauten

sin(nwot) sin(kwot)dt e cos? (nwot)dt = T, n=0
== 0pk; N#£O und

5 (4.155)

Ot O
Ot O

cos(nwot) cos(kwot)dt cos(nwot) sin(kwot)dt = 0.
Unter Ausnutzung dieser Beziehungen kénnen die Koeffizienten a, und b, analog zur SHA (4.62) bestimmt
werden durch

T T
an _ 2 cos(nwot) _ 1
{ b, } =7 / x(t) { sin(nwot) } dt und a0 = & / z(t) dt. (4.156)
0 0
Die Bestimmung der Koeffizienten nach (4.156) wird als Fouriertransformation bezeichnet. Die Synthetisierung des
Signals z(t) aus den Koeffizienten nach (4.154) ist die Inverse Fouriertransformation. Ein effizienter Algorithmus
zur Durchfithrung von (4.156) ist die schnelle Fouriertransformation FFT (fast Fourier transformation). Die

entsprechende Inverse ist die IFFT.
Das Spektrum wird auch als Fouriertransformierte X (w) bezeichnet und es gilt in symbolischer Schreibweise

— | FFT=F{a(t)} | —
x(t) X(w). (4.157)
— [IFFT:= FY{X(w)}| «

Im Falle eines 2—dimensionalen Signals

x(u,v) = ZZ [cri cos(kwou + L vgv) + spsin(k wou + L vyv)] (4.158)
k=0 1=0

ist auch das Spektrum X (w,v) 2-dimensional. Der Ubergang zwischen Orts— und Frequenzraum erfolgt dann
durch die 2D-FFT bzw. die 2D-IFFT. In symbolischer Schreibweise wird zur Unterscheidung von 1D und 2D-
Operationen ein Index verwendet, z.B. bezeichnet J;{-} eine 1D Fouriertransformation und F, '{-} eine 2D
inverse Fouriertransformation.

Die Fouriertransformation hat einige wichtige Eigenschaften (siehe z.B. SCHWARZ et al., 1990). Wesentlich fiir
die durchzufiihrenden Berechnungen sind die Linearitét, d.h. es gilt mit den Skalaren a und b

Fofa-g+b-h} = a-F{G}+b-Fo{H} = a-G+ b-H, (4.159)
sowie der Faltungssatz
Folg=h} = Fo{g} - Fo{h} = G- H. (4.160)
Nach dem Faltungssatz kénnen alle Integrale vom Typ (4.152) ‘ Ortsraum H Frequenzraum ‘
durch eine einfache elementweise Multiplikation im Frequenzraum
ausgewertet werden. Es ergibt sich das rechts dargestellte Berech-
—>| FFT G

nungsschema. Das Produkt G- H liefert das vollstandige Spektrum g
F der Zielfunktion f. Durch die IFFT kann diese an beliebigen @ic)
Stellen des Ortsraums berechnet werden.

Voraussetzung zur Verwendung des Schemas ist, dass Ortsfunk- h
tion g und Abstandsfunktion A in einem regelméfiigen Gitter vor- l
liegen und h homogen, also invariant gegeniiber Translationen ist.

Weiterhin wird vorausgesetzt, dass beide Funktionen periodisch f
sind.

> FFT > H
F

<« IFFT |
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Auswertung des Stokes—Integrals mittels FFT

Das Stokes—Integral (2.13) ist eine Faltung, da St(¢) isotrop und homogen ist. Zur Anwendung der FFT-Technik
ist zusétzlich notwendig, dass die Ortsfunktion in einem regelméfigen Gitter vorliegt. Die zur numerischen In-
tegration verwendeten Blockmittelwerte Ag sind iiblicherweise in einem geographischen Gitter angeordnet. Die
Gitterweite betriigt zwar konstant {Ap x AM}, was jedoch wegen der Meridiankonvergenz zu unterschiedlichen
sphérischen Abstéanden Ay zwischen verschiedenen Blocken fithrt. Es gilt fur den Abstand v pg zwischen zwei
Punkten P und @, ausgedriickt in geographischen Koordinaten (siehe z.B. STRANG VAN HEESs, 1990)

- Ap — A
sin? vrq _ sin? w + sin? PTQ COS Pp COSYQ. (4.161)
Die Abstandsfunktion St() ist also in einem regelmiifiigen geographischen Gitter {A¢ x AA} weder homogen

noch isotrop, denn es gilt nach (4.161)

St = St(Appq, AXpq, P, Q) (4.162)

Um trotzdem FFT-Techniken anwenden zu kénnen, wurden verschiedene Naherungsverfahren vorgeschlagen. In
ebener Approximation (SCHWARZ et al., 1990) werden die Effekte der Erdkriimmung vernachléssigt und statt des-
sen mit ebenen kartesischen Koordinaten {z,y} gearbeitet. Die Abstandsfunktion héngt dann nur noch von den
Koordinatendifferenzen Azpg und Aypg ab und erfiillt damit die Voraussetzungen zur Anwendung der FFT (Ho-
mogenitit und Isotropie). In der von STRANG VAN HEES (1990) vorgeschlagenen sphiirischen Approximation wird
dies dadurch erreicht, dass in (4.161) die geographischen Breiten ¢p und ¢g in den cos-Termen ersetzt werden
durch die konstante mittlere Breite . Damit gilt fiir die gendherte Abstandsfunktion St = St(Appg, AXpg).
Alternativ verwenden FORSBERG & SIDERIS (1993)

cosp cospg = cospp cos(pp — Appg) (4.163)

und setzten pp =konstant, so dass die gewiinschten Bedingungen wieder erfiillt sind. Diese Néherung liefert
am Breitenkreis ¢ = pp eine exakte Losung und fithrt mit wachsendem Abstand von diesem zu immer grofier
werdenden Fehlern. Deshalb verwenden FORSBERG & SIDERIS (1993) nur den Teil der Losung in einem schmalen
Breitenkreisstreifen {pp — Ap < ¢ < pp + Ap}, was zu befriedigenden Ergebnissen fiihrt, jedoch relativ
ineffizient ist. Die Fehler der genannten Approximationen erreichen in regionalen Bereichen Betridge von mehreren
Dezimetern und sind deshalb fiir die Bestimmung eines cm—Geoids nicht geeignet.

Eine effiziente und exakte Losung stellt die von HAAGMANS et al. (1993) vorgeschlagene 1D-FFT dar. Die
FFT wird dabei nur in Breitenkreisrichtung ausgefiihrt. Die Faltung in Meridianrichtung wird im Ortsbereich
ausgefiihrt, so dass in einem Schritt nur die Losung entlang eines Breitenkreises berechnet wird. Deshalb gilt
ohne Niherung ¢ p =konstant und auf einen Breitenkreis beschrankt sogar Ay pg =konstant. Damit folgt fiir das
diskrete Stokes-Integral

ApAN & _
C(QOP) = % Z .7'-1_1 { fl{St(AAPQ)} . fl{AngOS} } R (4164)
PQ=¥1

wobei im letzten Term Ageos die von @) abhéngigen Groflen cos¢g und Agg zusammengefasst sind. Unter
Ausnutzung der Linearititseigenschaft der FFT folgt weiterhin

RAQAX

Y2
4,”,.}/ ‘7-;1 Z fl{St(A)‘PQ)} 'fl{Agcos}’ . (4165)

pQ=r1

Clpp) =

Diese Form ermdglicht eine exakte Losung des Stokes’schen Integrals mittels ID-FFT entlang eines Breitenkreises
ep-

Faltung bei regional beschrdinkter Integration

Bei Transformation eines Signals in den Frequenzraum durch FFT wird davon ausgegangen, dass das Signal
periodisch ist. Wird die 1D-FFT entlang eines vollstindigen Breitenkreises {0 < A < 27} ausgefiihrt, so ist
dies der Fall. Beschrinkt man die Berechnung jedoch auf einen regionalen Bereich {A; < A < Ao}, so gilt dies
nicht. Trotzdem wird dies bei Anwendung der FFT unterstellt, so dass das Signal implizit zu beiden Seiten
periodisch fortgesetzt wird. Dadurch spiegeln bei der Faltung an den Rindern des Bearbeitungsgebiets Daten
vom gegeniiberliegenden Teil des Ortsraums in die Losung. Um dies zu verhindern, schlagen HAAGMANS et al.
(1993) das so genannte zero padding vor. Dabei wird die Ortsfunktion zu beiden Seiten um jeweils die halbe
Gebietsbreite mit Nullen fortgesetzt. Dies entspricht zwar auch nicht den wahren Gegebenheiten (die Anomalien
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Abbildung 4.24: Faltung mit FFT: das Signal wird implizit periodisch fortgesetzt (links). Wird das
Datengebiet zu allen Seiten mit Nullen gerdndert (rechts), so wird im Berechnungsgebiet das Herein-
spiegeln von Daten des gegeniiberliegenden Gebietsrands (néchste Periode des Signals) verhindert.

haben auflerhalb des Berechnungsgebiets in der Regel einen von Null verschiedenen Wert), jedoch wird das
verfilschende Hereinspiegeln von Daten verhindert (siehe Abbildung 4.24). Die Losung entspricht dann exakt der,
auf den selben Datenbereich beschrénkten numerischen Integration. Im Falle der 2D-FFT ist die Datenmatrix in
alle Richtungen mit Nullen zu rdndern, bei 1D-FFT nur westlich und 6stlich. Die Abstandsfunktion ist in allen
Fallen auf den gesamten geréinderten Bereich auszudehnen.

Behandlung der Innenzone

Die Auswertung von (4.165) fithrt am Berechnungspunkt selbst zu numerischen Problemen, da die Stokes-Funktion
dort eine Singularitédt aufweist. Die innerste Zone wird deshalb zunéchst aus der Losung ausgeschlossen und ihr
Beitrag separat berechnet. Dabei kann die Singularitit umgangen werden, wenn man entsprechend HEISKANEN
& MORITZ (1967) nicht iiber geographische sondern iiber polare Koordinaten integriert (siche Abbildung 4.25).
Es gilt dann

T 27T
R .
¢(P) = m // Aggo St(Ypq) sinydyda (4.166)
$p=0a=0

und der gesuchte Beitrag ¢;(P) der innersten Zone 0 < ¢ < 1 betrigt (nach Integration iiber «)

o
R

G(P) = = / Agg 3 St(Ypq) sing dip. (4.167)
= = F(¥)

Dabei gilt fiir kleine v in guter Niherung F'(¢ < tbg) = 1 und damit fiir den Beitrag der kleinen Kugelkappe um
den Berechnungspunkt

G(P) = Agi, (4.168)

wobei Ag; den Mittelwert dieses innersten Blocks bezeichnet. Arbeitet man mit Blockmittelwerten in einem
geographischen Gitter, so wihlt man g so, dass Block und sphérische Kappe flichengleich sind, d.h. ¥y =

\/€os pApAN/T.

A

AL

Abbildung 4.25: Integration iiber geographische (links) und iiber polare Koordinaten (rechts).

Berechnung topographischer Reduktionen mittels FFT

Auch die Berechnung der RTM-Reduktionen kann mittels FFT effizient gestaltet werden. Da die Berechnungen
dabei auf einen ortlich begrenzten Raum beschrénkt bleiben (siehe Kapitel 4.4.2), kann in ebener Approximation
gerechnet werden und es gilt nach Gleichung (4.145)
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hp —z
sg"TM(P) = Gp /// P~ %9 57 dredyedze. (4.169)
20 [A:@Q + Ay, + (hp — 20)?

Da die Abstandsfunktion im Nenner jedoch wegen (hg — z¢) nicht invariant gegeniiber Translationen ist, handelt
es sich hier nicht um ein Faltungsintegral. Um (4.169) in ein Faltungsintegral umzuwandeln, wird zunéchst die
Integration nach z durchgefiihrt. Daraus ergibt sich

h(z,y)

dzodyo (4.170)
ZQ:href

1 he — h)*] 71 he = hyep)?] 7
= Gp // - [14_%] - {14_%] dzodyg,
o 2 2
Yy

wobei [y der ebene Abstand (Azp, + Ayl%Q)l/ 2 zwischen P und @ ist. Die beiden inneren Terme sind Funktionen

vom Typ (1 + A)~/2 und kénnen fiir [A| < 1 in eine Binomialreihe entwickelt werden. Nach BRONSTEIN &
SEMENDJAJEW (1991) gilt

sg"TM(P) = Gp //‘ [+ (hy — 20)*] 2

(14+A)"Y2 =1 - 1/2A 4 3/8A% —5/16A% + ... . (4.171)

Wendet man dies auf (4.170) an, so folgt

5g"TM (P) = Gp // < 1 (hp = hres)® = (hp —h)* % (hp — hreg)* — (hp — h)* (4.172)

2 & ;

i (hp - href)6 - (hP - h)6

T I

- ) dzodyq .

Multipliziert man die Terme in den Zahlern aus und trennt die entstehenden Anteile, so ergeben sich die Fal-
tungsintegrale

g™ (P) = % ( (Wes % 18] — 2hp[(hrey — h) % 1] — [A* li])
= BEP (it 2] = Aoy — ) ] OBB[(eg — 1) < 15) — Ahpl(hley — ) 1] — [0 3]
b DT ([Reg #81) — O l(hrey — ) # 7] + 15 [(HEey — %) 1] — 20KB[(hes — ) 1]
+ 15h3[(htey — hY) #1]] — 6hp[(h2e; — h%) # 1] — [h° *zZ]) - (4.173)

Darin bezeichnet [, den reziproken ebenen Abstand [y !, Die Faltungsintegrale vom Typ [h * [,] kénnen jeweils
mittels einer 2D-FFT ausgewertet werden, d.h.

h*l,] = Fy Y F{h}  Fo{l,}}. (4.174)

Wegen der periodischen Fortsetzung des Signals ist das Integrationsgebiet wieder mit Nullen zu rdndern. Am
Berechnungspunkt selbst (Ip = 0) tritt wieder eine Singularitét auf (I, = o0). Diese Stelle muss also wieder
aus der Berechnung ausgespart und separat behandelt werden. Der Beitrag des Berechnungspunkts kann durch
analytische Integration mittels (4.147) berechnet werden.

Es ist zu beachten, dass die Losung (4.173) eine Reihenentwicklung ist, die nur fiir |[A| < 1 konvergiert (siche Ab-
bildung 4.26). Es muss also gelten |(hp —h)/lo| < 1 und |(hp —href)/lo| < 1. Diese Bedingungen sind eingehalten,
falls die Geldndeneigung und die Neigung des Geldndes bzgl. der Referenztopographie weniger als 45° betrigt.
In gebirgigem Geldnde kann dies fiir die ndhere Umgebung des Berechnungspunkts nicht immer gewéhrleistet
werden. Deshalb wird entsprechend dem Vorschlag von TsouLis (1999a) die FFT-Lésung mit der analytischen
Integration (4.147) (Prismenmethode) kombiniert. In einer kleinen Innenzone wird die Prismenmethode verwen-
det, im restlichen Gebiet die 2D-FFT. Die Grofle der Innenzone héngt von der Geldndeneigung ab. Mindestens
wird aber der Berechnungspunkt selbst ausgespart, um die dort auftretende Singularitdt zu umgehen.
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Abbildung 4.26: Fehler der Reihenentwicklung (4.172) bei Entwicklung bis zu verschiedenen Ordnungen in Abhéngigkeit der Geldnde-
neigung. Je steiler das Gelidnde, desto schneller divergiert die Reihe.

Analytische Fortsetzung mittels FFT

Auch fiir die Losung des Molodenskii—Problems durch analytische Fortsetzung ldsst sich eine Darstellung finden,
die die Verwendung spektraler Verfahren ermdoglicht. Die wesentlichen Formeln sind dabei die Stokes’sche Inte-
gralformel (4.35) angewandt auf die Anomalien Ag*, sowie Gleichung (4.36) zur Berechnung des L;—Operators.
Dieser lautet, angewandt auf die Anomalie Ag,

_ R? Ag — Agp  R? Ag R?Ag 1

g

R? . R?Ag
= 5-[Agx 2]+ —5 [+ 12, (4.175)
wobei der erste Term in (4.36) vernachlissigt wurde”. Die Aufteilung der Integration liefert zwei Faltungsintegrale,
die mittels FFT ausgewertet werden kénnen. Dies ist jedoch nur moéglich, da die Integranden vom Berechnungs-
punkt P unabhingig sind. Die Berechnung des downward continuation Operators D erfolgt nach (4.56) durch
rekursive Anwendung des L;-Operators. Deshalb sind die Integranden, entsprechend Gleichung (4.57), von der
Form (4.57)

n

Z (h —hp)Lk(gn—r),

k=1
also nicht unabhéngig von P. Eine Auswertung der Rekursionen (4.57) mittels FFT sind somit nicht direkt
moglich.

Nach SIDERIS (1987) kann dieses Problem jedoch vermieden werden, wenn man die Berechnung in den folgenden
zwel Schritten ausfiihrt:

1. Fortsetzung der Oberflichenanomalien Ag auf Meeresniveau. Dazu wird der downward continuation Opera-
tor D verwendet. Da bei diesem Schritt jedoch hp = 0 gilt, verschwindet in den Integranden die Abhéngig-
keit von hp. Die Rekursionen (4.57) sind dann Faltungsintegrale und koénnen mittels FFT ausgewertet
werden. Fiir die auf Hohe hp = 0 fortgesetzten Anomalien Ag? gilt

o0
Ag® =>4, (4.176)
n=0
mit

n
9% = Ag und g0 = =>_ hFLi(gn_p)- (4.177)
k=1

2. Fortsetzung von Ag® auf Berechnungspunktniveau. Hierzu wird der upward continuation Operator U ver-
wendet, so dass fiir die nach oben fortgesetzten Anomalien gilt:

oo

Ag* =Y (hp —h)"La(Ag°). (4.178)

n=0

"Der vernachléssigte Term liegt in der Gréfenordnung Ag/R = 0.1 - 1079 s~2, wohingegen der gesamte Gradient L1(Ag) etwa der
zweiten radialen Ableitung T des Potentials entspricht, welche leicht Betrige der GroBenordnung 10 - 10~2 s~2 erreicht.
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Dabei sind gegeniiber der Darstellung in Kapitel 4.2.3 die Rollen von h und hp vertauscht. In der dortigen
Formulierung ist hp das einheitliche Niveau, auf dem die Anomalien gegeben sind. Jetzt ist hp das Berech-
nungspunktniveau, auf das fortgesetzt werden soll. Das Ausgangsniveau wird durch h beschrieben, wobei
hier speziell gilt h = 0 und damit

Agt =Y hpLa(Ag®) = D WELa(d gh) = D> hpLalgh). (4.179)
n=0 n=0 m=0 n=0m=0

Ordnet man diese Doppelsumme um, so lisst sich auch schreiben

=3 mpLy(el ) = Zg7+zzhL9ré _90+Z<gr+zh 97«5)-

r=0 s=0 r=1s=1
(4.180)

Setzt man in (4.180) fiir die Terme ¢° die Reihenentwicklung (4.177) und entsprechend fiir g§ = Ag, so lisst sich
die harmonische Fortsetzung Ag* der Oberflichenanomalie Ag in der Reihe

=Ag+ Y g (4.181)

darstellen, wobei fiir die einzelnen Terme gilt

T

gr = Z (h; - hs)Ls(ggfs)' (4182)

s=1

Setzt man dies in Gleichung (4.35) ein, so folgt schliefflich fiir die Hshenanomalie

R >~ R oo
m 0// AgSt(¢) do + ; ﬁ 0// grst(’lp) do = CO —+ ; C’!‘a (4183)

wobei fiir die einzelnen Terme ¢, gilt

¢ = 4MZ // (h — h*)L(g2,)St()do

_ m hs// (g0_)St(v do—//hs (90_5)St(y)do

R

= S (B IEale?_0) # SH) — [(B°Lo(g_.) = SE)). (4.184)

Jeder Term (. lasst sich somit darstellen als die Summe mehrerer Faltungsintegrale. Die jeweiligen Ortsfunktionen
Ls(g2_,) bzw. h®Ls(g°_,) sind unter Verwendung von (4.175) ebenfalls als Faltungsintegrale darstellbar. Diese
konnen jeweils mittels FFT ausgewertet werden. Dabei kénnen im Prinzip alle oben genannten Varianten (1D-
oder 2D-FFT mit oder ohne ebene Niherung) verwendet werden. In dieser Arbeit wurde die 1D-FFT verwendet,
da sie als einziges Verfahren ohne Approximationen auskommt.

4.4.4 Fehleranteile und Datenfilterung
Fehleranteile

Die bei der Geoidberechnung auftretenden Fehler konnen in 3 Klassen eingeteilt werden, namlich in
e Modellfehler (durch Approximationen im Berechnungsmodell),
e Datenfehler (systematischer und zufiilliger Natur) und

e Vernachlissigungsfehler (Anteile im Berechnungsmodell, die durch die verwendeten Daten nicht abgedeckt
werden).
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Diese unterscheiden sich qualitativ wie auch quantitativ und werden auf unterschiedliche Art behandelt, um den
Gesamtfehler moglichst klein zu halten.

Modellfehler:

Modellfehler sind die im mathematischen Modell gemachten Nidherungen, also im wesentlichen die in Kapitel
4.2.1 beschriebene Linearisierung und sphérische Approximation.

Der Linearisierungsfehler ist abhéngig von der Differenz zwischen der gesuchten Grofie (Erdoberfliche) und der
bekannten Ndherungsgréfie (Telluroid). Im Prinzip kann der Linearisierungsfehler durch eine Iteration verringert
werden.

Bei der sphérischen Approximation werden ellipsoidische Beziehungen formal durch sphérische ersetzt, wodurch
eine relativer Fehler von der Grée der Erdabplattung entsteht. Dies betrifft die Anomalien AgP“M | welche ent-
sprechend (4.83) aus einem Potentialmodell berechnet werden. Die terrestrischen Anomalien hingegen enthalten
keine sphérische Approximation®. Verwendet man die formal sphirische Stokes-Integration zur Transformation
der Anomalien in Geoidhohen, so entsteht ein Fehler, der im Prinzip durch eine Iteration behoben werden kénnte.
Alternativ hat MORITZ (1974) vorgeschlagen,

1. die verwendeten Anomalien von ellipsoidischen Anteilen Age;; zu befreien (die Anomalien sind dann sphéri-
sche Grofien),

2. mittels sphérischer Stokes-Integration sphérisch gen&dherte Geoidhéhen (s zu berechnen und
3. diese mittels der ellipsoidischen Korrektur d(.;; in ellipsoidische Groflen umzuwandeln.

Die ellipsoidische Korrektur d(.;; der Geoidhohen kann dabei gendhert durch

dCey = €° (i - Z sin’ 90) “Cs = ken - Gs (4.185)
berechnet werden, wobei e? das Quadrat der ersten numerischen Exzentrizitit des Ellipsoides ist®. Der Faktor k.
liegt etwa zwischen 0.0015 und —0.003 und betrigt in Bayern ca. —0.001. Die ellipsoidische Korrektur angewandt
auf die volle Geoidhohe betriagt global bis zu maximal 30 cm und in Bayern ca. 4-5 cm.

Wird das Geoid durch Kombination mit einem Potentialmodell bestimmt, so ist der ellipsoidische Fehler geringer,
da die Stokes-Integration nur auf die residualen Anomalien angewandt wird. Bei einer residualen Geoidhthe von
unter 5 m betrégt die ellipsoidische Korrektur in Bayern weniger als 5 mm und kann deshalb vernachléssigt werden.
Der Geoidhshenanteil (¥¢M | der aus dem Potentialmodell abgeleitet werden kann, bedarf keiner ellipsoidischen
Korrektur'®. Damit entfillt Schritt 3 in der oben dargestellten Vorgehensweise.

Hingegen muss die ellipsoidische Korrektur Age;; entsprechend Schritt 1 an den terrestrischen Anomalien ange-
bracht werden. Fiir die in der Stokes-Integration zu verwendenden sphérisch genéherten Residualanomalien gilt
damit

Agl® = Ag, — AgFEM
= Ag — Agar — AgPoM (4.186)
= Ag — (AgPM + Agey).

Es macht demnach formal keinen Unterschied, ob die terrestrischen Anomalien um die ellipsoidische Korrektur
auf eine sphirische GroBe reduziert werden, oder ob aus den eigentlich sphirischen Anomalien AgP¢M durch
ellipsoidische Korrektur eine ellipsoidische Groie gemacht wird.

Die Korrektur Agey kann nach MORITZ (1974) genéhert aus einem Potentialmodell berechnet werden. Die ent-
sprechenden Formeln wurden von LELGEMANN (1970) entwickelt und sind in Kapitel B.1 dargestellt.

Datenfehler:

Datenfehler (commission error) sind Fehler der terrestrischen Schwereanomalien Ag und des verwendeten Poten-
tialmodells (EGM). Entsprechend der in Kapitel 4.4.1 dargestellten Kombinationsmethode im Ortsbereich lassen

8Gemessene Schwerewerte enthalten alle — also auch ellipsoidische — Effekte, die Normalschwerewerte « beziehen sich auf ein ellip-
soidisches Normalfeld. Dementsprechend ist die Anomalie Ag = g — « eine ellipsoidische Grofe.
9Tm Falle des Referenzellipsoids WGS84 betrigt 2 = 0.006 694 380.

L0Potentialwerte T konnen entsprechend Gleichung (4.80) an jedem beliebigen Punkt im Raum, also auch auf der Erdoberfliche,
berechnet werden. Bestimmt man an den zugeordneten Telluroidpunkten die ellipsoidische Normalschwere 7, so ist die Geoidhche
¢ = T/~ eine ellipsoidische Gréfle. Dies gilt nicht, falls statt dem tatséchlichen Normalschwerewert am Berechnungspunkt ein
globaler Mittelwert o verwendet wird.
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sich die beiden Fehleranteile darstellen als

R N
5= 5 > Qu(wo) el (4.187)
n=2
und
R
5¢h = pey // el'St(y) do, (4.188)

wobei €Z9M die Fehler (pro Grad) der aus dem Potentialmodell berechneten Schwereanomalien Ag,, und ¢” die
Fehler der terrestrischen Schwereanomalien beschreiben.

Neben den Koeffizientenfehlern ¢Z¢M kénnen auch die im Potentialmodell enthaltenen Konstanten fehlerhaft
sein. Im Falle des EGM96 z.B. entsprechen die Konstanten R und GM (siehe Kapitel 4.3.2) den Konstanten des
WGS84 Referenzsystems (NIMA, 1997). Der fiir das WGS84 angenommene Potentialwert Uy auf der Oberfliche
des Ellipsoides entspricht jedoch nicht mehr dem derzeit besten angenommenen Wert des Potentials W, auf dem
Geoid. Dies fiihrt zu einem konstanten Versatz 6WW = Wy — Uy im Potential und damit auch in der Hshenanomalie.
In LEMOINE et al. (1998) sind folgende Werte angegeben

Wo = 62636856.88 m2s—2
Uy = 62636851.71 m?s~2,

wodurch sich ein Versatz von
W = Wy — Uy = 5.17m?s ™2
ergibt. Nach HEISKANEN & MORITZ (1967) berechnet sich der entsprechende Effekt in der Hohenanomalie zu

seM - JSTW = —52.8cm. (4.189)

Dies ist ein globaler Schatzwert fiir die Differenz von EGM96—QuasigeoidhShen gegeniiber wahren Quasigeoidhhen.
Ein konstanter Versatz im Potential bewirkt wegen Gleichung (4.23) ebenfalls einen Versatz in den aus dem Po-
tentialmodell berechneten Schwereanomalien um

2
AgEeM = Z §W = 0.162 mGal. (4.190)
r
Fiir die residualen Anomalien Ag™® = AgT — AgFSM ergibt sich damit eine Korrektur von
Agp®® = —0.162 mGal, (4.191)

welche zu den berechneten Residualanomalien addiert werden muss. Die Ag? stellen dabei die terrestrischen
Anomalien dar und kénnen sowohl Freiluftanomalien wie auch RTM-reduzierte Anomalien bedeuten.

Die Fehler der Schwereanomalien sind von mehreren Faktoren abhéngig. Die Genauigkeit der aus den urspriing-
lichen Punktwerten gebildeten Blockmittelwerte hingt neben der Genauigkeit der Punktwerte wesentlich von
der Grofle der Blocke, der Anzahl der Punktwerte innerhalb eines Blocks und der Rauigkeit des Feldes ab. Der
Pradiktionsfehler der Blockmittelwerte liegt in der Regel deutlich iiber dem Messfehler der einzelnen Schwerewer-
te (siehe FLURY, 2002), so dass dieser vernachlissigbar ist. Systematische Effekte im Prédiktionsfehler kénnen
z.B. in gebirgigem Gelidnde entstehen, wenn Schweremessungen nur in den Tiélern vorliegen.

Hinzu kommen, wie von HECK (1990) gezeigt, systematische Fehler aufgrund der Inkonsistenz horizontaler und
vertikaler Bezugssysteme. Die verwendeten Schwerewerte werden zunéchst in ihren jeweiligen nationalen Bezugs-
systemen koordiniert. Die Berechnung von Anomalienwerten erfordert die Berechnung der Normalschwere am
jeweils zugeordneten Telluroidpunkt, d.h. es miissen Lénge A und Breite ¢ bezogen auf das dem verwendeten
Normalfeld zugrunde liegenden mittleren Erdellipsoid (z.B. WGS84) bekannt sein. Die bei der Koordinierung
verwendeten Landessysteme basieren jedoch meist auf regional bestanpassenden Ellipsoiden und sind in Groflie
und Lagerung von einem mittleren Erdellipsoid verschieden. Sind Transformationsparameter zwischen den ver-
schiedenen Systemen oder gar die Bezugssysteme an sich nicht bekannt (dieser Situation stehen die Nutzer von
Schweredatenbanken oft gegeniiber), kommt es zu systematischen Fehlern in den berechneten Anomalien und
damit auch im abgeleiteten Geoid. Das gleiche gilt auch fiir die Hohenkomponente. Zum einen beziehen sich un-
terschiedliche Landeshdhensysteme oft auf unterschiedliche Pegel, zum anderen liegen nicht iiberall Normalhthen,
sondern auch orthometrische oder normal-orthometrische Hohen vor. Die in dieser Arbeit verwendeten Daten
und deren Bezugssysteme sind in Kapitel 4.5.1 aufgefiithrt. Die durch die Vernachldssigung der Transformationen
in ein einheitliches Bezugssystem entstehenden Geoidfehler sind in Kapitel 4.5.3 dargestellt.
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Vernachldssigungsfehler:

Vernachlissigungsfehler treten dadurch auf, dass sowohl das Potentialmodell wie auch die mittleren Schwerean-
omalien nur mit begrenzter spektraler Auflésung vorliegen. Die Auflésung des Potentialmodells ist durch den
maximalen Grad N begrenzt, die der Schwereanomalien durch die Gréfie der verwendeten Blocke (entsprechend
einem sphérisch harmonischen Grad L). Verwendet man wieder die Kombination im Ortsbereich, so lassen sich
die beiden vernachlissigten Anteile durch

— E - EGM
0Cs = o n:ENJrl Qn(0) Agy, (4.192)
und
_ R ZOO 2 T
o= 2 <”_ 1 Qn(l/fo)> Bn (4.193)

beschreiben. In beiden Fillen liegen Daten (AgF“M und Ag7) in den jeweiligen Spektralbereichen (oberhalb
den Graden N bzw. L) nicht vor und miissen vernachléssigt werden. Der dadurch entstehende spektrale Ab-
bruchfehler wird als omission error bezeichnet. Daneben existiert der als truncation error bezeichnete raumlichen
Abbruchfehler, der durch die Begrenzung der Stokes—Integration auf eine kleine sphérische Kappe o¢ entsteht. In
03 tiberlappen sich diese beiden Fehlerdefinitionen, da im Auflenbereich das Frequenzband N < n < L sowohl
als truncation wie auch als omission error bezeichnet werden kénnte.

Abschdtzung von Daten- und Vernachlissigungsfehlern:

Sind Fehler- bzw. Signalgradvarianzen s59 bzw. c59 der Schwereanomalien bekannt, so kénnen daraus die im
Geoid entstehenden Fehlerbeitrige fiir den commission error

2 N
o2 _ R Z Q2 (w )SAQ (4 194)
com,N 4,_}/2 n\¥0)°n :
n=2

bis zum Grad n = N und fiir den omission error

Py = i Q7 (o) ¢ 4.195
om,N — 4~2 n\%0) Cp ( )
v n=N+1

ab dem Grad n = N +1 abgeschétzt werden. Dabei werden Fehler bzw. Signal als homogen und isotrop betrachtet
und alle Korrelationen zwischen verschiedenen spektralen Anteilen vernachléssigt.

Abbildung 4.27 zeigt den kumulativen Geoidfehler oo, v berechnet aus den Fehlervarianzen des EGM96, sowie
den Abbruchfehler o4, v berechnet aus dem Gradvarianzmodell von Tscherning/Rapp. Dabei wurde eine Innen-
zone vom Radius vy ausgespart. Im Fall )9 = 0° ergeben sich die Gesamtfehler der globalen Integration, im Falle
g = 4° ergeben sich die Fehleranteile der Auflenzone.

Der kumulative Fehler zeigt, dass sich aus dem EGM96 Fehlerbeitrige bis zu 40 cm ergeben. Bei Kombination
mit fehlerfreien Schwereanomalien in einer Innenzone von 1y = 4° liegt der Fehlerbeitrag des EGM96 immerhin
noch bei 10 cm.

kumulativer Geoidfehler [m]
Abbruchfehler [m]

H L H
0 60 120 180 240 300 360 10 10° 10° 10
sh-Grad sh-Grad

Abbildung 4.27: Kumulativer Geoidfehler aus EGMY96 (links) und Abbruchfehler aus dem Gradvarianzmodell von Tscherning/Rapp
(rechts).
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Der Abbruchfehler zeigt, dass der Signalbeitrag der spektralen Anteile ab Grad n = 10000 (entsprechend ei-
ner Darstellung der Schwereanomalien in Blockmittelwerten von etwa 1’ Seitenlédnge) bei etwa 1 mm liegt. Dies
entspricht der Verwendung von Blockmittelwerten mit einer Seitenléinge von 1 Bogenminute oder ca. 2 km. An
der Kurve fiir 19 = 4° kann man ablesen, dass der Signalanteil bei Grad n = 360 noch 2 — 3 cm betrigt. Dies
entspricht dem truncation error bei Kombination des EGM96 mit terrestrischen Anomalien in einer Innenzone
von 4°.

Filterung und optimale Kombination

In der Vergangenheit wurden verschiedene Methoden entwickelt, um das Fehlerbudget aus Daten— und Ver-
nachlissigungsfehlern méglichst gering zu halten. Die urspriinglich von MOLODENSKII et al. (1962), WONG &
GORE (1969) oder MEISSL (1971) vorgeschlagenen deterministischen Methoden hatten zum Ziel, den truncation
error moglichst klein zu halten. Spéter entwickelte stochastische Verfahren (z.B. WENZEL, 1981) zielten darauf
ab, den commission error zu minimieren. Alle Methoden basieren auf einer Modifikation der Stokes—Funktion,
iiber die die Gewichtung der Schwereanomalien in verschiedenen Frequenzbereichen gesteuert werden kann. Ver-
gleichende Arbeiten verschiedener Methoden wurden z.B. von JEKELI (1980) oder VANICEK & FEATHERSTONE
(1998) erstellt. In der vergleichenden Studie von SMEETS (1994) erweist sich das von WENZEL (1981) vorgeschla-
gene Verfahren als vorteilhaft. Da es jedoch oft schwierig ist, die hierfiir notwendige Fehlerbeschreibung in Form
einer realistischen Fehlerkovarianzfunktion zu liefern, wurden im Rahmen dieser Arbeit neben der Modifikation
nach Wenzel auch diejenigen nach WONG & GORE (1969) und MEISSL (1971) getestet.

Modifikation nach Meissl

Die Absicht der von MEISSL (1971) vorgeschlagenen Modifikation ist es, den truncation error méglichst klein
zu halten, so dass die Stokes—Integration auf eine relativ kleine rdumliche Kappe mit Radius 1y beschriankt
werden kann. Die entsprechenden Fehleranteile aus dem AuBenbereich (¢ > 1) konnen aus Signalgradvarianzen
entsprechend Gleichung (4.195) abgeschétzt werden. Um diese Fehler zu minimieren, sucht man die Minima der
Funktion Q2 (). Mit der Substitution cos vy = yo folgt aus (4.131)

Yo

Qulyo) = / St(y) Pa(y) dy. (4.196)

-1

Die Minima von Q2 (yg) sind gleich der Minima von |Q,(yo)|. Sie liegen an den Nullstellen der ersten Ableitung
von @ (yo). Fiir diese gilt

deny(fO) - diyo [St(y)Pn(y)dy = St(yo)Pa(yo)- (4.197)

Daraus folgt, dass die Funktion Q2 (1p) und damit der Fehler [|§¢||?> minimal werden, falls die Stokes—Funktion
an der Stelle yo — also am Kappenrand — eine Nullstelle hat. Die Stokes-Funktion St(v) hat zwei Nullstellen bei
¥ =~ {39°, 118°}, die in der Regel nicht mit der Grofle des Integrationsgebiets iibereinstimmen. Es kann jedoch an
beliebigen Stellen g eine Nullstelle erzeugt werden, indem St(¢)) um den Funktionswert St(1) an dieser Stelle
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Abbildung 4.28: Originale, im Ortsraum (hier bei 99 = 4°) abgebrochene sowie Meissl-modifizierte Stokes-Funktion (links) und die
zugehérigen Abbruchkoeffizienten Qy bzw. QM (rechts).
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reduziert wird. Daraus ergibt sich die Meissimodifizierte Stokes-Funktion

St () = { OSt(w)*St(wo) 2}0<<¢w§§¢; (4.198)

In Abbildung 4.28 sind die originale Funktion St(%)), die am Kappenrand ¢y abgebrochene Funktion St,, () und
die Meisstmodifizierte Funktion St% (1) dargestellt. Die Funktion Sty, (1) weist eine deutliche Unstetigkeits-
stelle am Kappenrand auf. Das zugehotrige Spektrum enthélt deshalb wesentlich hohere Frequenzen als im Falle
einer stetigen Funktion. Dies ist an den rechts dargestellten Koeffizienten @,, erkennbar, die das Spektrum der
abgebrochenen Stokes-Funktion darstellen. Die Meissl-modifizierten Koeffizienten Q konvergieren schneller zu
Null, so dass der Fehlerbeitrag aus dem AuBengebiet minimiert wird. Die Berechnung der Q! (1) ist in Anhang
B.1 dargestellt.

Modifikation nach WongéGore

Bei der von WONG & GORE (1969) vorgeschlagenen Modifikation der Stokes-Funktion werden die langwelligen
Anteile vom Grad n < K entfernt, so dass aus dem urspriinglichen Integrationkern (4.89) die Funktion

oo

SHO) = 30 2P (cosy)

(cosp)

(cos ) (4.199)

||FﬂN

n=K

wird. Die Entfernung langwelliger Anteile bewirkt eine Erhchung der
Anzahl der Nullstellen von 2 auf K, so dass es bei geeigneter Wahl
von K wieder moglich ist, am Kappenrand eine Nullstelle der Stokes-
Funktion zu erzeugen und so die Fehlerbeitréige aus dem Auflengebiet
zu minimieren (siehe auch HECK & GRUNINGER, 1983). Daneben
bewirkt die Entfernung langwelliger Anteile der Stokes-Funktion bei
der Berechnung von Geoidhohen eine deutliche Hochpassfilterung der
terrestrischen Schwereanomalien. Nach Gleichung (4.165) werden die
Spektren von Stokes-Funktion und Schwereanomalien multipliziert.
Enthélt die Stokes-Funktion keine langwelligen Anteile, werden die
entsprechenden spektralen Anteile der Schwereanomalien mit Null
gewichtet und haben somit keinen Einfluss auf die Geoidhdhen. Diese

0 10 20 30 40 50 60

Eigenschaft ist besonders bei der Kombination von Schwereanomali- spharische Distanz v [deg]
en u'nd einem globalen Potentialmodell vorteilhaft. Dfabel kann,.ww Abbildung 4.29: Modifikationen der Stokes-
bereits angemerkt, davon ausgegangen werden, dass die langwelligen Funktion nach Wong&Gore.

Anteile des Schwerefeldes mit wesentlich hoherer Genauigkeit durch

das Potentialmodell als durch die Schwereanomalien dargestellt wer-

den koénnen. Die Modifikation nach WongéGore legt das Frequenzband (Grad n < K) fest, in dem bei der
Kombinationlésung auch im Innenraum (¢ < 1)g) die gesamte Information nur aus dem Potentialmodell bezogen
wird. Eine derartige Gewichtung verschiedener Frequenzbénder ist notwendig, da man theoretisch zwar mit feh-
lerfreien Schwereanomalien die Fehlereinfliisse des verwendeten Potentialmodells verringern, umgekehrt aber ein
fehlerfreies Potentialmodell nicht die Fehler der terrestrischen Anomalien ausgleichen kann'! (siehe z.B. VANICEK
& FEATHERSTONE, 1998).

Die Hochpassfilterung der Anomalien fiihrt wegen der auch im Potentialmodell enthaltenen Fehler nicht zu einer
optimalen Losung. Diese kann theoretisch durch die im Folgenden dargestellte Methode der spektralen Gewichtung
erzielt werden.

11n der Kombinationslésung werden zunichst Geoidhshen aus einem Potentialmodell berechnet, die alle Fehler dieses Modells ent-
halten. Danach wird der Beitrag der residualen Schwereanomalien Ag—AgFEM hinzuaddiert. Die residualen Anomalien enthalten
alle Differenzen zwischen Potentialmodell und den terrestrischen Anomalien, insbesondere Differenzen wegen Fehlern von Poten-
tialmodell und Schwereanomalien im langwelligen Bereich. Sind die Schwereanomalien fehlerfrei, so sind diese Differenzen die
Fehler des Potentialmodells. Die globale Integration der Anomalien mit dem unmodifizierten Stokes-Kern beriicksichtigt diese
Differenzen und sorgt dafiir, dass die Fehler des Potentialmodells vollstandig ausgeglichen werden. Ist jedoch das Potentialmodell
fehlerfrei, so entsprechen die Differenzen im langwelligen Bereich den Fehlern der Schwereanomalien. Wird die Integration erneut
mit der unmodifizierten Stokes-Funktion durchgefiihrt, so gehen die Differenzen wieder in die Losung ein, so dass die langwelligen
Fehler der Anomalien den fehlerfreien Anteil des Potentialmodells verschlechtern. Wird statt dessen der WongéGore-modifizierte
Integrationskern verwendet, so gehen die langwelligen Fehler der Anomalien nicht ein und die Gesamtlésung entspricht im lang-
welligen Bereich dem fehlerfreien Potentialmodell.
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Modifikation nach Wenzel

In der von WENZEL (1981) vorgeschlagenen Kombination durch spektrale Gewichtung werden die Informationen
aus Potentialmodell und Schwereanomalien pro SH-Grad in Abhéngigkeit der jeweils zugehorigen Fehlerbetrige
gewichtet. Zur Bestimmung der Gewichte ist die Kenntnis der Fehlergradvarianzen 07217 goym des Potentialmodells
und 0'7217T der terrestrischen Anomalien notwendig. Der Gesamtfehler der Kombinationslosung betrigt

O‘i = O‘i’EGM + Ui’T. (4.200)
Entsprechend der so genannten Wiener—Kolmogorov-Filterung ergeben sich die spektralen Gewichte p,, zu

2 2
o o
- und pl = —EGM (4.201)

2
On

T

2
On

EGM
pn =

Sind z.B. die Anomalien fiir einen bestimmten Grad n fehlerfrei, so erhilt das Potentialmodell auf dieser Fre-
quenz das Gewicht Null, d.h. die Information wird voll aus den Anomalien abgeleitet. Die Summe der beiden
Gewichtsfaktoren ergibt immer pEZ¢M 4 pI' = 1.

Verwendet man diese Gewichte in der Kombinationslosung, so ergibt sich

N
R
¢ = pEOMAGECM 1 — N pTAgT
Z P
N
R
= Z PR AGTM =Y gy + ( Z pEAGEEM — Z pZAgEGM>
n=2 v n=2
(4.202)
und wegen pEGM 4 pT" —
N N
_ E EGM A EGM E T A T N EGM
27 n=2 2/7 n=2
N
_ Z AgEGM 4 EZ pT (AgT — AgECM) | (4.203)
27 n=2

Die Gewichte pZ&M sind aus der Gleichung verschwunden, d.h. es wird zuniichst der mit allen Fehlern behaftete
Geoidhshenanteil aus dem Potentialmodell berechnet. Die Gewichte pl steuern, wie stark die lang- und mittel-
welligen Anteile der Residualanomalie in die Gesamtlosung einflielen. Sind die Schwereanomalien genauer als das
Potentialmodell, so bewirken die Differenzen Ag” — AgFEM eine Verbesserung der Gesamtlosung. Das Gewicht
plist dann sehr hoch, so dass die Verbesserung in die Losung einfliet. Ist jedoch das Potentialmodell genauer,
so entspricht die Differenz den Fehlern der terrestrischen Anomalien. Das Gewicht pl ist in diesem Fall jedoch
sehr klein, so dass die Fehler nicht in die Losung eingehen.

Die spektralen Gewichte der Anomalien im Frequenzbereich oberhalb des maximalen Grades n = N des Poten-
tialmodells betragen pl = 1. Hier wird die gesamte Information aus dem terrestrischen Anomaliensatz entnom-
men. Die kurzwelligen Fehler der Anomalien gehen somit voll in die Lésung ein.

Die entsprechend modifizierte Stokes-Funktion lautet

StV (3 Z . 2"“ Pa(cos ). (4.204)

Bei Berechnung der spektralen Gewichte wird davon ausgegangen, dass die Fehler von Potentialmodell und
terrestrischen Anomalien homogen und isotrop sind, so dass keine Korrelationen zwischen verschiedenen Spek-
tralbereichen auftreten. Dies ist nicht unbedingt realistisch, da sich das Fehlerverhalten in Abh#ngigkeit der
Signalrauhigkeit und des Darstellungsfehlers deutlich dndern kann.

Auflerdem wird angenommen, dass die Fehler in Potentialmodell und Schwereanomalien nicht miteinander korre-
liert sind. Dies ist nur der Fall, wenn es sich um ein satellite-only Modell handelt. Wird jedoch als Potentialmodell
ein Kombinationsmodell, wie z.B. das EGM96, verwendet, in das bereits terrestrische Daten eingeflossen sind, so
ist diese Annahme nicht uneingeschrankt giiltig.

Es kann somit nicht davon ausgegangen werden, dass die durch die Methode der spektralen Gewichtung berech-
nete Losung tatséchlich ein optimales Ergebnis liefert. Wie gut das Ergebnis vom Optimum abweicht hdngt davon
ab, wie weit das tatséchlichen Fehlerverhalten von den genannten Annahmen abweicht und wie realistisch die
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zur Verfligung stehenden Fehlermafle sind. Im Falle der Potentialmodelle stehen in der Regel Fehlervarianzen
zur Verfiigung, Fehlerkovarianzen fehlen meist. Bei dem hier verwendeten Modell EGM96 steht die Kovarianz-
information nur bis zum Grad n = 70 zur Verfiigung. Die Datensitze der terrestrischen Anomalien enthalten
in der Regel keine Information zur Genauigkeit. Diese kann nur dann erhalten werden, wenn aus verschiede-
nen Datensédtzen mittels Kleinster-Quadrate- Pradiktion ein einheitlicher Datensatz geschaffen wird und dabei die
Préadiktionsfehler mitbestimmt werden. Der so bestimmte Fehler hiangt allerdings — wie bereits im ersten Teil
dieser Arbeit angemerkt — wesentlich von der Qualitidt der verwendeten Signalkovarianzfunktion ab. Nur wenn
diese realistisch ist, kann ein realistisches Fehlermafl angegeben werden. Die entstehenden Fehler sind dann im
wesentlichen abhéngig von der Punktdichte und vom Signalverhalten. Die entstehende Fehlerfunktion ist nicht
notwendigerweise homogen und isotrop, so dass die berechneten Fehler beispielsweise gemittelt werden miissen,
um ein einheitliches Fehlermaf} abzuleiten.
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4.5 Geoidberechnung in Bayern

Im Folgenden sollen die Ergebnisse der Quasigeoidberechnung in Bayern prisentiert werden. Nach Beschreibung
der verwendeten Daten und deren Vorverarbeitung wird sowohl auf die Auswirkungen der angewandten Filter-
prozesse als auch der verbleibenden Fehleranteile aus Potentialmodell und Schwereanomalien eingegangen. Zur
Uberpriifung der Qualitit der abgeleiteten Geoidmodelle wird danach ein Vergleich mit Quasigeoidhéhen aus
GPS/Nivellement durchgefiihrt.

4.5.1 Daten und Datenaufbereitung
Verwendetes Datenmaterial

Topographische Daten

Zur Berechnung der RTM—Reduktionen wurden drei verschiedene Geldndemodelle verwendet.

e Als langwellige Referenztopographie wurde ein 15’ x 15'-DGM verwendet, das aus dem 5’ x 5~-DGM TUGS87
(sieche WIESER, 1987) der Technischen Universitit Graz abgeleitet worden war. Um eine glatte Referenz-
topographie ohne Spriinge an den Kanten der 15’ x 15-Bldcke zu erhalten und auch um die topogra-
phischen Effekte dieser Topographie auf Potential und Schwere effektiv berechnen zu kénnen, wurde eine
sH-Darstellung des Gelidndes berechnet (vgl. Kapitel 4.9). Deren spektrale Auflosung betriigt n = 720, was
einer rdumlichen Auflosung (halbe Wellenléinge) von ca. 27 km entspricht.

e Zur Modellierung der Geldndeoberfliche wurde innerhalb Bayerns das hochauflésende Geléndemodell DGM25
mit der Auflésung 50m x 50 m verwendet. Dieses Modell wurde vom Bayerischen Landesvermessungsamt zur
Verfiigung gestellt. Es liegt in ebenen Gaufi-Kriiger—Koordinaten (DHDN) bzgl. des 12°~Meridians vor.

e AufBerhalb Bayerns stand zur Beschreibung der Oberfléche kein hochauflésendes Modell zur Verfiigung. Hier
wurde das 30” x 30— DGM GTOPO30 des U.S. Geological Survey (USGS) verwendet (siche USGS, 1999),
welches in geographischen Koordinaten beziiglich WGS84 verliegt. Die Verwendung dieses Modells fiihrt
auflerhalb Bayerns zu einer etwas ungenaueren Beschreibung der Topographie. Dadurch konnten durch die
RTM-Reduktionen nicht alle kurzwelligen Signalanteile entfernt werden, was jedoch nur im Gebirge eine
groBere Rolle spielt. Hilfreich war hier, dass in den im Alpenbereich verfiigharen Datensétzen oft neben der
Schwere explizit topographische Reduktionen angegeben waren. Die RTM-Reduktionen konnten somit ohne
direkte Kenntnis des Geléndes entsprechend Formel (4.151) berechnet werden.

Die Verwendung verschiedener Gelindemodelle erfordert natiirlich eine Uberpriifung deren Konsistenz. Hierzu
wurden in ausgewéhlten Gebieten die Gelindemodelle miteinander verglichen, um eventuell vorhandene syste-
matische Versétze zu bestimmen. Da die Auflésung der Referenztopographie sehr gering ist, konnte kein Versatz
der Referenztopographie gegeniiber den beiden anderen Modellen festgestellt werden. Die folgenden Betrachtun-
gen beschrinken sich somit auf die Uberpriifung von DGM25 und GTOPO30. Um einen Vergleich der Daten
durchfiithren zu kénnen, wurden die geographischen Koordinaten des GTOPO30 erst in GK-Koordinaten trans-
formiert und entsprechend dem DGM25 auf ein 50m Raster interpoliert. Hierzu wurde aus einem in Bayern
vorliegenden Satz von identischen Punkten Transformationsparameter bestimmt (niheres hierzu folgt bei der
Beschreibung der Schweredaten).

Ein Vergleich der DGM-Gitter aus DGM25 und GTOPO30 in der Region Estergebirge (sieche Abbildung 4.30)
zeigte einen Versatz des GTOPO30 um ca. 600m in Ost-West-Richtung gegeniiber dem DGM25. Dies entspricht
etwa einem Kompartiment des globalen Modells. Um Einlesefehler bei der Datenverarbeitung auszuschlieflen,
wurde ein zweites unabhéngiges, vom USGS stammendes Softwaremodul zum Einlesen von GTOPO30-Daten
verwendet, was allerdings zum selben Ergebnis fiihrte. Der selbe Versatz ergab sich auch in weiteren beispielhaft
ausgewihlten Regionen in ganz Bayern'?. Um sicher zu gehen, dass der Versatz nicht nur in Bayern auftritt,
wurden zum weiteren Vergleich mehrere topographische Karten der Schweiz verwendet!'3. Der Vergleich mit den
topographischen Karten erfolgte graphisch und zeigte ebenfalls einen Versatz von ca. 600 m in Breitenkreisrichtung.
Deshalb wurde das GTOPO30 fiir alle Berechnungen um ein Kompartiment nach Osten verschoben.
Transformationsparameter der GTOPO30-Daten ins Schweizer Projektionssystem (SPS) konnten aus dem durch
die Landestopographie der Schweiz zur Verfiigung gestellten Schweredatensatz bestimmt werden. Die Punktko-
ordinaten sind dort sowohl bzgl. ETRS89 (und damit WGS84) wie auch im SPS angegeben.

12Es wurden Tests im Bereich der TK25 Kartenblittern HAMMELBURG (TK5825), STADTSTEINACH (TK5835), REGENSBURG
(TK6938), GRAFENAU (TK7146), AUGSBURG (TK7631), TUTZING (TK8033) und KONIGSEE (TK8443) durchgefiihrt.

13Es wurden verwendet im Mafstab 1 : 25000 die Kartenblitter LAUTERBRUNNEN (in den Berner Alpen) und FILISUR (in den
Graubiindner Alpen) sowie im MafBstab 1 : 50000 die Blatter ROCHERS DE NAYE (am Genfer See) und WALENSTADT (am
Rande der Appenzeller Alpen).



82 4 Geoidberechnung

a
0
3
2

GK-Hochwert
2
8

GK-Hochwert [k

i g Lz i
4420 4425 4430 4435 4440 4420 4425 5 4440

4430 443
GK-Rechtswert [km] GK-Rechtswert [km]

Abbildung 4.30: Kombination der beiden Geldndemodelle GTOPO30 (innen) und DGM25 (auflen) in der Region Ammer—
/Estergebirge. Das linke Bild zeigt einen deutlichen Versatz der beiden Datensitze in Ost—Westrichtung. Im rechten Bild wurde
das GTOPO-Modell um ein 30" —-Kompartiment nach Osten verschoben. Wegen der unterschiedlichen Auflésung der beiden Modell
treten zwar auch hier noch Spriinge entlang den Schnittkanten auf, jedoch passen die Modelle wesentlich besser zueinander als im
linken Bild.

Globales Potentialmodell

Als globales Potentialmodell wurde das bereits in Kapitel 4.3.2 beschriebene EGM96 verwendet. Die spektrale
Auflosung des Modells liegt bei n = 360, was einer rdumlichen Auflésung von ca. 55km entspricht. Die Auflosung
der Referenztopographie liegt somit deutlich iiber der des Potentialmodells. Dies bedeutet, dass nach Reduktion
der globalen Anteile sowie der RTM—Effekte noch Signalanteile in den Anomalien enthalten sind, die aus dem
Frequenzbereich 360 < n < 720 der Topographie stammen. Die maximale Auflésung der Referenztopographie
von n = 720 stellt jedoch einen guten Kompromiss dar zwischen dem Bestreben, eine relativ langwellige Flache
zu wihlen (glattes Residualfeld; Verwendung einer Bouguerplatte zur Berechnung der harmonischen Korrektur
entsprechend Kapitel 4.4.2), gleichzeitig aber den Rechenaufwand fiir die RTM-Reduktionen méglichst gering zu
halten (je kurzwelliger die Referenztopographie, desto geringer und héufiger oszillierend sind die RTM-Massen,
so dass die Integration auf ein kleines Gebiet beschrinkt werden kann).

Terrestrische Schwerewerte

Zur Berechnung eines regionalen Quasigeoides in Bayern wurden terrestrische Schwerewerte aus einer Umgebung
von ca. 4° verwendet. Dabei standen sowohl Punktschwerewerte wie auch mittlere Schwereanomalien unterschied-
licher Blockgrofie zur Verfiigung. Die Daten wurden von verschiedenen Organisationen zur Verfligung gestellt.
Dies waren das Bayerische Landesvermessungsamt, das Bundesamt fiir Kartographie und Geodésie, das Landes-
vermessungsamt der Tschechischen Republik, das Bureau Gravimetric International, die Landestopographie der
Schweiz, die Technische Universitdt Graz, das Politecnico di Milano, die Universitédt Ljubilijana und die Univer-
sitdt Budapest. Die Tabellen 4.3 und 4.2 enthalten eine Zusammenstellung der verwendeten Datensétze und die
jeweils enthaltenen Informationen zu den entsprechenden Referenzrahmen.

Waren Informationen nicht zugéinglich, so wurde angenommen, dass die Schwere sich auf das IGSN71 bezieht
und Lage und Hohe sich auf die jeweiligen Landesnetze beziehen. Da fiir einige Landesnetze keine Transformati-
onsparameter zur Verfiigung standen, musste fiir diese auf die Transformation in ein einheitliches Bezugssystem
verzichtet werden. Dadurch kommt es zu systematischen Fehlern in der erstellten Gesamtdatei. In der Héhen-
komponente wurden zur Transformation in ein einheitliches Datum die von SACHER et al. (1999) publizierten
Werte verwendet (siehe Abbildung 4.31). Diese waren dort als Differenzen zum gesamteuropéischen Nivellement-
netz UELN angegeben worden und wurden hier auf Differenzen zum DHHNO92 angegeben. Die Differenz zwischen
UELN und DHHN92 betrigt nach SACHER et al. (1999) konstant 1 cm (im Sinne UELN-DHHN92).

In den angegebenen Werten sind nicht nur die Datumsdifferenzen aufgrund unterschiedlicher Pegelanschliisse ent-
halten, sondern auch Differenzen aufgrund unterschiedlicher Héhentypen. In Léndern mit mehreren Zahlenwerten
reicht ein konstanter Versatz nicht aus, sondern es miissen zur Transformation flichenhafte Polynome verwendet
werden (sieche SACHER et al. (1999)). Die jeweiligen Hohennetze sind gegeniiber dem gesamteuropéischen Ni-
vellementnetz UELN verformt. Dies kann entweder durch die in den jeweiligen Netzausgleichungen verwendeten
Zwinge oder durch unterschiedliche Hohentypen (die Differenz ist dann z.B. abhiingig von der Hohenlage der
Punkte) bewirkt werden.
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Tabelle 4.2: In den Datenbeschreibungen enthaltene Informationen zu den Referenzrahmen der verwendeten Blockschwerewerte.

Region Datentyp  BlockgréBle  Lage Hohe Schwere
neue Bundeslénder FA 2.5" x 4/

it (et By

Holland FA 3 x5

Polen FA 5 x5 Potsdam
Tschechien FA 5" x 7.5 (Krasowsky) EPPN(Kronstadt) JGS
Ungarn Faye 1.5’ x 2.5/  (GRS80) EPPN(Kronstadt) ISGNT1
Jugoslawien FA 5/ x 5/ (GRS80) EPPN(Kronstadt) ISGNT1

Tabelle 4.3: In den Datenbeschreibungen enthaltene Informationen zu den Referenzrahmen der verwendeten Punktschwerewerte. Die
Datentypen bedeuten gemessene Schwere g, Freiluftanomalie FA und Geldndeanziehung TA. In den Lagekoordinaten ist neben dem
Datum in Klammern das zugehdrige Referenzellipsoid angegeben, in der Hohenkomponente zusétzlich der Pegelanschlusspunkt und
der Héhentyp (normalorthometrisch NOH, Normalhéhe NH).

Region Datentyp  mitt. Punktabstand Lage Hohe Schwere
Bayern g 2.7km DHDN (Bessel) DHHN92 (Amsterdam, NOH) DSGN
alte Bundesldnder FA 2.6 km DHDN (Bessel) DHHN92(Amsterdam, NOH) DSGN
Estergebirge g 0.7 km DREF (WGS84) nahe DHHN92(~N H) DSGN
Frankreich g 3.2km

Ttalien FA 4.3km ROMAA40 (Hayford) (Genua)

Osterreich g9, TA 6.2 km MGI Gebrauchshshen (Triest) IGSNT1
Schweiz g, TA 1.2km ETRS89 (WGS84) Gebrauchshohen (Genf)

Slowenien g, TA 2.1km EUREF (WGS84) (Triest) IGSNT1
Slowakei g 15.2km

Es wurde angestrebt, alle Berechnungen in einem einheitlichen Bezugssystem auszufiihren. Die Lagekoordinaten
sollten sich auf das WGS84 beziehen, das durch das ITRF89 bzw. hierarchisch nachgeordneten Referenzrahmen
wie dem ETRS oder dem DREF realisiert wird. Da die Zielregion der Geoidberechnung Bayern war, wurde
als Hohenbezug das DHHN92 verwendet, das am Pegel Amsterdam angeschlossen ist. Diese hinsichtlich der zu
losenden GRWA recht beliebige Festlegung fiihrt zu einem unbekannten Hohenversatz des Geoids, da nicht genau
bekannt ist, wie weit der Pegel Amsterdam mit einem globalen Geoid (im langwelligen Bereich realisiert durch
EGMO96) iibereinstimmt. Schwerebezug sollte das IGSNT1 sein bzw. hierarchisch nachgeordnete Netze wie z.B.
das DSGN.
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Abbildung 4.31: Hohendifferenzen (links) in [cm] zwischen DHHN92 und den Landeshéhen der angrenzenden Staaten (nach SACHER
et al. (1999)) und die jeweiligen Pegelanschliisse (rechts). Darin bedeuten A=Amsterdam, O=Ostende, M=Marseille, G=Genua,
T=Triest, K=Kronstadt.
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Entsprechend den vorliegenden Informationen wurde eine Transformation der Lagekoordianten in folgenden Féllen
durchgefiihrt:

- Bayern: In Bayern wurde ein Satz von 37 identischen Punkten verwendet, um die Parameter einer 3D-
Helmerttransformation zwischen DHDN und ETRS89 zu bestimmen. Die Daten waren vom BLVA zur
Verfiigung gestellt worden. Die Differenz in den Lagekoordinaten zwischen den beiden Systemen betragt
etwa je 100m in Langen- und Breitenrichtung. Die Restklaffungen in den identischen Punkten betrugen ca.
0.5m.

- Deutschland: Da hier weder Transformationsparameter noch identische Punkte vorlagen, wurden die in
Bayern bestimmten Transformationsparameter verwendet. Dies bedeutet, dass identische Punkte nur in
einem kleinen Bereich des Transformationsgebietes vorliegen. Es kann dadurch im iibrigen Deutschland zu
systematischen Fehlern kommen, die die Gréfle der in Bayern festgestellten Restklaffungen iibersteigen.
Aufgrund der Genauigkeiten von DHDN und DREF kann jedoch davon ausgegangen werden, dass diese
Fehler fiir die vorliegende Aufgabe vernachlissigbar klein sind.

- Osterreich: Die Transformation zwischen dem vom ehemaligen Militérgeographischen Institut definierten
Lagedatum (MGI) und dem WGS84 wurde entsprechend den von HOFMANN-WELLENHOFF et al. (1994)
angegebenen Formeln durchgefiihrt. Der Lageversatz der beiden Systeme betrégt bis zu 50m in der Breite
und 100m in der Lénge.

- Italien: Es wurde vom Militdrgeographischen Institut Mailand eine Routine zur Transformation zwischen
dem italienischen Datum ROMA40 und ETRS89 zur Verfiigung gestellt. Diese gilt fiir den Bereich Nord-
italien und hat eine Genauigkeit von ca. 1m. Die Differenz der beiden Systeme betrégt bis ca. 50m in der
Breite und 35m in der Lénge.

- Tschechien: In der Beschreibung der Daten wurden zur Transformation die konstanten Versitze Ap =
1.4" (=~ 30m) und A\ = 6.4 (=~ 130m) zum Ubergang zwischen dem auf dem Krasowsky-Ellipsoid definier-
ten Landesdatum und dem GRS80 angegeben. Der Ubergang von GRS80 nach WGS84 erfolgte anschlieBend
durch einen einfachen Ellipsoidiibergang.

Da die verschiedenen Datensétze zum Teil gegenseitig iiberlappend waren, konnten systematische Fehler und grobe
AusreiBer entdeckt werden. Zum Beispiel war der Bereich des siidlichen Osterreich sowohl im 6sterreichischen, als
auch im italienischen Datensatz enthalten. Es schienen dabei identische, aber systematisch versetzte Punkte in
den Datensétzen enthalten zu sein. Unter Verwendung der obigen Transformationsparameter konnte festgestellt
werden, dass es sich tatsichlich um identische Punkte handelte, die jedoch scheinbar ohne Datumsiibergang
vom Osterreichischen in den italienischen Datensatz iibernommen worden waren. Die identischen Punkte wurden
darauthin aus dem italienischen Datensatz entfernt. SchliefSlich wurden ca. 78 000 Blockmittelwerte und ca. 86 900
Punktwerte verwendet (siehe Abbildung 4.32).

Berechnung residualer Schwereanomalien

Im Anschluss an die Transformation in ein einheitliches Bezugssystem wurde die Gelandewirkung der Residualto-
pographie beziiglich der 15’ x 15'—~Referenztopographie berechnet. Im Falle der Punktwerte wurde die numerische
Integration nach Formel (4.147) durchgefiihrt. Fiir die Blockmittelwerte wurde die Reduktion in den entspre-
chenden Bereichen mittels FFT (siche Formel (4.173)) an den Gitterpunkten des 30” x 30”"-DGM berechnet
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Abbildung 4.32: Verteilung der verwendeten Blockmittelwerte (links) und Punktschwerewerte (rechts).
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und anschlieBend die innerhalb eines Blocks liegenden Werte gemittelt. Zur Vermeidung der in steilem Gelédnde in
Berechnungspunktnihe auftretenden Konvergenzprobleme wurde die FFT-Methode, wie in Kapitel 4.4.3 beschrie-
ben, mit der Prismenmethode kombiniert. Da die Residualanomalien einen sehr glatten Verlauf zeigen, konnten
daraus noch einige grobe Fehler entdeckt werden, die aus den Dateien entfernt wurden.

Schitzung von Blockmittelwerten

Aus den RTM-reduzierten Punkt- und Blockmittelwerten wurde entsprechend dem in Kapitel 4.3.6 dargestellten
Verfahren ein einheitlicher Satz von Blockmittelwerten prédiziert. Aus Konsistenzgriinden wurde eine Blockgrofie
von 30" x30"” gewiihlt. Dadurch liegen Schwereanomalien und Gelindemodell an den selben Gitterpunkten vor, was
fiir die Berechnung héherer Reihenglieder der Hohenanomalie notwendig ist. Die gew&hlte Blockgrofle liegt meist
unter dem mittleren Punktabstand der Stiitzpunkte, jedoch weisen die RTM-reduzierten Schwereanomalien einen
so glatten Verlauf auf, dass auch bei geringer Punktdichte genaue Blockmittelwerte abgeleitet werden kénnen.
Trotz eines insgesamt glatten Signalverlaufs verursachen grofiere Dichteanomalien und die teilweise zu grobe
Geléndedarstellung ein Residualfeld, das nicht durch eine einheitliche Signalkovarianzfunktion beschrieben wer-
den kann. Deshalb wurden zur Prédiktion der Blockmittelwerte regional unterschiedliche Kovarianzfunktionen
abgeleitet. Dabei treten die grofiten Residuen erwartungsgemif in den Alpen auf. Hier erreicht das Residualfeld
Betrige bis zu 80mGal, so dass sich empirische Varianzen von ca. 710mGal? ergeben. AuBerhalb der Alpen erreicht
das Signal meist Betrige bis ca. 22mGal (Varianz bei ca. 54mGal?) bzw. bis zu 45mGal (Varianz bei ca. 225mGal?)
in topographisch oder tektonisch bewegten Regionen wie den Mittelgebirgen oder dem Oberrheingraben zwischen
Basel und Ludwigshafen. In den Abbildung 4.33 und 4.34 sind Kovarianzfunktionen fiir verschiedene Regionen
dargestellt. Es wurde jeweils eine analytische Funktion nach dem Exponentialmodell angepasst. Die Kovarianzen
wurden jeweils aus einem 1° x 1.5° groflen Gebiet abgeleitet.

Deutlich ist die Zunahme der Signalstéirke in den topographisch bewegten Regionen zu erkennen. Zum Teil weichen
dort auch die empirischen Varianzen von denen der analytischen Modelle ab. Dies deutet darauf hin, dass das
Signal in diesen Regionen zum Teil noch relativ rauh ist und durch die Kovarianzmodelle nur eine geglittete
Version des Signals dargestellt werden kann. Dies gilt zum Beispiel fiir den Bereich zwischen siid— und osttiroler
Alpen (Abbildung 4.34, links). Hier stand zur Reduktion der hochfrequenten Topographie nur das 30" x 30"
Modell GTOPO30 zur Verfiigung. Dadurch kann die Wirkung von Topographieanteilen mit Wellenléingen kleiner
600m nicht erfasst werden. Es verbleiben also hochfrequente Anteile im Signal, die fiir den grofien Rauschanteil
verantwortlich sind. Im Gegensatz dazu fallen in der italienisch-schweizerischen Grenzregion (Abbildung 4.34,
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Abbildung 4.33: Kovarianzfunktionen der Residualanomalien in den Regionen Schwaben und Oberbayern (links) sowie im Bereich
Rheingraben (rechts). Die empirische Varianz ist jeweils mit einem Kreis gekennzeichnet. Daneben sind die Parameter Varianz Co
und Korrelationsldnge & des angepassten analytischen Exponentialmodells angegeben.
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Abbildung 4.34: Kovarianzfunktionen der Residualanomalien in den siid— und osttiroler Alpen (links) sowie in der Grenzregion Italien—
Schweiz zwischen nordwestlicher Poebene und Walliser Alpen (rechts).
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Abbildung 4.35: Spektrale Gewichte (links) pl fiir terrestrischen Anomalien und pZGM fiir EGM96-Anomalien sowie die entsprechend
modifizierte Stokes-Funktion StW (1) (rechts).

rechts) empirische und analytische Varianz (abgesehen vom Messrauschen) zusammen. Die Modellierung der
Gelidndeeffekte ist dort wohl trotz bewegter Topographie (Hohen iiber 4000m) recht gut gelungen. Das Signal
erreicht trotzdem die im gesamten Datensatz grofiten Werte. Dies liegt an der im folgenden Abschnitt ndher
beschriebenen Dichteanomalie (Ivreazone).

Um die in Kapitel 4.4.4 beschriebene Kombination nach Wenzel durchfithren zu kénnen, miissen fiir die terrestri-
schen Anomalien Fehlergradvarianzen angegeben werden. Diese konnen nach Formel (4.116) bestimmt werden,
wenn fiir die Blockmittelwerte eine einheitliche Fehlerkovarianzfunktion vorliegt. Hierzu wurde eine Funktion nach
dem Exponentialmodell verwendet, wobei fiir Varianz und Korrelationslédnge folgende vereinfachende Annahmen
getroffen wurden:

e Zur Pradiktion der Blockmittelwerte wurden jeweils nur die Stiitzpunkte in nidchster Umgebung verwendet.
Der Suchraum der Stiitzpunkte betrug mindestens 2’ und wurde automatisch ausgeweitet, falls dort keine
Punkte gefunden werden konnten. Geht man davon aus, dass die Fehler benachbarter Blockmittelwerte
nur dann korreliert sind, wenn zur Prédiktion identische Stiitzpunkte verwendet wurden, so héngt die
Korrelationsléinge der Fehlerkovarianzfunktion von der Groéfle des Suchraums ab. Die Korrelationsldnge
wurde auf £ = 2 festgelegt.

e Die Fehlervarianz der Blockmittelwerte hingt neben der Stiitzpunktdichte wesentlich von der Differenz
zwischen empirischer und analytischer Varianz ab. Die Fehler sind deshalb insgesamt inhomogen und von
der zur Pradiktion verwendeten Signalkovarianzfunktion abhéngig. Um eine homogene Fehlerbeschreibung
zu ermoglichen wurde ein konstanter mittlerer Fehler von 2.4 mGal verwendet (berechnet aus dem Mittel
der Fehlervarianzen).

Aus der gewahlten Fehlerkovarianzfunktion ergeben sich schliefflich in Kombination mit den EGM96-Fehlervarianzen
die in Abbildung 4.35 dargestellten spektralen Gewichte und die entsprechend modifizierte Stokes-Funktion.

Darstellung und Interpretation der Schwereanomalien

Im globalen Mittel variieren Freiluftanomalien etwa im Bereich £100 mGal, wobei in extremen Fillen auch Werte
von 250 — 300 mGal erreicht werden kénnen. Die langwelligen Signalanteile sind dabei durch ein Potentialmodell
beschreibbar, die verbleibenden Residuen durch die kurzwellige Topographie sowie Dichteanomalien, also Ab-
weichungen der wahren Gesteinsdichte von dem fiir die topographischen Reduktionen angenommenen Wert!4.
Abbildung 4.36 zeigt die Histogramme der Freiluftanomalien vor und nach Reduktion des Potentialmodells und
der RTM-Topographie (berechnet aus den ca. 3.3 Mio. 30" x 30”-Blockmittelwerten).

Da der verwendete Datensatz global nur einen kleinen Ausschnitt darstellt, sind die Freiluftanomalien nicht genau
um Null zentriert. Sie stellen im groben Verlauf eine Normalverteilung dar. Die Reduktion des Potentialmodells
entfernt langwellige Strukturen, wodurch die verbleibenden Anomalien besser zentriert sind. Im Bereich bis zu
+25mGal entsprechen die Werte sehr gut einer Normalverteilung. Aufgrund kurzwelliger Topographie und Dichte-
anomalien treten allerdings noch relativ viele Werte mit grofleren Betrigen auf. Diese Anteile werden zum Grofiteil
durch die RTM-Reduktionen beseitigt. Das Restsignal entspricht am besten einer Normalverteilung. Die Werte
erreichen jetzt kaum noch Betrige {iber 30mGal. Die Glattung des Feldes ist in Abbildungen 4.37 dargestellt. In
topographisch bewegtem Gelénde ist eine deutliche Korrelation der unreduzierten Freiluftanomalie (a) mit der
Gelédndehohe erkennbar. Die Signalstruktur im Bereich der Alpen entspricht der eines DGM.

14Tn dieser Arbeit wurde als Krustendichte der konstante Wert von 2.67 g/cm® verwendet.
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Abbildung 4.36: Histogramme von Freiluftanomalie Agp s (links), EGM-reduzierte Anomalie Agpa — AgESM (Mitte) und EGM-
reduzierte RTM-Anomalie AgiTM — AgEGM (rechts). Zusitzlich sind jeweils die Parameter Mittelwert m und Standardabweichung
o einer graphisch angepassten Normalverteilung gegeben.
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Abbildung 4.37: Freiluftanomalien (a) und EGM-reduzierte RTM-Anomalien (b). Daneben Mittelwert (c) und mittlere Signalvaria-

tion o (d) pro Breitenkreis. Dargestellt sind in (c) und (d) jeweils: Freiluftanomalien (dick, schwarz), langwellige EGM—Anomalien
(gestrichelt), EGM-reduzierte Freiluftanomalien (diinn, schwarz) und EGM-reduzierte RTM-Anomalien (dick, grau).
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Tabelle 4.4: Statistische Werte verschiedener Schwereanomalien jeweils in [mGal]. Freiluftanomalie (Ag¥#), RTM-reduzierte Anoma-
lien (AgRTM ) EGM96-Anomalie (AgPGM).

Anomalientyp min  max  Mittel o
Agra -155 347 9 35
AgEGM -156 143 12 29
Agra — AgEGM -257 253 -3 21
AgRTM -154 188 12 32
AgRTM _ AgEGM  _70 94 0 12

In topographisch weniger bewegtem Gelénde tritt die Abhéngigkeit der Freiluftanomalie von Dichtestrukturen im
Erdinneren deutlicher hervor. Eine Korrelation mit der Hohe ist dort wesentlich weniger ausgeprégt. Beispielswei-
se bewirken die gegeniiber der mittleren Krustendichte leichteren Sedimentablagerungen in der Poebene deutlich
negative Anomalien siidlich der Alpen. Der Dichtekontrast betrégt in dieser Region nach BURKI (1989) zwischen
Ap = —0.77g/cm® an der Oberfliiche und Ap = —0.2g/cm® im Untergrund. Die Sedimentablagerungen erreichen
Tiefen bis zu 15km. Die Freiluftanomalien nehmen hier Werte bis zu —160mGal an. Im Breitenmittelwert (c) ist
dieser Effekt im Bereich zwischen 44° und 46° nordlicher Breite klar erkennbar. Mit einer raumlichen Ausdehnung
von ca. 400 km X 100 km liegt diese ausgepréigte Dichtestruktur deutlich iiber dem Auflésungsvermogen des verwen-
deten Potentialmodells. Ein wesentlicher Teil des Signals ist deshalb bereits gut durch das EGM modellierbar. Dies
zeigt sich im Vergleich der Breitenmittelwerte von gemessenen und aus dem EGM berechneten Freiluftanomalien.
Die Kurve der gemessenen Anomalien (dick, schwarz) folgt im wesentlichen dem gestrichelt gekennzeichneten An-
teil des EGM. Die Reduktion der globalen EGM-Anteile fiihrt zu einer Zentrierung des Signals, was sich in einem
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kleineren Mittelwert zeigt. Allerdings bleiben starke kurzwellige Strukturen im Restsignal zuriick, ausgedriickt
durch die immer noch grofle Signalvarianz. Diese wurde lediglich im Breitenbereich der Poebene deutlich gesenkt
und deutet darauf hin, dass die langwellige Muldenstruktur und die stark positiven Werte in den Westalpen im
globalen Modell enthalten sind. Die Reduktion fithrt zu wesentlich kleineren Residuen beziiglich des Mittelwertes.

Die Signalvariation der RTM-Anomalien (b) zeigt, dass die wesentlichen verbleibenden Signalanteile in der kurz-
welligen Topographie stecken. Auch im Alpenbereich treten im Breitenmittel kaum gréfiere Werte als 20mGal auf.
Da, wie aus Abbildung 4.36 ersichtlich ist, die RTM-Anomalien nahezu normalverteilt sind, kann man erwarten,
dass in den Alpen keine Werte grofier als 60mGal mehr auftreten. Auflerhalb der Alpen betrégt die Signalstirke
sogar nur noch etwa die Hélfte. In Tabelle 4.4 sind statistische Werte der Schwereanomalien enthalten. Der
Mittelwert der Freiluftanomalie liegt bei 9mGal. Dieser Wert liegt hoher als bei der an das Histogramm angepas-
sten Normalverteilung (Abbildung 4.36). Dies zeigt, dass die Freiluftanomalie im Untersuchungsgebiet nicht ganz
einer Normalverteilung entspricht, sondern unsymmetrisch zum Mittelwert verteilt ist. Auch die mittlere Signal-
variation ist mit 35 mGal grofler als die Standardabeichung der Normalverteilung, welche nur 20 mGal betragt.
Besser entsprechen die EGM-reduzierten Anomalien und vorallem die RTM-Anomalien den jeweils angepassten
Normalverteilungen. Dies zeigt, dass die angebrachten Reduktionen tatséchlich einen Grofteil der enthaltenen
deterministischen Signalstruktur entfernen. Das Residualfeld hat in weiten Teilen Zufallscharakter. Die verbleibe-
nen Signalanteile sind auf Dichteanomalien im Erdinneren sowie auf noch nicht entfernte Anteile der Topographie
zuriickzufithren. Im ersten Fall kommen allerdings nur Strukturen in Frage, deren rdumliche Ausdehnung zu klein
ist, um bereits im Potentialmodell enthalten zu sein. Im Falle der noch enthaltenen Resttopographie kommen zum
einen ultrakurzwellige Anteile in Betracht, die aufgrund der beschrinkten Auflosung der verwendeten Geldnde-
modelle nicht entfernt werden konnten, und zum anderen mittelwellige Anteile im Spektralbereich 360 < n < 720,
also im Bereich zwischen Potentialmodell und RTM-Referenztopographie.

In der spéteren Geoidberechnung werden die RTM-reduzierten Anomalien beziiglich der 15’ x 15’-Topographie
(n = 720) verwendet. Diese sind hinreichend glatt, so dass in Bayern keine wesentlichen Beitrége durch die
hoheren Terme der Molodenskii-Reihe verursacht werden. Trotzdem ist es interessant, das Residualfeld zusétzlich
um den Spektralbereich zwischen n = 360 und n = 720 zu reduzieren, wodurch sich eine zusétzliche Glattung
ergeben miisste. Die entsprechenden Anteile wurden aus einer sH-Darstellung des TUG87-DGM abgeleitet. Da
bei Bestimmung der topographischen Potentialkoeffizienten eine konstante Dichte angenommen wurde, ist zu
erwarten, dass im Restsignal Dichteanomalien deutlich werden.

Abbildung 4.38 (oben links) zeigt die RTM-reduzierten Anomalien aus Abbildung 4.37 (b) in einem vergrofierten
Ausschnitt. Es sind noch mittel- und kurzwellige Signalanteile mit Betrdgen von fast 100mGal enthalten. Ein
Grofteil dieses Signals ist durch die Wirkung der mittelwelligen Topographie (oben rechts) modellierbar. Dieser
Anteil erreicht Werte bis zu +80mGal. Nach entsprechender Reduktion verbleiben meist nur noch Signalanteile
mit Betrigen unter 40mGal, was eine erhebliche Reduktion des urspriinglichen Gesamtsignals darstellt. Deutlich
tritt nun in Abbildung 4.38 (unten) ein Bereich am nordwestlichen Rand der Poebene hervor, in dem Werte bis ca.
110mGal erreicht werden. Hierbei handelt es sich um eine Dichtestérung, die in der Geologie als Storzone Ivrea-
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Abbildung 4.38: Residualanomalien
im Alpenbereich, Isolinienabstand 25
[mGal]. RTM-reduzierte Anomalien
(oben links) und die Wirkung der
mittelwelligen  Topographie  (oben
rechts) im sphérisch-harmonischen
Spektralbereich von 360 < n < 720
aus dem Modell TUGS87. Unten die
um den TUGS87-Effekt reduzierten
RTM-Anomalien.
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Abbildung 4.39: Modell des Ivrea—Kérpers (aus: BURKI (1989)).

Verbano oder auch als Ivrea-Kdrper bekannt ist (siehe z.B. BURKI, 1989). Der Ivrea-Korper ist eine deutliche
Storung der Erdkruste und bewirkt neben dem Alpenkérper selbst eine der grofiten Anomalienstrukturen in
ganz Mitteleuropa. Die als Mohorovicic-Diskontinuitét (Moho) bekannte Trennschicht zwischen leichter Erdkruste
(Dichte bei ca. p = 2.7g/cm®) und schwererem Erdmantel (p = 3.1g/cm®) liegt im kontinentalen Bereich in der
Regel in Tiefen von 30km. Unter den Alpen taucht die Moho in Tiefen von etwa 50km ab (GURTNER, 1978).
Im Bereich der nordwestlichen Poebene jedoch schiebt sich der Erdmantel in einem raumlich sehr beschrankten
Bereich wesentlich weiter nach oben in die Kruste, vermutlich als Folge der tektonischen Uberschiebung der
adriatischen auf die eurasische Platte. Die Moho reicht in dieser Region zum Teil bis fast an die Oberfldche.
Der entstehende Storkorper erstreckt sich auf einer Lange von ca. 250 km vom Comer See iiber Locarno am Lago
Maggiore bis weit siidlich von Turin. Die Breite des Korpers liegt bei meist 10 — 15km (BURKI, 1989). Das von
BURKI (1989) bestimmte Modell des Ivrea—Korpers (siehe Abbildung 4.39) stimmt in seiner Lage und seinen
Ausmaflen sehr gut mit dem starken Anomaliensignal in Abbildung 4.37 (unten) iiberein. Da der Storkorper sehr
nahe an der Oberflache liegt bleibt die Wirkung auf die Schwere lokal sehr begrenzt.

4.5.2 Effekte der Datenfilterung
Topographische Reduktionen

Die Berechnung der Hohenanomalie erfolgt durch analytische Fortsetzung nach Gleichung (4.59). Die darin ent-
haltenen Reihenglieder g; sind mit den Gleichungen (4.56) berechenbar, wobei der Operator L,, entsprechend
Gleichung (4.58) von der Rauigkeit des Feldes abhiingt. Je glatter das Anomalienfeld, desto geringer sind die
Anteile der Terme hoherer Ordnung und Reihe (4.59) kann frither abgebrochen werden. Verwendet man statt
Freiluftanomalien RTM-reduzierte Anomalien, so wird iiblicherweise davon ausgegangen, dass die Reihe bereits
nach dem ersten Term abgebrochen werden kann (siehe z.B. DENKER, 1989; GROTE, 1996). Um die Konvergenz der
Molodenskii-Reihe in Bayern zu untersuchen, wurden sowohl fiir Freiluftanomalien, als auch fiir RTM-reduzierte
Anomalien die Reihenglieder bis zur 3. Ordnung berechnet. Beide Anomalientypen wurden jeweils um den glo-
balen Anteil des Potentialmodells reduziert. Die Integration wurde auf eine Innenzone von 4° begrenzt, wobei
die Meissl-modifizierte Funktion St}?(1)) verwendet wurde. Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Abbildung

Tabelle 4.5: Statistische Werte der Molodenskii-Terme aus Freiluft- (links) und RTM-reduzierten (rechts) Anomalien in Bayern (alle
Angaben in [cm]).

Reihenterm min max Mittel RMSo Reihenterm min max Mittel RMSo
A -244.9 -15.5 -103.2  35.0 g™ -80.9 167.1 -8.7 44.1
Fa 5.7 210.6 54.1  49.9 ¢RTM -0.2 106 1.7 1.4
Fa -2.1 4.8 09 09 RTM -0.3 08 0.1 0.1

Fa 5.8  -0.0 -1 1.2 RTM -0.1 0.0 -0.0 0.0
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4.40 und Tabelle 4.5 dargestellt. Ahnliche Untersuchungen wurden bereits von DENKER & Tz1avos (1999) fiir
einen kleineren Ausschnitt in den Westalpen durchgefiihrt. Die Groflenordnungen der errechneten Werte und die
Konvergenzcharakteristika der Reihen stimmen mit den dort angegebenen Ergebnissen gut iiberein.

Man erkennt deutlich, dass die Reihenterme der Hohenanomalie aus RTM-reduzierten Anomalien schneller kon-
vergieren als diejenigen aus Freiluftanomalien. Die grofiten Betrige werden in beiden Fillen in den Alpen erreicht,
da dort die grofiten Gradienten der Schwereanomalien auftreten. Durch Integration der Anomalien werden die
dortigen hohen Betrige auf eine grofiere Umgebung verschmiert, so dass in der Umgebung der Alpen langwellige
Trendfunktionen entstehen. Verwendet man RTM-reduziert Anomalien, so nimmt der Betrag der Geoidhéhe pro
Reihenterm um etwa eine GroBenordnung ab. Schon der Term 1. Ordnung erreicht selbst in den Alpen nur mehr
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Abbildung 4.40: Molodenskii-Terme (o bis (3 aus Freiluft- (links) und RTM-reduzierten Anomalien (rechts).
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Betrége bis zu ca. 10 cm. In Bayern liefert dieser Term im wesentlichen eine schiefe Ebene mit einer Neigung von
wenigen cm. Die Terme zweiter und dritter Ordnung sind in Bayern vernachléssigbar klein.

Im Falle von Freiluftanomalien erreichen jedoch auch diese Terme hoherer Ordnung Betrige von mehreren cm.
Auftillig ist auflerdem, dass die Gréfle der Terme nicht von Ordnung zu Ordnung im selben Mafle abnimmt. Die
Reihe hat eher alternierenden Charakter und die Betriige der Terme ¢’ 4 und ¢f'4 sowie der Terme ¢£'4 und ¢F A
sind jeweils in der gleichen Gréflenordnung.

Modifikation der Stokes-Funktion

Die in Kapitel 4.4.4 beschriebenen Modifikationen der Stokes-Funktion sollen dazu dienen, Daten- bzw. Ab-
bruchfehler moglichst klein zu halten. Um zu untersuchen, welche Differenzen sich aus den unterschiedlichen
Modifikationen ergeben, wurden die zugehorigen residualen Quasigeoide in Bayern untereinander verglichen. Da
an dieser Stelle kein Vergleich zu unabhéngigen Losungen durchgefiihrt wird, kann nicht abgeleitet werden, welche
der Losungen den geringsten Fehler aufweist. Es geht zunéchst nur um die Gréfle der Differenzen zwischen den
Losungen. Dabei wurde jeweils der aus den RTM-reduzierten Anomalien berechnete erste Term der Molodenskii-
Reihe verwendet. Folgende Integrationskerne wurden getestet:

1. originale Stokes-Funktion St(¢) (siehe Abbildung 4.28, links); dabei ging der gesamte Datensatz der terre-
strischen Schwereanomalien in die Integration ein;

2. originale Stokes-Funktion St4(1)) beschréinkt auf eine sphérische Kappe mit 1o = 4° (Abbildung 4.28, links);
3. Meisslmodifizierte Stokes-Funktion St} (1)) ebenfalls beschrinkt auf ¢g = 4° (Abbildung 4.28, links);

4. WongéGore-modifizierte Stokes-Funktion St (1) ab Grad n = 361; dadurch wird die Losung vollstindig
auf dem EGM96 gelagert und es gehen nur die spektralen Anteile der Residualanomalien ab Grad n = 361
in die Losung ein;

5. WongééGore-modifizierte Stokes-Funktion St‘f‘;G () ab Grad n = 17; die erste Nullstelle der Funktion liegt
mit ¢» = 4° am Rand des Integrationsgebiets (Abbildung 4.29), langwellige Anteile bis Grad n = 16 werden
vollstdndig aus dem Potentialmodell iibernommen;

6. durch spektrale Kombination nach Wenzel gewichtete Stokes-Funktion St" (1)) (Abbildung 4.35, rechts).

Als Referenzfliiche fiir den folgenden Vergleich wurde die aus der originalen Stokes-Funktion St(1)) abgeleite-
te Losung verwendet. In Abbildung 4.41 und Tabelle 4.6 sind die Referenzfliche sowie die Differenzen zu den
restlichen 5 Losungen dargestellt.

Es zeigt sich, dass die Unterschiede zwischen den verschiedenen Quasigeoiden in Relation zur Signalstérke relativ
hohe Betriige erreichen. Die Differenzen (siche RMS-Werte in Tabelle 4.6) betragen gut 50% der Signalstiirke.
Die Differenz zu der voll auf dem EGM96 basierenden Losung (44l erreicht sogar die gleichen Betrige wie das
Signal selbst. Dabei treten deutliche Differenzen mit Wellenléngen bis hinunter zu ca. 100 km auf. Dies entspricht
etwa der Auflésung des EGM96. Im Frequenzbereich bis n = 360 sind also zwischen den terrestrischen Anomalien
und dem Potentialmodell Differenzen enthalten, die zu Geoidhthendifferenzen von mehreren dm bis hin zu m-
Betrigen fiihren. Da die Qualitét der terrestrischen Anomalien abgesehen von langwelligen Fehlern deutlich iiber
dem Potentialmodell liegen diirfte, kann man davon ausgehen, dass die gezeigten Differenzen im wesentlichen
den Fehlern des Potentialmodells entsprechen. Diese Fehler konnen durch Kombination mit Schwereanomalien
verringert werden. Unterschiedliche Differenzen ergeben sich dann je nach Gewichtung der Anomalien und Grofle
des verwendeten Integrationsgebiets.

Tabelle 4.6: Residuale Quasigeoidhéhe abgeleitet unter Verwendung der originalen Stokes-Funktion St(v) und Differenz zu Lésungen
unter Verwendung verschiedener modifizierter Funktionen.

min [m] max [m] Mittel [m] RMS[m] RMSq [m]

¢ -0.531 2.001 0.196 0.505 0.466
¢—¢  -0.280 0.452 0.173 0.223 0.140
¢—¢M 0.137 0.404 0.283 0.292 0.071
¢ - 0.089 0.446 0.215 0.224 0.065

¢ —¢¥E  -0.344 1.849 0.196 0.494 0.454

¢—¢¥e¢ o117 0.484 0.289 0.302 0.089
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In der Referenzlosung werden alle Anomalien des gesamten Datenbereichs verwendet. Dabei steht an jedem Be-
rechnungspunkt mindestens eine Umgebung von ca. 4° zur Verfiigung. Dies entspricht dem sphérischen Abstand
z.B. zwischen der westlichen Grenze Bayerns und der westlichen Grenze des Datensatzes. Bis hin zur gegeniiber-
liegenden 6stlichen Grenze stehen natiirlich in noch gréflerem sphérischen Abstand zum Berechnungspunkt Daten
zur Verfiigung. Dies flihrt zu einer unsymmetrischen Datenverteilung beziiglich des jeweiligen Berechnungspunk-
tes. Beschrinkt man die Integration auf eine Kappe von 4° Radius, so ist das Integrationsgebiet zwar symmetrisch,
jedoch fithrt die Unstetigkeitsstelle der Funktion St4(t) an der Stelle ¢ = 4° (siche Abbildung 4.28) dazu, dass
sich das verwendete Datenmaterial von Berechnungspunkt zu Berechnungspunkt sprunghaft dndert. Dadurch
kommt es zu mittelwelligen Verbiegungen des Geoids (4 beziiglich der Referenzfliche. Verwendet man stattdessen
die Meissl-modifizierte Funktion St} (1)), so ergeben sich wesentlich langwelligere Differenzen. Der Betrag der
mittelwelligen Differenzen nimmt deutlich ab.

Ein dhnliches Ergebnis liefert auch der Vergleich mit der WongéGore-modifizierten Losung ¢J¥¢. Die erste Null-
stelle der Stokes-Funktion liegt bei 4°, so dass sich wie im Falle der MeissFmodifizierten Funktion ein kontinuier-
licher Verlauf der Gewichtung am Kappenrand ergibt. Auch die Wenzelmodifizierte Losung ergibt Differenzen in
ghnlicher Groflenordnung, allerdings fithrt die frequenzabhéingige Gewichtung auch im mittelwelligen Bereich zu
etwas grofleren Differenzen gegeniiber der unmodifizierten Losung (. Ob dies zu einem genaueren Gesamtsignal
fiihrt, hdngt davon ab, ob die bei Bestimmung der spektralen Gewichte angenommenen Fehlermafle realistisch
sind. Dies wird in Kapitel 4.5.5 beim Vergleich mit GPS/Nivellement-Messungen untersucht.
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Abbildung 4.41: Residuale Quasigeoidhéhe abgeleitet unter Verwendung der originalen Stokes-Funktion St(1) (links
oben) und Differenz zu Lésungen unter Verwendung verschiedener modifizierter Funktionen. Isolinienabstand 10 cm.
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4.5.3 Abschatzung verbleibender Fehleranteile

Im diesem Abschnitt werden die zu erwartenden Geoidfehler abgeschétzt, die sich aus den Fehlern des Poten-
tialmodells EGM96, der terrestrischen Schwereanomalien und der verwendeten Gelindemodelle ergeben. Dadurch
konnen die beim spéteren Vergleich mit GPS/Nivellement festgestellten Differenzen besser beurteilt und mogliche
Fehlerursachen identifiziert werden.

Fehler der Gelandemodelle

Im Rahmen der Berechnung topographischer Anteile konnen Fehler durch fehlerhafte DGM-Daten bzw. durch
die Verwendung zu grober DGM-Informationen entstehen. Hierzu wurden z.B. von GROTE (1996) umfangreiche
Untersuchungen angestellt.

Da in dieser Arbeit innerhalb Bayerns ein hochauflsendes 50 mx50 m DGM verwendet wurde, ist dort nicht mit
Fehlern durch Vernachlédssigung hochfrequenter Information zu rechnen. Anders sieht es am Alpenrand aus. In
den aus der Schweiz und Osterreich stammenden Datensitzen ist neben der Schwere zusitzlich die Anziehung der
Topographie gegeben. In Osterreich wurde hierfiir ein 350 mx400 m-DGM verwendet, was etwa einer Blockgrofe
von 12”7 x 20" entspricht. Im schweizer Datensatz steht hierzu keine Information zur Verfiigung. Zur Berechnung
der RTM-Reduktionen wurden die gegebenen Gelindekorrektionen entsprechend Gleichung (4.151) verwendet, so
dass nicht selbst auf topographische Daten zuriickgegriffen werden musste. Die damit — zumindest in Osterreich —
implizit verbundene Verwendung eines weniger hochauflésenden Gelédndemodells fithrt im remowve-Schritt zu Ver-
nachléssigungsfehlern gegeniiber dem in Bayern verwendeten Modell. Im restore-Schritt wurde zur Berechnung
des Anteils *°P° das 30" x 30”-DGM GTOPO30 verwendet. Dadurch treten auch hier Vernachlissigungsfehler
auf. Die GroBe dieser Fehler hat GROTE (1996) in einem 1° x 1° grossen Gebiet in den schweizer Alpen ab-
geschiitzt. Da die Hohenunterschiede dort 4500 m erreichen, ist am bayerischen Alpenrand mit geringeren Werten
zu rechnen. Im Vergleich zu einem hochauflésenden 3”7 x 3”-DGM (etwa 90 mx60 m) ergaben sich im Fall eines
12" x 18”"-DGM Geoiddifferenzen bis zu maximal 2 cm und bei Verwendung eines 30" x 45”-DGM bis zu maximal
5 cm. Die grofiten Betrége treten an den Stellen mit der steilsten Gelandeneigung auf. Es ist damit entlang der
bayerischen Grenze im Alpenbereich mit lokal begrenzten Fehlern von wenigen cm zu rechnen. Zusétzliche Fehler
konnen in die Berechnung eingehen, wenn es in den hochauflésenden DGM-Daten und dem als Referenzfléiche
verwendeten Geldndemodell groflere Inkonsistenzen gibt. Da in den berechneten residualen Schwereanomalien je-
doch keine groben Unstimmigkeiten aufgetreten sind, wurden zu den méglichen Fehlerbeitréigen in dieser Arbeit
keine weitergehenden Untersuchungen durchgefithrt. Im Prinzip kénnten solche Fehler vermieden werden, wenn
die langwellige Referenztopographie aus den hochauflosenden Daten durch Filterung generiert wird.

Neben diesen Vernachlédssigungsfehlern kénnen zusétzliche Fehler aufgrund fehlerhafter DGM-Daten auftreten.
Die Genauigkeit des DGM25 ist mit 2 — 3 m angegeben, wobei nach FLURY (2002) in extremem Gelédnde, z.B.
Steilwéinden im Gebirge, aufgrund der Auswertetechnik vereinzelt Fehler von 100 — 200 m auftreten kénnen, die
Schwereanomalienfehler von bis zu 2.5 mGal verursachen kénnen. Treten diese Fehler nur an einzelnen Blocken
auf, so ist der Einfluss auf die Geoidhohe vernachlissigbar. Eine um 2.5 mGal falsche Schwereanomalie liefert
am Berechnungspunkt selbst (siehe Formel 4.168) einen Geoidhshenfehler von ca. 2 mm. Erst wenn solche Fehler
iiber einen zusammenhéngenden Block vieler DGM-Elemente auftreten, konnen Geoidhdhenfehler im cm-Bereich
entstehen. Um fehlerhafte Regionen aufzudecken, wire v.a. im Alpenbereich eine Uberpriifung des DGM durch
unabhingige Messungen oder zumindest durch Vergleich mit topographischen Karten notwendig. Dies wurde in
dieser Arbeit jedoch nicht durchgefiihrt.

Fehler des Potentialmodells

Bei Kombination eines Potentialmodells mit einem Satz terrestrischer Schwereanomalien kénnen die Fehler des
Potentialmodells teilweise durch die genaueren Anomalien verbessert werden. Betrachtet man die Kombinati-
onsmethode im Ortsbereich, so erkennt man an Formel (4.122) unter Beachtung von (4.132), dass aus dem
Potentialmodell eine Innenzone vom Radius ¢y ausgeschnitten wird. Dies entspricht dem Bereich, in dem Schwe-
reanomalien zur Verfiigung stehen. Somit kénnen auch nur Fehler des Potentialmodells von aulerhalb dieser Zone
zum Gesamtfehler beitragen. In den folgenden Berechnungen wird jeweils eine Innenzone von 4° ausgeschnitten,
was etwa der Grofle des in dieser Arbeit verwendeten Datensatzes entspricht.

Zur Beschreibung der Datenfehler des verwendeten Potentialmodells sind Fehlerangaben der entsprechenden Ko-
effizienten notwendig. Damit lisst sich unter Annahme einer isotropen Fehlerverteilung mit Formel (4.194) der
kumulative Geoidfehler abschiitzen. Entsprechend Abbildung 4.27 ergibt sich im Fall des EGM96 ein mittler-
er Fehler von ca. 10 cm. Die tatséichlichen Fehler kénnen von diesem Wert abweichen, da bei Berechnung des
kumulativen Geoidfehlers nach (4.194) die Kovarianzen zwischen den Potentialkoeffizienten vernachléssigt wer-
den. Auflerdem gibt der kumulative Fehler keine Auskunft dariiber, welche Struktur der entstehende Fehler hat.
Deshalb wird im Folgenden eine vollstéindige Fehlerfortpflanzung unter Beriicksichtigung aller Kovarianzen durch-
gefithrt und durch empirische Fehlerberechnung untersucht, ob mittelwellige Fehlerbeitrage des Potentialmodells
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zu befiirchten sind. Schlieflich soll der absolute Vergleich zu einem unabhéingigen Potentialmodell Auskunft {iber
die langwelligen Fehler geben.

Zusétzlich zum Datenfehler treten Vernachlidssigungsfehler durch die beschriankte spektrale Auflosung des Po-
tentialmodells auf. Entsprechend Abbildung 4.27 liegt dieser Fehler bei 1-2 cm. Aufgrund des nur beschrinkten
Datensatzes kann dieser Fehler nicht minimiert werden.

Vollstindige Fehlerfortpflanzung

Das allgemeine Fehlerfortpflanzungsgesetz (3.16) liefert, angewandt auf die SHS (4.84) (siehe z.B. HAAGMANS &
VAN GELDEREN, 1991), fiir die Fehlervarianz der Geoidhohe

maz Nmaa

N
J?(P) = Z Z ( Ak cosmAp coskAp + By sinmAp sinkAp
k=0

m=0
+  Cmi cosmAp sinkAp + D, sinmAp coskAp ), (4.205)
wobei
Nmaw Nmae
Apr = Z A A cov(C, C) Ppyy(cos0p) P (cosp), (4.206)
n=m l=k
N‘rnam Nmaa’:
Bk = A A cov(S, S) P (cos0p) P (cosfp), (4.207)
n=m I=k
Nmaz Nmas
Coi = An A cov(C, S) Py (cos0p) Py.(cos0p) (4.208)
n=m |=k
und
Nimae Nmae
Dy = Z Z An A1 cov(S, C) Py (cos0p) Py (cosOp) (4.209)

n=m I=k

bedeuten. Darin sind (Ap,8p) die Koordinaten des Berechnungspunktes P und cou(:,-) die Fehlerkovarianzen
zwischen den sH-Koeffizienten (beispielsweise beschreibt cov(C, S) die Kovarianz zwischen den Koeffizienten C,,,,
und glk).

Um den Geoidhohenfehler ohne den Beitrag der innersten Zone vom Radius ¢y abzuleiten, ist fiir die spektralen
Eigenwerte entsprechend Gleichung (4.132)

R(n—-1)
2

zu setzen. Im Falle des EGMY96 ist die vollstdndige Fehler-Kovarianzmatrix bis Grad und Ordnung n = m = 70
verfiighar (NASA, 1998). Die daraus in Bayern resultierenden Geoidfehler (Beitrag auflerhalb einer Innenzone
von 4°) sind in Abbildung 4.42 dargestellt. Man erkennt, dass die mittleren Fehler nicht isotrop und homogen
sind. Allerdings ist die Variation der Fehler mit ca. 0.6 cm relativ gering. Die Betrége liegen im Mittel bei 8.4 cm
und stimmen damit gut mit den kumulativen Geoidfehlern aus Abbildung 4.27 iiberein. Dies bedeutet, dass man
in Bayern zumindest bis Grad n = 70 durch Vernachldssigung der Kovarianzen keinen Fehler begeht.
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Abbildung 4.42: Geoidhéhenfehler aus voller EGM96-Kovarianzmatrix bis n=70; Beitrag von auflerhalb einer Kappe mit Radius
1o = 4°. Isolinienabstand 1 mm.
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Empirische Fehlerstudie und Gradvarianzen

Um neben der Grofle auch die Struktur der Potentialmodellfehler abzuschitzen, wurde empirisch eine mittle-
re Fehlerfliche der Geoidhthe berechnet. Hierzu wurden normalverteilte Fehler generiert, die den gegebenen
Standardabweichungen der EGM96-Potentialkoeffizienten entsprechen. Aus diesen Fehlern wurde durch SHS ei-
ne mogliche Fehlerfliche abgeleitet. Dabei wurde der Fehlerbeitrag von auflerhalb einer sphérischen Kappe von
unterschiedlichem Radius g berechnet. Der erste Fall ¢y = 0° entspricht einer Situation, in der die EGM96-
Fehler voll in die Losung eingehen. Der Fall 19 = 4° liefert den Fehlerbeitrag bei Kombination mit terrestrischen
Schwereanomalien entsprechend dem in dieser Arbeit verwendeten Datensatz (Abbildung 4.37). Im dritten Fall
betragt die Umgebung des Schweredatensatzes rund um Bayern 1y = 15°. Der Datensatz wiirde sich dann iiber
ganz Europa etwa von Irland bis zum Schwarzen Meer und von Skandinavien bis nach Nordafrika erstrecken. Dies
entspricht etwa der Groe des Datensatzes, der bei Berechnung des EGG97 zur Verfiigung stand (siche DENKER
& TORGE, 1999).

Aus Abbildung 4.43 und Tabelle 4.7 wird deutlich, dass mit grofler werdender Innenzone vor allem die Fehlerbe-
trége kleiner werden, das Signal jedoch nicht glatter wird. Es treten in allen Féllen Fehlerstrukturen mit halben
Wellenlédngen von 50-100 km auf. Ein Vergleich der Fehler o¢(1 = 15°) und o¢(¢9 = 4°) zeigt, dass aufgrund
eines kleineren Datensatzes terrestrischer Schwerewerte mittelwellige Differenzen zwischen EGG97 und den in
dieser Arbeit berechneten Geoiden im Bereich mehrerer Zentimeter auftreten konnen. Wiederholte Berechnun-
gen moglicher Fehlerflachen unter Verwendung eines jeweils anderen Satzes zufilliger Fehler ergaben &hnliche
Ergebnisse.

Tabelle 4.7: Statistik der in Abbildung 4.43 dargestellten empirischen Fehlerflichen.

Fldche min [cm] max [cm] Mittel [em] RMS [cm] RMSq [cm]
ec(Yo = 0°) -122.4 160.1 4.4 50.0 49.8
ccltho =4°)  -17.9 19.9 0.1 7.0 7.0
e¢ (o = 15°) -3.6 8.7 2.8 4.1 3.0
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Abbildung 4.43: Gradvarianzen (links oben) aus Standardabweichungen o gaar9¢ und aus selbst generierten zufélligen Fehlern epcnros
sowie mogliche Geoidfehler aus egcnros (jeweils ohne den Beitrag einer Innenzone mit unterschiedlichem sphérischem Radius g ).



96 4 Geoidberechnung

£,(¥,=15°) o oly,=15%
; NMMMWM i ‘
00 60 120 180 240 300 360 |:)0 60 120 180 240 300 360
sh Grad sh Grad

Abbildung 4.44: Geoidhshenfehler des EGM96 pro Grad (links) und kumulativer Fehler bis zur maximalen Auflésung des Modells bei
Npaz = 360 (rechts) fiir verschieden grofe Innenzonen.

Betrachtet man das Spektrum der mittleren Geoidhshenfehler in Abbildung 4.44 (links), so wird der Effekt der
raumlichen Filterung durch Kombination mit terrestrischen Daten deutlich. Es werden vor allem die Betrage
der Fehler geringer, wobei auch hohe Frequenzen nicht vollkommen ausgefiltert werden kénnen. Der kumulative
Geoidfehler in Abbildung 4.44 (rechts) gibt an, wie grof§ der Betrag des mittleren Fehlers von einem bestimmten
Grad n bis zur maximalen Auflésung des EGM96 bei Ny, = 360 ist, d.h. die kumulative Summierung wird
in der Abbildung von rechts nach links ausgefithrt. Wie man an den Fehlerflichen in Abbildung 4.43 erkennt,
konnen durchaus groflere Fehlerbeitrige im mittelwelligen Bereich bis hin zu halben Wellenléingen von etwa
1° entstehen. Der kumulative mittlere Geoidfehler ab dem zugehorigen Grad von n = 180 betrédgt bei einer
Innenzone von ¥y = 4° etwa 3 cm. Dies lisst Fehlerbetrige bis zu maximal 9 cm erwarten. Im Falle g = 15°
liegt der entsprechende maximale Wert bei 4.5 cm. Fiir grofiere Strukturen bis hin zur Grofle Bayerns werden
entsprechend einem sH-Grad von n > 60 mittlere Fehler von 7.5 cm (19 = 4°) bzw. 3.5 cm (¢ = 15°) erreicht.
Dies bestétigt die aus den empirischen Fliachen abgeleiteten Schlussfolgerungen, wenngleich die dortigen Betrige
etwas iiber den in Abbildung 4.44 gezeigten Werten liegen.

Externer Vergleich zwischen verschiedenen Potentialmodellen

Beim spéteren Vergleich der berechneten Geoide zu Geoidhhen aus GPS/Nivellement (siche Kapitel 4.5.5) wird
sich in den absoluten Differenzen eine langwellige Verbiegung der gravimetrischen Losung mit Neigungen von
ca. 40-50 cm iiber Bayern hinweg zeigen. Dies gilt auch fiir das EGG97. Da auch dieses Geoid auf dem Poten-
tialmodell EGM96 basiert (siche DENKER & TORGE, 1999), liegt die Vermutung nahe, dass die langwelligen
Fehler durch das EGM96 verursacht werden. Deshalb soll durch den Vergleich des EGM96 mit einem unabhéngi-
gen Potentialmodell festgestellt werden, wie gut die langwelligen Strukturen der Modelle iibereinstimmen und
ob sich beziiglich der angegebenen Genauigkeiten signifikante Differenzen ergeben. Als Vergleichsmodell wurde
das Modell EIGEN-1S verwendet (REIGBER et al., 2002), welches ausschliefilich auf Satellitendaten basiert. Es
wurde vom deutschen GeoForschungsZentrum Potsdam (GFZ) in Zusammenarbeit mit der franzosischen Groupe
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Abbildung 4.45: Differenz der Geoidhdhen (links, Isolinienabstand 5 cm) und kumulative Geoidfehler (rechts) aus EGM96 und EIGEN-
1S bis Grad n=35 und fiir ¢y = 4°.
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de Recherches de Géodésie Spatiale (GRGS) erstellt und basiert unter anderem auf aktuellen Bahndaten des
CHAMP-Satelliten. Wieder wurde bei Berechnung der Geoidhohe eine Innenzone von 4° ausgespart, so dass sich
der Fehlerbeitrag entsprechend einer Kombinationslosung mit terrestrischen Schweredaten ergibt. Da hier der
Beitrag langwelliger Strukturen untersucht werden soll, wurden die SHS nur bis zum Grad n = 35 durchgefiihrt.
Die Ausdehnung Bayerns ist etwa halb so gro§ wie die zugehorige Auflssung (halbe Wellenlinge) von ca. 600 km,
so dass sich innerhalb Bayerns keine mittelwelligen Strukturen ergeben kénnen. Die Differenz der Geoidhchen
sowie die entsprechenden kumulativen Geoidfehler sind in Abbildung 4.45 dargestellt. In Bayern kénnte man
diese Differenzen annéhernd durch eine schiefe Ebene mit einer Gesamtneigung von ca. 20 cm darstellen. Geht
man etwas iiber die Grenzen Bayerns hinaus, so ergeben sich absolute Differenzen von + 20 cm. Dies entspricht
etwa dem Betrag, den man bei einem mittleren kumulativen Geoidfehler von 7 cm maximal erwarten kann. Die
Standardabweichung der Differenzen in Abbildung 4.45 liegt mit 9 cm etwas hoher. Kénnen die Fehler des Poten-
tialmodells vollkommen ungeddmpft in die Losung eingehen (z.B. bei WongédGore-Modifikation mit n = 361),
so ist ein mittlerer kumulativer Geoidfehler von ca. 10 cm zu erwarten. Die Differenzen zwischen den Modellen
erreichen dann etwa Werte von +35 cm, wodurch eine Verkippung des Geoids von 70 cm mdoglich wire.

Fehleranteile der Schwereanomalien

Die wesentlichen Fehlerquellen der mittleren Schwereanomalien sind der Prédiktionsfehler sowie systematische Ef-
fekte aufgrund inkonsistenter Bezugssysteme (siehe Kapitel 4.4.4). Die Vernachlédssigungsfehler liegen im Falle der
Schwereanomalien im Submillimeter-Bereich (siehe Abbruchfehler in Abbildung 4.27) und kénnen vernachléssigt
werden. Zur vereinfachten Abschéitzung der Effekte des Darstellungsfehlers kann man wieder von einem isotropen
und homogenen Fehlerverhalten ausgehen. Nach dem allgemeinen Fehlerfortpflanzungsgesetz (3.16) gilt fiir die
Fehlervarianz der Geoidhohe (siehe z.B. HEISKANEN & MORITZ, 1967)

2
at(P) = 4:2772 //// o St(pr) St(p) doy doy, (4.210)

wobei a,ﬁg die Fehlerkovarianz zwischen den Schwereanomalien an den Punkten & und [ ist. Fiir gleich genaue
und unkorrelierte Blockmittelwerte Ag hat STRANG VAN HEES (1986) die folgende Niherungsformel gefunden:

oc(P) = 1.15-107% - a - oag, (4.211)

wobei a die Seitenlédnge (in km) der Anomalienblocke ist und oay der mittlere Fehler (in mGal) der Blockmittel-
werte. Im vorliegenden Fall wurden 30” x 30” Blocke verwendet, so dass a bei ca. 750 m liegt. In diesem Fall sind
jedoch benachbarte Blocke nicht immer unkorreliert, da die Schwerewerte gar nicht in so hoher Dichte vorliegen. In
Kapitel 4.5.3 wurde fiir die Anomalienfehler eine Korrelationslinge von 2’ angenommen, was etwa 3 km entspricht.
Nimmt man dies als Seitenléinge unkorrelierter Blockmittelwerte an, so folgt bei einem mittleren Anomalienfehler
von oag = 2.4 mGal aus (4.211) ein Geoidfehler von 0.8 cm. Dies ist der in Bayern zu erwartenden Geoidfehler
aufgrund der zufilligen Fehler der Schwereanomalien. Da die Fehler in der Realitdt nicht isotrop und homogen
sind, wird der Geoidfehler in vielen Gebieten Bayerns kleiner, in den Alpen etwas grofler sein.

Zusitzlich ist mit systematischen Fehlern zu rechnen, da in den vorliegenden Datensétzen zum Teil keine Infor-
mation zum zugehdrigen Bezugssystem vorhanden ist bzw. die notigen Transformationsparameter fehlen (siehe
Datenbeschreibung in den Tabellen 4.2 und 4.3). Dadurch kénnen nicht alle Daten in einen einheitlichen Bezugs-
rahmen transformiert werden. Um Grofle und Struktur der entstehenden Fehler abzuschitzen, wurde folgende
Testrechnung durchgefiihrt:

Entsprechend den in Abbildung 4.31 dargestellten Hohendifferenzen zwischen unterschiedlichen Landessystemen,
ergeben sich Differenzen in den Schwereanomalien von ca. 0.05-0.1 mGal (in Belgien bis maximal 0.7 mGal). Ver-
nachléssigt man die Transformation in ein einheitliches Hohendatum, so gehen diese Differenzen als systematische
Fehler in die Gesamtlosung ein. Der entsprechend in Bayern resultierende Geoidfehler ist in Abbildung 4.46 dar-
gestellt. DENKER (2001) hat fiir systematische Effekte in den Lagekoordinaten dhnliche Fehlerstrukturen mit
leicht grofleren Betragen gefunden. Man kann somit insgesamt mit sehr langwelligen Effekten im Bereich weniger
cm rechnen. Die gezeigten Effekte aufgrund systematischer Fehler in den Schwereanomalien sind von &hnlicher
Struktur, aber deutlich kleinerem Betrag wie die langwelligen Fehler des Potentialmodells (siehe Abbildung 4.45).
Diese werden in der Praxis oft durch langwellige Flichen, etwa einer ausgleichenden Ebene, korrigiert, um eine
gute Anpassung an GPS/Nivellement-Messungen zu erzielen. Damit kénnen gleichzeitig die Effekte der dhnlich
strukturierten systematischen Anomalienfehler abgefangen werden, so dass keine allzu strengen Anforderungen
an die Kenntnis der Bezugsrahmen (bzw. entsprechender Transformationsparameter) der verwendeten Daten zu
stellen sind.
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Abbildung 4.46: Geoidfehler aufgrund inkonsistenter Hohenbezugsrahmen entsprechend Abbildung 4.31.

4.5.4 Zusammenstellung der berechneten Signalanteile

Das in dieser Arbeit berechnete Quasigeoid wurde unter Verwendung der in Kapitel 4.4.1 dargestellten remove-
restore Technik abgeleitet. Das Gesamtsignal besteht demnach entsprechend

C — CEGM + C'r‘es + Ctopo (4212)

aus dem langwelligen Anteil (P“M des Potentialmodells, dem kurzwelligen Anteil (*°P° der im remove-Schritt
reduzierten RTM-Massen und dem aus den Residualanomalien (4.139) berechneten Anteil ("*°. Darin sind wieder-
um verschiedene Signalanteile enthalten (z.B. die unterschiedlichen Terme der Molodenskii-Reihe in ("¢¢), andere
hingegen wurden im Hinblick auf die angestrebte Zentimetergenauigkeit vernachlissigt (z.B. die Potentialwirkung
der Atmosphire entsprechend Gleichung (4.138)). Die in Gleichung (4.212) enthaltenen Grofien (diese wurden ex-
plizit berechnet) sind in Abbildung 4.47 dargestellten. Die zugehorigen statistischen Informationen sind in Tabelle
4.8 enthalten. Zusammenfassend stellt Tabelle 4.9 die durchgefiihrten Rechenschritte dar.
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Abbildung 4.47: Signalanteile der Héhenanomalie in Bayern.
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Tabelle 4.8: Signalanteile der Hohenanomalie in Bayern. Dabei ist RMSy jeweils der RMS-Wert des zentrierten Signals.

min [m] max [m] Mittel [m] RMS[m] RMSp [m]

¢S -0.8030 1.7796 -0.0703 0.4595  0.4541
¢toro _1.1629 0.4302 -0.2678 0.3234  0.1812
¢EGM 430774  50.3780  46.9991 47.0146 1.2084
¢ 43.0826  51.7044  46.6609 46.6816  1.3881

Tabelle 4.9: Berechnungsablauf.

Arbeitsschritte zur Berechnung des Quasigeoids in Bayern |

1. Zusammenstellung der topographischen Daten (DGM25 innerhalb Bayerns, GTOPO30 in Europa, TUGS7 global).
2. Bestimmung der topographischen Koeffizienten einer sH-Entwicklung des TUG87-Modells durch SHA.

Berechnung von Hohenwerten der Referenztopographie aus den TUG87-Koeffizienten in einem 30" x 30”-Gitter
entsprechend den GTOPO30-Daten durch SHS (zur Bestimmung der RTM-Reduktionen).

4. Zusammenstellung der gravimetrischen Daten (Punkt- und Blockmittelwerte von Schwere bzw. Schwereanomalien)
und Bestimmung von Freiluftanomalien in einem einheitlichen Referenzrahmen (soweit Transformationsparameter
bekannt sind).

EGM

5. Berechnung des globalen Anteils der Freiluftanomalien Ag an den Stellen der Datenpunkte aus dem Modell

EGM96 entsprechend Gleichung (4.86¢).

6. Berechnung der Wirkung der RTM-Massen auf die Schweredaten entsprechend Gleichung (4.147). Dabei wurde
zunéchst die Wirkung der Massen des Modells GTOPO30 beziiglich der Referenztopographie und im Anschluss die
Wirkung der Massen des DGM25 beziiglich dem GTOPO30 berechnet.

7. Berechnung der Wirkung der Atmosphére dg, auf die Schweredaten entsprechend Gleichung (4.137).

8. Berechnung der Residualanomalien Ag"°® durch Reduktion der Freiluftanomalien um die in den Schritten 5-7
berechneten Anteile.

9. Ableitung von Signalkovarianzfunktionen und zugehorigen Gradvarianzen der Residualanomalie (z.B. im Falle von
Blockmittelwerten entsprechend Gleichung (4.116)) zur Pradiktion von Blockmittelwerten.

10. Pradiktion eines einheitlichen Satzes von Blockmittelwerten der Residualanomalien an den Stellen des 30" x 30”'-
Gitters entsprechend den Gleichungen (4.105) und (4.106).

11. Berechnung der ellipsoidischen Korrektur Ag.;; entsprechend Gleichung (B.2) und Reduktion der Residualanoma-
lien um den entsprechenden Betrag.

12. Bestimmung einer geeignet modifizierten Stokes’schen Kernfunktion fiir die anschlieende Integration.

13. Berechnung der Terme (;°° bis ¢5°° der Molodenskii-Reihe im 30" x 30”-Gitter durch Integration der Residual-
anomalien entsprechend Gleichung (4.183).

14. Berechnung des globalen Anteils CEGM aus dem Potentialmodell EGM96 entsprechend Gleichung (4.86b).

15. Berechnung der Wirkung der RTM-Massen (*°P° auf die Héhenanomalie entsprechend Gleichung (4.146), wobei
gilt ¢*°P° =V /7.

16. Bestimmung der gesamten Quasigeoidhdhe durch Addition der in den Schritten 13-14 berechneten Groéfien entspre-
chend Gleichung (4.212).

4.5.5 Qualitdtstest der berechneten Geoide

Bayernweiter GPS/Nivellement-Vergleich

Um die absolute Genauigkeit der berechneten Geoide zu beurteilen, wurde ein unabhéngiger Vergleich mit
Geoidhshen aus GPS/Nivellement durchgefiihrt. Hierzu wurde vom BLVA ein Satz von 98 Punkten des Deutschen
GPS-Referenznetzes DREF (Hierarchiestufen A, B und C) inklusive nivellierter Normalh6hen zur Verfiigung ge-
stellt, welche relativ gleichméBig iiber ganz Bayern verteilt sind (siehe Abbildung 4.48). Die Genauigkeit der
GPS-Hohen liegt bei etwa 1 cm (fiir Punkte des A- und B-Netzes) bzw. bei ca. 1-2 cm (C-Netz).

Neben den 6 verschiedenen aus RTM-reduzierten Anomalien berechneten Geoiden (siehe Vergleich der Modi-
fikationen der Stokes-Funktion in Kapitel 4.5.2) wird hier auch die aus Freiluftanomalien berechnete Losung
M(FA) iiberpriift. Um die Qualitit der berechneten Geoidfliichen besser einordnen zu kénnen, wurde an den
GPS/Nivellementpunkten zusitzlich ein Vergleich mit dem EGG97 durchgefiihrt. Tabelle 4.10 enthiilt statisti-
sche Werte der absoluten Differenzen zwischen GPS/Nivellement und den verschiedenen gravimetrischen Geoiden.
Plottet man die Differenzen geographisch (Abbildung 4.49), so erkennt man, dass in allen Fillen die gravimetri-
schen Geoidhohen gegeniiber den GPS/Nivellementhshen systematisch verfélscht sind. Im wesentlichen entspre-
chen die Differenzen einer schiefen Ebene, die von Siid/Siidost nach Nord/Nordwest mit einer Steigung von ca.
10-15 cm auf 100 km abfillt (die GPS/Nivellementhohen sind im Siiden deutlich grofier als die gravimetrischen
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Abbildung 4.48: Verwendete GPS/Nivellementpunkte des BLVA in Bayern (zusétzlich mit “o “ markiert sind A- und B-Netzpunkte);
Hintergrund: Topographie.

Geoide). Uber ganz Bayern hinweg ergeben sich dadurch relative Differenzen bis zu 50 cm, wobei die voll auf
dem EGM96 basierende Losung (3% sogar Werte von 1.5 m erreicht. Wie in Kapitel 4.5.3 beim Vergleich der
Potentialmodelle EGM96 und EIGEN-1S gezeigt, konnen Fehler dieser Art durch langwellige Fehler des verwen-
deten Potentialmodells erzeugt werden. Allerdings ist die dort berechnete Neigung in Bayern etwas geringer als
die festgestellten absoluten Differenzen zu GPS/Nivellement.

Um die gravimetrischen Geoide im langwelligen Bereich zu verbessern, wurden aus den beobachteten Differen-
zen durch Ausgleichung Korrekturflichen berechnet. Hierbei wurden nur die genauen A- und B-Netzpunkte als
Stiitzstellen verwendet, so dass die C-Netzpunkte zur Kontrolle dienen kénnen. Damit wird gewéhrleistet, dass die
entstehenden Residuen realistische Genauigkeitsmafle fiir die korrigierten Geoide sind. Wiirde man alle Punkte als
Stiitzstellen fiir die Ausgleichung verwenden, so kénnte man prinzipiell durch Wahl einer Fliche geeigneter Ord-
nung die Differenzen in den GPS/Nivellement-Punkten zu Null machen. Zwischen den Stiitzstellen kann es dann
jedoch zu einem nicht tiberpriifbaren Verhalten der korrigierten Geoide kommen. Dies soll vermieden werden.
Im ersten Schritt wurden die absoluten Differenzen aus Abbildung 4.49 jeweils um eine schiefe Ebene korrigiert. Die
Parameter Azimut und Steigung der verschiedenen Ebenen sind in Tabelle 4.11 enthalten. Die geringste Steigung
weist das EGGI7 auf. Die grofite Steigung tritt bei Verwendung des WongédGore-modifizierten Integrationskerns
auf. Die anderen gravimetrischen Losungen sind nur leicht stérker geneigt als das EGG97. Verbessert man die
Geoide um die berechneten Ebenen, so verbleiben die in Tabelle 4.12 bzw. Abbildung 4.50 dargestellten Residuen
(die angegebenen statistischen Werte wurden nur aus den C-Netzpunkten berechnet).

Die Residuen des EGG97 sind deutlich kleiner als die der restlichen Geoide. In allen Plots ist jedoch erkennbar,
dass die Residuen nicht zufillig um die schiefe Ebene streuen, sondern iiber grofiere Bereiche hinweg korreliert
sind. Die gravimetrischen Geoide sind im mittelwelligen Bereich gegeniiber der GPS/Nivellement-Losung ver-
bogen. Vergleicht man die Losungen ¢ und (4, so unterscheiden sie sich lediglich dadurch, dass im ersten Fall
die Quellpunktverteilung bei der Stokes-Integration unsymmetrisch beziiglich des Berechnungspunktes ist, wo-
hingegen im Fall {4 die Integration pro Berechnungspunkt exakt auf eine Umgebung von 4° beschrénkt bleibt.

Tabelle 4.10: Absolute (unreduzierte) Differenzen zwi- Tabelle 4.11: Parameter einer ausgleichenden Ebene in den
schen GPS/Nivellement und verschiedenen gravimetri- Differenzen zwischen GPS/Nivellement und verschiedenen
schen Geoiden. gravimetrischen Geoiden an den A- und B-Netzpunkten.

grav. Geoid min [m] max [m] mean[m] RMSo [m] grav. Geoid Nordazimut [deg]  Steigung [cm/100km]

¢ -0.041 0.519 0.206 0.132 ¢ -27.25 13.3

M 0.075 0.802 0.356 0.144 Ca -66.12 13.3

M 0.266 0.759 0.496 0.120 M 117 12.3

cM(Fa) 0.288 1.126 0.606 0.219 ¢M(FA) 3.82 22.7

Caed -0.233 1.224 0.294 0.364 8 13.72 38.9

ye 0.246 0.783 0.505 0.133 e 3.74 14.1

I 0.165 0.785 0.416 0.143 W -12.61 14.3

Ceacor 0.023 0.413 0.213 0.100 CBGGYT -1.76 10.8
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dass die Fehlerbetrége im Falle {4 grofier sind als

bei Verwendung der unmodifizierten Stokes-Funktion. Dies kann durch die bei ¢4 auftretende sprunghafte Ande-

)

Abbildung 4.49: Absolute Differenzen (dargestellt als Kreise unterschiedlicher Radien) zwischen GPS/Niv. und verschiedenen gravi-

metrischen Geoiden (mit jeweils unterschiedlich modifizierter Stokes-Funktion). Hintergrund: Geoidhéhen.
Regional beschriankte Effekte, wie etwa durch fehlerhafte Behandlung der Topographie, miissten sich in den bei-

den Losungen gleichermaflen wiederfinden. Es zeigt sich jedoch
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Abbildung 4.50: Residuen zwischen GPS/Niv. und gravimetrischen Geoiden beziiglich einer schiefen Ebene. Positive Werte (GPS/Niv.
- grav. Geoid): wei}; negative Werte: schwarz.

rung in den Quelldaten erkléirt werden. Die Meissl-Modifikation der Stokes-Funktion fithrt zu einer verédnderten
Gewichtung der Anomalien gegeniiber dem Potentialmodell, so dass mittelwellige Beitridge des globalen Modells
stirker geddmpft werden. Die Residuen der entsprechenden Losung ¢} sind mit denen der originalen Losung ¢
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Tabelle 4.12: Residuen an den C-Netzpunkten bzgl. einer Tabelle 4.13: Residuen an den C-Netzpunkten bzgl. einer
ausgleichenden Ebene. ausgleichenden Fléche 3. Ordnung.
grav. Geoid min [m] max [m] mean[m] RMSq [mn] grav. Geoid min [m] max [m] mean[m] RMSg [m]
¢ -0.127 0.150 -0.004 0.053 ¢ -0.049 0.125 -0.004 0.027
Ca -0.178 0.202 -0.011 0.081 Ca -0.117 0.090 -0.008 0.044
¢ -0.131  0.155 -0.002 0.055 M 20.046  0.126 -0.004 0.027
¢I(FA) -0.158 0.240 -0.013 0.085 ¢M(FA) -0.052 0.075 -0.005 0.025
oo -0.301 0.358 -0.051 0.141 e -0.184 0.200 -0.012 0.076
IS (A -0.126 0.157 -0.002 0.053 e -0.047 0.127 -0.004 0.027
¢ -0.107 0.148 -0.009 0.050 ¢ -0.091 0.085 -0.007 0.034
CEGGIT -0.057 0.080 -0.008 0.029 CEGGoT -0.045 0.072 -0.008 0.023

vergleichbar. Sie stimmen auflerdem gut mit den in Kapitel 4.5.3 bestimmten empirischen Fehlerflichen {iberein.
Dies fiihrt zu der Annahme, dass die mittelwelligen Fehler durch das Potentialmodell erzeugt werden. Bekréiftigt
wird dies dadurch, dass die voll auf dem EGM96 basierende Losung (3ii* die schlechtesten Ergebnisse liefert.
In allen anderen Féllen kénnen die Fehler je nach spektraler und rdumlicher Filterung mehr oder weniger stark
korrigiert werden. Dadurch wird auch erklérbar, dass das EGG97 die geringsten Fehlerbetriage aufweist. Hier ging
nimlich ein deutlich grofierer Datensatz von terrestrischen Schwereanomalien in die Berechnung ein (siehe auch
Abbildung 4.43). Der Fehler des Potentialmodells kann dadurch in stérkerem Mafle korrigiert werden.

Um die Residuen beziiglich der schiefen Ebene zu verbessern, konnen die Differenzen in den A- und B-Netzpunkten
um eine Fldche hoherer Ordnung reduziert werden. Hierzu wurde zunéchst eine Flidche 3. Ordnung verwendet.
Die verbleibenden Residuen sind in Abbildung 4.52 und Tabelle 4.13 dargestellt. Es zeigt sich erneut, dass die
Losungen (4 und gglc am schlechtesten abschneiden. Die iibrigen Losungen sind nun zum Teil von &hnlicher
Qualitdt wie das EGG97. Da dort die mittelwelligen Fehler aufgrund des grofleren Datensatzes geringer sind,
bewirkt die Reduktion einer Fliache 3. Ordnung keine gravierende Verbesserung mehr.

Die theoretisch beste Losung sollte durch die Modifikation nach Wenzel erreicht werden. Da die gemessenen
Residuen dies nicht bestétigen, ist anzunehmen, dass die in Kapitel 4.5.1 verwendeten Fehlermafle nicht realistisch
sind. Der Vergleich mit den Residuen der unmodifizierten Losung ¢ ldsst den Schluss zu, dass das Potentialmodell
zu optimistisch gewichtet wurde. Auffillig ist weiterhin, dass bei fast allen Losungen die mit Abstand grofiten
Residuen an zwei Punkten im Bereich des Fichtelgebirges verbleiben. Dies gilt in geringerem Umfang auch fiir
das EGG97. Eventuell liegen hier grofiere Fehler in den GPS/Nivellementhéhen vor. Vernachliissigt man diese
Punkte, so sind die Losungen ¢, ¢ und ¢(J¥¢ von der selben Qualitit wie das EGGIT.

Die Verwendung einer Flidche 3. Ordnung kann auflerhalb des Stiitzpunktbereichs zu unerwiinschten und un-
realistischen Ausschwingeffekten fithren. Da die Stiitzpunkte im vorliegenden Fall relativ gleichméBig tiber ganz
Bayern verteilt sind, diirften solche Effekte innerhalb Bayerns weitestgehend vernachlissigbar sein. Betrachtet
man Abbildung 4.51 (links), so erkennt man jedoch auBerhalb Bayerns sehr steile Anstiege bzw. Abfille der
Korrekturfliche. In beschrinktem Umfang sind davon bereits die Grenzregionen am Alpenrand, im Fichtelgebir-
ge und im Spessart betroffen. Dort kann es zu unrealistisch groflen Werten der Korrekturfliche kommen. Um
dies zu vermeiden, wurde alternativ eine Flidche durch LSP bestimmt. Als Signalkovarianzfunktion wurde dazu
eine Funktion nach dem Exponentialmodell (siehe Formel (3.31)) gewéihlt. Als zufélliger Fehler der Stiitzwerte
wurde entsprechend der Genauigkeit der A- und B-Netzpunkte 1 cm gewéhlt. Die Signalvarianz wurde anhand

Korrekturflache 3.0rdnung [em] LSP - Korrekturflache [em]
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Abbildung 4.51: Korrekturflichen zur Reduktion der Residuen beziiglich einer ausgleichenden Ebene (siehe Abbildung 4.50). Aquidi-
stanz 2 cm.
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Abbildung 4.52: Residuen zwischen GPS/Niv. und gravimetrischen Geoiden beziiglich einer Fliche dritter Ordnung. Positive Werte
(GPS/Niv. - grav. Geoid): weif}; negative Werte: schwarz.

der in Tabelle 4.12 gegebenen Residuen zu 25 mGal? festgelegt, die Korrelationsldnge entsprechend der Verteilung
der Residuen in Abbildung 4.52. Da die Korrelation jedoch in Ost-West-Richtung grofler zu sein scheint, als in
Nord-Siid-Richtung, wurde der Wert nicht rein graphisch, sondern unter Beriicksichtigung der sich in den Kon-
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Abbildung 4.53: Residuen zwischen GPS/Niv. und gravimetrischen Geoiden beziiglich einer LSP-Korrekturflidche. Positive Werte
(GPS/Niv. - grav. Geoid): weif}; negative Werte: schwarz.

trollpunkten ergebenden Residuen bestimmt. Der Wert £ = 150 km lieferte die besten Ergebnisse. Die Residuen
sind in Tabelle 4.14 und Abbildung 4.53 dargestellt und entsprechen etwa den Ergebnisse bei Reduktion einer
Flidche 3. Ordnung. Die LSP-Losung ist jedoch zu bevorzugen, da dort nicht mit unrealistischen Ausschwingeffek-
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Tabelle 4.14: Residuen an den C-Netzpunkten bzgl. einer durch LSP bestimmten Korrekturfldche.

grav. Geoid min [m] max [m] mean[m] RMSg [m]
¢ -0.052 0.123 -0.002 0.027
Ca -0.114 0.098 -0.004 0.042
M -0.049 0.124 -0.002 0.027
¢M(Fa) -0.056 0.090 -0.004 0.030
s -0.160 0.170 -0.014 0.072
e -0.050 0.124 -0.002 0.027
< -0.068 0.086 -0.005 0.033
CBGGYT -0.038 0.070 -0.007 0.021

ten zu rechnen ist. Zum Vergleich sind in Abbildung 4.51 die beiden an der unmodifizierten Losung ¢ angepassten
Korrekturflichen dargestellt.

GPS/Nivellement-Vergleich im Estergebirge

Um die Genauigkeit der berechneten Geoide im kurzwelligen Bereich zu untersuchen, wurde ein zweiter Vergleich
an GPS/Nivellement-Punkten im Estergebirge durchgefiihrt. Da, wie in Abbildung 4.51 gezeigt, bereits am Al-
penrand mit einem unrealistisch steilen Anstieg der Fléche 3. Ordnung zu rechnen ist, wurden die gravimetrischen
Geoide zuvor jeweils um die LSP-Fléche korrigiert. Die GPS-Hoéhen haben laut FLURY (2002) eine Genauigkeit
von 1-2 cm. Die maximalen Schleifenschlussfehler des Nivellements betragen 1 cm. Das Geoid selbst erreicht im
Bereich des Estergebirges etwa Werte zwischen 47.5 m und 49 m (siche Abbildung 4.54, rechts).

Die Residuen gegeniiber GPS/Nivellement sind in Abbildung 4.55 und Tabelle 4.15 dargestellt. Abgesehen von
der rein auf dem EGM96 basierenden Losung erreichen alle Geoide die Genauigkeitsmarke von 3 cm, wobei die
Losungen ¢, ¢M und ¢J¥“ mit knapp 2 cm am besten abschneiden. Die entsprechenden Residuen entlang den in
Abbildung 3.4 eingezeichneten Nivellementlinien 5, 6 und einer verkleinerten Schleife rund um das Estergebirge
(entsprechend Schleife 1, wobei der nordliche Teil durch Linie 4 abgekiirzt wird) liegen im Bereich von 1 bis ma-
ximal 2 cm/km mit Standardabweichungen zwischen 8 und 13 mm/km (ein extremer Wert entlang des Kiithalmweges
(vgl. Abbildung 4.56) wurde hierbei ausgespart, da dort eine deutlich schlechtere Qualitit der GPS-Messungen
vorliegt). Eine wesentlich bessere Anpassung diirfte hinsichtlich der GPS-Hohengenauigkeit auch nicht realistisch
sein. Auf den ersten Blick sind die Residuen beziiglich ¢, (M und ¢}¥ @ relativ homogen iiber das Gebiet verteilt,
wobei in der Mitte des Gebirgsblocks besonders kleine Werte auffallen.

Im Falle des EGG97 hingegen erkennt man eine deutliche Korrelation der Residuen mit der Topographie bzw.
dem Verlauf des Geoids. Die im Tal liegenden Punkte (vgl. Abbildung 4.54, links) weisen geringere Residuen auf
als die Punkte innerhalb des Gebirgsblocks. Hierflir kommen zwei Ursachen in Betracht und zwar das verwendete

geographische Breite [deg]
geographische Breite [deg]

11.2 11.3 .
geographische Lange [deg] geographische Lange [deg]

Abbildung 4.54: Topographie (oben links, Aquidi-
stanz 250m), Quasigeoidhdhen (oben rechts) und
Molodenskii-Term Cf{TM (unten links, Aquidistanz
Imm) im Estergebirge. Markiert sind jeweils die
GPS/Nivellementpunkte des IAPG.
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Abbildung 4.55: Differenzen zwischen GPS/Niv. und gravimetrischen Geoiden im Estergebirge.

Datenmaterial und die Berechnung der hoheren Glieder der Molodenskii-Reihe, auf die im Falle des EGG97
verzichtet wurde. Nach Kapitel 4.5.2 kann der Reihenterm 1. Ordnung in den Alpen Werte bis zu ca. 10 cm
erreichen. Im Estergebirge ergibt sich jedoch nur eine Bandbreite von etwa 1 cm (sieche Abbildung 4.54). Die
Korrektur des EGG97 um diesen Term verbessert die mittlere Variation der Residuen nur unwesentlich von
RMSy = 3.0 cm (siche Tabelle 4.15) auf 2.9 cm. Die Molodenskii-Terme sind somit nicht ausschlaggebend fiir
die Qualitdtsunterschiede der Geoide. Eine bessere Modellierung des Schwerefeldes im kurzwelligen Bereich ist
aber sicherlich durch das dichtere Datenmaterial moglich. Da fiir die eigenen Berechnungen die umfangreiche
Schweredatei des IAPG und das hochauflésende 50 mx 50 m-DGM des BLVA verwendet wurden, kann man davon
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Tabelle 4.15: Residuen im Estergebirge bzgl. der bayernweit bestimmten LSP-Korrekturfldche.

grav. Geoid min [m] max [m] mean[m] RMSp [m]
¢ -0.008 0.082 0.045 0.019

¢ -0.026 0.132 0.084 0.030

o -0.008 0.082 0.045 0.019
CM(FA) 0.033 0.142 0.101 0.022

w& 0.115 0.404 0.305 0.065

we -0.007  0.081 0.044 0.018

W 0.024 0.163 0.117 0.029
CBEGGYT -0.018 0.085 0.045 0.030

ausgehen, dass die entsprechenden Blockmittelwerte genauer sind, als die fiir das EGG97 verwendeten. Dort
wurden im Bereich des Estergebirge weniger Schweredaten verwendet und die Topographie durch ein DGM der
Auflosung 7.5” x 7.5” (7.5" entsprechen etwa 200 m) modelliert (siche DENKER & TORGE, 1999).

Um dies niher zu betrachten sind in Abbildung 4.56 die Residuen des EGG97 und des hier berechneten Geoids ¢
dargestellt. Um die Residuen der beiden Losungen untereinander besser vergleichbar zu machen, wurden alle Werte
auf den Punkt ES01 reduziert. Im Falle des EGG97 ergeben sich dann Residuen zwischen etwa —1.8 cm und 6.7 cm
und fiir ¢ zwischen —1.1 cm und 4.7 cm. Sowohl durch diese Reduktion, als auch durch die bayernweit angepasste
Korrektionsfliche wird im lokalen Bereich ein Versatz der Residuen eingefiihrt, der im absoluten Sinn nicht der
wahren Differenz zwischen gravimetrischer und geometrischer Losung entsprechen muss. Die in Abbildung 4.56
dargestellten Werte diirfen deshalb nicht beziiglich ihrer absoluten Grofie beurteilt werden. Kleines Residuum
bedeutet also nicht notwendigerweise ein optimales Ergebnis. Vielmehr ist die Nachbarschaftstreue der Punkte zu
beachten. Zusétzlich zu den Residuen sind in Abbildung 4.56 die Verteilungen der Schwerepunkte eingezeichnet,
die in die Berechnung der mittleren Schwereanomalien eingegangen sind.

Im Falle des EGG97 erkennt man neben der bereits festgestellten Topographieabhéingigkeit eine deutliche Kor-
relation mit der Dichte der Schwerewerte. Sowohl der Mangel an Schwerewerten, wie auch die mit ca. 200 m
Auflésung relativ grobe Darstellung der Topographie verhindern eine detaillierte Modellierung des Schwerefeldes
im Estergebirge. Dadurch steigen die Residuen innerhalb des Gebirgsblocks gegeniiber den Vergleichspunkten im
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Tal an. Die Genauigkeit der GPS/Nivellementhohen wird deutlich iiberschritten.

Anders sieht es mit den Residuen der hier berechneten Losung aus. Sie sind ingesamt kleiner, so dass sich entspre-
chend Tabelle 4.15 ein kleinerer RMS-Wert ergibt. Dadurch werden auch innerhalb des Gebirgsblocks verschiedene
Details erkennbar. Da hier wesentlich mehr Schweremessungen in die Berechnungen eingeflossen sind und ein DGM
mit deutlich hoherer Auflésung verwendet wurde, ist die Modellierung des hochfrequenten Schwerefeldsignals bes-
ser gelungen als im Falle des EGG97. Fiir die genaue Analyse der Residuen ist jetzt allerdings eine detaillierte
Kenntnis der GPS/Nivellement-Genauigkeiten notwendig. Die folgenden Anmerkungen sind zwar zum Teil eher
spekulativ, da die wahren Fehler unbekannt bleiben, jedoch zeigen sich einige interessante Korrelationen, die die
Struktur der Residuen erkldren kénnen.

Die GPS Messungen wurden in verschiedenen Kampagnen unter Verwendungen verschiedener Anschlusspunkte
und verschiedener Antennentypen durchgefiihrt. Die meisten Punkten wurden dabei zweimal fiir jeweils 3 Stun-
den besetzt. Die Punkte entlang des Kiihalmweges weichen hiervon, aufgrund starker Abschattungen, ab. Die
Gesamtbeobachtungszeit betrigt dort oft nur etwa 3 Stunden. Als Anschlusspunkte wurden ESO1 und ES03 ver-
wendet. Da die Residuen deutlich von denen der Anschlusspunkte abweichen, kann man aufgrund der kiirzeren
Beobachtungszeiten auf eine geringere GPS-Hohengenauigkeit schlieBen. Weiterhin fallt auf, dass die Punkte im
Bereich der Kiihalm eine sehr hohe Nachbarschaftsgenauigkeit aufweisen, was auch im Vergleich zum hier verwen-
deten Anschlusspunkt ES03 gilt. All diese Punkte wurden innerhalb einer Messkampagne besetzt. Im Vergleich
zur nahe gelegenen Nivellementlinie 5 treten jedoch grofiere Differenzen auf, wobei die Residuen innerhalb dieser
Linie wieder relativ homogen sind. Eventuell kann es hier zwischen verschiedenen Kampagnen durch unterschied-
liche Anschlusspunkte zu Differenzen kommen. Auch Gelindehebungen sind in diesem Fall als Ursache fiir den
Versatz nicht auszuschliessen, da hier zwischen den LVA-Nivellements und den GPS-Messungen des IAPG etwa
40 Jahre liegen. Dies ist jedoch ohne genauere Priifung schon weit im Bereich der Spekulation.

Insgesamt bleibt festzuhalten, dass durch die hohe Dichte an Schweremessungen und die hohe Auflosung des
verwendeten DGM im Estergebirge eine Geoidgenauigkeit erzielt werden konnte, die der bei sorgfiltiger Messung
und entsprechend langen Messzeiten erzielbaren GPS-Genauigkeit entspricht. GPS-Fehler in der Groflenordnung
von wenigen Zentimetern sind dadurch feststellbar.
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Durch die politisch bedingte Umstellung des amtlichen Hohensystems in Deutschland wurde eine Transformation
der bestehenden Hohenwerte notwendig. Diese ist theoretisch auf relativ einfache Weise moglich, wobei auch
Wegabhéngigkeitseffekte der alten normalorthometrischen Hohen beseitigt werden kénnen. Da die bendtigten
Daten jedoch nicht immer in nutzbarer (digitaler) Form zur Verfiigung stehen, st68t man bei der Umsetzung
der Transformationsverfahren auf Probleme. Ein Ziel dieser Arbeit war deshalb die Untersuchung geeigneter
Niherungsverfahren, speziell fiir das Festpunktfeld 3. und 4. Ordnung in Bayern. Dabei wurde vor allem auf die
Einfachheit des Verfahrens und die reale Verfiigbarkeit der notwendigen Daten geachtet. In ersten Testrechnungen
zeigte sich, dass flichenhafte Interpolationen zur Transformation nicht immer ausreichende Genauigkeit liefern.
Eine geniigend genaue Alternative stellt die Umrechnung entlang simulierter Nivellementlinien dar, wobei von
zentraler Bedeutung ist, auf welche Art die an den Nievellementpunkten notwendige Schwereinformation beschafft
wird. Entlang den Nivellementlinien 1. und 2. Ordnung liegen SFP so dicht vor, dass mit ausreichender Genauigkeit
eine linienweise lineare Interpolation in einfachen Bougueranomalien durchgefiithrt werden kann. Dies entspricht
dem von der Bayerischen Vermessungsverwaltung an den NivP(1) praktizierten Vorgehen. Im untergeordneten
Festpunktfeld der 3. und 4. Ordnung sind die SFP nur flichenhaft in geringerer Dichte vorhanden. Im Hinblick
auf Rechenaufwand und erzielbare Genauigkeit ist es gerechtfertigt, auf das optimale Verfahren der Kleinsten-
Quadrate-Pradiktion mittels empirischer Kovarianzfunktionen zu verzichten. Stattdessen kann eine flichenhafte
lineare Interpolation der Schwerewerte an den NivP auf Basis einer Dreiecksvermaschung verwendet werden.
Bleibt noch die Frage nach dem Signaltyp. Freiluftanomalien sind in Bayern nicht iiberall geeignet, da sie auf-
grund der Topographie teilweise sehr unruhig sind und eine breite Streuung aufweisen. Dies gilt vor allem im
Alpenbereich, aber auch in den Mittelgebirgen. Ein sehr glattes Signalverhalten zeigen topographisch verfeiner-
te Bougueranomalien. Diese erméglichen in allen Regionen Bayerns eine ausreichende Interpolationsgenauigkeit,
sind jedoch sehr rechenaufwendig. Einen guten Kompromiss stellen einfache Bougueranomalien dar. Diese wei-
sen eine mit den geldndekorrigierten Bougueranomalien vergleichbare Struktur auf. Lediglich an topographisch
exponierten Stellen im Alpenbereich sind Abweichungen im Bereich einiger 10er mGal moglich. An diesen Stellen
lassen sich die Genauigkeitsanforderungen des NivP-Feldes nicht erfiillen.

Teilt man Bayern in 2 Regionen, so gilt:

e In ganz Bayern konnen auf Grundlage des bestehenden SFP-Feldes Schwerewerte mit einer, fiir die Ni-
vellementreduktion ausreichenden Genauigkeit, aus einer flichenhaften linearen Interpolation in einfachen
Bougueranomalien berechnet werden (die Bouguer-Plattenreduktion mufl nach der Interpolation wieder
riickgéingig gemacht werden, um die eigentlich benétigten Freiluftanomalien zu erhalten). Dies gilt nicht fiir
die bayerischen Alpen.

e In den Alpen liefern nur verfeinerte Bougueranomalien uneingeschriankt ausreichende Genauigkeiten. Die
Nutzung einfacher Bougueranomalien versagt an topographisch exponiert liegenden Punkten. Im Alpenbe-
reich sind deshalb folgende Vorgehensweisen denkbar:

1. Man verwendet zur Schwerepridiktion topographisch verfeinerte Bougueranomalien. Dies liefert in
allen Féllen die geforderten Genauigkeiten, ist allerdings mit hohem Rechenaufwand verbunden.

2. Man interpoliert flichenhaft in einfachen Bougueranomalien, ldsst aber die auf Bergspitzen liegenden
SFP als Stiitzpunkte unberiicksichtigt. Dies bietet sich an, wenn eine Nivellementlinie selbst nicht iiber
Bergspitzen oder Kdmme fiihrt.

3. Fiihrt ein Nivellement iiber topographisch exponierte Stellen, so kann man linienweise in einfachen
Bougueranomalien interpolieren, sofern die SFP entlang der Linie geeignet verteilt sind. Hierzu sind
allerdings eventuell Neumessungen von Schwerewerten notig.

4. Man verfihrt auch in den Alpen so wie im restlichen Bayern, d.h. man interpoliert flichenhaft in
einfachen Bougueranomalien. Dann hat man mit einer Uberschreitung der zuldssigen FehlermaBe um
ca. 2 mm/+/km zu rechnen. Da die praktischen Genauigkeitsanforderungen bei Nivellements im Gebirge
sicherlich geringer als im Flachland sind, ist auch dieses Vorgehen eine erwéigenswerte Alternative.

Daneben zeigt sich im Untersuchungsgebiet, dass die Genauigkeit der Schwerepradiktion
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1. nicht wesentlich von der Art des Verfahrens, sondern vom verwendeten Signaltyp und

2. vor allem von der topographischen Lage der Stiitz- und Berechnungspunkte abhéngt. Sind keine topogra-
phisch exponierten Punkte beteiligt, so konnen mit einfachen Bougueranomalien auch iiber Stiitzpunktent-
fernungen von 20 km ausreichende Interpolationsgenauigkeiten erzielt werden. Eine wie z.B. in LEDERSTEGER
(1969) beschriebene Abhéngigkeit von der Stiitzpunktentfernung scheint hier weniger wichtig.

Im Weiteren wurde eine Quasigeoidbestimmung fiir Bayern durchgefithrt. Zur Filterung von Daten- und Ver-
nachléssigungsfehlern wurden dabei verschiedene Modifikationen der Stokes-Funktion getestet. Die Qualitdt der
Losung wurde durch Vergleich mit GPS/Nivellementpunkten gepriift. Es zeigten sich sowohl im lang- als auch im
mittelwelligen Bereich Verbiegungen der gravimetrischen Losung gegeniiber GPS/Nivellement mit Betrégen von
mehreren Dezimetern. Dies gilt sowohl fiir alle in dieser Arbeit berechneten Quasigeoide, als auch fiir das derzeit
genaueste europaweit verfiighare Quasigeoid EGG97. In erster Naherung entsprechen die gefundenen Differenzen
etwa einer vom Alpenrand aus abfallenden schiefen Ebene. Zur Verbesserung der Losungen wurdeen die Differen-
zen durch Modellierung mittelwelliger Korrekturflichen reduziert, wobei den durch Kleinste-Quadrate- Pradiktion
bestimmten Flichen der Vorzug vor Flichenpolynomen gegeben wird. Gréfie und Struktur der Differenzen (lang-
und mittelwellige Strukturen im Bereich einiger Zentimeter bis hin zu Dezimeter) lassen den Schluss zu, dass
sie durch Fehler des Potentialmodells verursacht werden. Diese werden durch Kombination mit terrestrischen
Schwereanomalien nur zum Teil korrigiert. Die Anomalien werden dabei durch Modifikation der Stokes-Funktion
frequenzweise unterschiedlich gegeniiber dem Potentialmodell gewichtet. Dies liefert je nach gewéahlter Modifi-
kation und GroBe des verwendeten Datenbereichs mehr oder weniger gute Ergebnisse. Am besten schneidet im
bayernweiten Vergleich das EGG97 ab, in welches ein deutlich groflerer Datensatz von Schwereanomalien ein-
gegangen ist, als es in dieser Arbeit der Fall war. Diejenigen Losungen, die die terrestrischen Anomalien hoch
gewichten, sind jedoch von vergleichbarer Qualitidt. Dies sind die Losung auf Grundlage der originalen Stokes-
Funktion sowie der Modifikationen nach Meissl und WongédGore (ab Grad n = 17). Die Standardabweichungen
der Residuen liegen bei Beriicksichtigung der Korrekturflichen im Bereich von 2 —3 cm. In diesen Differenzen sind
neben den Fehlern der Geoidberechnung auch Ungenauigkeiten der GPS/Nivellementhohen enthalten. Die Grofie

Tabelle 5.1: Ubersicht iiber Gréfe und Struktur der einzelnen Signalanteile bei Verwendung der Remove-Restore-Methode, sowie der
in der resultierenden Hohenanomalie verbleibenden Fehleranteile in Bayern.

GroBe und Struktur verschiedener Signal- und Fehleranteile bei der Geoidberechnung

g - unreduzierte Freiluftanomalien Agf 4 : lang- bis kurzwellig, bis zu ca. 300 mGal
5 - globaler Anteil AgFEM : langwellig, bis 150 mGal
§ - RTM-Reduktion §g*°P° : kurzwellig, bis 250 mGal
§ - atmosphirische Reduktion §g, : kurzwellig, ca. 0.5-0.8 mGal
é - ellipsoidische Korrektur Age; : langwellig, mehrere 0.1 mGal
@ | - Residualanomalie Agme® : mittelwellig, bis 80 mGal
- globaler Anteil (EGM : langwellig, ca. 45-50 m
- Wirkung der RTM-Massen (*°P° : kurzwellig, bis 1 m
& | - Molodenskii-Terme der
g residualen Hohenanomalie (5“® : mittelwellig, bis 1.5 m
§ res : kurzwellig, bis 10 cm
% 58 : kurzwellig, bis 1 cm
= res : kurzwellig, bis 1 mm (vernachléssigbar)
- indirekter Effekt der Atmosphéire (o : kurzwellig, wenige Millimeter (vernachléssigbar)
- ellipsoidische Korrektur der ¢"¢® : langwellig, wenige Millimeter (vernachléssigbar)
- globaler Datumsfehler : konstanter Versatz im Bereich mehrerer Dezimeter (unbekannt)
- vertikale Datumsunterschiede der Ag : langwellig, wenige Zentimeter
% - horizontale Datumsunterschiede der Ag : langwellig, wenige Zentimeter
g - zufillige Fehler des Potentialmodells : lang- bis mittelwellig, bis zu mehreren Dezimetern
§ - zufillige Fehler der Schwereanomalien : kurzwellig, bis 1 cm
% - Fehler der topographischen Reduktionen : kurzwellig, unter 1 cm
E - spektraler Abbruchfehler der Ag"™®?
< (durch Verwendung von 30" x 30"
EE Blockmittelwerten im Innengebiet) : kurzwellig, unter 1 mm (vernachldssigbar)
& | - rdumlicher Abbruchfehler der AgTes
(durch Beschriankung der Integration
auf einen Innenzone von 4° Radius) : mittel- bis kurzwellig, ca. 2 cm
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der verschiedenen Fehleranteile, wie auch die in den Berechnungen enthaltenen Signalanteile sind in Tabelle 5.1
abschlieend zusammengestellt. Dabei ist zu beachten, dass vor allem die lang- und mittelwelligen Fehleranteile
durch Anpassung einer Korrekturfliche an die GPS/Nivellementhohen reduziert werden.

In dem etwa 15 kmx 15 km grofien Bereich des Estergebirges wurde gegeniiber GPS/Nivellement eine Genauigkeit
von 2 cm erreicht. Hier schneidet das EGG97 mit einer Genauigkeit von ca. 3 cm etwas schlechter ab. Als Ursache
fiir die hohere Genauigkeit des hier berechneten Quasigeoides kommt die feinere Modellierung des Geléndes sowie
die wesentlich hohere Punktdichte der verwendeten Schwereanomalien in Frage. Dadurch kénnen hochfrequente
Signalanteile im Schwerefeld besser modelliert werden. Im Hinblick auf die im Estergebirge erzielten Ergebnisse
und unter Beriicksichtigung der dortigen extremen Signalvariationen kann man eine Genauigkeit von 2 cm au-
Berhalb den Alpen und etwa 2 — 3 cm in den Alpen erwarten. Wenn man von Kampagnen mit extrem langen
Beobachtungszeiten absieht, entspricht dies etwa der mit GPS erzielbaren Hohengenauigkeit. Fiir kurzzeitstati-
sche Anwendungen im Ingenieurbereich mit Genauigkeitsanforderungen von wenigen cm ist mit den berechneten
Quasigeoiden eine Hoheniibertragung mit GPS moglich. Da hierbei ohnehin nur Hohendifferenzen von Interesse
sind, spielen die angebrachten lang- und mittelwelligen Korrekturen fiir lokal beschriankte Projekte keine Rolle.
Im Hinblick auf eine Verbesserung der absoluten Genauigkeit der berechneten Geoide wire es wiinschenswert,
einen grofleren Datensatz an Schwerewerten zur Verfiigung zu haben, um die Fehler des Potentialmodells in grofie-
rem Umfang beseitigen zu konnen. Eine zusétzliche Verbesserung ist zukiinftig auch durch die Satellitenmissionen
GRACE und GOCE zu erwarten, die eine deutliche Steigerung der Genauigkeit globaler Potentialmodelle ver-
sprechen. Angestrebt ist im Falle von GOCE ein kumulativer Geoidfehler von etwa 4 cm im Frequenzbereich
bis n = 300 (ESA, 1999) gegeniiber 35 cm im Falle des in dieser Arbeit verwendeten Modells EGM96. Basiert
die Losung auf einem solch genauen Modell, ist damit zu rechnen, dass verschiedene Frequenzbereiche der ter-
restrischen Schwereanomalien nicht mehr genauer sind, als die des globalen Modells. Im Gegensatz zu den hier
durchgefiihrten Berechnungen sollte dann tatsédchlich die Wenzel-modifizierte Losung die besten Ergebnisse lie-
fern (unter der Voraussetzung, dass die Fehler der Schwereanomalien geniigend genau modelliert werden kénnen).
Zudem wére dann die dabei getroffene Annahme, dass die Fehler des globalen Modells und die der Schwereanoma-
lien nicht korreliert sind, erfiillt, da das Potentialmodell dann nur auf Satellitendaten basiert. Die Modifikation
nach Wenzel miisste allerdings unter Umsténden modifiziert werden, wenn die Fehler der Schwereanomalien nicht
isotrop und homogen verteilt sind.



Anhang

A.1 Schwerereduktion des Nivellements

Den Ableitungen in HECK (1987) Kapitel 9 folgend kénnen die Reduktionsterme N R im System der Normalhhen
nach

k _ _
Nszzgz*’YoAm_i_’YA*’YoHiv_%*’YoHiN (A1)
i—a o o o

bzw. alternativ nach

k
An; — f* Z HLN sin 2¢; Ap; (A.2)
i=A

k
9i —7i
NRy =

; Vi

berechnet werden. Darin bedeuten g; bzw. ~; die Schwere bzw. die Normalschwere im Nivellementpunkt ¢, %

die mittlere Normalschwere entlang der Lotlinie zwischen Geoid und Oberfliche, 7o einen beliebigen (konstan-

ten) Normalschwerewert, An den nivellierten Hshenunterschied, ¢ die geographische Breite der Nivellementlinie

und Ay die Breitendifferenz zwischen zwei Nivellementpunkten. Fiir die eigentlich unbekannte Normalhéhe HY

konnen Naherungswerte verwendet werden. Mit den analogen Bezeichnungen gilt fiir die Reduktionsterme NOR
im System der normalorthometrischen Héhen

k _ _
NOszz%—’YoAni_'_’YA—%Hi‘vo_%—’YOHZNO (A.3)
i—a 0 Yo Yo
bzw. alternativ
k
NORy, = —f* Z HN°sin 2¢; Ag;. (A4)
i=A

Beim Ubergang von normalorthometrischen zu Normalhhen wird zur Berechnung der Systemdifferenz DN H
nach (3.8) die Differenz DNR der Reduktionsterme NR und NOR benétigt. Unter Beachtung von (A.1) und
(A.3) gilt fiir diese

k _ _
DNR =Y ¥ an; + 2" OpNH, - 2" pNH,. (A.5)
—a o Yo Yo

Thr Betrag liegt fiir die NivP(1) in Bayern bei maximal 5 cm. Es ist also hochstens mit einer Gréfienordnung von
107! m zu rechnen. Nimmt man weiterhin fiir die Differenz 4; — 7o in einem beliebigen Punkt 7 eine realistische
GroBenordnung von 102 mGal = 1072 ms™2 an, so ergibt sich fiir den 2. und 3. Term auf der rechten Seite
von (A.5) jeweils ein Wert der GréBe 107° m bzw. 1072 mm. Die Differenz dieser Terme ist also mit Sicherheit
vernachléssigbar, und (A.5) reduziert sich zu

k

Ag;
DNRy =Y =% An,. (A.6)
i=a 0

Dieses Ergebnis ist auch aus den Formeln (A.2) und (A.4) ersichtlich. Setzt man niiherungsweise HY und HN°
gleich, so ergibt sich direkt die Darstellung (A.6). Jetzt erkennt man, dass die Systemdifferenzen wesentlich
bestimmt werden durch die Gréfle der Freiluftschwereanomalien Ag und der Nivellementinkremente An.

Amtliche Ndherungsformeln

Ausgehend von Formel (A.4) wurden vom Bayerischen Landesvermessungsamt Diagramme in Abhéngigkeit von
der geographischen Breite und der mittleren Hohenlage einer Nivellementlinie erstellt. Aus diesen wurde in der
Vergangenheit die normalorthometrische Reduktion graphisch ermittelt. Aus der Internationalen Schwereformel
von 1930 (INSF1930) erhilt man fiir die Schwereabplattung

=227 TA (05288, (A7)
Vi

wobei vp die Normalschwere am Pol und v diejenige am Aquator bezeichnen. Einsetzen in (A.4)ergibt fiir die
Reduktion zwischen zwei NivP
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NOR = —0.0053 sin2¢H A . (A.8)

Darin bezeichnen @ und H jeweils Mittelwerte der geographischen Breite bzw. Hohe (es geniigen geniherte
normalorthometrische Hohen). Diese Formel diente bisher als amtliche Formel zur Bestimmung der Nivellement-
korrekturen (vgl. z.B. WEBER (1994)).

Eine praxisgerechte Formel zur Berechnung der Normalh6henreduktion fiir den Bereich des Bayerischen Hohen-
festpunktfeldes 148t sich aus (A.2) ableiten. Zunichst stellt man den Breitenunterschied Ay zwischen den NivP
dar durch

b
= —. A9
Vi (A.9)
Darin bedeuten b die Liange des dem Breitenunterschied entsprechenden Meridianbogenstiicks auf dem Ellipsoid
und M den zugehorigen Meridianbogenhalbmesser. Ersetzt man nun b durch die Differenz der Hochwerte HW

im ebenen, konformen Gauf-Kriiger-Koordinatensystem, so folgt fiir den Reduktionsterm zwischen zwei NivP
P — i AHW;
NR; = 2270 Ay — 0.0053 sin 205 i
Vi M;
Da die Nord—Siid—Ausdehnung Bayerns nur ca. 3° betréigt, variieren die Werte fiir M bzw. sin 2 nicht wesentlich.
Man kann sie deshalb zusammen mit f* zu einer fiir ganz Bayern giiltigen Konstanten zusammenfassen.
Fiir @pin = 47.5° und @pq: = 50.5° ergeben sich die Werte

HY. (A.10)

3

M,in = 6370 km
Mpyor = 6374 km
Sin 2¢pmin = 0.9962
Sin20maer = 0.9816
und somit
« SN 20min 71
————— = 8.29-10"" km
SN 20max 7.
——— = 816-107" km™ .
f Mmaaz

Der gerundete Mittelwert lautet 8.2-10~7 km~* und die maximale Abweichung von diesem betrigt 0.09-10~7 km~*.
Dies bedeutet einen relativen Fehler von ca. 1 %. Der zweite Term in (A.10) liegt, je nach Breitendifferenz der
NivP und deren mittlerer Hohenlage im Bereich weniger mm und darunter. Ein Fehler von 1 % ist im Rahmen der
Genauigkeit des Hohenfestpunktfeldes vernachléssigbar.

Ebenso wie fiir M und sin 2¢ zeigt sich aufgrund der geringen Breitenausdehnung auch fiir die Normalschwere
(bzw. fiir v~ in (A.10)) nur eine relativ kleine Variation innerhalb Bayerns. Verwendet man fiir den Kehrwert
den Mittelwert

7y 1=01028?m?, (A.11)

so begeht man einen relativen Fehler von ca. 0.07 %. Da die Freiluftanomalien Ag in Bayern maximal in der
Groflenordnung 100 mGal liegen, erreicht der erste Term in (A.10) realistisch héchstens Werte bis zu wenigen cm.
Dies bedeutet bei Verwendung des obigen Mittelwertes einen Fehler im Bereich von 10~2 mm. Dies entspricht der
selben GroéBlenordnung wie der Fehler im 2. Term und kann deshalb vernachldssigt werden.

Damit ldsst sich (A.10) schreiben als

NR; = 0.102 Ag;An; — 8.2-1071° AHW;HY, (A.12)

wobei die Schwereanomalie in m/s? und die restlichen Grofien in m einzusetzen sind. Verwendet man die in WEBER
(1998) angegebenen Einheiten, so gilt

NR;[mm] = 0.000102- Ag; [pms™2] An; [m] — 0.00082- AHW; [kn] HY [m]. (A.13)
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Dies ist die amtliche Formel, nach der in Zukunft die Normalhéhenreduktion zu berechnen ist.

Entsprechend (A.6) ergibt sich die Differenz der Reduktionsterme DN R innerhalb eines Nivellementabschnittes
zu

DNR;[m] = 0.102- Ag;[ms~?] An;[m]. (A.14)

Einfluss unterschiedlicher Referenzsysteme auf die Nivellementreduktion

Bei der Umstellung des Hohensystems von normalorthometrischen Hohen zu Normalhdhen nach Formel (3.11)
ist die Differenz DN R zwischen den jeweiligen Reduktionstermen zu berechnen. Dabei gilt fiir die Normalhdhen-
reduktion nach Gleichungen (A.1)

k _ _
Nszzgz*’YoAniJr’)’A*’YOHivi%*’YOHiN
a0 7o 7o

und fiir die Reduktion der normalorthometrischen Hohen nach (A.3)

k _
NOszz:%_%Ani + ’YA—VOHAVO_%—’YOHI_N().
i—a 0 o o

Aufgrund fortschreitender Messmethoden und verbesserter Modelle verdndern sich im Laufe der Zeit die Parame-
ter der grundlegenden geoditischen Referenzsysteme. Normalschwerewerte beziehen sich auf die entsprechenden
Niveauellipsoide und variieren somit in Abhéngigkeit vom verwendeten Referenzsystem. Aktuelles System fiir die
Berechnung der Normalschwere ist das GRS80. Auf dieses soll sich das neue Hohensystem beziehen. Die amt-
liche Formel (A.8) zur Bestimmung der normalorthometrischen Reduktion wurde aus der INSF1930 abgeleitet.
Bezeichnet v die Normalschwere im GRS80, so ldsst sich die Normalschwere bzgl. der INSF1930 nach

Y0 =y + &y (A.15)

berechnen. Damit gilt fiir die normalorthometrische Reduktion zwischen den NivP 1 und 2

0y —v — 0
Y+ 07 — 0 ’YoAnJr

M1+ 671 — v — 00 No
Yo + 670 Yo + 67

NOR = 1

Yo + 052 — 9 — 0
Y21+ 0% —7 — 0% HYe. (A.16)
Yo + 60

Trennen der Terme von « und §+ ergibt

(Y =) An + (1 —0) H"® — (52 —0) H3"°

NOR =
Yo + 0

L 0v =) An + (3 —030) HY® — (5% — 070) HE” (A.17)
Yo + 670 '

bzw. in abgekiirzter Notation

S+ oF
Yo + 0
Die Vernachliissigung unterschiedlicher Referenzsysteme bedeutet eine Approximation der normalorthometrischen
Reduktion durch

NOR = (A.18)

NOR = i (A.19)
Yo
Der Fehler, den man dabei begeht, ergibt sich demnach zu
1)
SNOR = Srof o f ) (A.20)
Yo + 070 Y0

Dieser Term wurde entlang aller Schleifen und Linien im Testnetz Estergebirge (siehe Kapitel 3.2.1) bestimmt.
Dabei zeigten sich fiir einzelne Nivellementstrecken maximale Werte von 4 - 1072 mm bzw. fiir den kumulati-
ven Effekt maximal 3 - 1072 mm. Im Hinblick auf eine angestrebte Hohengenauigkeit von 1 mm ist dieser Effekt
vernachléssigbar.
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A.2 Amtliche FehlermaBe im Hohenfestpunktfeld

Im Falle der Einrechnung von Nivellementlinien 3. und 4. Ordnung in iibergeordnete Schleifen handelt es sich um
Linieneinschaltungen. Laut AdV (1992) gilt dann fiir die zuldssige Abweichung eines korrigierten und reduzierten
Hohenunterschiedes von den entsprechenden Hohen im NivP-Nachweis:

Tabelle A.2: Zulissige Fehler des Nivellements [mm]. S¥™ bedeutet die Linge der Linie in km.

Netzteil zuléssiger Fehler [mm|

Niv-Netz 1. Ordnung: =+ (2.0 + 2-+v.S%)
Niv-Netz 2. Ordnung: =+ (2.0 + 3-VS*®)
Niv-Netz 3. Ordnung: =+ (2.0 + 5-VS*®)

Niv-Netz 4. Ordnung: =+ (2.0 + 6V .S™=™)

Der konstante Term von 2.0 mm ergibt sich aus der Genauigkeit der Anschlusspunkte von 1 mm. Die Fehlermafle
wurden fiir normalorthometrische Hohen abgeleitet. Bei Berechnung von Normalhohen entstehen zusétzliche
Fehler durch Schwerepriadiktion in den NivP. Diese sollen die angegebenen Fehlermafle nicht verschlechtern.
Damit ergeben sich fiir den Fehlerbeitrag, der durch Schwerepridiktion maximal entstehen darf:

Tabelle A.3: Zuléssiger Fehlerbeitrag der Schwerepréidiktion [mm].

Netzteil zuléssiger Fehlerbeitrag [mm]
Niv-Netz 1. Ordnung: + 1.4.V5km
Niv-Netz 2. Ordnung;: + 1.7 VS
Niv-Netz 3. Ordnung: + 22.ySkm
Niv-Netz 4. Ordnung: + 24.vSwm

Beispielsweise ergibt sich aus den Fehlerbeitriigen aus Nivellement und Schwere im Netz 3. Ordnung (unter
Vernachlissigung der Fehler der Anschlusspunkte) ein Gesamtfehler von

Ogesamt = \/ 012Viv + Ug
= /(5mm)? + (2.2 mm)2

= 546mm =~ 5 mm,

wodurch das Genauigkeitsmafl in Tabelle A.2 eingehalten ist.
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B.1 Berechnung ellipsoidischer Korrektionen fiir Schwereanomalien

Nach MoriTz (1974) lisst sich die ellipsoidische Korrektur Age; der Schwereanomalien genidhert aus einem
globalen Potentialmodell berechnen, wobei entsprechend Formel (4.186) gilt

Ag = Ags + Ageu. (B.1)

Sind ACpm, ASy, die relativen Koeffizienten eines globalen Potentialmodells beziiglich eines Referenzfeldes, so
gilt fiir die ellipsoidische Korrektur:

N n
Agey = €2 - v Z Ppm(cos) (AAnm cosmA + AB sinml), ) (B.2)

n=2 m=0
mit den Koeffizienten

AAym = ACTL—Q,TYL “Pnm + Acnm “Qnm + AC_vn+2,m *Tnm
ABpm = ASn—Q,m “Pam + ASnm - @am + ASn+2,m *Tnm (B3)

und den Faktoren

-3(n—=3)(n—m—1)(n—m)

Prim = 2(2n—3)(2n — 1)
n? — 3nm? — 9n? — 10n — 6m? + 9
Gnm = (B4)
3(2n+3)(2n—1)
. _ —Bn+5)(n+m+2)(n+m+1)
e 2(2n+5)(2n + 3)

B.2 Berechnung Meissl-modifizierter Molodenskii-Koeffizienten

Fiihrt man bei der Berechnung von Geoidhdhen die Integration von Schwereanomalien nur innerhalb einer sphéri-
schen Kappe vom Radius ¥y aus, d.h. verwendet man die abgebrochene Stokes-Funktion

Sty (¥) = { 57@) zizﬁg (B.5)

so ergibt sich die Kernfunktion des entstehenden Abbruchfehlers zu

10w = 5tw) = Sta() = { Gy LI (B.6)

Dies entspricht dem Integrationskern (4.126), der verwendet wird, wenn aus dem Potentialmodell die Innenzone
1 < 1py ausgeschnitten wird. Die zugehorigen sH-Koeffizienten sind die Molodenskii- Abbruchkoeffizienten

Qn(to) = /S_t(w)-Pn(cosw) siney diy. = /St(w)-Pn(cosw) sin 1) dap. (B.7)
0 o

Verwendet man die Meissl-modifizierte Stokes-Funktion
M _ | St) = St(vo) ¥ <o
Stwo (¢) - { 0 1/} > 1/} (BS)

so ergibt sich der Fehlerkern zu

ki) = siw) - setiw) = { g
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und die zugehorigen sH-Koeffizienten zu

QM (by) = / KM (1) - Pa(cos) sinepdyp

I
S —c
nn
H~
=
<

P, (cosv) sinypdy + / St() - Py(cosp) sinp dy

= /St(z/;o) . (costp) sintp dy + /[St(z/}) St(10)] - Pn(cos) sintp dip.

0 Yo

Dabei gilt fiir die Integration der Legendre-Polynome
/ P,(cost) sinypdyy = 0
0

und damit
Yo

/Pn(cosw) sinydy = — / P, (cos) sinyp dip.

0

Mit (B.11) ldsst sich Gleichung (B.10) weiter umformen zu

™ T

QM(bo) = St(to)- / cos) sinvdi + [ [St(0) - St(va)] - Paleos ) sintdv
Yo
= /St P, (cosv) sinypdy — St(io) /P (cos®p) sine dy,

woraus sich wegen (B.12) die Meissl-modifizierten Molodenski-Koeffizienten schlieflich nach

Yo
QY (¥0) = @ulvo) + St(wo)-/ P, (cost) sint dep

0

berechnen lassen.

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)
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