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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Frage, in welcher Genauigkeit Geoidhchen aus Messun-
gen verschiedener Schwerefeldfunktionale in diskreten, aber sehr dichten Messpunkten berechnet
werden konnen. Dabei werden die schwierigen Bedingungen im Gebirge fiir die erforderliche Mo-
dellierung der Topographie beriicksichtigt.

Im Estergebirge in den Bayerischen Alpen wurde vom Institut fiir Astronomische und Physi-
kalische Geodésie der TU Miinchen in den vergangenen Jahren ein sehr dichtes, alle Hohenla-
gen umfassendes Netz von Schweremessungen, Prézisionsnivellements, genauen GPS-Hohenmes-
sungen sowie astronomischen Lotrichtungsmessungen geschaffen. Diese Messungen und die er-
reichten Genauigkeiten werden in der Arbeit beschrieben. Aus Nivellements, Schweremessungen
und GPS-Hohen werden Hohenanomalien und Geoidhchen bestimmt, untersucht und mit dem
EGG97-Modell verglichen. Die genaue Modellierung der Wirkung der Topographie auf Schwere
und Lotrichtung, gestiitzt auf ein hochauflésendes Gelandemodell und auf Geldndeaufnahmen
des Nahbereichs, wird beschrieben. Nach der topographischen Reduktion zeigen sich verschiede-
ne fiir Gebirge typische Storkorper abweichender Dichte. Einige dieser Storkérper wurden unter
Einbeziehung geophysikalischer Messungen modelliert und reduziert. Die ermittelten Modelle
ermdoglichen eine gemeinsame Dichtebestimmung fiir Topographie und Stérkorper iiber einen
Ausgleichungsansatz.

Danach folgt eine statistische Analyse von Schwerestérungen aus dem Estergebirge sowie weite-
rer Datensétze aus den Alpen. Empirische Signalkovarianzfunktionen und Leistungsspektraldar-
stellungen werden gezeigt. Aus den unterschiedlichen Datensétzen ergeben sich konsistente Signal-
eigenschaften. Mit Hilfe von Messungen in unabhingigen Kontrollpunkten wurden realistische
Fehler fiir die flichenhafte Darstellung von Schwerestorungen ermittelt und ihr Verhalten in
Abhingigkeit von der Punktdichte untersucht. Es wird gezeigt, dass der Darstellungsfehler auch
bei hohen Punktdichten noch vom hochfrequenten Signalgehalt dominiert wird, wihrend Mess-
und Modellierungsfehler nur eine geringe Rolle spielen. Die fiir die jeweiligen Punktdichten er-
mittelten Darstellungsfehler werden unter der Annahme global einheitlicher Signaleigenschaften
auf Geoidhohen und Kugelfunktionskoeffizienten fortgepflanzt. Auf diese Weise ergibt sich, dass
fiir eine Geoidfehlerstandardabweichung von 1cm fiir die Schweremessungen Punktabsténde von
ca. 5km eingehalten werden miissen.

Abstract

In this work the question is examinated, which geoid accuracies can be achieved from gravity
field functionals which are measured at discrete, but very dense points. The difficult conditions
for the required modeling of the topography in mountainous terrain have been considered.

In the Estergebirge mountains in the Bavarian Alps since the year 1994 a very dense network
of gravity measurements, precision levelings, precise GPS height measurements and deflections
of the vertical has been created, covering all height zones of the terrain. These measurements
and their accuracies are described in this work. From leveling, gravity measurements and GPS
measurements height anomalies and geoid heights have been determined, analyzed and compared
to the german EGG97 geoid model. A precise modeling of the topographic attraction is described
for gravity and the deflections of the vertical, based on a high resolution terrain model and a
terrain survey of the very near zone of each data point. After the topographic reduction different
disturbing bodies with anomalous densities have been detected, with typical characteristics for
mountainous areas. Some of these bodies have been modeled taking into account various geo-



physical data. The models have been used in an adjustment to determine the densities of the
topography and the disturbing bodies.

In the second part a statistical analysis of gravity disturbances from the Estergebirge and from
other data sets from the Alps is carried out. Empirical signal covariance functions and spectral
representations of signal power are shown. The comparison of the different data sets shows good
agreement of signal properties. Using measurements in independent control points realistic errors
for the continuous representation of the gravity disturbances have been obtained, depending on
the density of data points. It is shown, that for high point densities the high frequent parts of the
signal are still dominating the representation error, whereas errors of measurement and modeling
play a minor role. The representation error computed for selected data point densities have been
propagated to geoid errors and errors of spherical harmonic coefficients. The error volume is
used as an intermediate step, assuming homogeneous signal properties all over the earth. By this
approach it can be shown, that for a geoid error standard deviation of 1 cm the spacing of gravity
measurements may not exceed about 5km.
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1 Einfiihrung

Die Erfassung und Beschreibung des Schwerefeldes im Gebirge ist eine in vielerlei Hinsicht an-
spruchsvolle Aufgabe. Schwerefeldfunktionale, also z.B. Schwerestérungen, Lotabweichungen oder
Geoidhohen, sind im Gebirge gepriagt durch einen starken, hochfrequenten Signalanteil aus der
Topographie. Durch Tektonik und Erosion entstandene Dichtevariationen in der Topographie und
in verschiedenen Tiefen der Erdkruste bewirken zusétzliche, manchmal bedeutende Signalanteile.
Es kann sich dabei um Strukturen mit sehr unterschiedlichen Amplituden und Ausdehnungen
handeln; ihre Modellierung ist oft aufwendig und schwierig.

Gleichzeitig ist die Messung von SchwerefeldgroBen im Gebirge mit erhthtem Aufwand ver-
bunden. In den Alpen sind daher die Punktdichten fiir Messungen der Schwere, der astronomi-
schen Lotrichtung und von H6henanomalien oder Geoidhthen bislang deutlich geringer als im
européischen Durchschnitt, und in anderen Gebirgen sind die Punktdichten meist noch wesent-
lich geringer als in den Alpen. Zudem liegen die Messpunkte {iberwiegend, nicht selten sogar
ausschlieBlich in den Télern, wahrend die Gipfelregion hochstens mit wenigen Punkten erfasst
wird. Es ergibt sich somit die unbefriedigende Situation, dass Schwerefeldfunktionale gerade dort
besonders schlecht abgetastet sind, wo ihr Verlauf besonders rauh ist und wo deshalb fiir eine
genaue Erfassung eine besonders dichte Abtastung erforderlich wére.

Durch die unvollkommene Abtastung in einer begrenzten Anzahl von diskreten Punkten ent-
steht bei der Darstellung eines Funktionals zwischen den Messpunkten ein Darstellungsfehler,
welcher von der Punktdichte und der Rauheit des Signals abhéingt. Bei der Anwendung von Inte-
graloperatoren fiir geodétische Randwertaufgaben, also z.B. beim Stokes- oder Hotine-Operator
zur Geoidberechnung, pflanzt sich der Darstellungsfehler kombiniert mit Fehlern in den Mess-
punkten (bestehend aus Messfehlern und Fehlern der verwendeten Reduktionen) fort.

Fiir die geodiitische Erfassung des Schwerefeldes kristallisieren sich damit folgende Kernfragen
heraus: Wie grof3 sind die Signalanteile, die unerfasst bleiben, wenn ein Schwerefeldfunktional
in diskreten Punkten in einer bestimmten Punktdichte gemessen wird? Wie kann der Fehler bei
der Darstellung (Interpolation) des Funktionals zwischen den Punkten quantifiziert werden? Wie
dicht miisste gemessen werden, damit gar keine wesentlichen Anteile mehr vernachléssigt wiirden?
Und wie wirken Punktdichte, Signalrauheit und Punktfehler (Messfehler und Reduktionsfehler)
in der Fehlerfortpflanzung bei der Berechnung anderer Funktionale zusammen?

Entscheidend fiir die Rauheit bzw. Glattheit des zu interpolierenden Signals und damit fiir den
Darstellungsfehler ist, wie weit die kurzwelligen Signalanteile aus der Topographie und gegebe-
nenfalls auch aus Dichtevariationen modelliert und reduziert werden kénnen, ob es also gelingt,
durch topographische Reduktion ein Schwerefeld zu erhalten, welches demjenigen im Flachland
nahekommt, um somit gewissermafien ein ,Dénemark in den Alpen“ zu erreichen.

Vor dem Hintergrund dieser Fragen wurde vom Institut fiir Astronomische und Physikali-
sche Geodésie (IAPG) der Technischen Universitdt Miinchen im Estergebirge bei Garmisch-
Partenkirchen seit 1994 ein Schwerefeld-Testnetz aufgebaut. In einem relativ kleinen Gebiet von
15km x 15 km Ausdehnung wurde ein exemplarischer Datensatz von sehr dichten Messungen ver-
schiedener Schwerefeldfunktionale geschaffen, um gerade die hochfrequenten Signalanteile gut zu
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erfassen. Insbesondere fiir die Schwere (mit 2.5 Messpunkten/km?), aber auch fiir Hshenanoma-
lien aus Nivellement und GPS liegen dort heute Messpunkte in einer Dichte und Gleichméfigkeit
vor, welche an anderer Stelle in den Alpen noch nicht erreicht wurde. Dabei wurden auch Gipfel
und schwer zugéngliches Steilgeldnde nicht ausgespart.

In dieser Arbeit erfolgt zu Beginn in Kap.2 eine Zusammenstellung der wichtigsten theo-
retischen Grundlagen und in Kap.3 eine topographische und geologische Ubersicht iiber das
Estergebirge. Dann werden alle bis heute im Rahmen des Testnetzes durchgefithrten Messungen
dargestellt, ndmlich Schwere- und Lotrichtungsmessungen in Kap. 4 sowie Nivellements und ge-
naue GPS-Hohenmessungen zur Bestimmung von Hoéhenanomalien und Geoidhhen in Kap. 5.
In Kap.6 wird die durchgefiihrte sorgfiltige topographische Reduktion fiir die Schwere und die
Lotrichtungskomponenten beschrieben. Weil das Interesse dieser Arbeit besonders den kurzwelli-
gen Signalanteilen gilt, erhélt dabei die Modellierung der unmittelbaren Punktumgebung erhchte
Aufmerksamkeit. Es zeigt sich, dass die topographisch reduzierten Schwerestorungen stark durch
einige oberflichennahe Storkérper abweichender Dichte geprigt sind. Diese treten aufgrund der
hohen Messpunktdichte sehr deutlich hervor. In Kap.7 werden einige von ihnen unter Einbezie-
hung von Ergebnissen geophysikalischer Messungen modelliert und reduziert. Dies erwies sich als
interessante und ergiebige, allerdings auch als zeitaufwendige Aufgabe. In den Kapiteln 6 und 7
werden manche technischen Aspekte der Modellierung detailliert besprochen. Dem daran weniger
interessierten Leser wird empfohlen, entsprechende Abschnitte zu iiberspringen. In Kap. 8 folgt ei-
ne ausgleichende Dichtebestimmung, in welche alle Modellkérper der topographischen Reduktion
einschliefllich der modellierten Storkorper einbezogen werden.

Danach werden die statistischen Signaleigenschaften von Schwerestérungen fiir kurze und sehr
kurze Wellenléingen untersucht (Kap.9). Dafiir werden Datensétze unterschiedlicher Punktdichte
aus dem Estergebirge und (fiir etwas lingere Wellenldngen) aus den umgebenden bayerischen
und Tiroler Alpen herangezogen. Insbesondere geht es dabei darum, mit Hilfe von Kontroll-
punkten Signalkovarianzfunktionen zu finden, welche fiir diese Datensétze bei der Kleinste-
Quadrate-Priadiktion realistische Pridiktionsfehler ergeben. Daneben werden Spektraldarstel-
lungen (Fourier-Leistungsdichte und sphérisch-harmonische Gradvarianzen) fiir die untersuchten
Wellenldngen abgeleitet. Im letzten Kapitel werden — als Beispiele fiir die Fehlerfortpflanzung
bei geoditischen Randwertaufgaben — die ermittelten Mess- und Darstellungsfehler fiir Schwe-
restorungen gemeinsam auf Geoidhéhen (mit dem Hotine-Operator) und auf Kugelfunktionsko-
effizienten fortgepflanzt. Es wird dabei jeweils angenommen, dass die untersuchten Punktdich-
ten und Signaleigenschaften global gelten. Als Zwischenschritt in dem von Moritz entwickelten
Verfahren wird das Fehlervolumen aus der Fehlerkovarianzfunktion fiir den Darstellungsfehler
bestimmt. Auf diese Weise werden Beziehungen zwischen gewiinschten Geoid-Genauigkeiten und
dafiir erforderlichen Messpunktdichten erhalten.



2 Theoretische Grundlagen

2.1 Topographisch reduzierte SchwerefeldgréBen

2.1.1 Schwerestorungen und -anomalien

Diese Arbeit beschéftigt sich in erster Linie mit Schwe-
restérungen 6g

69 = gp — P, (2.1)
also mit Differenzen zwischen der gemessenen Schwere g und
der Normalschwere v aus einem Normalschwerefeld, jeweils in
ein und demselben Punkt P. Die Schwereanomalie Ag hin-
gegen ist definiert als Differenz zwischen Schwere in P und
Normalschwere in einem N&herungs-(Taylor-)Punkt Q

Ag = gp —7q (22)
fiir welchen gilt

Uy = Wp

Normalschwerepotential in Q = Schwerepotential in P.

Oft werden P bzw. Q am Geoid bzw. am Ellipsoid des Nor-
malfeldes gewihlt (Abb.2.1), so dass

Topographie

h

P
_—¢=0
T — Geoid

— o
Q, Ellipsoid

Abbildung 2.1: Messpunkt, Geoid-
punkt und Niherungspunkte

Ag = JPo — 7Qo. (23)
Die Schwere am Geoid gp, erhélt man durch verschiedene Schwerereduktionen:
e Freiluftreduktion ergibt die Freiluftanomalie
9g
A =gp— —H — 2.4
gra = gp — 5 H =7, (2.4)
iiblicherweise angenédhert durch
2
A =gp— —H — 2.5
JFA gp oh 7Qo, ( )
e Bouguerreduktion ergibt die einfache Bougueranomalie
v
Ago = gp — %H —2nGpH — vq, (2.6)

mit der Gravitationskonstanten G und der Topographiedichte p,
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e topographische Reduktion ergibt die topographisch reduzierte Anomalie

Oy
oh
dabei bezeichnet VT die Anziehung der Topographie in vertikaler Richtung oder gleich-
bedeutend die Ableitung des Gravitationspotentials der Topographie VIO in vertikaler
Richtung (zur Berechnung siehe Kap.2.1.3).

Agrop = gp — = H — VFOP — g, (2.7)

Zur Berechnung von Schwereanomalien muss die Hohe H iiber dem Geoid bekannt sein, zur
Berechnung von Schwerestérungen hingegen die ellipsoidische Hohe h. Mit h ist vp entweder
iiber die bekannten Formeln zur Integration entlang der Lotlinie (Heiskanen und Moritz, 1967)
berechenbar, oder hiufig geniigend genau mit:

v
= —h.
Aus (2.1) erhilt man

15}
0g = gp — %h - 7Qo (2.8)

und erkennt die Ahnlichkeit zu Agpa (2.5). Der Unterschied zwischen Stérungen (2.8) und An-
omalien (2.5)

oy Oy
_8_h(h —H) = —%N
mit der Geoidhdhe N ist fiir die in dieser Arbeit untersuchten kleinen Gebiete mit Geoidva-
riationen von wenigen Metern nahezu konstant. In Anlehnung an Agpa wird g nach (2.8) im
folgenden Freiluftschwerestorung dgra genannt. Analog zu den entsprechenden Schwereanomalien

erhilt man

e Bouguerstérungen
dgBo = gp — 2mGph — ~p (2.9)

e sowie topographisch reduzierte Storungen

Sgrop = gp — V;'OF — p. (2.10)
Die Untersuchung von topographisch reduzierten Schwerestérungen bildet den Schwerpunkt die-
ser Arbeit. Bei den verwendeten Schweremessungen wurde die Position in der Regel mit GPS
bestimmt; es lagen somit ellipsoidische Héhen A vor. Daher bot es sich an, jeweils Stérungen
(nicht Anomalien) zu berechnen und diese auch fiir die weitergehenden statistischen Untersu-
chungen zu verwenden.

2.1.2 Lotabweichungen

Aus gemessenen astronomischen Koordinaten ®, A und aus geographischen Koordinaten B, L
beziiglich des Ellipsoides des gewihlten Normalfeldes ergeben sich die Lotabweichungen (in den
Oberflichenpunkten) mit den Komponenten

¢ = ®-B

n = (A—L)cosd. (2.11)

Gemeinsam mit der Schwerestorung dg bilden sie die vektorielle Schwerestérung dg. Topogra-
phisch reduzierte Lotabweichungskomponenten erhélt man mit
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gTOP = 5 - %VyTOP - 5(Dnormal

(2.12)
nrop = U—QVQ;TOP-

VxTOP und VyTOP sind dabei die Komponenten der Anziehung der Topographie in x-(Ost-) bzw.
y-(Nord-)Richtung, ~ ist die Normalschwere, ¢ die Umrechnung vom Bogenmaf} ins Winkelmafl
und 0P, ormar die Korrektur aufgrund der Kriitmmung der Normallotlinie

8P rormal ~ 0.17" h[km] sin 29, (2.13)

welche allerdings nur Betrige am Rand der astronomischen Messgenauigkeit erreicht.

2.1.3 Wirkung der Topographie

Die einfachste Beschreibung der Anziehung der Topographie verwendet die Anndherung durch
die Anziehung eine Platte. In Frage kommt die wohlbekannte ebene unendlich ausgedehnte Bou-
guerplatte

VEO = onGpH (2.14)

oder auch eine Kugelkappe um den Berechnungspunkt bis zum sphérischen Grenzabstand k.
Deren Anziehung auf den Mittelpunkt der dufleren Oberfliche betragt

2.15
R+ H)?+ R?—2(R+ H)Rcos vk (2.15)

VZKappe:27erH (1_ (R+ H)cosyg — R )
VI

Die Wahl von ¢k ist allerdings mit einer gewissen Willkiir verbunden (Jung, 1961). Wenn nicht
das Geoid, sondern ein Ellipsoid als Reduktionsniveau gewahlt wird, ist anstelle der Meereshohe H
die ellipsoidische Hohe h zu verwenden. Die Beschreibung einer bewegten Topographie durch eine
Platte ist allerdings in der Regel nicht ausreichend und héchstens zur Erfassung von entfernten,
nur noch sehr schwach wirkenden Zonen geeignet.

Wenn ein Geldndemodell als Raster-DGM in einem lokalen kartesischen Koordinatensystem
vorliegt, bietet sich die Modellierung mit Quaderprismen an. Die 3 Komponenten der Anziehung

eines Quaders erhélt man mit

T2 Y2 |?2
. z . Yy Yz
Vo, = G arsinh———— + z arsinh——— — xr arctan
z pPIIY 2+ 2 /22 + 22 /22 + 42 + 22 ol
11z
T z Tz @2 2|
Vy, = Gpl||z arsinh——=——=—= + z arsinh———= — y arctan
y N VT AT Al, | @19
Z1

z2 Y2 |?2

Yy
— zarctan

x
V2 + 22 2/ x% 4+ y? + 22

Dabei sind z;, y;, z; mit ¢ = 1,2 die Koordinaten der Ecken des Quaders relativ zum Berechnungs-
punkt, und alle Kanten des Quaders sind parallel zu einer Koordinatenachse. Die arsinh-Terme
werden haufig in In-Ausdriicke umgeformt, die Berechnung ist dann etwas schneller, aber nume-
risch etwas ungiinstiger (Mader, 1951; Tsoulis, 1999; Nagy et al., 2000).

V., = Gp]|||rarsinh + y arsinh

Y
Va2 + 22

1

Y1z
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Die Wirkung des Geldndes ergibt sich aus der Summe von Einzelquadern

VIR =N (2.17)
DGM
Die Hohe der Quader kann dabei entweder die Hohe des Geldndes iiber dem Reduktionsniveau
(Geoid oder Ellipsoid) oder aber die Hohendifferenz zwischen Geléinde und Platte sein. Wenn die
Erdkriimmung beriicksichtigt werden soll, oder wenn das DGM in geographischen Koordinaten
vorliegt, sind Anpassungen erforderlich (s. Kap. 6).

Im Gebirge reichen ebene Quaderoberflichen bei der Gelindemodellierung im Nahbereich um
den Berechnungspunkt fiir hohere Genauigkeiten nicht aus. Dafiir konnen Formeln fiir beliebig
geformte Prismen verwendet werden. Solche wurden z.B. von Gétze (1976) und Barnett (1976)
hergeleitet. In dieser Arbeit werden sie in der von Petrovi¢ (1996) und Tsoulis (1999) entwickelten
Form verwendet. Da ihre Darstellung ziemlich umfangreich ist, werden sie hier nicht aufgefiihrt;
es sei auf Tsoulis (1999), Formeln (1.126)ff. verwiesen.

2.2 Hohen, Hohenanomalien, Geoidhdhen

Tab. 2.1 gibt eine Ubersicht iiber die in dieser Arbeit verwendeten Hohentypen und ihre Berech-
nung, einerseits iiber die geopotentielle Kote C' = fvf[),o g dn, andererseits iiber an das Nivelle-
ment anzubringende Reduktionen. Fiir alle Hohentypen mit Ausnahme der normalorthometri-
schen Hohe sind Schweremessungen an ausreichend vielen Punkten entlang der Nivellementlinien
erforderlich. Die Absténde zwischen Schweremesspunkten diirfen allerdings grofier sein, wenn
Schwerewerte in Zwischenpunkten sorgfiltig interpoliert werden. Im Gebirge muss bei der Inter-

Tabelle 2.1: Héhentypen

System Definition| Nivellementreduktion Eigenschaften
Dynamische C gi — Y0 skalierte geopot. Ko-
Hohe Hp — DR = Z : An; te, keine geometrische
Yo Yo D
cutung
Normalorth. . S — N — wegabhéngi keine
Vi — 7 YA — 0 B — 70 & 818,
Hohe Hno - NOR = Z ;Ani + Hy — Hp | exakte geometrische
Y0 7o 70 i
Deutung, kleine
Reduktionen
Normalhohe C g — Y0 AA — Yo AB — Yo Lénge der Normallot-
Hx g NR = Z - y An; + THA - THB linie zwischen Ellipso-
0 0 0 id und Telluroid, klei-
ne Reduktionen
Orthometr. C gi — Y0 Ja — Y0 B — Y0 Lange der Lotlinie
Hohe Hp - OR = Z : An; +=———Hx — Hg zwischen Geoid und
g 70 Yo 70 - ..
Oberfléche, grofie-
re Reduktionen,
dichteabhéngig

mit der geopotentiellen Kote C, dem Skalierungsfaktor 7 (i.d.Regel Normalschwere bei 45° Breite),
der Oberflichenschwere ¢g; und dem rohen Nivellement An; des jeweiligen Nivellementabschnittes, den
Endpunkten A, B des Abschnittes, der mittleren Schwere g und der mittleren Normalschwere 4 entlang der
Lotlinie, und der Hohe H im jeweiligen System.
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polation die Geldndewirkung beriicksichtigt werden. Interpolationsgenauigkeiten bei gegebenen
Punktabstéinden werden in Kap.9 ermittelt.

Zur Berechnung orthometrischer Hohen ist der Mittelwert g der Schwere entlang der Lotlinie
zwischen dem Oberflichenpunkt P und dem zugehorigen Geoidpunkt Pq erforderlich. g kann
naherungsweise mit der Prey-Reduktion

g=9gp — —— — 2rGpH (2.18)

bestimmt werden. Dabei wird die Topographie durch eine Bouguerplatte angenéhert. Im Gebirge
ist dies in der Regel nicht ausreichend. Dort kann die Zunahme der Schwere entlang der Lotlinie
beschrieben werden mit

9=gp + (v =) + (V1O = V.IOFp); (2.19)

der Wert der hinteren Klammer ist dabei negativ. Der Mittelwert ergibt sich dann mit
= - 1 rPo top  y,TOP
g=gp+ (@ —p)+ i /P (V)28 =V, 'P%,) dH. (2.20)

Der Wert des Integrals kann durch Berechnung von V.'OF in geeigneten Abstéinden und an-
schliefende numerische Integration erhalten werden. Der Mittelwert 7 ist streng berechenbar
(Heiskanen und Moritz, 1967). In jedem Fall ist g und damit die orthometrische Héhe von einer
Dichteannahme fiir die topographischen Massen abhéingig.

Aus der Kombination der beschriebenen Hohentypen mit ellipsoidischen Hohen A ergeben sich
dann Héhenanomalien { bzw. Geoidhchen N

¢ = h—Hx

(2.21)
bzw. N = h—Ho.

2.3 Fehlerkovarianzfunktion fiir g und Fortpflanzung durch
Integraloperatoren

2.3.1 Fehlerkovarianzfunktion

Im folgenden geht es um die Fortpflanzung von Fehlern eines Schwerefeldfunktionals auf andere
Funktionale im Rahmen von geodétischen Randwertaufgaben durch die Anwendung von Inte-
graloperatoren. Exemplarisch wird dabei die Fehlerfortpflanzung von Schwerestérungen dg auf
Geoidhohen und Kugelfunktionskoeffizienten untersucht. Die Vorgehensweise ist grundséatzlich
auf andere Operatoren iibertragbar. Es wird in wesentlichen Teilen dem Vorgehen von Heiskanen
und Moritz (1967) und Strang van Hees (1986) gefolgt.

Geoidhohen erhélt man aus Schwereanomalien mit dem Stokes-Operator

R

Np = —
P 4mry

/EAQQ St(?[)pQ) d¥q (2.22)

oder aus Schwerestérungen mit dem Hotine-Operator

R

Np = —
P 4mry

/. 390 Ho(rq) dSq (2.23)
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als Integration iiber die Einheitskugel 3, mit der Stokes-Funktion St(), dem sphérischen Ab-
stand ¢pq zwischen Berechnungs- und Integrationspunkt, der Hotine-Funktion Ho(v)

1 3 sin £
Ho(y)) = —— —1— —costp+1In ——2 2.24
(w) sin % 2 v 1+ sin % ( )

dem Flichenelement des Integrationspunktes d¥q sowie dem Erdradius R. (Die Hotine-Funktion
ist in der Form dargestellt, welche sich aus der Summation iiber Legendre-Polynome ab Grad 2
ergibt, um spéter mit der Stokes-Funktion vergleichbar zu sein, siehe van Gelderen und Rummel,

2001.)
Vollsténdig normierte Kugelfunktionskoeffizienten fiir dg erhélt man aus der sphérisch-harmo-
nischen Analyse
nm 1 Rpm (0, \)
- =— [ dg(0, )\ = ’ dy 2.2
bnm} = | o9t0, >{ Snm(m} (2.25)
mit ~
Roym(0,)) | _ 5 cos mA
Spm (0,2 } = P (cos 9){ sinmA

aus den vollstindig normierten Legendre-Funktionen P, (cos 6).
Die zugehorigen Genauigkeiten (Fehlervarianzen) fiir Geoidhohen und fiir die Koeffizienten a,,,
und b,,,,, erhélt man mit

2
@;(%) // (0, \,0', XY Ho(1pq)Ho(vpq ) S0 dSqy (2.26)
E i
sowie 1
agmz—// (0,0, 0", N) R (0, ) R (0, X') 5 S (2.27)
1672 Jx Jxy

bzw. entsprechend fiir S,,,.

Die Fehlerkovarianzfunktion fiir die Schwerestérungen o (6, A, 6’, \') wird dabei als homogener,
isotroper Prozess vorausgesetzt. Sie setzt sich zusammen aus dem Messfehler der Schweremes-
sung, aus dem Fehler der beschriebenen Schwerereduktionen sowie aus dem Darstellungs- oder
Interpolationsfehler.

Der Messfehler ist fiir terrestrische Messungen hiufig wenig korreliert, d.h. die Fehlerkovari-
anzen zwischen den Messpunkten sind nahe bei 0 und nur die Fehlervarianz ist von Bedeutung:
OMess(0, A, 0/, N) & 03104 (0, ).

Der Reduktionsfehler enthélt unkorrelierte Anteile, z.B. durch DGM-Fehler, eine schlechte Ge-
lindemodellierung in der unmittelbaren Messpunktumgebung oder Fehler der Hohenmessung.
Diese konnen mit dem Messfehler zum unkorrelierten Punktrauschen mit Varianz o2 = 03, +
0%.q (v fiir noise’) zusammengefasst werden. Andere Anteile des Reduktionsfehlers sind iiber
grofe Distanzen korreliert, z.B. durch die Verwendung unterschiedlicher Reduktionsparameter
(DGM-GroBle, Referenzniveau). Auf diese soll hier jedoch nicht weiter eingegangen werden, weil
in dieser Arbeit das Hauptinteresse den kurzwelligen Signalanteilen gilt.

Der Darstellungsfehler ergibt sich daraus, dass die dg fiir die Integrationen in (2.23) und (2.25)
kontinuierlich vorliegen miifiten, in Wirklichkeit aber nur in einer begrenzten Anzahl diskreter
Punkte gemessen wurden. Der Darstellungsfehler hangt — unabhéngig von der gewéhlten Inter-
polationsmethode — von der Punktdichte der Messpunkte (Stiitzpunkte der Interpolation) und
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von der Signalrauheit, ausgedriickt durch die Signalkovarianzfunktion C, ab. Die Fehlerkovari-
anzfunktion des Darstellungsfehlers berechnet sich mit

0'6(9 A, 9/ =Cpp — Zaplcpfz Zap/iCPi—i-ZZapiap/j Cij (2.28)

(e fiir ;estimation‘, P, P': Interpolationspunkte, i, j: Stiitzpunkte, C: Signalkovarianzfunktion, a:
Basisfunktionen der Interpolation, siehe auch Moritz, 1964; Heiskanen und Moritz, 1967, Kap.7).

In Kap. 9 wird gezeigt, dass der Darstellungsfehler fiir Schwerestérungen auch nach bestmogli-
cher Reduktion der Gelindewirkung bis zu sehr engen Punktabstdnden gegeniiber dem Punkt-
rauschen dominiert. Bei sorgfiltiger Messung und Reduktion kann der Punktfehler klein gehal-
ten werden (0.1-0.3 mGal). Der Darstellungsfehler hingegen kann je nach Signalrauheit erst mit
Punktabsténden von deutlich unter 1km auf ein vergleichbares Niveau gedriickt werden. Gerade
im Gebirge sind so dichte Messungen in der Regel nicht realisierbar. Auf dem Darstellungsfehler
liegt daher der Hauptschwerpunkt dieser Arbeit. (Anders sieht das Verhiltnis zwischen Mess-
und Darstellungsfehler fiir flugzeug- oder satellitengestiitzte Messungen aus. Dort ist das Signal
viel glatter, und es kann nahezu kontinuierlich gemessen werden. Fiir solche Messungen entsteht
allenfalls ein geringer Interpolationsfehler, welcher vom Messfehler dominiert wird.)

Beim Darstellungsfehler spielen die Korrelationen eine wichtige Rolle. Wenn mit Hilfe von
Stiitzpunkten eine kontinuierliche Funktion interpoliert wird, wobei man sich kontinuierlich’ als
ein Raster mit gentigend feiner Maschenweite vorstellen kann, dann sind die Fehler zweier nah
benachbarter interpolierter Punkte stark korreliert. Die Korrelationen fallen etwa bis zum jeweils
néchstgelegenen Stiitzpunkt oder noch etwas dariiber hinaus ins Gewicht, je nach Interpolations-
verfahren. Mit noch groflerer Entfernung zwischen den Interpolationspunkten hingegen werden
sie vernachlassigbar klein. Die Korrelationen kénnen auch negativ sein.

Haufig werden aus den Messpunkten Blockmittelwerte anstelle einer kontinuierlichen Funktion
interpoliert. Auch dabei entsteht ein Darstellungs-(Interpolations-)Fehler mit der Fehlerkovari-
anzfunktion

O’e(K,K CKK’_ZaKzCK’ ZQK’iUKi‘i‘ZZQKiO[K’j Cij (2.29)

mit den Blocknummern K, K’, der Signalkovarianzfunktion zwischen Punkten C, zwischen
Blockmittelwerten C' sowie zwischen Punkten und Blockmittelwerten C. Die Korrelationen zwi-
schen benachbarten Blocken sind dabei erheblich, wenn nur wenige Messpunkte pro Block vor-
liegen. Je nach Anwendung kann aufgrund der durch die Blockbildung verminderten Auflésung
ein weiterer Darstellungsfehler entstehen.

Mit (2.28) bzw. (2.29) erhilt man im Prinzip fiir jedes Interpolationsverfahren (z.B. Représen-
tation durch ausgewihlten Wert, arithmetisches oder gewichtetes Mittel, lineare Interpolation,
Kleinste-Quadrate-Priadiktion) und fiir jeden interpolierten Punkt bzw. Block die zugehorige
Fehlerkovarianzfunktion. Das Interpolationsverfahren wird jeweils durch die entsprechenden Ba-
sisfunktionen a ausgewihlt. Manche Interpolationsverfahren beriicksichtigen das Rauschen in den
Stiitzpunkten. Gleichung (2.28) wird dann zu

O(e+v) (9 /\ 9/ CPP’ Z ap; CP’z Z apy Cpi + Z Z ap; aprj (CU + Dij) (230)
i i
mit D;; = I - o2 fiir ein unkorreliertes Rauschen o2 in den Stiitzpunkten.

Das in dieser Arbeit eingesetzte Interpolationsverfahren ist die Kleinste-Quadrate-Pridiktion.
Einen pridizierten Wert dgp in einem Punkt P(#, \) erhilt man mit

5gp(0, A) = Cpi (CU -+ Dij)_légi (231)
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und seine Genauigkeit mit
a(0,1,0',\) = Cppr — Cp; (Cij + Dyj) ' Cpr;. (2.32)
Einen pridizierten Blockmittelwert erhilt man mit
59k = Cki (Cij + Dij) " og; (2.33)
und seine Genauigkeit mit
o(K,K') = Cxgr — Cki (Cij + Dij) 'Cxrj. (2.34)

(2.32) bzw. (2.34) ergeben sich, wenn in den allgemeinen Formeln (2.28) bzw. (2.29) fiir die
Basisfunktionen der Interpolation

ap; = Cp; (Ci]’ + Dij)_l (2.35)

bzw. B
agi = Cki (Cij + D) ™! (2.36)

gesetzt wird (Heiskanen und Moritz, 1967; Moritz, 1964).

2.3.2 Umformung und Naherung: Fehlervolumen

In Analogie zu Strang van Hees (1986) kann (2.26) mit der Aufspaltung

Ho(urq) Ho(rq)) = sHo(pq) + sHo(pq) — 3 (Ho(rg) — Ho(upq)® (237

umgeformt werden zu

R 2
% = (m) /E/la(e,A,@’,X)Ho?(pr)szszf
2
—1 <i) / / 0'(9 A 9/ )\/) (HO(ﬂJPQ) —HO(@ZJPQ/))Z dEQ dEQI (238)
2 47.(_’}/ E , b ) b
1 1
= Y [ B So— / Fie So. 2.
T [ B0.0) Ho*(brq) dq G2z, Fiol0: ) % (2.39)

Das sogenannte Fehlervolumen E

E6,)\) = RQ// a(0,1,0,)N)dSqg (2.40)
ist eine nur von der Fehlerkovarianzfunktion abhéngige Grofie. Sie kann daher, einmal berechnet,
fiir verschiedene Integraloperatoren (z.B. auch fiir die sphérisch-harmonische Analyse) verwendet
werden. Die Integration iiber ¥ in (2.40) muss nicht iiber die ganze Kugel, sondern nur in dem
kleinen Gebiet, in welchem o (6, A, 60’ \") von 0 verschieden ist, durchgefithrt werden, also etwa
bis zum iibernéchsten Stiitzpunkt (bei der kontinuierlichen Interpolation) oder bis zum néchsten
Block (bei der Interpolation von Blockmitteln).
Der in (2.39) verbleibende Rest

’

Fito(0, ) = %RZ / (0,7, 0',X) (Ho(pq) — Ho(bpor))? dSq (2.41)
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ist sowohl von der Fehlerkovarianzfunktion als auch vom verwendeten Operator, in diesem Fall
vom Hotine-Operator, abhéngig. Fiir andere Operatoren, z.B. fiir die sphérisch-harmonische Ana-
lyse, muss er erneut berechnet werden. Fy, ist in der Regel positiv, da o(0, A,6’, ) in der Regel
positiv ist. Ein Vernachléssigen von Fyj,, also die Beschrankung auf

1
R N 167242 /Z E(0,)) Ho?(¢pq) dq (2.42)

fithrt daher wegen (2.39) dazu, dass der Geoidfehler 0% tiberschitzt wird. Da fiir grofiere Abstéinde
vom Berechnungspunkt P stets entweder die Differenz Ho(¢pq) — Ho(vpg/) oder (8, A, 6", \)
vernachldssigbar klein werden, muss Fyo(6, A), wenn iiberhaupt, nur fiir den Nahbereich um den
Berechnungspunkt bestimmt werden.

Fiir die Kernzone unmittelbar am Berechnungspunkt sind die Integrale in (2.39) wegen der Sin-
gularitit der Hotine-Funktion nicht berechenbar. Wege zur Behandlung dieser Kernzone werden
in Kap. 10 diskutiert.

Eine analoge Umformung fiir die sphérisch-harmonische Analyse fiihrt von Gleichung (2.27) zu

1 _ 1

2 2

=——— [ EO,NR (0,\)dY — —%— | Fm(0,))dZ 24
Tnm 167r2R2/2 (0, 2) R (6, 1) 167r2R2/E (9,2) (2:43)

mit F (0, \) aus (2.40) und

/

Fom(0,)) = %Pﬁ/ (0, 7,60", N) (Rum (0, X) — R (6, X))? dX. (2.44)

Das Vernachldssigen von F,,, ist gleichbedeutend mit der Annahme, dass sich die Basisfunktion
R, im erwihnten kleinen Gebiet von Y/, in welchem o (6, X, ', \') # 0, nicht wesentlich #ndert,
d.h. wenn Ry (0, \) — Ry (0, X') & 0. Dies trifft zu, wenn der Grad n der Basisfunktion niedrig
im Vergleich zur Messpunktdichte (fiir kontinuierliche Interpolation) bzw. zur Blockgréfie (fiir
Interpolation von Blockmitteln) ist. Dann geht (0, A, 6’, \') schon fiir kleine Abstéinde QQ’ gegen

0, fiir welche sich R,,,, noch nicht merklich geéindert hat.

2.3.3 Vereinfachung durch Annahme einheitlicher Genauigkeit

Das Fehlervolumen FE ist iiber die Fehlerkovarianzfunktion vom Signalverhalten, von der Punkt-
dichte und vom Punktrauschen abhéingig. F(6, \) gibt regionale Variationen dieser bestimmenden
Groflen wieder. In E spiegeln sich z.B. unterschiedliche Messbedingungen auf Land und Meer oder
die Punktdichten nationaler Schwerenetze oder das unterschiedliche Signalverhalten in Gebirge
und Flachland wider. In dieser Arbeit werden allerdings nicht regionale Variationen untersucht,
sondern lokale Datensétze mit unterschiedlicher Punktdichte, aber einheitlichem Punktrauschen
und (mit Einschrankungen) einheitlichem Signalverhalten. Mittelwerte fiir E aus solchen ex-
emplarischen Datensétzen eignen sich fiir Abschétzungen zur Fehlerfortpflanzung. Es kann so
untersucht werden, welche Genauigkeiten bei der Berechnung verschiedener Funktionale (z.B.
Geoidhohen oder Kugelfunktionskoeffizienten aus Schwerestérungen) erreichbar wiren, wenn die
Punktdichte eines exemplarischen Datensatzes weltweit vorlige.

Wenn ein solcher E-Mittelwert als global giiltig angenommen wird, kann er bei der Fehlerfort-
pflanzung (2.39) bzw. (2.43) vor das Integral iiber die Kugel ¥ gezogen werden. Im Integral stehen
dann nur noch die Integralkerne (Hotine-Kern bzw. Kugelfunktionen). Unter Vernachlissigung
des F-Anteils und Ausniitzung der Orthogonalitéiten bei Kugelfunktionen erhélt man einfache
Beziehungen:
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1. aus (2.39) (Hotine-Operator):

E e
7= gz /w , HOW) sin() dy (2.45)

wobei die Kernzone von 0 bis 1y separat behandelt werden muss, sowie
2. aus (2.43) (sphérisch-harmonische Analyse):

2 E

dabei bezeichnet 02, wie in (2.27) und (2.43) den Fehler von dg-Kugelfunk tionskoeffi zien-
ten (nicht von Potentialkoeffizienten).

Wenn die Interpolation und damit auch die Berechnung von FE allerdings nicht blockweise,
sondern kontinuierlich erfolgt, dann variiert E auch bei homogener Punktdichte je nach der
Entfernung des Interpolationspunktes von den umliegenden Stiitzpunkten. Es entsteht ein Golf-
ballmuster fiir £. Bei einer Interpolation von etwas grofieren Blocken sowie der Annahme einer
einigermaflen einheitlichen Messpunktdichte und der Verwendung einer einheitlichen Signalko-
varianzfunktion hingegen ist die Variation von E von Block zu Block nur noch relativ gering,
und man kommt der Annahme einer konstanten Funktion néher (unter dieser Annahme wird das
Fehlervolumen bei Heiskanen und Moritz (1967) Fehlerkonstante S genannt).

2.3.4 Vereinfachung fiir unkorrelierte Fehler

Wenn die Fehlerfortpflanzung auf Blocke mit untereinander unkorrelierten Fehlern angewendet
wird, kann das Fehlervolumen durch das Produkt von Fehlervarianz und Blockfliche angenéhert
werden (Jekeli-Rapp-Modell, nach Jekeli und Rapp, 1980). Die Diskretisierung von (2.27) fir
Blocke K ergibt
1 _ _
O‘?Lm = —QZZUKK’anKanK/AEKAEK" (2.47)
167 ST

Wenn die Fehler der Blockmittel unkorreliert sind, beschrinkt sich die Summe iiber ¥’ auf den
jeweiligen Block selbst, und man erhélt

o2 = 1 > ok R2, ASk (2.48)
P

Fiir gleich genaue Blockmittel zieht man 02AY. vor die Summe und erhélt

2
s  0°AX —
T T > R, AXg
>
2AY 2 R2AY
_ 0 _ o RAY (2.49)
4 4 R2

Der Vergleich von (2.49) mit (2.46) zeigt, dass das Fehlervolumen E ersetzt wurde durch o2 R2AY,
also durch Rauschen mal Flichenelement (auf einer Kugel mit Radius R).

Ein solches Vorgehen ist geeignet fiir unkorrelierte Messungen, z.B. aus Satellitenmessverfahren.
Dann steht jeder Messpunkt fiir einen Block. Fiir terrestrische Messungen kann das Vorgehen
nur eingesetzt werden, wenn zunichst Blockmittelwerte aus ausreichend vielen Stiitzpunkten
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gebildet werden, deren Fehler untereinander dann nahezu unkorreliert sind. Der Preis fiir die
Vereinfachung ist allerdings die verringerte Auflésung durch die Blockbildung.

Mit den Gleichungen (2.45), (2.46) und (2.49) stehen nun beispielhafte, einfache Modelle fiir
Genauigkeiten zur Verfiigung, welche bei der Berechnung verschiedener Funktionale aus Schwe-
restérungen zu erwarten sind, wenn fiir die Schwerestérungen Parameter fiir Punktdichte, Si-
gnalverhalten (Signalkovarianzfunktion C') und Messfehler vorliegen, und wenn dabei jeweils ein
global einheitliches Datenmaterial vorausgesetzt wird.



3 Das Projektgebiet Estergebirge

3.1 Gebietsbeschreibung, Topographie

Das Estergebirge nordostlich von Garmisch-Partenkirchen bedeckt eine Fliche von ca. 15km
x 15 km und umfasst Hohenlagen zwischen 630 m und 2086 m. Eine detaillierte Karte des Gebietes
ist am Schluss der Arbeit angefiigt; eine Ubersichtskarte zeigt Abb. 5.3 auf S. 33. Es liegt nahe am
Alpenrand und ist Teil der Bayerischen Voralpen, aber durch die Hohe seiner Gipfel und in seiner
Charakteristik bereits recht alpin. So fallen beispielsweise die hoheren Gipfel nach Nordwesten
in einem grofen schroffen Steilhang iiber eine Hohendifferenz von 1400 m zum Talboden des
Loisachtals hin ab.

Von den Talbéden und den hoheren Gipfeln abgesehen, ist der Grofiteil des Gebietes bewaldet.
Alle Siedlungen (Garmisch-Partenkirchen, Farchant, Oberau, Eschenlohe, Walchensee, Wallgau,
Kriin, Klais) befinden sich in den das Estergebirge umschlieflenden Tallagen. Die Waldzone ist
gut durch Forststralen erschlossen, was den Zugang mit Messinstrumenten erleichtert. Einige
Almen und viele kleinere Lichtungen ermoglichen die Positionierung mit GPS. Oberhalb der
Waldgrenze schlieit meist ein dichter, teilweise undurchdringlicher Giirtel von Latschenkiefern
an, stellenweise findet man aber auch freies Almgelénde. Die Gipfel (Krottenkopf 2086 m, Bischof
2033 m, Hoher Fricken 1940 m, Hohe Kisten 1922 m, Simetsberg 1840 m) sind tiber Wanderwege
oder weglos gut erreichbar, erfordern allerdings teilweise Trittsicherheit. Der Gipfel des Wanks
(1780 m) ist Ziel einer Seilbahn und einiger Skilifte. In allen Hohenlagen finden sich felsige Zonen,
auch Schluchten, allerdings nicht so ausgedehnt, dass die angestrebte Punktdichte verhindert
worden wére. Im ganzen bot das Estergebirge geeignete Bedingungen fiir das Vorhaben, in echt
alpinem Gelinde eine dichte, gleichméBige Uberdeckung mit Messpunkten zu erreichen.

3.2 Geologische Ubersicht

Dieser Abschnitt soll einen Uberblick geben iiber die geologischen Strukturen im Estergebirge
selbst und in einem Umkreis von ca. 30 km, in welchem Schwerestérungen und Lotabweichungen
untersucht wurden (vgl. Abb.3.1).

Im nordlichsten Teil des Untersuchungsgebietes, dem Alpenvorland, liegen bis zu einer Tiefe
von 3-5km die Molasseschichten. Sie wurden im Tertiéir (seit ca. 40 Mio.) Jahren abgelagert, zu
einer Zeit, als die Alpenfaltung schon weit fortgeschritten war. Im Untersuchungsgebiet wurde
die Molasse nach ihrer Ablagerung durch den andauernden Schub der Alpen von Siiden gefaltet.
Durch die Faltung und Erosion stehen heute in der Faltenmolassezone Schichten an der Oberflache
an, welche aus Tiefen von bis zu 6 km stammen. Die Faltenmolasse bildet typische langgezogene
Riegel. Zwischen ihnen liegen Mulden, in welchen die Molasse meist mit Morédnenmaterial bedeckt
ist.

Im Siiden der Molasse schlielen in einer schmalen Zone die tektonischen Einheiten Flysch und
Helvetikum an. Diese Zone erstreckt sich entlang des Alpennordrands vom Bodensee bis nach
Wien. Sie besteht aus Gesteinen der Kreidezeit (ca. 130-50 Mio. Jahre alt), welche zwischen dem
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Abbildung 3.1: Geologische Ubersicht Estergebirge und Umgebung. Erlduterung der Abkiirzungen im
Text. Koordinaten: Gauss-Kriiger-Koordinaten in [km], wie bei vielen der folgenden Abbildungen.
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européischen Kontinent und der sich von Siiden heranschiebenden afrikanischen Platte abgelagert
wurden. Sie wurden von den kalkalpinen Decken afrikanischer Herkunft iiberfahren, und ihre Reste
wurden auf die Molasse aufgeschoben. Wie an vielen Stellen in den Alpen dienten die weichen
Flyschgesteine als Gleitschicht fiir die {iberschobenen Decken.

Die Gesteine der kalkalpinen Decken im Estergebirge wurden in der Trias vor ca. 200 Mio.
Jahren abgelagert. In der Umgebung des Estergebirges liegen darauf stellenweise noch erhal-
tene diinnere Schichten aus Jura- und Kreidezeit. Mit den kalkalpinen Decken besteht die am
hochsten liegende tektonische Einheit aus den &ltesten Gesteinen. Innerhalb des Kalkalpins lie-
gen zwei dhnlich gebaute Decken, die Lechtal- und die Allgdu-Decke, aufeinander. Die Decken
sind stark gefaltet, die sie aufbauenden Gesteinsschichten liegen aber im wesentlichen noch in
der Reihenfolge ihrer Ablagerung. Den Hauptanteil bildet sowohl im Estergebirge wie auch in
den ganzen bayerischen Alpen die méchtige, relativ homogene Schicht des Hauptdolomit (hd in
Abb.3.1). Der dariiber liegende Plattenkalk (pk) baut die Gipfel des Estergebirges auf. Er ist
stark zerkliiftet und weist Hohlen und Karstbildungen auf; so wird im Estergebirge ein grofier
Teil des Oberflichenwassers durch die Plattenkalkschicht zu einem Hohlenausgang bei Garmisch
hin abgeleitet (Hofmann et al., 1997). Unter dem Hauptdolomit liegen die Raibler Schichten,
eine Folge von Schichten, welche hinsichtlich Gesteinsart, -dichte und Schichtméchtigkeit stark
variieren (Raibler Kalke rk, Raibler Sandsteine rs, darunter Partnachschichten p und Muschel-
kalk m). Sie erscheinen am Siidrand des Estergebirges in einer geologischen Sattelstruktur an der
Oberfliche (Wamberger Sattel).

In den Tiélern liegen teilweise méchtige Talfiillungen aus verschiedenen Eiszeiten. Sie bestehen
hauptséchlich aus Seetonen, sind also aus verlandenden Seen entstanden. Daneben sind Kiese und
Morénen eingelagert. Die im Bereich der Talfiillung typischen sehr flachen Talboden gehen meist
knickartig in die Berghénge iiber; an manchen Stellen ergiefien sich grofle Gerdllschuttkegel in die
Ebenen. Auch auflerhalb der Talfiillungen sind an einigen Stellen méchtige Mordnen abgelagert
(Kriin, Eschenlohe, Walchensee). Kleinere Morénen und Gerdéllhalden finden sich in vielen Karen.
Am Eibsee sowie an der Esterbergalm liegen lockere Schuttmassen aus Bergstiirzen.

Auf die Gesteinsdichten wird in Kap. 7 eingegangen.



4 Schwere- und Lotrichtungsmessungen

4.1 GPS-Positionierung und Bezugsrahmen

Da die meisten Koordinaten im Testnetz mit GPS bestimmt werden, wurde als Bezugsrahmen
DREF gewéhlt, nicht Landeskoordinaten (DHDN). Die Anbindung an DREF wurde realisiert,
indem 6 Punkte im Testnetz, welche sich als Referenzpunkte zur Neupunktbestimmung mit GPS
eignen, d.h. keine Abschattungen iiber 15° Elevation und eine giinstige Lage aufweisen, gegeniiber
dem DREF-Punkt Hohenpeissenberg eingemessen wurden. Die Auswahlmoglichkeiten fiir solche
Punkte sind im Gebirge wegen der Steilheit der Hinge stark eingeschréankt. Die Einmessung
der Referenzpunkte wurde in einer Genauigkeit von 1-2 cm in Lage und Hohe realisiert durch
eine anfingliche Beobachtung aller Punkte mit Aufstellzeiten von 6-8 Stunden und spéteren
Ergénzungsmessungen mit &hnlicher Dauer fiir einzelne Verbindungen. Fiir die Einbindung der
Referenzpunkte in DREF wurden ausschliefllich Trimble 4000 SSE/SSI - Empfinger und Anten-
nen verwendet. Fiir die Bestimmung der iibrigen Neupunkte wurden zuséitzlich Geotronics- sowie
Leica-Geriite eingesetzt. Als Auswertesoftware wurde fiir die Einbindung der Referenzpunkte die

Bernese GPS Software sowie GeoGPS verwendet.

Die Punkte wurden mit Eisenrohren in Asphalt- oder Kiesstrafien oder durch Felsnégel vermarkt. Die
Stabilitdt der Eisenrohre ist nicht optimal. Die Punkte in den Télern, welche den Abschattungskriteri-
en geniigen, liegen meist auf einer dicken Schicht aus Talschotter. Ein wiederholtes Nivellement zu dem
wichtigen Punkt ES01 zeigte, dass der Punkt (Eisenrohr im Asphalt) sich innerhalb von 5 Jahren um
1.5 cm gesenkt hat, vermutlich aufgrund einer Senkung des ganzen Dammes des betreffenden Wirtschafts-
weges. Einige der wichtigen Referenzpunkte wurden deshalb durch Zwillingspunkte in wenigen m Abstand
versichert.

Transformation ins Landessystem. Fiir manche Zwecke wurden neben DREF-Koordinaten
auch Lagekoordinaten im Landessystem (DHDN) bendétigt. So ist das zur Geldndereduktion
verwendete digitale Geldindemodell in einem Gauf-Kriiger-DHDN-Gitter gegeben. Desweiteren
wurden trigonometrische Punkte und Nivellementpunkte mitverwendet, fiir welche nur DHDN-
Koordinaten vorlagen.

Deshalb war eine lokale Transformation zwischen DREF und DHDN erforderlich. Sie wur-
de als Helmerttransformation mit 5 identischen Punkten realisiert. Die identischen Punkte sind
trigonometrische Punkte, welche vom Bayerischen Landesvermessungsamt ausgewéhlt und mit
Koordinaten und ellipsoidischen Hohen beziiglich DREF und DHDN zur Verfiigung gestellt wur-
den. Die Restklaffungen der Helmerttransformation liegen unter 10 cm. Diese Genauigkeit ist fiir
die Zwecke, fiir welche die DHDN-Lagekoordinaten bendtigt werden, vollig ausreichend.

Umrechnung zwischen ellipsoidischen und physikalischen Héhen. An den meisten Messpunk-
ten wurden mit GPS ellipsoidische Hohen gemessen. Einige Punkte sowie das DGM lagen hin-
gegen in Meereshohen vor. Fiir die Kombination der beiden Hohenarten, z.B. zur Berechnung
der Geldndeanziehung, war eine Umrechnung iiber ein Geoidmodell erforderlich. Dafiir wurde
das EGG97-Quasigeoid verwendet (Torge und Denker, 1999). Der Vergleich des EGG97 mit iiber
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Nivellement und GPS gemessenen Hohenanomalien ergibt im Estergebirge einen Versatz von ca.
40 cm; nach der Korrektur des Versatzes bleiben die Fehler des EGG97 aber unter 10 cm (siehe
Kap.5). Somit kann die Umrechnung fiir das Estergebirge in fiir die Schwerereduktion ausrei-
chender Genauigkeit durchgefiihrt werden, indem aus dem EGG97 Hohenanomaliedifferenzen zu
einem Punkt berechnet werden und an die in diesem Punkt gemessene Héhenanomalie angehédngt
werden.

4.2 Schweremessungen

Der Schwerpunkt der Messungen im Estergebirge wurde bisher auf die Gravimetrie gelegt. Seit
Beginn des Projekts wurde die Schwere in dem ca. 170 km? umfassenden Estergebirge in 520 Punk-
ten gemessen. Dafiir waren ca. 70 Messtage eines in der Regel zweikopfigen Messtrupps erfor-
derlich. Im gesamten Estergebirge wurde eine gleichmifiige Punktdichte von 2.5 Punkten/km?
erreicht. Im Gebiet Eschenloher Kiihalm - Michelfeld im zentralen Teil der Estergebirges wurde
die Punktdichte auf 12 Punkte/km? erhoht, und um den Punkt ES03 auf der Kiihalm wur-
de auf einer Fliche von 300x400m eine besonders dichte gravimetrische Detailaufnahme mit
Punktabstinden von durchschnittlich 40 m durchgefiihrt. Die Verteilung der Schweremesspunkte
ist der Karte am Schluss der Arbeit zu entnehmen.

In nichtgebirgigen Gebieten sind heute schon vielerorts Schweremessungen in vergleichbar hoher
Punktdichte vorhanden. Sie stammen teilweise aus Prospektionskampagnen, in manchen Landern
aber auch aus dichten flichendeckenden Landesaufnahmen (z.B. ehemalige DDR, Schweiz, Ita-
lien). In den Alpen ist uns jedoch kein Messgebiet bekannt, in welchem eine vergleichbar hohe
homogene Punktdichte erreicht wurde. Oft ist die Punktdichte nur in den Télern hoch (siehe
z.B. Daxinger, 1996; Bernauer und Geiger, 1986; Rosselli et al., 1999). Als Beispiel fiir ein Gebiet
mit relativ hoher Punktdichte, welche auch in der Gipfelregion nicht vermindert wurde, sei die
Gegend siidlich des Vierwaldstittersees (Schweiz) genannt, wo aber ,nur“ ca. 0.33 Punkte/km?
erreicht werden.

Anfangs wurden oft bewusst topographisch exponierte Punkte wie z.B. Bergspitzen zur Mes-
sung ausgewdhlt. In diesen Punkten ist allerdings die Modellierung des Geléindes besonders
schwierig und fehleranfillig (sieche Kap.6.2). Um moglichst genaue gelindereduzierte Schwe-
restorungen zu erhalten, sollten die Messpunkte gleichméflig verteilt werden und Stellen mit
besonders rauer Topographie moéglichst gemieden werden. Dieser Grundsatz kann allerdings in
der Praxis nicht immer berticksichtigt werden, da manchmal nur auf exponierten Punkten ein
ausreichender GPS-Signalempfang mdoglich ist.

4.2.1 Einzelheiten zur Gravimetrie

Zur Schweremessung wurden 3 LaCoste-Romberg-Gravimeter (G87, G195 und G587) und ein
Scintrex CG3M eingesetzt. Das G87 wurde freundlicherweise vom Deutschen Geodétischen For-
schungsinstitut Miinchen zur Verfiigung gestellt. Mit diesen Geréten lassen sich im Geldnde mit
relativ geringem Aufwand Messgenauigkeiten um 50 puGal erzielen.

Um die angestrebte gleichméfig hohe Punktdichte zu erreichen, konnten die Messungen nur teilweise
entlang von Forststrafien erfolgen. Zum grofieren Teil der Messpunkte hin musste die Ausriistung zu Fuf3
transportiert werden, oft auf Wanderwegen, manchmal aber auch nur auf Trittspuren der Jéger oder ganz
weglos. Die Gravimeter wurden dafiir auf ein Tragegestell oder in einen mit Schaumstoff gepolsterten Ruck-
sack gepackt. Es wurde auf eine ruhige Gehweise geachtet; dennoch sind die Geréte dabei unvermeidlichen
Erschiitterungen ausgesetzt. Sie erwiesen sich jedoch alle als robust und stabil im Messverhalten.

Die Gravimeter wurden auf Béden von sehr unterschiedlicher Stabilitdt aufgestellt. Beim Scintrex lésst
sich diese anhand der laufend angezeigte Standardabweichung der Einzelmessungen und des Verhaltens
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der elektronischen Neigungsmesser leicht einschitzen. Die ruhigsten Messungen erhilt man meist auf Fels;
manchmal erweisen sich auch kleine kiesige Verebnungen, z.B. auf einem Wanderweg, als sehr ruhig. In
manchen Fillen musste allerdings auf weiche oder sogar leicht sumpfige Boden ausgewichen werden, um zu
starke Abschattungen fiir die GPS-Positionierung zu vermeiden. Dort dauert zwar das Horizontieren we-
sentlich linger, und jede Erschiitterung oder Gewichtsverlagerung in der Niahe des Geréits muss vermieden
werden. Letztlich ergaben aber meist auch Messungen auf solchen schwierigen Béden gute, reproduzierbare
Werte.

Ein wichtiger Punkt bei der Messung grofier Schwereunterschiede ist die korrekte FEichung
der Gravimeter. Im Estergebirge betrigt die grofite auftretende Schweredifferenz zwischen Tal
und hochstem Gipfel 320 mGal. Um ein Genauigkeitslimit von 0.1 mGal einzuhalten, durfte der
Fehler des Eichfaktors deshalb einen Wert von 3 - 10~ nicht iibersteigen. Beim relativ neuen
Scintrex wurden Anderungen des Eichfaktors in dieser Gréfie innerhalb von 2 Jahren, bei den
dlteren LCR-Geréten innerhalb von 10 Jahren festgestellt. Daher war eine regelméflige Eichung
erforderlich.

Zur Bestimmung von Absolutschwerewerten wurden 5 Punkte durch wiederholte Verbindungs-
messungen an den DSGN76-Punkt der TU Miinchen angeschlossen. Die {ibrigen Punkte wurden
jeweils in eintdgigen Schleifen an einen dieser Anschlusspunkte angehéingt. In einigen Féllen war
es wegen der langen Gehzeiten notwendig, eine Schleife an einen der untergeordneten Punkte
anzuhingen oder eine Linie zwischen einen Anschlusspunkt und einen untergeordneten Punkt
einzuhéngen.

Wegen der Erschiitterungen beim Transport auf
dem Riicken muss generell mit grofferen und teil- Scintrex, 21.9.99

weise unregelméfigen Driften der Gravimeter ge- g 0.06

rechnet werden. Im Estergebirge wurde jeweils £ o0.05f
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Féllen erreichten sie bis zu 60 uGal. Beim Scin- Abbildung 4.1: Typisches Driftverhalten des
trex wurde héufig ein Widerspruch im Driftverlauf gcintrex-Gravimeters. Der Punkt TUPfeiler
zwischen dem Transport wihrend der eigentlichen liegt in Miinchen, die tibrigen Punkte im Ester-
Messung im Testnetz und der 1-2stiindigen Auto- gebirge.

fahrt von bzw. nach Miinchen festgestellt. Abb. 4.1

zeigt ein solches Beispiel. Das Instrument scheint sich wiahrend der lingeren Autofahrt deutlich
anders zu verhalten als bei kurzen Autofahrten und FuBlmérschen, wiahrend das Verhalten bei
letzteren sehr konsistent ist. Fine mogliche Ursache dafiir kénnten in beim Scintrex bekannten
Hystereseeffekten liegen, welche durch das lingere Stehen im Auto in nicht horizontierter Lage
auftreten konnten. Das festgestellte Ausmaf ist mit 30-50 pGal nach 1 Stunde allerdings deut-
lich mehr als im Scintrex-Handbuch (Scintrex, 1992) angegeben. Schwereunterschiede zwischen
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Miinchen und dem Testnetz, welche nur auf einer einzigen Verbindungsmessung basieren, wurden
aus diesen Griinden nicht verwendet.

Wiederholgenauigkeit der Schweremessungen: Einige Punkte wurden vermarkt und durch Mes-
sungen an anderen Tagen, teilweise auch mit anderen Gravimetern oder von anderen Anschlus-
spunkten aus kontrolliert. Wenn Messungen verglichen werden, die an unterschiedlichen Tagen,
aber mit dem gleichen Gravimeter gemacht wurden, dann zeigen sich zufillige Fehler der einzel-
nen Messungen, korrelierte Fehler aus der Driftbestimmung und Fehler der Anschlusspunkte (so-
fern unterschiedliche verwendet wurden). Dieser Vergleich ist an 22 Punkten moglich. Abb. 4.2a
zeigt fiir diese Punkte die Abweichungen der Einzelmessungen vom jeweiligen Mittelwert. Wenn
Ergebnisse unterschiedlicher Instrumente verglichen werden, dann enthalten die Abweichungen
zusétzlich Fehler aus der Eichung (Abb.4.2b, aus 32 Punkten); solche scheinen sich allerdings
nicht auszuwirken, da die Fehlerstandardabweichung in Abb. 4.2b nicht angestiegen ist. Trotz
der relativ geringen Anzahl von Kontrollpunkten darf wohl fiir die &uflere Genauigkeit eines nur
einfach besetzten Punktes eine Standardabweichung von 20-30 uGal, sicher aber von unter 50
#Gal angenommen werden. Die maximale Differenz zweier Messungen im gleichen Punkt betrug
90 uGal. Das als Ziel festgelegte Genauigkeitslimit fiir die Schweremessung von 0.1 mGal wurde
somit in allen kontrollierten Punkten eingehalten und weder durch den Eichfehler, noch durch
den Fehler aus der Driftbestimmung, noch durch andere Instrumentenfehler iiberschritten.

Exzentrizitdt des Gravimeters in Lage und Hohe: Das Gravimeter wurde in der Regel nicht di-
rekt am GPS-Punkt aufgestellt, sondern daneben in bis zu 2 m Entfernung, allerdings auf wenige
cm genau auf der gleichen Hohe wie der GPS-Punkt. Die Hohe des Gravimeters wurde gemes-
sen und mit dem Freiluftschweregradienten korrigiert. Die Instrumentenhéhe sollte gering sein,
moglichst kleiner als & 20 cm, um Fehler aus der Abweichung des lokalen vertikalen Gradienten
vom Freiluftgradienten zu vermeiden.

Die Berechnung der Erdgezeitenkorrektion erfolgt beim Scintrex durch die eingebaute Software,
welche das Longman-Modell verwendet. Daneben steht ein Programm zur direkten Berechnung
der Anziehung von Mond und Sonne zur Verfiigung. Die Abweichungen beider Programme vom
Cartwright-Taylor-Edden-Modell liegen unter 10 pGal.

4.2.2 Positionierung fiir die Schweremessungen

Fiir die Positionierung der Schweremesspunkte wurde eine Hohengenauigkeit von 5-10 cm ange-
strebt. Daraus ergibt sich bei der Freiluftschwerereduktion mit dem Gradienten 0.3 mGal/m ein

15 15
= 10 = 10
5 5
0 0
-50 (0] 50 -50 0 50
uGal uGal
a) Mehrfachbesetzungen an unterschiedlichen b) nur Mehrfachbesetzungen mit unter-
Tagen jeweils mit dem gleichen Gravimeter schiedlichen Gravimetern, o = 20 uGal

(meist mit Scintrex), o = 21 yGal

Abbildung 4.2: Histogramme fiir Abweichungen der Werte von Mehrfachbesetzungen eines Punktes vom
Punktmittelwert aus den wiederholten Besetzungen. Die Asymmetrien der Histogramme werden durch 3-
bzw. 4-fache Besetzungen verursacht.
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Fehler aus der Hohenbestimmung von 15-30 uGal. Auch bei einem etwas gréfleren Hohenfehler
von bis zu 30 cm wiirde bei der Schwerereduktion die angestrebte Genauigkeit von 0.1 mGal noch
eingehalten werden.

In der Regel erfolgte die Positionierung mit GPS im Rapid-Static-Verfahren. Da fiir die Gra-
vimetrie keine bestimmten Punkte zu messen waren, sondern nur die angestrebte Punktdichte
einzuhalten war, konnten die Messpunkte jeweils auf die giinstigsten Lichtungen gelegt werden.
Auf diese Weise war in fast jedem Gelédnde ein ausreichender GPS-Signalempfang moglich, auch in
steilen Nordhingen. An schwierigen Punkten musste allerdings die Messung gelegentlich abgebro-
chen werden, wenn sich der Empfang als ungeniigend erwies, und in der Nihe neu versucht werden.
Hiufig wurde die Antenne mit Hilfe von Verldangerungsstéiben bis auf 4.5 m Hohe ausgefahren.
Dies verbessert bei nahe stehenden Baumen den Satellitenempfang oft entscheidend. An windigen
Tagen schwankt dann allerdings die Antenne um einige cm. Einige unerwartete Probleme bei der
Auswertung waren moglicherweise durch schlechte Beobachtungen aufgrund dieses Schwankens
verursacht. Unter windigen Bedingungen war dann eine Antennenhdhe von etwa 3m ein guter
Kompromiss.

Um eine sichere Auswertbarkeit zu gewéhrleisten, er-
wiesen sich die Mindestmesszeiten aus Tab.4.1 als er- Tabelle 4.1: GPS-Mindestmesszeiten bei
forderlich. Bei Signalabrissen der Satelliten wurde zur rapid static im Estergebirge

Sicherheit noch etwas ldnger gemessen. Die Trimble-

Empfanger erwiesen sich als giinstig, da bei ihnen Anzahl permane?t Mmdes‘cfnesszelt
wiahrend der Messung die Signale auf Abrisse iiberpriift empfangeze;atelhten (I;gl)
werden konnen. Die Auswertung ergab bei den mei- _5 o5
sten Punkten ohne manuelle Eingriffe zuverlissige Er- 4 30

gebnisse. Bei den iibrigen mussten die Beobachtungsda-
ten nachbearbeitet werden, um die Fixierung der Mehr-
deutigkeiten zu erreichen, z.B. durch Herausschneiden verrauschter Signalabschnitte.

Insgesamt erfiillt GPS im Rapid-Static-Verfahren die Erfordernisse der Gravimetrie im Gebirge
sehr gut. Wiederbesetzungen ergaben Abweichungen unter 5cm in Lage und Hohe. Gegeniiber
frither bei der Gravimetrie iiblichen Verfahren wie z.B. der barometrischen Héhenmessung bringt
GPS einen deutlichen Genauigkeitsgewinn, nicht zuletzt weil man neben der genauen Hohe auch
die Lagekoordinaten erhilt, welche Voraussetzung fiir eine genaue Gelédndereduktion sind.

Zur Verkiirzung der Messzeit wire prinzipiell eine Echtzeit-GPS-Positionierung interessant. Damit kénn-
te man die erfolgreiche Fixierung der Mehrdeutigkeiten schon im Feld feststellen und miisste nicht die
angegebenen, relativ grofziigig bemessenen Mindestmesszeiten beachten. Versuche mit einer Real-Time-
Kinematic-Ausriistung zeigten aber, dass im Gebirge schon ab 1km Entfernung von der Referenzstation
der erforderliche Funkkontakt nicht mehr gewshrleistet ist. Ahnlich schwierig diirfte der bislang nicht
getestete Empfang von SAPOS-Korrektursignalen im Gebirge sein.

Waéhrend der GPS-Messung wurde zur Verbesserung der Gelindemodellierung die Topogra-
phie im Umkreis von ca. 20 m mit Maband, Kompass und Neigungsmesser aufgenommen (siehe
Kap.6.2).

4.2.3 Schweredaten anderer Quellen

Die topographisch reduzierten Schwerestérungen im Estergebirge weisen Strukturen auf, deren
Beurteilung die Einbeziehung einer weiteren Umgebung erforderlich machten. Fiir die folgenden
Untersuchungen wurden daher zusétzlich Schweremesspunkte aus einem Umkreis von 20- 30 km
um das Estergebirge verwendet, welche zwar in viel geringerer Punktdichte, aber dennoch eini-
germaflen flichendeckend vorlagen.
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Abbildung 4.3: Schweremesspunkte Estergebirge und Umgebung

Diese Messungen stammen aus folgenden Quellen (vgl. Abb.4.3):

e Bayerisches Landesvermessungsamt

Das BLVA fiihrte im Rahmen der Verdichtung des Schwerefestpunktnetzes in den letzten
Jahren auch in den Alpen eine gréfiere Anzahl Schweremessungen durch. Im alpinen Be-
reich des untersuchten Ausschnitts wird eine mittlere Punktdichte von 0.08 Punkten/km?
(1 Punkt auf 12km?) erreicht, im Alpenvorland liegt die Dichte etwas hoher. Hiufig wurde
auf Berggipfeln an trigonometrischen Punkten gemessen.

e Deutsches Schwerearchiv

Das am Deutschen Geodétischen Forschungsinstitut (DGFI) vorgehaltene Deutsche Schwe-
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rearchiv enthélt eine grofiere Anzahl von Messungen im Alpenvorland. Davon sind fiir die
vorliegende Arbeit vor allem einige Profilmessungen mit engen Punktabstinden (ca. 400 m)
nordwestlich von Murnau interessant.

e Technische Universitat Graz

Fiir die Fortsetzung nach Siiden wurde ein vom Institut fiir Theoretische Geodisie der
TU Graz zur Verfiigung gestellter Osterreichischer Auswahldatensatz einbezogen, welcher
Schwerewerte und topographische Reduktionen enthélt. Hier liegt die mittlere Punktdichte
bei einem Punkt auf 40 km?. Im Gegensatz zu den Messungen des BLVA befinden sich nur
wenige Punkte in Hochlagen. Im Karwendelgebirge siidostlich von Mittenwald sind in einem
Gebiet von iiber 600 km? bisher gar keine Messungen vorhanden.

4.3 Astronomische Lotrichtungen, Lotabweichungen

In Zusammenarbeit mit der Bayerischen Kommission fiir die Internationale Erdmessung (BEK,
W. Wende) wurden an 9 Punkten im Estergebirge astronomische Lotrichtungen gemessen. Es
wurden jeweils astronomische Lénge und Breite simultan aus Durchgéingen im gleichen Almu-
kantarat bestimmt. Messinstrument war ein Zeiss Ni2 Nivellier mit Astrolabvorsatz. Die Zeit-
messung geschah mit Handtaster. Die Zeithaltung wéihrend der Messung lief iiber den Quarz
eines Taschencomputers, welcher mit DCF77-Langwellenzeitsignalen synchronisiert wurde. Der
Temperaturgang des Quarzes wurde gemessen und als Korrektur an die Zeitmessung angebracht.
Auch der Temperaturgang des Nivelliers wurde gemessen und bei der Auswertung beriicksichtigt.

An jedem Punkt wurden 2 Sétze gemessen, in welchen jeweils ca. 15 Sterne angezielt wur-
den. Die Abweichungen zwischen den Ergebnissen zweier Sitze lagen in der Regel unter 05, in
Ausnahmefillen zwischen 05 und 1”7.0. Als Messpunkte wurden trigonometrische Punkte oder
mit GPS bestimmte Punkte verwendet. Somit lagen geodétische Koordinaten zur Bildung von
Lotabweichungen nach Gleichung (2.11) vor (fiir die geodétischen Koordinaten ist ja eine Genau-
igkeit im m-Bereich ausreichend). Die Absténde zwischen den Messpunkten liegen im Mittel bei
3—4 km, der h6chste Punkt liegt auf 1650 m. Alle Punkte waren mit Fahrzeugen erreichbar.

Zusétzlich zu diesen Messungen lagen im Estergebirge und in der ndheren Umgebung schon
frithere Messungen der BEK vor sowie Messungen mit einer Zenitkamera der ETH Ziirich im
Auftrag des Instituts fiir Erdmessung und Navigation der Universitéit der Bundeswehr (IfEN),
welche uns dieses Institut freundlicherweise zur Verfiigung stellte. Die Messgenauigkeit fiir die
Zenitkamera ist dhnlich wie beim BEK-Verfahren. Somit sind im Estergebirge und der néher-
en Umgebung in insgesamt 29 Punkten hochgenaue Lotabweichungen vorhanden (Abb.4.4). Zur
Bestimmung der dufleren Mefigenauigkeit wurden 2 Punkte, in welchen sowohl Ni2- als auch
Zenitkamera-Messungen vorliegen, sowie der Vergleich von topographisch reduzierten Lotabwei-
chungen in benachbarten Punkten mit Distanzen von weniger als 1km verwendet (Abb.6.15).
Daraus ergeben sich Fehlerstandardabweichungen von 03 fiir £ und 0/6 fiir 7.
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Abbildung 4.4: Lotabweichungen Estergebirge und Umgebung. Oben: gegeniiber DREF, unten: nach Ab-
zug von Mittelwerten fiir £ und n. Schwarz: BEK/IAPG-Punkte, grau: IfEN/ETHZ-Punkte



5 Hohenanomalien und Geoidhohen aus
Nivellement und GPS

Die Kombination von nivellierten Hohen mit ellipsoidischen GPS-Hohen erméglicht die punkt-
weise Bestimmung von Hohenanomalien und Geoidhohen nach (2.21). Diese kénnen dann mit
flachenhaft vorliegenden Geoidmodellen (z.B. aus gravimetrischer oder astrogeodétischer Geoid-
berechnung) verglichen werden, woraus empirische Genauigkeitsmafle fiir solche Modelle abgelei-
tet werden konnen. Zur Zeit werden zwar vermehrt Messungen zur Geoidbestimmung aus Nivel-
lement und GPS durchgefiihrt, in Deutschland z.B. die Sat-Niv-Kampagne des Bundesamtes fiir
Kartographie und Geodisie BKG (Ihde et al., 1998). Dennoch gibt es bisher noch relativ wenige
Messdaten, da die genaue GPS-Hohenbestimmung mit einem betrachtlichen Aufwand verbunden
ist. Datensitze mit Messpunktabstidnden unter 15km scheinen noch kaum vorhanden zu sein,
insbesondere nicht im Gebirge. Zudem sind nur selten Nivellements in groflere Hohen vorhan-
den. Nur wenn jedoch auch Punkte im Gipfelbereich vorliegen, kénnen kurzwellige Geoidanteile
(mit Wellenléngen unterhalb des Abstands zweier Téler) sowie Gelédndeeffekte bei der Geoidbe-
rechnung nachgewiesen und analysiert werden. Genauigkeitsaussagen fiir Geoidmodelle sind aus
diesen Griinden fiir Gebirge bislang sehr unsicher (Marti, 1997).

In den bayerischen Alpen sind Prizisionsnivellements meist nur in den Tallagen oder {iber niedrige Pésse
verfiigbar. Einzelne Nivellementéste des Bayerischen Landesvermessungsamtes stoflen in mittlere Hohen
oder auf niedrige Gipfel vor. Am hochsten reichen die Linien Hochries (2. Ordnung, 1550 m, bei Rosenheim),
Rossfeld (3. Ordnung, 1550 m, bei Berchtesgaden), Einédsbach (3. Ordnung, ca. 1700m, bei Oberstdorf)
und Schachen (3. Ordnung, 1940m) bei Garmisch (BLVA, 1993). Daneben gab es ein Nivellement der
Bayerischen Zugspitzbahn zum Fenster 1 der Zahnradbahn in 1900 m Hohe (Messerer, 1931). Im Bereich
hoherer Gipfel gab es aber bislang keine nivellierten Punkte.

Im Estergebirge und seiner Umgebung wurde nun ein gréflerer Datensatz von Hohenanomalien
und Geoidhohen in einer Genauigkeit von 1-2 cm bestimmt. Im eigentlichen Estergebirge ent-
stand in Zusammenarbeit mit der Fachhochschule Miinchen (FHM) ein dichter Datensatz von
53 Punkten, welcher auch Punkte aus der Gipfelregion bis 2000 m Hohe einschlieit (siehe die
Karte am Schluss der Arbeit sowie Abb.5.1). Die Punktabstéinde liegen bei 0.5-2 km entlang der
Nivellementlinien und bei bis zu 4 km zwischen den Linien. Damit liegen zum ersten Mal in den
bayerischen Alpen genaue Hohenanomalien und Geoidhdhen in wirklich gebirgigem Gelédnde bei
hoher Punktdichte vor.

Daneben wurden GPS-Hohen an Nivellementpunkten in geringerer Punktdichte in einem 100km
x50km groflen Gebiet der bayerischen und Tiroler Alpen rings um das Estergebirge bestimmt
(Abb. 5.3). Im bayerischen Teil wurden diese Punkte als Verdichtung des SatNiv-Netzes des BKG
angelegt. Gemeinsam mit diesen Punkten ergibt sich ein mittlerer Punktabstand von ca. 15 km.

5.1 Nivellement, Genauigkeiten

Linien 1. Ordnung. Die Nivellements der Linien 1. Ordnung stammen aus den Wiederholungs-
messungen 1980-1985 des Deutschen Haupthohennetzes (AdV, 1993). Schweremessungen wurden
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alle 1-3 km ausgefiihrt, bei sehr bewegter Topographie auch dichter (z.B. bei Ettal, Abb. 5.1). In
der Ausgleichung zum Deutschen Haupthoéhennetz 1992 (DHHNO92) (AdV, 1995) wurden fiir diese
Linien geopotentielle Koten und Normalhdhen bestimmt. In Klais liegt der Knotenpunkt 8533/73
des DHHNO92. Bei den fiir diese Arbeit verwendeten Schleifen liegt der grofite Schleifenschluss bei
17mm (auf 246 km Schleifenléinge). Fiir die innerhalb des eigentlichen Estergebirges liegenden
Teilstiicke von ca. 40km Lénge bleiben die Verzerrungen aus der DHHN92-Ausgleichung unter
5mm. Mit dem DHHNO92 liegt somit eine genaue und einheitliche Hohenreferenz vor, und es bot
sich daher an, im Estergebirge bevorzugt mit dem System der NormalhShen zu arbeiten.

Linien 3. Ordnung. Die Linien im Finzbachtal und Eschenlainetal (Abb. 5.1) wurden vom BLVA
in den Jahren 1961 und 1962 gemessen. Wegen des relativ hohen Alters dieser Messungen ist die
Gefahr, dass sich die Festpunkte seit der Messung bewegt haben konnten, grofier als bei den
anderen Linien. Schweremessungen wurden nur etwa alle 5 km durchgefiihrt. Die Berechung von
Normalhchen erfolgte am IAPG.

Die Linie Oberau - Eschenlohe ist eine sogenannte Einschaltlinie 1. Ordnung. Die Messung
stammt aus dem Jahr 1990.

Linie iiber die Weilheimer Hiitte (IAPG/FHM). In den Jahren 1995 bis 1997 wurde die Verbin-
dungslinie Eschenlohe - Weilheimer Hiitte - Esterbergalm (Finzbachtal) gemessen. Sie ist wegen
der groflen Hohen das fiir die Geoidbestimmung interessanteste Teilstiick des Nivellementnetzes.

Das Nivellement zur 1950 m hoch gelegenen Weilheimer Hiitte wurde nordseitig als Prézisions-
nivellement ausgefiihrt, beginnend in Eschenlohe auf 630 m. Im unteren Teil bis zur Eschenloher
Kiithalm (1650m) fithrt es tiber eine Forststrafe. Die Differenz zwischen Hin- und Riickmes-
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Abbildung 5.3: GPS/Niv-Punkte der weiteren Umgebung um das Estergebirge mit Nivellementlinien

sung betrug in diesem Teil 0.35 mm bei 11 km Strecke. In oberen Teil verlduft die Linie teilweise
iiber steile Wanderwege, aber auch durch weglose Almweiden und Hénge mit grobem Gerdll. An
den steilsten Stellen waren nur noch sehr geringe Zielweiten von unter 2m moglich. Trotz sehr
schwieriger Messbedingungen (wie z.B. die Aufstellungen im Ger6ll) wurde in diesem Teil die sehr
geringe Differenz von nur 1.3 mm zwischen Hin- und Riickmessung iiber 4km Strecke erreicht.
Fiir beide Teilstrecken wurden damit die amtlichen Fehlergrenzen fiir das Prézisionsnivellement
eingehalten.

Auf der Siidseite der Weilheimer Hiitte wurde das Nivellement iiber 3.5km trigonometrisch
ausgefithrt. Dabei wurden mit einem Theodolit (Leica TC1610) und einem Kanalprismenstab
mit zweil Prismen Zenitwinkel und Strecken gemessen. Der Vorteil gegeniiber dem herkémmli-
chen geometrischen Nivellement liegt darin, dass die Zielweiten unabhéngig von der Steilheit
des Geldndes konstant gehalten werden kénnen. Das Verfahren war zuvor auf dem nérdlichen
Steilabschnitt getestet worden und ergab eine Abweichung gegeniiber dem geometrischen Prézi-
sionsnivellement von 5.9 mm {iber 4 km Strecke. Die Schwere wurde auf der Bergstrecke zwischen

Eschenlohe und dem Finzbachtal an allen Nivellementfestpunkten, d.h. alle 200-600 m gemessen.

Unmittelbar siidlich der Weilheimer Hiitte wurde ein Steilabschnitt mit 300 m Hohenunterschied iiber
eine Horizontalentfernung von 560 m zwischen den Punkten FH63 und FH64 mit Hilfe einer trigonome-
trischen Hoheniibertragung iiberwunden. Dazu wurden in einem Netz von 4 Punkten (Abb. 5.2) fiir alle
Verbindungen jeweils gegenseitige, nahezu gleichzeitige Zenitwinkel und Strecken gemessen (im Abstand
von wenigen Minuten). Das Netz wurde an zwei Tagen jeweils komplett gemessen, so dass fiir jede Ver-
bindung zwei unabhéngige Messungen vorliegen. Es wurden die Theodolite Leica TM1800 und TC1610
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eingesetzt. Die Netzausgleichung ergab fiir die Hohenunterschiede innere Genauigkeiten von 2—6 mm.
Die sich im Estergebirge ergebenden Schleifenschliisse liegen bei hochstens 1cm (Abb.5.1).

Nicht nur die Linien 1.Ordnung des BLVA, sondern auch die Bergstrecke mit ihren sehr schwie-

rigen Messbedingungen genauso wie die BLVA-Linien 3.0Ordnung sind offensichtlich sehr genau.

Osterreichische Nivellementpunkte In Osterreich liuft zur Zeit die Umstellung auf das System
der orthometrischen Hohen und den Anschluss an den Amsterdamer Pegel. Die Ausgleichung des
neuen Hohennetzes geschieht wie diejenige des DHHN92 in geopotentiellen Koten. Die Reali-
sierung des Anschlusses an den Pegel ist allerdings leicht unterschiedlich (fiir das DHHN92 im
Punkt Wallenhorst, fiir die neuen 6sterreichischen Hoéhen in einigen Punkten des européischen
Hohennetzes UELN95/98). Diese Unterschiede im Hohendatum sind im hier untersuchten Teil
von Tirol gut bestimmbar, da in die Ausgleichung des DHHN92 einige Tiroler Linien einbezo-
gen wurden. An diesen Linien liegen somit Koten aus beiden Systemen in identischen Punkten
vor. Aus den Differenzen wurden fiir die betrachteten Messpunkte Korrekturen interpoliert und
angebracht (mit Betrigen von 15-20mm), so dass nunmehr fiir alle Punkte DHHN92-Hohen
vorhanden waren.

Innerhalb des ganzen hier betrachteten Nivellementnetzes ist von maximalen Hohenfehlern fiir
Normalhthen aus Nivellement und Schweremessungen von ca. 1-2 cm auszugehen. Die Nachbar-
schaftsgenauigkeit ist allerdings wesentlich besser, der Fehler zwischen nah benachbarten Punkten
erreicht wohl hochstens wenige mm.

5.2 Nivellementreduktionen

Zur Bestimmung von physikalischen Hohen (dynamische Hohen Hp, orthometrische Hohen Hop,
Normalhéhen Hy, normalorthometrische Hohen Hyo) miissen die schwereabhiingigen Nivelle-
mentreduktionen DR,OR, NR, NOR (Tab.2.1) berechnet und an das Nivellement angebracht
werden. Abb. 5.4 zeigt die Reduktionen fiir die Nivellementschleife mit dem gréfiten Hohenunter-
schied.

Relativ aufwendig ist dabei lediglich die Berechnung der orthometrischen Reduktion ORpgum,
wenn die mittlere Schwere entlang der Lotlinie g mit der strengen Formel (2.20) berechnet wird.
Fiir die Integration iiber die Schweresinderung wurde die Gelindewirkung V,TOF fiir eine ausrei-
chende Anzahl von Diskretisierungspunkten entlang der Lotlinie aus Quaderprismen bestimmt
(Gleichungen (2.16),(2.17)). Fiir mm-Genauigkeit sind in der Regel ca. 8 Diskretisierungspunk-
te ausreichend. Abb. 5.5 zeigt fiir einen Messpunkt die aus dem DGM berechnete Zunahme der
Schwere im Vergleich zu der Annahme bei der Prey-Reduktion. Die numerische Integration iber
die Kurve ergibt dann g. Die Abweichung zwischen gpawm und gprey betrug in den topographisch
exponiertesten Punkten bis zu 70 mGal, mit unterschiedlichem Vorzeichen.

Die Kurven der Nivellementreduktionen erlauben einige Schlussfolgerungen. Die Reduktionen,
welche gemessene Schwerewerte verwenden (DR, NR, OR), weisen eine deutliche Hohenabhéngig-
keit auf. Diese Abhéingigkeit erreicht iiber den maximalen Hohenunterschied der Schleife von ca.
1400 m fir DR -19.5 cm, fiir NR 4.4 cm und fiir ORpgay 10.5 cm. Die negative Korrelation von
DR mit der Hohe ist von der Wahl von 7 abhéngig. ORpyey steigt im Gipfelbereich, wo die
zugrundeliegende Annahme der Bouguerplatte besonders stark von der Wirklichkeit abweicht,
im Vergleich zur Topographie iiberproportional an mit Ausschligen von bis zu 14 cm relativ zu
ORpaum (insgesamt 24.6 cm). Die normalorthometrische Reduktion enthélt nur eine sehr schwa-
che Hohenabhingigkeit. Sie ist im Gebirge als Ndherung fiir andere Reduktionen ungeeignet. Die
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Abbildung 5.4: Nivellementreduktionen fiir die Schleife Oberau—Eschenlohe—Weilheimer Hiitte-Garmisch—
Oberau mit extremen Hohenunterschieden
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Abbildung 5.5: Schwerezunahme entlang der Lotlinie fiir Punkt FH63 (Héhe 1984m)
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Kurven fiir NR und OR weisen untereinander eine hhenabhéngige Differenz von bis zu 7 cm auf.
Darin zeigt sich bereits der unterschiedliche Verlauf von Héhenanomalien und Geoidhéhen.

5.3 Genaue GPS-Hé6henbestimmung

Das Erreichen der geforderten Hohengenauigkeit von 1-2 cm mit GPS ist gerade im Gebirge keine
leichte Aufgabe. An geeigneten Nivellementpunkten miissen wegen der Berghéinge oft Abschat-
tungen bis zu Hohenwinkeln von ca. 30° in Kauf genommen werden. Zudem ist die Modellierung
der im Gebirge oft heterogenen Troposphére nur eingeschriinkt moglich. In der Regel wurden Auf-
stellzeiten von 6-8 Stunden pro Punkt eingehalten. Es wurden meist Trimble 4000 SSI Empfinger
benutzt, fiir kurze Basislinien manchmal auch Leica- und Geotronics-Geréte. Fiir kiirzere Basisli-
nien (< 15km) ergab die Auswertung mit den kommerziellen Programmen GeoGPS/GeoGenius,
GPSurvey und (mit Einschrinkungen) SKI gute Ergebnisse; fiir die lingeren Basislinien kam die
Bernese GPS Software zum Einsatz. Als unabhingige Kontrolle wurden einige Punkte wiederholt
bestimmt (in unterschiedlichen Kampagnen); die Abweichungen der Ergebnisse lagen dabei unter
1 cm.

Um eine gute Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen im SatNiv-Netz des BKG zu gewihrlei-
sten, wurde das Gesamtnetz im Punkt Hohenpeissenberg des BKG eingehéngt, und zwar nicht
an DREF-Koordinaten, sondern — um die bekannten Zwénge des DREF zu vermeiden — an Ko-
ordinaten aus einer freien Ausgleichung des SatNiv-Netzes.

5.4 Hohenanomalien und Geoidhohen, Vergleich mit dem EGG97

Aus den nach Anbringen der Nivellementreduktionen erhaltenen Normalhdhen bzw. orthome-
trischen Hohen sowie den ellipsoidischen GPS-Hohen liegen nun gemessene Hohenanomalien ¢
bzw. Geoidhéhen N vor. Diese kénnen mit flichenhaften Quasigeoid- oder Geoidmodellen ver-
glichen werden. Im folgenden werden Ergebnisse des Vergleichs mit dem EGG97-Modell (Torge
und Denker, 1999) gezeigt.

Der Abzug von Modellwerten (gca bzw. Ngag ergibt Residual-Hohenanomalien ¢ bzw. Resi-
dual-Geoidhohen N;. Das EGG97-Modell ist grob an in Deutschland gemessene Hohenanomalien
angepasst. Dennoch treten regional Abweichungen von einigen dm auf, z.B. aufgrund langwelliger
Fehler des verwendeten Geopotentialmodells. Diese wurden fiir die hier untersuchten Gebiete als
konstanter Versatz bpgg angesetzt; er betrdgt ca. 40 cm. Man erhélt damit

¢(r = (hgps — HN) — (Crca + bEGG) (5.1)
N, = (haps — Ho) — (Necc + beca)-

Abb. 5.6 zeigt das EGG97-Modell (Hohenanomalien und Geoidhdhen) fiir das Untersuchungsge-
biet sowie aus dem Vergleich mit den Messungen erhaltene Residual-Hohenanomalien ;. In der
Isoliniendarstellung fillt zundchst auf, dass Ngog im Gegensatz zu (gag kurzwellige Oszillatio-
nen aufweist, obwohl Geoidhohen eigentlich glatter als Hohenanomalien verlaufen miissten. Die
Oszillationen liegen oft im Gipfelbereich. Nggg wurde nicht direkt berechnet, sondern tiiber die

Umrechnung
Agpo

N=c+%ﬂzg+ H (5.3)
in den Gitterpunkten des EGG97 aus (gcg abgeleitet. Die enthaltene Naherung setzt die im
Gebirge unzureichende Annidherung des Geldndes durch die Bouguerplatte zur Berechnung von

g voraus; dies diirfte fiir die Oszillationen in Nggg verantwortlich sein.
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Abbildung 5.6: oben: EGG97, Hohenanomalien (links) und Geoidhohen (rechts), Aquidistanz je 0.2m.
Unten: Differenzen zwischen gemessenen und EGG97-Hbhenanomalien, Versatz abgezogen. Weil} gefiillte
Punktsignaturen: SatNiv-Punkte des BKG, schwarze Punktsignaturen: IAPG-Punkte.
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Die Residual-Hshenanomalien nach dem Abzug des Modells und des Versatzes bpgg (Abb. 5.6
unten) sind im Vergleich zum gesamten Hohenanomalien-Signal gering. Sie erreichen Betréige von
+6 cm mit einer Standardabweichung von 3.5 cm. Zwischen Punkten mit grofleren Abstédnden
(> 10km) sind die Korrelationen gering.

An der Grenze zu Osterreich ist kein Sprung feststellbar. Die Kombination der 6sterreichischen
und deutschen Normalhdhen ist also offensichtlich gut gelungen. Allerdings sind die Betrige der
¢ in Osterreich etwas grofer. Dies konnte u.a. auf eine etwas schlechtere Qualitit des EGG97
in Osterreich hinweisen, moglicherweise dadurch verursacht, dass fiir Osterreich weniger dichte
Schweredaten vorlagen (siehe Torge und Denker, 1999, Abb.1).

Im Estergebirge mit seiner hohen Punktdichte (Ausschnitt Abb.5.7) sind benachbarte (,-Werte
deutlich korreliert. Fiir die hochgelegenen Punkte in der Mitte des Estergebirges sind die ¢, um
bis zu 7 cm grofer als im Tal. Systematische hohenabhéngige Messfehler in dieser Gréfie kommen
wohl fiir GPS und Nivellement nicht in Betracht, so dass die Ursache dieser Korrelation am
ehesten beim EGG97-Modell zu vermuten ist.
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Abbildung 5.7: Differenzen zwischen gemessenen und EGG97-Hohenanomalien, Ausschnitt Estergebirge

Moglicherweise handelt es sich dabei um einen topographieabhéingigen Effekt, dessen Ursache
in der Modellierung bei der Quasigeoidberechnung zu suchen wire. Es kénnen aber auch Fehler
aus dem Darstellungsfehler der dem EGG97 zugrunde liegenden Schwereanomalien beteiligt sein.
Nach Abb.1 in Torge und Denker (1999) diirften die Absténde der fiir das EGG97 verwende-
ten Schweremesspunkte im Bereich des Estergebirges bei 5—10 km liegen. Aus der Untersuchung
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der Fortplanzung des Darstellungsfehlers fiir Schwerestérungen in Kap. 10 dieser Arbeit ergibt
sich fiir einen mittleren Punktabstand der Schweremesspunkte von 5-10km eine Geoidfehler-
Standardabweichung von 1-3cm (Tab.10.2); die gemessenen (; wiren demnach nur teilweise
durch die Punktdichte der Schweremesspunkte erklérbar.

Abb. 5.8 gibt ein noch etwas detaillierteres Bild der Modell-, Mess- und Residualwerte entlang
der Nivellementschleife aus Abb.5.4. In der flichenhaften Darstellung des EGG97 (oben) ist die
starke Neigung von ¢ und NN sowie teilweise die beschriebenen kurzwelligen Oszillationen in N
erkennbar. In den Differenzen zwischen Messung und Modell (Mitte/unten) erscheint wiederum
die festgestellte Korrelation mit der Topographie. Fiir Hohenanomalien (; erreicht sie bis zu 7 cm,
fiir Geoidhdhen IV, sogar bis zu 15 cm. Die Abhéngigkeit ist allerdings nicht linear mit der Hohe.

Zusitzlich zu dieser Korrelation weisen die Kurven eher zuféllige Variationen (Zacken) auf.
Bei ( erreichen diese maximal eine Amplitude von 1.9cm, zwischen km 11 und km 15 der
Schleife ausnahmsweise bis 2.8 cm. Dort waren die GPS-Aufstellzeiten etwas kiirzer (3-4 Std.),
was sich offensichtlich in einer etwas schlechteren Genauigkeit niederschligt. Diese Maximalwerte
zeigen, dass die GPS-Hohen auch im Sinn einer dufleren Genauigkeit eine gute Qualitdt haben.
Gleichzeitig geben sie auch eine obere Grenze fiir die Variation der Hohenanomalien im sehr
kurzwelligen Bereich bis ca. 2km vor.

Die Kurve fiir NV, weist stirkere Zacken von bis zu 4 cm auf. Hier wirken sich wohl die feh-
lerhaften Ostzillationen von Nggg aus. Daneben spielen fiir NV, aber auch bei der Modellierung
der Topographie vernachlédssigte Dichteunterschiede eine Rolle. Zum einen ist ihr Potential im
EGG97 nicht beriicksichtigt. Fiir die in Kap. 7 modellierte Loisachtalfiillung wurde beispielsweise
eine Wirkung auf das Geoid von bis zu 1.5 cm ermittelt. Zum anderen enthélt auch die orthome-
trische Hohe iiber g die Wirkung solcher Storkorper. Fiir die beschriebene Schleife kénnen sich
Storkorper Abschitzungen zufolge mit bis ca. 1 cm auf die orthometrische Hohe auswirken.

Bei Verwendung der Prey-Reduktion weisen die ¢, im Gipfelbereich starke Ausschléige von bis
ca. 10cm nach unten auf. Dies zeigt, dass die Bouguerplatte hier fiir die Modellierung nicht
ausreicht, und beweist, dass der bei ORp,ey in Abb.5.4 festgestellte iiberproportionale Anstieg
im Gipfelbereich unrealistisch ist.

Die Ergebnisse dieses Kapitels erlauben einige Schlussfolgerungen: Hohenanomalien sind im Ge-
birge iiber Nivellement und GPS mit einer Genauigkeit von ca. 1-2 cm messbar. Bei Geoidhéhen
ist die Unsicherheit wegen der orthometrischen Reduktion etwas grofier. Die Qualitét des gravi-
metrischen EGG97-Modells ist im untersuchten Gebiet — abgesehen von langwelligen Fehlern —
flaichendeckend gut; nach Abzug eines Versatzes zeigen sich noch nicht erfasste lokale Signalanteile
von ca. £6-8 cm. Zur Klarung der interessanten Frage, ob Geoidmodelle wie das EGG97 vielleicht
tatséchlich einen hohenabhéngigen systematischen Fehler enthalten, wéren weitere Nivellements
und GPS-Hohenmessungen in anderen gebirgigen Gebieten erforderlich.
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Abbildung 5.8: Vergleich mit EGG97-Modell entlang der Nivellementschleife Oberau-Eschenlohe-
Weilheimer Hiitte-Garmisch-Oberau. Oben: Schleife mit EGG97-Isolinien, Aquidistanz je 0.1 m; mitte:
Hohenanomalien und Geoidhéhen in den Profilpunkten, EGG97 so verschoben, dass Kurven im Anfangs-
punkt der Schleife iibereinstimmen; unten: Differenzen Messung — EGG97
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Bei Freiluftschwerestorungen dgra wird im Gebirge der grofite Signalanteil durch die Topographie
verursacht. Abb. 6.1 zeigt dgpa fiir das Estergebirge. In den Isolinien ist die Geldndeform klar
erkennbar. Die Vektoren der Lotabweichungen sind genauso durch die Topographie gepriagt und
haben eine starke Komponente in der Richtung der Falllinien des Gelindes am Messpunkt. Bei
den Lotabweichungspunkten im Estergebirge (Abb.4.4) wird der Effekt der Topographie aller-
dings durch eine nordwirts gerichtete Komponente iiberlagert und daher erst nach Abzug des
Mittelwerts sichtbar.

Fiir das Hauptziel dieser Arbeit, die Untersuchung des Darstellungsfehlers, muss das zu in-
terpolierende Signal moglichst glatt verlaufen. dgra, € und 7 sind ohne Geldndereduktion im
Gebirge vollig ungeeignet zur Interpolation. Um die Signalanteile aus der Topographie einiger-
maflen zu erfassen, miisste so dicht gemessen werden wie bei einer detaillierten topographischen
Gelandeaufnahme. Abb. 6.2 zeigt, dass eine einfache Bouguerreduktion das Ergebnis im Gebirge
teilweise eher verschlimmert als verbessert, denn bei dgpo stechen alle Punkte im Gipfelbereich
als extreme Spitzen heraus. Eine sorgféltige topographische Reduktion ist also unerlésslich.

Die hohe Punktdichte der Schweremessungen ermdoglicht die Erfassung von hochfrequenten Si-
gnalanteilen. Also muss auch die Reduktion fiir hochfrequente Anteile sehr sorgfiltig erfolgen.
Solche stammen hauptséichlich aus dem Nahbereich der unmittelbaren Messpunktumgebung. Eine
genaue Modellierung des Nahbereichs ist daher wichtig, besonders da oft an topographisch ex-
ponierten Punkten gemessen wurde. Bei weitmaschigeren Messungen gehen hingegen Fehler aus
der Modellierung eher in nicht erfassten Signalanteilen unter. Bei sorgfiltigem Vorgehen kann
die Genauigkeit der Modellierung nahe an der Messgenauigkeit liegen, wenn die angenommene
Modelldichte realistisch ist. Als einheitliche Néherungsdichte wird im folgenden 2.7 g/cm? ange-
nommen, ein runder Wert, welcher gleichzeitig fiir die nérdlichen Kalkalpen etwa einer mittleren
Dichte entspricht.

Anteile der Gelandewirkung, welche fiir alle Punkte des betrachteten, begrenzten Gebiets kon-
stant sind, wie z.B. die Wirkung weit entfernter Gebiete, konnen fiir den Zweck der Interpolation
vernachléssigt werden.

Die Gelandemodellierung fiir Schwere und Lotrichtung soll die Abnahme der Anziehung mit
dem inversen quadratischen Abstand beriicksichtigen, sie soll also im Nahbereich um den Mess-
punkt hochauflésend und genau sein, wihrend mit wachsendem Abstand die Anforderungen rasch
abnehmen. Dieser Gedanke war bei den frither verwendeten Sektorenmodellen gut realisiert. Die
heute iiblichen Rastergelindemodelle hingegen sind zwar aufgrund der leichten programmier-
technischen Handhabung weit iiberlegen. Man iibersieht aber leicht, dass einerseits fiir grofere
Absténde die Rasterweite meist bei weitem nicht erforderlich wire, dass aber andererseits im Nah-
bereich ein 50 m - Raster ein stark bewegtes Geldnde nur recht grob beschreiben kann. Zudem ist
die begrenzte Genauigkeit der Hohen eines Rastermodells zwar fiir weiter entfernte Teile mehr
als ausreichend, kann aber im Nahbereich spiirbare Fehler in der berechneten Gelindewirkung
verursachen.

In den folgenden Abschnitten (Kap. 6.1 — 6.3) wird auf Details der Gelindemodellierung einge-
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Abbildung 6.1: Freiluftschwerestorungen Estergebirge, Aquidistanz 10 mGal, mit Messpunkten
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Abbildung 6.2: Einfache Bouguerschwerestorungen Estergebirge, Aquidistanz 2 mGal, mit Messpunkten
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gangen, welche der daran weniger interessierte Leser {iberspringen moge.

6.1 Gelandemodelle

6.1.1 50 m-DGM des Bayerischen Landesvermessungsamtes

Fiir das Estergebirge und den bayerischen Teil der Umgebung lag ein digitales Geldndemodell
im 50m- Raster in Gauss-Kriiger-Koordinaten vor. Es stammt im wesentlichen aus Luftbild-
auswertungen in Hohenlinien; dieses Verfahren gibt in der Regel das Geldnde detailliert und
genau wieder. Das DGM enthélt aus diesen Auswertungen an den Rasterpunkten interpolierte
Punkthohen, nicht mittlere Hohen.

Die erste Version, welche das BLVA im Jahr 1995 zur Verfiigung stellte, erwies sich als heterogen.
Groflere rechteckige Teilblocke des DGMs wiesen fehlerhafte Verschiebungen in der Lage von bis zu 100 m
auf. Die dadurch verursachten Spriinge an den Grenzen der Teilblocke lassen sich im Gebirge oft gut durch
schummerungséhnliche Neigungsdarstellungen des DGMs aufdecken. Zudem waren die DGM-Hohen zwar
in den meisten Teilen in m- oder dm-Auflésung angegeben, in einigen Gebieten aber nur auf 10m oder
20 m gerundet.

In einer neueren Version des DGM vom Jahr 1999 waren diese Méngel beseitigt. An einigen Stellen
enthielt es dafiir Fehler einer anderen Art: Manche extreme Geldndekanten waren abgeschnitten, wie
es Abb. 6.3 am Beispiel der nordseitigen Felswand der Benediktenwand zeigt. An anderen Stellen zeigten
sich bei knickartigen Neigungsidnderungen, z.B. am Rand des Loisach-Talbodens, fehlerhafte Oszillationen.
Diese Fehler konnten bei der Interpolation der Rasterhthen aus den Punktwerten der photogrammetrischen
Auswertung entstanden sein. Bei detaillierter Betrachtung von Schummerungsdarstellungen fillt zudem
auf, dass manchmal die Rauheit der Oberfliche zwischen benachbarten rechteckigen Teilblocken abrupt
wechselt. Dies deutet daraufthin, dass in den Teilblocken unterschiedliche Interpolationsverfahren verwendet
wurden.

Die beschriebenen Beispiele zeigen, dass die heute vorliegenden digitalen Geldndemodelle teilweise noch
mit groben Fehlern behaftet sind. Wenn diese nicht entdeckt und korrigiert werden, kénnen sie in ungiinsti-
gen Fillen zu deutlichen Fehlern in der Gelindemodellierung fithren. So erreichten die durch die erw&hnten
Verschiebungen verursachten Fehler bis zu 2.5 mGal in der vertikalen Komponente der Geldndewirkung
und bis zu 1” in den horizontalen Komponenten.

Fiir die Gelandemodellierung wurden nun die in der dlteren DGM-Version nicht verschobenen DGM-
Teile weiterverwendet. Nur die damals verschobenen Teile wurden durch die entsprechenden Ausschnitte
der neueren Version ersetzt; in diesen Ausschnitten gefundene grob fehlerhafte Elemente wurden mit Hilfe
der TK 1:25000 korrigiert.

Eine Stichprobe zur Uberpriifung der DGM-Qualitéit war in einem 300 mx400m grofen Aus-
schnitt um den Punkt ES03 auf der Eschenloher Kiithalm méglich. Im Zug der erwahnten gra-
vimetrischen Detailaufnahme in diesem kriftig strukturierten Almgeldnde auf ca. 1650 m Hohe
wurde auch das Geldnde in Punktabstinden von 30-60 m mit GPS aufgenommen. An den Ra-
sterpunkten innerhalb dieses Ausschnitts wurden die DGM-H6hen mit aus der topographischen
Geldandeaufnahme interpolierten Hohen verglichen. Die Differenzen betragen hochstens 6 m bei
einer Standardabweichung von 2.3 m. Verschiebungen von mehr als 1 m vertikal bzw. mehr als
5m horizontal konnten ausgeschlossen werden. Diese Stichprobe ergab also eine gute DGM-
Genauigkeit, allerdings bei einem fiir die Luftbildauswertung einfachen Geldndeausschnitt. Ein
Vergleich von Hohenlinien aus dem DGM mit denjenigen der TK1: 25000 in waldigem Steil-
geldnde zeigte, dass die Kleinformen der TK vom DGM teilweise eher grob wiedergegeben wer-
den.

Einen Eindruck von der durchschnittlichen DGM-Qualitdt kann der Vergleich von gemesse-
nen Punkthéhen (z.B. von Schweremesspunkten) mit fiir diese Punkte aus dem DGM-Raster
interpolierten Hohen vermitteln. Die festgestellten Differenzen werden allerdings nicht nur durch
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Abbildung 6.3: Eine extreme Gelidndekante (die Gipfelwand der Benediktenwand nordéstlich des Wal-
chensees) wird durch das BLVA-DGM abgeschnitten. Der Schweremesspunkt wiirde danach 150 m iiber
dem Geldnde schweben. Das nach Karte verbesserte Raster liegt nahe am wirklichen Gelédnde.

Fehler der Rasterh6hen verursacht, sondern auch durch kurzwellige, mit dem 50 m - Raster nicht
erfassbare Signalanteile des Gelindes. Abb. 6.4 zeigt Histogramme der Differenzen; die angege-
benen Standardabweichungen zeigen eine im Durchschnitt gute DGM-Qualitét.

Zu einer sorgfiltigen stichprobenhaften Uberpriifung bote sich die Uberlagerung mit einem Stereomodell
aus Luftbildern mit Hilfe einer photogrammetrischen Software an. Dies ist heute mit relativ geringem Auf-
wand durchfithrbar. Dabei konnte beispielsweise die engere Punktumgebung von Messpunkten untersucht
werden, welche in sehr bewegtem, photogrammetrisch ungiinstigem Gelénde liegen. Fiir das Estergebirge
wurde dies aber noch nicht durchgefiihrt.

Beim BLVA liegt fiir die bayerischen Alpen auch ein DGM in 25 m Rasterweite vor. Fiir das
Estergebirge wurde davon nur ein kleiner Musterausschnitt getestet. Die Detailauflosung ist na-
turgeméf erheblich besser als beim 50 m Raster. Damit kénnte die Modellierung des Nahbereichs
noch etwas verbessert werden (siehe auch Abschnitt 6.2). Einige Interpolationsfehler der beschrie-
benen Art waren allerdings auch in dem 25 m-DGM-Muster enthalten.

Bei Seen ist in den DGMs des BLVA nur die Oberfliche erfasst, nicht aber der Seegrund. Die
TK1:25000 gibt aber fiir den Grund der meisten Seen Hohenlinien an. Um die Wassermassen
mit der korrekten Dichte zu modellieren, wurden aus diesen Hohenlinien 50 m-Seegrund-Raster
fiir den Walchensee, den Kochelsee und den Barmsee interpoliert. Besonders wichtig war dies fiir
den Walchensee wegen seiner Tiefe von bis zu 200 m.

6.1.2 30”"-DGM gtopo30

Das 50 m-DGM des BLVA endet an der bayerischen Grenze in ca. 8 km Entfernung vom Ester-
gebirge. Fiir die Gelandemodellierung war daher eine Erweiterung nach auflien unerlisslich. Da
die Auflésung mit zunehmender Entfernung stark abnehmen darf, wurde dafiir kein hochauf-
losendes DGM beschafft, sondern es wurde auf das frei verfiighare 30"-DGM gtopo30 des U.S.
Geological Survey (USGS, 1996) zuriickgegriffen, welches die Topographie der Landoberflichen
weltweit vollsténdig erfasst. Die Grofle der Maschen betrigt in der Breite des Testgebiets ca.
930 m x 630 m.

Das gtopo30-DGM ist aus Datensédtzen unterschiedlicher Herkunft und Qualitidt zusammenge-
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Abbildung 6.4: Differenzen zwischen gemessenen Hohen und aus dem 50m- DGM interpolierten Héhen
(Histogramme)

setzt. Der Vergleich mit dem DGM des BLVA ergab, dass das gtopo30-DGM um 30", also um ein
Element, nach Westen verschoben ist. Nach der Korrektur dieses Fehlers zeigte die Uberlagerung
von Hohenlinien der beiden Modelle keine groben Fehler mehr. Die Differenzen der Rasterhéhen
des gtopo30 zu aus dem BLVA-DGM interpolierten Hohen weisen eine Standardabweichung von
40m auf; die grofiten Differenzen liegen in der Regel bei 150 m, an grofleren Felswénden aus-
nahmsweise bei 300 m.

6.2 Modellierung des Nahbereichs

Wenn die Hohe des Messpunktes, in welchem die Geléndewirkung bestimmt werden soll, in guter
Genauigkeit vorliegt, sollte diese Hoheninformation unbedingt in die Geldndemodellierung ein-
bezogen werden. Im Testnetz Estergebirge ist sie aus der GPS-Positionierung auf 5-10 cm genau
bekannt und damit wesentlich genauer als die Hohen der umliegenden Punkte des Rastergeldnde-
modells. Zudem liegen die Messpunkte im Gebirge oft an topographisch exponierten Punkten oder
auf Geléndekleinformen, die durch das Raster des DGM nicht erfasst werden kénnen. Wenn auf
die Einbeziehung des Messpunkts selbst verzichtet werden sollte (z.B. um mit einem reinen Ra-
stermodell arbeiten zu kénnen), dann miissten die Messpunkte jeweils an moglichst gleichméBig
geneigten Hangen angelegt werden, wo eine Interpolation zwischen den benachbarten Raster-
punkten das Geldnde gut genug wiedergeben wiirde. Gerade im bewaldeten Steilgeldnde ist aber
oft nur an exponierten Stellen iiberhaupt ein ausreichender Signalempfang fiir eine GPS-Messung
moglich.

Im Lauf der Messungen im Estergebirge wurde fiir Schweremesspunkte als weitere Verbesse-
rung eine einfache topographische Nahaufnahme eingefiihrt: Wihrend der GPS-Positionsmessung
wurden ausgehend vom GPS-Messpunkt einige Punkte im Umkreis von ca. 15m mit Mafiband
und einfachem Kompass mit integriertem Neigungsmesser polar an den GPS-Punkt angehéngt.
Die Lage und Hohe dieser Punkte erhélt man so mit einer Genauigkeit von ca. 1 m. Die Punkte
werden so gewdhlt, dass bei einer Dreiecksvermaschung eine Interpolation innerhalb der Maschen
das Gelande gut beschreibt. In der Regel reichen 4-7 Punkte aus, damit geneigte Dreiecksflichen
die Gelédndehohe iiberall innerhalb der Punkte der Nahaufnahme auf 1-2m genau wiedergeben.
Mit einem Zeitaufwand von nur ca. 5min pro Punkt wird so der Nahbereich viel besser erfasst
als durch die relativ groben Maschen des DGMs (Abb.6.5). An der Bachrinne in Abb.6.5 ist
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allerdings auch zu erkennen, dass Kleinformen jenseits der Punkte der Nahaufnahme durch die
Vermaschung nur schlecht wiedergegeben werden.

Durch die Nahaufnahme kénnen auch Auswirkungen von grob falschen Hohen des DGM in
der unmittelbaren Punktumgebung vermieden werden. Wie schon weiter oben diskutiert wurde,
kann das verwendete DGM leicht Hohenfehler von einigen m oder mehr aufweisen. Je néher ein
grob falscher Rasterpunkt am Berechnungspunkt liegt, desto stérker verfilscht er die Geldnde-
anziehung. Innerhalb des Bereichs einer Nahaufnahme hingegen konnen die DGM-Rasterpunkte
generell eliminiert werden, wodurch sich solche groben Fehler im Nahbereich nicht mehr auswirken
(Abb.6.6).

Die Anziehung des Geldndenahbereichs wurde nun mit den in Kap.2 erwéhnten Formeln fiir
beliebig geformte Prismen von Petrovié¢ (1996) berechnet. Der ganze Nahbereich wurde als ein
einziges Prisma modelliert, bestehend aus senkrechten Seitenflichen, waagrechter Grundfliche
im Reduktionsniveau und einer komplizierten Oberfliche; diese besteht aus geneigten Dreiecken
aus einer Delaunay-Triangulation, in welche der Messpunkt selbst, die Punkte der Nahaufnah-
me sowie die DGM-Punkte bis zu einer bestimmten Entfernung vom Messpunkt (400 m fiir die
Schwerereduktion, 200 m fiir die Reduktion der Lotrichtung) eingehen (Abb.6.7). Die Topolo-
gie in der unmittelbaren Punktumgebung sollte bei der Berechnung fiir jeden Punkt tiberpriift
und gegebenenfalls verdndert werden, falls die durch die automatische Triangulation festgelegten
Dreieckseiten das Geldnde ungiinstig wiedergeben (wenn sie z.B. Geldndekanten durchstofien).
Dafiir sollte eine Topologieskizze des Beobachters vorliegen, der die Nahaufnahme durchfiihrte.
Durch die geneigten Dreiecke wird auch in den angrenzenden DGM-Maschen, in welchen keine
Zusatzinformation durch die Nahaufnahme mehr vorliegt, eine gewisse Verbesserung gegeniiber
der Modellierung mit Quaderprismen erzielt (Tsoulis, 1999). Fiir die Einbeziehung der Raster-
punkte in die Modellierung mit geneigten Dreiecken ist es giinstig, dass die DGM-Ho6hen als
Punkthohen vorliegen. Wenn sie mittlere Hohen darstellen wiirden, wére die Modellierung des
Nahbereichs nicht so sauber mdoglich.

Fiir die quadratischen DGM-Maschen ist die Triangulation hinsichtlich der Richtung der Diagonalen
uneindeutig. Thre Festlegung wurde dem Zufall, d.h. der Rechenunschérfe der Delaunay-Triangulation,
iiberlassen; es wurde aber die Moglichkeit programmiert, die Vermaschung mit dem Hohenlinienbild aus
dem DGM zu vergleichen und gegebenenfalls die Richtung von auszuwéhlenden Diagonalen zu verédndern.
Bei Abstidnden von mehr als 50 m vom Berechnungspunkt wirken sich solche Anderungen kaum noch aus.

Auch die Seitenflichen des Nahbereichsprismas wurden in Dreiecke unterteilt (Abb.6.7). Eigentlich
konnte man jeweils eine Seitenfliche als ein einziges Polygon mit einer gréfleren Anzahl von Ecken
einfithren; bei einer uneinheitlichen Kantenanzahl pro Fliche wiirde aber die Programmierung uniiber-
sichtlicher und aufwendiger, beispielsweise bei den erforderlichen Abfragen, ob die Projektion der Berech-
nungspunktes in die jeweilige Fliche innerhalb oder auflerhalb des Polygons liegt.

Abb. 6.8a zeigt das Histogramm der Differenzen VNah — S~/ Quader yywigchen der Schwerewir-
kung VNah des Nahbereichsprismas mit geneigten Dreiecksfliichen unter Einbeziehung des Mess-
punkts und der Wirkung des gleichen Nahbereichs in der Modellierung mit Quadern (fiir welche
der Messpunkt nicht verwendet wird). Die Differenzen erreichen bis zu 1.3 mGal und sind sy-
stematisch positiv mit einem Mittel von 0.38 mGal, d.h. die Modellierung mit Quaderprismen
ohne Einbeziehung des Messpunkts unterschétzt in der Regel die Geldndewirkung. Nur in einigen
wenigen Féllen, wenn sich der Messpunkt an exponierter Stelle und gleichzeitig nahe an einem
DGM-Rasterpunkt befindet (Abb.6.8b), ist die mit Quaderprismen ermittelte Schwerewirkung
zu grof}; so kommen die wenigen negativen Werte im Histogramm Abb. 6.8a zustande.

Eine &hnliche Systematik durch die Einbeziehung des Messpunkts zeigte sich auch an den
untersuchten Schweremesspunkten des Alpenvorlandes. Dort ist die Wirkung der Quaderprismen
im Mittel um 0.20 mGal zu klein (Histogramm Abb. 6.8¢c). Die Differenzen liegen zwischen 0 und
1.1 mGal, die Wirkung der Quaderprismen ist also in keinem Punkt gréfer als die Wirkung des



6 Geldndemodellierung 47

Vo
_ -~ DGM-

Rasterpunkt

/DGM
~ Rasterpunkt

\.dl.

Abbildung 6.5: Erfassung einer schwierigen Gelindeform (dargestellt durch Héhenlinien) mit Hilfe einer
Dreiecksvermaschung. Links: mit DGM-Rasterpunkten und Messpunkt; rechts: mit DGM-Rasterpunkten,
Messpunkt und Punkten einer einfachen topographischen Nahaufnahme
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Abbildung 6.6: Gelidndeprofil als Beispiel fiir die Auswirkung eines groben DGM-Fehlers unmittelbar
neben dem Messpunkt auf die Modellierung a) nur mit DGM-Rasterpunkten, b) mit DGM-Rasterpunkten
und Messpunkt, ¢) mit DGM-Rasterpunkten, Messpunkt und Punkten der Nahaufnahme (innerhalb der
Nahaufnahme liegender Rasterpunkt eliminiert)
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Abbildung 6.7: Nahbereichsprisma
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Prismas mit schrigen Oberflachen.

Bei den Horizontalkomponenten, die bei der Reduktion der Lotrichtung benétigt werden, ist die
Genauigkeit im Nahbereich weniger wichtig. Abb. 6.8d zeigt, dass der Unterschied in den Horizon-
talkomponenten V,IOF VyTOP zwischen Quadern und geneigten Oberflichen unter Einbeziehung
des Messpunkts zwar bis zu 0.5 mGal erreicht (obere Skala); dies entspricht allerdings einem Win-
kel von weniger als 0”1 (untere Skala) und liegt damit unter der Messgenauigkeit. Wichtig ist
bei der Lotrichtungsreduktion hingegen, dass die Gelindewirkung wirklich im Punkt der astro-
nomischen Messung berechnet wird und nicht in Exzentren, {iber welche oft die geodétischen
Koordinaten erhalten werden. Hierbei konnen sich nicht beriicksichtigte Lageexzentrizitdten ab
ca. 10 m spiirbar auswirken.

Abb.6.9 zeigt die Anderung der Schwerewirkung des Nahbereichsprismas, wenn neben dem
Messpunkt auch noch die Punkte einer Nahaufnahme einbezogen werden. Die Differenz ist im
Mittel wiederum leicht positiv (0.08 mGal). In Extremféllen kommen durch die Nahaufnahme
noch einmal bis zu 0.7 mGal hinzu, meist betréigt die Verbesserung aber weniger als 0.2 mGal.
Grofle Werte treten dabei meist dann auf, wenn ein schlechter DGM-Rasterpunkt in der Néhe
liegt, wenn némlich der erwidhnte Vorteil der Nahaufnahme zum Tragen kommt, dass grob falsche

Rasterpunkte eliminiert werden kénnen.

Eine einfache und wirkungsvolle Alternative zum Einsatz von schrigen Oberflichen soll nicht unerwéhnt
bleiben: Mit den Punkten der Nahaufnahme, dem Messpunkt sowie den nahegelegenen DGM-Punkten als
Stiitzpunkten kann fiir den Nahbereich ein feineres Raster zur Modellierung mit Quaderprismen inter-
poliert werden. Mit einer Rasterweite von 5m im Nahbereich erreicht man &hnliche Genauigkeiten wie
bei der Verwendung von schrigen Oberflichen. In Testpunkten der ESO3-Punktverdichtung betrugen die
Abweichungen zwischen den beiden Methoden maximal 0.1 mGal.

Fiir die Schwerereduktion sollte also bei der Modellierung des Nahbereichs auf keinen Fall auf
die Einbeziehung des Messpunkts in das Geldndemodell verzichtet werden; ansonsten ist im Ge-
birge bei Verwendung eines 50 m-DGMs mit Fehlern von bis zu 1.5 mGal zu rechnen. Zusétzlich
ist die Einbeziehung einer Geldndenahaufnahme zu empfehlen. Diese ist sehr wichtig, wenn an be-
sonders exponierten Punkten gemessen wird, z.B. um einen guten GPS-Empfang zu ermoglichen.
Aber auch an anderen Punkten liegt der Genauigkeitsgewinn noch deutlich iiber dem Messrau-
schen der Schweremessung. Besonders empfehlenswert ist die Nahaufnahme auch, wenn das DGM
Méngel aufweist. Die Verbesserung der Gelindemodellierung bewirkt eine teilweise systematische
Anderung der resultierenden Anziehung: je besser das Gelinde im Nahbereich erfasst wird, desto
grofler wird in der Regel die berechnete Gelidndeanziehung. Fiir die topographische Reduktion
von Lotabweichungen ist die Modellierungsgenauigkeit mit 50 m-Quaderprismen im Vergleich zur
Messgenauigkeit ausreichend.

6.3 Modellierung mit Rastergelindemodellen

Auflerhalb des Nahbereichs wurde das Geldnde mit Quaderprismen mit den Gleichungen (2.16)
und (2.17) in den Rastern der Gelindemodelle BLVA 50 m bzw. gtopo30 modelliert. Dabei liegt
jeder Rasterpunkt in der Mitte der Oberfliche einer senkrechten Quadersiule, welche senkrecht
auf der lokalen Horizontalebene des Berechnungspunkts steht. Die obere Begrenzung der Quader
wird durch die DGM-Hohe festgelegt, die untere Begrenzung durch das Ellipsoid als Referenzni-
veau fiir Schwerestérungen. Es wird also die Anziehung des gesamten Gelédndes bestimmt, nicht
die Abweichung gegeniiber einer Platte.

Ein Geldndemodell ist strenggenommen mit seinem Bezugsniveau (Geoid oder Ellipsoid) an die
Erdkriimmung gebunden. Dies verhindert eigentlich eine Modellierung mit Quaderprismen. Die
Massenelemente des Geldndes liegen mit zunehmender Entfernung immer weiter unterhalb der
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Abbildung 6.8: Differenzen zwischen der Modellierung mit geneigten Oberflichen unter Einbeziehung des
Messpunkts und der Modellierung mit Quaderprismen: a) Histogramm der Differenzen VNah — ™}/ Quader
fiir Punkte im Alpenbereich, b) Beispiel fiir gréBere Wirkung der Quader, ¢) Histogramm der Differenzen
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Abbildung 6.9: Nahbereichprisma bei der Schwerereduktion: Verbesserung durch Einbeziehung der Nah-
aufnahme gegeniiber Modellierung nur mit DGM und Schweremesspunkt (Histogramm)
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lokalen Horizontebene, sie sind gegeniiber der Vertikalen im Berechnungspunkt gekippt (bei den
iiblichen Maximalentfernungen allerdings nur geringfiigig), und ihr Querschnitt nimmt mit der
Hohe zu. Bei einem DGM im geographischen Raster sind zudem die Grundflichen der Elemente
keine Rechtecke. Aus diesen Griinden wurden schon verschiedene Alternativen zu den Quaderpris-
men vorgeschlagen. Genannt seien hier geneigte Massenlinien (Daxinger, 1996) sowie Tesseroide
(Griininger, 1990 als Ndherungslosung mit Reihenentwicklungen, Seitz und Heck, 2001 mit stren-
ger Losung). Die Abweichungen der Form der Geldndeelemente vom Quaderprisma bleiben aber
in ihrer Wirkung sehr klein, da die quadratische Abnahme der Anziehung die Zunahme der Ver-
nachléssigungen mit der Entfernung mehr als kompensiert. Wenn iiberhaupt, dann spielen sie am
ehesten noch in der ndheren Umgebung des Berechnungspunkts eine Rolle. Einzig die vertikale
Komponente der Erdkriimmung sollte nicht vernachldssigt werden.

Es wurde nun folgende Modellierung gewéhlt: Im inneren Bereich bis ca. 10 km Entfernung
wird das 50 m-DGM im GauB-Kriiger(GK)-Raster auf einem ebenen Bezugshorizont verwen-
det. Fiir das anschliefende geographische Gitter des gtopo30 wurden die geneigten Tesseroid-
Elemente durch volumengleiche senkrechte Quaderprismen ersetzt; diese wurden entsprechend
der Kriimmung des Bezugsellipsoids oder (ausreichend genau) einer Kugel gegeniiber der lokalen
Tangentialebene im Berechnungspunkt abgesenkt (Abb.6.10). Dabei entstehen Uberschneidun-
gen und Leerrdume zwischen den Quadern, deren Wirkung aber unter der Messgenauigkeit der
verwendeten Messungen bleibt. Fiir die horizontalen Koordinaten der Quadermittelpunkte im
lokalen Horizontsystem miissen die geographischen Koordinaten in eine Ebene projiziert werden.
Dafiir kann die GK-Projektion verwendet werden, was zu Streckenverzerrungen fiihrt; deren Aus-
wirkung auf die Anziehung der Quader bleibt aber ebenfalls vernachlissighar klein. Strenger ist
eine Orthogonalprojektion in die Tangentialebene aus Abb.6.10. Diese kann durch Drehung von
kartesischen geozentrischen Koordinaten in das lokale Horizontsystem im Messpunkt durchgefiihrt
werden. Wenn allerdings diese Orthogonalprojektion an die im inneren 50 m-Raster verwendete
GK-Projektion stéBt, kénnen dort problematische Uberlappungen aufgrund der unterschiedlichen
Projektion entstehen. Auch bei einheitlicher GK-Projektion ist fiir den korrekten Ubergang zwi-
schen 50 m- und 30”-Raster ein Streifen von Quadern mit variabler Breite, welche jeweils vom
Rand des 50 m-Bereichs bestimmt wird, erforderlich.

In groBleren Abstéinden vom Berechnungspunkt konnten die Quader eigentlich in gentigender
Genauigkeit durch Massenlinien, noch weiter entfernt sogar durch Punktmassen ersetzt werden.
Darauf wurde hier verzichtet. Mit zunehmender Entfernung wurde jedoch stufenweise die Auf-
losung der DGMs reduziert (Tab. 6.1). Die Grenzabstéinde sind dabei recht grof, also vorsich-
tig, gewahlt. Marti (1997) geht nach einer griindlichen Untersuchung der erforderlichen Grenz-
absténde bei dhnlichen Genauigkeitsanspriichen schon deutlich friither zu groberen Rastern iiber.

X Messpunkt

Abbildung 6.10: Abgesenkte, aber senkrechte Quaderprismen
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Tabelle 6.1: Bei der Gelindemodellierung verwendete DGM-Auflésung

Auflésung bis zur Entfernung
50 m mit Zusatzpunkten | 400 m (Schwere) / 200 m (Lotrichtung)
50m 5km
200 m ca. 10km
30” ca. 80 km
2'5 ca. 150 km
10" x 15 ca. 350 km (nur Lotrichtung)

Zwischen 150 km und 350 km wurde nur noch zur Reduktion der Lotrichtungen mit einem DGM
gearbeitet. Fiir die Schwerereduktion ist die Wirkung dieser Zone nur noch gering und nur von der
Hohe des Berechnungspunktes abhéngig, nicht mehr von seiner Lage. Die vertikale Komponente
kann genau genug bestimmt werden, indem die Anziehung einer ebenen oder sphérischen Platte
mit Gleichung (2.14) bzw. (2.15) berechnet wird, deren Hohe der mittleren Geldndehohe in dieser
Zone entspricht. Die schon beriicksichtigten inneren Zonen miissen aus dieser Platte ausgespart
werden. Aus dem DGM ergab sich fiir die Zone ab 150 km eine mittlere Geldndehthe von ca.
300 m. Wenn auflerhalb der verwendeten DGMs noch eine Platte angesetzt wird, dann sollte
immer eine Platte mittlerer Hohe gewéhlt werden und nicht eine, deren Héhe der Punkthohe
des Berechnungspunktes entspricht. Denn die Hohe der zu modellierenden Topographie ist ja in
groBeren Absténden nicht mehr mit der Hohe des Berechnungspunktes korreliert.

In Abb.6.11 ist die gesamte Schwerewirkung V.'OF der Topographie fiir die Messpunkte des
Estergebirges dargestellt. Die Isolinien sehen Héhenlinien &hnlich. Bei genauem Vergleich erkennt
man, dass sich die Berggipfel in V,FOF etwas verflacht abbilden (z.B. der Krottenkopf). Dies kann
damit veranschaulicht werden, dass zu den Bergspitzen hin wegen der immer geringeren Masse
in der Punktumgebung die Freiluftreduktion dem Verlauf der Schwere immer besser gerecht
wird und somit eine geringere Massenreduktion erforderlich ist. Abb.6.12 und 6.13 zeigen die
vertikalen und horizontalen Beitrige der Gelindewirkung in den verschiedenen Abstandszonen
der Modellierung. Fiir die vertikale Komponente wird in Abb. 6.12 deutlich, dass die Beitrige
entfernter Zonen im wesentlichen nur noch von der Hohe des Messpunkts abhéngen. Der Beitrag
des Nahbereichs hingegen ist sehr stark von der lokalen Geldndeform abhéngig. Auf Spitzen
und an Felswinden ergeben sich die kleinsten Werte; einige Beispiele sind in der Abbildung
beschriftet. Die Beitrége zu den Horizontalkomponenten sind im Nahbereich von der lokalen
Hangrichtung und Hangneigung abhéngig. Bei den entfernteren Zonen dominiert wegen der Lage
des Estergebirges am Alpennordrand die Wirkung der zentralen Bereiche der Alpen, welche sich
in einer starken nordwérts gerichteten Komponente niederschlégt.

Die Wirkung der Wassermassen der modellierten Seen betrigt maximal 2 mGal fiir die vertikale
bzw. 2" fiir die horizontalen Komponenten. Die Hochstwerte werden am Steilufer des Walchensees
erreicht. Die Wirkung liegt bis ca. 3—4 km Entfernung vom Seeufer im messbaren Bereich, beim
relativ kleinen Barmsee hingegen nur bis in wenige 100 m Entfernung. Der Wasserspiegel des
als Speichersee genutzten Walchensees variiert um ca. 8 m. Die Modellierung enthélt daher fiir
unmittelbar am Ufer liegende Messpunkte eine Unsicherheit von bis zu 0.15 mGal fiir die vertikale
und bis zu 015 fiir die horizontalen Komponenten.
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Abbildung 6.11: Geléindewirkung V'O, bis 150 km Abstand aus DGM, dariiber hinaus aus Platte mittler-
er Hohe, mit Ellipsoid als Reduktionsniveau, in den Messpunkten des Estergebirges. Aquidistanz 10 mGal

6.4 Topographisch reduzierte Schwerestérungen und
Lotabweichungen

Abb.6.14 zeigt die in der beschriebenen Weise topographisch reduzierten Schwerestérungen dgrop-
Die erkennbaren Strukturen werden in Kap. 7 ndher beschrieben. Fiir die Schweremesspunkte des
TAPG sind in Tab.6.2 die untersuchten Fehlerquellen zusammengestellt. Die Wirkungen von
Dichtevariationen, welche aufgrund ihrer Ausdehnung mehrere oder viele Punkte betreffen, wer-
den im folgenden nicht als Fehler, sondern als Signalanteile betrachtet. Den Werten der Tabelle
folgend, diirfte die Standardabweichung des teils zufilligen, teils gering korrelierten Gesamtrau-
schens bei etwa 0.1-0.3 mGal liegen. Bei sehr engen Punktabstinden kénnen aus empirischen
Signalkovarianzfunktionen Obergrenzen fiir das Rauschen abgeleitet werden (siehe Kap.9.2). Fiir
die Punktverdichtung Kiithalm-Michelfeld nérdlich des Krottenkopfs ergibt sich daraus, dass das
Rauschen unter 0.12 mGal liegen muss. In der Punktwolke um den Punkt ES03 auf der Kiihalm
muss es sogar kleiner als 0.03 mGal sein; dort sind allerdings die Bedingungen fiir die Gelénde-
modellierung besonders giinstig,.

Fir die Punkte des BLVA und des Deutschen Schwerearchivs ist von einer etwas weniger
genauen Geldndemodellierung auszugehen. Haufig sind ihre Lagekoordinaten nur auf ca. 30 m
genau aus der Karte abgegriffen.

Fiir die osterreichischen Punkte wurde die Gelindereduktion aus dem Datensatz der TU Graz
iibernommen. Diese ist mit einem groberen DGM mit Maschen von 350 mx400m bis zu einem
Abstand von 167 km fiir Anomalien berechnet, also bis zum Geoid als Reduktionsniveau. Die
Differenzen zu den anderen Datensétzen, die sich aus dem unterschiedlichen Reduktionsniveau
fiir Anomalien und Stérungen sowie aus dem unterschiedlichen Grenzabstand bei der Geldnde-
modellierung ergeben, wurden aus nahezu identischen Punkten auf ca. £1 mGal genau ermittelt
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Abbildung 6.14: Topographisch reduzierte Schwerestorungen dgrop, Dichte 2.7g/cm®, Aquidistanz 1 mGal

und als Konstante angebracht.

Der relativ glatte Verlauf der dgrop ermdoglichte die Elimination einiger grober Fehler, welche
durch falsche Koordinaten, grobe DGM-Fehler im Nahbereich oder falsche Schwerewerte verur-
sacht waren. Die sichere Identifizierbarkeit von nicht mit den benachbarten Punkten korrelierten
Spitzen als grobe Fehler war bei den engen Punktabstinden des Estergebirges schon bei Feh-
lern von 1 mGal gegeben, bei den gréfleren Punktabstéinden in der Umgebung hingegen erst ab
5-10mGal.

Abb.6.15 zeigt die topographisch reduzierten Lotabweichungen mit den Komponenten &rop
und nrop. Die érop-Komponente ist wegen der Lage des Netzes am Alpennordrand stark durch
die Wirkung der Moho-Eintiefung unter den Alpen geprigt. Um die Resteffekte zu sehen, wurde
in Abb.6.15 von £Top ein Mittel von 93 abgezogen.

Tab. 6.3 zeigt das Fehlerbudget fiir topographisch reduzierte Lotabweichungen mit abgeschétz-
ten Maximalfehlern. Anders als bei Schwerestérungen ist hier die Messgenauigkeit der astrono-
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Tabelle 6.2: Fehlerbudget dgrop

(v.a. Lockermaterial direkt un-
ter Messpunkt)

Fehler o Maximum
[mGal] [mGal]
zufilliger Mefifehler 0.02 0.1
Fehler Driftmodellierung 0.1 entlang des Messwegs korreliert
Fichfehler 0.2 hoéhen- und  instrumenten-
abhéngig
GPS-Hohenfehler 0.012 0.03 zufillig
(0 = 4cm, Max. 10 cm)
fehlende oder fehlerhafte 0.16 0.7 zufilllig, o wegen weniger Ex-
Geléindenahaufnahme tremfille relativ hoch
Rasterweite und Vereinfachun- < 0.1
gen der Geldndemodellierung
auBerhalb des Nahbereichs
DGM-Verschiebungen horizon- zuverliissige Abschitzung auf-
tal/ vertikal wendig,  weitgehend  durch
DGM-Priifung vermieden
kleinrdumige Dichteanomalien 0.8 bei 20m Dicke und Ap =

1g/cm?, zufillig

mischen Messung der dominierende Fehler. Aus dem schon in Kap. 4.3 angesprochenen Vergleich

zwischen nah benachbarten Punkten ergeben sich Fehlerstandardabweichungen von 0/3-0/6.

Tabelle 6.3: Fehlerbudget £&Top, nToP

geoditische

Modellierung
Nahbereich

Walchensee

Messgenauigkeit
astronomische Messung

Lagegenauigkeit

Seespiegelvariation

max. Fehler

0.5-1.0

<0.1

["]

0.2

0.15




6 Gelindemodellierung 57

4425 4430 4435 4440 4445 4450 4455 4460
[km]

Abbildung 6.15: Topographisch reduzierte Lotabweichungen, Mittel abgezogen, schwarz: BEK/IAPG-
Punkte, grau: IfEN/ETHZ-Punkte



7 Storkorper

7.1 Griinde fiir die Modellierung von Storkorpern

Die topographisch reduzierten Schwerestérungen dgrop zeigen im untersuchten Gebiet ein stark
differenziertes Bild. Dies gilt insbesondere dort, wo eine hohe Messpunktdichte eine gute Er-
fassung der Details ermoglicht, wie im Estergebirge oder entlang der Profile aus dem DGFI-
Schwerearchiv westlich von Murnau. Dort wechseln gréflere relativ ruhige Zonen mit kleinrdumi-
gen schnellen Anderungen ab. Diese Zonen mit unterschiedlich stark bewegtem Signal sind auch
in den topographisch reduzierten Lotabweichungen zu sehen, allerdings wegen der geringeren
Punktdichte weniger klar. Ruhige Zonen bedeuten, dass die verwendete Reduktionsdichte nahe
an der tatsdchlichen Dichte der Topographie liegt, und dass deshalb die Wirkung der Topographie
wirklich fast vollstéindig reduziert werden konnte. Dies ist im untersuchten Gebiet hiufig gerade
in Teilen mit sehr stark bewegter Topographie der Fall. Unruhig verlaufen die reduzierten Signale
hingegen im Bereich von Storkérpern abweichender Dichte, vor allem wenn diese an oder nahe
der Oberfliche liegen. Abb.7.1 und Abb. 7.2 zeigen noch einmal die topographisch reduzierten
Schwerestorungen und Lotabweichungen und enthalten zusétzlich die Grenzen der festgestellten
Storkorper. Die Wirkung dieser Korper soll in diesem Kapitel untersucht werden.

Schwerefeldfunktionale, welche mit einheitlicher Dichte topographisch reduziert wurden, sind
also inhomogene Signale. Dies gilt zwar im Prinzip nicht nur im Gebirge, weil Storkérper auch
in flachen und hiigeligen Gebieten vorkommen. Durch die intensive Verfaltung unterschiedlicher
Schichten stehen im Gebirge aber auf kleinem Raum relativ grofle Einheiten unterschiedlicher
Dichte nebeneinander an der Oberfliche an.

Bei der Untersuchung des Signalverhaltens und des daraus resultierenden Darstellungfehlers
geht man iiblicherweise von einem homogenen Signal aus, also davon, dass die Signalparameter
Varianz und Korrelationslénge fiir das gesamte Gebiet gelten. Bei einem inhomogenen Signal
héingen empirisch bestimmte Signalparameter stark vom jeweils gewédhlten Signalausschnitt ab
und unterscheiden sich abhéngig von den Anteilen an ruhigen bzw. unruhigen Signalanteilen,
welche das gewidhlte Gebiet enthélt. Es ist daher fraglich, ob die Funktionale in den im folgenden
beschrieben Teilgebieten als Teile des gleichen Signals betrachtet werden kénnen, und ob es
moglich und sinnvoll ist, die Signalparameter aus moglichst reprédsentativen Ausschnitten zu
bestimmen. Um dies zu beurteilen, ist es wichtig, eine Vorstellung von den Signalanteilen der
Storkorper zu haben, also von ihrer Haufigkeit, Ausdehnung und ihren typischen Formen. Aus
diesen Griinden ist die Untersuchung von Stérkdrpern - sonst eher Gegenstand der Geophysik
und Geologie - auch fiir die geodéitische Untersuchung des Schwerefeldes interessant.

Gestiitzt und zusétzlich motiviert wurde die Storkorpermodellierung durch die relativ grofle
Anzahl der aus dem Umbkreis des Estergebirges vorliegenden geophysikalischen Messungen. Neben
den im folgenden genannten Quellen basiert die Modellierung auf der Geologischen Karte von
Bayern 1:25000 des Bayerischen Geologischen Landesamtes BGLA (Blétter 8333, 8334, 8432,
8433, 8533 sowie der unveroffentlichte Entwurf fiir Blatt 8532).

Die im folgenden untersuchten Storkorper eignen sich fiir eine Modellierung mit Quaderpris-
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Abbildung 7.1: §grop mit geologischen Strukturen, Aquidistanz 1 mGal, siche Abb. 3.1

men, analog zur Geldndemodellierung. Dabei miissen in einem umgrenzten Gebiet A jeweils
Hohenraster fiir die untere und die obere Begrenzungsfldche des Korpers vorliegen. Diese Raster-
werte werden als 21, z2 in den Quaderformeln (2.16) verwendet; anstelle der Topographiedichte
prop wird dabei ein Dichteunterschied fiir den Storkorper K mit Ap = px — prop gewéhlt. Die
Addition der Beitrige V;Ap der Einzelquader ergibt dann die Gesamtwirkung des Stérkorpers

VE =3 VA, (7.1)
A

oder entsprechend fiir V; und V,,. Stérkorperreduzierte Schwerestérungen ergeben sich nun, indem
die Wirkungen aller modellierten Kérper von den dgrop subtrahiert werden:

09sroR = 09TOP — Z /A (7.2)

(2



7 Storkorper 60

—— tektonische Grenzen
—— Schichtgrenzen :

Talftllungen Penzberg
[ ] Seen ]
AN
5285 X n S J |
Murnau
b 5
\‘ (]
Kochel
5280 z0ne Y |
Murnauer
Flysch - \\ ,‘«
M00S
5275F \\ Jachen 7|
E Oberammergau Eschenlohét
i~ hd
5270 f
Vorderrif
5265 |
5260 - T .
Lo = H
T ol |«
Mal3stab
5255 Mittenwald -
| | | | | | |
4425 4430 4435 4440 4445 4450 4455 4460

[km]

Abbildung 7.2: Topographisch reduzierte Lotabweichungen Erop, nTop mit geologischen Strukturen (siehe
Abb. 6.15)

7.2 Dichtewerte aus Proben und Literatur

Fiir die Bestimmung der Wirkung der Topographie auf Schwerefeldgréfien kénnen im Labor be-
stimmte Dichten von Gesteinsproben wertvolle Anhaltspunkte geben. Sie sind allerdings selten
direkt reprisentativ fiir die tatséichliche Gesamtdichte eines grofleren Gesteinsverbandes (Ver-
bandsdichte, Blockdichte). Abweichungen ergeben sich aus Hohlraumanteilen aufgrund der Po-
rositit und der Zerkliiftung des Gesteins, aber auch aus lokalen Variationen der eigentlichen
Korndichte innerhalb eines Gesteinsverbandes.

Fiir das Gebiet des Estergebirges selbst sind keine Werte von Gesteinsproben bekannt. In der
nahegelegenen Tiefbohrung Vorderril wurden fiir die meisten im Estergebirge vorkommenden
Gesteine Dichtewerte bestimmt (Tab. 7.1, nach Dohr, 1981).

Im 10 km entfernten Estergebirge konnen die Dichten der entsprechenden Schichten allerdings
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Tabelle 7.1: Dichtewerte aus der Tiefbohrung Vorderrif3

Abkiirzung  Schicht Dichte (g/cm?)
hd Hauptdolomit 2.6-2.8, meist 2.75
r Raibler Schichten
rr Raibler Rauhwacke 2.6
Anhydrit 2.8-2.9
Dolomit 2.55-2.9
rk  Raibler Kalke 2.3-2.5
rs Raibler Sandstein, Tonstein 2.4-2.6
p Partnachschichten 2.2-2.7
m Alpiner Muschelkalk 2.6-2.8

stratigraphisch (in der Reihenfolge ihres Alters)

schon deutlich von den Werten in Vorderril abweichen, insbesondere fiir die heterogenen Raibler
Schichten. So treten die in Vorderrifl ca. 800 m miéchtigen Raibler Anhydrite und Dolomite mit
meist hoher Dichte im Estergebirge (zumindest an der Oberfldche) gar nicht auf. An ihrer Stelle
liegt hier bis ca. 150 m méchtige Raibler Rauhwacke, welche moglicherweise durch Auslaugung
aus Anhydrit und Dolomit entstanden ist (Bachmann und Miiller, 1981; Jerz, 1966). Die Raibler
Schichten enthalten lokale Gipseinlagerungen, fiir welche von nur ca. 2.2-2.3 g/cm? auszugehen
ist. Die eher hohen, homogenen Werte fiir Dolomite sowie die niedrigeren, starker schwankenden
Werte fiir Kalke und Sandsteine decken sich einigermaflen mit den Ergebnissen anderer Quellen
(Landolt-Bornstein, 1982).

Fiir die Flyschzone findet man in der Literatur niedrige Dichten von 2.3-2.6 g/cm? (Gétze et
al., 1979; Granser et al., 1983). Fiir die Molasse ergibt sich aus Bohrungen im Alpenvorland
bei ungestorter Lagerung eine Zunahme der Dichte von 2.1g/cm? an der Oberfliche iiber 2.3—
2.5g/cm? in 500 m Tiefe bis zu 2.5-2.6 g/cm?® in 4000 m Tiefe (Bohrproben in Inselmann, 1985,
zur Dichtezunahme s. Miiller, 1988; Kahle und Marti, 1993; Schwendener, 1984). Die vorliegende
Arbeit beschriankt sich jedoch auf die Zone der Faltenmolasse. In ihr wurden urspriinglich sehr
tief liegende Molasseschichten gefaltet und an die Oberfliche geschoben. Deshalb ist fiir diesen
Bereich von eher hoheren Dichten um 2.6 g/cm? auszugehen.

Sehr geringe Dichten weisen die eiszeitlichen (quartéren) Talfiillungen auf. Eine 60 m tiefe Boh-
rung des BGLA in der Talfiillung des Ammertales bei Unterammergau ergab Werte zwischen 1.8
und 2.1 g/cm3, fiir die ganz unten liegende Grundmorine 2.2 g/cm?. Eine exakte Bestimmung ist
wegen der nicht genau bekannten Wasserséttigung schwierig. Bei der Modellierung von Talfiillun-
gen anderer Alpentiler gehen die meisten Autoren von Dichten in diesem Bereich aus (Aric und
Steinhauser, 1976; Granser et al., 1983; Schwendener, 1984; Bernauer und Geiger, 1986; Militzer,
1984). In einigen Féllen wird auch fiir Talftillungen eine geringe Dichtezunahme mit der Tiefe
modelliert. Von &hnlich niedrigen Dichten ist fiir Mordnen, Bergsturzmassen und Gerdllschutt
auszugehen.

Aus zahlreichen seismischen Messungen liegen Geschwindigkeitsangaben fiir Talfiillungen und
Gestein vor. Die theoretisch mogliche Umrechnung der Geschwindigkeiten in Dichtewerte ist
jedoch leider in den oberflichennahen Schichten bis ca. 1-2 km Tiefe mit zu grolen Unsicherheiten
behaftet, da die seismischen Geschwindigkeiten dort stark von Poren und Kliiften beeinflusst
werden. Gemessene Geschwindigkeitsunterschiede erméglichen allerdings eine gute Lokalisierung
von Dichtekontrasten wie der Grenze zwischen Talfiillung und Felsuntergrund.
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7.3 Quartare Talfiillungen

In vielen groBen Alpentélern trifft man méchtige Seetone und Kiese aus den Eiszeiten (Quartér-
zeit) als Talfiillungen an. Aufgrund ihrer geringen Dichte haben sie einen priigenden Einfluss
auf das Schwerefeld im alpinen Raum. In topographisch reduzierten Schwerestérungen wirken sie
sich als grabenartige Vertiefungen aus, weil in ihrem Bereich aufgrund der zu hohen Redukti-
onsdichte zu viel Masse reduziert wird. Die Talfiilllungen bewirken auf diese Weise die zunéchst
iiberraschende Situation, dass die grofiten Variationen der Schwerestorungen sich nach der topo-
graphischen Reduktion nicht mehr im Bereich der Berggipfel befinden, sondern in den flachen
Talbdden. Solche Strukturen zeigen sich auch in schweizerischen und sterreichischen Datensétzen
als priagendes Element (Rosselli et al., 1999; Daxinger, 1996). Sie sind allerdings erst bei hoher
Messpunktdichte eindeutig identifizierbar.

In der Umgebung des Estergebirges liegen in den beiden grofiten Télern, dem Isar- und dem Loi-
sachtal, méchtige Talfiillungen. Weniger méchtige, aber in ihrer Wirkung noch deutlich messbare
Talfiillungen trifft man in den Télern der Fliisse Ammer, Obernach, Jachen und Leutasch an.

Die Loisachtalfiillung bewirkt in den dgrop einen Grabeneffekt von bis zu 8 mGal. Die scharfen
Rénder dieses Grabens fallen mit dem Rand des Talbodens zusammen. In der Detailabbildung
Abb. 7.3 ist die Struktur noch besser erkennbar. Weniger klar zeichnet sich die Isartalfiillung in
den dgrop ab. Sie wird von den dichten Messpunkten des Estergebirges nur am Rand erfasst
und ist in diesem Bereich weniger méchtig. Zudem sind hier andere iiberlagernde Effekte des
Wamberger Sattels (s.u.) stirker prigend. Entlang der in Abb. 7.1 grau markierten Talfiillungen
sind auch auferhalb des Estergebirges einige Spitzen und Steilstellen vorhanden. Die Talform
ist dabei meist nicht als Graben erkennbar, weil die Messpunktabstéinde deutlich grofler als die
Talstrukturen sind.

An vielen Stellen geben refraktionsseismische und geoelektrische Messungen sowie Bohrungen
Aufschluss iiber die Tiefe des Felsuntergrundes unter den Talfiillungen, an welchem die Dichte
sprunghaft ansteigt. Die Daten dieser Messungen wurden den Quellen Reich (1955); Kuhnert
(1967); Doben (1976); Bader (1979); Frank (1979); Seiler (1979); Doben und Frank (1983) sowie
Akten des BGLA entnommen. Eine Auswahl der wichtigsten Messungen ist in Abb. 7.4 eingezeich-
net. Die Messungen haben an manchen Stellen ein kréaftiges Relief im Felsuntergrund festgestellt.
Stark iibertiefte Senken wechseln mit Schwellen nahe der Oberflache ab. Als Ursache dafiir werden
die glaziale Erosion sowie tektonische Bewegungen in Betracht gezogen. Durch die Ubertiefungen
erreichen die Talfiillungen Méchtigkeiten von bis zu 500 m (im Loisachtal bei Farchant). Aus den
seismischen Geschwindigkeiten ergibt sich, dass meist nur die obersten Schichten der Talfiillungen
nicht eisvorbelastet sind. Die tieferen Schichten sind hingegen bereits kompakter, miissen daher
schon einmal eisbelastet gewesen sein und folglich dlter als die jiingste (Wiirm-)Eiszeit sein (Ba-
der, 1979; Frank, 1979). Am Alpenrand weitet sich das Loisachtal zu den Becken des Murnauer
und des Kocheler Mooses. Auch diese enthalten quartire Talfiillungen, allerdings nicht mehr ganz
so méchtig wie die inneralpinen Tiler. Die aus den Moosen aufragenden Felsrippen (,, Kochel*})
lassen auch hier einen stark bewegten Felsuntergrund vermuten; allerdings liegen erst an wenigen
Stellen geophysikalische Messungen vor.

Talfiillungen eignen sich gut fiir eine Modellierung mit Raster-Quaderprismen. Dies wurde fiir
das Isartal zwischen Scharnitz (Landesgrenze) und unterhalb von Wallgau sowie fiir das Loisachtal

von Grainau bis zum siidlichen Teil des Murnauer Mooses durchgefiihrt.

Der Rand der quartdren Fiillungen wurde aus geologischen Karten abgegriffen. Das Raster fiir die
obere Begrenzung der Quader innerhalb dieses Randes wurde dem DGM entnommen. Damit reicht das
Storkorpermodell bis zur Oberflache. Fiir die untere Begrenzung, den Felsuntergrund der Téler, wurden
gestiitzt auf die geophysikalischen Messungen jeweils 50 m-Raster interpoliert. Die Stiitzpunkte fiir die
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Abbildung 7.3: §grop mit geologischen Strukturen, Detail Estergebirge, Aquidistanz 1 mGal

Interpolation wurden im Isartal aus einem Hohenlinienplan fiir den Felsuntergrund des BGLA von 1976
abgegriffen. Fiir den mittleren Teil des Loisachtals lag ebenfalls ein Hohenlinienplan aus Kuhnert (1967)
vor. Dieser wurde unter Beriicksichtigung neuerer Messungen des BGLA korrigiert, nach Norden und
Siiden erweitert und iiber daraus abgegriffene Stiitzpunkte in ein 50 m-Raster umgesetzt. In Abb. 7.4 sind
die interpolierten Rastermodelle in Hohenlinien dargestellt. In die Modelle der Talfiillungen wurden einige
angrenzende Mordnen und Gerollkegel einbezogen, deren Dichte derjenigen der Talfiillungen nahekommen
diirfte.

Abb. 7.5 zeigt am Beispiel des Loisachtals, dass die Beriicksichtigung des Talmodells mit einem
Dichtekontrast von 0.7g/cm® den Grabeneffekt in den Schwerestérungen weitgehend beseitigt.
Dies ist im Isolinienbild der storkérper-reduzierten Schwerestorungen dgqrgg (Abb.7.6) auch
flichenhaft erkennbar. Allerdings bleiben einige lokale Spitzen von ca. +2-3 mGal iibrig, z.B. in
der Nihe der unterirdischen Schwellen bei Farchant (Ziffer 1 in Abb. 7.6) und Eschenlohe (Ziffer
2). An diesen Stellen kann der Felsuntergrund aufgrund von ungenauer oder zu wenig dichter
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Abbildung 7.4: Modelle fiir Felsuntergrund, Héhenlinien mit Aquidistanz 100 m, mit geophysikalischen
Messpunkten

seismischer Information fehlerhaft modelliert sein. Bei Eschenlohe kénnen auch zum Rand der
kalkalpinen Zone hin zunehmende Inhomogenitidten des Felsuntergrundes an den Resteffekten
beteiligt sein. Auch Dichteunterschiede innerhalb der Talfiillung kommen in Frage.

7.4 Flyschzone

Die Flyschzone am Alpennordrand zeichnet sich in den dgrop als grabenartige Vertiefung ab.
In den Bougueranomalien der Schwerekarte von Plaumann (1995) ist dieser Graben zwischen
Sonthofen im Westen und Salzburg im Osten durchgehend und immer der Flyschzone folgend
deutlich zu erkennen. Im hier untersuchten Ausschnitt erreicht der Effekt eine Amplitude von ca.
10 mGal. Bei hoher Punktdichte, v.a. entlang der Profilmessungen aus dem DGFI-Schwerearchiv
westlich von Murnau, wird die wahre Steilheit der Flanken des Grabens deutlich. Dies bedeutet,
dass hier — dhnlich wie bei den Talfiillungen — eine Dichtekontrastfliche die Oberfliche erreichen
muss. Der Flysch muss eine geringere Dichte sowohl als die kalkalpinen Decken im Siiden als auch
als die Faltenmolasse im Norden aufweisen. Die nordliche Grenze des Storkorpers ist durch die
gegebenen Messpunkte meist klar vorgegeben, wiahrend die siidliche Grenze durch die gréferen
Punktabsténde teilweise weniger sicher lokalisiert ist. Der Befund wird durch die topographisch
reduzierten Lotabweichungen bestétigt. Bei Storkorpern geringerer Dichte ist zu erwarten, dass
die Lotabweichungsvektoren zum Zentrum des Storkorpers hin zeigen. Dies ist in der Umgebung
des Flysch-Storkorpers in Abb. 7.2 deutlich zu erkennen.

Die Schichten der Flyschzone stehen an der Oberflache fast senkrecht. In gréflerer Tiefe ver-
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Abbildung 7.5: Querprofil Loisachtal B-B’ mit Talfiillung als Stérkérper. Lage des Profils siehe Abb. 7.1

flachen sie nach Siiden hin und werden teilweise durch Helvetikum abgeldst (Doben und Frank,
1983). Der Flysch setzt sich vermutlich noch ein Stiick weit nach Siiden unter die Allgédu-Decke
hinein fort, bevor er auskeilt. Fiir das Helvetikum ist die Fortsetzung nach Siiden unter dem Kal-
kalpin in der Bohrung Vorderrifl nachgewiesen (vgl. Abb.3.1). Der unterirdische Verlauf der als
Dichtekontrastfliche in Frage kommenden Schichtgrenzen ist hier viel unsicherer als bei der Mo-
dellierung der Talfiillungen. Trotz dieser Unsicherheiten konnte der Flysch-Storkorper im Bereich
des untersuchten Gebietes mit gutem Ergebnis modelliert werden.

Die Grenzen an der Oberfliche wurden wieder geologischen Karten entnommen. Zwischen diesen Gren-
zen und geschétzten Stiitzpunkten fiir die untere Begrenzung des Korpers wurden Raster fiir die seitlichen
und fiir die untere Begrenzungsfliche des Korpers interpoliert. Wegen des relativ geringen zu erwartenden
Dichteunterschiedes sind auch die Genauigkeitsanspriiche hinsichtlich der Form des Koérpers geringer als

bei der Topographie oder den Talfiillungen. Deshalb wurde mit 100 m Maschenweite ein etwas gréberes
Raster gewahlt.

In Abb.7.7 sind Schwerestérungen nach der Reduktion unterschiedlicher Flysch-Modelle im
Profil dargestellt. Dabei zeigt sich, dass der Effekt des Flysch-Storkorpers sowohl durch eine
flache Schicht (Modell 1) mit grofler Dichteanomalie Ap als auch durch einen tiefreichenden
Korper (Modell 2) mit kleiner Dichteanomalie erklirt werden kann.

Vor allem unmittelbar am Nordrand des Korpers ist das Ergebnis des tiefreichenden Korpers etwas
iiberzeugender, wiihrend nach der Reduktion der flachen Schicht immer noch ein gewisser Ausschlag nach
unten als Resteffekt bleibt. Sicher kann festgestellt werden, dass der Nordrand des Storkorpers nicht genau
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Abbildung 7.6: Schwerestérungen nach Reduktion der Storkorper, Aquidistanz 1 mGal, mit den Dichte-
werten: Topographie 2.75 g/cm?®, Talfiillungen Isar, Loisach 2.0 g/cm?®, Flysch (Modell 2) 2.65 g/cm?®,
Wamberger Sattel (rk,rs,p,m) 2.5 g/cm?®, Plattenkalk 2.63 g/cm?. Ziffern 1-5: siehe Erklarungen im Text
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Abbildung 7.7: Querprofil Flyschzone A-A’ mit verschiedenen Stérkérpermodellen (Lage s. Abb. 7.1)

mit der Flyschgrenze zusammentfiillt, wie zunéichst (Modell 3) angenommen wurde. Dann bliebe némlich
eine deutlich fehlerhafte Spitze nach unten bei Hochwert 5280 iibrig. Der Storkorper geringerer Dichte
scheint zusétzlich zum Flysch zwei anschlieende, 200-1500m méchtige Schichten der Faltenmolasse zu
umfassen (Deutenhausener Schichten und Rupel-Tonmergel).

Fiir die Darstellung der dggpsr in Abb.7.6 wurde Modell 2 aus Abb. 7.7 verwendet. Durch
das gewahlte Ap wurde der Grabeneffekt der Flyschzone im wesentlichen beseitigt. Vor allem die
beschriebenen steilen Flanken bei dichten Messpunkten sind fast vollstéindig verschwunden. Dort
wurde die Grenze des Storkorpers gut getroffen.

In den dggp@R sind in der Flyschzone einige Vertiefungen im Bereich von nicht modellierten Talfiillun-
gen (Ammer, nérdliches Murnauer Moos, Kocheler Moos, Isar bei Bad T6lz) sowie eine ausgedehnte Senke
zwischen Ammer und Kochelsee iibrig geblieben. Hier konnte der Flysch weniger dicht oder méchtiger
als angenommen sein. Am nordwestlichen Ende des Kocheler Mooses, wo die siidlichste Mulde der Fal-
tenmolasse abtaucht, verlaufen die dggpuyr immer noch steil. Dort ist die Modellierung wohl schlecht
gelungen.

Siidlich der Flyschzone schliefit ein 2—5km breiter Streifen mit eher geringen dgqp¢r-Werten an. In
diesem Bereich stehen in rascher Folge Schichten unterschiedlichen Alters aus Allgéiu- und Lechtaldecke an,
darunter einige Kalke mit moglicherweise geringerer Dichte. Deshalb ist zumindest bei der gegenwéartig
vorhandenen Messpunktdichte in diesem Bereich auch der Dichteunterschied zwischen Flysch und dem
weiter siidlich anschlieenden Hauptdolomit unsicher. Die fiir Abb. 7.6 angenommenen Dichtewerte fiir
Faltenmolasse erscheinen im Vergleich mit den Werten aus Proben und Literatur (Kap. 7.2) eher zu hoch.
Andererseits ist der Wert fiir den Hauptdolomit gut gesichert (sieche Kap.8). Moglicherweise ist folgende
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Dichteabfolge realistischer:

Faltenmolasse 2.67 g/cm?
Flysch, Helvetikum  2.60 g/cm?
Hauptdolomit 2.75 g/cm?

Erwahnt werden soll noch, dass die Kleinstrukturen der dgrop im Bereich der Faltenmolasse offensicht-
lich mit dem Wechsel zwischen an der Oberfléiche anstehenden Gesteinsriegeln und mit Morédnen bedeckten
Becken zusammenhéngt (zum Aufbau der Faltenmolasse s. Miiller, 1970).

7.5 Wamberger Sattel

Im Siiden des Estergebirges zwischen Garmisch und Wallgau enthalten die dgrop eine langge-
streckte Struktur, welche auf einen Dichtekontrast an der Oberfliche hinweist. Die dgrop fallen
dort auf kurzer Distanz um bis zu 10mGal in Richtung Stiden ab. Durch die hohe Messpunkt-
dichte wird der Verlauf der Struktur in ihrem mittleren Teil sehr zuverldssig beschrieben. Die
Reduktion der Isar-Talfiillung, welche diesen Bereich streift, verringert den Effekt nur wenig. Der
Vergleich mit der geologischen Karte zeigt, dass die Struktur im wesentlichen der Grenze zwi-
schen Raibler Rauhwacke und Raibler Kalken folgt. Siidlich dieser Grenze stehen im Inneren des
Wamberger Sattels neben den Raibler Kalken noch Raibler Sandstein, Partnachschichten und
Muschelkalk teilweise intensiv verfaltet an der Oberfliche an. Diese Gruppe von Schichten muss
aufgrund des Verlaufs der dgrop eine geringere Dichte als die dariiber liegenden Schichten der
Rauhwacke und des Hauptdolomits haben. Fiir die Raibler Kalke bis einschliefllich der Partnach-
schichten befindet sich dieser Schluss im Einklang mit den Ergebnissen der Bohrung Vorderrif3
(Tab.7.1). Im Siiden des Wamberger Sattels, wo die Raibler Schichten wieder unter den Haupt-
dolomit eintauchen (auflerhalb des eigentlichen Projektgebiets), ist der Dichtekontrast aufgrund
der geringen Messpunktdichte schlechter lokalisierbar.

Auch dieser Storkorper wurde modelliert. Alle Schichten innerhalb der Grenze der Raibler
Kalke wurden zu einem Korper zusammengefasst. Die nordliche und siidliche Flanke wurden
gemifl dem geologischen Befund an der Oberfliche jeweils mit 30° bis 40° Neigung fallend an-
genommen. Die Unterseite des Korpers wurde bei einer Hohe von 200 m NN angesetzt, so dass
sich eine Méchtigkeit von 600 m—800m bis zur Geldndeoberfliche ergab. Diese Werte erscheinen
im Vergleich zu den entsprechenden Schichtméchtigkeiten in Vorderrifl als plausibel, sind aber
wegen der starken Verfaltung und der Variation der Michtigkeiten als unsicher einzustufen. Im
Westen bei Garmisch sowie im Osten bei Wallgau tauchen die Raibler Schichten zunéchst unter
die Talfiillungen, dann unter Hauptdolomit ab. Wegen der Unsicherheit des weiteren unterirdi-
schen Verlaufs wurde der Modellkorper jeweils nur wenig unter die bedeckenden Schichten hinein
fortgesetzt. Als Dichtekontrast zur Umgebung wurde 0.25 g/cm?® angesetzt. Die sich ergebenden
reduzierten Schwerestorungen (Abb. 7.6 sowie Profil Abb.7.8) zeigen im zentralen Teil einen ru-
higen Verlauf (Ziffer 3 in Abb.7.6). Hier gibt das Modell den gemessenen Effekt gut wieder.
Ostlich von Garmisch ergibt sich eine Aufwolbung (Ziffer 4). Dort wirkt die Modellreduktion zu
stark. Daran ist vermutlich der dort im Sattelkern anstehende, nicht modellierte Muschelkalk mit
wieder etwas hoherer Dichte beteiligt; aber auch Dichteunterschiede innerhalb der Raibler Kalke
konnten eine Rolle spielen. Westlich von Garmisch endet das Storkorpermodell. Das deutliche
d9gpr-Tief (Ziffer 5) lasst hier aber die Fortsetzung der Schichten in gréfierer Méchtigkeit nahe
der Oberfldche vermuten, wohl direkt unter der Talfiillung. Auch bei Wallgau wirkt die Modellre-
duktion noch zu schwach, um die Struktur an der rk-Grenze ganz zu beseitigen. Hier miisste das
Modell wohl ebenfalls im Inneren in groflerer Méchtigkeit weiter in Richtung Vorderrif3 fortgesetzt
werden.

Fiir den Wamberger Sattel ist also die Modellierung in lokal unterschiedlicher Qualitit gelun-
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Abbildung 7.8: Profil C—C’ durch Wamberger Sattel mit Stérkérper

gen. Fiir eine sicherere Modellierung wéren zusétzliche Messungen in den bisher nur mit wenigen
Punkten abgedeckten Teilen des Sattels erforderlich. Dort wére eine dhnlich hohe Punktdichte
wie im Estergebirge wiinschenswert.

In den Bereichen mit sehr hoher Punktdichte kénnte versucht werden, die Steilheit des Einfallens der
Dichtekontrastfliche im Erdinneren genauer zu bestimmen.

Es ist zu erwarten, dass sich die Storschichten des Wamberger Sattels in grofieren Tiefen unter dem
Hauptdolomit fortsetzen. Neben Schichten geringer Dichte miisste man in gréfleren Tiefen aber auch
mit Anhydritschichten besonders hoher Dichte wie in der Bohrung Vorderriss rechnen. Je tiefer solche
Storschichten liegen, desto unsicherer und mehrdeutiger ist ihre Bestimmung aus Schwerestorungen.

7.6 Plattenkalk

Die hochsten Gipfel des Estergebirges liegen in einer Plattenkalkmulde (Abb.7.9). Diese Mulde
ist auch in den dgrop erkennbar, allerdings mit einer Tiefe von nur ca. 2-3 mGal. Im Isolinienbild
der Abb. 7.1 ist sie daher wenig ausgeprigt. Auch der Plattenkalk muss also weniger dicht als
der umgebende Hauptdolomit sein. Die Wirkung bleibt aber wegen der in der Regel geringen
Maéchtigkeit der Schicht und dem offensichtlich eher geringen Dichteunterschied klein.

Fiir den Plattenkalk wurde ebenfalls eine Modellierung versucht. Die vermutete Untergrenze
der pk-Schicht ist in den Profiltafeln zu den geologischen Karten skizziert. Mit Hilfe dieser Profile
wurde ein Raster fiir die untere Grenzfliche der Schicht interpoliert. Dieses Modell wurde mit
einem Dichteunterschied von 0.12 g/cm? beriicksichtigt. Dadurch wird die Mulde in den §grop
im Teilen des Gebiets weitgehend eingeebnet; an anderen Stellen zeigen Resteffekte von bis ca.
1.5 mGal vermutlich fehlerhafte Dicken der modellierten pk-Schicht an.

Im Estergebirge kénnen aufgrund der hohen Punktdichte aus dem Vergleich von Strukturen der dgrop
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Abbildung 7.9: Profil D-D’ durch die Plattenkalk-Zone, in welcher die Gipfel des Estergebirges liegen

mit der geologischen Karte noch eine Reihe kleinerer Storkorper mit Ausdehnungen von wenigen 100 m
mehr oder weniger sicher identifiziert werden, wie Morédnen, Gerllhalden und eine kleine Bergsturzmasse
am Predigtstuhlsattel bei der Esterbergalm.

7.7 Schlussfolgerungen aus der Storkorpermodellierung

Der grofite Signalanteil fiir topographisch reduzierte Schwerestérungen ist der durch die Moho-
Diskontinuitédt und andere Strukturen der tieferen Erdkruste verursachte Trend. Ohne isostatische
Reduktion werden auf die ganzen Alpen bezogen Amplituden von bis zu 200 mGal erreicht (Mar-
ti, 1997). In den Schwerestorungen des untersuchten Gebiets wird eine Dreiteilung erkennbar
(Abb.7.6). Von Norden kommend fallen die Werte bis zur Mitte der Faltenmolassezone etwa
bei Hochwert 5295 km hin ab. Dann folgt eine ca. 30km breite ebene Zone mit Werten von
98 £ 4 mGal bis hin zu einer Linie iiber Garmisch—Wallgau—Vorderrify etwa in der Mitte der Kal-
kalpen. Siidlich dieser Linie fallen die dgrop dann wieder steil in Richtung des Inntals hin ab.
Dieser Verlauf im Grofien kann von der Form der Moho und von Strukturen der mittleren bis
unteren Kruste verursacht sein.

Lokal spielen daneben Dichteunterschiede zwischen geologischen Einheiten an und nahe der
Oberfliache eine wichtige Rolle. Im untersuchten Gebiet wurden Strukturen mit Ausdehnungen
von wenigen 100 m bis zu iiber 50 km festgestellt. Die Signalanteile erreichten dabei Amplituden
von bis ca. 15 mGal.

Bei den untersuchten Talfiillungen ist die Modellierung gut gelungen, wenngleich nicht opti-
mal. Die Wirkung von Stérkorpern sowie die zugehorigen Dichteunterschiede sind offensichtlich
gut bestimmbar, wenn ihre Form durch zusétzliche Informationen aus Bohrungen und Seismik
einigermaflen bekannt ist. Die Beriicksichtigung dieser K&rper bei der Schwerereduktion ergibt
im Vergleich zu lediglich topographisch reduzierten Schwerestérungen einen deutlich glatteren
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Verlauf.

Schwieriger und in unterschiedlicher Qualitét gelungen ist die Modellierung fiir Kérper, welche
die Oberfldche erreichen, deren Ausdehnung nach unten aber nur grob bekannt ist. Zwar ist auch
dann der Verlauf des Dichtekontrasts an der Oberfliche oft gut feststellbar. Eindeutige Aussagen
iiber Dichte und Ausdehnung nach unten erhélt man hier aber in der Regel nicht. In giinstigen
Féllen, wie bei der Flyschzone, kann die Modellierung dennoch ein deutlich glatteres Signal
ergeben. Zur sicheren Beurteilung, ob festgestellte Signalanteile Storkorpern an der Oberflache
oder tieferen Strukturen zuzuordnen sind, ist in jedem Fall eine hohe Messpunktdichte wertvoll.
Durch die Einbeziehung von Lotabweichungen in die Modellierung kénnten wohl noch bessere
Ergebnisse erzielt werden, obwohl diese in wesentlich geringerer Punktdichte vorliegen als die
Schwerestorungen.

Nach der Reduktion der Storkorpermodelle verbleiben im Bereich der Storkorper Restsignal-
anteile von einigen mGal aufgrund von Modellierungsfehlern. Das eigentliche Rauschen aus den
Mess- und Reduktionsfehlern geméfl der Abschétzung in Tab. 6.2 ist im Vergleich zu diesen Si-
gnalanteilen um 1-2 Gréflenordnungen kleiner. Zumindest im Bereich der Storkdrper muss daher
die Notwendigkeit der beschriebenen Genauigkeiten fiir die Schweremessung und Schwerereduk-
tion relativiert werden. Manche der kleinrdiumigen Resteffekte auflerhalb des Estergebirges mit
Ausschldgen von einigen mGal sind wegen der dort grofleren Punktabsténde nur durch 1-2 Mess-
punkte gestiitzt. Diese Signalanteile haben daher einen eher zufélligen (dem Rauschen dhnlichen)
Charakter. Teilweise konnen sie Ursachen wie Talfiillungen zugeordnet werden. In anderen Féllen
konnte ihre Ursache nur durch dichtere Messung verstanden werden. Unter Umsténden kénnten
in Bereichen geringer Punktdichte auch noch grobe Fehler von bis ca. 5 mGal nicht aufgedeckt
worden sein.

Auf der Grundlage der storkdrperreduzierten Daten kénnte eine weiterfithrende geophysikali-
sche Krustenmodellierung ansetzen. Sie wiirde davon profitieren, dass Teile des Signals als ober-
flichennah verursachte Effekte identifiziert und abgetrennt wurden. Damit werden die tieferen
Quellen zuzuordnenden Signalanteile kleiner. Dies verringert auch die Mehrdeutigkeiten bei der
Modellierung der tieferen Schichten.



8 Dichtebestimmung aus Schwerestérungen und
Lotabweichungen iiber Ausgleichungsansatze

Im vorhergehenden Abschnitt wurden Dichten und Dichteunterschiede daraus abgeleitet, dass
die Schwerestérungen nach der Reduktion der zugehorigen Modellkérper einen moglichst ruhigen
Verlauf aufweisen sollten. Zur Uberpriifung wurden Isoliniendarstellungen und Profile verwendet.
Im folgenden soll nun auf Anséitze eingegangen werden, dieses — oft als , Nettleton-Verfahren*
bezeichnete — Vorgehen mathematisch zu formulieren.

Im einfachsten Fall wird die Dichte p der Topographie aus der Annahme, dass die Bou-
guerstorungen dggo moglichst konstant verlaufen

dgo = 0gra — 21Gph = c, (8.1)

iiber die Korrelation zwischen Freiluftstorung dgra und ellipsoidischer Hohe h bestimmt, mit
der Gravitationskonstanten G und einer Konstanten ¢ (Heiskanen und Moritz, 1967; Jung, 1961;
Parasnis, 1972). Durch ¢ wird das Regionalfeld ndherungsweise erfasst. Aus Gleichung (8.1) kann
eine vermittelnde Ausgleichung zur Bestimmung der Dichte und der Konstanten ¢ formuliert
werden:

dgpa + 0 = 21Gph + ¢, (8.2)

wobei die Verbesserungen o sowohl Messfehler als auch (iiberwiegend) die Effekte der vereinfa-
chenden Modellierung enthalten. Dieses einfache Verfahren ist unter den Voraussetzungen

e keine wesentliche Variation im Regionalfeld im verwendeten Ausschnitt (durch tieferliegende
Dichteunterschiede),

e homogene Dichte der Topographie (keine groferen oberflichennahen Storkorper),
e hinreichend glatte Topographie (nicht im Hochgebirge)

gerechtfertigt.
Die letzte Voraussetzung kann entfallen, wenn das Geldnde nicht durch eine Bouguerplatte
angendhert wird. Mit der geometrischen, von der Dichte unabhéngigen Geldndewirkung

GTOP — lvTOP (83)
z IO z
kann die Ausgleichung (8.2) dann umformuliert werden zu

Sgpa + 0 = prop GTOF + ¢ (8.4)

Die Dichte wird jetzt aus der Korrelation zwischen den dgpa und der geometrischen Geldndewir-
kung GTOF anstelle der Hohe bestimmt.
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Oft sind die Ergebnisse der gravimetrischen Dichtebestimmung allerdings schlecht, weil die
beiden anderen Voraussetzungen nicht erfiillt sind. Eine Verbesserung kann dann eine Ausglei-
chung bringen, in welcher mehrere Dichteparameter sowie eine Trendfunktion zur Annidherung
des Regionalfeldes gemeinsam bestimmt werden. Solche Anséitze werden in der geophysikalischen
Literatur schon lange verwendet; eine Zusammenstellung findet sich bei Leppich (1976).

Mit einem zweidimensionalen Trendpolynom der Ordnung K

K k
D> aua™ Y = oo + a0 + a1y + ar’ + anzy + agy® + ... (8.5)
k=0 1=0

sowie mit der geometrischen Wirkung der Topographie GZTOP, der geometrischen Wirkung G?i
der modellierten Storkorper K;

1
GEZ — _VzKiﬂ
p

und mit den eventuell noch zu beriicksichtigenden Wirkungen von Kérpern K, deren Dichteun-
terschied Ap; nicht in der Ausgleichung geschétzt werden soll, sondern als bekannt eingefiihrt
wird (im Estergebirge z.B. die Seen und die Isartalfiillung)

> Ap; G2
j

ergibt sich das Modell
K
Ogpa + 0 = prop G107 =Y ApiGY =Y Api G274+ D> ama Tl (8.6)
i j k=0 1=0

Damit wird nun verlangt, dass die dgpa durch die Massenreduktionen und den Trend bis auf
einen zufélligen Rest ¥ erklédrt werden. Die Unbekannten

pTOP Dichte der Topographie
X = Ap; Dichteunterschiede der einzelnen Stérkérper Ap; = prop — pi

Qg Trendkoeffizienten

werden in einer vermittelnden Ausgleichung iiber den Ansatz v = AX — 1 bestimmt mit

GEIOP Gzl fo R R R B % A 2V
A= : : : :

GZTnOP G?nl G?j R N A T x% TnYn y%
(n: Anzahl Messpunkte)

sowie 1 = ;SEFA.
In die Ausgleichung kénnen auch Lotabweichungen einbezogen werden:

GTOP GKl K k R
E+0=prop—L— =D Api L+ Y by, (8.8)
v i 7T k=0i=0

fiir n entsprechend, mit der Normalschwere ~.
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Die Beobachtungen kénnen Gewichte proportional zur Fliche erhalten, welche der jeweilige
Messpunkt reprasentiert. Die Flidchen koénnen z.B. aus Voronoi-Polygonen iiber eine Delaunay-
Triangulation bestimmt werden. Wenn starke Punktkonzentrationen vermieden werden, kann
aber auch eine Gleichgewichtung der Beobachtungen gute Ergebnisse liefern.

Tab. 8.1 fasst die Ergebnisse von mehreren Ausgleichungen zusammen, bei welchen die Ge-
wichtung, die Ordnung des Trendpolynoms (maximal 9. Ordnung) und die verwendeten Punkt-
datensiitze (Ausschnitte) variiert wurden. Die a posteriori-Standardabweichungen fiir p sind un-
realistisch klein und werden deshalb nicht dargestellt. Sie geben nur die hohe Redundanz aufgrund
der vielen Datenpunkte wieder, aber nicht die verbleibenden Unsicherheiten der Modellierung. Die
Tabelle zeigt, dass die Werte fiir die Topographie und den Flysch-Modellkérper sehr konsistent
sind, unabhéngig von der Wahl der Gewichte, der Ordnung des Trends und der Punktauswahl.
Dabei wirken sich die grolen Hohenunterschiede und die deshalb starke Variation der Gelindean-
ziehung positiv aus. Der Wert fiir die Topographiedichte diirfte hauptséchlich den Hauptdolomit
reprasentieren, der den grofiten Massenanteil im alpinen Teil des Gebietes hat. Fiir die Molas-
sezone ist diese Topographiedichte aber wohl nicht sehr aussagekréftig. Dort liegen zwar viele
Messpunkte, aber die Hohenunterschiede sind gering. Eine um 0.1-0.2 g/cm® abweichende Mo-
lassedichte wire daher in der Ausgleichung wohl kaum feststellbar.

Fiir die kleineren Modellkérper (Loisachtal, Plattenkalk, Wamberger Sattel) unterscheiden sich
die Ergebnisse stark je nach Gewichtung und Ordnung des Trends. In den relativ kleinen Berei-
chen dieser Kérper kann das Trendpolynom systematisch von den Stiitzwerten abweichen und
so das Ausgleichungsergebnis fiir den betreffenden Korper verfilschen. Diese Gefahr wird bei
hoheren Trendordnungen geringer, verschwindet aber nicht. Gleichgewichtete Beobachtungen er-
gaben wegen der hohen Punktdichten fiir diese Bereiche giinstigere Trendfunktionen und daher
konsistentere Ergebnisse als bei fliichenabhéngiger Gewichtung.

Leppich (1976) weist darauf hin, dass die Ausgleichungsergebnisse verfdlscht werden kénnen,
wenn die Trendfunktion mit den Massenwirkungen korreliert ist. Die Massenwirkungen sollten
dann in einen Trend- und einen Residualanteil aufgespalten werden, z.B. fiir die Topographie:

Kk
yTOP _ Z chll,k—lyl + (VZTOP>* (8.9)
k=01=0

Die Trendkoeffizienten cj; kénnen in einer ersten Ausgleichung vorab bestimmt werden. Im zwei-
ten Ausgleichungsschritt werden dann die Dichteparameter und der Trend der dg aus den Resi-
dualanteilen (VZTOP>* und <V2K1>* bestimmt (Formeln s. Leppich, 1976). Dieses Vorgehen wur-
de getestet; es ergaben sich aber nur geringe Abweichungen gegeniiber der Ausgleichung ohne
Beriicksichtigung dieser Korrelationen.

Wie Tab. 8.1 zeigt, stimmen die Ergebnisse der Ausgleichung in der Regel gut mit denjenigen
von Kap. 7 iiberein. Fiir den alpinen Teil der Topographie (iiberwiegend Hauptdolomit) diirfte die
Dichte somit zuverldssig bestimmt sein. Fiir die Stérkérper kann die Dichte mit den vorhandenen
Daten nur auf 0.1-0.2 g/cm® genau bestimmt werden. Dabei scheint die Priifung von Isolinien
und Profilen eher zuverldssiger zu sein als die Ausgleichung. Beim Flysch sind die Ergebnisse
der beiden Vorgehensweisen zwar sehr konsistent, dennoch bleibt die in Abschnitt 7.4 gezeigte
Mehrdeutigkeit von Tiefe und Ap bestehen.

Als Beispiel fiir ein noch komplexeres Ausgleichungsverfahren sei auf Biirki (1989) verwiesen. Dort
werden bei der Modellierung des Ivrea-Korpers (Schweiz/Ttalien) zusiitzlich Ausdehnungen und Neigungen
von Prismen als Unbekannte mitgeschétzt.
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Tabelle 8.1: Dichte und Dichteunterschiede (g/cm?®) aus Schwerestérungen

Ergebnis der Ausgleichung
je nach Trendordnung, Punk-
tauswahl, Gewichtung

Ergebnis der Priifung von Iso-
linien und Profilen (Kap. 7)

Topographie 2.74-2.80 2.75
Flysch (Modell 2) 0.09-0.12 0.10
Loisach-Talfiillung 0.55-0.80 0.6-0.8
Plattenkalk 0.07*-0.22 0.12
Wamberger Sattel 0.18%-0.27 0.25
(rk,rs,p)

*fiir besonders ungiinstige Trendfunktionen noch niedriger (Plattenk. -0.1, Wamb.Sattel 0.1)

Fiir die Bestimmung der Dichte der Isartalfiillung sind nicht geniigend Messpunkte vorhanden. Die
Bestimmung der Wasserdichte der Seen wire eine gute Kontrolle fiir das Ausgleichungsverfahren.
In der Umgebung der Seen reicht aber die Punktdichte nicht fiir ein gutes Ergebnis aus.




9 Statistische Beschreibung der
Signaleigenschaften

Bei der Bestimmung des Darstellungsfehlers nach Gleichung (2.28) spielt die Signal-Autokovari-
anzfunktion (AKF oder C) eine zentrale Rolle. Besonders wichtig ist sie, wenn als Interpolati-
onsverfahren die Kleinste-Quadrate-Priadiktion mit Gleichung (2.32) verwendet wird. Ziel die-
ses Kapitels ist es, Autokovarianzfunktionen fiir Schwerestérungen zu finden, welche mit (2.32)
zu realistischen Darstellungsfehlern fithren und damit auch eine realistische Fehlerfortpflanzung
ermdoglichen. Die AKF sollen mittlere, fiir Gebirge moglichst représentative Signaleigenschaften
beschreiben. Von langwelligen Trends abgesehen, soll Stationaritit und Isotropie des Signals
angenommen werden; die AKF sollen auf Schwerestérungen im Gebirge allgemein anwendbar
sein. Nicht im Vordergrund steht die Lokalisierung und Beschreibung lokaler Unterschiede im
Signalverhalten. Zu diesem Zweck wiren moglicherweise andere Ansétze wie die Waveletanalyse
interessanter.

Als Datengrundlage dienen Datensdtze von Schwerestérungen mit unterschiedlicher Ausdeh-
nung und Punktdichte. Mit Hilfe dieser Datensétze soll untersucht werden, ob ein konsistentes, fiir
unterschiedliche Punktdichten und Wellenldngenbereiche giiltiges Fehlermodell gefunden werden
kann. Aus den Daten des Testnetzes Estergebirge werden folgende Auswahldatenséitze verwendet
verwendet (in der Reihenfolge zunehmender Ausdehnung und abnehmender Punktdichte, siehe

Abb.9.1):
e Punktwolke um Punkt ES03 (Kiihalm),
e Verdichtung Kiihalm-Michelfeld,
e gesamtes Estergebirge.
Fiir etwas groflere Ausdehnungen (mit geringerer Punktdichte) werden die Datensétze

e Bayerische Alpen (zentraler Teil, bestehend aus Schwerefestpunkten des BLVA und Punkten
des Testnetzes) und

e Tirol (iiber TU Graz erhaltene Daten)

hinzugezogen (siehe Kap.4.2.3). Damit konnen nun Datenséitze mit Ausdehnungen zwischen
300m und 180km und entsprechend variierenden Punktdichten untersucht werden. Es wurde
jeweils auf eine homogene Verteilung der ausgew&dhlten Messpunkte innerhalb des jeweiligen
Datensatzes geachtet. Alle Datensitze liegen vollstdndig im Gebirge. Topographisch reduzierte
Schwereanomalien fiir den Tiroler Datensatz sind in Abb. 9.2 gezeigt; fiir die iibrigen Datensétze
wurden die Schwerestorungen bereits in den letzten Kapiteln dargestellt.

Eine lokale empirische AKF kann aufgrund der Ausdehnung und der Punktdichte des zugrun-
deliegenden Datensatzes nur Signale aus einem bestimmten Frequenzbereich korrekt wiedergeben.
Nach einem Blick auf die Histogramme der Datensétze in Abschnitt 9.1 wird in Abschnitt 9.2
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Abbildung 9.1: Messpunkte der verwendeten Datensétze, mit Gauss-Kriiger-Koordinaten
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Abbildung 9.2: Agrop, Tiroler Datensatz, Aquidistanz 5 mGal, mit Messpunkten und Landesgrenzen. In
der Struktur mit den gréfBten Vertiefungen entlang des Alpenhauptkammes schligt sich im wesentlichen
die isostatische Kompensation der Alpen nieder.

gezeigt, dass empirische AKF gerade fiir topographisch reduzierte Schwerestérungen hiufig durch
Trends geprégt sind, welche schwer in geeigneter Weise entfernt werden kénnen. Sie werden zwar
zur Pridiktion weitverbreitet und erfolgreich eingesetzt. Allerdings ist das Ergebnis der Préadik-
tion selbst — nach Formel (2.31) — nicht sehr empfindlich hinsichtlich der verwendeten AKF. Der
Pradiktionsfehler nach (2.32) hingegen reagiert sehr stark auf Anderungen der AKF. Fiir ihn ist
die Bestimmung einer realistischen AKF entscheidend. Es ist daher sorgfiltig zu priifen, ob die
Verwendung von Parametern aus empirischen AKF zu realistischen Pradiktionsfehlern fiihrt.

In den Abschnitten 9.3 und 9.4 werden die ermittelten empirischen AKF in Fourier-Leistungs-
dichtespektren und Gradvarianzspektren transformiert, um ihren Signalgehalt in bestimmten
Frequenzbereichen zu priifen.

Die entscheidende Qualitétskontrolle fiir AKF-Modelle stellt dann in Abschnitt 9.5 der Ver-
gleich von formalen Prédiktionsfehlern mit empirisch bestimmten Pradiktionsfehlern in unabhén-
gigen Kontrollpunkten dar.

Die in dieser Arbeit ermittelten Signaleigenschaften aus AKF- oder Spektraldarstellungen be-
ziehen sich immer auf Schwerestorungen im Gebirge. In Kap. 7 wurde gezeigt, dass sich fiir Gebirge
typische Dichteunterschiede im dg-Signal lokal deutlich auswirken kénnen. Ob die hier ermittel-
ten Signaleigenschaften unmittelbar auf Schwerestérungen auflerhalb des Gebirges iibertragbar
sind, miisste ein sorgfiltiger Vergleich mit Datensétzen dhnlicher Punktdichte aus dem Flachland
zeigen.

9.1 Histogramme, Signalvarianzen

Einen ersten Eindruck von den Signaleigenschaften in den verschiedenen Datenséitzen vermitteln
Histogramme. Abb. 9.3 zeigt solche fiir die unreduzierte Schwere und fiir Schwerestérungen nach
den jeweiligen Reduktionsschritten. Fiir die Histogramme wurden lineare Trends (ausgleichende
Ebenen) von den jeweiligen Funktionswerten abgezogen. Sie sind deshalb zentriert (haben den
Mittelwert 0). Ein Histogramm einer von einem linearen Trend geprigten Funktion ergibe eine
uniforme Verteilung, welche die anderen Signaleigenschaften zudecken wiirde.
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Abbildung 9.3: Histogramme der untersuchten Datensitze fiir die aufeinanderfolgenden Stufen der Schwe-
rereduktion, jeweils nach Abzug einer ausgleichenden Ebene, in [mGal]
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In den Histogrammen erkennt man die schrittweise Reduktion des Signalgehalts durch die
Schwerereduktionen. Durch die immer bessere Modellierung der Topographie verringert sich die
Breite der Histogramme drastisch (von links nach rechts in der Abbildung), und auch ihre Form
andert sich:

e In den Histogrammen fiir g liegen die Spitzen bei den grofien Funktionswerten (am rechten
Rand der Histogramme). Sie représentieren die relativ zahlreichen Punkte in den Tilern
mit groflen Schwerewerten.

e Durch die Freiluftreduktion ergibt sich in der Regel eine Umkehr, da die Hohenabhéngigkeit
iiberkompensiert wird. Fiir dgpa liegen nun die zahlreichen Talpunkte links bei den kleinen
Funktionswerten, die weniger zahlreichen Gipfelpunkte rechts bei groffen Werten.

e Die Uberkompensation soll durch die Bouguerreduktion ausgeglichen werden. Die Bouguer-
platte bewirkt allerdings bei Gipfelpunkten einen deutlich zu groflen Effekt, so dass bei den
dgpo jetzt wieder die Gipfel (niedrige Histogrammséulen) die kleinsten Funktionswerte ha-
ben, wihrend die Talpunkte eher im rechten Teil des Histogramms liegen. (Beim Tiroler
Datensatz ist dieser Effekt vom nichtlinearen Trend durch die Isostasie iiberlagert.)

e Nach der topographischen Reduktion sind die Histogramme gleichmé&fliger, weisen allerdings
noch Einseitigkeiten auf, im Estergebirge beispielsweise aufgrund der Storkorper.

e Die ausgeglichenste Form wird schlieflich fiir die Histogramme der dgqp¢p erreicht, wenn-
gleich auch diese noch keine echten Normalverteilungen sind.

Eine andere Reduktion der Histogrammbreiten findet statt von den Datensédtzen mit grofie-
rer Ausdehnung hin zu den sehr kleinen Ausschnitten Kiihalm-Michelfeld und ES03-Punktwolke
(also in vertikaler Richtung in Abb.9.3), und zwar fiir alle Stufen der Schwerereduktion. Die
kleinen Ausschnitte {iberdecken nur noch einen kleinen Teil der Gelindehdhen. g und dgpa ent-
halten deshalb fiir diese Ausschnitte nur noch einen Teil des Topographie-Signals. Auch fiir dgrop
und dggpap enthalten die kleinen Ausschnitte nur noch einen Teil des Gesamtsignals. Fiir die
0gsrer im kleinsten Ausschnitt, der ESO3-Punktwolke mit ihrer Ausdehnung von 300 mx400 m
und mittleren Punktabstinden von 40 m, ist mit Maximalwerten von 4+0.1 mGal und einer Stan-
dardabweichung von 0.04 mGal das Niveau des Messfehlers erreicht. Offensichtlich tibersteigt hier
auch der Reduktionsfehler aus der Gelindemodellierung den Messfehler nicht (aufgrund der guten
Geléndeerfassung durch die Messpunkte, siehe Kap. 6).

Tab. 9.1 zeigt die zu den Histogrammen gehorenden Signalstandardabweichungen (Wurzeln der
Signalvarianzen (), jeweils absolut und relativ zur Standardabweichung des vorangegangenen
Reduktionsschrittes. Auch hier zeigt sich die Verringerung des Signalgehalts in beide Richtungen
der Tabelle. Auf einige Zahlen soll besonders hingewiesen werden:

TOP
e Das Verhéltnis ,/CCQT liegt (abgesehen vom trendbehafteten Tiroler Datensatz) relativ
0

konstant bei 9-14%. Daraus kann aber wohl keine allgemeine Faustformel abgeleitet werden,
denn C’g A héngt ja entscheidend von der Varianz der Topographie ab und steigt in der Regel
mit der Héhe der hochsten Gipfel an; C’(')r OP hingegen sollte unabhingig von der Topographie
sein.

e Die Storkorperreduktion verursacht gegeniiber der topographischen Reduktion nochmal
eine Verringerung der Signalstandardabweichung von bis zu 50%.
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BO
e Das Verhéltnis 1/% schwankt stark. Wenn der Datensatz relativ viele Gipfelpunkte
0

enthilt (z.B. fiir Kithalm-Michelfeld), kann 0(1]30 sogar grofler sein als COFA; die einfache
Bouguerreduktion hat hier eine aufrauhende Wirkung (siehe auch Abb.6.2).

Tabelle 9.1: Signalstandardabweichungen v/Cy absolut in [mGal] (oben) und relativ zum jeweils vorherigen
Reduktionschritt in % (unten), jeweils nach Abzug einer ausgleichenden Ebene

Datensatz g dgra 09BO d0gToP  09sTOR
Tirol 93 54 16 12
Bayerische Alpen 100 40 15 5.6 3.7
Estergebirge 73 38 6.8 3.6 1.7
Kiihalm-Michelfeld 26 4.3 8.0 0.37 0.33
ES03-Punktwolke 1.6 0.60 0.28 0.07 0.04

CFA ¢BO CTOP CTOP CSTOR COSTOR
Tirol 57 29 78 22
Bayerische Alpen 40 37 38 14 67 9
Estergebirge 52 18 53 9 48 )
Kiihalm-Michelfeld 17 188 5 9 88 8
ES03-Punktwolke 38 46 24 11 61 7

9.2 Empirische Autokovarianzfunktion

Die Autokovarianzfunktion (AKF) einer zweidimensionalen Funktion f(x,y) ergibt sich unter
Annahme von Isotropie als Funktion des Abstandes s zweier Punkte mit

C(s) = C(\/Az? + Ay?) — % /jo /y; flz,y) f(z — Az, y — Ay) de dy. (9.1)

X und Y bezeichnen die Ausdehnung des betrachteten Gebietes, Az und Ay den Abstand der
beiden Punkte in den beiden Richtungen.

Die Bildung einer AKF setzt grundsitzlich ein stationéires (homogenes) Signal voraus. Es muss
also den Mittelwert 0 haben (zentriert sein), und seine Varianz sollte im Definitionsbereich kon-
stant sein, d.h. es diirfen keine Trends auftreten. Spektral ausgedriickt, miissen alle Wellenléingen
des Signals im betrachteten Ausschnitt voll enthalten sein und somit die Leistung des Signals voll
erfasst sein (Gelb, 1974). Fiir lokale Signalausschnitte von Schwerefeldfunktionalen ist dies in der
Regel nicht gegeben, sondern Trends durch Strukturen, deren Ausdehnung diejenige des unter-
suchten Ausschnitts iibersteigen, sind unvermeidlich; dies ist teilweise bereits aus den Histogram-
men ersichtlich. Der Mittelwert des Funktionals ist damit nicht mehr eindeutig definiert, sondern
von der Lage und Groéfle des betrachteten Ausschnitts abhingig. Um eine wirklich zentrierte
Funktion zu erhalten, miissen solche Trends eigentlich eliminiert werden, was aber wiederum
verschiedene Probleme verursacht. Haufig werden Trends als ausgleichende Polynome modelliert
und reduziert, was sich eher willkiirlich und unkontrollierbar auf den Restsignalgehalt in allen
Frequenzen auswirkt. Zudem ist bei der Kovarianz-Fortpflanzung einer trendreduzierten AKF auf
andere Funktionale unsicher, wie sich die reduzierten Signalanteile auswirken wiirden. Besser de-
finiert ist eine Trendbestimmung durch Kugelfunktionsentwicklungen bis zu einem Grad, dessen
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Wellenlénge etwas kleiner als die Ausdehnung des jeweiligen Ausschnitts ist. Das trendreduzierte
Signal kann dann als Restsignal unterhalb dieser Wellenldnge aufgefasst werden. Damit wire ein
Anschluss an ein globales Schwerefeldmodell moglich.

Zur Berechnung einer empirischen AKF aus einem Satz diskreter, unregelmiflig zweidimen-
sional verteilter Messpunkte werden die Integrale in Gleichung (9.1) durch eine Summe ersetzt,
welche jeweils die Paare von Punkten mit dhnlichen Abstinden zu einer Abstandsklasse s; zu-
sammenfasst: )

C(S,) = Ni

YooY @) ek — Avk, ye — Ayw) (9.2)
mit der Anzahl N; der gefundenen Paare pro Klasse.

Grofle lokale Unterschiede in der Messpunktdichte sind zu vermeiden. Sie wiirden die Zentrie-
rung und somit die AKF beeinflussen. Besonders bei Signalen, welche aus Bereichen mit un-
terschiedlichen Eigenschaften bestehen (wie in Kap.7 beschrieben), sollte auf eine gleichméfige
Punktdichte geachtet werden, um eine repriisentative AKF zu erhalten. Solche Ungleichgewichte
bei der Bildung der Kovarianzen konnen gemildert werden, wenn die einzelnen Paarprodukte
in (9.2) abhiingig von der Fliche gewichtet werden, welche die jeweiligen zwei Messpunkte re-
prasentieren (Knudsen, 1987). Diese Flidchen kénnen aus Voronoi-Polygonen (s. auch Kap.10.2.2)
gewonnen werden. Fiir die untersuchten empirischen AKF unterschieden sich Varianz und Kova-
rianzen aus gewichteter und ungewichteter Mittelung in der Regel um max. 20%.

Im folgenden werden empirische AKF fiir alle Datensétze aus Abb. 9.1 dargestellt. Abb. 9.4 zeigt
die AKF fiir Freiluftstorungen, Abb. 9.5 diejenigen fiir topographisch sowie storkorper-reduzierte
Storungen, jeweils fiir verschiedene Varianten der Zentrierung, d.h. nach Abzug des Mittelwerts
oder von Trendpolynomen. In Tab. 9.2 sind die Parameter Varianz Cy und Halbwertslédnge £ (nicht
zu verwechseln mit der Lotabweichungskomponente &) der dargestellten AKF zusammengestellt.

Die Abstandsklassen fiir die empirischen AKF wurden so festgelegt, dass jeweils eine ausreichende
Anzahl von Paaren (z.B. 100) einen Klassenmittelwert bilden. Aufgrund der meist relativ regelméfligen
Messpunktverteilung sind jeweils fiir kurze Entfernungen nur wenige Punktepaare vorhanden. Dies bewirkt
eine relativ grobe Auflosung der AKF nahe der Varianz. Fiir die Bildung der AKF wére eine unregelmafi-
gere Punkteverteilung giinstiger, allerdings ohne Punktkonzentrationen.

Die AKF der dgra weisen sehr kurze Halbwertsldngen von wenigen km auf. Darin kommt zum
Ausdruck, dass die dgpa im Gebirge hauptséchlich durch die relativ hochfrequente Topographie
gepriagt werden. Auflerhalb des Gebirges wére fiir einen Datensatz der Ausdehnung von Tirol
eine Halbwertsldnge von ca. 10-20 km zu erwarten. Cy und € fiir das sehr viel kleinere Esterge-
birge liegen noch in der gleichen GroBenordnung wie fiir Tirol. Im Estergebirge sind somit noch
grofle Teile des Gesamtsignals der dgrpa enthalten; offensichtlich ist also auch der Signalgehalt der
Topographie im Estergebirge nicht sehr viel kleiner als beim Tiroler Datensatz. Fiir Abstédnde
von mehr als 20km weichen die AKF kaum mehr von 0 ab. Dies bedeutet, dass die Anteile
mit groBeren Wellenlédngen im Vergleich zu den hochfrequenten Anteilen sehr schwach sind. Fiir
Ausschnitte mit Ausdehnungen von 20km oder mehr kommen somit Freiluftschwerestérungen
der Eigenschaft der Stationaritit relativ nahe, weil auch das Verhalten der Topographie nicht
allzu weit von der Stationaritit entfernt ist. Langwellige Trends werden durch den sehr starken
Signalanteil aus der kurzwelligen Topographie vollig iiberdeckt. Die Trendreduktion &ndert daher
wenig an der AKF'. Die noch kleineren Detailausschnitte enthalten nur noch kleine Geldnde- bzw.
0gra-Ausschnitte. Dementsprechend sinken Varianz und Halbwertsldnge bei ihnen stark ab.

Fiir topographisch bzw. storkorper-reduzierte Storungen ist die Stationaritdt fiir keinen der
untersuchten Datensétze gegeben. Nach der Reduktion des dominierenden Topographieanteils
bleibt ein relativ geringes, glattes Signal {ibrig, welches nun jedoch durch einen langwelligen
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Tabelle 9.2: Empirische Autokovarianzfunktionen fiir Schwerestérungen verschiedener Ausschnitte: Para-
meter Varianz Cy [mGal?] und Halbwertslinge & [km]

Datensatz AKF-Parameter Rauschen| mittl.Mess-
OgFA dgTop d99TAR o, | punktabstd.
Co f C 0 § Co f [mGal] [km]
Tirol 3080 4.2 405 23 2 6.3
143! 14!
38¢ 7.5¢

46n500 10n500
19n1000 5n1000

Bayerische Alpen 1720 1.7 37 5.8 39 5.8 0.5 2.7
31! 4.6 14t | 5.0
5.9¢ 2.3¢ 3.9¢ | 2.5¢

Estergebirge 1510 2.0 16 2.2 5 2.2 0.25 0.62
13! 2.0! 2.9! 1.7
2.7¢ 0.9¢ 0.7¢ | 0.6¢

Kiihalm-Michelfeld 35| 0.39 0.117 | 0.22 0.12 0.28
18 | 0.17¢ 0.028¢ | 0.15¢

ES03-Punktwolke 1.5 | 0.09 0.0017" | 0.03' 0.03 0.04
0.36' | 0.05 0.0013¢ | 0.02¢

' nach linearer Trendreduktion

¢ nach Abzug eines kubischen Trendpolynoms
n590 pach Abzug einer Kugelfunktionsentwicklung bis Grad u. Ordnung 500
71000 pach Abzug einer Kugelfunktionsentwicklung bis Grad u. Ordnung 1000

Trend geprigt ist. Dieser ist innerhalb der Grenzen der untersuchten Ausschnitte nur unvoll-
standig erfassbar. Dies ist bereits in den gezeigten Isolinienbildern erkennbar, aber auch daran,
dass sich die AKF in Abb. 9.5 durch die Trendreduktion teilweise stark verdndern. Der wesentliche
Trendanteil wird durch die Wirkung der isostatischen Gebirgswurzel verursacht; fiir die kleineren
Ausschnitte wirken teilweise auch die weiter oben untersuchten Storkorper als Trends. Die Trends
sind je nach Wahl des Ausschnitts stidrker oder schwicher ausgeprégt. Somit héngt die empiri-
sche AKF nicht nur von den Signaleigenschaften, sondern zusétzlich von der zufilligen Wahl des
Daten-Ausschnitts ab. Varianz und Halbwertslange sinken mit abnehmender Ausschnittsgrofle,
da immer mehr Signalanteile nicht erfasst werden, deren Wellenlinge die Ausdehnung des Aus-
schnitts iibersteigt (Tab.9.2). Auch die starken Ausschlige bei grofleren Absténden in einigen
der empirischen AKF in Abb. 9.5 deuten auf Trends hin. Solche Ausschlige treten bei den dgpa
zumindest fiir die grofleren, im wesentlichen trendfreien Ausschnitte nicht auf.

Die meisten der trendreduzierten AKF in Abb. 9.4 und 9.5 nach Abzug einer ausgleichenden
Ebene bzw. eines Trendpolynoms 3.0Ordnung zeigen, dass die langwelligen Anteile zuverlissig
entfernt wurden, und zwar bis hinunter zu Wellenlingen, welche deutlich unter der Gebietsgrofie
liegen. Dies bewirkt, dass die entsprechenden AKF fiir groflere Abstinde praktisch nicht mehr
von 0 abweichen. Zusétzlich werden durch Polynome aber mehr oder weniger groflie Teile der
kurzen Wellenldngen mit entfernt, abhéngig von der lokalen Form des Signals. Deshalb sind AKF
aus verschiedenen Gebieten nach der Reduktion von Trendpolynomen kaum noch miteinander
vergleichbar. So kann in Abb. 9.5 abgelesen werden, dass eine kubische Reduktion gegeniiber der
linearen Reduktion die AKF-Parameter fiir manche Datensétze drastisch reduziert, fiir andere
Datensitze hingegen nur wenig.

Wegen der nachteiligen Eigenschaften der Trendpolynome wurde fiir den Ausschnitt mit der
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groften Ausdehnung (Tirol) alternativ ein Trend als Kugelfunktionsentwicklung bis Grad und
Ordnung nmax = 1000 bestimmt. Aus den Agrop-Werten dieses Datensatzes wurde zunéchst
ein Raster interpoliert; daraus wurden dann mit Gleichung (2.25) Kugelfunktionskoeffizienten
Gnm, bpm durch numerische Integration iiber das Gebiet des Datensatzes bestimmt. Diese Koeffi-
zienten haben natiirlich keine Bedeutung iiber den zugrundeliegenden Ausschnitt hinaus. ny.x =
1000 entspricht einer minimalen Wellenlénge von 40 km. Damit sind alle Wellenléingen, welche
einen Beitrag zum Trend liefern konnen, erfasst. Bei einer Entwicklung bis ng,a.x = 500 wiirde
die zugehorige minimale Wellenléinge von 80 km die Gebietsausdehnung stellenweise leicht iiber-
schreiten; nach der Reduktion kénnte somit noch ein geringer Resttrend iibrigbleiben. Abb.9.6
zeigt AKFs nach der Reduktion von Kugelfunktionsentwicklungen bis 72« = 500 bzw. 1000. Fiir
die noch kleinrdumigeren Datensétze wire die Anwendung von im Prinzip globalen Kugelfunkti-
onsentwicklungen aber wohl immer problematischer.

Zur weiteren Verwendung (Pradiktion, Fehlerfortpflanzung) konnen die empirischen Funktio-
nen meist nicht direkt verwendet werden, sondern werden durch analytische Modelle angen&hert.
Hiufig werden Gauss-Markov-Exponentialmodelle oder Funktionen des Hirvonen-Typs

CO C(]azp it
= mi = —
(14 a2s2)p  (a? + s2)P A

benutzt.

Tab. 9.3 enthélt Beispiele fiir iibliche AKF-Modelle sowie die entsprechenden, durch Fourier-
Transformation erhaltenen Leistungsdichtespektren (PSDs, s.u.). Zu den AKF des Gauss-Markov-
Typs gehoren dabei jeweils PSDs des Hirvonen-Typs und umgekehrt, von konstanten Faktoren
abgesehen (Gelb, 1974; Hofmann-Wellenhof und Moritz, 1986).

Von Moritz (1980) werden bei AKF des Hirvonen-Typs die Parameter p = 0.5 bzw. 1.5 bevorzugt, da
diese Funktionen harmonisch im Auflenraum fortsetzbar sind. Gauss-Markov-Modelle 1.0rdnung sind als
AKF weniger sinnvoll, da sie von einem vollig ungeglitteten Signal ausgehen. Dies entspricht der physi-
kalischen Wirklichkeit von Schwerefeldgrofien schlecht, da diese ja immer eine Integration iiber begrenzt
variierende Dichteanomalien enthalten.

Wie die Abbildungen zeigen, kénnen die AKF von trendbehafteten Datensétzen nur bedingt
durch analytische Modelle angenihert werden. Die trendbedingten Ausschldge nach dem ersten
Nulldurchgang der empirischen AKF werden vernachlissigt. Fiir trendreduzierte Datensétze tref-
fen Gauss-Markov-Modelle 2.0rdnung die empirische AKF meist gut. Noch besser geeignet wéren
manchmal Modelle, welche 0 unterschreiten und langsam um 0 herum ausschwingen.

Da die empirische AKF jeweils aus mit zufélligen Fehlern behafteten Daten bestimmt wird,
sollte die Varianz der analytischen Modelle jeweils um das Punktrauschen o2 geringer als die
Varianz der empirischen AKF angesetzt werden (Abb.9.7). Tab. 9.2 enthilt die o,-Werte, welche
fiir die einzelnen Datenséitze angenommen wurden. Grundlage der Werte war das Fehlerbudget
aus Tab.6.2. Fiir die sehr kleinen Signalausschnitte mit kleiner Signalvarianz kann man aus der
Differenz zwischen der Varianz und den Kovarianzen der kleinsten Abstédnde ableiten, wie grofl
o2 hochstens sein kann (Abb.9.5 ganz unten); daraus ergibt sich fiir die Kiihalm-Michelfeld-
Mulde ein maximales o, von 0.12 mGal, fiir die besonders dichte Punktwolke um ES03 sogar nur
0.03 mGal. Fiir den Tiroler Datensatz wurde wegen der dort verwendeten groberen Gelindemo-
dellierung ein hoheres Rauschen angenommen. Im Vergleich zur Signalvarianz Cj ist das Rauschen
jeweils sehr klein, mit Ausnahme der kleinsten Ausschnitte.
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Tabelle 9.3: Analytische Modelle fiir Autokovarianzfunktion und Leistungsdichtespektrum
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Gauss-Markov 1.0rdnung Hirvonen p=1
e (a) i %‘:a (b) a= IHT2
Gauss-Markov 2.0rdnung Hirvonen p=2
— 3
(1 + bs)e?s (c) 7@24_1;()2)2 (d) b= —1'6g83
Hirvonen p=1 Gauss-Markov 1.0rdnung
?%g (e) cme” (f) c=¢
Hirvonen p=2 Gauss-Markov 2.0rdnung
d d —d —_ &
GETE (8) G (L4 dw)e™™ (h) | d= 72—
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Abbildung 9.7:

Analytische AKF und Rauschen

Abbildung 9.6: Autokovarianzfunktionen Agrop Tirol nach Abzug von Kugelfunktionsentwicklungen
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9.3 Leistungsdichtespektrum

Die spektralen Signalanteile, welche die betrachteten Datensitze enthalten, werden durch die
Gebietsgrofle (Durchmesser D) und die Abtastung (mittlerer Messpunktabstand d = \/A/N mit
der Gebietsfliche A und der Messpunktanzahl V) festgelegt. Anteile mit Frequenzen unterhalb
von 1/D sind aufgrund der beschrénkten Gebietsgrofle nur teilweise enthalten. Sie duflern sich
als Trend. Anteile mit Frequenzen oberhalb von 1/d werden durch die Abtastung unvollstéindig
erfasst. Die Begrenzungen sind nicht scharf: Die Gebietsgrofle D ist in der Regel nicht in je-
der Richtung gleich, und auch der Messpunktabstand variiert. Im Sinne einer Nyquist-Frequenz
miisste die Grenze der Auflosung schon bei 1/(2d) liegen, nicht erst bei 1/d. Zwischen den
Frequenzen 1/D und 1/d (oder 1/(2d)) sollten die Datensétze den vollen Signalanteil enthal-
ten. In diesem bei den verwendeten Datensétzen ziemlich schmalen Frequenzband sollte somit
das Fourier-Leistungsdichtespektrum S(w) (Power Spectral Density PSD) fiir die Kreisfrequenz
w=2rf

S(w) = /_ O:o C(s)e ™*ds (9.3)

zuverlissig sein. (9.3) ist das PSD eines eindimensionalen Signals. Die Einheit ist z.B [mGal?km].
Der Schritt zur Eindimensionalitit wird allerdings schon bei der Berechnung der empirischen
AKF (9.2) gemacht. Um dem eigentlich zweidimensionalen Signal Rechnung zu tragen, kénnte
an die Stelle der Fouriertransformation in (9.3) eine Hankel-Transformation treten (Forsberg,
1984; Hofmann-Wellenhof und Moritz, 1986; Moritz, 1980); das entsprechende PSD hitte dann
die Einheit [mGal?km?).

Uber die Formeln in Tab.9.3 wurden nun PSDs zu den in Abschnitt 9.2 gefundenen AKF-
Parametern berechnet. Abb. 9.8 zeigt PSDs nach Tab. 9.3 (d) fiir dgra, dgTop sowie dggppg; die
Kurven sind jeweils nur fiir das Frequenzband zwischen 1/D und 1/d dargestellt. Die PSDs der
dgrop liegen dabei um das 50-500fache unter denjenigen der dgpa . Dies reprisentiert die glittende
Wirkung der Geldndereduktion. Die Kurven der dgqp¢gi liegen jeweils noch etwas tiefer aufgrund
der zusétzlichen Glattung durch die Stérkorperreduktion.

Wenn die verschiedenen Datensétze als Teil des gleichen Signals angesehen werden diirfen,
dann miissten die jeweiligen PSD-Kurvenstiicke Teile ein und derselben Kurve sein. In Abb. 9.8
trifft dies einigermaflen zu. Funktionen nach Tab.9.3 (d) haben fiir hohere Frequenzen (etwa ab
f > 0.4/¢) einen Neigungsverlauf mit 1/w* (in doppellogarithmischer Darstellung Geraden der
Neigung -4). Eine aus den Einzelstiicken der dgrop-Kurven in der Abbildung unten zusammen-
gesetzte Gesamtkurve weist hingegen eher einen Verlauf mit 1/w?® auf. Ein geeigneteres Modell
der Art von Tab. 9.3 (d) miisste daher im Nenner eher (w? + b%)!# lauten.

Fiir die kleinsten Ausschnitte sind allerdings (wie weiter oben ausgefiihrt) die AKF und so-
mit auch die PSD-Kurvenstiicke nicht mehr sehr aussagekriftig. Fiir dgpa ist der Signalgehalt
praktisch nur von der lokalen hochfrequenten Topographie abhéngig.

Auch die PSDs nach der Reduktion unterschiedlicher Trends liegen in den dargestellten Stiicken
meist nahe beieinander. Die Trendreduktionen lassen also in diesen Frequenzen &hnlich grofle
Signalanteile iibrig. Vor allem fiir PSDs zu nicht trendreduzierten Daten, fiir welche das AKF-
Modell wesentliche Teile der empirischen AKF vernachléssigt, iiberrascht dieses Ergebnis. Bei
kubischer Trendreduktion liegt das PSD meist bei niedrigen Frequenzen etwas niedriger (mehr
Signalanteile entfernt), bei hoheren Frequenzen hingegen etwas hoher (vielleicht geben die Modelle
nach kubischer Reduktion die hoheren Frequenzen etwas besser wieder).

Abb. 9.9 zeigt PSDs nach Tab.9.3 (f) fiir AKF-Modelle des Hirvonen-Typs (mit p = 1). Sie
beriihren nur in schmalen Frequenzbéndern eine gemeinsame Hiillkurve. Dieses Modell ist daher
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Abbildung 9.8: Leistungsdichtespektren nach Tab. 9.3d, jeweils aus AKF-Modellen Gauss-Markov 2.0rd-
nung (Tab. 9.3c). Oben: Freiluftschwerestérungen, unten: topographisch reduzierte bzw. zusétzlich um
Storkorper reduzierte Schwerestérungen
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Abbildung 9.9: Leistungsdichtespektren nach Tab. 9.3f fiir topographisch reduzierte Schwerestérungen aus
Hirvonen-AKF-Modell (Tab. 9.3e)

vielleicht etwas weniger geeignet. Neigung und Lage der Hiillkurve sind aber praktisch identisch
mit den Modellen von Abb. 9.8 unten.

9.4 Gradvarianzspektrum

Die dem Leistungsdichtespektrum PSD entsprechende Spektraldarstellung fiir eine Kugelfunkti-
onsentwicklung sind Gradvarianzen ¢, (Leistungsspektrum):

Cn 2nt 1 /7r C(¢)Py(cos ) sin dy (9.4)
2 0

mit den Legendrepolynomen P, des Grades n zum sphérischen Abstand 1.
Die AKF-Modelle des Gauss-Markov-Typs 2. Ordnung wurden in geeigneten Intervallen A =

As/R bis zu einem Abstand ¥, abgegriffen. Numerische Integration ergibt dann die Gradva-
rianzen (Wenzel und Arabelos, 1981):

_2n—|—1
2

A Y C(ih)P(cos ;) sin (9.5)
Y <thmax

(Anstelle der numerischen Integration wire eventuell eine rekursive Berechnung moglich. Jekeli
(1981) leitet eine Rekursionsformel fiir Gradvarianzen aus einem &hnlichen Exponentialmodell
ab.) Auf die Berechnung der ¢, fiir die Datensiitze mit den kleinsten Ausdehnungen, fiir welche
eine Entwicklung der Legendrepolynome bis zu extrem hohen Graden von 40000 oder mehr
notwendig wére, wurde verzichtet.

Abb.9.10 oben zeigt Gradvarianzen fiir Freiluftschwerestérungen, dargestellt jeweils zwischen

Cn



9 Statistische Beschreibung der Signaleigenschaften 91

10

10"

-2

n
=
o

Gradvarianz ¢ [mGaIz]

—__ Tirol

___ Bayr.Alpen
Estergebirge

___ Tscherning/Rapp

___ TIR ohne Faktor s™?

10° 10*

10E ]
107k -
S ]
8 r Farben: N q
E _ N 1
UE10_37 —— Tirol AgTOP i
% H— Bayr.AIpenSgTOP
< H— Bayr.AIpenﬁgSToR ]
% L Estergez. ggTOP 1
& 100 — Estergeb. Js16R |
Stricharten:
[| — ohne Trendreduktion ]
t| — _ lineare Trendred. R 4
10°H . kubische Trendred. i
___ Tscherning/Rapp (Ag,.,)
_.|| — TR ohne Faktor 0.999617"2
107H — am®s
C L L L L P n n n n n n P——
10° 10*

sphérisch-harmonischer Grad
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restorungen
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den Graden npi, = 40000km/D und npyax = 40000 km/d, im Vergleich zum globalen Tscher-
ning/Rapp-Gradvarianzmodell. Dieses Modell, welches allerdings eigentlich nicht fiir so hohe
Grade ausgelegt ist, fillt wegen des Konvergenzfaktors s"*2 (mit dem Bjerhammar-Radius s =
0.999617) bei den hochsten Graden sehr stark ab. Ohne diesen Faktor ldge es im Bereich der
dargestellten Datensétze. Dies wére allerdings zu hoch fiir ein Modell, welches das durchschnitt-
liche globale Signalverhalten wiedergeben soll und welches daher ein deutlich schwécheres Signal
enthalten sollte als die hier ausgewahlten Datensétze im Gebirge.

Fiir 6grop und dggpar (Abb.9.10 unten) ergénzen sich die c¢,-Teilstiicke einigermaflen zu einer
Gesamtkurve, #hnlich wie die entsprechenden PSDs. Diese Kurve kann durch eine Funktion a/n%®%
mit a = 1.5- 10" gut beschrieben werden. Ihre Neigung entspricht somit genau dem in Abschnitt
9.3 gefundenen Verlauf der PSDs mit 1/w?®. Die Kurve der dgrop liegt wiederum um bis zum
300fachen unter den dgpa-Gradvarianzen und fiir 1000 < n < 10000 auch deutlich unter dem
Tscherning/Rapp-Agpa-Modell.

Die Spektraldarstellungen zu den AKF-Modellen ergeben also in den Frequenzbindern, in
welchen die jeweiligen Datensitze aussagekriiftig sind, eine gute Ubereinstimmung, allerdings im
Rahmen einer gewissen Streubreite (welche hiufig etwa dem Faktor 5 entspricht). Es kann somit
zumindest ndherungsweise von einem einheitlichen Signalverhalten gesprochen werden.

9.5 Empirischer Pradiktionsfehler

In diesem Abschnitt soll nun der formale Priadiktionsfehler aus der Pradiktion mit den ermittel-
ten empirischen AKF-Modellen mit Hilfe von unabh#ngigen Kontrollpunkten tiberpriift werden,
welche bei der Pradiktion nicht verwendet werden. In den Kontrollpunkten erhélt man aus dem
auf einer Messung basierenden Kontrollwert dgk und dem mit (2.31) préadizierten Wert dgp, einen
,empirischen“ Pradiktionsfehler A:

A = Sgi — dgpr. (9.6)

Fiir eine Stiitz- und Kontrollpunktauswahl aus dem Estergebirge sind solche empirische Priadik-
tionsfehler in Abb. 9.11 als Sédulen dargestellt. Die Differenzen A enthalten einerseits Punktfehler
(Mess- und Reduktionsfehler) der Kontrollwerte und andererseits Prédiktionsfehler, welche sich
wiederum aus Punktfehlern der Stiitzwerte sowie aus durch die Punktdichte nicht erfassten Si-
gnalanteilen zusammensetzen. Die Punktfehler der Kontrollpunkte sind iiberwiegend unkorreliert
und werden als Rauschen o2 angesetzt. Die Pridiktionsfehler ergeben sich aus der Pridiktion in
den Kontrollpunkten mit Gleichung (2.32).

Als formales statistisches Mafl (im folgenden als formale Fehler bezeichnet) fiir die A ergeben
sich Varianzen (jeweils in einem i-ten Kontrollpunkt)

Jf20rmi = 012/ + U%’ri . (97)
sowie Kovarianzen zwischen je 2 Kontrollpunkten, fiir welche das Rauschen entfillt und nur die
Pradiktionsfehlerkovarianz iibrig bleibt:

COV(Aij)form = OPry;- (98)

Wenn geniigend Kontrollpunkte vorliegen, kénnen andererseits auch direkt empirisch aus den
A-Werten (also z.B. den Sdulen in Abb.9.11) statistische Mafle bestimmt werden. agmp kann aus
allen Kontrollpunkten eines Datensatzes gebildet werden:
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Abbildung 9.11: Empirische Prédiktionsfehler: Differenzen gk — 0gp, zwischen gemessenem Kontrollwert
und prédiziertem Wert (Séulen), dgrop Estergebirge mit 1 mGal-Isolinien, Stiitzpunktsignatur +

2 ! AQ
Oemp — Z Tl (99)

fiir I Kontrollpunkte. Die Kontrollpunkte kénnen aber auch in Klassen abhéngig von ihrer Ent-
fernung d.in zum jeweils nichsten Stiitzpunkt der Priadiktion aufgeteilt werden:

I 2
02, = i = (9.10)
empy : Ik :
dminz€dk

fiir Abstandsklassen dj, und I, Kontrollpunkten pro Abstandsklasse (entsprechend dem Vorgehen
bei der Berechnung der empirischen AKF). Die Bildung von Kovarianzen zwischen verschiede-
nen Kontrollpunkten ist nur in Klassen abhéngig von der Distanz d;; zwischen den jeweils 2
Kontrollpunkten sinnvoll:

Iy,
em AzA
dij?‘fdk

Nun kann die Ubereinstimmung zwischen empirischen und formalen FehlermaBen, also die
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Beziehungen
U?}mp = Uigorm (912)
Oemp, = Olormy (9-13)
cov(A;)™ = cov(Ay)ferm (9.14)

getestet werden.

Dafiir sollen im folgenden zunéchst empirische Fehler ermittelt und untersucht werden. Das
Pradiktionsergebnis dgp, und somit auch die empirischen Prédiktionsfehler sind relativ unemp-
findlich gegeniiber der Wahl des AKF-Modells und der AKF-Parameter bei der Prédiktion.
Abb.9.12 zeigt fiir das Beispiel aus Abb.9.11, dass sehr unterschiedliche Modelle und Para-
meter zu fast identischen empirischen Fehlern fiihren. Die Tabelle in der Abbildung enthilt die
Gesamtstandardabweichungen ey, die Grafik teilt sie in 6 Klassenwerte oemp, auf und zeigt
damit das Ansteigen der empirischen Fehler abhingig vom Abstand dpi, zum nichstgelegenen
Stitzpunkt. Die Halbwertsbreite £ muss allerdings zum mittleren Stiitzpunktabstand d passen.
Bei zu kleinem ¢ schlédgt die Pradiktion zwischen den Stiitzpunkten zu 0 hin aus. Fiir das Mo-
dell Cy e geschieht dies fiir £ < 0.7d (Bian und Menz, 1999); fiir das Gaufl-Markov-Modell
2.0rdnung gilt wohl ein &hnlicher Wert, fiir Hirvonenmodelle mit kleinem Parameter p muss &
noch grofler sein. Wenn ¢ andererseits zu grofi gewdhlt wird (grofler als die Maximalwerte in
Abb.9.12), dann glittet die Priadiktion stéirker, und die empirischen Fehler A steigen an.

Fiir die Bildung von Abstandsklassen wurden jeweils mindestens 60 Kontrollpunkte pro Klas-
se verwendet. Nur dann ist eine ausreichend homogene Verteilung der Fehler A gewihrleistet.
Abb.9.12 unten zeigt, dass die Verteilungen der A fiir die 6 Abstandsklassen Normalverteilungen
nahe kommen. Bei weniger Kontrollpunkten pro Klasse wiirden hingegen einzelne grofie A-Werte,
z.B. aus dem Loisachtal, das Klassenmittel zu stark prégen.

Abb.9.13 zeigt die empirischen Fehler fiir grop bzw. dggp¢g fiir die in Kap. 9.1-9.4 untersuch-
ten Datensétze unterschiedlicher Ausdehnung. Mit gewissen Einschrinkungen kann man aufgrund
der empirischen Fehlerstandardabweichungen von einem relativ homogenen dgrop- bzw. 6ggp¢or-
Signal ausgehen. Aus den Datenséitzen wurden Stiitzpunktsitze mit unterschiedlichen mittleren
Stiitzpunktabstinden d ausgewahlt. Alle {ibrigen Punkte eines Datensatzes, in der Regel ca. 100—
400 Punkte, dienten als Kontrollpunkte; ihrer jeweiligen Anzahl entsprechend wurden mehr oder
weniger Abstandsklassen gebildet. Fiir die Pridiktion wurden Gauss-Markov-Modelle 2.0rdnung
mit den Parametern der empirischen AKF des jeweiligen Datensatzes nach linearem Trendabzug
verwendet (Tab.9.2). Wenn & im Vergleich zu d zu klein war (s.o.), wurden die Parameter des
nichstgrofleren Datensatzes verwendet. Die Kurven zeigen eine deutliche Abhéngigkeit von dpiy.
Die vorhandenen Zacken deuten auf Inhomogenitiaten der A hin, z.B. darauf, dass Kontrollpunk-
te mit dhnlichem dp;, aufgrund der Stiitzpunktauswahl zuféllig bevorzugt in besonders rauhen
Zonen liegen. Zum spéteren Vergleich mit den formalen Fehlern, und weil fiir die Datensétze
unterschiedliche Werte fiir das Rauschen angenommen wurden, ist jeweils nicht oemp, sondern

\/ 02, — 02 dargestellt, siehe die Gleichungen (9.7) und (9.12). Die Mittelwerte fiir oemp (Tabelle

emp
in Abb.9.13) zeigen die Abnahme des Restsignals bei steigender Punktdichte.

Wie zu erwarten ist, liegen die Fehler der dgyp¢g unterhalb derjenigen der dgrop. Die meisten
Einzelkurven fiigen sich zu einer recht homogenen Gesamtkurve zusammen. Bei gleichem dpi,
liegen die Fehler fiir weniger dichte Stiitzpunkte (groeres d) meist iiber denjenigen fiir dichtere
Stiitzpunkte, weil fiir die ersten die Entfernungen zu den restlichen Stiitzpunkten grofler sind.
Eine Ausnahme bilden die Fehler fiir die dgrop der Bayerischen Alpen bei d = 3.9km, wel-
che deutlich unter den Fehlern aus dem Estergebirge liegen. Moglicherweise sind die dgrop im
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Abbildung 9.12: Oben: Empirische Prédiktionsfehler in Abhéngigkeit vom Abstand zum néchstgelegenen
Stiitzpunkt fiir unterschiedliche AKF-Modelle und AKF-Parameter. Estergebirge, Datensatz mit mittle-
rem Stiitzpunktabstand 1.8 km
Unten: Verteilung der Fehler (in [mGal]) in den 6 Abstandsklassen der Grafik (fiir Gauss-Markov 2.0rd-
nung, Co=12mGal?, £=2.0km)

Estergebirge durch die Storkorper des Loisachtals und des Wamberger Sattels etwas rauher als
im Durchschnitt der Bayerischen Alpen. Ebenfalls deutlich unter den Fehlern des Estergebirges
liegen diejenigen der Verdichtung Kiithalm-Michelfeld. Dort ist das Signal also etwas glatter, ver-
mutlich weil die gesamte Mulde in einer einheitlichen geologischen Schicht liegt (Plattenkalk).
Weil der Datensatz Kiihalm-Michelfeld insgesamt nur 60 Messpunkte umfasst, ist fiir ihn eine
Aufteilung in Abstandsklassen nicht sinnvoll.

agmp — 02, also die empirische Fehlervarianz abziiglich des Rauschens, gibt auch ein Ma# fiir
den Restsignalgehalt in den Wellenléingen unterhalb des Stiitzpunktabstandes. Es zeigt sich, dass
auch bei sehr kurzen Wellenléingen noch ein deutliches §g-Signal vorhanden ist. Aus Abb. 9.13 geht
hervor, dass ein Restsignalgehalt mit einer Standardabweichung von unter 1 mGal fiir dgTop erst
bei Messpunktabstinden unter 1.5 km und fiir dggp¢r bei Abstédnden unter 3km erreicht wird.
Erst bei Punktabstinden um 500 m liegt der Restsignalgehalt in der Gegend des Rauschens (bei
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Abbildung 9.13: Empirische Prédiktionsfehler 6grop bzw. dgqpsg- Die Ergidnzung der einzelnen Da-
tensétze zu einer Gesamtkurve deutet auf ein dhnliches Signalverhalten.

sorgfiltiger Modellierung 0.1-0.3 mGal). Dies bedeutet auch, dass die Sorgfalt bei der Geldnde-
modellierung, welche im Estergebirge angewendet wurde, erst bei sehr engen Punktabstdnden
unter 1km wirklich erforderlich ist. Im Gebirge wird eine solche Punktdichte und somit eine
solche Genauigkeit wohl in der Regel nicht erreicht werden kénnen.

Viel empfindlicher als der empirische reagiert der formale Fehler op, auf Anderungen der AKF-
Parameter einschliefflich der Kriimmung des AKF-Modells bei kleinen Abstdnden. Abb. 9.14 zeigt,
dass AKF-Modelle mit relativ geringen Unterschieden im Kriimmungsverlauf deutlich verschie-
dene formale Fehler bewirken konnen. Dies duflert sich im Mittel op;

(9.15)

fiir I pridizierte Kontrollpunkte (Tabelle in Abb.9.14) wie auch im Verlauf der op, in den Ein-
zelpunkten abhéingig von dpin. Diese deutliche Abhéngigkeit der Fehler von dp,;, erweist sich als
aussagekriftiges Untersuchungskriterium fiir die Pridiktion mit unregelméfig verteilten Stiitz-
punkten (Goad et al., 1984). Besonders extreme und unrealistische Verldufe von op, erhélt man
mit den Modellen Gauss-Markov 1.0rdnung (deutlich zu steil) und e~ (deutlich zu flach),
obwohl beide Modelle durchaus verniinftige pridizierte Werte dgp, ergeben.
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Abbildung 9.14: AKF-Modelle mit unterschiedlichen Kriimmungen bei kleinen Absténden (links) und re-
sultierende formale Fehler (rechts, jeder Punkt représentiert einen Prédiktionspunkt). Alle Modelle werden
in der Praxis mit guten Pridiktionsergebnissen eingesetzt, ergeben aber teilweise unrealistische formale
Fehler. Jeweils mit Co=1 (dimensionslos), £=3 km und einen simulierten Datensatz mit d=1.4km. In der
rechten Abbildung ist fiir das Gauss-Markov-Modell 2.0Ordnung exemplarisch die theoretische Maximal-
kurve nach Gleichung (9.16) dargestellt.

Fiir den Fall, dass nur 1 Stiitzpunkt vorhanden wire, ergibt sich fiir op, aus (2.32) die Maxi-
malkurve

C2 (dmin)

2
dmin = -
OPr( ) CO CO _’_O_g

(9.16)

Fiir das Modell Gauss-Markov 2.0rdnung ist diese Kurve in Abb. 9.14 eingetragen.

Nach diesen separaten Untersuchungen der empirischen und formalen Fehler sollen nun beide
verglichen werden, d.h. die Gleichungen (9.12)—(9.14) sollen getestet werden. Abb.9.15 zeigt die
empirischen Fehler aus Abb.9.13 zusammen mit formalen Fehlern, welche mit Gauss-Markov-
Modellen 2.0rdnung mit den Parametern der jeweiligen empirischen AKF nach Abzug einer
ausgleichenden Ebene (Tab.9.2) bestimmt wurden. Die Ubereinstimmung ist fiir die meisten
Datensétze gut; im Extremfall sind die formalen Fehler um den Faktor 1.7 zu grof}, also zu
pessimistisch.

Die Kovarianzparameter aus empirischen AKF fiihren also hidufig zu ziemlich realistischen for-
malen Prédiktionsfehlern, zumindest bei Verwendung von Gauss-Markov-Modellen 2.0rdnung
und nach Abzug eines linearen Trends. Die beschriebenen Vorbehalte gegeniiber aus begrenzten
trendbehafteten Ausschnitten gebildeten empirischen AKF erweisen sich also fiir den Pradikti-
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Abbildung 9.15: Formale Prédiktionsfehler (Punkte) fiir alle untersuchten Datenséitze unter Verwendung
der Parameter der empirischen AKF' des jeweiligen Datensatzes nach linearem Trendabzug, im Vergleich
mit empirischen Fehlern (mit Linien verbundene Kreise, siehe Abb. 9.13, hier nur 6grop, nicht dggr¢yr)

onsfehler als doch nicht so gravierend. Die Frage, wie sich die wegreduzierten Trends bei der
Kovarianz-Fortpflanzung auf andere Funktionale auswirken, bleibt allerdings noch offen.

Ein solcher Vergleich kann auch verwendet werden, um ein einheitliches realistisches AKF-
Modell fiir alle untersuchten Datensétze zu finden. In Abb. 9.16 sind den gleichen empirischen Feh-
lern nun formale Fehler aus einem durch Probieren gefundenen Hirvonenmodell mit p = 0.2, Cy =
100 mGal?, ¢ = 20km gegeniibergestellt. Fiir die Datensitze mit grofen Punktabstéinden d sind
die Fehler aus dem Modell etwas zu pessimistisch, fiir mittlere d ungefihr realistisch, fiir die
Datensétze mit sehr kleinem d (in der Abbildung links) hingegen unrealistisch (um bis zu Faktor
4 zu klein). Bei der Kombination von Datensétzen mit so unterschiedlichen Punktdichten und
Ausdehnungen st68t man rasch an die Grenzen solcher einfacher analytischer AKF-Modelle. Thre
Kriimmung kann das tatsédchliche Signalverhalten meist nur fiir bestimmte Abstandsbereiche gut
wiedergeben. Ein einheitliches Gauss-Markov-Modell 2.0rdnung lisst sich noch schlechter an die
verschiedenen Datensétze anpassen als das gezeigte Hirvonenmodell.

Fiir die Bildung des Fehlervolumens mit Gleichung (2.40) sind realistische Fehlerkovarianzen
ebenso wichtig wie realistische Fehlervarianzen. Tests zeigen allerdings, dass bei der Pradiktion
mit AKF-Modellen, welche realistische formale Fehlervarianzen bewirken, die Kovarianzen unpro-
blematisch sind. Abb.9.17 zeigt ein solches Beispiel: Bei einem Datensatz und einem AKF-Modell,
fiir welche schon die formale Fehlervarianz dem empirischen Wert sehr nahe kommt, stimmen auch
die formalen Kovarianzen gut mit den iiber Gleichung (9.11) gebildeten empirischen iiberein. Der
Verlauf der gezeigten Kurven wird weniger von der Form des AKF-Modells, sondern vielmehr
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Abbildung 9.16: Formale Pradiktionsfehler fiir alle untersuchten Datensétze unter Verwendung einer ein-
heitlichen Hirvonen-AKF mit p=0.2, Co=100mGal?, £=20km, im Vergleich mit empirischen Fehlern,
Signaturen siehe Abb. 9.15
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Abbildung 9.17: Formale Fehlerkovarianzen fiir das Estergebirge, Datensatz mit d=0.95km, Prédiktion
mit Parametern der empir. AKF, im Vergleich mit empirischen Fehlerkovarianzen
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von der Stiitzpunktdichte bestimmt. Etwa ab dem mittleren Stiitzpunktabstand d schlagen die
Kovarianzen leicht ins negative aus, um dann schnell 0 zu erreichen.

Der entscheidende Test auf realistische formale Fehler ist also der Test der Varianzen; wenn er
positiv ausfillt, gilt dies in der Regel auch fiir den Test der Kovarianzen.

Zum Schluss des Kapitels soll noch einmal die Signalreduktion durch die Reduktionsschritte
der Schwerereduktionen gezeigt werden, nun allerdings anhand der punktdichteabhéngigen empi-
rischen Préidiktionsfehler. Abb. 9.18 zeigt noch einmal empirische Pridiktionsfehler, diesmal aber
nicht nur fiir 6grop und dggrygr, sondern auch fiir dggo und dgra. Wihrend der Vergleich von
Signalstandardabweichungen (Kap.9.1) wegen des Einflusses langwelliger Trends problematisch
war, sind die empirischen Pradiktionsfehler unabhéngig von solchen Trends, da nur das Restsignal
unterhalb der Stiitzpunktdichte eingeht.

10" ]

empirische Fehlerstandardabweichung [mGal]

T
7

X

10 10° 10°
Abstand zum nachstgelegenen Stutzpunkt [m]

Abbildung 9.18: Reduktion des Signalgehalts (Glittung) durch die Schritte der Schwerereduktion, demon-
striert an empirischen Prédiktionsfehlern fiir alle in den Abb. 9.13 bis Abb. 9.16 gezeigten Datensétze

Abb. 9.18 zeigt vor allem fiir das Verhéltnis zwischen dgpa und dgrop ein ziemlich konsistentes
Bild: Fiir alle Punktdichten betragen die Fehler fiir topographisch reduzierte Stérungen 4-9%
der Fehler fiir Freiluftstorungen. Nach der Reduktion der Storkorper sind die Fehler teilweise
noch einmal deutlich geringer, bei 60-90% der dgrop, je nach dem Umfang der modellierten
Storkorper. Die Kurven fiir dggo hingegen variieren sehr stark im Mittelfeld zwischen Freiluft-
und topographisch reduzierten Stérungen, je nach dem Anteil der Berggipfel in den Datenséitzen.



10 Fehlervolumen fiir Schwerestorungen und
Fehlerfortpflanzung

Aus Kap.9 liegen nun gepriifte AKF-Modelle fiir topographisch reduzierte Schwerestérungen
dgrop vor, welche fiir bestimmte Stiitzpunktdichten realistische Prédiktionsfehler (Varianzen
und Kovarianzen) ergeben. Dies ist der gewiinschte Darstellungsfehler, welcher nun zur Feh-
lerfortpflanzung in dem in Kap. 2.3 dargestellten Verfahren eingesetzt werden kann. Mit diesen
Modellen miissten — immer bezogen auf die zugehorigen Punktdichten — realistische Genauigkei-
ten fiir Geoidhohen und Kugelfunktionskoeffizienten oder auch fiir andere Schwerefeldfunktionale
erhalten werden.

In Heiskanen und Moritz (1967), Tab.(7-3), werden Geoidfehler aus Schwereanomalie-Rastern
fiir Rasterweiten zwischen 10° und 1° angegeben. Im folgenden werden Geoidfehler und Feh-
ler fiir Kugelfunktionskoeffizienten nach dem gleichen Verfahren, aber fiir wesentlich kleinere
Stiitzpunktabstinde zwischen 15km und 0.5km berechnet, jeweils nicht nur fiir Stiitzpunkt-
raster, sondern auch fiir unregelméfig verteilte Stiitzpunkte. Dabei wird das Vorliegen von Da-
tensédtzen mit jeweils global einheitlicher Punktdichte angenommen. Die Ergebnisse sind daher
als Abschitzungen fiir ideale Situationen zu verstehen. Ahnliche Vorgehensweisen mit anderen
Operatoren wiirden Genauigkeiten fiir die Berechnung weiterer Funktionale liefern.

10.1 Fehlerkovarianzfunktion

Grundlage fiir das weitere Vorgehen sind Fehlerkovarianzfunktionen fiir pradizierte dgrop-Punkt-
werte aus Gleichung (2.32) bzw. fiir pradizierte dgrop-Blocke aus Gleichung (2.34). Da sich die
Arbeit auf die Untersuchung lokaler Datensétze beschriankt, wird im folgenden mit ebenen Ko-
ordinaten gearbeitet, also mit o(z,y,2'y’) anstelle von o(6, A, 6, \). Abb.10.1 zeigt Beispiele
fiir eine Stiitzpunktverteilung aus dem Estergebirge. Schon in geringer Entfernung vom Berech-
nungspunkt bzw. -block verschwinden die Fehlerkovarianzen. Dort wo diese vernachléssigbar klein
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Abbildung 10.1: Fehlerkovarianzfunktion fiir einen Einzelpunkt (+) (links) bzw. fiir einen 1.5 kmx 1.5 km-
Block (rechts), aus Prédiktion mit gepriiftem AKF-Modell, mit GK-Koordinaten
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werden, kann die Grenze des Integrationsgebietes ¥/ gezogen werden, siehe die Gleichungen (2.26)
bzw. (2.27). Bei unregelméBig verteilten Einzelpunkten ist dies etwa ab dem {ibernéchsten Stiitz-
punkt der Fall. Die Korrelationen zwischen Blocken héngen von der Anzahl und der Verteilung
der Stiitzpunkte in den Blocken ab. Ab ca. 10 einigermafien gleichverteilten Punkten pro Block
verschwinden die Korrelationen zwischen den Blockmittelwerten nahezu vollstandig. Abb.10.1
links zeigt, dass das Maximum der Fehlerkovarianzfunktion nicht die Varianz sein muss. Kovari-
anzen zu Gebieten mit schlechterer Erfassung durch Stiitzpunkte konnen die Varianz iibersteigen.
Die prédizierten Fehlerkovarianzfunktionen sind in der Regel nicht homogen und nicht isotrop.

10.2 Fehlervolumen

Zur Fortpflanzung des Darstellungsfehlers (Priadiktionsfehlers) fiir Schwerestérungen auf Geoid-
hohen und Kugelfunktionskoeffizienten wird nun das Fehlervolumen F als Integral iiber die Feh-
lerkovarianzfunktion o(x,y,z'y’), Gleichung (2.40), benotigt.

Oft ist fiir E eine grobe Auflésung ausreichend; dann kann es in Blocken berechnet werden, so
z.B. fiir den Geoidfehler nach Gleichung (2.39) fiir die Zonen auflerhalb der ndheren Umgebung
des Berechnungspunktes. Dabei konnen die Blockgréfien mit der Entfernung zunehmen. Ebenfalls
ausreichend sind E-Blockwerte fiir Fehler von Kugelfunktionskoeffizienten (2.43) fiir niedrige
Grade, wenn die Wellenldnge der Kugelfunktionen die Blockgréfie deutlich iibersteigt. In diesen
Féllen ist jeweils auch der F-Anteil in (2.39) und (2.43) vernachléssigbar. Fiir den Nahbereich
der Geoidberechnung sowie fiir hohe Kugelfunktionsgrade wird eine hohere E-Auflésung sowie
eventuell eine Beriicksichtigung der F-Anteile notwendig.

10.2.1 FE-Blockwerte

Grundlage ist die Fehlerkovarianzfunktion fiir Blocke (2.29). Die dafiir erforderlichen Mittelwerte

des AKF-Modells zwischen Blocken Ck g bzw. zwischen Blocken und Stiitzpunkten C'x; werden
durch numerische Integration berechnet. Dafiir werden die Blocke in ausreichend kleiner Schritt-
weite abgetastet. Die Schrittweite soll zur Kriimmung des AKF-Modells passen. Am aufwendig-
sten ist die Berechnung von C. Als Stiitzpunkte werden jeweils alle Punkte eines Datensatzes
verwendet, welche innerhalb des jeweiligen Blocks oder in einem gewissen Umbkreis liegen. Die
Integration bei der Bildung von E in Gleichung (2.40) kann nun durch die Summe jeweils iiber
die nah benachbarten Blocke ersetzt werden; man erhélt Blockwerte fiir £. Abb.10.2 zeigt E-
Blockwerte aus dem Estergebirge. E wird meist in [mGa12 kmg] angegeben, manchmal stattdessen
auch als F/R? in [mGal?] mit dem Erdradius R.

Wie schon erwahnt wurde, verschwinden die Fehlerkovarianzen zu Nachbarblocken fast ganz,
wenn ein Block geniigend dicht mit Stiitzpunkten besetzt ist. In diesem Fall kann (bei meist nur
geringer Unterschétzung von E) die Integration bzw. Summation iiber ¥’ ersetzt werden durch
die Ni#herung 02AY, mit der BlockgréBe AX. Es miissen dann nur die Blockfehlervarianzen o2
berechnet werden, keine Kovarianzen, also auch nur die Hauptdiagonale der Matrix Cx . Fiir
groflere Blocke, welche viele Stiitzpunkte umfassen, variieren die E-Blockwerte nur noch wenig,
da sich lokale Unterschiede in der Punktdichte weniger auswirken. Man néhert sich so einem
E-Mittelwert fiir den ganzen Datensatz. Nur an den Réandern des Datensatzes steigt E stark an,
wenn auflerhalb weniger dichte oder gar keine Stiitzpunkte vorhanden sind.

Fiir alle in Kap. 9 untersuchten Datensétze von topographisch reduzierten Schwerestérungen
wurden nun E-Blockwerte fiir geeignete Blockgréflen berechnet, jeweils unter Verwendung eines
zur Punktdichte passenden gepriiften AKF-Modelles. Aus den Blockwerten (ohne Randblocke)
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Abbildung 10.2: E-Blockwerte fiir das Estergebirge, mittlerer Punktabstand d=0.62km, BlockgriBe
1.5kmx 1.5 km, gepriiftes AKF-Modell, Gebietsmittel ohne Randblécke: 0.06 mGal? km?

wurden F-Gebietsmittel bestimmt. Diese Datensétze geben realistische Messpunktverteilungen
wieder; wegen der beschrinkten Punktanzahl bleiben allerdings oft nur kleine Teile von Randef-
fekten unberiihrt. Deshalb wurden zusétzlich groflere Punktverteilungen simuliert, deren Punkt-
dichten den echten Datenséitzen entsprechen, und zwar sowohl als Stiitzpunktraster wie auch als
zufillig (uniform in z und y) verteilte Stiitzpunkte. Fiir diese Verteilungen wurden in gleicher
Weise wie fiir die echten Datensétze FE-Blockwerte und Gebietsmittel bestimmt. Abb. 10.3 zeigt
E-Blockwerte fiir eine zuféllige Verteilung.

In Abb. 10.4 sind die F-Gebietsmittel fiir die echten und die simulierten Datensétze in Abhén-
gigkeit vom mittleren Punktabstand d eines Datensatzes aufgetragen. Fiir die Stiitzpunktraster
entspricht d der Rasterweite. Fiir unregelmiBig verteilte Stiitzpunkte ist d = \/A/Ng mit der
Gebietsfliche A und der Stiitzpunktanzahl Ng. Die ermittelten Gebietsmittel (in [mgal® km?])
liegen in einem Band etwa zwischen den Grenzkurven 0.14 d[km]3? und 2.0 d[km]?>? (in der Gra-
fik grau). Fiir zufillig verteilte Stiitzpunkte sind die Werte um den Faktor 7-15 grofler als fir
Stiitzpuktraster. Dies wird durch die gréfleren Liicken in den zufilligen Verteilungen verursacht,
in welchen F iiberproportional ansteigt. Die Kurve der echten Datensétze liegt jeweils dazwischen;
diese sind ja keine Raster, aber auch keine zufilligen Verteilungen, da bei der Schweremessung oft
auf gleichmiBige Uberdeckung geachtet wird. Die Breite des grauen Bandes gibt somit die Wir-
kung von giinstigen oder ungiinstigen Stiitzpunktverteilungen auf F wieder (und damit spéter
auch auf oy und o,,,). Wenn nicht auf gleichmiBige Uberdeckung mit Messpunkten geachtet
wird, kann dies also einen ca. 7-15fachen Geoidfehler im Vergleich zu einem Raster mit glei-
cher Gesamtstiitzpunktanzahl zur Folge haben. Die E-Werte fiir Stiitzpunktraster wurden fiir
ein Punktrauschen (D;;) von 0.5 mGal sowie von 0.25mGal berechnet. Der erste Wert ist eher
pessimistisch, der zweite wird bei sorgfiltiger Geldndereduktion erreicht (Kap. 6). Die Kurve mit
dem grofleren Rauschen ist in der Grafik grau gestrichelt eingezeichnet. Das groflere Rauschen
wirkt sich fiir d >2km nicht auf E aus. Fiir engere Stiitzpunkte hingegen wird der Unterschied
in E deutlich sichtbar; hier wirkt sich also vor allem die Sorgfalt der Gelindereduktion spiirbar
aus.

In Abb. 10.4 sind die Werte von Heiskanen und Moritz (1967), Tab. (7-3) — fiir deutlich groflere
d — mitaufgenommen. Sie liegen wie die hier berechneten Werte in dem beschriebenen Band. Die
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Vergleichbarkeit mit unseren Werten ist allerdings eingeschrénkt, da die Werte von Heiskanen
und Moritz (1967) nicht auf topographisch reduzierten, sondern auf Freiluftanomalien beruhen.

10.2.2 Kontinuierliche E-Funktion

Das Fehlervolumen nach (2.40) kann statt blockweise auch kontinuierlich berechnet werden, also
etwa als Raster mit geniigend kleiner Schrittweite, z.B. d/4. Fiir jeden Rasterpunkt wird mit
(2.32) eine Fehlerkovarianzfunktion zu den anderen Rasterpunkten in einem ausreichenden Um-
kreis ¥/ bestimmt und numerisch integriert. Am Beispiel von Abb.10.5 (oben links) wird das
Verhalten des Fehlervolumens bei unterschiedlichen Stiitzpunktabsténden deutlich. In gréfleren
Liicken steigt F stark an, deutlich stirker als die blofle Fehlervarianz. Zwischen sehr nah be-
nachbarten Stiitzpunkten ist E sehr gering und kann sogar leicht negative Werte annehmen.
Aus der Mittelung der kontinuierlichen E-Funktion iiber Blocke konnen wiederum E-Blockwerte
(s.0.) erhalten werden. Das aufwendige Verfahren ist aber nur sinnvoll, wenn eine hohe raumliche
Auflésung fiir £ verlangt wird.

kontinuierl. Fehlervolumen mit Voronoipolygonen Fehlervolumen, Mittelwerte fir Voronoipolygone
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Abbildung 10.5: Fehlervolumen, oben: kontinuierliche und wabenartige Darstellung, unten:
flichenabhéngige Darstellung der E-Polygonwerte, mit gepunkteten Grenzen des Bandes aus Abb. 10.4,
diesmal in nichtlogarithmischer Darstellung

Abb. 10.5 zeigt den Versuch, einen Zusammenhang zwischen E und der Fliche zu bestimmen,
fiir welche jeder einzelne Stiitzpunkt steht. Dafiir wird die kontinuierliche E-Funktion jeweils fiir
den Bereich von Voronoipolygonen rings um jeden Punkt gemittelt (Abb. 10.5 oben rechts). Wie
bei der kontinuierlichen Darstellung treten auch in der wabenartigen Voronoi-Darstellung Gebiete
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mit geringer Punktdichte als iiberproportional hohe E-Spitzen dunkel hervor. Der Zusammenhang
mit der Polygonflache ist nicht streng, da sich jeweils auch die Flichen der Nachbarpolygone
auswirken. Die FE-Polygonwerte bleiben aber im Rahmen des Bandes aus Abb. 10.4; sie sind
also vergleichbar mit Gebietsmittelwerten, bei welchen ein Punkt im Mittel die gleiche Flache
reprasentiert.

10.3 Vom Fehlervolumen des Darstellungsfehlers zum Geoidfehler

Wenn ein global einheitliches Fehlervolumen FE fiir Schwerestérungen angenommen wird, also eine
homogene Punktdichte und homogene Signaleigenschaften voraussgesetzt werden, dann kann der
Geoidfehler mit (2.45) einfach abgeschétzt werden. Mit

Gutot0) = gy [ B sin) (10.1
wird (2.45) zu
0% = E Guo(t0) (10.2)

(Strang van Hees, 1986), und man erhilt bis auf eine kleine Kernzone eine lineare Umrechnung
zwischen dg-Fehlervolumen und Geoidfehler. Tab. 10.1 zeigt Gro(t)o) fiir kleine ¢p-Werte. Daraus
ergibt sich, dass die Umrechnung nicht dramatisch von der Wahl des Radius ¢y der Kernzone
abhéngt. Die entsprechenden Werte Ggt (1) fiir den Stokes-Operator sind etwa doppelt so grof;
aus Schwereanomalien ergeben sich also doppelt so grofie 012\1 wie aus Schwerestérungen.

Abb. 10.6 zeigt den sich mit Gleichung (10.2) aus den E-Werten ergebenden Geoidfehler. Fiir
1o wurde dabei jeweils 1/5 des Stiitzpunktabstandes d verwendet. Aus der Grafik sind die er-
zielbaren Geoidgenauigkeiten (im folgenden immer im Sinn einer Standardabweichung) fiir vor-
gegebene Punktdichten genauso ablesbar wie erforderliche Punktdichten fiir gewiinschte Geoid-
genauigkeiten. Fiir die untersuchten Messdatensétze sind die erzielbaren Geoidgenauigkeiten in
Tab. 10.2 explizit aufgefiihrt. Wenn die hohe Punktdichte des Estergebirges (sowie die bendtigte
topographische Information) weltweit vorldge, wiren demnach — wie zu erwarten — exzellente
Geoidgenauigkeiten unter dem mm erzielbar. Mit abnehmender Punktdichte verschlechtert sich
die Geoidgenauigkeit rasch, beispielsweise auf ca. 10 cm bei Punktabstéinden von 20 km. Mit dem
Tiroler Datensatz, welcher ja einen erheblichen Teil der Ostalpen umfasst, miisste eine fiir Ge-
birge sehr gute Geoidgenauigkeit von ca. 2 cm erreichbar sein, zumindest in Teilen ohne grofere
Liicken zwischen Stiitzpunkten. Jedoch umfasst die groite Liicke innerhalb dieses Datensatzes im
Karwendelgebirge (siche Abb.9.1) eine Flidche von ca. 20 kmx 35 km. Dort muss geméfl Abb. 10.6
mit einer doch erheblichen Geoid-Fehlerstandardabweichung von 15-25 cm gerechnet werden.

Tab. 10.3 zeigt die erforderlichen Punktdichten fiir runde Geoid-Fehlerstandardabweichungen.
Die untere Grenze fiir d gilt dabei fiir eine zufillige Punktverteilung, die obere Grenze fiir ein
Raster. Fiir ein 1cm-Geoid aus Schwerestérungen benotigt man demnach Punktabstinde um
5km, fiir ein 1 mm-Geoid Punktabstinde um 1km.

Die Behandlung der Kernzone bis zum sphérischen Abstand vy wirft bei der Fehlerfortpflan-
zung einige Probleme auf. Wegen der Singularitit der Hotine-Funktion ist Gyo(t)o) nicht di-
rekt berechenbar. Ferner wird der Geoidfehler durch (10.2) fiir den angrenzenden Nahbereich
iiberschétzt, wenn die Kernzone sehr klein gehalten wird, da der F-Anteil vernachléssigt wur-
de (s.Kap.2). Zudem ist es fraglich, ob im angrenzenden Nahbereich mit einem E-Mittelwert
gearbeitet werden darf.
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Tabelle 10.1: Integral Guo(vo) bzw. Gsi (1), giiltig

. LS P - m S—
jeweils ab Grad n = 2, in {mGalem2

Yo | Guo(¥o) Gsi(¥o)
[km | 1078
0.2 132 202
0.5 117 186
1 106 175
2 94 163
5 79 148
10 68 136
20 56 124
Tabelle 10.2: Geoidgenauigkeit aus Tabelle 10.3: Erforderliche Punktdichten fiir
dgrop fiir untersuchte Datensétze gewtinschte Geoidgenauigkeit aus dgrop
Datensatz | d[km] oy [mm] oN [mm] | d[km)]
Estergebirge | 0.62 0.3 1 0.72 - 1.7
Estergebirge | 0.95 0.5 2 1.1 -2.7
Bayerische Alpen | 2.7 3.4 5 2.0 -5.0
Bayerische Alpen | 3.9 6.0 10 3.2-1738
Tirol 6.3 19 20 5.1 — 12
Tirol 10 32 50 9.3 - 23

Der Fehlereinfluss der Kernzone von ¢ = 0 bis 1y ist im Prinzip berechenbar mit

o3 = 0,2 (10.3)
No — ,72U1591D :

entsprechend der iiblichen Berechnung des Kernzoneneinflusses auf N
No = Zsq (10.4)
g

mit dem Radius der Kernzone ryg = Ry und der Normalschwere v (Groten und Moritz, 1964).
054p ist dabei allerdings ein Punktfehler fiir /g im Geoidberechnungspunkt P, nicht ein Blockfehler
fiir die Kernzone; daher ist dieses Vorgehen fiir den Darstellungsfehler weniger geeignet. Groten
und Moritz (1964) leiten ab, dass sich die Fehler fiir die Kernzone (10.3) und fiir den Auflenbereich
(2.42) dann korrekt zu einem Gesamtfehler addieren, wenn vy die Bedingung

9 ) 167TR20§9P
Ho* (1)) sin¢pg = —5 % (10.5)
erfiillt. Diese Bedingung ergibt fiir die in dieser Arbeit ermittelten Parameter (kleines Punkt-
rauschen im Vergleich zum Darstellungsfehler) sehr kleine Werte fiir vy, deutlich unter dem
Stitzpunktabstand, meist bei 0.2d-0.3d. Der Fehlereinfluss einer so kleinen Kernzone ist ver-
nachlassigbar klein, so dass auf diese Kernzone verzichtet werden koénnte.

Die beiden weiteren Schwachpunkte der Abschitzung von Geoidgenauigkeiten mit der einfa-

chen Formel (10.2), ndmlich die Vernachlidssigung des F-Anteils sowie der Variation von E im
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Abbildung 10.6: Geoidfehler, jeweils unter Annahme einer global einheitlichen Punktdichte

Nahbereich, kénnen iiberpriift werden, indem der Geoidfehler fiir einen kleinen Umkreis um den
Berechnungspunkt streng nach (2.26) berechnet wird. Wie fiir die kontinuierliche E-Funktion
(Abschnitt 10.2.2) werden in einem ausreichend engen Raster fiir jeden Rasterpunkt die Fehler-
kovarianzen zu den Rasterpunkten der ndheren Umgebung (Gebiet ¥/, Abb.10.7) bestimmt. Vor
der jeweiligen Integration iiber ¥’ wird nun aber noch die Multiplikation mit den Werten der
Hotinefunktion Ho(tpq) fiir die Absténde zu allen Rasterpunkten in X' durchgefiihrt und vor
der Integration iiber ¥ die Multiplikation mit Ho(ypq) zu den Rasterpunkten in 3 (Zentren der
jeweiligen ¥'-Gebiete). Wenn ein Rasterpunkt mit dem Berechnungspunkt P zusammenfillt, muss
die zugehorige Fehlerkovarianz wegen der Singularitédt der Hotinefunktion weggelassen werden.

Dieses strenge Vorgehen ist zwar aufwendiger, aber fiir einen relativ kleinen Nahbereich noch
gut durchfiihrbar (bei einer Rasterweite von z.B. d/3). Auf diese Weise kann die Variation des
Darstellungsfehlers zwischen den Stiitzpunkten (das Golfballmuster) korrekt beriicksichtigt wer-
den. Erste Tests fiir die Punktverteilung des Estergebirges ergaben allerdings keine dramatischen
Unterschiede im Geoidfehler zu der einfachen Berechnung mit E-Mittelwerten fiir einen gleich
groflen Nahbereich bis heran an eine kleine Kernzone von 100 m Radius. Moglicherweise ist dieses
einfache Vorgehen fiir viele Zwecke ausreichend.

In diesem Abschnitt wurden aus einer gréfieren Anzahl von Datensétzen unter Verwendung
gepriifter AKF-Modelle Werte fiir die Geoidgenauigkeit in Abhéngigkeit von der Punktdichte
unter der Annahme gefunden, dass die Punktdichte des jeweiligen Datensatzes weltweit vorlige.
Die Auswirkung der lokalen Variation des Darstellungsfehlers zwischen diskreten Messpunkten
bei der Fehlerfortpflanzung wurde vorerst nur exemplarisch untersucht. Nicht untersucht wurde
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Abbildung 10.7: Integrationsgebiete fiir strenge Berechnung

die Fortpflanzung regional unterschiedlicher Darstellungsfehler aufgrund regionaler (langwelliger)
Variationen in Punktdichte und Signaleigenschaften. Fiir entsprechende Formeln sei auf Strang
van Hees (1986) verwiesen.

10.4 Fehler fiir Kugelfunktionskoeffizienten

Zum Abschluss wurden die E-Mittelwerte der untersuchten Datensétze noch auf Fehler von dg-
Kugelfunktionskoeffizienten {a,, bnm}(;g umgerechnet. Dabei wurde wiederum ein global ein-
heitliches Fehlervolumen angenommen, um die einfache Formel (2.46) anwenden zu kénnen. Fiir
je eine Punktdichte und ein ihr zugehoriges Fehlervolumen erhélt man dadurch einen konstanten
(von Grad und Ordnung unabhéngigen) spektralen Fehler {o,,}s, fir Schwerestorungen. Wenn
dieser Fehler auf andere Funktionale wie z.B. Potentialkoeffizienten umgerechnet werden soll,
kommt allerdings eine Abhéngigkeit vom Grad n ins Spiel. Die Ergebnisse sind aus Abb. 10.8 ab-
zulesen. Eine Beriicksichtigung der lokalen Variation des Darstellungsfehlers zwischen den Stiitz-
punkten wie bei der Geoidberechnung wire sehr aufwendig und nur fiir héchste Grade eventuell
interessant.
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11 Schlussfolgerungen

Zu den wichtigsten Ergebnissen dieser Arbeit gehoren die ermittelten empirischen Darstellungs-
fehler fiir Schwerestorungen bei Stiitzpunktabsténden zwischen wenigen 100 m und ca. 15km.
Diese wurden aus Differenzen zwischen pradizierten Werten und unabhingigen Kontrollmesswer-
ten bestimmt. Es wurden Messdatensitze unterschiedlicher Ausdehnung und Punktdichte mit
in der Regel je 100 bis 400 gleichméBig verteilten Kontrollpunkten verwendet, um zuverlissige
Fehlerstandardabweichungen zu erhalten.

Die empirischen Darstellungsfehler zeigen (Abb. 9.13), dass Schwerestorungen selbst nach topo-
graphischer Reduktion auch im Bereich sehr kurzer Wellenldngen noch deutlich wahrnehmbare
Signalanteile enthalten. Erst mit extrem engen Stiitzpunktabstdnden von ca. 1.5km kann das
vernachléssigte dgrop-Restsignal in den dazwischen liegenden Kontrollpunkten auf eine Stan-
dardabweichung von 1mGal gedriickt werden. Eine so hohe Stiitzpunktdichte wird allerdings
in der Praxis nur in Ausnahmefillen vorkommen. Das Niveau des Rauschens aus Fehlern der
Schweremessung und der Geléindemodellierung, welches bei sorgfiltiger Modellierung bei ca. 0.1—-
0.3 mGal Standardabweichung liegt, kann sogar erst mit Stiitzpunktdichten um 500 m erreicht
werden. Daraus kann der Schluss gezogen werden, dass fiir kiinftige Messkampagnen zur ge-
nauen flichenhaften Erfassung von Schwerestérungen im Gebirge die erste Prioritét der hohen
Punktdichte zukommt. Nur wenn diese erreicht wird, sind auch eine genaue Schweremessung und
eine sorgfiltige Gelindemodellierung wichtig. (An den dichtesten Datensitzen, in welchen das
Rauschen gut identifizierbar ist, zeigte sich im iibrigen, dass die Fehleranteile aus der Geldndere-
duktion bei sorgfilltiger Geldindeaufnahme und -modellierung bis auf das Niveau der Messfehler
gedriickt werden konnen.) Die erzielten Ergebnisse sind — zumindest soweit Wellenldngen unter ca.
5km betroffen sind — neu und wurden erst durch das im Estergebirge gesammelte Datenmaterial
ermoglicht.

Der Vergleich der Kurven der empirischen Darstellungsfehler fiir die unterschiedlichen Da-
tenséitze ergibt ein ziemlich homogenes, klar von der Punktdichte abhéngiges Bild. Die unter-
suchten Ausschnitte représentieren offensichtlich Teile eines recht homogenen Gesamtsignals. Fiir
ein homogenes Signal sprechen auch die untersuchten Spektraldarstellungen (Abb. 9.8 und 9.10).
Dort wurde in allen Datensitzen ein Verlauf mit etwa 1/w?® bzw. 1/n?8 gefunden. Lokal kann
das dgrop-Signal zwar aufgrund von Stérkorpern sehr inhomogen sein; die Anteile unterschied-
licher Rauheit sind aber wohl etwa gleichméfig {iber die Datensétze verteilt. Die ermittelten
Fehlermafle diirften daher — zumindest in ihrer Gréflenordnung — auf andere gebirgige Gebiete
iibertragbar sein.

Insbesondere fiigen sich die Fehlerkurven aus dem Tiroler Datensatz, welcher hauptséchlich
die geologisch ganz anders gearteten Zentralalpen umfasst, gut an diejenigen der bayerischen
Datensétze aus dem Bereich der Kalkalpen. Weil in den Zentralalpen allerdings die geologischen
Einheiten oft noch deutlich kleinrdumiger sind als in den Kalkalpen, wére es im Hinblick auf die
Signalanteile mit sehr kurzen Wellenléingen sehr interessant, die Erkenntnisse aus dem Esterge-
birge an einem zentralalpinen Testnetz mit d&hnlich hoher Punktdichte zu iiberpriifen. Ein Ansatz
dazu wire das schweizerische Testnetz Turtmann (Bernauer und Geiger, 1986), in welchem aller-
dings die Gipfelzone nicht erfasst wurde.
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Es wurde festgestellt, dass im Estergebirge grofiere homogene geologische Einheiten, in wel-
chen die angenommene Reduktionsdichte die Wirklichkeit gut trifft, abwechseln mit Stérkérpern
wie Talfiillungen oder einzelnen Gesteinsschichten mit abweichender Dichte. Dementsprechend
besteht das Signal der dgrop aus groferen ruhigen Zonen im Wechsel mit Zonen mit grofien Si-
gnalausschléigen. Diese Situation ist typisch fiir viele gebirgige Gebiete. Einige Storkorper konnten
aufgrund der hohe Messpunktdichte gut lokalisiert und modelliert werden. Gerade schmale tief-
reichende Storkorper wie Talfiillungen mit rdumlich begrenzten, aber kréftigen Signalspitzen sind
nur durch sehr dichte Messung gut erfassbar; bei grofieren Punktabstinden verschlechtern sie die
Darstellungsgenauigkeit erheblich. Durch die Modellierung von Stérkérpern konnten die empiri-
schen Fehlerstandardabweichungen der Schwerestérungen um bis zu 40% gedriickt werden; die
Reduktion des Restsignals auf das Niveau von 1 mGal kann nach der Stérkérperreduktion schon
durch Stiitzpunktabstinde von ca. 3km erreicht werden.

Den Eckpfeiler fiir die weitergehende Modellierung und die Fehlerfortpflanzung auf andere
Schwerefeldfunktionale bildet die Signalkovarianzfunktion. Es wurde gezeigt, dass lokale empiri-
sche Autokovarianzfunktionen durch manche Unsicherheitsfaktoren beeintréichtigt sind. Fiir diese
Arbeit stand das Kriterium im Vordergrund, ob die AKF eine realistische Beschreibung des Dar-
stellungsfehlers ermoglichen. Kovarianzparameter aus empirisch nach Abzug von ausgleichenden
Ebenen ermittelten AKF, eingesetzt in Gauss-Markov-Modelle 2.0rdnung, ergaben fiir diesen
Zweck — eher wider Erwarten — gute Ergebnisse. Die Parameter passen allerdings jeweils nur
fiir bestimmte Stiitzpunktdichten gut. Es wurden jeweils die Standardabweichungen des forma-
len Darstellungsfehlers fiir einen ganzen Datensatz sowie das punktdichteabhéingige Verhalten
gepriift.

Mit den so gepriiften AKF-Modellen fiir topographisch reduzierte Schwerestérungen wurden
Abschéitzungen zur Fehlerfortpflanzung auf andere Funktionale unter der Annahme durchgefiihrt,
dass die untersuchten Punktdichten weltweit vorldgen. Auf diese Weise wurden Genauigkeiten
fiir Geoidhohen (iiber den Hotine-Operator) sowie fiir Kugelfunktionskoeffizienten (iiber die
sphérisch-harmonische Analyse) abgeschétzt. Dabei wurden Fehlervarianzen und -kovarianzen
iiber den Zwischenschritt des Fehlervolumens beriicksichtigt. Die erhaltenen Werte stellen ei-
ne Fortsetzung der Ergebnisse von Heiskanen und Moritz (1967, Kap.7) fiir sehr viel hohere
Punktdichten dar. Es ergab sich ein bandférmiger Bereich fiir die fortgepflanzten Genauigkeiten,
abhéngig von der Stiitzpunktdichte und der Regelméfigkeit der Stiitzpunktverteilung. Dieses
Band schlieit in konsistenter Weise an die Ergebnisse von Heiskanen und Moritz (1967) an. Aus
den entsprechenden Grafiken (Abb. 10.6 und 10.8) konnen einerseits die erzielbaren Genauig-
keiten bei vorgegebener Punktdichte und andererseits erforderliche Punktdichten fiir gewiinschte
Genauigkeiten abgelesen werden. Fiir ein 1cm-Geoid ergeben sich beispielsweise erforderliche
Punktabstinde von ca. 5km. In manchen Teilen der Alpen sind die heute vorliegenden Punkt-
dichten fiir Schweremessungen davon bereits nicht sehr weit entfernt. Bei dem untersuchten Tiro-
ler Datensatz, welcher einen erheblichen Teil der Ostalpen umfasst, liegen die durchschnittlichen
Punktabstéinde bei 7 km; in manchen Teilen existieren noch dichtere Daten (Daxinger, 1996), die
grofiten Liicken erreichen allerdings noch eine Ausdehnung von ca. 30 km. Die Situation in der
Schweiz ist vergleichbar; dort weisen die Schweremessungen vielerorts auch im Gebirge geringe
Absténde von 2-5km und grofite Liicken um 20 km auf. Rein aus Sicht des Darstellungsfehlers
konnte also zumindest ein 2 cm-Geoid aus Schweremessungen fiir die Alpen in absehbarer Zeit
erreichbar sein. Dabei sind allerdings andere Modellierungsschwierigkeiten noch nicht berticksich-
tigt, genauso wenig wie fiir den Darstellungsfehler besonders problematische Zonen wie beispiels-
weise vergletscherte Gebiete.

Zum Vergleich mit den so abgeschétzten Geoidgenauigkeiten kénnen die Differenzen der im
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Estergebirge und der Umgebung gemessenen Hohenanomalien aus Nivellement und GPS zum
gravimetrischen Quasigeoid EGG97 herangezogen werden (siehe Kap.5). Die festgestellten Re-
sidualhthenanomalien von bis zu 7cm (mit 3-5cm Standardabweichung) sind allerdings etwas
grofer als mit dem Darstellungsfehler zu erkliren wére, welcher sich aus der Punktdichte der
beim EGG97 verwendeten Schweremessungen ergibt. Moglicherweise spielen andere Modellie-
rungsfehler eine Rolle. Die Variationen der Residualhhenanomalien in nah benachbarten Punk-
ten zeigen andererseits, dass das Signal der Hohenanomalien fiir Wellenldngen unter 2 km sehr
gering ist und im Messrauschen aus Nivellement und GPS von 1-2 cm verschwindet. Fiir fundier-
tere Schliisse in dieser Hinsicht wire die Bestimmung von H6henanomalien aus Nivellement und
GPS in weiteren Punkten wichtig. Der Vergleich zwischen dem fortgepflanzten Darstellungsfeh-
ler und gemessenen Residualhhenanomalien birgt allerdings auch noch theoretische Probleme.
Zum einen miisste dafiir die Fehlerfortpflanzung nicht mit dem Hotine-Operator, sondern einem
Molodenski-Operator berechnet werden. Zum anderen geben die fortgepflanzten Darstellungsfeh-
ler eine Genauigkeit fiir absolute Geoidhéhen an (oder strenggenommen ab n = 2), wihrend aus
den gemessenen Hohenanomalien nur die lokalen Abweichungen des EGG97, also eher relative
Genauigkeiten, erhalten werden.

Die néchste Stufe fiir eine wirklich zuverlissige Beschreibung des Schwerefeldes im Gebirge
bestiinde darin, die hier fiir Schwerestérungen ermittelten und gepriiften Autokovarianzmodelle
in Kreuz- bzw. Autokovarianzmodelle fiir andere Funktionale wie Geoidhdhen, Lotabweichungen
oder Schweregradienten zu iibersetzen und dann zu testen, ob eine Prédiktion bzw. Kollokation fiir
Werte dieser Funktionale in Kontrollpunkten ebenfalls realistische Fehlermafle ergibt. Datensétze
in &hnlich hoher Punktdichte und gleichzeitig ausreichender Punktanzahl (moglichst einige 100
Punkte) sind allerdings gegenwiirtig fiir andere Funktionale als die Schwere noch kaum vorhanden.
Zumindest fiir die sehr kurzwelligen Signalanteile diirfte es deshalb schwierig sein, fiir andere
Funktionale statistisch aussagekriftige Mafle aus Kontrollpunkten zu erhalten.

Zum Abschluss noch eine Bemerkung zur Ubertragbarkeit der Ergebnisse auf nichtgebirgige
Gebiete: Der Einfluss der Topographie auf die Schwerestérungen wurde in dieser Arbeit sehr
sorgfiltig modelliert und reduziert. Die erhaltenen Fehlermafle miissten somit grundsétzlich auf
Schwerefeldgrofien auflerhalb des Gebirges iibertragbar sein. Wie gezeigt wurde, kénnen jedoch
die geologischen Verhéltnisse und damit die Gesteinsdichten im Gebirge auf kleinem Raum sehr
stark variieren, wohl deutlich stérker als auflerhalb des Gebirges. Diese Effekte koénnen in der
Regel nicht oder nur unvollstindig modelliert werden. Daher werden topographisch reduzierte
Schwerefeldgrofien im Gebirge meist rauher sein als im Flachland. Die in dieser Arbeit abgeleiteten
Fehlermafle kénnen wohl fiir das Flachland und somit auch fiir das globale Schwerefeld im Sinn
von oberen Grenzwerten angesehen werden.
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