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Abschidtzung des Schwingungsverhaltens von Konstruktionen mit
zufilligen Systemeigenschaften

Zusammenfassung

Unsicherheiten bei der dynamischen Berechnung von Konstruktionen entstehen durch Model-
lierungsvereinfachungen und streuende Material- und Lastkennwerte. Es wird ein Verfahren
entwickelt, das streuende Systemgroflen auf Grundlage des Polynomen Chaos beschreibt und
aufbauend auf einer Finiten-Element-Formulierung streuende Eigenfrequenzen niherungswei-
se ermittelt. Fiir konstruktiv vorgegebene Grenzwerte von Verschiebungsgréflen werden in
Verbindung mit der dynamischen Vergréferungsfunktion Uberschreitenswahrscheinlichkeiten
berechnet. Das Vorgehen ist in anwenderorientierten Programmen aufbereitet. Ihre Funkti-
onsweise wird anhand von Beispielen erlautert.

Estimation of the dynamic behaviour for constructions with
random system parameters

Summary

Uncertainties in the dynamic calculation of system behaviour arise by simplification in mo-
delling, random material and loading parameters. An approach is developed which describes
random parameters using the functions of the Polynomial Chaos. Based on a Finite Ele-
ment description random eigenvalues are derived approximately. By use of a random transfer
function the probability is calculated that the system response exceeds given limits. The ap-
proach leads to software for engineering practice. Its functionality is explained by meaningful
examples.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Aufgabenstellung

Eine der wichtigsten Aufgaben des konstruktiv tatigen Ingenieurs ist es, technische Strukturen
zu entwickeln, die gegebene Zielvorgaben erfiillen. Dabei gilt es, vorab anhand von Berech-
nungen festzustellen, ob die erdachte Struktur den gestellten Anforderungen entspricht und
den anfallenden Belastungen standhélt.

Vor der Berechnung steht eine Modellbildung, welche die wesentlichen Eigenschaften einer
Struktur beschreibt. Dabei sind Annahmen zu treffen - beispielsweise iiber das Zusammen-
wirken einzelner Strukturelemente -, welche die Berechnung vereinfachen oder im Rahmen
bestehender Methoden erst moglich machen. Zudem sind die Kenngréfien der verwendeten
Materialien fiir die Berechnung abzuschétzen. Gerade im Bauwesen weisen die Eigenschaften
von Baustoffen eine grofie Streubreite auf. So sind in jeder noch so genauen Modellierung
gewisse Unsicherheiten enthalten.

Bei dynamischen Untersuchungen fiillt die Unsicherheit der Eingangsgréfien besonders ins
Gewicht. Das Ergebnis einer dynamischen Berechnung héingt stark davon ab, wie System und
dynamische Last zusammenwirken. Wird bei fiir eine bestimmte Konstellation von Eingangs-
werten kein kritisches Verhalten ermittelt, konnen nur geringfiigig variierte Eingangsgrofien
eine dynamische Systemreaktion zeigen, die als kritisch eingeschitzt werden mufl und somit
nicht mehr tolerierbar ist. Ist die dynamische Last insbesondere auf einen schmalen Frequenz-
bereich begrenzt, wird die Systemantwort durch die Zufilligkeit der Strukturgréfien bestimmt.

Bislang gibt es kein flexibles und leicht handhabbares Hilfsmittel, um in der Praxis den Einflufl
von streuenden Grofien auf beliebige dynamische Systeme wie z.B. aus dem Bauwesen und
dem Maschinenbau zu berechnen. Die Beschreibung streuender Groflen geschieht in der Regel
auf Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie. Die Berechnung mit stochastischen Werten
kann zumeist nur mit groem Aufwand erfolgen.
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Die vorliegende Arbeit hat die Aufgabe, ein Vorgehen zu entwickeln, das die stochastische Be-
rechnung einem praktisch tétigen Ingenieur auf einfache Weise ermdoglicht. Im Zuge von Vor-
berechnungen soll er durch Anwendung des entwickelten Verfahrens Einblick in das streuende
dynamische Systemverhalten gewinnen, um die Bandbreite méglicher Ergebnisse abstecken zu
koénnen. Zudem soll das Verfahren die Bestimmung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten
vorgegebener Antwortgrenzen moglich machen.

1.2 Zielsetzung

Bei der Entwicklung eines Hilfsmittels fiir stochastische Berechnungen von dynamischen Syste-
men stand die einfache Anwendbarkeit in der Praxis im Vordergrund. Der Anwender soll ohne
vertiefte Kenntnisse der Stochastik mit einfachen - deterministischen - Rechenschritten Auf-
schluf} iiber die Streubreite von Systemkenngréfien erhalten. Als charakteristische Kennwerte
eines Systems sollen streuende Eigenfrequenzen und die Uberschreitenswahrscheinlichkeiten
vorgegebener Verschiebungsgrofien im eingeschwungenen Zustand bestimmt werden. Die Ei-
genfrequenzen sind nur von den Systemeigenschaften abhiingig; sie bieten einen besonders
aussagekriftigen Einblick in das Systemverhalten. Die Antwort eines Systems auf eine dy-
namische Last nach Abschlufl des Einschwingvorgangs kennzeichnen die Verschiebungsgrofien
des eingeschwungenen Zustands. Fiir sie sind im Regelfall bestimmte Grenzwerte einzuhalten.
Der Einschwingvorgang wird an dieser Stelle nicht weiter betrachtet. Fiir ihn sind unabhéingig
weitere Untersuchungen anzustellen. Aufgrund des unregelmifligen dynamischen Verhaltens
im Einschwingvorgang weist ein System jedoch eine geringere Empfindlichkeit gegeniiber Pa-
rameterstreuungen auf als im eingeschwungenen Zustand.

Das Hilfsmittel soll den entwerfenden Ingenieur vor allem bei der Vorplanung unterstiitzen.
Er soll durch die Zusatzinformation der Streubreite eine Systemreaktion besser abschétzen
konnen. Zudem soll er ihre Sensitivitdt hinsichtlich der Systemgréfien einfach untersuchen
kénnen. Die stochastische Berechnung muf) iiberdies schnell ausfithrbar sein. Parameterstu-
dien fiir Eingangsgrofien miissen effizient gestaltbar sein.

Das Verfahren soll einfach mit der herkémmlichen Berechnungsmethode der Finiten Elemente
(FE) kombinierbar sein, welche gegenwértig in der Praxis bei der Untersuchung dynamischer
Systeme hauptséichlich angewendet wird.

Im folgenden wird ein Berechnungsverfahren vorgestellt, welches die gesetzten Ziele erfiillt.
Zunichst wird ein kurzer Uberblick {iber das verwendete Vorgehen und die Einordnung in
vorhandene stochastische Berechnungsmethoden gegeben.

1.3 Vorgehen

Im ersten Schritt werden die streuenden Systemeigenschaften, d.h. Unsicherheiten hinsicht-
lich der Modellbildung und der Materialeigenschaften als probabilistische Systemparameter
aufgefait und mit Wahrscheinlichkeiten belegt.

Es wird durchgéingig von normalverteilten Zufallsvariablen bzw. Gaufschen Prozessen aus-
gegangen. Die tatsichliche Streuung von Materialparametern 148t sich im Grundsatz gut
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durch eine Normalverteilung darstellen. Vorteilhaft an der Normalverteilung ist, da8 die Be-
rechnungen einen weit geringeren Aufwand erfordern als bei anderen Verteilungsdichten und
der Anwender am einfachsten die notwendigen Parameter zum Aufstellen der Funktion er-
mitteln kann. Allerdings besitzt die Normalverteilung Werte im negativen Bereich, was im
Falle von Steifigkeits- und Masseparametern den physikalischen Eigenschaften widerspricht.
Es handelt sich jedoch um auslaufende Randbereiche der Funktionen, die stets mit geringen
Wahrscheinlichkeiten belegt sind und kaum Einflufl auf das Gesamtergebnis haben. Somit
kann zur Darstellung der Streuung eine Normalverteilung gewdhlt werden.

Mit Hilfe des Polynomen Chaos, wie es von Ghanem und Spanos [47] prisentiert wird, ist
es moglich, sowohl Zufallsvariablen als auch stochastische Prozesse als Reihenentwicklung
in einem besonders definierten stochastischen Raum darzustellen. Die Berechnung baut auf
der Systembeschreibung durch Steifigkeits-, Massen- und Dampfungsmatrix auf, wie sie bei
einer FE-Darstellung entsteht. Die Reihenentwicklungen der Zufallsgréflen gehen bei einer
FE-Untersuchung in die Systemmatrizen ein. Die Systemmatrizen liegen damit im Grundsatz
ebenfalls als Reihenentwicklung im stochastischen Raum vor.

Das gewonnene matrizielle Gleichungssystem kénnte direkt nach den unbekannten Verschie-
bungsgrofien gelost werden. Allerdings kann es riesige Dimensionen annehmen und damit einen
erheblichen Rechenaufwand auslésen. Dies widerspricht dem Ziel der schnellen und flexiblen
Ausfithrbarkeit der stochastischen Berechnung. Das Gleichungssystem wird zwar vorgestellt,
in das entwickelte Berechnungsverfahren jedoch nicht integriert.

Das Gleichungssystem kann auch auf seine Eigenwerte hin untersucht werden, welche in die
Eigenfrequenzen der Struktur umrechenbar sind. Unter Verwendung der Massen- und Stei-
figkeitsmatrix, welche streuende Werte enthalten, und geschéiitzter Eigenvektoren werden die
streuenden Eigenwerte ermittelt. Es wird eine Rayleighabschitzung verwendet, die auf ein
erheblich reduziertes Gleichungssystem fiihrt. Bis zu diesem Punkt gehen nur die streuenden
Groflen der Massen- und Steifigkeitsterme ein.

Im néchsten Schritt wird die Verteilungsdichte der Ergebnisgréfle im Originalraum bestimmt
(VerschiebungsgroBe bei Auswertung des Gesamtgleichungssystems bzw. Eigenwerte). Dazu
werden alternative Verfahren verglichen, welche auf einer Momentenbestimmung der Ergeb-
nisgréfen beruhen bzw. auf einer numerischen Auswertung der Loésungsvektoren.

Weitergehend werden mit Hilfe der Vergréflerungsfunktion fiir harmonische Belastungen fiir
die Quadrate der Eigenfrequenzen zuléssige Bereichsgrenzen abgesteckt, so dafl vorgegebene
zulissige Antwortwerte im eingeschwungenen Zustand nicht iiberschritten werden. Die Wahr-
scheinlichkeit, mit der Eigenfrequenzen in den unzulissigen Bereich fallen, ist die Uberschrei-
tenswahrscheinlichkeit des Verschiebungsgrenzwerts. Mit der Vergroflerungsfunktion werden
gleichzeitig weitere streuende Groflen eingefiithrt. Die Berechnung kann auch fiir nichthar-
monische Lasten ausgefithrt werden, wenn diese zuvor im Sinne einer Fourieranalyse in ihre
harmonischen Bestandteile aufgespalten wurden.

Als Beispiele werden Systeme aus dem Bauwesen untersucht. Ein spezielles Augenmerk liegt
auf fulpunkterregten Gebéduden. Fiir diese Systeme liegen z.T. standardisierte Ersatzmodelle
vor, die mit einer stark reduzierten Anzahl an Freiheitsgraden gegeniiber einer herkémmlichen
FE-Beschreibung auskommen und dennoch das Systemverhalten in zuverldssiger Genauigkeit
wiedergeben (vgl. Breitsamter [14]). Vorteilhaft ist die kleinere Dimension der Systemma-
trizen, die eine stochastische Berechnung vereinfacht, gegeniiber einer herkémmlichen FE-
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Formulierung. Abhéngig vom Gebédudetyp sind spezielle Eingangswerte zu berechnen, welche
die Eigenschaften des Systems abbilden. Die Ubertragbarkeit auf stochastische Untersuchun-
gen wird vorgestellt.

Auf Grundlage der gewonnenen Erkenntnisse wird ein Verfahren entwickelt, das in Compu-
terprogrammen anwendergerecht umgesetzt wird. Es beschrinkt sich nicht auf den Einsatzbe-
reich der Ersatzmodelle, sondern ist dariiber hinaus fiir vielfiltige dynamische Fragestellungen
verwendbar, welche mit einer FE-Darstellung beschrieben werden. Abschlielend werden die
Programme auf typische dynamische Beispiele angewendet.

1.4 Losungsansitze aus der Literatur

Einfiihrende Literatur

Einfiihrungen in die Stochastik geben Fisz [39] in umfassender Weise und Bronstein, Semend-
jajew [16] in konzentrierter Form. Die Verbindung von streuenden Eingangsgrofien mit dyna-
mischen Systemreaktionen mit Bezug auf praktische Anwendungen stellen Heinrich, Henning
[71], Clough, Penzien [20] und Lin [88] dar.

Neben der Ermittlung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten steht in vielen Fillen die Be-
rechnung der Versagenswahrscheinlichkeit von Bauwerken im Vordergrund. Schuéller, Rack-
witz, Bachmann [95] und Schuéller [114] stellen hierzu grundsitzliche Uberlegungen an. Im
Rahmen des Sonderforschungsbereichs 96 wurden an der TU Miinchen Berichte zur Zu-
verlassigkeitstheorie von Bauwerken verdffentlicht (z.B. Hohenbichler [74], GroBmann, Juli
[51], Rackwitz [107], Fiessler [38] und Grundmann [55]). Die dort gezeigten Ansdtze fanden
Eingang in die deutschen Baunormen und mittlerweile auch in die européischen Baunormen
(Rackwitz [108]).

Nachfolgend wird Literatur vorgestellt, die sich speziell auf die Beschreibung von streuenden
Groflen, die Einbeziehung in die Methode der Finiten Elemente und die Bestimmung von
streuenden Eigenfrequenzen sowie von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten bezieht.

Beschreibung streuender Groéflen

Die mathematische Beschreibung von Unsicherheiten wird {iiblicherweise im Rahmen der
Wahrscheinlichkeitstheorie vorgenommen. Das bedeutet, daf fiir streuende Groéflen Werte
(Realisationen) bestimmt und mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten belegt werden. Die Be-
rechnung mit Stochastischen Finiten Elementen verlangt die numerische Beschreibung eines
stochastischen Feldes als diskrete Zufallsvariable. Dazu stehen unterschiedliche Verfahren zur
Verfiigung. Eine punktweise Diskretisierung bezogen auf die Mittelpunkte der Finiten Elemen-
te stellen Shinozuka, Yamazaki [121] vor. Brenner [15] bezieht die Diskretisierung auf Punkte,
die fiir die nachfolgende Integration bené6tigt werden. Die 6rtliche Mittelungsmethode erzeugt
aus einem gegebenen stochastischen Feld diskrete Werte durch Integration iiber die Zeit bzw.
iiber die Dimension eines Finiten Elements (Fenton, Vanmarke [36]). Die Beschreibung des
stochastischen Feldes mit Ansatzfunktionen verwenden Liu et al. [89].

Oftmals wird eine Reihenentwicklung des stochastischen Feldes verwendet. Eine Taylor-
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Reihenentwicklung stellt die Storungsrechnung (Perturbationsmethode) dar. Sie entwickelt
das stochastische Feld um den Mittelwert der Zufallsvariablen. Die Perturbationsmethode
verlangt eine hohe Anzahl an Termen, um grofle Streuungen abbilden zu kénnen. Angewen-
det fiir kleine Streuungen zeigt sie jedoch ausreichend gute Ergebnisse und kommt mit relativ
geringer Rechenzeit aus (Shinozuka, Yamazaki [121]).

Eine spektrale Methode ist die Karhunen-Loéve-Entwicklung, die auf der Zerlegung des Ko-
varianzkerns in seine Eigenwerte und Eigenfunktionen beruht [47]. Der Lisungsprozel bzw.
das Losungsfeld kann in diesem Fall vorteilhaft auf Grundlage der Polynome des Homoge-
nen Chaos dargestellt werden (Ghanem, Spanos [45], [46], [47]). Die Methode wird in der
vorliegenden Arbeit verwendet.

Neben den Methoden innerhalb der Wahrscheinlichkeitstheorie gibt es neuerdings andere
Ansétze zur Beschreibung von Unsicherheiten: Die Intervallmathematik weist einer Grofle ein
Intervall mittels eines unteren und eines oberen Grenzwerts zu (vgl. Lange [87]), die Fuzzy-
arithmetik wichtet die Werte des Intervalls mit einer Beteiligungsfunktion (vgl. Zimmermann
[137], Lowen [91] und Kaufmann, Gupta [82]). Das Verfahren der Fuzzy Numbers wird bereits
fiir Fragestellungen aus dem Bauwesen angewendet (Méller [96] und Fetz et al. [37]), wobei
sich die Anwendung als problematisch erweist.

Stochastische Finite Elemente

Eine weitverbreitete Methode zur Bestimmung von Systemverschiebungsgrofien und Schnitt-
grofen fiir den statischen wie fiir den dynamischen Fall ist die Methode der Finiten Elemente.
Die Implementierung streuender Groflen fithrt zu Stochastischen Finiten Elementen.

Fiir die Losung des stochastischen Gleichungssystems kénnen folgende Methoden unterschie-
den werden: Zur Darstellung der Systemmatrizen verwenden Deodatis [25] und Takada [128]
die Weighted Integral Methode. Elemente der Matrizen werden erzeugt, indem die enthaltenen
ZufallsgroBen mit Ansatzfunktionen multipliziert und integriert werden.

Alternativ 1488t sich die Inverse der Systemmatrizen mit einer Neumann-Reihe abbilden. Die
Methode wird von Shinozuka et al. [135], [120] und Ghanem, Spanos [47] angewendet.

Die Storungsrechnung (Perturbationsmethode) mit Systemmatrizen zeigen Beitriige von Liu
et al. [90], Hisada, Nakagiri [72] und Kleiber, Hien [86]. Fiir grolere Streuungen stellen Der
Kiureghian und Taylor ein verbessertes Vorgehen vor [28]. Analog zur Darstellung der streu-
enden Eingangsgréfen verwenden Ghanem, Spanos die Polynome des Homogenen Chaos zur
Darstellung der Losung und fiihren so die Spektrale Stochastische Finite Elemente-Methode
(SSFEM) ein [47].

Die Methode der Monte-Carlo-Simulation beschreiben Shinozuka, Dasgupta [119] und Shi-
nozuka, Yamazaki [121]. In einem Ubersichtsartikel vergleichen Matthies, Brenner, Bucher,
Soares [93] die einzelnen Verfahren.

Stochastische Eigenfrequenzen, Eigenformen und Vergréflerungsfunktionen

Die Anwendung der Stochastischen Finite Elemente fithrt iblicherweise auf die Bestimmung
streuender Verschiebungsgrofien. Die Ermittlung von streuenden Eigenfrequenzen und Eigen-
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formen erméglicht vorab eine Einschidtzung der Streuung des Antwortverhaltens. Oftmals
sind die Berechnungen der stochastischen Eigenwerte in die oben genannten Verfahren der
Stochastischen Finite Elemente-Methode eingebettet.

Einen guten Uberblick iiber die zur Verfiigung stehenden Methoden gibt Székely [127].

Fiir kontinuierlich formulierte Systeme k6nnen sogenannte ,,honest methods“ und , dishonest
methods“ unterschieden werden. Als mogliche Ansétze stehen nach Boyce [12, 13] und nach
vom Scheidt, Purkert [113] Methoden der Stérungsrechnung, Variationsmethoden, asympto-
tische Schitzungen und die Auswertung von Integralgleichungen zur Verfiigung.

Fiir diskretisierte Systeme, welche mit Hilfe der FE-Methode untersucht werden, existieren
verschiedene Vorgehensweisen, stochastische Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen.
Erste Untersuchungen unter Zugrundelegung der Stérungsrechnung stellen Collins [21] und
Collins, Thompson [22] vor. Hasselman, Hart [70] wenden die Methode zusammen mit der
Modalanalyse an, Sniady und Zukowski [122] ermitteln die Sensitivitit des Mittelwertes der
streuenden Eigenfrequenzen.

Auf Grundlage des Verfahrens von Collins und Thompson [22] entwickelt Juli [80] einen
Losungsansatz zur Berechnung der Uberschreitenswahrscheinlichkeit eines vorgegebenen
Grenzzustandes. Daneben stellt er stochastische Vergroferungsfunktionen fiir Einmassen-
schwinger und Balkenschwinger fiir periodische Lasten vor. Grofmann [52] entwickelt stocha-
stische Vergroferungsfunktionen unter Zuhilfenahme der Impedanzmethode und berechnet
damit die Zuverlissigkeit dynamisch beanspruchter Tragwerke.

Grigoriu [48] gibt Grenzen fiir den Mittelwert der streuenden Eigenfrequenzen an. Weiterhin
stellt er einen Ansatz vor, bei dem er die Nullstellen der charakteristischen Funktion des
Eigenwertproblems untersucht [49], [50].

Eine Vorgehensweise zur Bestimmung der streuenden Eigenfrequenzen und Eigenformen in-
nerhalb der Stochastischen FE-Methode (SFEM) wird von Zhu und Wu [136] auf Grundlage
der Stérungsrechnung vorgestellt. Grundmann et al. [57] wenden den Rayleighquotienten zur
ndherungsweisen Ermittlung von Eigenfrequenzen an.

Sakamoto, Ghanem [111] ermitteln mit Hilfe der Spektralen Stochastischen FE-Methode die
stochastischen Ubertragungsfunktionen verschiedener fulpunkterregter Systeme mit streuen-
den Systemparametern. Dessombz, Thouverez, Jézéquel [29] berechnen u.a. auf Grundlage
der Veroffentlichung von Ghanem und Spanos [47] die Eigenformen und die stochastische
Vergroflerungsfunktion fiir verschiedene krafterregte Systeme.

Eine Vorgehensweise zur Berechnung von stochastischen Eigenwerten und Eigenformen in-
nerhalb der Monte-Carlo-Simulation stellt Székely [127] vor.

Berechnungsprogramme

Fiir die Praxis stehen Computerprogramme zur Verfiigung, die eine stochastische Berech-
nung ermoglichen. Beispielsweise am Lehrstuhl Mechanik der Leopold-Franzens-Universitét
Innsbruck entstand das kommerzielle Programm COSSAN, das Zufallseigenschaften von Einga-
bedaten mit der Methode der Finiten Elemente kombiniert. Der Lésungsalgorithmus beruht
auf einer Monte-Carlo-Simulation.
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Das Programmpaket STRUREL der Firma RCP GmbH steht zur Einschéitzung der Zuverléissig-
keit von Systemen zur Verfiigung. Im Vordergrund steht dabei die Ermittlung von Versagens-
wahrscheinlichkeiten.

Den Programmen ist gemeinsam, dafl sie Berechnungen mit relativ hohem numerischen Auf-
wand ausfiihren. Fiir die Eingabe und die Interpretation der Ergebnisse werden vom Anwender
fundierte Kenntisse der Wahrscheinlichkeitstheorie erwartet.

Allgemeine Grundlagen zu Gebidudeerschiitterungen

Da in der vorliegenden Arbeit fuBBpunkterregte Gebdude auf ihre streuende Systemreakti-
on untersucht werden, wird eine kurze Zusammenstellung moglicher Berechnungsmethoden
gegeben. Dabei handelt es sich zunédchst um deterministische Verfahren.

Ansitze zur Bestimmung der Gebdudereaktion aufgrund von Erfahrungswerten gibt Flesch
in einem Ubersichtsartikel [40] an. Dieser enthiilt auch Angaben iiber die Entstehung und
Weiterleitung von Storungen sowie iiber Mafinahmen zur Herabsetzung von Immissionen.
Auf die Auswertung von Messungen gestiitzte Verfahren finden sich bei Holzl [75] und in
einer Verdffentlichung der ARGE Schwingungen [97].

In einer Vielzahl von Arbeiten werden die fiir die Erschiitterungseinleitung wesentlichen
Grundlagen der Bauwerk-Boden-Interaktion dargestellt, beispielsweise Wolf [132, 133], Waas
[129], Gazetas [42], Huh, Schmid [76] sowie Antes [1] und von Estorff [34].

Grundmann et al. [58] berichten am Beispiel einer Aufgabe aus der Baupraxis iiber Unter-
suchungen zum Erschiitterungs- und Schallschutz eines Gebdudes, in [61] und [54] von Be-
rechnungsmethoden iiber die Fortleitung hochfrequenter Anregungen. Vorgehensweisen zum
Erschiitterungsschutz unter vereinfachender Ausnutzung typischer mechanischer Eigenschaf-
ten enthilt die Versffentlichung (Grundmann, Miiller [60]), in der auch eine kurze Ubersichts-
darstellung allgemeiner Gesichtspunkte zur Prognose von Bauwerkserschiitterungen zu finden
ist.

Zur Ermittlung der Bauwerkserschiitterungen wurden von Breitsamter [14] vereinfachte Er-
satzmodelle entwickelt und im Vergleich zu aufwendigen FE-Untersuchungen hinsichtlich An-
wendungsgrenzen und Zuverlissigkeit getestet. Diese Untersuchungen haben zu leistungsfahi-
gen Ersatzsystemen fiir Hochhduser und fiir flichig ausgedehnte Bauwerke geringerer Hohe
sowie zu einer Modellierung der Erschiitterungseinleitung gefiihrt.

Berechnung der Gebdudereaktion bei streuenden Systemeigenschaften

Zur Berechnung stochastischer Bauwerksschwingungen existiert eine iiberaus reichhaltige Li-
teratur. Die iberwiegende Zahl der Veroffentlichungen befafit sich mit der zufélligen Reaktion
deterministisch betrachteter Tragwerke auf stochastische Anregung.

Die Zahl der Untersuchungen zur Beriicksichtigung streuender Systemeigenschaften ist dem-
gegeniiber weitaus geringer. Collins, Thompson [22] und Hasselman, Hart [70] haben erste
Anstrengungen unternommen, die zufilligen Veranderungen der Eigenfrequenzen und Eigen-
formen mit Methoden der Stérungsrechnung zu analysieren. Weitere Arbeiten zur 2.Momente-
Statistik stammen von Hasselman [70] sowie Astill, Shinozuka [118].
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Fiir die Anregung durch Erdbeben gibt K.H. Miiller [99] einen Losungsweg unter Verwen-
dung der totalen Wahrscheinlichkeit zur gleichzeitigen Beriicksichtigung der Zufilligkeit der
Anregung und der zufilligen Systemeigenschaften an.

Schwingungen von Balken und Rahmen mit streuenden Systemeigenschaften bei geometrisch
nichtlinearem Verhalten beschreiben Chang, Yang [19] unter Verwendung einer dquivalenten
Linearisierung und der Stérungsrechnung zweiter Ordnung.

Fiir Systeme mit zufiilligen Eigenschaften unter stochastischer Anregung haben Igusa, Der
Kiureghian [79] Zuverlissigkeitsuntersuchungen nach Methoden erster und zweiter Ordnung
publiziert sowie eine Methode fiir a-priori- und a-posteriori-Sensitivitdtsanalysen entwickelt.
In Verbindung mit der Backward-Kolmogorov-Gleichung zur Behandlung des First-Passage-
Problems benutzen Spencer, Elishakoff [124] das Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit zur
Untersuchung linearer und nichtlinearer Ein-Freiheitsgrad-Schwinger mit zufilliger Steifigkeit
unter stochastischer Anregung. Ibrahim [78] beschreibt Techniken zur Reduktion des Simu-
lationsaufwandes bei der Ermittlung der totalen Wahrscheinlichkeit unter Ausnutzung der
Resonanzeigenschaften, die sich fiir Systeme mit bedingten deterministischen Eigenschaften
ergeben.

Ein Konzept fiir eine durchgingige stochastische Bearbeitung mit Hilfe der Monte-Carlo-
Simulation, die sowohl die Zufilligkeit der Belastungen als auch der Systemparameter erfafit,
wird von Schuéller, Bucher, Pradlwarter [115] dargestellt.

Die genannten Verfahren sind nicht direkt in der Praxis anwendbar. Allein die letztgenannte
Methode ist in dem anwenderorientierten Programmpaket COSSAN umgesetzt. Die Berechnung
erfordert jedoch relativ hohen numerischen Aufwand und ist fiir eine Vorplanung rechenzeit-
intensiv.

Gebidudeantwort bei hochfrequenter Anregung

Der Vollstindigkeit halber werden Verfahren fiir die Ermittlung des Antwortverhaltens bei
hochfrequenter Anregung (ab ca. 100 Hz) angegeben. Sie ist fiir die Fortleitung des Korper-
schalls von Bedeutung. Aufgrund der Zufilligkeit der Systemeigenschaften sind den determi-
nistischen Verfahren, wie der FE-Methode, in der Regel enge Grenzen gesetzt. Diese spezielle
Fragestellung hat zur Entwicklung der energetischen Mittelung, der SEA-Methode (Statistical
Energy Analysis, Lyon [92]) gefiihrt, mit der in den entsprechenden Frequenzbereichen unter
der Voraussetzung einer ausreichenden Modendichte aussagekriftige Ergebnisse zu erzielen
sind. Die SEA-Methode hat sich insbesondere in der Akustik bewéhrt. Sie dient zur Berech-
nung globaler mittlerer Antwortgréfien eines Systems. Eine Abschitzung von Energiewerten
durch Festlegung unterer und oberer Grenzen bei ungenauer Kenntnis von Verschiebungs-
und Spannungsgrofien eines Systems gibt Guyader [68] an.

Untersuchungen zur Anwendbarkeit der SEA-Methode préisentieren Pradlwarter und Schuéller
[105]. Mit Hilfe einer stochastischen, globalen Modalanalyse entwickeln sie fiir deterministi-
sche Systeme Leistungsflubeziehungen einzelner Subsysteme, die bei korrelierter Anregung
und nichtkonservativer bzw. starker Kopplung fiir den gesamten Frequenzbereich anzuwenden
sind.



Kapitel 2

Formulierung streuender Grofien

2.1 Entstehung und Darstellung unsicherer Systemeigenschaf-
ten

Die Tatsache, dafl Systemeigenschaften unzureichend bekannt sind, hat vielerlei Griinde. Ver-
wendete Bau- und Werkstoffe weisen hohe Streuungen auf gegeniiber theoretisch angenomme-
nen Kennwerten. Steifigkeits- und Massekennwerte streuen in unterschiedlich hohem Mafe.
Eine weitere Unsicherheit besteht auch in einer méglichen Abweichung des tatséchlich aus-
gefithrten vom geplanten System. Im iibrigen miissen Annahmen getroffen werden, die bei-
spielsweise das Mitwirken leichter Einbauten und das Mitwirken von Nutzmassen bei Schwin-
gungen einschlieflen.

Es wird davon ausgegangen, daf} all diese Einfliisse als probabilistische Gréflen beschreibbar
sind. Hierfiir wird in ingenieurméfiger Abschitzung der zu erwartende Schwankungsbereich
bestimmt. Die Werte werden mit Wahrscheinlichkeiten belegt. Daraus entsteht im einfachsten
Fall eine GauBsche Normalverteilung. Oftmals wird auch eine log-Normalverteilung angenom-
men, bei der keine Werte im negativen Bereich auftreten konnen. Als Schwierigkeit erweist
sich, daf} die Verteilungsfunktionen nicht durchgéingig in die Berechnung integrierbar sind. Es
muf} dann auf eine numerische Auswertung zuriickgegriffen werden.

Eine Moglichkeit, mit der streuende Groflen mit Hilfe einer Reihenentwicklung dargestellt
werden konnen, stellen Ghanem und Spanos [47] vor. Sie zeigen auch, wie die Formulierung
der Grolen mit der Methode der Finiten Elemente kombinierbar ist.

Im folgenden werden einige Grundbegriffe dieser Vorgehensweise erliutert.

11
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2.2 Grundbegriffe des stochastischen Raums

Grundlegend ist die Definition eines stochastischen Raums €, der durch orthogonale Vektoren

01 0 0
0 02 0
0 0 O

aufgespannt wird. Die Basisvektoren sind gegenseitig stochastisch unabhéngig. Standardnor-
malverteilte Zufallsgrofien &; (Mittelwert p; = 0 und Standardabweichung o; = 1) sind den
Koordinaten 6; zugeordnet.

Um beliebige Verteilungen im stochastischen Raum abbilden zu koénnen, werden die
Hermiteschen-Polynome des Homogenen Chaos I';(0) eingefiihrt (im weiteren Chaospolynome
genannt). Sie sind Funktionen der Basisgrofien &;. Sie werden abgeleitet nach der von Ghanem
und Spanos [47] angegebenen und von Waubke [130] richtiggestellten Bildungsvorschrift. II(.)
stellt eine Permutation und E(.) den Erwartungswert dar:

0 , »
F(p) = Z (—1)(17*7")/2 Z H fwc E( H éll) P gerade

T gerade 7T(’L1...’Lp) k=1 I=r+1

1

T P
p) = Z (—1)(1’—7‘)/2 Z H élk E( H le> p ungerade

r=p m(ir.ip) k=1 I=r+1

T ungerade

I
(2.1)

So ergeben sich beispielsweise die Chaospolynome I'; einer Zufallsgrofle €1 bis zum Polynom-
grad 3 zu:

p:() F():l
p=1 r=¢&
p=2 Dy =¢2-1
p=3 I3 =& — 36

Die Verteilungsfunktionen der Chaospolynome sind in Abbildung 2.1 dargestellt.

Die Chaospolynome I'; auf Basis zweier Zufallsgrofien &1, &o lauten bis zum Polynomgrad 3:

T =1
=& [y=4¢&

I3 =¢2-1 Fy=¢& & [5=¢5—1

De=E6 -3 TD7=E&&—& Teg=&&E —& Ty=E& —3&

Il
w o= o

SIS TS B
Il

Wesentliche Eigenschaften des Polynomen Chaos - wie Vollstindigkeit und Orthogonalitit -
werden von Ghanem und Spanos [47] ausfiihrlich dargestellt.
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P(T;)

T
Verteilung Gamma0
Verteilung Gammal -------
Verteilung Gamma2 --------
Verteilung Gamma3

0.8

0.6

0.2

o , = ‘ T;

-10 -5 0 5 10

Abbildung 2.1: Verteilungsfunktionen P(T;)

Zu unterscheiden ist, ob eine streuende Grofle als Zufallsvariable oder als stochastischer Prozefl
zu erfassen ist. Handelt es sich um eine Streuung, welche unabhiingig von Ort und Zeit ist,
ist die einfachere Darstellung mittels einer Zufallsvariablen ausreichend. Ist die Streuung
unterschiedlich fiir Ortskoordinaten des Systems bzw. abhiingig von Betrachtungszeitpunkten,
ist die Grofle etwas aufwendiger durch einen stochastischen Prozefl zu beschreiben.

2.3 Darstellung einer Zufallsvariablen

Zunichst wird die Darstellung als Zufallsvariable vorgestellt. Mit Hilfe der Chaospolynome
148t sich jede Zufallsgréfle im Raum € durch eine unendliche Reihenentwicklung vollsténdig
beschreiben. Fiir den praktischen Gebrauch muf3 die Reihe jedoch nach einer festzulegenden
Anzahl von Gliedern abgebrochen werden:

=0 =0

Die Koeffizienten X; sind deterministische Grolen. Die Zufallseigenschaften werden durch die
Chaospolynome I';(0) erfait. Fiir die Darstellung einer Zufallsvariablen sind die Koeffizien-
ten demnach so zu bestimmen, dafl sie zusammen mit den Chaospolynomen die gegebene
Verteilungsdichte abbilden.

Eine normalverteilte Zufallsgrofe X, deren Verteilungsdichte nach Gaufl durch
1 1@’
2 2

e v >0
V2t o

beschrieben ist, wobei y den Mittelwert der Funktion und o die Standardabweichung bezeich-
net, ist mit Hilfe der Chaospolynomentwicklung bis zum zweiten Glied bereits vollstindig
beschrieben:

flz) =

X :/j,-Po—I-O'-Pl. (23)
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Neben der Normalverteilung wird im Ingenieurwesen hiufig die log-Normalverteilung verwen-
det. Sie bietet den Vorteil, dal sie keine Realisationen im negativen Wertebereich annehmen
kann, was z.B. zur Beschreibung von Steifigkeits- oder Massewerten sinnvoll ist. Thre Koefli-
zienten sind nicht analytisch ableitbar. Waubke [130] gibt eine ndherungsweise Bestimmung
der Reihenentwicklung auf Grundlage der normalverteilten Grofle € an:

2 3 4

7t & 020"t T 4 o Ty + % Iy + % I's + 3—4 Ly . (2.4)

Daf die Niherung zu hervorragend genauen Ergebnissen fiihrt, zeigt Abbildung 2.2. Die
beiden fast nicht zu unterscheidenden Graphen zeigen die Verteilungsfunktion einer log-
Normalverteilung und ihrer Niherungslosung nach Gleichung (2.4) z.B. fiir o = 0.5 und
¢ = 0.0. Lediglich im Anfangsbereich unterscheiden sich die Funktionen geringfiigig.

p(erf§+u) p(erf§+u)

1

0.035

T T
analytische Funktion analytische Funktion
Naeherung ------- Naeherung -------

0.9
0.03

08 |
07l 0.025 |-
06 [

05

03

02

0.1

650_£+u 0.2 0.25 0.3 0.35 60-06_4—1_“
Abbildung 2.2: Vergleich der analytischen log-Normalverteilung mit der Nidherungsdarstel-
lung, rechts: Ausschnitt des Anfangsbereichs

Bei der Verwendung komplexerer Verteilungen als der Normalverteilung ist jedoch zu be-
denken, daf} zur Beschreibung eine gréflere Anzahl Chaospolynome einbezogen werden muf.
Reichen zur Beschreibung einer Normalverteilung die Polynome I'y und I'1 aus, sind fiir eine
log-Normalverteilung Polynome bis I'y nétig, wodurch die Beschreibung wesentlich umfang-
reicher wird. Dadurch werden auch die nachfolgenden Berechnungen wesentlich aufwendiger.
Parameterstudien haben gezeigt, da} in der Berechnung Polynomgrade mit p > 4 zu nume-
rischen Instabilitdten innerhalb des Losungsalgorithmus fithren und implausible Ergebnisse
liefern. Um zuverlédssige Ergebnisse zu gewéhrleisten, werden die weiteren Berechnungen auf
normalverteilte Groflen beschriankt. Dies hat den Nachteil, dafl sich Realisationen im nega-
tiven Wertebereich ergeben. Bei geeigneter Wahl von Mittelwert und Standardabweichung
erhalten die in den negativen Bereich fallenden Werte jedoch duflerst kleine Wahrscheinlich-
keiten, so dafl der begangene Fehler vernachlissigbar bleibt. Zudem ist eine Normalverteilung
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fiir den praktisch tétigen Ingenieur leicht aufstellbar. So wird zur Sicherstellung verldflicher
Ergebnisse und aus Griinden einfacher Anwendbarkeit im weiteren von Normalverteilungen
ausgegangen.

2.4 Darstellung eines stochastischen Prozesses

Die Darstellung einer Zufallsgrole, deren Streuung fiir Ortskoordinaten des Systems unter-
schiedlich bzw. von Zeitpunkten abhéingig ist, kann nur mittels eines stochastischen Prozesses
erfolgen. So kann beispielsweise die Steifigkeit eines Stabes in Stablangsrichtung als stocha-
stischer Prozef aufgefalt werden.

Er kann - wie die Zufallsvariable - als Reihenentwicklung auf Grundlage der Chaospolynome
abgebildet werden. Zur Darstellung wird eine Karhunen-Loéve-Entwicklung verwendet. Fiir
die entlang der z—Koordinate streuende Steifigkeit k(z, ) ergibt sich:

k(x,0) = Elk(z,0)] + > V/\i filz) &(0). (2.5)
=1

E[k(z, )] stellt dabei den Mittelwert (Erwartungswert) des Prozesses dar, der ebenfalls von
der Langskoordinate z abhingen kann. £;(0) sind Zufallsgréfien, die nicht zwangsldufig normal-
verteilt sein miissen. A; und f;(z) sind die zunéchst unbekannten Eigenwerte bzw. Eigenformen
des mittelwertfreien Prozesses. Zur Bestimmung der Eigenwerte und der Eigenformen ist von
der Kovarianzfunktion C(z1,z2) des Prozesses auszugehen, ihre Bestimmungsgleichung ist
eine Fredholm-Integralgleichung der 2. Art:

/Do(ml,ﬂiz) fi(z1) dzy = X; fi(z2). (26)

Sie ist nach den unbekannten Grofilen A; und f;(z) zu losen. D ist der Bereich, in dem z
definiert ist.

Die Losung der Gleichung ist jedoch nur fiir wenige Kovarianzfunktionen analytisch bestimm-
bar. Ghanem und Spanos [47] geben beispielsweise die Losung fiir eine exponentiell abklin-
gende Kovarianzfunktion an. Fiir den mittelwertfreien, {iber die Langsrichtung in den Gren-
zen [—a; a] streuenden Gaufischen Prozefl wird die Kovarianzfunktion mit b, einem variablen
Léngenparameter (Korrelationsldnge), skaliert. Ist b grol gegeniiber der Abmessung 2a, so ist
die Korrelation innerhalb der Struktur betréichtlich. Fiir die weiteren Berechnungen wird die
inverse Korrelationslinge ¢ = 1/b verwendet.

Die Kovarianzfunktion lautet:
Cp(z1,79) = ¢ 472l (2.7)

Setzt man die Funktion in Gleichung (2.6) ein, erhélt man:

/D e_cm_“l fz(arl) d.’L‘1 = /\z' fz(xz) (28)
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Die Gleichung wird durch zweifache partielle Integration gelost. Nach Einfithrung einer rech-
nerischen Hilfsgréfle w mit

s 2c—c\

= 2.9
W= = (29)
lauten die Bestimmungsgleichungen fiir die impliziten Eigenwerte A:
¢ —wptan(w, a) = 0, n ungerade,
W + ctan(wy, a) = 0, m  gerade. (2.10)
Die Eigenfunktionen lauten:
cos(wpz
o) = — 2t
Vet e
fm(z) = M (2.11)
__ sin(2wma)
2Wm
Die zugehorigen Eigenwerte lauten:
2c
An =
" w2 + 2’
2c
A = . 2.12
m w2, + 2 (2.12)

Eingesetzt in Gleichung (2.5) ist damit der Proze8 fiir die streuende Steifigkeit beschrieben.

Die Entwicklung des Prozesses fiir die Steifigkeit ausgeschrieben bis zum zweiten Term lautet:

k(z,0) = Elk(z,0)] + k1 /M W (4
q 1 Sinwia)

2w1
by o (=) (2.13)
__ sin(2wza)
2wo

Fiir den GauBschen Prozefl entsprechen die Beiwerte ki und ko Standardabweichungen. Die
Funktionen &; werden explizit nach folgender Vorschrift abgeleitet. Fiir den Fall des Gaufischen
Prozesses sind sie normalverteilt.

gi(e):% /D F(2.0) filz) dz. (2.14)

k(z, @) ist der mittelwertfreie Proze von k(z,0), d.h. k(z, ) — E[k(z, 0)].



Kapitel 3

Aufstellen des Gleichungssystems

Zur Beurteilung des Systemverhaltens wird zunichst ein Gleichungssystem vorgestellt, das
nach Verschiebungsgrofien gelost werden kann. Es entsteht beispielsweise bei Anwendung der
Methode der Finiten Elemente. Unter dem Begriff Verschiebungsgrofien seien im folgenden
Verschiebungen und Verdrehungen verstanden. Die Verschiebungsgréfien kennzeichnen die
Reaktion eines Systems auf eine dufere Belastung. Die Methode der Finiten Elemente wird
nunmehr aufbereitet fiir die Einfiihrung der im stochastischen Raum beschriebenen Zufalls-
groflen. Die vorgestellte Reihenentwicklung der Zufallsgréflen iibertrégt sich dabei auf eine
Reihenentwicklung der Systemmatrizen.

3.1 Stochastische Systemmatrizen fiir den dynamischen Fall

Das deterministische, matrizielle Gleichungssystem fiir den dynamischen Fall lautet:
Ku + Ca + Mua = f. (3.1)

Dabei stellt K die Steifigkeitmatrix des Systems dar, C die Didmpfungsmatrix, M die Mas-
senmatrix, f den Vektor der duferen Lasten und u den Vektor der unbekannten Verschie-
bungsgréfen. Ubertrigt man die deterministisch formulierte Gleichung in den dargestellten
stochastischen Raum, so hingen die Matrizen nunmehr von den Vektoren 6 ab.

Die entstehende Gleichung lautet:
K(@)u(0) + C(O)u®) + M(0)u(0) = £(0). (3.2)

ZufallsgroBen lassen sich wie gezeigt als Zufallsvariablen und als stochastische Prozesse dar-
stellen. Zunéchst wird die Einfithrung von Zufallsvariablen in das Gleichungssystem zur Be-
stimmung der Verschiebungsgrofien gezeigt, danach die Implementierung von stochastischen
Prozessen.

3.2 Einsetzen von Zufallsvariablen

Werden die Zufallsvariablen entsprechend (2.2) als Reihenentwicklung beschrieben, so geht
diese in eine Reihenentwicklung der Systemmatrizen iiber. In die deterministischen Matri-

17
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zen K, C und M und den Vektor f sind die Reihenentwicklungen der streuenden Grofien
einzusetzen. Jedem I'; sind zugehorige deterministische Koeffizientenmatrizen bzw. -vektoren
zugeordnet. Die Beiwerte eines Chaospolynoms ergeben sich ausgefithrt am Beispiel der Stei-
figkeitsmatrix nach der Vorschrift:

K = ——toi (3.3)

Das Ergebnis, in diesem Fall der Vektor der Verschiebungsgréfien u, ist ebenfalls als Rei-
hendarstellung einzufithren. Der Grad der Entwicklung ist so auszulegen, dafl alle Chaos-
polynome, die zur Entwicklung der streuenden Eingangsgréfien eingefithrt werden, auch im
Ergebnis beriicksichtigt werden. Besser ist es jedoch, fiir die Reihenentwicklung des Ergebnis-
ses Chaospolynome mit einzubeziehen, die mindestens einen Polynomgrad héher liegen als die
der Eingangsgroflen. Nur so werden Momente hoherer Ordnung des Ergebnisses ausreichend
beriicksichtigt. Die Reihenentwicklung der Gréflen fiir das Gleichungssystem ist gegeben zu:

=0 =0
00 4

C(H) = Y C;I; = Y C;Iy
7=0 7=0

0 k=0
o0 q
u(9) = jz:ln Pl ~ :E:lu Fl
=0 =0
0o r
£O0) = D fnlTm & > fn T (3.4)
m=0 m=0

Wird fiir das System eine harmonische Anregung mit der deterministischen Erregerkreisfre-
quenz  angenommen und die Geschwindigkeiten w(#) durch i- Q- u(f) bzw. die Beschleuni-
gungen () durch —Q? - u(#) ersetzt, lautet das zu lésende Gleichungssystem:

n o p q T
S KiTi+iQ Y CiT; =0 Y M Ty| Y wTy =) £ T (3.5)
=0 3=0 k=0 1=0 m=0

Wird die Erregerfrequenz ebenfalls als streuend beriicksichtigt, muf} sie ebenso wie die Sy-
stemmatrizen in Abhingigkeit von # als Reihenentwicklung abgebildet werden:

00 t
Q0) = > T, ~ > QT (3.6)
s=0 s=0

Zur Vereinfachung werden Q und Q2 durch jeweils eigene, aufeinander abgestimmte Vertei-
lungsdichten beschrieben. Sie werden nicht aus einer einzigen Verteilung funktional hergeleitet.
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3.3 Einsetzen von Zufallsprozessen

Werden in der FE-Berechnung die enthaltenen Zufallsgréfien - im Gegensatz zu Zufallsvaria-
blen - als stochastische Prozesse angenommen, so ist deren Implementierung in die System-
matrizen nicht in der fiir die Variablen gezeigten direkten Weise moglich. Da die Streuung
der Zufallsgréflen nun von den Koordinatenrichtungen der Elemente abhéingt, mufl auf die
Bildungsvorschrift der verwendeten Elementtypen zuriickgegriffen und es miissen neue Sy-
stemmatrizen erzeugt werden.

Am Beispiel eines Biegebalkenelements mit den Freiheitsgraden Verdrehung und Verschiebung
am linken und rechten Rand wird das Vorgehen beschrieben. Der Elastizitdtsmodul wird dabei
als stochastischer Prozeff nach Gleichung (2.5) angenommen.

E(z,0) = E[E(z,0)] + Z Vi filw) &(0). (3.7)

Unter Zuhilfenahme der Hermiteschen Ansatzfunktionen

Ty(z) = 1-3(x/1)%+2(z/1)3

Us(z) = —z (1 —ar;/l)2

Us(z) = 3(z/1)* —2(z/1)?

Uy(z) = —:v2/l (x/l —1). (3.8)

wird die Verschiebung w(z) iiber das Element nidherungsweise angegeben mit:
w(z) = wy Vi(x) + we Yo(x) + w3 V3(z) + wy Vy(z). (3.9)

Die Bildungsvorschrift fiir die Steifigkeitsmatrix des Elementes beruht auf der Forderung nach
der Stationaritéit des inneren Potentials. Sie enthélt fiir den betrachteten Fall des streuenden
Elastizitdtsmoduls die Funktion des stochastischen Prozesses E(z,0) :

oI, 0 ! >w dPw
- Bz, )12 2 4 gy =
ow; 20w; /0 (z,6) dz? dr2 "

0 ! i d?w d>w
= (E[E(w,e)] +3° Vi filz) @(9)) I dr.  (3.10)
i=1

20w; J, pra

Aus den partiellen Ableitungen nach den vier Beiwerten w; entsteht ein Gleichungssystem
mit vier Unbekannten, das in Matrizenschreibweise die Steifigkeitsmatrix des Elements fiir
die gewihlten Freiheitsgrade ergibt.

Aus dem Ergebnis lassen sich die Zufallsgréfien ¢; ausklammern und die Steifigkeitsmatrix
wiederum als Reihenentwicklung in Abhéngigkeit der Chaospolynome darstellen:

K(9) = im T (3.11)
1=0
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mit
Ih=1 =& [y =¢&

Eingesetzt in die gegebene dynamische Differentialgleichung ergibt sich wiederum die Glei-
chung (3.5).

Soll eine andere Grofle als der Elastizitatsmodul als stochastischer Prozef ausgedriickt werden
oder wird ein anderer Elementtyp als der des Biegebalkenelements gewihlt, so ist die entspre-
chende Bildungsvorschrift zur Erstellung einer Steifigkeits-, Massen- bzw. Dampfungsmatrix
heranzuziehen.



Kapitel 4

Losung des Gleichungssystems

4.1 Transformation des Polynomen Chaos

Das gezeigte Gleichungssystem (3.5) ist noch nicht ausreichend einfach nach den unbekannten
Verschiebungsgroflen 16sbar. Es wird deshalb ein Verfahren angewendet, das mit dem Begriff
, Transformation des Polynomen Chaos“ bezeichnet wird, wobei die Gleichungen des Glei-
chungssystems mit allen verwendeten Chaospolynomen multipliziert werden. Anschlielend
wird jede neu entstandene Gleichung beidseits iiber den stochastischen Raum €2 integriert.
Der Vorgang entspricht einer Erwartungswertbildung.

Vor der Erlduterung des Vorgehens wird deshalb kurz die Erwartungswertbildung beschrieben.
Der Erwartungswert einer Funktion g(X) wird berechnet nach der Vorschrift

+o0
E(g(X)) = / o(@) fx (o) dz, (4.1)

—0o0

wobei fx(z) die Verteilungsdichtefunktion der Zufallsvariablen X und g(X) eine beliebige
Funktion in Abhéngigkeit von X ist.

Ist g(&1,&2,...,&,) die Funktion der Zufallsgrofien &1, ¢&s, .. ., &y, lautet der Erwartungswert:

B(g(6)) = /Q 9(0) f¢(6) do. (4.2)

Fiir den Fall einer zweidimensionalen Verteilung in Abhéngigkeit von den Variablen £; und
&5 lautet die Bildungsvorschrift ausgeschrieben:

400 400
B (g(61,62)) =/_ / 9(01,02) fer e2(61,0) dBy dbs. (4.3)

Fiir den Erwartungswert eines Chaospolynoms I';(¢) ergibt sich:

ETi€) = /Q r4(6) f¢(6) do. (4.4)

21
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Erwartungswerte hoherer Ordnungen fiir Chaospolynome lassen sich ebenfalls bestimmen:
E(I,T;) = / I; T; fe(0) do Erwartungswert 2. Ordnung (4.5)
Q
E(IIIy) = / ;T Ty fe(0) d Erwartungswert 3. Ordnung. (4.6)
Q

Aufgrund der Orthogonalitatseigenschaften der Chaospolynome ergeben die Erwartungswerte
zweiter Ordnung E (I';T;) fiir den Fall i # j den Wert Null.

4.1.1 Gleichungssystem fiir den statischen Fall

Die Vorgehensweise der Erwartungswertbildung wird auf die Gleichung (3.5) angewendet. Ob-
wohl Verschiebungsgréfien und ihre Streuungen fiir eine dynamische Last berechnet werden
sollen, wird zunichst eine statische Berechnung beschrieben. In diesem Fall haben die Damp-
fungsmatrix und die Massenmatrix keine Bedeutung. Die Gleichungen werden einfacher und
die Vorgehensweise kann iibersichtlich dargestellt werden. Beide Seiten des Gleichungssystems
werden nacheinander mit allen verwendeten Chaospolynomen (n = 0...u) und mit f¢(#) mul-
tipliziert und integriert.

n q r
Q 2 -0

1=0 =0

n q r
Q L

i=0 (=0

n q : T
/ SN KiTiDiTuw fe(0) dd = / > T Ty £ fe(6) do.
Q Qm:O

=0 [=0
(4.7)

Bei der Transformation des Polynomen Chaos entsteht ein Gleichungssystem mit v + 1 Glei-
chungen. Nach der Integration 148t sich das Gleichungssystem mit Hilfe der Erwartungswerte
darstellen:
n q T
Z Z K; ET; Ty To) uy = Z E(l'y, To) £
i=0 1=0 m=0
n

q T
> Y KiEQiDT)w = Y ECnT)fn
1=0 [=0 m=0

n q T

Z Ki ET;I'Ty) oy = Z E(y, Ty) . (4.8)
=0 [=0 m=0
Die Berechnung der Erwartungswerte zweiter und dritter Ordnung héngt nicht von dem spe-
ziellen zu untersuchenden System ab. Fiir die Berechnung kénnen die Erwartungswerte mit
einem Computerprogramm einmalig bestimmt und in einer Datei abgelegt werden.
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Fiir die rechentechnische Umsetzung ist es vorteilhaft, wenn alle Reihenentwicklungen die
gleiche obere Grenze, d.h. alle die gleiche Anzahl Summanden besitzen. Die Reihenentwicklung
des Ergebnisses bestimmt im Regelfall die anzusetzende Anzahl. Die Anzahl u der fiir die
Chaospolynom-Transformation verwendeten Chaospolynome sollte ebenfalls mit dem Grad
der Reihenentwicklung iibereinstimmen.

Die Gleichungen lassen sich in Matrizenschreibweise darstellen. Dabei wird ausgenutzt, daf
aufgrund der Orthogonalitidtseigenschaft der Chaospolynome die Erwartungswerte zweiter
Ordnung E(TyI) fiur alle k¥ # [ zu Null werden. Als obere Grenze der Reihenentwicklung
(maximale Anzahl der Terme) wurde r gewéhlt:

Z::() K;E(T';I'¢Ty) E::() K;E(T;Tol'y) ... Z::() K;E(T;I(T,) ug
Z::() K;E(T;'1Ty) E::() K;E(T;,I'1Ty) ... Z::() K;E(T;I'1T,) u;
Z::(] K;E(T;I'.Tg) Z,T:o K;E(T,T,T1) ... Z::() K;ET,I'.T')) u,
fo E(Tolo)
fi E(T1Ty)
f, E(T,T,)
(4.9)
Vereinfacht geschrieben:
K;E(T;Toly) K;E([;Tel'y) ... K;E(IToIl)) ug
"L | KiE(DiINTy) KGE(TT) ... KE(LIT,) w
Pt : : : :
K;E(I;ITy) K;E(I,.Ty) ... KE(IT,T,) u,
fo E(Tol)
fi E(TyTY)
- , (4.10)
f. E(T,T,)

4.1.2 Gleichungssystem fiir den dynamischen Fall

Das Verfahren wird nun auf den dynamischen Fall {ibertragen. Die Losung des Gleichungs-
systems nach den Verschiebungsgroflen des eingeschwungenen Zustands 148t sich fiir eine
harmonische Anregung mit dem statischen Fall vergleichen, sofern die Massen- und Damp-
fungsmatrix und die Erregerfrequenz deterministisch sind. Ist dies nicht der Fall, muf} jede
der streuenden Groflen in Abhéngigkeit von 6 entwickelt werden (vgl. (3.4) und (3.6)). Das zu
I6sende Gleichungssystem mit der gewéhlten oberen Grenze r der Reihenentwicklung lautet:

r r r T r T
i=0 =0 =0 =0 =0 =0

T
= Z £ Tn. (4.11)
m=0
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Zusammengefafit:

[Kz Iy + ZQJ C; I‘ZI‘jl‘l - Q? M; PZFJFI] u =

T
= £n T (4.12)
m=0
Fiir das Gleichungssystem (4.12) ergibt die Chaospolynom-Transformation :

I T T
Z Z Z [K; E(TIT,) + i9Q; C; E(I,T,0T,) — QF M; ECL;TT,)|w =
i=0 j=0 1=0

r
= Z f, E(yTy,) = f, E(C,T,)  wu=0...7.
m=0

In Matrizenschreibweise dargestellt:

Ti=oKiE(T;iTolo)  3i_oK;E(I;Toly) ... 3i_oK;E(I;Toly)
Yi=o KiE(T;T1To) Xi_oK:E(I;T1T1) ... i oK;E(T;T1Ty)
Yi—o KiE(ITrTo) i KiE(D;Trl1) ... YI_gK;E(D;Twly)
r Yi=0 CiE(I;T;ToT0) 7o CiE(T;T;Tol1) ... X7 _oC;E(I;I;Toly) 7
% % %
+ iQ. | TizoCiB(NTITiTo)  Ei_ CiB(INIGTaT) ... Ni_o CiB(IiT;T1Ty) N
=0 Yi—o CiE(TiT;TpTo) iy CiE(TyT;TT1) ... XI_g C;E(T;I;TrTy) |
u(] T
1 Yoo MGE(;T;ToTo) 7o M;E(I;T;Toly) ... X7_oMiE(T;iT;ToTy) u
™ ™ Iy 1
_ E QQ Yico MGE(IT Talo) Xl MG E(D;I;MiT1) ... Ei_g MGE(DT;Ialy) _
‘7 . . . -
j=0 YoM E(T;T;TwTo)  Xi_oM;E(I;T;T»I1) ... X7_oM;E(D;T;T5T) o
fo E(Tolo)
f; E(T'1Ty) (4 13)
fr E(T'r»I'y)

4.2 Ermittlung der Verschiebungen

Die Gleichungssysteme (4.10) und (4.13) werden nach den Vektoren der unbekannten Ver-
schiebungen u; gelost. Dabei enthélt der Vektor ug die Mittelwerte der gesuchten Verschie-
bungsgroflen, die Vektoren u; ... u, die Koeffizienten der Reihenentwicklung zugehérig zu den
I';-Polynomen.

Damit ist die Losung des Gleichungssystems im stochastischen Raum bekannt. Die Transfor-
mation des Ergebnisses in den Originalraum wird in Kapitel 6 beschrieben.

Die Dimension des zu losenden Gleichungssystems hingt zum einen von der Zahl der Freiheits-
grade ab, die das zu untersuchende System in der FE-Formulierung besitzt. Es ist zu bedenken,
daf} die Koeffizientenmatrizen K;, C; und M; jeweils die Systemmatrizen des Gesamtsystems
darstellen. Je groBler die Anzahl der Freiheitsgrade ist, desto grofler ist der Berechnungsauf-
wand. Zum anderen hingt die Gréfle des Gleichungssystems vom Grad der Reihenentwicklung
des Ergebnisses ab.



4.2. ERMITTLUNG DER VERSCHIEBUNGEN 25

Doch nicht nur die Gréfe des zu losenden Gleichungssystems bestimmt den Aufwand, sondern
auch die im Vorfeld zu berechnenden Erwartungswerte der Chaospolynome. Fiir den Fall von n
verwendeten Chaospolynomen ist z.B. fiir die Erwartungswerte dritter Ordnung ein Datenfeld
von n3 Werten zu erzeugen und zu verwalten. Fiir eine dynamische Untersuchung werden die
Erwartungswerte vierter Ordnung benétigt, das heifit insgesamt n* Werte.

Fiir den Einsatz in der Praxis stellt die Auswertung des Gleichungssystems derzeit einen zu
hohen Aufwand dar. Uberdies konnten die Ergebnisse nur bedingt auf Plausibilitiit gepriift
werden. Bei offensichtlich falschen Losungen erschwert die Komplexitéiit des Gleichungssystems
das Auffinden der Fehlerursache.

Nachfolgend wird untersucht, ob sich der Rechenaufwand begrenzen bzw. die Ergebniskontrol-
le verbessern 148t, wenn statt streuender Verschiebungsgroflen zuniichst streuende Eigenfre-
quenzen berechnet werden und in einem zweiten Schritt die Uberschreitenswahrscheinlichkeit
von Verschiebungsgréfien fiir den eingeschwungenen Zustand bestimmt wird.



Kapitel 5

Eigenwertproblem und
Rayleighquotient

5.1 Eigenwertproblematik

Zur Einschitzung des dynamischen Verhaltens von Strukturen bietet das Spektrum der Ei-
genfrequenzen wichtige Hinweise. Ist beispielsweise das Frequenzspektrum der Last bekannt,
kann abgeschiitzt werden, ob das Auftreten von Resonanzeffekten zu erwarten ist. Fiir die
Bestimmung deterministischer Eigenwerte stehen wohlerprobte Verfahren zur Verfiigung.

Werden bei der Untersuchung eines Gebdudes mehrere Parameter als streuende Groflen be-
trachtet, fassen stochastische Eigenfrequenzen die Streuungen zusammen und geben einen
Einblick in das mogliche Systemverhalten. Damit ist die Sensitivitét hinsichtlich gegebener
Anregefrequenzen abschitzbar. Die Ermittlung stochastischer Eigenfrequenzen ist nur in Aus-
nahmefillen analytisch moglich; im allgemeinen miissen die Eigenfrequenzen durch aufwendige
Néherungsverfahren abgeschéiitzt werden.

Fraglich ist nun, wie die Losung des Eigenwertproblems zu gestalten ist, wenn die streuen-
den Systemparameter mit Hilfe der Chaospolynome beschrieben werden. Im folgenden wird
zunéchst untersucht, ob ein klassisches deterministisches Verfahren zur Bestimmung der sto-
chastischen Eigenfrequenzen geeignet ist.

5.2 Determinantenverfahren

Ublicherweise wird fiir die Bestimmung deterministischer Eigenfrequenzen das Determinan-
tenverfahren angewendet. Fiir den Fall einer dynamischen Untersuchung ist das matrizielle
Gleichungssystem

Ku=aMu (5.1)

26
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nach Werten a zu l6sen. Die Eigenwerte a entsprechen den Quadraten der Eigenkreisfre-
quenzen w des Systems. Die Formulierung des Gleichungssystems fiir den stochastischen Fall
lautet:

K(6) u(0) = a(0) M(6) u(6). (5.2)

Die Bildung der Determinante wird exemplarisch anhand eines Zweifreiheitsgradsystems ge-
zeigt. Waubke [131] fertigte dazu erste Entwiirfe an.

Werden die Systemmatrizen und die Quadrate der Eigenfrequenzen wie beschrieben als streu-
ende Groflen mit Hilfe der Chaospolynome in Reihen entwickelt, entsteht folgende Gleichung:

3 RS ol I R
~ Yo rjz[gz ZZL”Z[Z;LP“ (5.3)
Die zu bildende Determinante lautet:
da{S [l 2] v [ e ] v -

—detd | ZRnli=X i mu Dl Yokl =3 a3 iz, Il
Ykor, Ui =30 3 man, T Y okoo Ty =3 a3 men, Tl | |7
(5.4)

Ausmultipliziert:

Z k11, Z koo, I'iT'j — Z k11, Z a; Z Mg, Iil3 Ty
— Z koo, Z aj Z ma1, [T Tk + Z Q; Z Q; Z mi1, Z mog, I; gLy
— > kg, Y ko, il 4> kg, Yoy magy LT
+ Y koY ajy mig DTy = ) iy y mag, y mo Tl TRTL.

(5.5)

Sortiert nach der Anzahl der beteiligten Chaospolynome:

SO o Y Y (marymas; — magman )T TET +
l — £

k 1 J
+ Z Qg Z Z(—knimmj + kig,mo1; + ko1,maz; — kag,mar, )T T

k i g
+ Z Z(knikmj — kig;k21,)TL ;. (5.6)
i

Diese Gleichung ist zu null zu setzen und nach den unbekannten Koeflizienten a; zu 16sen. Zu
diesem Zweck wird auf die Gleichung die zuvor geschilderte Chaospolynom-Transformation
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angewendet. Es entsteht ein homogenes, algebraisches, nichtlineares Gleichungssystem mit
n + 1 Gleichungen:

DD akar D> (may;man; — magman ) E(DTTT ) +
koL i

+ Z ay Z Z(—knimmj + k12;mo1; + ko1,mia; — kag,ma1; ) E(DiT;Tx ) +
k i g

+ Z Z(knikzzj — k12;k21; ) E(ITTy) = 0
i g

ijok,,m=0.n. (5.7

Allgemein ergibt sich die Grofle des zu losenden Gleichungssystems zu g x r Unbekannten.
Dabei ist g die Anzahl der Freiheitsgrade und damit der Eigenwerte und r die Anzahl der
verwendeten Chaospolynome.

Die Ordnung der zu berechnenden Erwartungswerte betrigt im Falle, dal die Matrix K sto-
chastisch und die Matrix M deterministisch ist, g+ 1. Ist die Matrix M zudem stochastisch, so
betrigt die Ordnung der zu berechnenden Erwartungswerte 2¢ + 1. Bei Beschrinkung der Er-
wartungswertbildung auf die Werte einschlielich fiinfter Ordnung sind folglich maximal vier
Freiheitsgrade berechenbar, wenn M deterministisch ist. Maximal zwei Freiheitsgrade sind nur
noch moglich, wenn M zusétzlich stochastisch ist. Die Methode des Determinantenverfahrens
ist somit nur auf dulerst einfache Systeme anzuwenden.

Die Ermittlung héherer Erwartungswerte ist aufgrund der Anzahl der zu berechnenden Werte
und der numerischen Instabilitdten nicht sinnvoll. Das Determinantenverfahren ist demnach
nicht ausreichend geeignet, die Eigenfrequenzen zu ermitteln.

5.3 Naiaherungslosung mit dem Rayleighquotienten

Grundmann et al. [57] verwenden den Rayleighquotienten zur Abschétzung streuender Ei-
genwerte. Die Anwendung des Rayleighquotienten stellt ein etabliertes Niherungsverfahren
zur Abschétzung von Eigenfrequenzen in den Fillen dar, in denen sich aus vielerlei Griinden
Eigenfrequenzen nicht einfach berechnen lassen. Das Verfahren wird nun auf das stochastische
Eigenwertproblem iibertragen und auf seine Anwendbarkeit untersucht.

Anstelle eines berechneten Verschiebungsvektors u wird der geschitzte Vektor einer Eigen-
form ¥ eingesetzt, die Gleichung im Sinne einer Wichtung mit dem transponierten Vektor
multipliziert und nach dem zugehdrigen, unbekannten Eigenwert geldst. Die Wurzel des Ei-
genwerts stellt eine erste Niherung der Eigenkreisfrequenz dar.

Wird das Vorgehen fiir eine stochastische Berechnung verwendet, so miifite fiir jede Realisati-
on ein zugehoriger Eigenvektor geschétzt werden. Aufgrund der Fiille der Félle ist dies jedoch
nicht umsetzbar. Als beste Schitzung fiir die Gesamtheit aller Fille sind die Eigenvektoren an-
zusehen, die deterministisch mit den Mittelwerten der streuenden Gréflen berechnet werden.
So werden in der Ausgangsgleichung (5.2) die Vektoren der stochastischen Verschiebungs-
grofien u(@) durch einen deterministischen Eigenvektor ¥ ersetzt und das Gleichungssystem
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mit dem transponierten Eigenvektor ¥{ multipliziert:
vl K(6) ®y = ®T o(h) M(6) ¥,. (5.8)

Werden die stochastischen Gréflen in Abhéngigkeit der Chaospolynome entwickelt, ergibt sich
die folgende Gleichung;:

TF Y K ¥ — 8] Y oyl > ML g =0

i,j=0..r. (5.9)

Dabei ist r + 1 die Anzahl der Koeffizienten des Eigenwerts «, mit dessen geschitzter Ei-
genform die Gleichung multipliziert wurde. Auch hier wird die Chaospolynomtransformation
angewendet, wobei sich das folgende lineare Gleichungssystem ergibt:

7 ZKZ E(T;T) ¥y — Za,- 7 ZMZ E(;T;Ty) ¥ =0
] [K; E(TiTx)] o — ¥ 05 > M; E(TT;T) Ty =0

i,k =0...r. (5.10)

Dadurch sind unabhéngig von der Anzahl der Systemfreiheitsgrade r + 1 lineare Gleichungen
entstanden, die nach den r + 1 unbekannten Gréflen «y, gelost werden kénnen:

—3=0.r

Vk=0.r | OTYT [M,E(LT;Ty)] ¥ aj | i=0.r —

= | KBTI | Lk =0, (5.11)

Durch die Multiplikation mit ¥y und \IlOT schrumpfen die einzelnen Systemmatrizen auf einen
Wert zusammen. Die Matrix auf der linken Seite besitzt nunmehr die Dimension (r + 1)
x (r + 1), die Matrix auf der rechten Seite die Dimension 1 x (r + 1). Zudem beschrinkt
sich die Bestimmung von Erwartungswerten auf Werte dritter Ordnung, wahrend fiir das
nach Verschiebungsgrofien zu losende Gleichungssystem (4.13) Erwartungswerte bis vierter
Ordnung benétigt werden. Das entstehende Gleichungssystem ist damit einfach nach den
Werten oy losbar. Diese stellen die deterministischen Koeflizienten der Reihenentwicklung
eines, zu dem verwendeten Eigenvektor ¥, gehorigen, Eigenwerts o dar.

Aufgrund der Unsicherheiten, die bei der Berechnung hoherer Eigenformen entstehen, sollte
das Verfahren auf Eigenformen des unteren bis mittleren Frequenzbereichs (bis etwa 100 Hz)
beschriankt bleiben.



Kapitel 6

Entwicklung der
Wahrscheinlichkeitsdichte

Nach Losung des Kapitel 5 beschriebenen Gleichungssystems ist das Ergebnis im stochasti-
schen Raum bekannt. Die Losung nach den Eigenwerten ergibt fiir das Quadrat einer Eigen-
kreisfrequenz:

a(f) = Zaj L. (6.1)
=0

Um das Quadrat der Eigenkreisfrequenz im Originalraum darzustellen, gibt es zum einen die
Moglichkeit, seine Verteilungsdichte auf Basis der Momente der streuenden Grofie zu beschrei-
ben. Dazu miissen in einem ersten Schritt die Momente aus der Darstellung auf Grundlage der
Chaospolynome gewonnen werden. Zum anderen besteht die Moglichkeit einer numerischen
Auswertung des Losungsvektors.

6.1 Momentenbasierte Reihenentwicklungen

6.1.1 Momente der Verteilung

Die Bestimmung der Momente geschieht nach Waubke [130]:

n . e8] o]
tj _ E E
E H U’j = F al,kl,lI‘kl,l ‘e a’l,kl,z‘l Fkl,il ce
j=1 k1,1=0 k1,1 =0
j=1
e8] e8] e8]
“ee E an,kn’lf‘kn)l ce E anak’n,in Pkn,in mit U; = E CI,]',Z'FZ'. (62)
kn,1=0 kn,ip=0 =0
j=n

30
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Die Konstanten kénnen aus dem mit der Erwartungswertbildung verbundenen Integral aus-
geklammert werden, wodurch nur die Erwartungswerte von Produkten der Chaospolynome
zu bilden sind. Die wichtigsten Momente bezogen auf das Ergebnis a(f) der Eigenwertanalyse
lauten:

Ela) = mi=aw
E(@®) = mp=)» BT
=0

1=0 j=0 k=0
o0 [e o] o o

E(*) = my= Z Z Z ZE (00T s jagoy. (6.3)
1=0 =0 k=0 [=0

Die zentralen Momente p; ergeben sich auf Grundlage der Momente m; zu:

pr = 0
P2 = mg — m1 ZE’ i)
Uy = mg— 3m1m2 + 2m1. (6.4)

Der Mittelwert, die Standardabweichung und die Schiefe der Grofle o lassen sich demnach
berechnen:

Mo = MMy
Oqa V2
U3
VYa o3 (6.5)

Fir die Ermittlung einer momentenbasierten Verteilungsdichte gibt es verschiedene Ansitze.
Oftmals wird auf eine Gram-Charlier-Reihenentwicklung zuriickgegriffen, welche im folgenden
vorgestellt wird.

6.1.2 Gram-Charlier-Reihe

Die Ausgangsgleichung der Reihenentwicklung einer beliebigen Verteilungsdichtefunktion f(x)
einer streuenden Groéfe x lautet:

f(@) =" cj Hj(z) $(x). (6.6)

Dabei stellt ¢(z) eine Normalverteilungsdichte dar, H;(z) ein Hermitesches Polynom und ¢;
den zugehorigen Koeflizienten.

Kendall und Stuart [83] geben die Ermittlung der Koeffizienten und der Hermiteschen Poly-
nome auf Grundlage der Standardnormalverteilungsdichte an. Die Anwendung dieser Gréfien
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fithrt im vorliegenden Fall jedoch nicht zu plausiblen Ergebnissen fiir die gesuchte Dichtever-
teilung.

So werden an dieser Stelle analog zu den in [83] gegebenen Koeffizienten und Hermiteschen
Polynomen Koeffizienten ¢; und Polynome H;(x) abgeleitet, die zu einer korrekten Darstel-
lung der Ergebnisse fithren. Zur Ableitung der Hermiteschen Polynome und der Koeffizienten
wird statt von der Standardnormalverteilungsdichte von der Normalverteilungsdichte ¢(x)
ausgegangen, mit dem Mittelwert y und der Standardabweichung o:
1 —(z—p)?
o(z) = e 2% . 6.7
= Vot (6.1
Wird die Funktion mit dem Differentialoperator D = % mehrfach nach z differenziert, so
ergeben die Ableitungen von ¢(z):

D¢(x) = —“Fg(x)
D*¢(z) = [74——2

D’p(z) =

(6.8)

Allgemein werden Hermitesche Polynome H,(z) fiir z im Bereich von —oo < z < oo ein-
gefiihrt, so daf gilt:

(=D)"¢(x) = Hy(x) p(x). (6.9)

Die Reihenentwicklung der Hermiteschen Polynome H,(z) lautet:

T Z 0' 7“—23)'2].7'( >
-2

S CET L ()™ 1 ()

o? 2 02 (r—2)! *3 8 ot (r—4)! 48 of (r 6)'

fir 0<j<r/2 jreN'. (6.10)

Die Polynome bis zum Polynomgrad fiinf ergeben sich zu:

Hy(z) = 1

Hi(z) = ”””0_2“

Hy(z) = (w;lu)Q_%

Hyz) — (w;6u)3_3w0—4u

Hiz) = (z — p)* 6(ﬂc—u)QJrg_4
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(z—p)p® (z—p)?  z—p
Hs(z) = o 0 15—

(6.11)

Analog zu Kendall und Stewart [83] werden die Koeffizienten c¢; ermittelt. Dazu wird die
Gleichung (6.6) auf beiden Seiten mit H,(z) multipliziert und beide Seiten von —oo bis oo
integriert. Unter Beriicksichtigung der Orthogonalitédtseigenschaft der Polynome hinsichtlich
¢(x) ergeben sich die Koeffizienten der Reihenentwicklung zu:

a’r [
cr = —'/ f(z) Hy(z) dx. (6.12)
)
Wird H,(z) eingesetzt, ergibt sich folgende Reihe:

J j 2j
(=17 o¥
5 (r—2j)! 27 4!
po___ o .0t 9
et T a2 Pt T r—e)rsaat Pt T
fir 0<j<r/2 jreN'. (6.13)

Dabei sind p; die zentralen Momente der Verteilung. Die ersten Koeffizienten lauten:

cg = po=1
¢t = =0
1 o 1
2 = lp2—07) =52 —p2) =0
1 1
c3 = E(M:% —30% 1) = GHs
_ 1 2 4y 1 2
ca = grlpa =602 +307) = o7 (us — 3p3)
—1( 102+154)—1( 10p3p2)
s = o0k o 3 0 ) = 155 (ks 342

(6.14)

Fiir die Funktion f(z) entsteht folgende Reihenentwicklung ausgeschrieben bis zum vierten
Polynomgrad:

F@) = ) {1+ § 0 Ha+ 5 Goa =) ) (6.15)
Fiir die Gram-Charlier-Reihe existieren neben der von Kendall und Stuart [83] vorgestellten
Formulierung auch noch andere Darstellungen. Bover [11] stellt die Ableitung einer mehr-
dimensionalen Gram-Charlier-Reihe dar. Die Hermiteschen Polynome und die Koeffizienten,
abgeleitet fiir den Fall einer streuenden Gréfle, entsprechen den in der vorliegenden Ableitung
gefundenen. Donley und Spanos [30] geben ebenfalls die Ableitung einer mehrdimensionalen
Gram-Charlier-Reihe an. Dabei berufen sie sich auf Beaman, Hedrick [7] und Nigam [102]. In
ihrer Darstellung werden zwar die gleichen ein- bzw. mehrdimensionalen Hermitepolynome



34 KAPITEL 6. ENTWICKLUNG DER WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE

wie bei Bover und in der vorliegenden Ableitung verwendet, die Koeffizienten werden jedoch
auf Grundlage der zentralen Kumulanten ermittelt. Fiir den eindimensionalen Fall sind die
Koeffizienten auf Grundlage der zentralen Momente bzw. der zentralen Kumulanten bis zum
fiinften Polynomgrad identisch. Ab dem sechsten Polynomgrad unterscheiden sie sich zuneh-
mend. Bover [11] geht auf dieses Problem ein und kommt zu dem SchluB, da die Verwen-
dung der iiber die zentralen Momente hergeleiteten Koeffizienten eine bessere Annidherung an
die tatsichliche Verteilung erméglicht. Der Literaturvergleich zeigt, dafl die Gram-Charlier-
Reihenentwicklung nicht ausreichend standardisiert ist.

Fiir die nachfolgenden Beispiele ist die Wahl der verwendeten Ableitung der Koeffizienten
unerheblich. Aufgrund des steigenden numerischen Aufwandes fiir die Berechnung hoherer
zentraler Momente werden nur zentrale Momente bis zur 4. Ordnung berechnet. Damit ist
eine Reihenentwicklung auch nur bis zum vierten Polynomgrad moglich. Fiir diesen Fall sind
die Koeffizienten nach beiden Ableitungen identisch.

6.1.3 Edgeworth-Reihe

Kendall und Stewart [83] beschreiben auch die Ableitung einer Edgeworth-Reihe. Die
Edgeworth-Reihe 148t sich &hnlich einer Gram-Charlier-Reihe darstellen. Tatséchlich stim-
men die beiden Reihenentwicklungen bis zum sechsten Glied iiberein. Erst ab dem siebenten
Glied unterscheiden sie sich. Da jedoch die Berechnung bereits fiir Momente vierter Ordung
numerisch instabil wird, besteht eine sinnvolle Entwicklung aus maximal fiinf Termen. Fiir
diesen Fall sind Edgeworth-Reihe und Gram-Charlier-Reihe identisch.

6.2 Numerische Auswertung des Losungsvektors

Fiir die numerische Darstellung des Ergebnisses werden die Funktionen der Chaospolynome
zahlenmiBig ausgewertet. Die Losung fiir die Ergebnisgrofie a(@) ergibt sich zu:

o
=0

was fiir den eindimensionalen Fall, d.h. fiir den Fall einer streuenden Griéfle verbunden mit &;
bedeutet:

ad) =ap+ a1 & + a9 ({% -1+ a3 ({? —3&)... (6.16)

Von der GroBe &; ist aufgrund der Definition des stochastischen Raums bekannt, daf sie
standardnormalverteilt ist. Mit jeder Realisation von &; ist eine gewisse Wahrscheinlichkeit
verbunden, die bei Einsetzen des zugehorigen Wertes &; in Gleichung (6.16) dem Ergebnis «
zugeordnet wird. In der praktischen Umsetzung wird die Standardnormalverteilung in Strei-
fen gleichen Wahrscheinlichkeitsinhalts Py diskretisiert (vgl. Abbildung 6.1). Als Realisationen
von {; werden die Mittelwerte der Streifen z.B. ¢y, i, eingesetzt und damit Werte fiir «
berechnet. Bei Auswertung sdmtlicher Stiitzstellen fiir &; entsteht fiir « ein Feld von Wer-
ten, wobei jedem Wert die Wahrscheinlichkeit Py zugeordnet ist. Aus dem Wertefeld wird
die Verteilungsfunktion fiir @ gewonnen. Durch numerische Ableitung kann anschlielend die
Verteilungsdichte von « erzeugt werden.
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PED) 4

Abbildung 6.1: Aufteilung der Standardnormalverteilung in Streifen gleicher Wahrscheinlich-
keit Py

Im zweidimensionalen Fall, d.h. fiir zwei streuende Basisgrofien £; und &5 ist entsprechend eine
zweidimensionale Standardnormalverteilung auszuwerten. In diesem Fall wird das Volumen
unter der in Abbildung 6.2 gezeigten Glockenkurve in Volumina gleicher Wahrscheinlichkeit P
zerlegt. Wie das Auswerteraster gestaltet werden kann, zeigt die rechte Skizze. Als Punkte fiir
die Auswertung (£1,&2) werden die Mittelpunkte der Segmente verwendet. (Die Gitterlinien
der linken Skizze in Abbildung 6.2 haben keinen Bezug zu der Aufteilung rechts.) Zu den
Wertepaaren (£1,&2) werden die a-Werte ermittelt, was wiederum zu einem Wertefeld fiir «
fithrt, wobei den Werten die Wahrscheinlichkeit Py zugeordnet ist.

Fiir n streuende Basisgrofien £, mufl die zugehorige n-dimensionale Dichtefunktion der Stan-
dardnormalverteilung ausgewertet werden.

Abbildung 6.2: Aufteilung der zweidimensionalen Standardnormalverteilung in Segmente glei-
cher Wahrscheinlichkeit Py
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6.3 Anwendungsbeispiel Einmassenschwinger

Am Beispiel eines Einmassenschwingers wird die bisher geschilderte Vorgehensweise zur Be-
stimmung der streuenden Eigenfrequenzen dargestellt, ihre Anwendbarkeit und die zu er-
reichende Genauigkeit diskutiert sowie die Grenzen der Anwendung iiberpriift. Das einfache
Beispiel des Einmassenschwingers bietet sich fiir die Untersuchung besonders an, da fiir die
streuende Figenfrequenz eine analytische Lésung zu ermitteln ist. Der Vergleich der erzielba-
ren Ergebnisse einer momentenbasierten Entwicklung und einer numerischen Auswertung zu
denen der analytischen Funktion steht dabei im Vordergrund.

Im Beispiel wird die Masse m als streuend betrachtet. Sie steht im Nenner der Gleichung
a = k/m fiir die zu bestimmende Gréfle «, das Quadrat der Eigenkreisfrequenz . Bei der
nachfolgenden Untersuchung zeigt sich, daf} fiir diesen ,,nichtproportionalen“ Fall die Vertei-
lungsdichte fiir a eine ausgeprigte Schiefe erhilt, die sich mit Hinzunahme weiterer streuender
GroBlen (wie der Steifigkeit k) verliert. Bei reiner Streuung der Steifigkeit besteht ein linea-
rer Zusammenhang zwischen k& und «. Die Darstellung des Ergebnisses auf Grundlage einer
Normalverteilung mit berechnetem Mittelwert und Standardabweichung ist bereits die exakte
Losung.

Wegen der Schiefe ist gerade der Fall der streuenden Masse - als einzige streuende Grofle -
bei der Einschétzung der Giite der Auswertemethoden besonders aussagekriftig.

Verglichen wird die Losung fiir a auf Grundlage einer Normalverteilung, einer Gram-Charlier-
Reihe, entwickelt bis zum dritten bzw. vierten Polynomgrad nach Gleichung (6.15), und einer
numerischen Auswertung.

Da in den folgenden Berechnungsschritten das Quadrat der Eigenfrequenzen benétigt wird -
und nicht die Eigenfrequenzen selbst -, wird auf ein Wurzelziehen, bei dem weitere Rechenun-
genauigkeiten auftreten wiirden, verzichtet.

on = 5 kg
um = 0.8 kg
¢ = 10 Ns/m

k = 1000 N/m

Abbildung 6.3: Einmassenschwinger mit streuender Masse

6.3.1 Anzunihernde analytische Funktion

Im folgenden wird der in Abbildung 6.3 dargestellte viskos gedimpfte Einmassenschwinger
mit streuender Masse betrachtet. Die Streuung der Masse wird als normalverteilt angenom-
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men; zugehorige Mittelwerte und Standardabweichung sind in Abbildung 6.3 gegeben. Die
Verteilungsdichte fiir m lautet:

1 _1(m=um)?
p(m) = Nora (=5)

Fiir den vorliegenden Fall kann die Losung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Quadrats der
Eigenkreisfrequenz o = w? = k/m analytisch bestimmt werden (vgl. z.B. Schuéller, Shinozuka
[116]):

(6.17)

pa) = plm)|o"| =
o))

_ ! e‘%(kaa_:y ) L (6.18)

6.3.2 Niherungslésung mit Chaospolynomen

Fiir die ndherungsweise Ermittlung des Quadrats der Eigenkreisfrequenz wird die Streuung
der Masse mit Hilfe der Chaospolynome dargestellt. Die Normalverteilung der Masse wird
durch den Ansatz mit zwei Chaospolynomen bereits vollstindig beschrieben:

m(9) = mogLlo+m I't
mo = Um
mi = om. (6.19)

Das Ergebnis, die quadratische Eigenkreisfrequenz «, wird bis zum Polynomgrad 3 entwickelt:

(@) =g To+a1 T +az Ty + a3 Ts. (6.20)
Dabei sind:
Ly, = 1
r, = ¢
Iy = €2-1
Iy = &-3¢ (6.21)

Das entstandene Eigenwertproblem lautet:

k — a(@)m(8) = 0. (6.22)
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Nach Einsetzen der Reihenentwicklungen lautet es:

3 1
k—Zaj szmi Fz' =0
j= =0

7=0
3 1
7=0 =0
3 1
o m; Iy = k. (6.23)
§=0 i=0

Beim Einmassenschwinger ist die Anwendung des Rayleighquotienten hinfillig. Die System-
matrizen besitzen in diesem Fall bereits die Dimension 1x1, der Eigenvektor 14t sich mit dem
Wert ¥, = [1] beschreiben.

Wird auf die Gleichung (6.23) die Chaospolynom-Transformation angewendet, wird also die
Gleichung nacheinander beidseitig mit den Chaospolynomen I';,4 = 0...3 und f¢(0) multi-
pliziert, entsteht nach Integration folgendes Gleichungssystem:

—+3=0.3
41=0.3 ZLO m; E(T;T;T) a;j | 17=0.3 - kEMTI) | 1=0.3"
(6.24)
Nach Einsetzen der Erwartungswerte ergibt sich:
mg my 0 0 a k
P e S (6.25)
0 0 6mp 6myg a3 0

Das Gleichungssystem wird nach den unbekannten Koeffizienten «; gelost. Fiir die in Abbil-
dung 6.3 genannten Parameter ergeben sich folgende Werte:

ap = 205.57
a; = —34.82
ay = 6.03
as = —0.97. (6.26)

Der Losungsbeitrag von Chaospolynomen nimmt mit steigender Ordnung kontinuierlich ab.
In dem vorliegenden Fall ist es demnach ausreichend, das Ergebnis bis zum gewidhlten Poly-
nomgrad drei (I's) zu entwickeln.

Im néchsten Schritt werden aus den Koeffizienten und den Erwartungswerten der Chaospo-
lynome nach Gleichung (6.3) die Momente der Verteilung berechnet. In diesem Fall wurden
noch Momente 4. Ordnung ermittelt. Momente hoherer Ordnung erfordern Erwartungswer-
te hoherer Ordnung. Im Hinblick auf einen vertretbaren Rechenaufwand sollten jedoch nur
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Erwartungswerte vierter Ordnung bestimmt werden. Fiir die verwendeten Eingangswerte be-
tragen die zentralen Momente bis vierter Ordnung:

po = 1

ur = 0

po = 1201
p3 = 53582

pe = 9229276.

Zum Vergleich werden die zentralen Momente der analytischen Funktion (6.18) nach folgender
Vorschrift berechnet:

o
pi= [ (a=a0) pla) da (6.27)
—0o0

Eine analytische Integration ist aufgrund der Komplexitit der zu integrierenden Funktion
nicht moglich. Es muf auf eine numerische Auswertung des Integrals zuriickgegriffen werden.
Dabei zeigt sich, dafl die Bestimmung der ersten drei zentralen Momente problemlos ist;
der Wert von po stimmt mit dem mit den Chaospolynomen berechneten Wert fast genau
iiberein. Die Berechnung von p3 und p4 ist mit erheblichen numerischen Problemen behaftet.
Die Ergebnisse schwanken stark je nach Wahl der Integrationsgrenzen. Eine Uberpriifung der
mit den Chaospolynomen berechneten Werte ist nicht moglich. Die Abschétzung deren Giite
kann somit nicht erfolgen. Es mufl aber auch fiir diese Werte mit numerischen Ungenauigkeiten
gerechnet werden.

Im folgenden wird auf Grundlage der berechneten zentralen Momente die Ergebnisgrofie ,, Qua-
drat der Eigenkreisfrequenz“ durch eine Normalverteilung und durch eine Gram-Charlier-
Reihe bis zum dritten bzw. vierten Polynomgrad angendhert. Verglichen werden die Ergeb-
nisse mit denen einer numerischen Auswertung.

Normalverteilungsdichte

Mit pq = ap = 205.57 und o4 = \/p2 = 35.93 kann eine Normalverteilungsdichte formuliert
werden. Da die Normalverteilung keine Schiefe abbildet, liegt nur eine grobe Niherung der
gesuchten Funktion vor, die allenfalls einen ersten Anhalt {iber Lage und Breite der Losungs-
funktion geben kann.

Gram-Charlier-Reihenentwicklung

Zur Darstellung der Verteilungsdichte werden die Polynome und Koeffizienten einer Gram-
Charlier-Reihe formuliert. Nach den vorab beschriebenen numerischen Schwierigkeiten bei
Berechnung der zentralen Momente, erscheint es allenfalls sinnvoll, die Reihe bis einschlieflich
14, d.h. bis zum fiinften Term zu entwickeln.

Auf Grundlage einer Normalverteilungsdichtefunktion mit p, = 205.57 und o, = 35.93 der
Ergebnisgrofe werden die ersten vier Hermiteschen Polynome nach Gleichung (6.11) ermittelt.
Die Koeffizienten der Reihenentwicklung c; werden nach Gleichung (6.14) berechnet.
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Allgemein ergibt sich die bis zum fiinften Glied erstellte Gram-Charlier-Reihenentwicklung
zu (Die Terme mit pq und py werden null.):

p() = ¢(a){1+%u3 H3+§<u4—3o:i>ﬂ4}. (6.28)

Numerische Auswertung

Fiir die numerische Auswertung des Losungsvektors wird die zu € zugehorige Standardnor-
malverteilung in 10000 Streifen gleichen Wahrscheinlichkeitsinhalts diskretisiert. Als Aus-
wertestellen werden ¢-Koordinaten der Streifenmitte eingesetzt. Es werden die zugehorigen
10000 a-Werte berechnet und in aufsteigender Reihenfolge geordnet. Aus diesem Datenfeld
wird zunéchst die Wahrscheinlichkeitsverteilung erstellt und anschlielend numerisch zur Er-
zeugung der Verteilungsdichte abgeleitet.

6.3.3 Vergleich der Reihenentwicklungen

In Abbildung 6.4 ist die analytische Funktion p(«) und es sind die Annéherungen durch Rei-
henentwicklungen mit unterschiedlicher Anzahl an Summanden dargestellt. Verglichen wird
dabei die analytische Dichtefunktion mit der auf Grundlage der ersten beiden Momente ent-
wickelten Normalverteilung und einer Reihenentwicklung bis zum Polynomgrad drei bzw.
vier.

p(a) 0.016 T T T T L T
. analytische Loesung
/ Normalverteilung -------
GCR 3. Polynomgrad --------
0.014 - i 3 GCR 4. Polynomgrad 7
0.012 | —
0.01 —
0.008 | f
0.006 [ —
0.004 |- —
0.002 | f
[
-0.002 Il Il Il Il Il Il (6%
50 100 150 200 250 300 350 400

Abbildung 6.4: Wahrscheinlichkeitsdichte p(«) analytisch und gendhert durch Reihenentwick-
lung
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Es ist zu erkennen, daf} sich die bis zum 3. Polynomgrad entwickelte Reihe der analytischen
Funktion am besten nihert. Die Beobachtung wird von Kendall und Stuart [83] anhand des
von ihnen gewihlten Beispiels bestitigt. Die bis zum 4. Polynomgrad entwickelte Funkti-
on zeigt deutliche Abweichungen um den Mittelwert und im rechten Randbereich. Damit
ist gezeigt, da die Reihenentwicklung nicht zur abzubildenden Funktion konvergiert. Eine
Hinzunahme weiterer Glieder stellt keine Garantie fiir verbesserte Ergebnisse dar. Allgemein
148t sich bei Betrachtung des jeweiligen Funktionsverlaufs feststellen, dal die Ndherung mit
der Gram-Charlier-Reihenentwicklung in den Randbereichen der Funktionen zu unbefriedi-
genden Ergebnissen fiihrt. In der Regel spielen die Randbereiche bei der Ermittlung von
Uberschreitenswahrscheinlichkeiten jedoch eine entscheidende Rolle. Die Funktionen nehmen
zudem bereichsweise negative Werte an, was dem Wahrscheinlichkeitsbegriff widerspricht.
Es ist anzunehmen, dafl die Abweichungen durch die nur unzureichend genau ermittelbaren
hoheren zentralen Momente entstehen.

Abbildung 6.5 zeigt den Vergleich der analytischen Verteilungsdichte mit der numerischen
Niherungsauswertung. Die analytische Funktion und die numerisch erzeugte Funktion liegen
enger beieinander als die Graphen der analytischen Funktion und jeder momentenbasierten
Reihe. In den zur Bestimmung der Uberschreitenswahrscheinlichkeit wichtigen Randbereichen
wird eine hervorragende Ubereinstimmung erzielt. Lediglich im Bereich des Mittelwerts zeigen
die Dichtefunktionen eine leichte, jedoch unerhebliche Abweichung.

p(a) 0.014 T T T T T T
. analytische Loesung
numerische Auswertung -------

0.012 |- ,
0.01 | ,
0.008 - ,
0.006 |- ,
0.004 - 4
0.002 B

0 L s L L L L (0%

50 100 150 200 250 300 350 400

Abbildung 6.5: Wahrscheinlichkeitsdichte p(«) analytisch und gendhert durch numerische
Auswertung

Eine numerische Auswertung ist hinsichtlich der Ergebnisgenauigkeit einer momentenbasier-
ten Funktion vorzuziehen. Die momentenbasierten Funktionen bieten jedoch den Vorteil, dafl
die nichsten Berechnungsschritte analytisch ausfithrbar sind und damit weniger Aufwand
bendtigen. So werden auch sie auf ihre Anwendbarkeit beim weiteren Vorgehen iiberpriift.



Kapitel 7

Stochastische
Vergroflerungsfunktion

7.1 Berechnung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten

Die Verteilung des Quadrats der streuenden Eigenkreisfrequenz liegt nun fiir weitere Berech-
nungsschritte vor. Beispielsweise kann bekannt sein, in welchen Bereichen die Eigenfrequenz
nicht liegen darf, um einen ausreichend grofien Abstand zu einer Anregefrequenz zu gewéhr-
leisten. Anhand der Verteilungsfunktion kann die Wahrscheinlichkeit berechnet werden, mit
welcher die Eigenfrequenz in dem unerwiinschten Bereich liegt.

Zumeist ist jedoch eine Verschiebungsgrifie bzw. eine Schwingschnelle vorgegeben, die das
System nicht iiberschreiten darf. Die maximale Schwingschnelle 1,4, berechnet sich bei har-
monischer Anregung mit der maximalen Verschiebung w4, im eingeschwungenen Zustand zu
Umaz = - Umaz, Wobei Q die Anregekreisfrequenz bezeichnet. So 148t sich auch der Grenzwert
der Schwingschnelle auf eine zuléssige Maximalverschiebung umrechnen.

Die nachfolgenden Untersuchungen gelten fiir den eingeschwungenen Zustand. Das setzt vor-
aus, dafl das System ausreichend lang harmonisch angeregt wird, damit sich der eingeschwun-
gene Zustand einstellen kann. Innerhalb des Einschwingvorgangs kénnen sich durch Uber-
lagerung von einsetzender Eigenschwingung des Systems und Antwort auf die dynamische
Last (homogene und partikuldre Schwingungsantwort) kurzfristig deutlich groBere Verschie-
bungsgroflen als im eingeschwungenen Zustand einstellen. Die Eigenschwingung klingt durch
Déampfung nach einiger Zeit ab. Der Einschwingvorgang muf} eigens untersucht werden.

Die maximale Relativverschiebung eines harmonisch fuBpunkterregten Systems im einge-
schwungenen Zustand berechnet sich aus der maximalen Fulpunktverschiebung multipliziert
mit einem Vergréflerungsfaktor. Der Faktor wiederum bestimmt sich aus einer Vergréferungs-
funktion, die neben der Anregekreisfrequenz und der Didmpfung des Systems die quadrierte
Eigenkreisfrequenz enthélt. Ist fiir die Relativverschiebung ein maximal zulissiger Wert ge-
geben und ist die maximale Fulpunktverschiebung ein deterministischer Wert, so ist der
Vergroflerungsfaktor zu limitieren. Dafiir mufl wiederum das Quadrat der streuenden Eigen-
kreisfrequenz auflerhalb gewisser Grenzen liegen. Die Wahrscheinlichkeit, mit der « innerhalb

42
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der geforderten Grenzen liegt, gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die zuldssige Relativ-
verschiebung iiberschritten wird.

So wird nach der Bestimmung des Quadrats der streuenden Eigenfrequenz die Uberschreitens-
wahrscheinlichkeit einer gegebenen Relativverschiebung mit Hilfe der VergroBerungsfunktion
bestimmt. Das Vorgehen wird zunéchst am Einmassenschwinger dargestellt und auf Mehr-
freiheitsgradsysteme erweitert (Kapitel 8).

Wird fiir den Einmassenschwinger als dynamische Last eine harmonische Fufpunktanregung
mit wy - sin (2¢) vorgegeben, so ldfit sich die Relativverschiebung zwischen Verschiebungsam-
plitude der Anregung und Verschiebung des Kopfpunktes als Antwort des Systems berechnen
mit:

wy(t) = wy Vi(n) sin (2t — ). (7.1)

Dabei ist wg die Verschiebungsamplitude und €2 die Erregerkreisfrequenz der Fupunkterre-
gung. V,.(n) ist die Vergroferungsfunktion des fuBpunkterregten Systems in Abhéngigkeit des
Frequenzverhiltnisses n = 2/w, <y der Phasenversatz zwischen Erregung und Antwort.

2Dn
t = 7.2
= (72)
Der Maximalwert der Relativverschiebung betrigt somit:
n?
Wrmae = Wo Vp(n) mit Vi(n) = (7.3)

VI =722+ (2Dp)?’

Wird in der VergroSerungsfunktion n? durch den Zusammenhang Q?/« ersetzt, so ist die

maximale Relativverschiebung gegeben zu:
95
Wr,maz = WO \/( ~ 9_2)2a+ (2D)2 o . (7.4)
(o7 (8]

Fiir einen festgelegten Wert w; ,, ist bei gegebenem wy ein Wert V. ,,; einzuhalten. Sind zu-
dem (2 und das Lehrsche Dampfungsmafl D vorgegeben, 148t sich ein zulissiger Wertebereich
fiir o berechnen, damit kein Uberschreiten des einzuhaltenden Grenzwerts V. ,,; auftritt.

Q2

‘/T,zul = 5 = 5" (75)
V-2 (2D 2

Aus der Losung der Gleichung (7.5) nach a ergibt sich eine untere Grenze g; und eine obere
Grenze go. Die Bedingungen, dafl kein Uberschreiten auftritt, lauten:

V(1 — 2D2) — \/1 +4 V2, DX(D? 1)
Vr,zul

_ 2 2

, Veau(1=2D%) + /144,

r,2ul
Vr,zul

a < g = 0? oder

D?(D? — 1)

a > QQZQ (7.6)
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Ist die Funktion der Verteilungsdichte von a bekannt, kann die Wahrscheinlichkeit, mit der
a im unzuldssigen Bereich liegt, nach folgender Vorschrift bestimmt werden. Der Wert py ist
die Uberschreitenswahrscheinlichkeit der gegebenen zulédssigen Maximalverschiebung:

2
i = / " p(a) do. (7.7)
g

1

Diese Vorschrift ist auf die momentenbasierten Verteilungsdichten anzuwenden.

Im Falle der numerischen Auswertung liegen die Werte der Verteilungsfunktion punktweise
vor. Fiir spezielle Auswertestellen von « ist der zugehorige Wert der Verteilungsfunktion P(«)
bekannt. Die Uberschreitenswahrscheinlichkeit berechnet sich in diesem Fall zu:

pi = Pla=g2) —Pla=g). (7.8)

Liegen die Werte P(«) fiir g; und go nicht exakt vor, so mufl zwischen benachbarten Auswer-
tepunkten interpoliert werden.

Bislang geht bei der Bestimmung der Uberschreitenswahrscheinlichkeit nur die Streuung der
FEigenfrequenz ein, die eine Streuung der Steifigkeit und Masse reprisentiert. Ein Weg, wie
zusétzlich die Streuungen der Lastamplitude, der Lastfrequenz und der Ddmpfung beriick-
sichtigt werden kénnen, wird im folgenden erliutert.

7.2 Weitere streuende Grofien

In Gleichung (7.4) sind neben dem Quadrat der Eigenkreisfrequenz die Grofien wg, © und
D enthalten, die ebenfalls eine Streuung aufweisen kénnen. (Der Grenzwert wy ,, ist als
deterministische GréBe gegeben.) Zur Bestimmung der Uberschreitenswahrscheinlichkeit der
einzuhaltenden Systemreaktion bei Einfiihrung weiterer streuender Gréflen, wird auf die For-
mulierung der totalen Wahrscheinlichkeit zuriickgegriffen. Diese lautet allgemein fiir diskrete
Zufallsvariablen A und By, (vgl. z.B. Feldman und Fox [35]):

Dabei bezeichnet P(A|B,,) die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A unter der Bedingung,
daf die Ereignisse B, mit P(B,) # 0 bereits eingetreten sind; P(A|By,) heiit die bedingte
Wahrscheinlichkeit von A unter den Bedingungen B,,. Fiir stetige Zufallsgréfien von Zufalls-
vektoren u und v beliebiger Dimension im stochastischen Raum R* gilt laut Feldmann und
Fox [35]:

px(u) = /érek px(u]Y =v) py(v) dv. (7.10)

Angewendet auf das vorliegende Problem der Bestimmung der Uberschreitenswahrscheinlich-
keit ergibt sich folgender Weg:

In einem ersten Schritt werden anhand von Gleichung (7.4) die Grenzen fiir den zulissi-
gen a-Bereich bestimmt und in Abhéngigkeit von wg, wr ., D und € angegeben. Die Be-
schrinkung der Darstellung mit V; ,u = wy zu/wo - wie im vorhergehenden Fall - ist nicht
sinnvoll, wenn w als streuende Grofle eingeht. Die Ausdriicke fiir die Grenzen sind demnach:
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- QQ Wy, 2ul — 2 D2 Wy, zul — \/_4 D? w12~,zul +4 D4 wz,zul + w(%
(0% g1 = :

Wy, 2ul

Wy put — 2 D2 Wy + \/—4 D2 w?_, +4 D* w?_ +w?

Ty 2U) Ty 2U

a > go=0%. (7.11)

Wr, 2ul

Fiir einzelne Werte wp, 2 und D wird die Verteilungsdichte des Quadrats der Eigenkreisfre-
quenz nach Gleichung (7.7) in den Grenzen g; und go integriert bzw. die diskrete Verteilungs-
funktion nach Gleichung (7.8) ausgewertet. Es ergibt sich die Funktion ps(wy zu|[wo, 2, D])
analytisch bzw. diskret. Wird die Funktion mit der Wahrscheinlichkeitsdichte der Grofien
wp, © und D multipliziert und dariiber integriert, ist damit die totale Uberschreitenswahr-
scheinlichkeit berechnet, d.h. die Uberschreitenswahrscheinlichkeit unter Beriicksichtigung der
Streuung der Groflen a, wg,  und D. Die Dimension der Integration ist gleich der Zahl der zu
der Streuung der Eigenfrequenz zusétzlich als streuend angenommenen Gréflen. Diese Inte-
gration kann in der Regel nicht mehr analytisch erfolgen, sondern muf} auch fiir die analytisch
vorliegenden Funktionen mit numerischen Integrationsroutinen ausgefiihrt werden.

Dazu muf} vorab die Wahrscheinlichkeitsdichte der Groflen wyg, 2 und D bestimmt werden.
Wird neben der streuenden Eigenkreisfrequenz nur eine weitere Grofle als streuend angese-
hen, wird mit der Verteilungsfunktion dieser Gréfle multipliziert und eine eindimensionale
Integration ausgefiihrt.

Werden mehrere Groflen als streuend betrachtet, so ist die mehrdimensionale Verteilungs-
dichte dieser Groflen zu bestimmen. Sind die Groflen nicht korreliert, ist ihre gemeinsame
Verteilungsdichte durch einfache Multiplikation der einzelnen Verteilungsdichten zu ermit-
teln:

p(A,B) = p(A) - p(B). (7.12)

Dies konnte fiir Lastamplitude und Dadmpfung der Fall sein. Bei zwei normalverteilten, kor-
relierten Groflen A und B ergibt sich die zweidimensionale Verteilungsdichte zu:

(A-pa)(B-up) | (B—np)*

2
1 1 [(A—MA) “opa
p(4,B) = e Cam| i AT eacs % 1. (7.13)

2moa0B\/1 —paB

Dabei mufl neben den Mittelwerten u4 und pp und den Standardabweichungen o4 und op
der Korrelationskoeffizient p4 g bekannt sein. Beispielsweise Lastfrequenz und Lastamplitude
konnten korreliert sein. Thre gemeinsame Verteilungsdichte muf}, sofern nicht Gleichung (7.13)
angewendet werden kann, in einer Voruntersuchung bestimmt werden.

7.3 Anwendungsbeispiel

Die gefundenen Vorgehensweisen werden auf den in Kapitel 6.3 vorgestellten gedimpften
Einmassenschwinger angewendet. Obwohl bekannt ist, dafl die numerische Auswertung die
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beste Ndherung der analytischen Funktion darstellt, werden auch Niherungslosungen auf
Grundlage der Gram-Charlier-Reihenentwicklung auf ihre Verwendbarkeit hin untersucht.

Der einfache Fall des Einfreiheitsgradsystems bietet sich an, um den Einflu} der streuenden
GroBen im einzelnen zu untersuchen. Der Berechnung der Uberschreitenswahrscheinlichkei-
ten wird das Quadrat der Eigenkreisfrequenz als analytische Funktion, als Gram-Charlier-
Reihenentwicklung und als numerisch ausgewertete Funktion zugrunde gelegt. Damit werden
die Unterschiede der Niherungslosungen quantitativ beurteilt.

7.3.1 Untersuchung des gedimpften Einmassenschwingers

Fiir die zuléssige Relativverschiebung des Systems wird als fiktiver Wert gefordert, daf} sie ma-
ximal das Doppelte der Fulpunktverschiebung betragen darf. Die zuléssige Vergroflerung V. ;.
ist damit zu 2 vorgegeben. Als Anregekreisfrequenz wird ein Wert von Q= 25 rad/s gewihlt.
In der Praxis wird zumeist das dimensionslose Lehrsche Ddmpfungsmafl D abgeschitzt oder
aus Messungen ermittelt. Im vorliegenden Fall des Einmassenschwingers mit viskosem Damp-
fer wird die Dampferkonstante ¢ mittels Gleichung (7.14) in das Lehrsche Dampfungsmafy D
umgerechnet. Fiir m und w = \/k/m wird der Mittelwert der Masse verwendet.

1
D=_° = 0 =7-102 (7.14)

C2muw  2.5-,/1000/5

Die Streuung der Masse ist hierbei somit nicht erfafit. Da der Dampfungsgrad generell mit
groflen Unsicherheiten behaftet ist, kann die Vereinfachung akzeptiert werden.

Die Berechnung der zulissigen Grenzwerte des Quadrats der Eigenfrequenz ergibt, daf es fiir
a im Bereich

g1 = 318.95 rad?/s* < a < 918.55 rad?/s® = go (7.15)

zu einem Uberschreiten der maximalen Verschiebung Wyl = 2 wo kiime. Durch Integration
ist die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, mit der sich Werte von « in diesem Bereich befinden.
Anschaulich ist der in Abbildung 7.1 schraffierte Flicheninhalt zu berechnen, um die Uber-
schreitenswahrscheinlichkeit p; zu ermitteln. (Die obere Grenze go spielt hierbei keine Rolle.)

Dargestellt ist die in Kapitel 6.3 bereits berechnete analytische Verteilungsdichte fiir « bei
streuender Masse. Der Flicheninhalt zwischen den ermittelten Grenzen betrigt 0.00988 und
bedeutet somit eine Uberschreitenswahrscheinlichkeit von 0.988 %.

Werden statt der analytisch ermittelten Wahrscheinlichkeitsdichte die Néherungslésungen fiir
das Quadrat der Eigenfrequenz verwendet, so ergeben sich die in der Tabelle 7.1 gezeigten
Uberschreitenswahrscheinlichkeiten. Darin sind die Ergebnisse fiir folgende Niherungen auf-
gelistet: die Ndherung durch eine Normalverteilung, durch eine Reihenentwicklung bis zum
dritten Polynomgrad und bis zum vierten Polynomgrad sowie durch die numerisch ausgewer-
tete Funktion. Der Fehler der Niherung a zum analytischen Ergebnis z wurde nach der Formel
zur Bestimmung des wahren relativen Fehlers berechnet(Bronstein, Semendjajew [16]):

a—=z

wahrer relativer Fehler = - 100 [%)].



7.3. ANWENDUNGSBEISPIEL 47

p(a)

A

0012
oot }
0.008
0.006 }
0.004 }
0.002 |

Py

0 =
0 100 200 300 400

Abbildung 7.1: Wahrscheinlichkeit p;, dafl zulédssiges a iiberschritten wird

a

Uberschreitens-
wahrscheinlichkeit p;[%] Fehler [%]

analytische Funktion 0.988
Normalverteilung 0.080 -91.9
Polynomentwicklung 3. Grad 0.554 -43.9
Polynomentwicklung 4. Grad 1.192 20.6
numerische Auswertung 0.985 -0.3

Tabelle 7.1: Uberschreitenswahrscheinlichkeit und Fehler fiir den gedimpften Einmassen-
schwinger fiir y,, = 5 und o,,, = 0.8

Die Beschreibung der Verteilungsdichte durch momentenbasierte Reihenentwicklungen erweist
sich als problematisch. Die Funktionen liefern in den Randbereichen eine unbefriedigende
Anniherung an die darzustellende Funktion. Da fiir die Ermittlung der Uberschreitenswahr-
scheinlichkeit gerade iiber diese Bereiche integriert werden muf}, kommt es zu den gezeigten
starken Abweichungen zur analytisch berechneten Wahrscheinlichkeit. Die Ergebnisse kénnen
somit nur als eine grobe Abschiitzung der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten gelten. Der
mit der Normalverteilung berechnete Wert sollte aufgrund der groflen Abweichung fiir eine
Systembeurteilung nicht herangezogen werden.

Das Ergebnis der numerischen Auswertung fiir a weist - wie zu erwarten war - den bei weitem
geringsten Fehler auf. Mit einer Fehlerrate von -0.3 % erméglicht diese Methode eine duflerst
zuverldssige Bewertung der tatsichlich vorliegenden Uberschreitenswahrscheinlichkeit.

7.3.2 Untersuchung des Einmassenschwingers bei streuender
Anregefrequenz

Normalverteilte Anregefrequenz (i weit entfernt von der Eigenfrequenz)

Zunichst wird die Uberschreitenswahrscheinlichkeit des geddmpften Einmassenschwingers be-
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rechnet, wenn zusétzlich zur Masse auch die Anregekreisfrequenz ) normalverteilt streut.

Zu diesem Zweck ist folgendes Integral zu 16sen:
o
pi= [ palwnml®) p(®) do. (7.16)
—00
Im folgenden werden einige Parameterkonstellationen untersucht:
Zunichst wird als Mittelwert puq der in Kapitel 7.3.1 verwendete deterministische Wert {2 = 25
rad/s eingesetzt. Der mit den Mittelwerten deterministisch berechnete Wert der Eigenfrequenz

betridgt 14.2 rad/s. Die beiden Werte weisen einen so deutlichen Abstand auf, daf§ keine
Resonanzphidnomene zu erwarten sind.

In einer ersten Untersuchung wird die Standardabweichung auf o = 1.0, also auf 4 % des
Mittelwertes gesetzt.

Die Tabelle 7.2 zeigt Ergebnisse und Fehler gegeniiber dem analytischen Ergebnis.

Uberschreitens-
wahrscheinlichkeit p;[%] Fehler [%]

analytische Funktion 1.403
Normalverteilung 0.458 -67.4
Polynomentwicklung 3. Grad 1.307 -6.8
Polynomentwicklung 4. Grad 1.957 39.5
numerische Auswertung 1.424 1.5

Tabelle 7.2: Uberschreitenswahrscheinlichkeit und Fehler fiir po =25und og = 1.0

Im Vergleich zu dem zuvor betrachteten Fall der deterministischen Anregekreisfrequenz von
) = 25 rad/s steigt die Uberschreitenswahrscheinlichkeit an. Die Anregefrequenz Q nimmt
nun Realisationen an, die zu einer starkeren Uberhohung der statischen Verschiebung fiihren.

Wird nun die Standardabweichung oq auf 10 % des Mittelwertes (oo = 2.5 rad/s) gesetzt,
ergeben sich die in Tabelle 7.3 dargestellten Ergebnisse und Fehler.

Uberschreitens-
wahrscheinlichkeit p;[%] Fehler [%]

analytische Funktion 5.203
Normalverteilung 4.970 -4.5
Polynomentwicklung 3. Grad 5.425 4.3
Polynomentwicklung 4. Grad 5.320 2.2
numerische Auswertung 5.229 0.5

Tabelle 7.3: Uberschreitenswahrscheinlichkeit und Fehler fiir po =25 und og = 2.5

Der Tabelle 7.3 ist zu entnehmen, da§ die Uberschreitenswahrscheinlichkeiten gegeniiber dem
zuvor betrachteten Fall mit einem Variationskoeffizienten von 4 % noch ansteigen. Die Wahr-
scheinlichkeit ist mit der Wahl eines grofleren Wertes fiir o gestiegen, da Werte von ) mit
einer grofferen Wahrscheinlichkeit in den resonanzgefihrdeten Bereich fallen.
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Die Fehler in den Ergebnissen der angeniherten Funktionen sind unter 5 % gefallen. Die
Streuungen der Masse und der Anregekreisfrequenz iiberlagern sich. Der Einfluff der Streuung
der Masse und damit der Einfluf der Funktionsbeschreibung fiir o auf die Uberschreitens-
wahrscheinlichkeit sinkt. Die Ergebnisse der momentenbasierten Funktionen sind nunmehr
akzeptabel.

Normalverteilte Anregefrequenz (uq nahe der Eigenfrequenz)

Wird anstelle des Mittelwertes pn ein Wert gewéhlt, der nahe bei der Eigenfrequenz des Ein-
massenschwingers liegt, ist zu erwarten, daff die Uberschreitenswahrscheinlichkeit aufgrund
des Resonanzphidnomens deutlich ansteigen wird. Es ist aber ebenfalls zu erwarten, daf} die
Uberschreitenswahrscheinlichkeit mit Zunahme der Standardabweichung oq sinken wird, da
die Erregerfrequenz dann mit zunehmender Wahrscheinlichkeit in Bereiche fillt, fiir die keine
Resonanz zu erwarten ist.

Tabelle 7.4 bestitigt die Vermutung. Sie gibt die Uberschreitenswahrscheinlichkeiten fiir einen
Mittelwert puo = 15 rad/s und Werte oq von 4 % (= 0.6 rad/s), 10 % (= 1.5 rad/s) und 20 %
(= 3.0 rad/s) des Mittelwertes an. Der Variationskoeffizient von 20 % wird gewéhlt, um die
gefundene Tendenz zu festigen.

00=0.6 | 0qg=1.5 | 00=3.0

pal%] | pal%] | pul%]

analytische Funktion 99.02 95.16 77.50
Normalverteilung 98.43 94.90 77.58
Polynomentwicklung 3. Grad 99.04 94.32 76.76
Polynomentwicklung 4. Grad 100.3 95.52 77.47
numerische Auswertung 98.98 95.12 77.48

Tabelle 7.4: Uberschreitenswahrscheinlichkeit fiir ua = 15 und verschiedene Werte fiir oq

Wie festzustellen ist, kommt es fiir die Polynomentwicklung 4. Grades zu numerischen Pro-
blemen, die sogar zu einer Uberschreitenswahrscheinlichkeit von iiber 100 % fithren.

7.3.3 Untersuchung des Einmassenschwingers bei streuender Anregefre-
quenz und Dimpfung

In einem letzten Beispiel wird der zusétzliche Einflu$ einer streuenden Dampfung auf die Uber-
schreitenswahrscheinlichkeit untersucht. Die Ddmpfung wird als normalverteilte Gréfle ange-
nommen, die nicht mit der Anregefrequenz korreliert ist. Die Ddmpferkonstante ¢ des viskosen
Déampfers wird mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung belegt und mittels Gleichung (7.14)
in ein streuendes Lehrsches Dadmpfungsmafl D umgerechnet.

Allgemein ist zu erwarten, daB der Einflu der Ddmpfung und damit auch der Einflufl der
Streuung der Ddmpfung umso grofler wird, je nidher die Anregefrequenz bei der Eigenfrequenz
liegt. Wie anhand der VergréBerungsfunktionen in Abbildung 7.2 fiir den ungeddmpften und
geddmpften fulpunkterregten Einmassenschwinger zu erkennen ist, ist der Einflufl der Ddmp-
fung auf den Maximalwert der VergroBerungsfunktion im Resonanzbereich erheblich (n = 1).
Je weiter sich Anregefrequenz und Eigenfrequenz voneinander entfernen, desto geringer wird
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er. Wird fiir einen einzuhaltenden Grenzwert der Vergroflerungsfunktion der zuldssige Bereich
von 7 abgeleitet (schraffierter Bereich), zeigt sich hingegen, daf der Einflu der Ddmpfung
den Bereich nur geringfiigig erweitert. Der daraus abgeleitete zuléssige Bereich fiir a(#) wird
ebenfalls durch Dadmpfung kaum vergroflert. Es ist zu erwarten, dafl der Einflufl der Ddmpfung
auf die Uberschreitenswahrscheinlichkeit des Verschiebungsgrenzwerts gering ist.

Ungleich wichtiger jedoch ist der Einflu der Dampfung, falls ein Uberschreiten des gesetzten
Verschiebungsgrenzwerts tatsidchlich eintritt. Im Falle eines ungeddmpften Systems kénnen
Verschiebungen auftreten, die erheblichen Schaden am System verursachen. Mit entsprechen-
der Dampfung kénnen die Verschiebungen und damit moglicher Schaden begrenzt werden.
Die Uberschreitenswahrscheinlichkeit sagt somit nichts iiber ein Schadensrisiko aus. Zur Be-
urteilung des moglichen Schadens sind Parameterstudien anzustellen.

V()
A

ungedampfte VergroRerungsfunktion

gedampfte VergroRerungsfunktion

,,,,, zuléssiger Wert

=7
zuléssiger Bereich fur #

Abbildung 7.2: Zuléssiger Bereich fiir n = Q/w

Die zuvor fiir die streuende Anregefrequenz betrachteten Félle werden mit einer Streuung der
Déampferkonstante ¢ kombiniert. Zur Berechnung der Uberschreitenswahrscheinlichkeit ist das
folgende Doppelintegral auszuwerten:

po= [ [ bt (9.6 ) ple) d de (7.17)

Fiir Q werden zunichst die Werte pug = 25 und oq = 1.0 und fiir ¢ g, = 10 und o, = 0.4
eingesetzt und wiederum die Uberschreitenswahrscheinlichkeiten und die Abweichungen zu
der analytischen Losung bestimmt. Tabelle 7.5 zeigt die Ergebnisse.
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Uberschreitens-
wahrscheinlichkeit p;[%] Fehler [%]

analytische Funktion 1.402
Normalverteilung 0.458 -67.3
Polynomentwicklung 3. Grad 1.306 -6.8
Polynomentwicklung 4. Grad 1.956 39.5
numerische Auswertung 1.423 1.5

Tabelle 7.5: Uberschreitenswahrscheinlichkeit und Fehler fiir po = 25 und oq = 1.0 sowie
e =10 und o, = 0.4

Im Vergleich zu Tabelle 7.2 ist zu erkennen, daf§ sich die Uberschreitenswahrscheinlichkeiten
kaum #dndern. ) und w weisen einen groflen Abstand auf, das System befindet sich nicht im
resonanzgefahrdeten Bereich; die Streuung der Dampfung hat wie erwartet kaum Einfluf3.
Selbst bei Erhohung der Standardabweichung der Dimpfung auf 10% und 20% des Mittel-
wertes dndern sich die Uberschreitenswahrscheinlichkeiten nur geringfiigig. Auch bei einer
grofleren Streuung der Anregefrequenz, d.h. bei einer Erh6hung deren Standardabweichung,
fallt die Streuung der Démpfung nur sehr wenig ins Gewicht.

Untersucht wird nun der Einflul der Streuung der Dampfung, wenn die Erregerfrequenz nahe
bei der Eigenfrequenz liegt. Fiir diese Untersuchung wird fiir Q po = 15 und og = 1.5
angesetzt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 7.6 erfafit.

0.=04 | 0,=1.0 | 0.,=2.0

pal%] | pal%] | pal%)]

analytische Funktion 95.15 95.14 95.11
Normalverteilung 94.32 94.31 94.27
Polynomentwicklung 3. Grad 95.51 95.50 95.47
Polynomentwicklung 4. Grad 94.89 94.88 94.85
numerische Auswertung 95.11 95.10 95.07

Tabelle 7.6: Uberschreitenswahrscheinlichkeit fiir pao = 15 und o = 1.5 sowie y. = 10 und
verschiedene Werte fiir o,

Die Uberschreitenswahrscheinlichkeiten sind immer noch sehr hoch, wie auch fiir den Fall
deterministischer Ddmpfung und streuender, eigenfrequenznaher Anregekreisfrequenz festzu-
stellen war (vgl. Tabelle 7.4). Die Streuung der Diémpfung verringert die Uberschreitenswahr-
scheinlichkeit jedoch um einige Prozentpunkte. Sie hat damit - wie erwartet - beschrénkten
EinfluB auf die Uberschreitenswahrscheinlichkeiten; er ist jedoch gréfer als fiir den zuvor
betrachteten Fall, bei dem die Erregerfrequenz den héheren Wert hatte.

Der Werte p; sinken kontinuierlich mit zunehmender Streuung fiir ¢, da dadurch mit zuneh-
mender Wahrscheinlichkeit hohere Werte fiir die Ddmpfung erreicht werden.
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7.4 Ergebnisse fiir den untersuchten Einmassenschwinger

Zusammenfassend 148t sich aufgrund der gezeigten theoretischen Ansidtze und der Parame-
terbetrachtungen folgendes festhalten:

e Fiir die Darstellung des Quadrats der streuenden Eigenfrequenz lassen sich Funktio-
nen mit Hilfe von Reihenentwicklungen aufstellen. Im Fall der streuenden Steifigkeit
des Einmassenschwingers entspricht die analytische Lésung einer Normalverteilung. Sie
148t sich nach Berechnung der Momente exakt darstellen. Fiir den Fall der streuenden
Masse erhilt die Funktion p(«) eine Schiefe. Die Niherungsverfahren sind in unter-
schiedlich hohem Mafle zur Darstellung der Funktion geeignet. Dadurch entstehen Ab-
weichungen in den berechneten Uberschreitenswahrscheinlichkeiten zu der analytisch
ermittelten Vergleichsgrofe. Die beste Naherung der analytischen Funktion ergibt sich
bei numerischer Auswertung des Losungsvektors.

e Werden neben der Streuung von Systemparametern, die auf eine Streuung der Figen-
frequenz fithren, weitere Berechnungsgréfien als streuend betrachtet und wird die totale
Wahrscheinlichkeit ermittelt, ist folgendes festzustellen: Durch Hinzuziehung weiterer
streuender Groflen sinkt der bestimmende Einflul der Streuung der Eigenfrequenz, was
sich durch die kleineren Fehler bei der Verwendung von Niherungsdarstellungen ge-
geniiber der analytischen Losung ausdriickt. Es kommen weitere Groflen hinzu, die die
Uberschreitenswahrscheinlichkeit stark beeinflussen, so daB eine fehlerhafte Darstellung
der Eigenfrequenz nicht so stark ins Gewicht féllt. Je grofler die Streuung der neu hin-
zugekommenen Groéflen ist, desto stirker wird ihr Einflul auf das Gesamtergebnis. Der
Einflu} der Eigenfrequenz sinkt zunehmend.

e Fiir die Erregerfrequenz gilt: Liegt sie weit entfernt von der Eigenfrequenz, steigt

die Uberschreitenswahrscheinlichkeit mit zunehmender Streubreite der Erregerfrequenz.
Dann fallen mit gréfler werdender Wahrscheinlichkeit Werte von €2 in einen Bereich, in
dem es zu einem starken Anstieg des Wertes der Vergréflerungsfunktion kommt.
Liegt der Mittelwert der Erregerfrequenz in der Nihe der Eigenfrequenz, wird eine ge-
setzte Verschiebungsgrenze generell mit grofierer Wahrscheinlichkeit aufgrund von Re-
sonanzeffekten iiberschritten. Je grofler die Streubreite der Erregerfrequenz in diesem
Fall ist, desto kleiner wird die Uberschreitenswahrscheinlichkeit, da mit zunehmender
Wahrscheinlichkeit Werte aulerhalb des kritischen Resonanzbereichs liegen.

e Der Einflufl der Ddmpfung wird fiir den gezeigten Einmassenschwinger lediglich im re-
sonanznahen Bereich sichtbar, d.h. je ndher die Anregefrequenz bei der Eigenfrequenz
liegt. Die Dampfung besitzt jedoch auch dort nur beschrinkten Einfluf} auf den zuléssi-
gen Bereich der Eigenkreisfrequenz; der Bereich wird nur geringfiigig erweitert. Fiir den
untersuchten Einmassenschwinger ist auflerhalb des Resonanzbereichs der Einflufl der
Démpfung und damit auch ihrer Streuung kaum spiirbar.

e Die Uberschreitenswahrscheinlichkeit allein gibt noch keinen Aufschluf iiber das Scha-
densrisiko. Sie prognostiziert lediglich die Wahrscheinlichkeit des Uberschreitens eines
vorgegebenen Grenzwerts. Zur Abschitzung der Auswirkungen bei einer Grenzwertiiber-
schreitung sind weitere Untersuchungen (z.B. Parameterstudien) notig.



Kapitel 8

Multifrequente Last,
Mehrfreiheitsgradsysteme

8.1 Modalanalyse

Bislang wurde zur Bestimmung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten lediglich ein Einmas-
senschwinger mit monofrequenter Fufipunktbelastung untersucht. Im folgenden wird vorge-
stellt, wie das beschriebene Verfahren auf Mehrfreiheitsgradsysteme im eingeschwungenen
Zustand bei modaler Betrachtung iibertragen werden kann. Als Lastfall wird eine beliebige,
zeitlich verdnderliche Belastung angenommen.

Eine geschlossene probabilistische Modaluntersuchung im Rahmen des geschilderten Vorge-
hens ist nicht einfach moglich. Bei der Bestimmung von generalisierten Groflen gehen In-
formationen iiber einzelne Parameter innerhalb der Systemmatrizen verloren, Korrelationen
zwischen einzelnen Moden sind nicht mehr zuriickzuverfolgen.

Deswegen wird ein Vorgehen verfolgt, bei dem mit deterministischen Vorberechnungen erfor-
derliche Nidherungsannahmen iiber das Zusammenwirken einzelner Moden ermittelt werden.
Zeichnet sich fiir die untersuchte Verschiebungsgrofle ein mafigeblicher Einfluf} einer einzelnen
Eigenfrequenz ab, fiihrt das Verfahren zu zuverlissigen Aussagen iiber eine Uberschreitens-
wahrscheinlichkeit. Sind mehrere Moden stark am Ergebnis beteiligt, kann mit dem Ver-
fahren die Uberschreitenswahrscheinlichkeit durch einfach auszufithrende Parameterstudien
eingegrenzt werden. Im Stadium des Entwurfs eines Systems sind die gefundenen Aussagen
ausreichend.

Ist genauerer Aufschlufl nétig, so mufl die Auswertung der Verschiebungsgréflen nach dem
Gleichungssystem (4.13) erfolgen. Es enthilt die Gesamtbeschreibung des Systems. Die
Losung fithrt demnach zu zuverlissigeren Aussagen, die Berechnung verlangt jedoch einen sehr
viel hoheren Aufwand als das nachfolgend geschilderte Vorgehen. Alternativ kann auch auf
eine Monte-Carlo-Simulation zuriickgegriffen werden, die ebenfalls das Gesamtsystem statt
einzelner modaler Beitrdge untersucht. Auch dieses Verfahren erfordert einen groflen Berech-
nungsaufwand.

Beim modalen Niherungsverfahren wird im ersten Schritt eine deterministische Modalanalyse
des Mehrfreiheitsgradsystems erstellt, wobei fiir die streuenden Parameter deren Mittelwerte

53
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eingesetzt werden. Der Beitrag einzelner Moden zur untersuchten Verschiebungsgrofie des Sy-
stems wird abgeschétzt. Auf Grundlage eines einzuhaltenden Grenzwerts fiir die untersuchte
Verschiebungsgrofle wird ein maximal zulédssiger modaler Beitrag der mafigeblichen FEigenform
bestimmt.

Zunichst wird nochmals der einzuhaltende Grenzwert fiir ein Einfreiheitsgradsystem unter
Fulpunktanregung bzw. Lastanregung erliutert. Danach werden fiir Mehrfreiheitsgradsyste-
me modale Beteiligungen und einzuhaltende modale Grenzwerte bestimmt.

8.2 Riickblick auf Einfreiheitsgradsysteme

Fuflpunkterregte Schwingung

Wie in Kapitel 7 geschildert, wird die Relativverschiebung eines Einfreiheitsgradsystems auf
eine Fupunkterregung mit wy(t) = wo - sin(2) ermittelt nach:

wr(t) = wo-Vp(n) - sin(Qt — )
Wr maz = wO'V;'("?) (8-1)
mit
_ 7’
N (R EEcToTE
tany = 12_DZ2. (8.2)

Ist ein Grenzwert der Absolutverschiebung w,,; einzuhalten, so mufl daraus der Grenzwert
Wy fiir die Relativverschiebung bestimmt werden:

wr,zul(t) = 'wzul(t) - ’LU()(t). (83)

Wz ist der Maximalwert der Funktion w,. ,,(t). Zu beachten ist dabei der Phasenversatz
zwischen der Fufipunktanregung und der Antwort w(t).

Krafterregte Schwingung

Fiir die krafterregte Schwingung mit F(t) = Fj - sin(Q2¢) wird die Absolutverschiebung des
Einfreiheitsgradsystems bestimmt:

Fy

w(t) = - -V (n) - sin(Qt — )
Wmaz = % . V(ﬁ) (8'4)

mit V' (n), der VergréBerungsfunktion der krafterregten Schwingung und dem Phasenversatz -y
(entspricht dem Phasenversatz der fulpunkterregten Schwingung):

1
YW = = eoe (59
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Ist ein Grenzwert w,, gegeben, so ist diese Forderung direkt auf die Gleichung (8.4) anzu-
wenden.

Das Verfahren, wie die Uberschreitenswahrscheinlichkeit einer gegebenen Verschiebungsgrenze
Wy des fullpunkterregten Einfreiheitsgradsystems bei streuender Eigenkreisfrequenz sowie
weiterer streuender Gréfien berechnet werden kann, wurde im Kapitel 7 vorgestellt. Das Vor-
gehen ist fiir den krafterregten Schwinger analog anzuwenden.

8.3 Modale Beteiligungen

Fulpunkterregte Schwingung

Bei Verwendung der Modalanalyse werden die Antworten einer jeden Mode ¢ auf die Anregung
berechnet und zur Bildung der Gesamtantwort superponiert. Das entsprechende Vorgehen
wird fiir die Lastfille Fupunkterregung und Krafterregung geschildert. Nach Berechnung der
Gesamtantwort wird untersucht, welchen Anteil die einzelnen Moden beitragen.

Die Gesamtantwort eines monofrequent fulpunkterregten Mehrfreiheitsgradsystems in Rela-
tivverschiebungen w, (t) gestaltet sich nach Anwendung der Modalanalyse mit den Eigenvek-
toren ¥; zu:

w,(t) = Z Yr0i - Veilwi, Q, D;) - ¥, sin(Qt — ;) Z Yri - Wi sin(Qt — ;). (8.6)
=1

Dabei ist w; die Eigenkreisfrequenz und D; die modale Didmpfung der Mode i. Insgesamt
werden n Moden beriicksichtigt. V; ;(w;, Q, D;) ist die Vergroferungsfunktion der fuBpunkter-
regten Schwingung und -; der Phasenversatz einer Mode ¢ auf die Anregung:

0/w;)?
V;-’i((Ui,Q,DZ') = ( 2/(;)Z) 3
V(= (Q/wi)?)? + (2Di/w;)
2DZ‘Q / Wy
tan Yi W (87)
Yr,0, ist die modale Fufipunktverschiebung und berechnet sich nach:
L ZE ;
Yr0i = L it (8.8)

Q2eIME, T2 m;

Der Lastvektor f, ist die rechte Seite des in Relativverschiebungen formulierten Gleichungs-
systems. Er enthélt u.a. die Amplitude der Fufpunktverschiebung wy.

Krafterregte Schwingung

Die Bestimmung der Antwort w(t) der krafterregten Schwingung in Absolutverschiebungen
auf Grundlage der Eigenvektoren ¥; ergibt sich analog:

Z Yo, * Vi(wi, Q, D;) - ®;8in(Qt — ;) Z yi - ¥ sin(Qt — ;). (8.9)
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Dabei ist n wiederum die Anzahl der beriicksichtigten Moden. V;(w;, 2, D;) ist die Vergrofie-
rungsfunktion der krafterregten Schwingung:
1
V(1= (Q/wi)?)? + (2Di/w;)?

Yo, ist die modale statische Verschiebung und berechnet sich nach:

it _f

il 8.11
UIK®; K (8:.11)

Yo,i

Der Lastvektor f ist die rechte Seite des in Absolutverschiebungen formulierten Gleichungs-
systems. Er enthilt die Amplitude der Last Fjp.

Bestimmung modaler Verschiebungsanteile

Um den Beitrag einer jeden Mode zu einer untersuchten Verschiebungsgréfie zu quantifizieren,
werden modale Beteiligungsfaktoren berechnet. Anhand der Faktoren kann der Anwender
entscheiden, welche Moden er im weiteren stochastisch untersuchen wird.

Am Beispiel eines krafterregten Systems wird erldutert, wie der Beitrag jeder Mode zu einer
Verschiebungsgrofie w(k| bestimmt werden kann (w[k] ist eine bestimmte Grofie aus dem
Verschiebungsvektor w). Fiir die Mitwirkung von drei Moden beispielsweise ergibt sich die
Antwort ausgeschrieben:

I

W[k](t) = oy . ‘/i(wl, Q, Dl) . \I’l[k)] sin(Qt — ")’1) +
+ i—i . ‘/2((,()2, Q, DQ) . ‘I’Q[k)] sin(Qt — ")’2) +
+ i—i : V:‘-;(w?,, Q, D3) . ‘1’3[14}] sin(Qt — ’)’3). (812)

Zur Verdeutlichung der modalen Beitrige zur Gesamtantwort w(k](¢) wird die Darstellung in
der komplexen Ebene herangezogen.

Abbildung 8.1 zeigt die Antwortbeitrige als Vektoren in einem Zeigerdiagramm in der komple-
xen Ebene (Horizontalachse entspricht Realteil, Vertikalachse Imaginarteil). Thre Superpositi-
on ergibt die Gesamtantwort w(k]. Die Zeiger rotieren mit der Winkelgeschwindigkeit €2. Die
Phasenlage der Antwortbeitrige spiegelt sich in ihrer gegenseitigen Lage wider. Der horizon-
tale Anteil (Realteil) eines Verschiebungsvektors zu einem Zeitpunkt ¢; zeigt den ,sichtbaren“
Anteil der Verschiebung; dieser sichtbare Anteil folgt einem Sinusverlauf. Die Amplitude ei-
ner Verschiebung zeigt sich, wenn der Vektor w[k] im Zeigerdiagramm horizontal zu liegen
kommt. Die reale Gesamtverschiebung 148t sich somit darstellen:

w(k](t) = w[k] - sin(Q2t) = w(k] - g(1) (8.13)

Der Vektor w[k| erfaBt die auftretenden Verschiebungen, die Funktion g(¢) ihren zeitlichen
Verlauf. Sie bewegt sich in den Grenzen —1 < g(t =t¢;) < 1.
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Im Im
wylk] A A
wlK]
wiK
wlK] N
= Re = Re
w;[K] wy[K]

Abbildung 8.1: Antwortbeitrige und Superposition der drei Moden

Fiir die Bestimmung der maximalen modalen Beitrige zur Gesamtverschiebung w[k] miifite
der Vektorzug bildlich gesprochen jeweils so gedreht werden, dafl jeder einzelne Verschie-
bungsvektor und der Vektor der Gesamtverschiebung einmal horizontal zu liegen kommt, sein
Beitrag also maximal wird. In jeder einzelnen Position ist der Beitrag jeder der drei Moden
zu dem dann sichtbaren Anteil (Realteil) der Gesamtverschiebung in Beziehung zu setzen.
Anhand aller vier Beobachtungszeitpunkte miifiten mafigebliche modale Beitrige abgeleitet
werden.

Das Verfahren ist relativ aufwendig. Zur Vereinfachung wird ein Vorgehen vorgeschlagen,
welches den Phasenversatz -; vereinfacht zu ; = 0 fiir den Fall Anregefrequenz 2 < Eigen-
frequenz w; und ; = « fiir 2 > w;. Es entspricht der Ermittlung des Phasenversatzes fiir ein
ungeddmpftes System. (Im stets zu vermeidenden Resonanzfall 2 = w; betrigt der Phasen-
versatz m/2). Das Zeigerdiagramm in Abbildung 8.2 zeigt die Lage der zuvor betrachteten
drei modalen Beitrige fiir diese vereinfachte Annahme (w; < Q, wy, w3 > ).

wo[K]

w3[K]

LY w3[K]

= Re = Re
w,[K]

w; K]

wy[K]

Abbildung 8.2: Antwortbetrige und Superposition der drei Moden mit vereinfacht berechne-
tem Phasenversatz
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Der ,sichtbare“ Anteil einer jeden Mode zum ,sichtbaren“ Anteil der Gesamtverschiebung ist
in jeder Lage des Vektorzugs der gleiche. Damit 148t sich auch der Beitrag einer Mode 7 zur
vorab berechneten Verschiebungsgréie w(k| einfach abschitzen:

modaler Beitrag der Mode i :  fak J;—’ - Vi(w;, Q, D;) - O, k] /wlk]. (8.14)

(3

Der Faktor fak ist 1 bzw. -1 je nach gewidhlter Phasenlage der Antwort auf die Anregung.
Betrégt die Phase «; = 0, ist sin(Q¢ — 0) = sin(2¢) und fak =1 ; ist y; = m, ist sin(Q —7) =
—sin(Qt) und fak = —1.

Die vereinfachte Annahme des Phasenversatzes erscheint gerechtfertigt bei geringer Damp-
fung. Zudem wird sie nur zur Bestimmung des maximalen modalen Beitrags und nicht der
Verschiebung selbst verwendet. Das Verfahren ist entsprechend auch fiir den fulpunkterregten
Schwinger anzuwenden:

*

modaler Beitrag der Mode i :  fak Q;;; Vii(wi, Q, D;) - ¥, (k] /w, [K]. (8.15)
2

Modale Déampfung

Als Eingangsgrofle fiir die Berechnung wird die modale Dampfung D; benétigt. Fiir die Be-
rechnung gibt es mehrere Ansitze. Ist nur eine Systemddmpfung vorhanden und wird die
Dampfungsmatrix als steifigkeits- und/oder masseproportional nach der Vorschrift

C=BM+~K (8.16)

formuliert, entsteht bei der Modalanalyse 7 C® mit der Modalmatrix ¥ eine Diagonalma-
trix. Ein modaler Ddmpfungswert D; kann einer bestimmten Mode i zugeordnet werden.

Ist jedoch beispielsweise ein diskreter Ddmpfer vorhanden, so entsteht bei der Modalanalyse
keine diagonalisierte generalisierte Ddmpfungsmatrix; Nebendiagonalglieder sind vorhanden.
Es entsteht ein Gleichungssystem mit gekoppelten Gleichungen. Zur Rechenvereinfachung
werden in diesem Fall oftmals alle Nebendiagonalglieder vernachléssigt und auf eine Moden-
kopplung verzichtet. Der auf der Hauptdiagonalen stehende Wert D; wird der Mode i als
modaler Ddmpfungswert zugewiesen. Dies wird mit dem Begriff ,, Bequemlichkeitshypothese*
bezeichnet.

(Baseler [5] beschreibt, dafl die Annahme der Modenentkopplung in speziellen Féllen zu einer
deutlichen Verfilschung des Ergebnisses fithren kann. Daher ist die Auswirkung dieser Ver-
einfachung im voraus sorgfiltig zu untersuchen.)

8.4 Dominante Eigenform

8.4.1 Monofrequente Anregung

Im giinstigsten Fall liegt fiir die stochastische Berechnung eine monofrequente Anregung vor,
und es handelt sich um ein Einfreiheitsgradsystem bzw. ein Mehrfreiheitsgradsystem mit einer
dominanten, d.h. die untersuchte Systemantwort maBgeblich bestimmenden, Eigenform. Daf}
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sich eine Eigenform besonders stark an der Antwort beteiligt, ist dann zu erwarten, wenn
die zugehorige Eigenfrequenz nahe der Erregerfrequenz liegt, die modale Last grof ist und
die iibrigen Eigenfrequenzen einen grofien Abstand zur Erregerfrequenz besitzen. Fiir die sto-
chastische Berechnung wird der Beitrag anderer Moden in guter Ndherung deterministisch
behandelt. Die im weiteren auf Grundlage einer Mode berechnete Uberschreitenswahrschein-
lichkeit gibt einen sehr guten Einblick in das Verhalten des Gesamtsystems. Das System wird
als Einmassenschwinger formuliert und die in Kapitel 7 vorgestellten Methoden zur Berech-
nung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten werden angewendet.

Zudem sind vorab die Funktionen p(a;,) mit dem im Kapitel 5 und Kapitel 6 geschilderten
Vorgehen zu ermitteln. Die Umrechnung einer zulissigen Verschiebungsgrofie auf eine zuléssige
modale Verschiebung wird im folgenden beschrieben.

Modaler Grenzwert fiir fuBpunkterregte Schwingungen

Fiir ein fiktiv untersuchtes fuBpunkterregtes System wird angenommen, dafl sich nach de-
terministischer Bestimmung (Mittelwerte der streuenden Gréfien) der modalen Beteiligungs-
faktoren herausstellt, dafi die erste Mode z.B. zu 90 % die untersuchte Verschiebungsgrofie
dominiert. Diese Mode wird im folgenden stochastisch untersucht, die iibrigen Moden werden
deterministisch behandelt. Fiir den fulpunkterregten Schwinger ist die zulissige Verschie-
bung w,,,;[k] auf eine Relativverschiebung wy ,,;[k] nach Gleichung (8.3) unter Beachtung des
Phasenversatzes zwischen Anregung und Antwort zu bestimmen. Aus dem einzuhaltenden
Grenzwert Wy ,,,[k| ist der einzuhaltende modale Beitrag der ersten Mode abzuleiten. Die
Tatsache, dafi die erste Mode zu 90 % an der Antwort beteiligt ist, bedeutet, dafi folgende
Ungleichung einzuhalten ist:

Yr0,1* Vo1 (w1, Q, D1) - ®1[k] = yp1 - 1[k] < 0.9 - Wy K] (8.17)
Damit liegt der einzuhaltende modale Verschiebungsbeiwert ;. 1 ,, fest:
0.9 - W, k]
= 7 Theuwlr 8.18
Yr,1,2ul ‘I’l[k:] ( )

Modaler Grenzwert fiir krafterregte Schwingungen

Analog wird der einzuhaltende modale Beitrag der dominierenden Mode fiir die krafterregte
Schwingung ermittelt. Wiederum wird angenommen, dafl die erste Mode zu 90 % an der
untersuchten Verschiebungsgrofie beteiligt ist. Fiir eine einzuhaltende Absolutverschiebung
W[k gilt demnach:

yo,1* Vi(wi1,Q,Dq) - ®1[k] = y1 - ¥1[k] < 0.9 - w,y[k]. (8.19)
Die einzuhaltende modale Beteiligung y1 ., betragt:
0.9- Wyl [k)]
= 8.20

Die zuldssige Beteiligung der dominanten Mode fiir das fufipunkterregte bzw. krafterregte
Mehrfreiheitsgradsystem liegt damit fest. Wie in Kapitel 7 geschildert, kann die Wahrschein-
lichkeit berechnet werden, mit der nun die zuldssige modale Beteiligung v, 1 ,u bei Fufipunkt-
erregung bzw. analog v ,, fiir Krafterregung iiberschritten wird. Anstelle der Systemgréfien
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des in Kapitel 7 betrachteten Einmassenschwingers sind die generalisierten Groflen der un-
tersuchten Mode einzusetzen. Die berechnete Uberschreitenswahrscheinlichkeit ist gleichzeitig
die Wahrscheinlichkeit, mit der die fiir das Gesamtsystem einzuhaltende Verschiebungsgrofie
iberschritten wird.

8.4.2 [-Punkt

Zur Absicherung der Ergebnisse ist es wiinschenswert, die Realisationen der Systempara-
meter zu kennen, fiir welche die dominante Eigenform den modal vorgegebenen Grenzwert
iiberschreitet. Wiren sie bekannt, konnte damit ein ndherer Aufschluf iiber den bislang ver-
einfacht deterministisch angenommen Beitrag anderen Moden gewonnen werden. Eventuell
miifite dann eine Korrektur der Beteiligungsfaktoren erfolgen. Dies ist jedoch nicht allgemein
moglich, da es sich um unendlich viele Realisationen handelt. Anhand des sogenannten (-
Punktes wird dennoch versucht, einen verbesserten Einblick in den jeweiligen Beitrag einer
Mode zu gewinnen. Der S-Punkt ist die wahrscheinlichste Kombination streuender System-
parameter, fiir die der gesetzte Grenzwert iberschritten ist.

Mit den zum S-Punkt zugehérigen Systemparametern wird die deterministische Modalanalyse
nochmals ausgefithrt und iiberpriift, ob sich die prozentualen modalen Beteiligungen dndern.
Bei starken Abweichungen ist die stochastische Berechnung anhand der neuen Beteiligungs-
faktoren nochmals auszufithren.

Der Zusammenhang soll stellvertretend fiir eine modale Betrachtung an dem in Kapitel 6.3
gezeigten Einmassenschwinger erldutert werden. Zusétzlich zur Streuung der Masse wird eine
Streuung der Federsteifigkeit angenommen; somit ist eine zweidimensionale Verteilung aus-
zuwerten. Die VergroBerungsfunktion der fulpunkterregten Schwingung soll einen gewihlten
Wert 2 nicht iiberschreiten. Abbildung 8.3 zeigt im linken Bild den Teil der Wertekombinatio-
nen, der zu einer Vergroferung < 2 fiithrt, belegt mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten. Das
rechte Bild zeigt vergréflert die Parameterkonstellationen, fiir welche die Vergréerungsfunk-
tion Werte grofler 2 annimmt. Das Volumen unter dem rechten Funktionsausschnitt ergibt
demnach die Uberschreitenswahrscheinlichkeit der Grenze 2.

p(k,m) B-Punkt

0.00018
0.00016
0.00014
0.00012
0.0001
8e-05
6e-05
4e-05
2e-05

Abbildung 8.3: Parameterkonstellationen fiir V' < 2 (links) und V' > 2 (rechts)
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Auf den vorderen Achsen sind die Werte fiir die Steifigkeit angegeben, auf den nach hinten
weisenden Achsen die Werte fiir die Masse.

Den Systemzustand, fiir den V' = 2 gilt, kennzeichnet die Trennlinie der Funktionsausschnitte.
Unter Zuhilfenahme der zweidimensionalen Verteilungsdichte kann die Parameterkombination
mit der grofiten Wahrscheinlichkeit (8-Punkt) gesucht werden. Er liegt wie in Abbildung
8.3 gezeigt auf der Grenzzustandslinie. Mit den Eingangswerten des Einmassenschwingers
pm = 5.0 kg, o, = 0.8 kg, g = 1000 N/m und o, = 100 N/m besitzt die zweidimensionale
Normalverteilungsdichte an der Stelle des S-Punktes den Wert 0.00117. Steifigkeit und Masse
des S-Punktes betragen kg = 1001 N/m und mg= 3.098 kg.

Entsprechend kénnen die Uberlegungen fiir die dominante Eigenform eines Mehrfreiheitsgrad-
systems angestellt werden. Allerdings kann dann nur der S-Punkt der generalisierten Gréfien
bestimmt werden. Es ist jedoch ein Riickschluf auf die Systemmatrizen erforderlich.

Im einfachsten Fall gehen die streuenden Groflen in jeden Term der Systemmatrizen gleicher-
mafen ein, so dafl die Werte vor die Steifigkeitsmatrix bzw. Massenmatrix gezogen werden
kénnen. Die zum B-Punkt zugehorigen Matrizen kénnen dann erzeugt werden, indem die
Massenmatrix mit einem Faktor mg/uy, und die Steifigkeitsmatrix mit einem Faktor kg/puy
multipliziert wird. Mit den neuen Ausgangsmatrizen werden neue modale Beteiligungsfak-
toren erzeugt und die Anteile der einzelnen Moden zu den mit den Mittelwerten erzeugten
Faktoren verglichen. Bei dieser Vorgehensweise wird vernachlissigt, dal sich aufgrund der
gednderten Ausgangsparameter die Eigenformen verindern und bereits die Riickrechnung
iiber den Faktor S-Punkt/Mittelwert nur eine Ndherung darstellt.

Schwierig wird es, wenn die streuenden Ausgangsgréfien innerhalb der Systemmatrizen un-
gleichmifig verteilt sind, da dann eine einfache Riickrechnung auf die Systemkonfiguration
mittels der generalisierten Gréflen des S-Punktes nicht moéglich ist. Es ist in diesem Fall auch
davon auszugehen, daf} sich die Eigenformen nicht unerheblich dndern. Ein Riickschluf ist
demnach nur iterativ moglich.

Da sich die Berechnung iiber den S-Punkt nur unter grofieren Schwierigkeiten bewerkstelligen
148t, wurde keine Aufbereitung fiir die Anwendung in der Praxis vorgenommen. Ein Beispiel
fiir eine Anwendung ist jedoch in Kapitel 12.1.3 gegeben.

8.4.3 Multifrequente Anregung

Wird das System durch eine beliebige, zeitlich veréinderliche Last angeregt, so ist diese im
Sinne einer Fouriertransformation in ihre harmonischen Anteile zu zerlegen. Damit entsteht
ein Amplitudenspektrum mit zugehoérigen Frequenzen. In einem weiteren Schritt ist zu iiberle-
gen, ob zur Rechenvereinfachung gewisse Frequenzbereiche durch Filterung zusammengefafit
und durch eine Frequenz mit zugehoriger Lastamplitude reprisentiert werden kénnen.

Zur Bestimmung der Gesamtantwort wird im deterministischen Fall jede Amplitude mit zu-
gehoriger Frequenz als harmonische Last formuliert, einzeln auf das System aufgebracht und
die zugehorige Verschiebungsfunktion ermittelt.

Die Antwort des fuBlpunkterregten Schwingers fiir den Lastanteil j mit der Anregefrequenz
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1; lautet in modaler Darstellung:

wr,j(t) = Zyro ij " Vi (wi, Qy, D;, 7) v, Sln(Q 'ym)

= ZyT"L,j v, Sln 'Yz,j)
-] (5.21)

Der Index 7 bezieht sich wiederum auf einen modalen Beitrag, die Anzahl der betrachteten
Moden ist n. Die Vergréflerungsfunktion V;; j(w;, 2, D; ;) und der Phasenversatz v;; ist
abhéngig von der Mode und der Anregefrequenz, die modale Dédmpfung D; ; kann je nach
Wahl ebenfalls zusétzlich von der Anregefrequenz abhéingig sein.

Der Beiwert y; 04 ; und der Phasenversatz -y; ; berechnen sich nach:

vrois Uity frig
.07 CETME;  Qm,
2Di ij/UJZ’
tanqy,; = -l Il 8.22
a’n’yZJ 1— (Qj/wi)Z ( )

Die generalisierte Last f:, irj der Mode 7 enthilt die Amplitude der Fupunktverschiebung wo_;
des Lastanteils j.

Fir den krafterregten Schwinger lautet die Antwort auf den Lastanteil j:

w;(t) = Zyom i.j (Wi, 4, Dy ) - W sin(Qt — 5 5) =

= Zy” isin(Q,t — ;. 5) =
w; - g5 (0). (8.23)
Die Grofle 1 ; ist zu berechnen nach:

it fiy

il e R 8.24
UK,k (8:24)

Yo,i,j =

Die generalisierte Last f;; der Mode ¢ enthélt die Amplitude der Last Fo ; des Lastanteils j.

Fiir die Berechnung der Maximalamplitude der Gesamtantwort des Systems werden im Falle
fuBipunkterregter Schwingung zunichst die berechneten Relativverschiebungen auf die Abso-
lutverschiebungen fiir jeden Lastanteil umgerechnet; im Falle krafterregter Schwingung liegen
sie bei Auswertung von Gleichung (8.23) bereits vor. Aus den Absolutverschiebungen w;[]
der Einzelantworten wird nach einer Art energetischer Mittelung die maximale Verschiebungs-
amplitude w4 (k] infolge aller Lastanteile j ermittelt:

Woes [k [Z W (8.25)
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Die iiberschligige Ermittlung vernachlissigt zur Rechenvereinfachung den gegenseitigen Pha-
senversatz der Einzelantworten. Damit ist kein geschlossener Ausdruck zur Suche nach einem
Maximum der Gesamtantwort gegeben.

Als Eingangswert fiir eine stochastische Berechnung werden zunichst die modalen Betei-
ligungsfaktoren fiir jeden Lastanteil j getrennt wie im Fall der monofrequenten Anregung
deterministisch ermittelt (vgl. Gleichungen (8.14) und (8.15)). Im giinstigsten Fall stellt sich
heraus, daB wiederum eine Mode fiir alle Lastanteile eine dominante Rolle spielt.

Diese Mode wird im folgenden stochastisch ausgewertet, wihrend die iibrigen Moden deter-
ministisch behandelt werden. Beteiligungsfaktoren bet; ; beschreiben den Beitrag der Mode
1 zur Gesamtantwort fiir den Lastanteil j. Die Antworten auf die Lastanteile j in Gleichung
(8.25) lassen sich aufspalten in den stochastisch zu untersuchenden mafgeblichen modalen
Anteil w; ;[k] und den verbleibenden, im weiteren deterministisch behandelten Rest von

(1.0 — beti,j) . Wj[k]:
wolk] =[S wli =

_ ¢Z(wi,j[k] (1.0 — beti ) - w;[K])2. (8.26)

Die Antwortbeitrage w; j[k] werden durch yg;; - Vi j(wi, 2, D; ;) - ¥; ersetzt. Die sto-
chastische Auswertung beschrinkt sich im weiteren auf das in der VergroBerungsfunktion

V; j(wi, 4, D; ;) enthaltene Quadrat der streuenden Eigenkreisfrequenz o; = w?.
In einem willkiirlich gewéhlten Beispiel mit zwei harmonischen Lastanteilen wird fiir die erste
Mode ein Beitrag von 90 % auf die untersuchte Antwortgrofie wi[k] infolge des Lastanteils 1

und 80 % auf die untersuchte AntwortgréBe wqk] infolge des Lastanteils 2 ermittelt:

Mode 1, Lastanteil 1 : Wl’l[k] = betl,l . Wl[k}] =0.9- Wl[k’]
Mode 1, Lastanteil 2 : Wl,g[k] = betl,g - Wz[k] =0.8- Wg[k‘]

Auf Grundlage von Gleichung (8.26) ergibt sich fiir die beiden Lastanteile:

Woeslk] = V/wilk]? + wolk]2 =
V walk]+ (10 = 0.9) - walk)? + (wio[k] + (1.0 — 0.8) - wa[k])? =

= \/(’yo,l’l - V1’1 . ‘I’l[k] +0.1- Wl[k])Q + (y0’1,2 - V1’2 . ‘I’l[k] +0.2- Wg[k])2
(8.27)

Fiir den Fall der multifrequenten Anregung ist eine Umrechnung eines gegebenen zulissigen
Grenzwerts w,,;[k] auf einzuhaltende modale Grenzwerte nicht sinnvoll. Die Vergrofierungs-
funktionen V;; und Vi 2 werden durch stochastische Funktionen Vi ;(6) und V;2(0) ersetzt.
Sie enthalten die streuende Eigenfrequenz «;. Die Gleichung (8.27) wird fiir gewéhlte diskre-
te Realisationen von «; ausgewertet und dem Ergebnis die Wahrscheinlichkeit der gewdhlten
Realisation zugeordnet. Daraus entsteht eine Verteilungsfunktion der Gesamtverschiebung,
anhand derer das Uberschreiten eines gegebenen Grenzwerts w [k] berechnet wird.
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Auf die Einfithrung von streuenden Gréflen neben den in «; enthaltenen (d.h. auf eine Streu-
ung der modalen Démpfung, der Anregefrequenzen 2; oder den zugehorigen Lastamplituden)
sollte verzichtet werden. Fiir die Berechnung mit zuséitzlichen Streuungen wire eine vieldi-
mensionale numerische Auswertung von Funktionen nétig, deren Aufwand im Rahmen einer
Erstabschitzung nicht gerechtfertigt scheint.

Die programmtechnische Umsetzung des Vorgehens fiir den Fall monofrequenter und multi-
frequenter Anregung ist in Anwenderprogrammen aufbereitet (vgl. Kapitel 10).

8.5 Mehrere dominante Eigenformen

8.5.1 Monofrequente Anregung

Ist nach Bestimmung der Beteiligungsfaktoren keine dominante Eigenform erkennbar, so muf
auf ein modifiziertes Verfahren zuriickgegriffen werden. Grundsitzlich ist die gleichzeitige
stochastische Behandlung mehrerer Eigenformen innerhalb des beschriebenen Vorgehens nicht
in praxisgerechter Weise moglich.

Die stochastische Berechnung muf} auf eine Mode beschréinkt bleiben, wobei die anderen Mo-
den in einer quasi-stochastischen Auswertung erfafit werden. Wie in Kapitel 8.4.1 angefiihrt
werden zunéchst die Beteiligungsfaktoren der einzelnen Moden an der untersuchten Verschie-
bungsgréfie berechnet. Danach sollte jene Eigenform stochastisch untersucht werden, die den
grofiten (wenn auch nicht allein mafigeblichen) Einfluf auf die Antwort hat. Fiir den mit dem
Beteiligungsfaktor berechneten Grenzwert wird die Uberschreitenswahrscheinlichkeit dieses
Wertes ermittelt. Zur quasi-stochastischen Einbeziehung der anderen beteiligten Moden wer-
den weitere Beteiligungsfaktoren in deterministischen Parameterstudien ermittelt. Dazu wer-
den beispielsweise fiir die streuenden Groflen Mittelwert + Standardabweichung eingesetzt
und damit neuerlich der maximal zuldssige Beitrag der stochastisch betrachteten Eigenform
berechnet. Wird das Verfahren im Sinne einer Simulation fiir weitere Wertekombinationen
durchgefiihrt, so entsteht ein Feld moglicher Uberschreitenswahrscheinlichkeiten, das einen
umfassenderen Eindruck des Systemverhaltens vermitteln kann als eine einzelne Auswertung.

Soll die Uberschreitenswahrscheinlichkeit bei Mitwirkung mehrerer Moden genauer bestimmt
werden, so wire, wie eingangs erwidhnt, auf die Berechnung der streuenden Verschiebungs-
groBen nach Gleichung (4.13) zuriickzugreifen. Die Berechnung ist jedoch sehr aufwendig und
sollte nur bei starken Zweifeln an dem niherungsweise bestimmten Wertebereich angewendet
werden.

8.5.2 Multifrequente Anregung

Auch fiir den Fall multifrequenter Anregung sollten Parameterstudien erstellt werden, wenn
keine Mode zu erkennen ist, die fir jeden der betrachteten Lastanteile den dominierenden
Beitrag leistet. Dies diirfte in der Praxis der Regelfall sein. Die Berechnung sollte sich auf
die fiir den einzelnen Lastanteil dominierende Mode beschrinken, allerdings sollte dabei, wie
oben fiir den monofrequenten Fall beschrieben, eine quasi-stochastische Einbeziehung anderer
mitwirkender Eigenformen erfolgen. Zur Anwendung kommt das in Kapitel 8.4.3 geschilderte
Vorgehen.
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Im Falle von Mehrfreiheitsgradsystemen mit streuenden Groflen ergeben sich gewisse Nach-
teile fiir das gewdhlte modale Vorgehen. Zeigt sich keine Eigenform dominant, so mufl durch
Parameterstudien ein Wertebereich fiir die gesuchte Uberschreitenswahrscheinlichkeit abge-
steckt werden. Dies mag als Einschrinkung fiir das Verfahren aufgefafit werden. Aus der
praktischen Erfahrung zeigt sich jedoch, daf} viele Systemreaktionen iiberschléigig mit einem
Einfreiheitsgradsystem abschitzbar sind. Gerade fiir Vorberechnungen wird in der Regel auf
eine aufwendige Systemformulierung verzichtet. In diesem Fall stellt das gefundene Verfahren
eine zuverlissige Moglichkeit zur Erfassung der Streubreite des Ergebnisses und von Uber-
schreitenswahrscheinlichkeiten dar.



Kapitel 9

Anwendung auf Ersatzmodelle

Das entwickelte Verfahren soll nun an praktischen Beispielen von Geb&duden erprobt wer-
den. Als spezielle Anregungsart wird Fufipunkterschiitterung betrachtet. Die Gebiude wer-
den durch die von Breitsamter [14] entwickelten Ersatzsysteme beschrieben. Sie besitzen den
Vorteil, mit einer reduzierten Zahl von Freiheitsgraden die mechanischen Eigenschaften der
Systeme abbilden zu kénnen. So wird der Mehraufwand der stochastischen Berechnung durch
die Vereinfachung der Systemmatrizen zumindest teilweise kompensiert. Das Verhalten von
Decken, Wandscheiben und das Zusammenspiel einzelner Bauteile wird durch charakterisie-
rende Kennwerte abgebildet, die in die Systemmatrizen des reduzierten Systems Eingang
finden. Die Ersatzsysteme sind bislang auf deterministische Eingangsgréien beschrinkt. Thre
Verwendbarkeit fiir streuende Gréflen wird im folgenden untersucht.

Dabei steht die Ermittlung der streuenden Eigenfrequenzen im Vordergrund. Sie stellt den er-
sten Schritt der stochastischen Berechnung dar. Es wird sich hier bereits zeigen, inwieweit die
Ersatzmodelle mit dem gefundenen Verfahren kombinierbar sind. Es wird iiberdies ein Aus-
blick auf die Bestimmung der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten von im eingeschwungenen
Zustand einzuhaltenden Antwortgrofien gegeben.

Hierzu werden Beispiele untersucht, fiir die Breitsamter [14] eine FE-Formulierung dem Er-
satzmodell gegeniiberstellt und dabei die Anwendung der Ersatzmodelle fiir eine deterministi-
sche Berechnung absichern konnte. Somit ist eine Uberpriifung méglich, ob die stochastische
Berechnung zu plausiblen Werten der streuenden Eigenfrequenzen fiihrt.

Dariiber hinaus werden weitere Fragestellungen betrachtet, die den theoretischen Hintergrund
des Vorgehens absichern. Zum einen wird untersucht, welche Unterschiede entstehen, wenn ein
streuender Parameter anstatt durch eine Zufallsgrofie durch einen Zufallsprozefl dargestellt
wird. Zum anderen wird anhand einer Vergleichsrechnung mit einer Monte-Carlo-Simulation
iiberpriift, wie der Rayleighquotient die Giite der Ergebnisse beeinflufit.

Es zeigt sich, dafl die Verwendung der Ersatzmodelle bei stochastischen Untersuchungen in be-
stimmten Fillen Probleme verursacht. Diese lassen sich zumeist durch einen Verzicht auf An-
wendung des Ersatzmodells und durch die Verwendung einer herkémmlichen FE-Formulierung
umgehen. Fiir diese Fille und auch fiir die Fille, in denen ein Ersatzmodell ohne Schwierigkei-
ten einsetzbar ist, werden in Kapitel 10 Computerprogramme vorgestellt, die dem Anwender
eine stochastische Berechnung in einfacher Weise ermdoglichen.

66
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Zunichst wird kurz auf die Problematik der Gebidudeerschiitterungen eingegangen und die
Ersatzmodelle werden mit ihren Eigenschaften und ihren Anwendungsbereichen vorgestellt.

9.1 Gebiudeerschiitterungen

Gebédudeerschiitterungen werden durch unterschiedlichste Arten der Anregung ausgelost, bei-
spielsweise infolge Straflen- und Schienenverkehr, infolge von Sprengungen und Bauarbeiten,
z.B. beim Einvibrieren oder Ziehen von Spundbohlen, oder infolge von dynamischen Arbeits-
vorgidngen, wie dem Einsatz grofler Pressen und Maschinen.

Die Prognose der Auswirkungen von Erschiitterungen auf Gebdude stiitzt sich derzeit auf
grobe Abschitzungen, auf Berechnungen mit vereinfachten Ersatzmodellen oder auf meist
aufwendige Berechnungen mit Finiten Elementen. Einfache Abschétzungen sind mit grofien
Unsicherheiten verbunden und konnen nur bestimmte Arten von Voraussagen zuverlissig
treffen, z.B. hinsichtlich globaler Energiegrofen. Genaue deterministische Untersuchungen
erfordern einen hohen Modellierungs- und Rechenaufwand. Dieser steht in deutlichem Wi-
derspruch zu unvermeidlichen Unsicherheiten bei der Anregung und bei Systemparametern.
Unsicherheiten treten dadurch auf, dafl mitbewegte Massen, Einspanngrade, die Mitwirkung
leichter Einbauten, die rdumliche Tragwirkung und insbesondere die Bodeneigenschaften im
Planungsstadium nicht genau erfaflbar sind.

9.2 Ersatzmodelle nach Breitsamter

Breitsamter geht von mehrstéckigen Neubauten aus, fiir die ein Schwingungsnachweis gegen
von auflen eingetragene Erschiitterungen zu fithren ist.

Die Erschiitterungen am Ort des geplanten Bauwerks liegen als Mefiwerte der Freifeldbewe-
gung des Bodens im Frequenzraum vor. Betrachtet werden nur Anregefrequenzen des niedri-
gen und mittleren Frequenzbereichs (bis ca. 100 Hz). Fiir die Berechnung wird die Anregung
fiir eine Frequenz als stehende Welle formuliert.

Zur Darstellung der Boden-Bauwerk-Wechselwirkung werden neben Feder-Dampfer-Systemen
aus der Literatur (z.B. Wolf [132] und [133]) ,, Interaktionsfedern“ und , Interaktionsdimpfer*
verwendet. Sie beriicksichtigen bei unterschiedlichen Fundamentgeometrien die Wechselwir-
kung benachbarter Fundamente.

Es wird zwischen Hochhiusern und Flachbauten mit jeweils steifem bzw. weichem Keller
sowie starker bzw. schwacher Aussteifung unterschieden.

Den Anwendungsfillen stehen vier Arten von Ersatzmodellen gegeniiber:

e Timoshenkogrundmodell,

o erweitertes Timoshenkomodell,
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e Vertikalschwingungsmodell,

e Siulenmodell.

Die Ersatzmodelle werden kurz vorgestellt. Die Auswahl des Modells, die Anleitung zur For-
mulierung und Anwendungsgrenzen sind der Arbeit von Breitsamter [14] zu entnehmen.

Das Timoshenkogrundmodell

Das Timoshenkogrundmodell sieht vor, ein Hochhaus durch einen aufrecht stehenden Balken
zu modellieren, wobei Rahmensteifigkeiten durch die Schubsteifigkeiten abgebildet werden.
Mit seiner Hilfe ist es moglich, Hochhiuser mit steifem Keller direkt zu modellieren. Fiir
Hochhéuser mit weichem Keller mufl das Kellergeschof} in einer FE-Formulierung vorliegen,
auf die das Timoshenkogrundmodell aufgesetzt wird.

Wird ein hoheres Bauwerk mit aufgehendem Kern, welcher die Biegung aufnehmen kann,
abgebildet, so ist die Euler-Bernoulli-Balkentheorie (reine Biegeverformung) ausreichend. Bei
Darstellung eines niedrigeren Geb#dudes mittels eines gedrungenen Balkens ist die Beriick-
sichtigung der Schubverformung erforderlich, was durch die Formulierung des Balkens als
Timoshenkobalken gewihrleistet wird.

Bei einem FE-Programm, das die Wolbkrafttorsion und die getrennte Lage von Schwerpunkt
und Schubmittelpunkt beriicksichtigen kann, ist die FE-Formulierung des Ersatzmodells ein-
fach moglich.

Falls nicht vorhanden, ist eine Aufbereitung fiir ein Programm mit konventionellen Elementen
vorgesehen. Konventionell bedeutet in diesem Zusammenhang, dal das Programm Normal-
kraft, Biegung, Schubverformung, St.Venantsche Torsion und Rotationstrigheiten beriicksich-
tigen kann. Um alle mechanischen Eigenschaften des Systems zu erfassen, werden Einzelstidbe
mit besonderen Eigenschaften in charakteristischen Punkten des Querschnitts definiert.

Das erweiterte Timoshenkomodell

Das erweiterte Timoshenkomodell baut auf dem Grundmodell auf und dient dazu, die Kopp-
lung zwischen den gleichsinnigen Deckenschwingungen und der Lingsschwingung des Gesamt-
gebidudes abzubilden.

Hierfiir werden die entsprechenden Deckeneigenformen als Einmassenschwinger abgebildet
und diese an den Timoshenkobalken angehiingt. Die Ermittlung der Kennwerte fiir Decken
mit unterschiedlichen Einspanngraden ist in einem sogenannten Deckenkatalog niedergelegt.
Die Anwendung der Methode ist nur im Frequenzraum mdoglich.

Das Vertikalschwingungsmodell

Das Vertikalschwingungsmodell wurde entwickelt, um die ,,Querschnittsverwélbung® infolge
Normalkraft zu beriicksichtigen. Als Querschnitt wird hierbei die Fliche angesehen, die bei
einem horizontalen Schnitt durch das Gebdude sichtbar wird. Das Modell ist auf vertikale
Deckenbewegungen beschrinkt. Die Normalkraftverw6lbung bildet sich dann aus, wenn der
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Gebdudequerschnitt aus steifen Teilen und aus weichen Teilen besteht. Die Modellierung kann
fiir Hochhéuser mit steifem Keller direkt erfolgen. Fiir Hochhéuser mit weichem Keller wird
das Vertikalschwingungsmodell auf eine FE-Modellierung des Kellergeschosses aufgesetzt.

Das Vertikalschwingungsmodell verwendet in Lingsrichtung die Eigenformmethode und in
Querrichtung die FE-Methode. Die Bestimmung der Querschnittswerte entfillt, dafiir ist ein
FE-Modell des gesamten Stockwerks zu erstellen.

Das Sidulenmodell

Das Sdulenmodell wird angewendet fiir Flachbauten mit weichem Keller. Es stellt einen Spe-
zialfall des erweiterten Timoshenkomodells dar. Das Sdulenmodell ist auf vertikale Verschie-
bungen beschrinkt, wihrend bei Anwendung des erweiterten Timoshenkomodells vertikale
und horizontale Verschiebungen berechnet werden.

Die Modellierung des Gebidudes wird auf einen im Grundrif kleinen, ,,reprisentativen® Aus-
schnitt beschrankt und auf eine ,,repriasentative“ Sidule reduziert. Die Sdule wird als vertikaler
massebelegter Dehnstab (EA-Stab) modelliert, dessen Fufipunkt auf Bodenfedern gelagert ist.
Die Gescholdecken werden wie beim erweiterten Timoshenkomodell gemif ihren Eigenformen
als Einmassenschwinger jeweils in den Deckenebenen auf den EA-Stab aufgebracht.

9.3 Stochastische Formulierung der Ersatzmodelle

Die oben genannten Ersatzmodelle werden nunmehr hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit inner-
halb einer stochastischen Berechnung untersucht. Es werden die Gebidude verwendet, die
Breitsamter zum jeweiligen Ersatzsystem vorstellt. Damit ist die Vergleichbarkeit zwischen
deterministischer und stochastischer Berechnung erleichtert.

="y
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6 m 6 m
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Abbildung 9.1: Grundrif}, Querschnitt und Aufrifl des betrachteten Gebdudes



70 KAPITEL 9. ANWENDUNG AUF ERSATZMODELLE

9.3.1 Anwendung auf das Timoshenkogrundmodell

Der Betrachtung wird das in Abbildung 9.1 gezeigte Stockwerksgebdude zugrunde gelegt. Fiir
die Berechnung wird das Timoshenkogrundmodell verwendet.

An diesem Beispiel wird zum einen iiberpriift, welche Unterschiede sich ergeben, wenn statt ei-
ner ZufallsgréBe ein stochastischer Prozefl zur Beschreibung des Elastizitdtsmoduls verwendet
wird. Zum anderen wird die Formulierung der Kennwerte fiir eine stochastische Berechnung
hergeleitet.

Elastizitdtsmodul als Prozefl und Zufallsgréflie

Der Elastizitdtsmodul der Wénde wird als streuend betrachtet und mittels einer normal-
verteilten Zufallsgrofle und eines Gauflschen Zufallsprozesses definiert. Die unterschiedlichen
Ergebnisse der ersten beiden Eigenfrequenzen und ihrer Streuungen werden verglichen (Gehr-
mann, Grundmann [43]). Die Ergebnisse sind in Abbildung 9.2 wiedergegeben.

p(e) p(a)
eor 1. Eigen- 1 °*r 2. Eigenfrequenz
frequenz Prozef ol
A Variable | Prozef
Variable
. /S ., e’

0 2 ) 6 8 10 12 14 20 25 30 35 40 a5 50 55 60 65 70

Abbildung 9.2: Quadrat der ersten beiden Biegeeigenfrequenzen fiir den Elastizitdtsmodul als
stochastischen Prozel und als stochastische Variable

Fiir eine zunichst einfache Beschreibung wird der Prozefl nach zwei Termen abgebrochen:

E(x,0)

Eo+Y . Vi filz) &(0) =
im1

- Ey+ Eiv/M cos(wi (z — a)) £ (9.1)

sin(2w1a)
a+ 2w

Der Mittelwert Ey wird als unabhéngig von der Langskoordinate des Balkens angenommen.
Die Koordinate = wird so gewéhlt, dal ihr Ursprung auf halber Hohe eines jeden Stock-
werks liegt. Der Prozef ist iiber ein Stockwerk, das einem Finiten Element des aufgehenden
Biegebalkens entspricht, in den Grenzen [-a;a] definiert.
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Die Steifigkeitsmatrix des Biegebalkens mit dem Elastizitdtsmodul als stochastischem Prozef3
wird mit Gleichung (3.10) entwickelt. In diesem speziellen Fall werden folgende Eingangswerte
verwendet:

Ey = 30000 MN/m?

E = 3000 MN/m?

a =15m halbe Stockwerkshéhe
b=cl=4m Korrelationslénge.

Die Variable wird als normalverteilte Zufallsgréfie mit dem Ansatz
E@®) = Ey+E & (9.2)

beschrieben. Es ist zu beobachten, daf} die Darstellung mittels einer Variablen zu einer brei-
teren Verteilungsdichte fithrt und eine groBere Uberschreitenswahrscheinlichkeit bei Integra-
tion der Randbereiche ergibt. Die Darstellung des Elastizitdtsmoduls als Variable liegt damit
auf der sicheren Seite. Dies bestétigt die von Juli [80] getroffene Aussage, daf§ allgemein der
ungiinstigste Fall gegeben ist, wenn fiir ein Balkenelement die streuende Steifigkeit und Masse-
belegung lings der Systemachse als Zufallsvariable mit konstantem Mittelwert und konstanter
Streuung angenommen wird.

Streicher [125] stellte im Rahmen einer Diplomarbeit weitergehende Untersuchungen hinsicht-
lich des Grads der Reihenentwicklung und der Wahl der Parameter an. Er formulierte zudem
ein Biegebalkenelement und ein Stabelement innerhalb des FE-Programms Cal88, mit denen
der Elastizitatsmodul und die Massebelegung als stochastische Prozesse in die FE-Berechnung
einzufithren sind. Zusammenfassend lassen sich folgende Aussagen festhalten:

e Die Wahl der Korrelationslinge b = ¢! (vgl. Gleichung (2.7)) hat entscheidenden
Einfluf} auf das Verhalten des stochastischen Prozesses. Ist b klein gegeniiber der Ele-
mentlinge, so ergibt sich eine relativ kleine Standardabweichung der Eigenkreisfrequenz.
Fiir ein gegeniiber der Elementlinge grofies b nihert sich der Elastizitdtsmodul, welcher
durch einen ProzeB beschrieben wird, einer Variablen; fiir b — oo geht der Prozef} in
eine Zufallsvariable iiber. Die Standardabweichung der Ergebnisse wird entsprechend
grofer.

e Die zweidimensionale Entwicklung des stochastischen Prozesses einer Eingangsgrofie ist
ausreichend, d.h. der Zufallsprozef wird mit zwei Zufallsvariablen &; und & ausreichend
genau beschrieben. Reihenglieder, die sich ab £3 ergeben, haben unbedeutenden Einflufl
auf das Ergebnis und werden zur Verringerung des Rechenaufwandes vernachléssigt.

e Zwischen Steifigkeit und Quadrat der Eigenkreisfrequenz besteht ein proportionaler
Zusammenhang. So geniigt es im Falle des Elastizitdtsmoduls als einziger streuenden
Grofe, den Polynomgrad der Chaospolynome in der Entwicklung der Ergebnisgréfie mit
p = 1 zu wiahlen. Damit ist die Standardabweichung bestimmt. Héohere Momente exi-
stieren nicht. Ist eine streuende Massebelegung zu beriicksichtigen, ist der Polynomgrad
der Ergebnisgrofle mit p > 2 anzusetzen.

e In einer FE-Formulierung kann der stochastische Proze$ fiir jedes Systemelement neu
definiert werden, ohne das gesamte Tragwerk betrachten und Korrelationen zwischen
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den Bereichen herstellen zu miissen. Vereinfachend kénnen fiir jeden Bereich dieselben
Basisvariablen verwendet werden. Ein Vergleich zeigt, daf} sich die Streuung der Ergeb-
nisse nur unerheblich gegeniiber den Ergebnissen dndert, fiir die je Bereich ein neuer
Satz Basisgroflen &; eingefithrt wurde. Die Erweiterung des stochastischen Raums fiir
jeden Bereich bzw. jedes Finite Element ist somit nicht notwendig.

Formulierung stochastischer Kennwerte

Bei Anwendung des Timoshenkogrundmodells wird das Gebdude durch einen aufgehenden
Hauptstab abgebildet. Der Stab wird in stockwerkshohe Elemente diskretisiert. Die Elemente
werden als Timoshenkobalken mit folgender Steifigkeitsmatrix formuliert [94]:

12 —61 —12 —61
K EI (A+n)* 6l (2—n)?
B (1+n) 12 6l
symm. (4 +n)i?
. 12ET1

Der Faktor 7 beriicksichtigt das Schubverhalten des Querschnitts. Wird 7 zu Null gesetzt, so
entspricht K der Steifigkeitsmatrix des Biegebalkens nach Bernoulli.

Bei der stochastischen Formulierung der Matrix ergibt sich aus der Verwendung von 7 eine
Schwierigkeit: Der Faktor n enthilt u.a. den Elastizitdtsmodul E, den Schubmodul G, das
Flachentrdgheitsmoment I, bzw. I, und die in einer Vorlaufrechnung zu bestimmende Schub-
fliche As. Solange die Geometriegrofien als deterministisch angesetzt werden, ist  auch bei
streuendem Elastizitdtsmodul und Schubmodul - wegen G = TE-‘H/) - eine deterministische
Grofle. Werden Geometriegréflen als streuend angenommen, ist eine Darstellung der Steifig-

keitsmatrix als Reihenentwicklung nach

o0 n
K@O) = Y K= Y KTy (9.4)
1=0 1=0

nicht mehr in einfacher Weise méglich. Eine Vorberechnung (beispielsweise Koeffizientenver-
gleich mit stochastischer Wichtung) wire notwendig, was jedoch einen zusétzlichen Rechen-
aufwand bedeutet. Wenn moglich sollte auf streuende Geometriegrofien verzichtet werden. Da
die Gréflen in der Regel bekannt sind, stellt dies keine erhebliche Einschrinkung dar. Besteht
jedoch die dringende Notwendigkeit fiir eine Untersuchung mit streuender Geometrie, mufy
das zu untersuchende System durch eine herkémmliche Formulierung mit Bernoullibalken-
Elementen ohne Riickgriff auf die Ersatzmodelle und den Timoshenkobalken dargestellt wer-
den. Allerdings ist auch in diesem Fall zu beriicksichtigen, dafl Groflen im Nenner der Ele-
mentmatrizen deterministisch sein miissen.

Die Berechnung von lokalen Verschiebungsgréfien - beispielsweise Deckenverschiebungen - ist
vom Timoshenkogrundmodell nicht vorgesehen. Es erfafit das globale Verhalten eines Hoch-
hauses und ist vor allem zur Bestimmung von Eigenfrequenzen geeignet. Die Berechnung
von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten gegebener Grenzen von Verschiebungsgréfien ist mit
diesem Modell somit nicht méglich.
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Zusammenfassend ist fiir den Ersatzmodelltyp ,, Timoshenkogrundmodell“ festzuhalten, daf§
die Annahme streuender Materialparameter einfach in die stochastische Rechnung einzubezie-
hen ist. Bei Beriicksichtigung der Schubverformung ist auf streuende Geometriegréfien zu ver-
zichten. Die Schubflidche A, die Flidchentrégheitsmomente I, bzw. I, und die Elementlinge [
miissen deterministische Werte besitzen.

9.3.2 Anwendung auf das erweiterte Timoshenkomodell

Die Modellierung des erweiterten Timoshenkomodells sieht vor, die Deckeneigenformen durch
in den Stockwerksknoten eingehingte Einmassenschwinger darzustellen. Die Kopplung von
Biegeschwingungen der Decken und Winde wird iiber sogenannte Koppelfedern beriicksich-
tigt. Ein Deckenschwinger besteht in diesem Fall aus einer generalisierten Masse, einer gene-
ralisierten Feder und einer ruhenden Restmasse.

Die Kennwerte der Einmassenschwinger werden auch fiir das Sidulenmodell verwendet als
Sonderfall des erweiterten Timoshenkomodells. Sie sind fiir unterschiedliche Einspanngrade
in einem Deckenkatalog zusammengestellt.

Werden fiir die stochastische Berechnung streuende Deckeneigenschaften angenommen, so
ist zunichst eine stochastische Vorberechnung der Kenngréflen der Einmassenschwinger
vonnoten.

Gelenkig gelagerter Einfeldtriger

Anhand des einfachen Beispiels eines gelenkig gelagerten Einfeldtrigers wird die Auswirkung
streuender Deckeneigenschaften auf die Berechnung der Einmassenschwinger-Kennwerte be-
trachtet.

Allgemein erfolgt die Ermittlung der Kennwerte aus dem Vergleich der Schwingungsantwort
eines Einmassenschwingers und der Eigenform einer Decke, jeweils unter Fupunktanregung.
Aus einer analytischen Lésung mit dem dynamischen Drehwinkelverfahren oder einem FE-
Programm sind fiir die Decke zu ermitteln:

Eigenkreisfrequenz: wj
Eigenform (deterministisch):

Ruhemasse: M= [dm
Koppelmasse: M; = [idm
Generalisierte Masse: M} = [Zdm
Generalisierte Steifigkeit: K} = wlM;}

Der Index i steht fiir die i-te darzustellende Eigenform. Die Begriffe wie ,, Ruhemasse“, ,, Kop-
pelmasse®, usw. werden von Breitsamter erklért [14]. Die Restmasse wird hier mit mp bezeich-
net (bei Breitsamter: my), um eine Verwechslung mit m, dem Mittelwert der Chaospolynom-
Reihenentwicklung zu verhindern. Die Steifigkeitswerte werden mit k& bezeichnet, wihrend
Breitsamter ¢ verwendet.
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Damit erhilt man die Kennwerte des auf Fufipunkterregung abgestimmten Einmassenschwin-
gers: die ruhende Deckenrestmasse mpg, die Federkonstante k; und die schwingende Masse m;.
Die Formeln zur Berechnung dieser Groflen lauten:

m; = Fj, ki =w?m; und mp=M - m,.

i

Die Werte sind fiir den Fall einer gleichphasigen und einer gegenphasigen Anregung der bei-
den Auflager zu ermitteln. Dabei werden unterschiedliche Eigenformen angeregt. Fiir die
tatsdchlich vorhandene Phasenlage werden beide Beschreibungen nach Vorschrift interpoliert.

Die Groflen sind nun fiir eine stochastische Berechnung aufzubereiten.

Streuende Steifigkeit

Wird nur der Elastizititsmodul als streuend betrachtet, die Masse dagegen als deterministisch,
ist nur die Federsteifigkeit durch eine Reihenentwicklung auszudriicken. Da der Elastizitéts-
modul linear in k; eingeht, sind die streuenden Federkennwerte direkt zu formulieren. Fiir
gleichphasige Anregung lauten sie:

4(2i — 1)272E(0)1

ki(0) = % : (9-5)

Die Federsteifigkeiten k;(6) bei gegenphasiger Anregung lauten:

ki(0) = 716i2”;3E )1 (9.6)

Streuende Massebelegung

Wird die Massebelegung der gelenkig gelagerten Decke als streuend betrachtet und bleibt
die Steifigkeit ein deterministischer Wert, ist zur Berechnung der Streuung der Einzelmassen
m;(0) und Restmasse mp(@) eine Division der Massekenngréfien notwendig. Sie fiihrt auf-
grund von Reihenentwicklungen im Zéhler und Nenner zu Schwierigkeiten bei der weiteren
Berechnung. Fiir eine konstante Massebelegung des gelenkig gelagerten Balkens p(0) 148t sich
jedoch die Berechnungsvorschrift fiir m;(#) durch Ausklammern vereinfachen zu:

oo o p@ide)?
i(0) = n(0) fold)(:v)?dﬂv —Zj: jiL'j-

Der Index j bezieht sich auf die Reihenentwicklung mit den Chaospolynomen, der Index i
auf die betrachtete Mode. Die Beiwerte fiir () als normalverteilte Groéle bei gleichphasiger
Anregung ergeben fiir I'y und I';:

4L
S e )

4L
my; = Op

(26 — 1)272°
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Bei gegenphasiger Anregung lauten die Beiwerte fiir zu I'g und I';:

L
Mo = Mg
L
™= Oup

Die Restmasse mpg, ergibt sich fiir den Fall gleichphasiger Anregung zu:

xe

Die Variable n bezeichnet dabei die Anzahl der einbezogenen Eigenformen. Bei gegenphasiger
Anregung erhilt man fiir die Restmasse:

nw::ﬂ@—zwwz

(e

Die Berechnung der Ersatzfederkonstanten k; hingt nicht von der streuenden Massebelegung
ab.

=1

EeJee(ge)

Zur Uberpriifung, ob die Federsteifigkeit auch bei Anwendung des Zusammenhangs k;(6) =
a(0)m;(0) eine deterministische Grofie ergibt, um also die Giite der Chaospolynomentwicklung
zu testen, werden die GréBen «(f) und m;(6) mit ihrer Reihenentwicklung auf Grundlage der
Chaospolynome eingesetzt. Dazu ist in einer Vorlaufrechnung die Reihenentwicklungen fiir die
Eigenwerte «; der Decken zu bestimmen. Anschlieflend ist diese Reihenentwicklung mit der
Reihenentwicklung der Einzelmassen zu multiplizieren. Im vorliegenden Fall wird von einer
normalverteilten Streuung der Einzelmasse ausgegangen und das Quadrat der Eigenfrequenz
bis zum dritten Polynomgrad entwickelt. Die verwendeten Chaospolynome lauten:

Tp=1, T1=¢ Ty=¢ -1, T3=¢ -3¢

Bei der Ausmultiplikation entstehen Mischglieder, welche Produkte von Chaospolynomen ent-
halten:

k(@) = «af) -m(8) =
= (ol + a1l + agl'y + asl'3) - (meLly + miT'y) =
= aymo I'oTog+ay mi o'y +a1 my T't To4+a1 mq I'h T'1 +
~—— —— —— ——
To IR T &2
4ag mg I's T'g+ao my I's T'1 +ag mg T's To+ag mq I's T'y.
~—— ~—— ~—— ~——

r2 £3—¢ rs gi-3¢2
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Der Index i fiir die Eigenfrequenz wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit vernachlissigt. Fiir
das weitere Vorgehen muf jedoch eine Reihenentwicklung auf Grundlage einzelner Chaospoly-
nome vorliegen. So sind die Produkte in eine Summe von Chaospolynomen aufzulésen. Da T’y
den Wert 1 besitzt, konnen einige der Produkte direkt auf ein Chaospolynom zuriickgefiithrt
werden. Bei anderen Produkten, in diesem Fall T4T'; = ¢2, T\ Ty = ¢3 —¢ und I';T'3 = ¢4 —3¢2
miissen Polynome hoheren Grades zu Hilfe genommen werden, um eine Summenentwick-
lung des Produktes zu erzielen. In diesem Fall ist das Chaospolynom vierten Polynomgrades
Iy =& —6 &2 + 3 notig:

Ty = &= -1)+1=Ty+Ty
T Ty = & —¢6=(-36)+26=T3+2I;
I T3 = & —32 = (6" —6624+3)+ 362 —3=T4 + 3Ty, (9.8)

Werden die gefundenen Zusammenhénge eingesetzt, ergibt sich folgende Reihenentwicklung
fiir die streuende Federkonstante ¢(6):

4
KO) = ) kI =

1=0
= (ag mo+ o1 m1) To+ (ag m1 + o1 mo +2a2 mq) I'y +
(a1 mi1 + as my + 2a3 ml) 'y + (OéQ mi + a3 mo) I's + (Oé3 ml) T4.

(9.9)

Die Berechnungsvorschrift wird anhand des zuvor analytisch betrachteten Falls der streu-
enden konstanten Massebelegung erprobt. Das Ergebnis darf nur einen Mittelwert fiir &;(6)
liefern und keine Abhéngigkeit von der Streuung der Masse. Die zu den Polynomen I'1, 'y, I's
und 'y zugehorigen Koeffizienten miissen zu Null werden. Es zeigt sich, daB fiir die gegenpha-
sigen bzw. gleichphasigen Ersatzschwinger die Koeffizienten k1, ke und k3 Werte im Bereich
1.0-10~8 bis 1.0-10~'? annehmen, wihrend ko im Bereich von 1.3-107 bzw. 5.2:107 liegt. Der
Beiwert k4 wird nicht zu null, betrigt aber in den untersuchten Fillen maximal 1.7 % vom
Wert kg. Die iiber die Chaospolynome niaherungsweise hergeleitete Federsteifigkeit ist dem-
nach eine deterministische Gréfle und stimmt mit der analytischen bis auf geringe, tolerierbare
Abweichungen iiberein.

Deckenkatalog

Die stochastischen Kennwerte fiir die einachsig gespannte beidseits gelenkig gelagerte Decke
liegen fiir den Fall streuender Steifigkeit und fiir den Fall streuender Massebelegung vor. Fiir
andere Deckenlagerungen und die sich ergebenden Kennwerte miissen die gleichen Uberlegun-
gen zu stochastischen Kenngréfien wie zuvor beschrieben angestellt werden.

Die Ermittlung der stochastischen Kenngrofien fiir eingespannte und teileingespannte Decken
wird aufwendiger als fiir die gelenkig gelagerte Decke. Fiir deren Berechnung muf} ein Ein-
spanngrad gewdhlt werden, der das Zusammenwirken von Stielen und Riegeln des Systems
beschreibt. Dieser Einspanngrad kann nur abgeschéiitzt werden. Thn als stochastisch zu for-
mulieren wire allem voran wiinschenswert. Allerdings wird der Einspanngrad innerhalb der
Berechnung als Potenz benoétigt, zudem steht er im Nenner fiir die Ermittlung der Ersatz-
schwingerwerte einer teileingespannten Decke. Soll fiir ihn eine Streuung angenommen werden,



9.3. STOCHASTISCHE FORMULIERUNG DER ERSATZMODELLE 7

ergeben sich Berechnungsschwierigkeiten, die nur durch grobe Néherungen iiberbriickbar sind.
Zudem ist der Anwendungsbereich der Ersatzmodelle fiir eingespannte Decken auf spezielle
Fille beschriankt, in denen zwischen der Frequenz der Fupunktanregung und der Gebiude-
geometrie bestimmte Beziehungen bestehen (vgl. Breitsamter [14]). Diese Situation tritt in
der Praxis in den seltensten Fiéllen auf.

In dem Fall der eingespannten Decken ist es demnach giinstiger, auf eine herkémmliche Ge-
samtbeschreibung des Systems auszuweichen. Der streuende Einspanngrad kann beispielswei-
se durch eine Drehfeder mit streuender Federkonstante erfafit werden. Ebenfalls lassen sich
beliebige Fille fiir Anregefrequenz - Gebdudegeometrie untersuchen.

Mit dem erweiterten Timoshenkomodell lassen sich im Gegensatz zum Timoshenkogrund-
modell auch Verschiebungsgréfen der Decken berechnen. In einer Nachlaufbetrachtung wer-
den die Decken getrennt vom FErsatzmodell betrachtet. Die am Gebdudemodell berechneten
Antworten der Ersatzschwinger werden als FuBlpunkterregung auf die Decken aufgebracht.
Grundsitzlich ist diese Berechnung stochastisch méglich, allerdings sind bei der Berechnung
am Ersatzmodell Korrelationsinformationen verlorengegangen. Zu einer bestimmten Reali-
sation der streuenden Deckenschwingerantwort gehort eine spezielle Parameterkonstellation.
Fiir diese miifite die Deckenantwort berechnet werden, sie 148t sich allerdings nicht mehr
zuriickverfolgen. So sollte bei Ermittlung der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten von Ant-
wortgrdflen der Decken eine herkémmliche FE-Formulierung gewihlt werden. Die Ermittlung
von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten fiir die Antwort der aufgehenden Winde ist jedoch
moglich und kann, wie im Kapitel 8 fiir Mehrfreiheitsgradsysteme geschildert, erfolgen.

Zusammenfassend i8¢ sich fiir das Ersatzmodell ,erweitertes Timoshenkomodell“ festhalten,
dafl Materialkenngrofien der aufgehenden Siule problemlos in eine stochastische Berechnung
integriert werden kénnen. Einzeln streuende Materialwerte der Decken sind auf Ersatzschwin-
gerkennwerte umrechenbar. Fiir alle anderen Deckentypen als die gelenkig gelagerte Decke
sollte das Ersatzmodell bei einer stochastischen Rechnung nicht verwendet werden.

9.3.3 Anwendung auf das Vertikalschwingungsmodell

Fiir das Vertikalschwingungsmodell sind wie fiir das erweiterte Timoshenkomodell generali-
sierte Groflen in einer Vorberechnung zu bestimmen. Es sind generalisierte Federkenngrofien
zu ermitteln, welche die Vertikalschwingformen des Gebidudes reprisentieren. Ersatzstockwer-
ke sind zugehorig zu einer Eigenform zu formulieren. Dafiir sind generalisierte Steifigkeits- und
Massekenngrofien zu ermitteln.

Fiir Ersatzfedern und die Materialkenngréfen ergeben sich folgende Zusammenhénge:

2F A;
Kers; = I *  fiir flexiblen Untergrund
2EA;
Kersi = lc27T7_Z fiir starren Untergrund
’ dnH
my 8n
= k=1,3,5,...
Mstw k2m?
8n

k272
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8n
Gy = k272

8n
Pk = k_Qﬂ_Qp'

Dabei ist n die Anzahl der vorhandenen Stockwerke und H eine Ersatzgebiudehohe. Der
Index k bezeichnet die in der Berechnung verwendeten Eigenformen (k = 1,3,5...). K¢ sind
die generalisierten Federn einer Eigenform. Fy, ist der Elastizitdtsmodul , Gy der Schubmodul,
my, die Masse und py die Dichte eines Ersatzstockwerks. mgy,, ist die Masse eines Stockwerks,
EA; die Dehnsteifigkeit eines aufgehenden Bauteils.

Die Stockwerksgeneralisierung beriihrt nicht die Darstellung der Materialkenngréfien als streu-
ende Werte. Der Faktor k% enthélt rein deterministische Werte. Die stochastische Entwick-
lung der Ersatzfedern stellt keine Schwierigkeit dar. Der Elastizitdtsmodul und die Teilquer-
schnittsfliche A; - Groflen, welche als zufillig betrachtet werden kénnen - stehen im Zahler;

in den Systemmatrizen werden die Federgroflen zu den Elementsteifigkeitsmatrizen addiert.

Schwierigkeiten konnen lediglich entstehen, wenn wie beim Timoshenkomodell erldutert, die
Querschnittsfliche bei gleichzeitiger Beriicksichtigung der Schubverformung als streuend an-
genommen wird. Die von Breitsamter mit Schubverformung berechneten Beispiele werden
verglichen mit Berechnungen ohne Schubverformung. Die Ergebnisse fiir die Eigenfrequenzen
unterscheiden sich nur geringfiigig. Auf die Beriicksichtigung der Schubverformung kann somit
verzichtet werden.

Als Beispiel fiir eine stochastische Berechnung wird das System ,,10-stockiger, dreistieliger
Stockwerksrahmen auf starrem Untergrund“ gewéhlt, wobei nur die erste Normalschwing-
form mittels eines Ersatzstockwerks betrachtet wird. In Abbildung 9.3 ist die Streuung der
Quadrate der ersten beiden Eigenfrequenzen dargestellt. Der Elastizitdtsmodul und die Mas-
sebelegung werden einzeln und in Kombination als streuend betrachtet. Es wird jeweils eine
Standardabweichung von 10 % vom Mittelwert angenommen.
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Abbildung 9.3: Streuung der ersten beiden Eigenfrequenzen

Die Graphen sind fiir die zweite Eigenfrequenz breiter. Der einzeln streuende Elastizitédtsmo-
dul und die einzeln streuende Massebelegung fiithren auf &hnliche Darstellungen. Die Kombina-
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tion beider streuender Gréfen lifit die Graphen breiter werden. Es bestétigt sich die allgemein
zu beobachtende Tendenz, dal die Graphen mit héherer Modenkennzahl und zunehmender
Streuung der Eingangsgroflen breiter und flacher werden.

Das Ersatzmodell liefert die Schwingungsantwort in modalen Koordinaten. Zur Bestimmung
der realen Gebidudeantwort mufl die Relativverschiebung einzelner Verschiebungswerte be-
rechnet werden. Im Falle eines flexiblen Unterbaus (z.B. weicher Keller) miufiten bei einer
stochastischen Berechnung zwei streuende Grofien subtrahiert werden (Antwort des Unter-
baus und Antwort des modalen Ersatzstockwerks). Die Groflen sind zwar korreliert, jedoch
ist der Korrelationszusammenhang bei der Berechnung verlorengegangen. So ist die Subtrak-
tion nicht eindeutig moglich. Zur Bestimmmung der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten von
Antwortgroflen ist die herkbmmliche FE-Beschreibung des Systems besser geeignet. Im Fal-
le eines starren Unterbaus entfillt die Subtraktion und die Uberschreitenswahrscheinlichkeit
einer Antwortgrofle ist berechenbar, indem ein nicht zu iiberschreitender Grenzwert fir ein
Ersatzstockwerk bestimmt wird.

Generell ist zu sagen, dal der Modelltyp ,, Vertikalschwingungsmodell“ einer stochastischen
Berechnung am einfachsten zugénglich ist. Es besteht keine Beschrinkung der streuend an-
zunehmenden Groflen. Es ist lediglich darauf zu achten, dafl sich die Systemmatrizen auf
Grundlage der Chaospolynome in eine Reihe entwickeln lassen.

9.3.4 Anwendung auf das Sdulenmodell

Bei Anwendung des Sidulenmodells sind die gleichen stochastischen Kenngréfien fiir die
Deckenschwinger zu verwenden wie beim erweiterten Timoshenkomodell.

Die Berechnung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten einzuhaltender DeckenantwortgréBen
erzeugt die gleichen Schwierigkeiten wie beim erweiterten Timoshenkomodell. So ist das Mo-
dell bei einer stochastischen Berechnung auf die Ermittlung streuender Eigenfrequenzen be-
schrénkt.

Bei den nachfolgenden Berechnungen am Siulenmodell steht die Uberpriifung der Giite des
Rayleighquotienten im Vordergrund, d.h. der niherungsweisen Ermittlung der Streuung des
Quadrats der Eigenfrequenzen.

Rayleighquotient

Anhand des Beispiels eines zweigeschossigen Sdulenmodells mit gelenkig gelagerten Decken,
werden die ndherungsweise ermittelten streuenden Quadrate der Eigenfrequenzen mit den
Ergebnissen einer Monte-Carlo-Simulation verglichen. Das System ist in Abbildung 9.4 dar-
gestellt. Die links von der Séule gezeigten Ersatzschwinger reprisentieren die gleichphasige
Antwort der rechten und linken Decken. Da die Decken identische Stiitzweiten und Materi-
aleigenschaften besitzen, konnen die einzelnen Ersatzschwingerkennwerte mit dem Faktor 2
zusammengefafit werden. Analog gilt dies fiir den gegenphasigen Antwortbeitrag. Die entspre-
chenden Ersatzschwinger sind rechts von der Sdule dargestellt.

Bei der Monte-Carlo-Simulation wird die Verteilungsdichte der betrachteten streuenden Grofie
in Streifen gleicher Wahrscheinlichkeit zerlegt und die Streifenmitte als zugehorige Realisa-
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Abbildung 9.4: Sidulenmodell mit Ersatzschwingern

tion bestimmt (vgl. Kapitel 6.2). Die Realisationen werden eingesetzt und die zugehorigen
Quadrate sdmtlicher Eigenfrequenzen aus dem Gleichungssystem unter Umgehung des Ray-
leighquotienten und der Chaospolynom-Reihenentwicklung bestimmt. Den jeweiligen Werten
wird die gewiahlte Eingangswahrscheinlichkeit zugewiesen. Die entstandenen Verteilungsfunk-
tionen aller Eigenfrequenzen werden mit den unter Verwendung des Rayleighquotienten und
der Chaospolynomentwicklung ermittelten Losungen verglichen.

Dabei ist zu beobachten, dafl es sich um einen duflerst genauen Ndherungsansatz handelt, der
beste Ubereinstimmung mit der Lésung der Monte-Carlo-Simulation unter Einhaltung einer
zuldssigen Massenstreuung aufweist.

Ausgewertet wurden folgende Parameterstreuungen:

e streuender Elastizitdtsmodul der Siule,
e streuende Massebelegung der Siule,
e streuender Elastizitdtsmodul der Decken,

e streuende Massebelegung der Decken.

Abbildung 9.5 zeigt die Streuung des Quadrats der sechsten Eigenfrequenz fiir eine Standard-
abweichung des Elastizitdtsmoduls der Sidule von 10% bzw. 30% vom Mittelwert. Die Be-
rechnung erfolgte jeweils mit Anwendung des Rayleighquotienten und der zuvor geschilderten
Monte-Carlo-Simulation (MCS). Die Graphen sind quasi identisch. Die sechste Eigenfrequenz
wurde gewihlt, da die streuende Eingangsgréfle das Ergebnis deutlich beeinfluit. Fir die
anderen Eigenfrequenzen ergeben sich #hnlich gute Ubereinstimmungen.
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Abbildung 9.5: Darstellung des Quadrats der sechsten Eigenfrequenz [rad?/s?] fiir 10% bzw.
30% Streuung des Elastizitdtsmoduls der Sdule

Abbildung 9.6 zeigt die Streuung des Quadrats der dritten Eigenfrequenz fiir eine Stan-
dardabweichung der Massebelegung der Sdule von 10% bzw. 30% vom Mittelwert. (Fiir die
Rayleigh-multiplizierte ,deterministische“ und ,stochastische“ Massenmatrix bedeutet dies,
daf} der Rayleighwert der stochastischen Massenmatrix kleiner als 20% des Rayleighwerts der
deterministischen Massenmatrix ist. Unter ,deterministischer* Massenmatrix wird die Matrix
der Mittelwerte Mg verstanden, unter ,stochastischer® Matrix die die Standardabweichung
enthaltende Matrix M;.) Gezeigt wird das Quadrat der dritten Eigenfrequenz, da hier wie-
derum der Einflul der streuenden Groéfle deutlich wird. Auch bei diesem Beispiel fallen die
Kurven der beiden Auswertungsarten zusammen.
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Abbildung 9.6: Darstellung des Quadrats der dritten Eigenfrequenz [rad?/s?] fiir 10% bzw.
30% Streuung Massebelegung der Siule
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Abbildung 9.7 zeigt die Streuung des Quadrats der ersten Eigenfrequenz fiir Variationsko-
effizienten des Elastizitdtsmoduls der Decken von wiederum 10% bzw. 30%. In diesem Fall
sind leichte Unterschiede der jeweiligen Graphen zu erkennen. Die Abweichungen bei einer
Streuung von 10% sind erwartungsgemif geringer als bei der grofleren Streuung von 30%.
Fiir hohere Eigenfrequenzen fallen die Graphen jedoch wieder zusammen.

p(a) 0.0012

0.001
0.0008 [
0.0006 [
0.0004 [

00002 | i

0 = I I I ST
3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500

Abbildung 9.7: Darstellung des Quadrats der ersten Eigenfrequenz [rad?/s?] fiir 10% bzw.
30% Streuung des Elastizitdtsmoduls der Decken
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Abbildung 9.8: Darstellung des Quadrats der ersten Eigenfrequenz [rad?/s?] fiir 10%, 20 %
bzw. 30% Streuung der Massebelegung der Decken

Abbildung 9.8 zeigt die Streuung des Quadrats der ersten Eigenfrequenz fiir eine Standard-
abweichung der Massebelegung der Decken von 10%, 20% bzw. 30% vom Mittelwert. Fiir
die Streuungen von 10% und 20% fiihrt die Ndherungslésung mit dem Rayleighquotienten zu
guten Ergebnissen. Fiir die Streuung von 30% zeigt die Losung mit dem Rayleighquotienten
deutliche Abweichungen von der Referenzlésung der Monte-Carlo-Simulation. Der Grund liegt



9.4. ZUSAMMENFASSUNG DER ERSATZMODELLE 83

in der numerischen Instabilitéit der Losung des Gleichungssystems.

Im Kapitel 10.3.4 wird erldutert, worauf die Probleme bei der Lésung zuriickzufiihren sind. Es
stellt sich heraus, da} der Rayleighwert der stochastischen Massenmatrix bei der gewdhlten
Reihenentwicklung maximal etwa 20% des Rayleighwertes der deterministischen Massenma-
trix betragen darf. Im Falle der gezeigten ersten Eigenfrequenz bei 30 % Streuung steigt der
Rayleighwert der stochastischen Massenmatrix ebenfalls bis auf etwa 30% der deterministi-
schen Massenmatrix an. (Es handelt sich um eine Deckeneigenfrequenz, fiir die Beitréige der
Sdule kaum eine Rolle spielen.) Somit gelangt die Bestimmung der Losung in den instabilen
Bereich.

Zusammenfassend 148t sich festhalten, daf§ die Naherungslésung mit dem Rayleighquotienten
hervorragende Ubereinstimmung mit der Referenzlésung der Monte-Carlo-Simulation in allen
Féllen bietet, sofern die zuléissige Massenstreuung eingehalten wird.

Beispiele fiir das Sdulenmodell

In [43] und [44] werden Beispiele fiir das Sdulenmodell aufgegriffen und auf den Einfluf von
streuenden Groflen untersucht. Die Gebidude werden nicht mit Ersatzmodellen dargestellt,
sondern es wird eine FE-Formulierung gewahlt. Die Wirkung streuender Einspanngrade soll
betrachtet werden. Die Untersuchung kann nicht in einfacher Weise an dem Ersatzmodell
vorgenommen werden. Das Vorgehen ist durchaus sinnvoll, da die Anzahl der notwendigen
Freiheitsgrade gering ist und die Untersuchung der FE-Systeme weniger Rechenaufwand er-
fordert als eine stochastische Voruntersuchung der Decken.

Es werden jeweils die Quadrate stochastischer Eigenfrequenzen ermittelt und Uberschreitens-
wahrscheinlichkeiten bestimmter Antwortgréfien bei gegebener deterministischer Belastung
berechnet. Der Einspanngrad der Decken und die Massebelegung werden als Zufallsvaria-
ble und der Elastizitdtsmodul als stochastischer Prozef} eingefiithrt. Weitere Beispiele enthilt
Kapitel 12.

9.4 Zusammenfassung der Ersatzmodelle

Die Anwendung der Ersatzmodelle fiir stochastische Fragestellungen wurde fiir jeden Ersatz-
modelltyp anhand einiger Beispiele erldutert. Zusammenfassend 148t sich festhalten:

e Der Vorteil fiir die Berechnung von streuenden Eigenfrequenzen und Uberschreitens-
wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Ersatzsysteme liegt in der stark reduzierten Anzahl
von Freiheitsgraden. Die Systemmatrizen besitzen deutlich kleinere Dimensionen als bei
einer kompletten FE-Modellierung des Gebdudes. Deterministische Eigenfrequenzen und
-formen sind einfach zu bestimmen. Die Modenzahl entspricht der Anzahl der Freiheits-
grade und ist somit deutlich geringer als bei einer FE-Untersuchung. Die stochastische
Rechnung wird erheblich vereinfacht.

e In allen Beispielen war zu beobachten, dal die Verteilungen der Quadrate der Eigen-
frequenzen fiir hohere Moden und fiir eine steigende Zahl an beteiligten Zufallsgréfien
,breiter* und ,,flacher* werden und sich der Normalverteilung annihern.
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Die Aussagekraft der Berechnungsergebnisse schwindet jedoch, wenn mehrere streuen-
de Groflen angenommen werden. Die Einfliilsse der Streuungen iiberlagern sich; eine
Zuordnung, welche Streuung welche Auswirkung hat, ist nicht mehr einfach méglich. So
sollten immer im Sinne von Parameterstudien zunéchst alle Groflen einzeln als streuend
angenommen und danach Kombinationen untersucht werden. So bleiben die Ergebnisse
fiir den Anwender interpretierbar.

Die Darstellung eines streuenden Parameters als Zufallsgréfle fithrt zu einer grofleren
Streuung des Ergebnisses als bei Verwendung eines vergleichbaren stochastischen Pro-
zesses. Die Berechnung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten, welche einer Integration
der Randbereiche der Ergebnisverteilung entspricht, ergibt fiir die Zufallsvariable héhe-
re Werte als fiir einen stochastischen Prozefl. Die mit der Zufallsvariablen berechneten
Ergebnisse liegen damit auf der sicheren Seite. In der praxisgerechten Aufbereitung des
Verfahrens werden demnach nur noch Zufallsvariablen verwendet.

Die Uberpriifung der Giite des Rayleighquotienten anhand des Siaulenmodells zeigt eine
hervorragende Ubereinstimmung der Ergebnisse fiir die Quadrate von Eigenfrequen-
zen, berechnet auf Grundlage der Chaospolynome und des Rayleighquotienten, mit den
Ergebnissen einer Monte-Carlo-Simulation. Die Rechenvereinfachung, die der Rayleigh-
quotient bewirkt, geht damit nicht zu Lasten der Genauigkeit der Ergebnisse. Fiir das
Verhiltnis Standardabweichung der streuenden Masse / Mittelwert der Massenkennwer-
te ist dabei ein bestimmter Grenzwert einzuhalten, der im folgenden Kapitel genauer
erldutert wird.

Bei Anwendung aller Ersatzmodelle sind einige Einschrinkungen fiir die Wahl streu-
ender Eingangswerte zu beachten. Die fiir die Systemberechnung nétigen Vorlaufrech-
nungen erfordern bei der Ubertragung auf eine stochastische Berechnung Zusatziiberle-
gungen. Die Eingangsgréfien miissen dahingehend bearbeitet werden, daB sie in einfa-
cher Weise in die Reihenentwicklung der Systemmatrizen iibernommen werden kénnen.
Abhingig vom Ersatzmodelltyp und den als streuend angenommenen Gréfien bereiten
die Umrechnungen unterschiedliche Schwierigkeiten. Hinweise zur Ausfithrung zeigen
die einzelnen Kapitel.

Die Nachlaufrechnungen zur Bestimmung streuender Systemreaktionen sind nur in Son-
derfillen ausfiithrbar. Auf die Bestimmung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten gege-
bener Antwortgréfien mufl bei Anwendung der Ersatzmodelle zumeist verzichtet werden.

Sind die Vor- bzw. Nachberechnungen nicht stochastisch ausfiithrbar, sollte auf eine
herkémmliche Beschreibung mit Finiten Elementen zuriickgegriffen werden. Nachtei-
lig ist dabei die grofere Dimension der Systemmatrizen. Vorteilhaft ist, da streuen-
de Groflen, welche bei einer Berechnung mit Ersatzmodellen auszuschlielen bzw. nur
umsténdlich einzufiithren sind, problemlos in die Elementmatrizen Eingang finden.

Im Zusammenhang mit dem erweiterten Timoshenkomodell und dem Sadulenmodell lie-
gen die Ersatzschwingerkennwerte einer gelenkig gelagerten Decke fiir den Fall streu-
ender Steifigkeit und streuender Masse vor. Der Deckenkatalog miifite fiir eingespannte
und teileingespannte Decken mit streuenden Gréflen erweitert werden. Da jedoch eine
durchgingige stochastische Darstellung auf Grundlage der Chaospolynome nur unter
groben Vereinfachungen und zudem der Einsatz der Ersatzmodelle nur in Sonderfillen
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moglich ist, wird auf eine Weiterentwicklung des Deckenkatalogs verzichtet. Das Ergeb-
nis einer stochastischen Untersuchung ist fiir den Anwender einfacher und in besserer
Genauigkeit zu erzielen, wenn er auf eine herkbmmliche FE-Beschreibung des Systems
zuriickgreift.

e Zur Begrenzung des Berechnungsaufwands ist die Anwendung der Ersatzmodelle
grundsétzlich vorteilhaft. Sie ist jedoch nicht in allen Fillen moglich bzw. sinnvoll.
Wiirden Berechnungsprogramme zur praktischen Anwendung fiir stochastische Berech-
nungen erstellt, wiren diese nur eingeschrinkt einsetzbar. Lediglich fiir den Fall des
Sdulenmodells mit gelenkig gelagerten Decken ist die Erstellung eines Berechnungspro-
gramms sinnvoll. Das System hat sich in der praktischen Anwendung bewihrt. Zudem
ist die Einfithrung streuender Gréflen mit noch vertretbarem Aufwand moglich.

Nachfolgend werden Programme vorgestellt, die sich von den Ersatzmodellen als Grundlage
16sen und auf alle dynamischen Problemstellungen anwendbar sind, die mit Finiten Elementen
zu formulieren sind. Die Anwendung auf Ersatzmodelle in den Fillen, in denen ihr Einsatz
sinnvoll ist, ist somit ebenfalls moglich.



Kapitel 10

Anwenderprogramme

10.1 Zielsetzung

Mit den nachfolgend beschriebenen Programmen sollen Hilfsmittel fiir eine stochastische Be-
rechnung geschaffen werden. Thre Anwendung soll umfassend moéglich sein, d.h. in Féllen,
in denen die Ersatzmodelle verwendet werden konnen, aber auch in Fillen, in denen eine
konventionelle FE-Formulierung vorteilhafter ist.

Oberstes Ziel ist es, anwenderfreundliche Programme zu erstellen, die ein praktisch tdtiger
Ingenieur in einfacher Weise bedienen kann, ohne daf} vertiefte Kenntnisse der Stochastik und
speziell des Polynomen Chaos erforderlich sind. Lediglich einige zusédtzliche, deterministisch
auszufithrende Berechnungen werden dem Benutzer abverlangt.

Neben der einfachen Anwendbarkeit stehen als weiteres Ziel kurze Rechenzeiten der Program-
me im Vordergrund. So ist es moglich, ohne grolen Aufwand verschiedene Ausgangssituatio-
nen in Parameterstudien durchzurechnen und einen Einblick in das dynamische Systemver-
halten zu gewinnen.

Die Ziele kdnnen nur durch einige bereits erwihnte Vereinfachungen erreicht werden, wie z.B.
die Anwendung des Rayleighquotienten und die Beschrinkung der streuenden Eingabepara-
meter auf normalverteilte Groflen.

Die Programme dienen der Vorberechnung eines Systems. Sowohl bei einem Einfreiheitsgrad-
system als auch bei einem Mehrfreiheitsgradsystem mit einer die untersuchte Verschiebungs-
grofle dominierenden Eigenform fiithren die Berechnungen zu zuverldssigen Ergebnissen. Fiir
alle iibrigen Fille kann durch Parameterstudien ein Bereich méglicher Uberschreitenswahr-
scheinlichkeiten abgesteckt werden. Oftmals sind die Informationen fiir die endgiiltige Bemes-
sung bereits ausreichend. Erscheint dem Anwender eine Aussage iiber das Systemverhalten zu
unsicher bzw. liegen die Ergebnisse in einem kritischen Bereich, sollten weitere Berechnungen
angestellt werden. So sollte eine genauere Untersuchung der Verschiebungsgréflen bzw. eine
Untersuchung mit einer Monte-Carlo-Simulation erfolgen.

Die Programme sind so universell formuliert, da8 jedes dynamische Problem, das mit Finiten
Elementen beschreibbar ist, unter Wahrung bestimmter Randbedingungen untersucht wer-
den kann. Die Anwendung ist demnach nicht auf das Bauwesen beschrinkt, sondern kann

86
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beispielsweise auch fiir Systeme aus dem Maschinenwesen eingesetzt werden.

Im folgenden wird zuniichst eine Ubersicht iiber die zur Verfiigung stehenden Programm-
elemente gegeben, anschliefend werden die Module dargestellt und die von dem Benutzer
einzugebenden Daten erldutert. Die einzuhaltenden Randbedingungen werden beschrieben.

10.2 Leistungsumfang und Module

Zuerst muf} die Verteilungsfunktion des Quadrats einer gewihlten Eigenkreisfrequenz mit
dem Programmodul qeigenf erstellt werden (g= Quadrat, eigenf= Eigenkreisfrequenz). Im
AnschluB daran kann der Anwender, je nach Fragestellung Uberschreitenswahrscheinlichkei-
ten mit drei verschiedenen Programmodulen berechnen. Steht ein unzuléssiger Bereich fiir
die Eigenkreisfrequenz fest, kann mit dem Programmodul puealpha die Wahrscheinlichkeit
bestimmt werden, daB « in dem unzulissigen Bereich liegt (pue= Uberschreitenswahrschein-
lichkeit p;, alpha=a). Sind gegebene Grenzen der Verschiebungsgréfen einzuhalten, stehen
zur Berechnung der zugehorigen Uberschreitenswahrscheinlichkeiten die Module puemono im
Falle der monofrequenten Anregung und puemulti im Falle der multifrequenten Anregung
zur Verfiigung (pue=p;, mono= monofrequent, multi= multifrequent). Eine Ubersicht iiber
die Berechnungsmodule gibt Abbildung 10.1.

Berechnung der Streuung des Quadrats
einer gewahlten Eigenfrequenz

geigenf

Berechnung einer Uberschreitens—
wahrscheinlichkeit

/N

quadrierte Anregefrequenz monofrequente Anregung multifrequente Anregung

puealpha puemono puemulti

Abbildung 10.1: Ubersicht iiber Berechnungsmodule

Die Programme und Eingabedateien stehen unter der Adresse www.bm.bv.tum.de zum Down-
load zur Verfiigung.

Die Eingabedaten fiir die Berechnung werden grundsétzlich mit Hilfe von Eingabedateien ein-
gelesen; die Eingabe erfolgt nicht iiber den Bildschirm. Der Anwender kann so nach Erstellung
der Dateien das Programm starten, ohne weitere Eingaben vornehmen zu miissen. So ist es
beispielsweise mit Hilfe eines shellscripts moglich, mehrere Félle nacheinander untersuchen zu
lassen, ohne fiir jeden Rechenlauf die erforderlichen Daten eingeben zu miissen.



88 KAPITEL 10. ANWENDERPROGRAMME

Die Kontrolle der Daten erfolgt am Bildschirm. Die Bestéitigung der Daten bzw. eine Verbes-
serung durch den Anwender ist nicht vorgesehen. Dazu miifite die Ausfithrung des Programms
unterbrochen werden und das Programm konnte erst wieder starten, wenn eine Freigabe er-
folgt wire. Werden mehrere Fille nacheinander mit einem shellscript untersucht, wird der
Berechnungsablauf dadurch behindert. Die Korrektur muf} in den Eingabedateien erfolgen.

10.3 Programm qeigenf

Fir das Startprogramm geigenf sind einige Eingangsdaten zu erstellen, die im folgenden
ausfiihrlich erldutert werden. Eine Ubersicht der zur Berechnung notwendigen Eingaben und
der durch den Programmodul berechneten Ausgaben zeigt Abbildung 10.2.

Anwender Programmodul Ausgabe

Systembeschreibung (det.)
e Steifigkeitsmatrix (det.)
@ Massenmatrix (det.)

Modalanalyse (det.)

e Eigenvektoren (det.)
Erwartungswerte der

e Eigenfrequenzen (det.)
Chaospolynome

Systembeschreibung (stoch.) -
Stitzstellen der

o Steifigkeitsmatrix (stoch.) numerischen Auswertung

@ Massenmatrix (stoch.) %

Rayleighmultiplizierte Gré3en ]

einer Eigenform (det. und — qe|genf —~ Quadrat der streuenden
stoch.) Eigenkreisfrequenz

Abbildung 10.2: Ubersicht iiber Ein- und Ausgabe zur Erstellung des Quadrats der steuenden
Eigenfrequenz

10.3.1 Deterministische Eingangsdaten

Der Anwender hat vorab das System deterministisch zu beschreiben und gegebenenfalls
mittels eines FE-Softwarepaketes die Systemmatrizen zu erzeugen. Mit deterministischer
Steifigkeits- und Massenmatrix mufl er eine Modalanalyse ausfithren, die als Ergebnis die
Eigenvektoren und Eigenfrequenzen des Systems liefert. Damit sind die generalisierten Stei-
figkeiten und Massen der einzelnen Moden zu berechnen.
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Wird zugleich der deterministische Lastvektor formuliert, konnen die Beteiligungsfaktoren
der einzelnen Eigenformen an einer Verschiebungsgrofie nach Kapitel 8 berechnet werden.
Damit kann schon eine Vorentscheidung getroffen werden, fiir welche Moden eine stochastische
Berechnung bendétigt wird.

10.3.2 Stochastische Eingangsdaten

Bei der Formulierung der stochastischen Eigenschaften des betrachteten Systems sind einige
Randbedingungen zu beachten:

e Im Programm ist vorgesehen, nur einen Parameter innerhalb der Steifigkeitsmatrix als
streuend zu betrachten (beispielsweise den Elastizitdtsmodul eines Materials). Soll den-
noch ein zweiter oder mehrere Parameter gleichzeitig mit einer Streuung belegt werden,
so miissen die Groflen untereinander mit ,,1“ korreliert sein. Nimmt eine Grofe ihren
Mittelwert an, nehmen alle anderen Groflen ebenfalls ihren Mittelwert an. Dies gilt
auch fiir Maximal- bzw. Minimalwerte. Die streuenden Gré8en sind unter der Annahme
einer Normalverteilung zu formulieren. Die Wahl der Standardabweichung ist zunéchst
beliebig, die Verteilung sollte jedoch in einem physikalisch sinnvollen Bereich liegen.
Beispielsweise sollten die in den negativen Wertebereich fallenden Realisationen mit
moglichst kleinen Wahrscheinlichkeiten belegt sein.

e Auch fiir die Massenmatrix gilt, dafl nur ein Parameter als streuend angenommen wer-
den darf. Werden auch hier mehrere Groflen streuend formuliert, so sind sie automatisch
ebenfalls ,1“-korreliert. Ebenso der Masseparameter ist normalverteilt zu formulieren.
Die Standardabweichung dieses Werts ist aufgrund unvermeidbarer numerischer Insta-
bilitédten innerhalb des Verfahrens zu begrenzen. Die Ermittlung der zulissigen Grenze
ist in Kapitel 10.3.4 beschrieben. Zur Sicherheit des Anwenders leistet das Programm
geigenf eine Uberpriifung, ob der Wert eingehalten ist.

e Die streuenden Groflen diirfen nur im Zéhler der Elemente der Steifigkeitsmatrix bzw.
Massenmatrix stehen. Es mufl gewéhrleistet sein, dal eine Reihenentwicklung der sto-
chastischen Systemmatrizen auf Grundlage der Chaospolynome nach folgender Vor-
schrift moglich ist:

K(O) = Kilg+KiI'1... bzw.
M(O) = Mel'g+M;Ty... .

Dies bedeutet allerdings auch, dafl die als streuend gewihlte Grofle nicht potenziert
werden oder als Potenz auftreten darf.

e Eine streuende Grofle kann innerhalb der Steifigkeitsmatrix und eine zweite innerhalb
der Massenmatrix eingefithrt werden. Die beiden Grofien werden als unkorreliert behan-
delt.

Fiir die Berechnung eines streuenden Eigenwerts ist die Formulierung des stochastischen
Anteils der Steifigkeits- und der Massenmatrix notwendig. Da nur standardnormalverteilte
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Groflen eingesetzt werden, ist die Reihenentwicklung der Systemmatrizen bis zum zweiten
Term ausreichend:

K(0) = Ko+ KqiI mit I['y =&
M(H) = M+ M;I'y mit Ty = &o.
(10.1)

Die im folgenden als stochastische Matrizen bezeichneten Anteile K; und M; werden vom
Anwender, analog zu den deterministischen Anteilen Ky und My, beispielsweise unter An-
wendung eines FE-Programms erzeugt.

Dazu wird ein zweites ,,paralleles* System mit gleicher Geometrie, aber verdnderten Material-
eigenschaften formuliert. Die Belegung der neu zu erzeugenden Matrizen wird vom Anwender
durch die Eingabe der Materialparameter gesteuert. Dabei ist zu beachten, daf lediglich die
Terme vorhanden sein diirfen, welche die als streuend betrachteten Groflen enthalten. Fiir die
streuenden Gréflen werden ihre Standardabweichungen eingesetzt. Die restlichen Terme, die
keine streuenden Groflen enthalten, miissen den Wert Null annehmen. (Hinweis: Erzeugt die
Eingabe von Werten gleich Null fiir Materialparameter Schwierigkeiten bei Anwendung eines
FE-Programms, so sind moglichst kleine Werte ungleich Null einzusetzen.) Die enstandenen
Matrizen besitzen die gleiche Dimension wie die deterministischen Systemmatrizen.

Das Vorgehen wird an einem einfachen Beispiel verdeutlicht (vgl. Abbildung 10.3):

0

K 1 2
2 ;
» Eyl

Ll E2,|2

-

I | I |

Abbildung 10.3: Beispielsystem

Der durch eine Drehfeder teileingespannte Kragarm wird in zwei Elemente diskretisiert
(Léngen /1 und l). Die deterministische Steifigkeitsmatrix lautet fiir vertikale Verschiebungen
und Verdrehungen ¢g, w1, ¢1,ws und ¢o:

B Fi114 Fi114 Fi11; T
kg + 450 62 25 0 0
Bl Bl Eol Bl Bl Eol Eol
6 l121 12 ;31 + 12 l232 6 l121 —6 l222 —12% —6 l222
1 1 2 1 2 2 2
Eil E\L _ gEzl> E Eyl> Exls Esly
2 I 6 3 6 2 4 1 +4 l2 6 2 2 l2
0 19 El2312 6El2212 12Ei2312 6El22[2
2 2 2 2
_pE2I, Eo Iy Es 1> EsI>
0 65352 202 6% 450 |
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Wird der Elastizitdtsmodul des zweiten Balkenabschnitts als streuend angenommen, gestaltet
sich die stochastische Steifigkeitsmatrix mit der Standardabweichung von Es og,:

0

0 0 0
o, 1o op, I og,I2
1273 —6=3 —12=53
2 2
_p0By I opyI2 opyI2
6= 4= 65
op, I op, I op., I
—12=32 63— 12-222
2 2 2
og, I og, I og, I
—6 E‘% 2 9 Eq {2 6 E% 2
I3 la I3

0

_60E212

20'E2I2
lo

og, I
6—3
2

opyl2
4 7

Wiirde zusétzlich E; mit op, als streuend angenommen, so wire die stochastische Steifig-
keitsmatrix folgendermafen besetzt:

[ og, T og, I og, I
4 E;l 1 6 Eé 1 9 Eil 1 0
1 i3 1
op, I o og, I og, I g, I o, I
6= 12’319, +I125= 6 — 65— 1275
20E111 60E111 _60'E212 40'E111 +40'E212 60E212
h 1 i3
opy 12 opyI2 UE212
0 —12 3 6 2 12
_ pOEyI2 og, 2 opyIo
0 6 2 2 I 6 13

lo

In diesem Fall werden beide Elastizitdtsmodule als streuend eingefiihrt, sind jedoch unterein-
ander ,,1“-korreliert und nehmen gleichzeitig Minimal-, Maximal- und Mittelwerte an.

Wiirde die Einspannung als einzige streuende Grofle eingefiihrt, wire die stochastische Stei-
figkeitsmatrix nur am Element (1,1) mit oy, besetzt. Alle weiteren Elemente héitten den Wert

Null.

10.3.3 Rayleighmultiplizierte Matrizen

Schliellich ist vom Anwender zur Ermittlung der Streuung des Quadrats der Eigenkreis-
frequenz die interessierende Mode i auszuwihlen (beispielsweise aufgrund der berechneten
Beteiligungsfaktoren). Daraufhin sind sowohl die deterministischen Matrizen K und My wie

auch die stochastischen Matrizen K; und M; mit dem zugehorigen, zuvor deterministisch
berechneten Eigenvektor ¥q; nach der Vorschrift

ko

mo,;

)

¥ Ko ¥y
Tl My ¥
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bzw. kli = \I’(q)jz Kl ‘I’O,z’

I

T
mi; = ‘IIO,Z' M1 ‘I'O,i

)

zu multiplizieren (Rayleigh-Multiplikation vgl. Kapitel 5.3). Die Daten sind in der Datei
rayleigh.dat abzulegen. Die Formulierung der Datei ist im Kapitel 10.3.5 beschrieben.

10.3.4 Berechnungsverlauf

Das Vorgehen, das innerhalb von geigenf zur Bestimmung des Quadrats der streuenden
Eigenfrequenz verwendet wird, gliedert sich in folgende Schritte:

1. Aufstellen des in Gleichung (5.11) dargestellten Gleichungssystems. Das Gleichungs-
system enthilt neben den Rayleigh-multiplizierten Massen- und Steifigkeitswerten die
Erwartungswerte zweiter und dritter Ordnung der verwendeten Chaospolynome. Fiir
den vorliegenden Fall zweier Basisvariablen ¢; (Streuung innerhalb von K(#)) und &
(Streuung innerhalb von M(#)) und die Chaospolynom-Reihenentwicklung, entwickelt
bis zum dritten Polynomgrad (I'y bis I'g), wurden die Erwartungswerte bestimmt. Sie
sind unabhingig vom betrachteten dynamischen System. Die Werte wurden in den Da-
teien Erw2_2.dat und Erw3_2.dat abgelegt. Der Anwender kann sie fiir das zu unter-
suchende System verwenden, solange er die im vorangegangenen Kapitel aufgefiihrten
Randbedingungen beachtet. Die Dateien miissen vom Anwender in das Verzeichnis ko-
piert werden, in dem er das Programm geigenf startet.

2. Einlesen der Anwenderdaten aus rayleigh.dat. Zur Kontrolle werden die eingelesenen
Daten auf dem Bildschirm ausgegeben.

3. Zur Losung des Gleichungssystems (5.11) werden die Erwartungswerte und die Rayleigh-
multiplizierten Matrizen eingesetzt. Nach Einsetzen der Erwartungswerte zweiter und
dritter Ordnung ergibt sich das Gleichungssystem in diesem speziellen Fall zu:

[mg m1 O 0 0 0 0 0 0 0 77T a T [ ko T
m1 mo 0 2m1 0 0 0 0 0 0 [074] kl
0 0 mg O m1 0 0 0 0 0 Qo 0
0 2mp 0 2mg O 0 6m O 0 0 asg 0
0 0 m 0 mo 0 0 2m 0 0 oy | 0
0 0 0 0 0 2mg O 0 2m; O as | | O
0 0 0 6m O 0 6myg O 0 0 ag 0
0 0 0 0 2mpy O 0 2mg O 0 o4 0
0 0 0 0 0 2m;y O 0 2myg O ag 0

| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6mgy ] L ag | | 0 ]

(10.2)

(Auf den Index i der Eigenform wurde der Ubersicht wegen verzichtet.) Als Losung
dieses speziellen Gleichungssystems ergibt sich in Abhéngigkeit von kg, mg, k1 und m;:
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3m:{’k1 - mlm%kl - 5m0m%k0 + komg

(0% =
0 —6m2m? + 3mi + mj
o _ (—Sm% + mg)(mokl — mlk‘())
' —6m2m? + 3m? + mj
_ —mymg(moks —miko)
wa = —6m2m2 + 3m} +mj
1My 1 0
. m%(mokl —_ mlko)
= —6m2m2 + 3m} +mj
1My 1 0
Qg = 0Oy =05 =07 =08 = Qg = 0. (103)

Fiir die numerische Stabilitdt der Losung ist entscheidend, dafl der Nenner der Lésungen
nicht den Wert Null annimmt. Fiir alle Lésungen lautet die Bedingung, dal —6m2mZ +
3m{ + m{ ungleich Null bleiben mufi. Der Ausdruck wird nach den vier unzulissigen
Werten fiir mq in Abhéngigkeit von mg gelost:

m11,2 == :t1.35m0
mi,, = =+0.43mo.

Um in den Bereich der ersten positiven Losung mi1 = 1.35 - mg zu gelangen, muf} die
Standardabweichung gréfer als der Mittelwert der Verteilung sein. Da dies zwangslédufig
zu einer grofen Anzahl von Werten im negativen Wertebereich fiihrt, wird dieser Fall
grundsétzlich vermieden. Ebenso scheidet die negative Losung mq = —1.35-mg aus. Die
dritte Losung ist dagegen von Relevanz, da m; ein positiver Bruchteil von 43 % von my
ist. Dieser Wert ist bei der Formulierung der Streuung zu meiden. Wie Block [9] zeigt, ist
jedoch ein deutlicher Sicherheitsabstand zu diesem Wert zu wahren, damit es zu keinen
unsinnigen Losungen kommt. Aufgrund der Untersuchungen wird eine Begrenzung des
Verhiltnisses m1 /mg von 20 % vorgeschlagen. Dies gilt speziell fiir das in dem Programm
enthaltene Gleichungssystem (10.2). Fiir andere Konstellationen von streuenden Grofien
und die daraus entstehenden Gleichungssysteme sind entsprechende Grenzwerte zu ent-
wickeln. Ein Beispiel fiir den vorliegende Fall, bei dem ein Verhiltnis von m1/mgy > 20
% tiberschritten wird, zeigt Abbildung 9.8. Die Kurve der Nidherungslosung auf Grund-
lage der Chaospolynome weicht bei einer Streuung der Deckenmassen deutlich von der
Losung der Monte-Carlo-Simulation ab.

Eine entsprechende Uberpriifung nimmt das Programm vor. Bei Uberschreiten des Wer-
tes wird ein Warnhinweis auf dem Bildschirm ausgegeben. Ein Programmabbruch er-
folgt jedoch nicht. Die Einhaltung des Verhiltniswertes setzt nicht zwangsldufig die
Beschrinkung der Standardabweichung der streuenden Gréfie auf 20 % des Mittelwerts
voraus. Der Grenzwert ist beim Vergleich der Rayleigh-multiplizierten Groflen einzu-
halten. Die Beschrinkung der Streuung auf der Massenseite stellt keine Einschrinkung
der Methode dar. Massenkennwerte sind i.a. ausreichend genau bekannt und unterliegen
nicht den Streuungen wie Steifigkeitswerte.

. Berechnung der Momente aus dem Losungsvektor nach Gleichung (6.3): Diese werden

in einer Datei momentei.dat abgelegt und dienen dem Anwender zur Einschéitzung des
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Mittelwerts, der Standardabweichung sowie des dritten zentralen Moments. Fiir die
weitere Berechnung wird die Datei nicht benotigt.

. Verteilungsfunktion des Quadrats der Eigenkreisfrequenz : Im néichsten Schritt wird der

Losungsvektor ausgewertet wie in Kapitel 6.2 fiir den zweidimensionalen Fall beschrie-
ben. Die Stiitzstellen einer zweidimensionalen Standardnormalverteilung kénnen wie
die Erwartungswerte der Chaospolynome unabhéingig vom untersuchten System vorab
bestimmt werden. Sie sind in der Datei stuetzstellen 2dim.dat gespeichert und wer-
den fiir die Auswertung eingelesen. Die Datei muf sich in dem Verzeichnis befinden, in
dem das Programm aufgerufen wird. Es werden insgesamt 10000 Stellen ausgewertet.
Als Ergebnis werden zwei Dateien erzeugt: alphai.dat und alpha nli.dat. Die Da-
tei alphai.dat enthilt die bei Auswertung entstandenen 10000 Datenpaare (Quadrat
der Eigenkreisfrequenz und zugehorige Werte der Verteilungsfunktion) mit verringer-
ter Genauigkeit. Die diskret erzeugte Funktion 148t sich mittels eines Programms zur
Darstellung von Funktionen (beispielsweise gnuplot) oder einem Tabellenkalkulations-
programm darstellen. alpha nli.dat (nl fiir ,nicht lesbar“) enthilt die Daten in einem
nur maschinenlesbaren Format, dafiir mit groferer Genauigkeit. Sie wird fiir die weitere
Berechnung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten benétigt.

10.3.5 Manual fiir Programm qeigenf

Fiir die Anwendung von geigenf ist in einem Manual kurz zusammengestellt, welche Datei-
en in dem Berechnungsverzeichnis erforderlich sind, welchen Aufbau die vom Anwender zu
erstellende Datei rayleigh.dat besitzen muf}, wie das Programm zu starten ist und welche
Ausgabedateien erzeugt werden:

1. Eingabedateien im Programmverzeichnis (bereits erzeugt, Download iiber

www.bm.bv.tum.de, gelten fiir zwei Basisgroflen & und &;)

Erw2_2.dat Erwartungswerte 2. Ordnung
Erw3_2.dat Erwartungswerte 3. Ordnung
stuetzstellen 2dim.dat Koordinaten der zweidimensionalen Auswertung

. vom Anwender zu erstellende Dateien:

rayleigh.dat

Zeile 1: 1 Nummer der betrachteten Eigenfrequenz

Zeile 2:  ko; Wert der Rayleigh-multiplizierten deterministischen Steifigkeitsmatrix
Zeile 3:  mg; Wert der Rayleigh-multiplizierten deterministischen Massenmatrix
Zeile 4:  k1; Wert der Rayleigh-multiplizierten stochastischen Steifigkeitsmatrix
Zeile 5:  m1; Wert der Rayleigh-multiplizierten stochastischen Massenmatrix

. Programmaufruf

geigenf
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4. Ausgabedaten
momentes.dat zentrale Momente

Zeile 1: 1 Nummer der betrachteten Eigenfrequenz

Zeile 2: Hai Mittelwert des Quadrats der Eigenfrequenz
Zeile 3: Oayi Standardabweichung

Zeile 4: M3,aq  drittes zentrales Moment

alphai.dat Verteilungsfunktion «; (lesbar)
alphanli.dat Verteilungsfunktion a; (nur maschinenlesbar)

Mit den Ergebnissen des Programms geigenf kénnen je nach Fragestellung die Programme
puealpha, puemono oder puemulti aufgerufen werden. Eine Ubersicht der benétigten Einga-
bedaten gibt Abbildung 10.4. Die Programme werden im folgenden erklirt. Die Anwendung
der Programme sowie die Formulierung der Eingabegréflen und -dateien sind in Kapitel 12
anhand von Beispielen erldutert.
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Anwender

@ Anregekreisfrequenz (det.) —~

e Anregefrequenz (det., stoch.)

e mod. Dampfung (det., stoch.)

e mod. Verschiebung —_
(det., stoch.)

e zul. mod. Verschiebung
(det.)

e Anregefrequenzen (det.)

e mod. Dampfungen (det.)

e mod. Verschiebungen
(det.)

@ zul. Gesamtverschiebung
(det.)
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Programmodul

geigenf

puealpha

puemono

—_

puemulti

Ausgabe

Quadrat der streuenden
Eigenkreisfrequenz

Unterschreitens—
wahrscheinlichkeit

Funktion der
Uberschreitens—
wahrscheinlichkeit

Funktion der
Uberschreitens—
wahrscheinlichkeit

Abbildung 10.4: Ubersicht iiber Ein- und Ausgabe zur Berechnung von Uberschreitenswahr-

scheinlichkeiten
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10.4 Programm puealpha

10.4.1 Berechnungsverlauf

Ist bereits ein Bereich bestimmt, in dem die Eigenfrequenzen nicht liegen diirfen, so kann mit
puealpha die Wahrscheinlichkeit berechnet werden, mit der die Eigenfrequenz unter einem
Grenzwert liegt.

Dafiir ist eine Eingabedatei eingabe_alpha.dat zu formulieren, welche die Kennzahl (Num-
mer) der betrachteten Eigenfrequenz und den gegebenen Grenzwert 2 in [rad/s| enthilt. Die
Eingabe wird auf dem Bildschirm zu Kontrollzwecken wiedergegeben. Als Ausgabe erscheint
die Wahrscheinlichkeit, mit der Werte von o unterhalb von Q2 liegen. Dies ist auch die Wahr-
scheinlichkeit, mit der Realisationen der Eigenkreisfrequenz (/) unter dem Grenzwert
liegen. Dazu untersucht das Programm, zwischen welchen diskret gegebenen Werten « der
Wert 92 liegt und interpoliert entsprechend die Wahrscheinlichkeit.

Soll bestimmt werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit /o innerhalb eines Bereichs ©; <
Va < Q9 zu liegen kommt, ist das Programm zunéichst mit dem Grenzwert ; zu starten, an-
schlieflend mit 5. Die Wahrscheinlichkeit fiir /o im Bereich Q; < y/a < €25 ist zu berechnen
nach:

P(Q; < Va < Q) = P(va < Q) — P(Va < Q).

10.4.2 Manual fiir Programm puealpha
1. Eingabedateien in Programmverzeichnis (durch qeigenf erzeugt):

alpha nli.dat Verteilungsfunktion «; (nur maschinenlesbar)

2. Vom Anwender zu erstellende Datei:

eingabe_alpha.dat

Zeile 1: 1 Nummer der betrachteten Eigenkreisfrequenz
Zeile 2: Q1  oberer Grenzwert der Eigenkreisfrequenz

3. Programmaufruf:
puealpha

4. Ausgabedaten:
Bildschirm: Wahrscheinlichkeit, mit der die Eigenkreisfrequenz unter dem Grenzwert
liegt.
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10.5 Programm puemono

10.5.1 Allgemeine Aspekte

Mit den vorliegenden Verteilungsfunktionen der Quadrate von Eigenfrequenzen ist es moglich,
analog zu Kapitel 7 Uberschreitenswahrscheinlichkeiten vorgegebener Grenzwerte von Ver-
schiebungsgréflen im eingeschwungenen Zustand zu ermitteln. Fiir den Fall monofrequenter
Anregung geschieht dies mit dem Programm puemono.

Dem Programm liegt zur Bestimmung der maximalen Verschiebungsgréfie die Vergroflerungs-
funktion des fulpunkterregten Einmassenschwingers V, zugrunde. Bezogen auf eine Verschie-
bungsgrofie w, lautet sie:

Wr maz = WO - Vi =
22

= wp o . (10.4)
V-2 ey &

Das Vorgehen hat auch bei der Berechnung krafterregter Systeme Vorteile. Krafterregte Sy-
steme kénnen nach Vorberechnungen, die nachfolgend erldutert werden, mit dem gleichen
Programm behandelt werden.

Neben den Streuungen innerhalb der Steifigkeitsmatrix und der Massenmatrix, die sich in der
Verteilungsfunktion des Quadrats der Eigenkreisfrequenzen « widerspiegeln, ist es moglich,
die Grofien wy (modale Verschiebungsamplitude - analog fiir Verdrehungsamplitude ¢y an-
wendbar), D (modale Ddmpfung) und Q (Anregekreisfrequenz) als streuend anzunehmen. Es
ist moglich, jede dieser drei Groflen getrennt als normalverteilt anzunehmen, wéhrend die
anderen beiden deterministisch behandelt werden. Ebenso kénnen wy und € sowie D und
Q mit der jeweilig zugehorigen zweidimensionalen Verteilungsdichte als gleichzeitig streuend
in der Berechnung behandelt werden. Die Beschreibung der zweidimensionalen Normalvertei-
lungsdichten lautet:

1 (wo—pwg)® (wo—pwy)(Q—pq) (o_mﬂ}

- - +

plwy,2) = ! B

2T Owo00+/1 — Pwy,0
bzw.

—up)? D—up)Q-pg) , (2—ug)?
1 _ 1 {(D “D) —2p ,Q( kD Q) Q
p(D,Q) = o TP@ | op P oo

2ropoqy/1 —ppa

(10.5)

Dabei bezeichnet y die Mittelwerte der Verteilungen, ¢ die Standardabweichung und p den
Korrelationskoeflizienten der betreffenden Gréflen. p kann Werte —1 < p < +1 annehmen.
(Die Grenzwerte +1 fithren zu Unendlichkeitsstellen der Funktion.) Im Falle von einem Wert
nahe -1 nimmt eine Gréfle ihre maximalen Realisationen an, wihrend die andere ihre mini-
malen Realisationen annimmt und umgekehrt. Fiir p nahe 1 nehmen beide Werte gleichzeitig
ihre maximalen bzw. minimalen Realisationen an. Fiir p = 0 sind beide Funktionen nicht
korreliert und die Realisationen haben gegenseitig keinen Zusammenhang.
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Das Programm ist sowohl fiir Ein- als auch Mehrfreiheitsgradsysteme unter Fufipunkt- und
Krafterregung anzuwenden. Benétigte Eingabewerte wie a der betrachteten Eigenform liegen
bereits vor oder kénnen wie €2 bzw. uqo und oq einfach abgeschéitzt werden. Fiir Mehrfreiheits-
gradsysteme erfordert die Angabe von D bzw. up und op Zusatziiberlegungen (vgl. Kapitel
8). Die Formulierung von wy. 5 bzw. Wy, wo bzw. py,, und oy, muf auf jeden Anwendungsfall
abgestimmt werden.

Im folgenden wird beschrieben, wie fiir Einfreiheitsgradsysteme und Mehrfreiheitsgradsysteme
mit und ohne dominante Eigenform fiir die Lastfille Fulpunkt- und Krafterregung vorzugehen
ist.

10.5.2 Einfreiheitsgradsystem
Fuflpunkterregte Schwingung

Fiir den einfachsten Fall - den fulpunkterregten Einmassenschwinger - sind die vom Programm
benétigten Groflen direkt anzugeben: wy ist der deterministische Wert fiir die Maximalampli-
tude der harmonischen Fulpunkterregung. Fiir die stochastische Betrachtung sind p,,, und
Ow, S0 zu wéhlen, daf ein physikalisch sinnvoller Wertebereich entsteht.

Zur Bestimmung der Uberschreitenswahrscheinlichkeit einer gegebenen VerschiebungsgriBe
Wy ist zundchst die maximal zuldssige Relativverschiebung w, ,,; abzuleiten. Sie berechnet
sich aus der Differenz der Gesamtverschiebung und der Fulpunkterregung unter Beriicksich-
tigung des Phasenversatzes (vgl. Gleichung (8.3)):

wr,zul(t) = wzul(t) — Wo (t)

Wy o ist dann der Maximalwert der Funktion wy 4, (t). Wird die Amplitude wy als streuend
aufgefait, wird der Grenzwert bei der stochastischen Berechnung n&herungsweise mit dem
Mittelwert der Verteilung bestimmt:

wr‘,zul(t) = wzul(t) — Mg (t)
oder mit einem dem Anwender als sinnvoll erscheinenden Wert.

Im Programm ist vorgesehen, dal der Anwender nicht allein den einzuhaltenden Grenzwert
einzutragen hat, sondern einen Bereich, der den Grenzwert enthilt (Eingabe eines unteren und
eines oberen Grenzwerts, g, und g,). Er erhilt dadurch die Zusatzinformation, wie sensitiv
die berechnete Uberschreitenswahrscheinlichkeit auf den einzuhaltenden Grenzwert reagiert.
Der Anwender ersieht daraus, welche Uberschreitenswahrscheinlichkeiten entstehen, wenn der
Grenzwert (geringfiigig) variiert wird. Es entsteht eine Funktion, in der diskreten Werten des
angegebenen Bereichs die jeweilige Uberschreitenswahrscheinlichkeit zugeordnet wird. Um
chrakteristische Kennwerte zur Einschitzung zu gewinnen, werden fiir die Funktion ein er-
stes Moment und die Wurzel aus einem zweiten zentralen Moment berechnet, analog zur
Bestimmung des Mittelwertes und der Standardabweichung einer Verteilung:

go
erstes Moment : momq = / pa(wr,wl)dwr,wz
u

go
zweites Moment : momy :/ (Pi(Wr zut) — moml)Zdwr,zul. (10.6)
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Die Kennwerte mom, und momo sind besonders hilfreich bei Parameterstudien, in denen der
Einfluf} einer Grofle auf die Uberschreitenswahrscheinlichkeit untersucht wird. Sie erlauben
einen Vergleich der Sensitivitit des Ergebnisses bei Variation des Eingangswerts.

Krafterregte Schwingung

Liegt statt einer harmonischen Fulpunkterregung eine harmonische Krafterregung vor, wird
die Maximalamplitude der Antwortverschiebung iiblicherweise mit der VergréBerungsfunktion
der krafterregten Schwingung berechnet:

1

F
Winaw = ?0 = —. (10.7)
V22 4 2D 2

Dafiir ist der Quotient aus Maximalamplitude der Lastfunktion F und der Federsteifigkeit k
zu bilden. Die Steifigkeit k£ kann eine streuende Gréfle mit relativ grofler Streubreite sein. Da &
im Nenner steht, ist eine stochastische Berechnung nicht unmittelbar moglich. Vereinfachend
den Mittelwert fiir k£ einzusetzen, stellt eine zu grobe Niherung dar.

Fiir den krafterregten Fall wird in den Anwenderprogrammen im Gegensatz zum iiblichen
Verfahren die Vergroflerungsfunktion des fuBpunkterregten Schwingers aus Gleichung (10.4)
verwendet. Der fiir die krafterregte Schwingung umgerechnete Wert wy berechnet sich aus
Vergleich der beiden VergroBerungsfunktionen (Gleichung (10.4) und Gleichung (10.7)) zu:

L2 R
wo a  k
2 Fy
wO.T — —
- k
Fy
0y = . 10.
wo Q2m (08)

Die Amplitude der Absolutverschiebung lautet:
Winag = Wo * Vr- (10.9)

Auch Masse und Erregerfrequenz konnen streuen. Sind ihre Streubreiten geringer als die
der Steifigkeit und werden zur Bestimmung von wg ihre Mittelwerte eingesetzt, ist die zu
erwartende Abweichung bei Anwendung von wg geringer als bei Anwendung von wy = Fy/k.

Die Berechnung mit wy fithrt in diesem Fall zu Absolutverschiebungen. Ein vorgegebener
zulassiger Grenzwert w,, ist direkt zu iibernehmen.

10.5.3 Mehrfreiheitsgradsystem mit dominanter Eigenform
Wird nach Auswerten von Gleichung (8.14) bzw. Gleichung (8.15), der Ermittlung der moda-

len Beteiligungsfaktoren, festgestellt, daf sich die Systemantwort nahezu mit einer Eigenform
beschreiben lifit, so ist nur diese Eigenform zu untersuchen.
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Fiir das Beispiel aus Kapitel 8.4.1 - einer Beteiligung der ersten Mode von 90% - ergibt sich
fiir FuBipunkterregung

0.9 -w,[k] = wri[k] =yro,1- Vri(w1,Q,Dy) - ¥ [k]
(10.10)
und fiir Krafterregung
0.9 W[k‘] = Wl[k] = yO,l - Vl(wl, Q, Dl) - ‘I’l[k‘] (1011)

Der Wert wg, die Maximalamplitude der harmonischen Fuflpunkterregung des Einmassen-
schwingers, ist fiir fuBpunkterregte Mehrfreiheitsgradsysteme durch seine modale Entspre-
chung y,0; zu ersetzen. Der zuldssige Grenzwert ist ebenfalls modal zu formulieren (vgl.
Gleichungen (8.8) und (8.18)):

oTf, _ i :O.Q-WT,Zul[k]
QQ‘I’;IMO v, QQmo,i Yr.1,aul Uy [k]

yr,o,i = (10.12)
Fiir die Krafterregung mufl aufgrund der Verwendung der Vergréferungsfunktion eines fuf}-
punkterregten Schwingers eine modale Ersatzgrofe g ; analog zu Gleichung (10.8) formuliert

werden. Gleichung (8.11) wird variiert, die Bestimmung des zulissigen modalen Grenzwerts
(Gleichung (8.20)) dndert sich nicht.

erE 0.9 WK
RITM®;  Pmg,; M @1 [k]

Yo = (10.13)

Es wird ndherungsweise der deterministische Eigenvektor ¥;, ein deterministischer Wert fiir
Q und die deterministische Massenmatrix My eingesetzt.

Alle bisher beschriebenen Eingangswerte sind durch eine deterministische Berechnung zu ge-
winnen. Bei Verwendung eines FE-Programms ist der Formulierung des Lastvektors bei Fuf}-
punkterregung besondere Aufmerksamkeit zu schenken.

Bei der Bestimmung von yg ;; baw. ¥, ; ,,q muf} sich der Anwender vergewissern, ob der Last-
vektor f; tatséchlich fiir ein in Relativverschiebungen formuliertes Gleichungssystem aufge-
stellt wurde. Am einfachsten kann dies anhand der Lastformulierung eines Einmassenschwin-
gers nachgepriift werden. Lautet die zu l6sende Differentialgleichung fiir einen Einmassen-
schwinger

m Wy + k wy =m wy Q,

so deutet der Lastvektor m-wg-Q? auf die Losung nach der Relativverschiebung und anschlie-
Bende Addition mit wg hin. Die Werte y,0; und y, ; ,,; sind wie gezeigt fiir die fupunkterregte
Schwingung zu formulieren.

Wird hingegen die Differentialgleichung
mw+kw=Fk wy

mit dem Lastvektor k - wy gelost, so wird das Problem im FE-Programm in Absolutver-
schiebungen formuliert und wie eine krafterregte Schwingung behandelt. Der gewonnene
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Lastvektor f entspricht dem eines krafterregten Systems. Die weitere stochastische Berech-
nung ist, wie fiir den krafterregten Schwinger geschildert, fortzusetzen und erfolgt mit den
Werten #o; und 41 -

Im unmittelbaren Fall krafterregter Schwingung wird generell nach den Absolutverschiebun-
gen gelost, und y; 4, ist entsprechend anzugeben.

10.5.4 Mehrfreiheitsgradsystem ohne dominante Eigenform

Das Vorgehen fiir die Behandlung von Mehrfreiheitsgradsystemen, deren Schwingungsantwort
nicht dominant von einer Eigenform bestimmt wird, enthélt Kapitel 8.5. In der praktischen
Anwendung werden unterschiedliche Realisationen der streuenden Gréflen zur Bestimmung
der Beteiligungsfaktoren eingesetzt. Fiir die daraus berechneten verschiedenen Beteiligungs-
prozentsitze werden nach Kapitel 10.5.3 die Eingangswerte fiir eine zu untersuchende Ei-
genform erstellt und mit puemono die zugehérige Uberschreitenswahrscheinlichkeit bestimmt.
Die einzelnen Berechnungsergebnisse fiihren zu einem Bereich méglicher Uberschreitenswahr-
scheinlichkeiten.

10.5.5 Berechnungsverlauf

Die benétigten Daten werden aus den Dateien alpha nli.dat und eingabe_mono.dat einge-
lesen und die zuldssigen Grenzen fiir a; nach Gleichung (7.11) in Abhéngigkeit von 2, D und
wo, Wo (Yr,0,i» Jo,i) TUr Wy zur, Wout (Yri zuls Yi,zu) ermittelt. Handelt es sich um deterministische
Variablen 2, D und wq, wg, werden die Grenzen direkt berechnet und die Verteilungsfunktion
«; ausgewertet. Wird ein bzw. werden zwei Parameter als normalverteilt angenommen, wird
zusétzlich deren ein- bzw. zweidimensionale Verteilungsdichte diskret abgetastet. Fiir einzel-
ne Realisationen werden die zugehorigen Grenzen fiir o; bestimmt, die Wahrscheinlichkeit,
dafl a; innerhalb der Grenzen liegt, berechnet und der Wert mit der Wahrscheinlichkeit, mit
der die Realisation angenommen wird, multipliziert. Die Produkte werden fiir die ausgewer-
teten Realisationen addiert. Die Summe ist die totale Uberschreitenswahrscheinlichkeit der
Antwortgrenze.

Das Vorgehen wird fiir eine gewisse Anzahl von Werten im Bereich zwischen unterer und
oberer Grenze fiir wg, Wo bzw. yr 0, ¥o,; wiederholt und eine Verteilung der Uberschreitens-
wahrscheinlichkeit zugehérig zu wo, wo bzw. yr o, Yo, erstellt.

Die Verteilung wird in Form von Wertepaaren in pue_funks.dat abgelegt und kann mit einem
Programm zur Darstellung von Funktionen oder einem Tabellenkalkulationsprogramm dar-
gestellt werden. Am Bildschirm werden das erste Moment und die Wurzel aus dem zweiten
zentralen Moment der Funktion ausgegeben.

10.5.6 Manual fiir Programm puemono
1. Eingabedatei im Programmverzeichnis (durch qeigenf erzeugt):

alphanli.dat Verteilungsfunktion «; (nur maschinenlesbar)
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2. Vom Anwender zu erstellende Datei:

eingabe_mono.dat

In der ersten Zeile steht ein Kennwert, der die Berechnungsart der Uberschreitenswahr-
scheinlichkeit bestimmt. Folgende Moglichkeiten stehen zur Verfiigung:

Kennwert Auswertung fiir
lediglich streuende Eigenfrequenz o
zusétzlich streuende modale Verschiebungsgrofie wo, wo bzw. yr0.4, Yo,i
zusétzlich streuende Anregefrequenz €2
zusitzlich streuende modale Dampfung D
zusdtzlich Kombination streuende modale Verschiebungsgrofle wy, wq
bzw. Y0, ¥0,; und streuende Anregefrequenz ()
6 zusétzlich Kombination streuende modale Dédmpfung D
und streuende Anregefrequenz 2

U W N~

Fir die unterschiedlichen Fille ist die Datei eingabe mono.dat jeweils gesondert zu
formulieren. Im einzelnen muf sie enthalten:

(a) Fall: lediglich streuende Eigenfrequenz «

Zeile 1: 1 Kennwert der Berechnung

Zeile 2: 4 Kennzahl der betrachteten Mode

Zeile 3:  wy ., Wy, bzw. zulissige modale Verschiebungsgrifie,
Yri oul Y zul untere Grenze [m bzw. rad]

Zeile 41wy ., wy, bzw. zulissige modale Verschiebungsgrifie,
Yo zuls Y5zl obere Grenze [m bzw. rad]

Zeile 5:  wy, wo bzw. modale FuBpunktverschiebungsgréfie [m bzw. rad]
Yr.i,00 Yi,0

Zeile 6:  Q Erregerfrequenz [rad/s]

Zeile 7: D modale Dédmpfung [dimensionslos]

(b) Fall: zusétzlich streuende modale Verschiebung/Verdrehung wq

Zeile 1: 2 Kennwert der Berechnung

Zeile 2: ) Kennzahl der betrachteten Mode

Zeile 3: wa’ ol Way DZW. zuléissige modale Verschiebungsgrofe,
Yri oul> Yi ol untere Grenze [m bzw. rad]

Zeile 4: w?j ouly Woy bzw. zuléssige modale Verschiebungsgrofe,
Yo zul> Yi ol obere Grenze [m bzw. rad]

Zeile 5: Mgy Mo, DZW. Mittelwert modale Verschiebungsgréfie [m bzw. rad]
Hyr0,i Hgo,i

Zeile 6: Owgs Oy DZW. Standardabweichung modale Verschiebungsgréfie
Tyrois Tgo.s [m bzw. rad]

Zeile T: Q Erregerfrequenz [rad/s]

Zeile 8: D modale Diampfung [dimensionslos]



104

KAPITEL 10. ANWENDERPROGRAMME

(c) Fall: zusétzlich streuende Anregefrequenz

Zeile 1:
Zeile 2:
Zeile 3:

Zeile 4:

Zeile 5:

Zeile 6:

Zeile T:
Zeile 8:

3

1

w;ﬁwl, wy, bzw.
y:'l,i,zul’ y?,zul
w?,zul’ wgul bzw.
yg,i,zul’ yio,zul

wp, Wy bzw.
Yr,i,00 ¥i,0

[279)

a0

D

Kennwert der Berechnung

Kennzahl der betrachteten Mode

zulissige modale Verschiebungsgrofe,

untere Grenze [m bzw. rad]

zuldssige modale Verschiebungsgrofle,

obere Grenze [m bzw. rad]

modale FuBpunktverschiebungsgrofie [m bzw. rad]

Mittelwert Erregerfrequenz [rad/s]
Standardabweichung Erregerfrequenz [rad/s]
modale Diampfung [dimensionslos]

Fall: zusétzlich streuende modale Didmpfung D

Zeile 1:
Zeile 2:
Zeile 3:

Zeile 4:

Zeile 5:

Zeile 6:

Zeile T:
Zeile 8:

4
1
U u
wr,zul’ Wyl bzw.
U U
yr,i,zul’ yi,zul
4 o
wr,zul’ W bzw.
o 0
yr,i,zul’ yi,zul
wy, Wy bzw.
Yr,i,0, Yi,0
Q
U“D
oD

Kennwert der Berechnung

Kennzahl der betrachteten Mode

zulédssige modale Verschiebungsgrofe,

untere Grenze [m bzw. rad]

zuléssige modale Verschiebungsgrofie,

obere Grenze [m bzw. rad]

modale Fulpunktverschiebungsgréfie [m bzw. rad]

Erregerfrequenz [rad/s]

Mittelwert modale Dampfung [dimensionslos]
Standardabweichung modale Didmpfung
[dimensionslos]

Fall: zusétzlich Kombination streuende modale Verschiebungsgréfie wg bzw. ¢¢ und
streuende Anregefrequenz 2

Zeile 1:
Zeile 2:
Zeile 3:
Zeile 4:

Zeile 5:
Zeile 6:
Zeile 7:
Zeile 8:
Zeile 9:

Zeile 10:

5
i

w w . bzw.

u
ryzul? Y zul
y:j,i,zul’ yy,zul
wg,zul’ wgul bzw.
yg,i,zul’ y;),zul
Pwgs Hapg DZW.
Hyr0,:0 Hyo,i

Owgys Oy DIW.
Tyr,0,i7 9%0,i

279)

a0

Pwo,02

D

Kennwert der Berechnung

Kennzahl der betrachteten Mode

zulédssige modale Verschiebungsgréfle, untere Grenze
[m bzw. rad]

zuléssige modale Verschiebungsgrifle, obere Grenze
[m bzw. rad]

Mittelwert modale Verschiebungsgréfie [m bzw. rad]

Standardabweichung modale Verschiebungsgrofie
[m bzw. rad]

Mittelwert Erregerfrequenz [rad/s]
Standardabweichung Erregerfrequenz [rad/s]
Korrelationskoeffizient wg, wo bzw. y,; 0, ¥i0, 2
[dimensionslos]

modale Dimpfung [dimensionslos]
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(f) Fall: zusétzlich Kombination streuende modale Ddmpfung D und streuende Anre-
gefrequenz ()

Zeile 1: 6 Kennwert der Berechnung
Zeile 2: 1 Kennzahl der betrachteten Mode
Zeile 3: w:f’ ouly Way DZW. zuléssige modale Verschiebungsgrofe,
Yri oul> Yizl untere Grenze [m bzw. rad]
Zeile 4: Wy s Wayg bzw. zulédssige modale Verschiebungsgrofie,
Y zuls Yizul obere Grenze [m bzw. rad]
Zeile b: Pawgs Py DZW. Mittelwert modale Verschiebungsgréfe [m bzw. rad]
Hyr0,i> Hgo,i
Zeile 6: Ko Mittelwert Erregerfrequenz [rad/s]
Zeile T: oQ Standardabweichung Erregerfrequenz [rad/s]
Zeile 8: “D Mittelwert modale Dimpfung [dimensionslos]
Zeile 9: op Standardabweichung modale Ddmpfung
[dimensionslos]
Zeile 10:  ppo Korrelationskoeffizient D, 2 [dimensionslos]

3. Programmaufruf:
puemono

4. Ausgabedaten:
funk pue.dat: Enthilt Verteilungsfunktion der Uberschreitenswahrscheinlichkeit in
Abhéingigkeit von Wy zuly Waul bzw. Yri,zuly Yi,zul-

Bildschirm: erstes Moment und Wurzel aus zweitem zentralen Moment der Funktion [m
bzw. rad]

10.6 Programm puemulti

10.6.1 Allgemeine Aspekte

Das Programm puemulti berechnet fiir eine gewéhlte Eigenform die Wahrscheinlichkeit, daf
bei multifrequenter Anregung ein gegebener Grenzwert w (k] iiberschritten wird. Das unter-
suchte Problem ist vorteilhaft in Absolutverschiebungen zu formulieren. Das weitere Vorgehen
wird entsprechend geschildert.

Wie in Kapitel 8.4.3 beschrieben, sind zunichst die Beteiligungsfaktoren der einzelnen Moden
an den Antworten der einzelnen Lastanteile zu berechnen. Im Programm wird allgemein der
Zusammenhang von Gleichung (8.26) fiir die dominante Mode i ausgewertet (in diesem Fall
z.B. Mode 1 bei zwei Lastanteilen, Beteiligungsfaktor 1. Lastanteil 90 %, 2. Lastanteil 80 %):

Woeslk] = /wilk]2 + wolk]2 =
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= Wik + (1.0 0.9) - wi[k])? + (Wi o[K] + (L0 — 0.8) - wo[K])2 =

= \/(90,1,1 . V171 . ‘I’l[k}] +0.1- Wl[k])Q + (y()’l’g . 1/'1’2 . ‘I’l[k] +0.2- Wg[k])2
(10.14)

Die Gleichung wird fiir jede Realisation von «; ausgewertet. Dem Ergebnis wird die zugehorige
Wabhrscheinlichkeit fiir die Realisation zugeordnet. Anschlielend wird fiir einen gegebenen
Grenzwert untersucht, mit welcher Wahrscheinlichkeit er iiberschritten wird.

Die verwendeten Anregefrequenzen sind zeilenweise in die Datei Omega.dat einzugeben. Das
Programm liest die Anregefrequenzen ein, merkt sich die Anzahl und gibt sie zur Kontrolle auf
dem Bildschirm aus. Es sind maximal 100 Anregefrequenzen méoglich, bei mehr Eingabewerten
erfolgt ein Programmabbruch. Zudem ist eine Datei damping.dat zu erstellen, die die modalen
Dampfungen zeilenweise je Anregefrequenz enthilt. Zwar handelt es sich fiir alle modalen
Déampfungen um die gleiche Mode, dem Anwender ist jedoch die Méglichkeit gegeben, die
Déampfung fiir jede Anregefrequenz zu variieren. Die Anzahl der eingegebenen Dampfungen
muf} mit der Anzahl der Anregefrequenzen iibereinstimmen, ansonsten wird der Programmlauf
abgebrochen.

In der Datei beteil.dat sind die Beteiligungsfaktoren abzulegen, mit der die untersuchte Mo-
de sich an den Antworten auf die einzelnen Lastanteile beteiligt. Die Datei gesamt_ver.dat
enthélt die maximalen Gesamtantworten des Systems w[k] auf einen Lastanteil j und zwar
zeilenweise untereinander in der gleichen Reihenfolge wie die zugehorigen Anregefrequenzen
1. Danach sind in der Datei modale_ver.dat je Anregefrequenz €); die statischen moda-
len Verschiebungsgrofen g, ; einzugeben (zeilenweise untereinander in Reihenfolge j). Die
Bestimmung dieser Werte wird im folgenden erldutert.

Zuletzt wird die Datei eingabe multi.dat eingelesen, welche die Kennzahl der betrachteten
Mode und den Bereich fiir w,y,[k] enthalten mufl. Auch in diesem Fall hat der Anwender
eine untere und eine obere Grenze fiir den einzuhaltenden Wert w (k] einzugeben. Zudem
ist der Wert des Eigenvektors ¥;[k] einzugeben. Die Normierung der Eigenvektoren ist dem
Anwender iiberlassen.

Auf die Eingabemoglichkeit weiterer streuender Gréfien als Ergénzung zu jenen, welche die
streuende Eigenfrequenz reprisentiert, wird aufgrund des dann anfallenden enormen Auswer-
tebedarfs verzichtet. Nur so kann gewéhrleistet werden, daB der Anwender in angemessen
kurzer Zeit Parameterstudien ausfithren kann.

Zur Belegung der Dateien gesamt_ver.dat und modale_ver.dat wird das Vorgehen fiir ein
Einfreiheitsgradsystem und ein Mehrfreiheitsgradsystem im Anschlufl geschildert.

10.6.2 Einfreiheitsgradsystem

Im Falle des Einfreiheitsgradsystems gestaltet sich die Eingabe von @y ; und w,, wie im
Kapitel 10.5.2 fiir die monofrequente Anregung geschildert. Fiir den Fall der harmonischen
Krafterregung sind die Werte wp ; nach folgender Formel zu berechnen:

wo.; = FO,j
i Q? m
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Fy ; sind die Maximalamplituden der Last. Zudem ist die Maximalverschiebung w; fiir jeden
Lastanteil 7 zu bestimmen:

wj(t) = wj - g;(t) = wo,; - Vi (w, 25, Dj) - sin(2 — ;). (10.15)

Der Beteiligungsfaktor an der Antwort auf einen Lastanteil j betréigt fiir den Einmassen-
schwinger in jedem Fall 100 % = 1.0.

W,y ist die maximal zuldssige Absolutverschiebung, sie liegt direkt vor.

10.6.3 Mehrfreiheitsgradsystem

Fiir den Fall des Mehrfreiheitsgradsystems, dessen Antwort durch eine Eigenform i dominiert
wird, sind die Eingangswerte g ; j, wie in Kapitel 10.5.3 in Gleichung (10.13) gezeigt, fiir jede
Anregefrequenz {); zu berechnen:

vt
Q2@ Mo ¥] Q?mo,i

Yo,ij =

f; ist der zu €; zugehérige Lastvektor eines in Absolutverschiebungen formulierten Glei-
chungssystems.

Die Verschiebung des Systems w;[k](t) beziiglich jedes Lastanteil j berechnet sich nach:

Zyﬂ i, " zg wz;QjaDi,j) -, Sln( 72,] Zyzy v, Sln 'Yz,])

(10.16)

Der Wert w (k] liegt direkt vor.

Fiir den Fall, da8 die Schwingungsantwort durch keine Eigenform dominiert wird, ist das in
Kapitel 8.5.2 gezeigte Verfahren anzuwenden.

10.6.4 Berechnungsverlauf

Nach dem Einlesen wird fiir jede Realisation von «;(6) die zugehorige quadratische Verschie-
bungsgréfle aus den Beitrigen aller harmonischer Anregungen berechnet und diesem Wert
die Wahrscheinlichkeit der zugrundeliegenden Realisation zugeordnet. Es entsteht ein Da-
tenfeld mit quadratischen Verschiebungsgréfien und zugehorigen Wahrscheinlichkeiten. Der
vom Anwender gegebene Bereich fiir w,,; bzw. w,[k] wird dahingehend ausgewertet, daf fiir
diskrete Werte die Uberschreitenswahrscheinlichkeit bestimmt wird. Die Uberschreitenswahr-
scheinlichkeiten werden als Verteilungsfunktion in Wertepaaren in der Datei funk pue.dat
abgespeichert. Am Bildschirm wird fiir die Funktion das erste Moment und die Wurzel des
zweiten zentralen Moments ausgegeben.



108

KAPITEL 10. ANWENDERPROGRAMME

10.6.5 Manual fiir Programm puemulti

1. Eingabedateien in Programmverzeichnis (durch qeigenf erzeugt)

alpha nli.dat

2. Vom Anwender zu erstellende Dateien

eingabe multi.dat

Zeile 1: 1

Zeile 2: wy,, bzw.
Waul [k]u

Zeile 3: w,; bzw.
Waul [k']o

Zeiled:  W,[k]

Omega.dat

Verteilungsfunktion «; (nur maschinenlesbar)

Kennzahl der betrachteten Mode
zuléssige Verschiebungsgrifie,

untere Grenze [m bzw. rad]

zuléssige Verschiebungsgriofie,

obere Grenze [m bzw. rad]

Wert des Eigenvektors an der Stelle [k]

Zeile 1: €y 1. Anregefrequenz [rad/s]

Zeile j:  Q; j. Anregefrequenz [rad/s]

Zeile n: 2, n. Anregefrequenz [rad/s]

maximal n = 100 Eingaben zuléssig

damping.dat

Zeile 1:  D; modale Ddmpfung 1. Anregefrequenz [dimensionslos]
Zeile 2:  D; modale Ddmpfung j. Anregefrequenz [dimensionslos]
Zeile n: D, modale Didmpfung n. Anregefrequenz [dimensionslos]

entsprechend Omega.dat maximal n = 100 Eingaben zuldssig

modale_ver.dat

Zeile 1: wo,1 bzw.
Y0,i,1

Zeile 7: wo,j bzw.
Y0,i,j

Zeile n: Wo,, bzw.
'gO,i,n

gesamt_ver.dat

Zeile 1: w1 bzw.
w1 [K]

Zeile j: w; bzw.
w[k]

Zeile n: wy, bzw.
Wy [k]

modale Verschiebungsgrifle fiir Mode ¢
bei ©; [m bzw. rad]
modale Verschiebungsgrofle fiir Mode
bei €2; [m bzw. rad]
modale Verschiebungsgrifle fiir Mode 4
bei Q,, [m bzw. rad]

entsprechend Omega.dat sind maximal 100 Eingaben moglich

maximale Verschiebungsgrofie fiir Lastanteil 1

[m bzw. rad]

maximale Verschiebungsgrofle fiir Lastanteil j

[m bzw. rad]

maximale Verschiebungsgrofie fiir Lastanteil n

[m bzw. rad]

entsprechend Omega.dat sind maximal 100 Eingaben moglich
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3. Programmaufruf
puemulti

4. Ausgabedaten
funk pue.dat: Enthilt Verteilungsfunktion der Uberschreitenswahrscheinlichkeit in
Abhéngigkeit von w,y; bzw. y; ,u

Bildschirm: erstes Moment und Wurzel aus zweitem Moment der Funktion [m bzw. rad]

Abschlielend ist in einem Diagramm Abbildung 10.5 die Struktur aller Eingabe- und Aus-
gabedateien zur besseren Ubersicht iiber die zur Verfiigung stehenden Programme fiir die
untersuchte Eigenfrequenz ,,1“ zusammengefafit.

10.7 Zusammenfassung der Programme

Es sind Programme vorgestellt worden, die dem Anwender die Berechnung streuender Eigen-
kreisfrequenzen bei Annahme eines streuenden Masse- und Steifigkeitskennwerts ermdglichen.
Darauf aufbauend kénnen Uberschreitenswahrscheinlichkeiten gegebener AntwortgréBen be-
stimmt werden. Dafiir stehen Programme zur Behandlung monofrequenter und multifrequen-
ter Lasten zur Verfiigung. Beispiele mit Anwendung der Programme werden in Kapitel 12
vorgestellt.

Das Programmpaket ist ein leistungsfihiges Hilfsmittel zur stochastischen Untersuchung von
Systemen. Es ist fiir jene Systeme anwendbar, fiir die eine FE-Formulierung vorliegt. Fiir Ein-
freiheitsgradsysteme und Mehrfreiheitsgradsysteme mit einer dominanten Eigenform geben
die Programme zuverliissige Werte der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten aus. Bei Mehrfrei-
heitsgradsystemen mit mehreren mafigeblichen Eigenformen ist eine Parameterstudie erfor-
derlich. Da das Programm eine FE-Formulierung des Systems voraussetzt, ist es umfassend
einsetzbar auch in Bereichen auflerhalb des Bauwesens.

Mochte der Anwender zusétzlich eine streuende Gréfe einfithren, die bislang nicht als solche
vorgesehen ist, so kann dies mittels einer Parameterstudie und der anschlieBenden Berech-
nung der totalen Wahrscheinlichkeit geschehen: Fiir die deterministisch vorgesehene Grofle
werden mogliche Realisationen eingesetzt, die Ergebnisgrofie berechnet und diese Grofle mit
der Wahrscheinlichkeit der Realisation multipliziert. Nach Gleichung (7.9) ist die Gesamt-
wahrscheinlichkeit die Summe aller Einzelprodukte.
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Anwender Programmodul Ausgabe

stuetzstellen_2dim.dat

Erw2_2.dat
Erw3_2.dat

momente001.dat
rayleigh.dat — qe|genf ___ . alpha001l.dat

alpha_nl001.dat

<
eingabe_alpha.dat — puealpha
E— p_u
= funk_pue001.dat
eingabe_mono.dat —— puemono erstes Moment
—_—
Wurzel aus zweitem
zentralen Moment
eingabe_multi.dat
modale_ver.dat
funk_pue001.dat
gesamt_ver.dat . <
. — puemultl erstes Moment
damping.dat _—
om dat Wurzel aus zweitem
€ga.ca zentralen Moment
beteil.dat

Abbildung 10.5: Ubersicht iiber Ein- und Ausgabedateien



Kapitel 11

Saulenmodell

In diesem Kapitel wird ein Programm vorgestellt, mit dem sich der Ersatzmodelltyp ,,Sdulen-
modell“ untersuchen l48t. Dieses Modell hat sich in der praktischen Anwendung fir deter-
ministische Groflen besonders bewihrt. Die Einfithrung streuender Groflen ist fiir den Fall
gelenkig gelagerter Decken mit vertretbarem Aufwand moglich. Zudem fiithrt das Ersatzmo-
dell zu standardisierten Systemen, deren Systemmatrizen in einen Programmcode integriert
werden konnen. Es besteht aus stockwerkshohen Normalkraftstiben und angehidngten Ein-
massenschwingern, deren Kennwerte fiir bestimmte Auswertungen leicht angegeben werden
konnen (vgl. Kapitel 9).

Fiir die Modelltypen ,, Timoshenkogrundmodell®, , erweitertes Timoshenkomodell“ und ,, Ver-
tikalschwingungsmodell“ ist es nicht moglich, Programme zu entwickeln, die allgemein ein
beliebiges System abbilden und stochastisch berechnen kénnen. Zudem zeigte sich bei der
Untersuchung der Ersatzmodelle hinsichtlich ihrer Eignung fiir eine stochastische Berech-
nung, dal die Einfiihrung bestimmter streuender Gréflen Schwierigkeiten bei der Berechnung
der Vorwerte verursacht.

Fiir diese Modelle stehen die im Kapitel 10 beschriebenen Anwenderprogramme - aufbauend
auf geigenf - zu Verfiigung. Der Anwender hat dabei die Rayleigh-Kennwerte der Massen-
matrix und Steifigkeitsmatrix einzugeben. Dabei hat er die Moglichkeit, zur Erstellung eine
herkémmliche FE-Formulierung oder die Ersatzmodellformulierung zu verwenden. Letztere
bietet den Vorteil der reduzierten Anzahl an Freiheitsgraden.

Das Programm saeule berechnet die Quadrate der streuenden Eigenfrequenzen, das der
Anwender fir das Sdulenmodell mit gelenkig gelagerten Decken anstelle des in Kapi-
tel 10.3 beschriebenen Programms geigenf verwenden kann. Dafiir sind von ihm die
Geometrie-, Material- und Lastkennwerte einzusetzen. Die Modalanalyse und die Berechnung
der Rayleigh-multiplizierten Gréen erfolgt durch das Programm.

Enthalten ist in dem Programm die FE-Darstellung eines Sdulenmodells mit folgenden
Eigenschaften:

o Gebdude mit Wandscheiben und Streifenfundamenten in einer Richtung,
e cinachsig gelenkig gelagerte Decken,

e harmonische Anregung durch Rayleighwelle,
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e maximal zu beriicksichtigende Stockwerksanzahl: 5 (die Zahl ist fiir Flachbauten aus-
reichend),

e Beriicksichtigung der ersten Deckeneigenfrequenzen, d.h. jede Decke wird durch einen
Einmassenschwinger fiir gleichphasige und einen fiir gegenphasige Anregung abgebildet.

Mit dem Programm werden folgende Situationen streuender Gréflen untersucht:

e Elastizitdtsmodul der Siule streut normalverteilt,
o Elastizitdtsmodul der Decken streut normalverteilt,
e Massebelegung der Siule streut normalverteilt,

e Massebelegung der Decken streut normalverteilt.

FEine gewihlte Streuung, welche als Prozentsatz vom Mittelwert anzugeben ist, gilt fiir das
Gesamtsystem. Wird beispielsweise die Massebelegung der Decken als streuend angenommen,
streut die Massebelegung aller Decken mit der gleichen prozentualen Standardabweichung.
Zudem sind die Massebelegungen , 1“-korreliert, so da gleichzeitig Minimal-, Mittel- und
Maximalwerte erreicht werden.

Die Berechnung bei gleichzeitiger Beriicksichtigung streuender Masse und Steifigkeit der
Decken ist bei einer herkémmlichen FE-Formulierung des Systems mit den in Kapitel 10
vorgestellten Programmen ausfiihrbar.

Das Programm und zugehorige Eingabedateien stehen wie die im Kapitel 10 gezeigten Pro-
gramme unter www.bm.bv.tum.de zum Download zur Verfiigung.

Fiir dieses Programm wird auf Grundlage einer streuenden Grofie £ zur Losung des in Glei-
chung (5.11) vorgestellten Gleichungssystems die Erwartungswerte zweiter und dritter Ord-
nung benoétigt. Fiir die Auswertung des Losungsvektors werden die Stiitzstellen einer eindi-
mensionalen Standardnormalverteilung bendtigt (vgl. Kapitel 6.2). Die Werte wurden vorab
bestimmt und in den Dateien Erw2_1.dat (Erwartungswerte 2. Ordnung), Erw3_1.dat (Er-
wartungswerte 3. Ordnung) und stuetzstellen_1dim.dat abgelegt.

11.1 Programm saeule

Das Programm saeule berechnet aufgrund gegebener Geometriedaten und Materialkenn-
werte die Ersatzschwinger der Decken. Ist eine Streuung der Deckenparameter angegeben,
werden die stochastischen Ersatzschwingerkennwerte berechnet. Die Systemmatrizen werden
mit den Schwingerkennwerten und den deterministischen bzw. stochastischen Kenndaten fiir
die aufgehende EA-Siule erstellt. Eine deterministische Eigenwertuntersuchung fithrt zu den
Eigenvektoren und Rayleigh-multiplizierten Systemmatrizen. Die Streuung der Quadrate der
Eigenkreisfrequenzen wird bestimmt und in den Dateien alphas.dat und alpha nli.dat aus-
gegeben. Das Datenfeld in alphai.dat kann mit einem Programm zur Darstellung von Funk-
tionen oder einem Tabellenkalkulator als Graph dargestellt werden, mit alpha nls.dat erfolgt
die weitere Berechnung.
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Die Dateien momente Emodul _Saeule.dat, momente_Emodul Decken.dat,
momente m Saeule.dat bzw. momente m Decken.dat, welche je nach gewiinschter Aus-
wertung entstehen, enthalten fiir jede streuende Eigenfrequenz zeilenweise den Mittelwert,
die Standardabweichung und das dritte zentrale Moment.

Falls bei Massenstreuung zu grofle Standardabweichungen gewihlt werden, gibt das Pro-
gramm eine Warnung aus, fiir welche Eigenformen eventuell numerisch inkorrekte Werte zu
erwarten sind. Ein Programmabbruch erfolgt jedoch nicht.

Uberschreitenswahrscheinlichkeiten von Antwortgréfen sind mit dem Programm nicht zu
berechnen. So wie Vorlaufrechnungen bei den Ersatzmodellen nétig sind, erfordert die Be-
stimmung von VerschiebungsgréBen Nachlaufrechnungen. Mit ihnen sind die Verschiebungs-
grofen des ,,Originalsystems“ auf Grundlage der Ergebnisse des Ersatzsystems zu bestimmen.
Die Nachberechnungen beim Siulenmodell erfordern die Berechnung von Relativverschiebun-
gen. Soll eine Maximalverschiebung eingehalten werden, so ist die Relativverschiebung zweier
streuender Verschiebungen zu begrenzen. Fine Riickrechnung auf die zugehorigen Realisatio-
nen der beiden beteiligten Verschiebungsgréfien ist nicht eindeutig moglich. Nur eine grobe
Niherung (deterministische Annahme einer der beiden Verschiebungen) wiirde die Berech-
nung der Uberschreitenswahrscheinlichkeit erlauben. Eine zuverlissige Einschitzung der Sy-
stemreaktion kann dabei nicht mehr gewihrleistet werden.

Ist die Berechnung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten nétig, so sollte der Anwender eine
herkémmliche FE-Beschreibung des Systems verwenden und die in Kapitel 10 beschriebenen
Programme verwenden.

Abbildung 11.1 zeigt eine Ubersicht iiber Ein- und Ausgabedateien.

Anwender Programmodul Ausgabe

stuetzstellen_1dim.dat

Erw2_1.dat
Erw3_1.dat

|

e alpha_nli.dat
eingabe.dat . saeule — alphai.dat
fak.dat momente.dat

Abbildung 11.1: Ein- und Ausgaben fiir das Programm saeule
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11.2 Manual fiir Programm saeule

Fiir die Anwendung von saeule wird in einem Manual zusammengestellt, welche Dateien in
dem Berechnungsverzeichnis erforderlich sind, welchen Aufbau die vom Anwender zu erstel-
lenden Dateien besitzen miissen, wie das Programm zu starten ist und welche Ausgabedateien

erzeugt werden.

1. Eingabedateien

im Programmverzeichnis (bereits erzeugt, Download

www.bm.bv.tum.de, gelten fiir eine Basisgrofie £)

Erw2_1.dat
Erw3_1.dat

stuetzstellen_1dim.dat

Erwartungswerte 2. Ordnung
Erwartungswerte 3. Ordnung

2. vom Anwender zu erstellende Dateien:
eingabe.dat

Zeile 1:

Zeile 2:
Zeile 3:
Zeile 4:
Zeile 5:
Zeile 6:
Zeile T:
Zeile 8:
Zeile 9:
Zeile 10:
Zeile 11:
Zeile 12:
Zeile 13:
Zeile 14:
Zeile 15:
Zeile 16:
Zeile 17:
Zeile 18:
Zeile 19:
Zeile 20:

fak.dat
Zeile 1:

1
1-
2-
3 -
4 -
n

g

Kennwert der gewiinschten Auswertung
E-Modul der Sdule streut normalverteilt
E-Modul der Decken streut normalverteilt
Massebelegung der Siule streut normalverteilt
Massebelegung der Decken streut normalverteilt
Anzahl der Stockwerke (max. 5)

E-Modul Séule [N/m?]
Querschnittsfliche Sdule [m
Stockwerkshéhe [m]
Massebelegung Siule [kg/m?]

E-Modul Decke links [N/m?]

Deckendicke links [m)]

Stiitzweite links [m]

Massebelegung Decke links [kg/m?]

E-Modul Decke rechts [N/m?]

Deckendicke rechts [m]

Stiitzweite rechts [m]

Massebelegung Decke rechts [kg/m?]
Fundamentmasse [kg]

Realteil Steifigkeitskoeffizient Cw (vgl. [14])
Imaginirteil Steifigkeitskoeffizient Cw (vgl. [14])
Anregekreisfrequenz

Wellenldnge der Rayleighwelle
Fulpunktverschiebung der Siule

(Amplitude der Rayleighwelle)

’]

Standardabweichung vom Mittelwert [%]

Koordinaten der eindimensionalen Auswertung
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3. Programmaufruf
saeule

4. Ausgabedaten

alphai.dat Verteilungsfunktion «; (lesbar)
alphanli.dat Verteilungsfunktion «; (nur maschinenlesbar)

momente Emodul Saeule.dat Mittelwert,

momente Emodul Decken.dat Standardabweichung und
momente m _Saeule.dat drittes zentrales Moment
momente m Decken.dat fiir jede Eigenfrequenz



Kapitel 12

Anwendungsbeispiele

Zur Veranschaulichung der Anwendung der entwickelten Programme werden drei Beispiel-
systeme untersucht. Zunéichst wird ein Zweifreiheitsgradsystem betrachtet, fiir das die Pro-
gramme geigenf, puealpha, puemono und puemulti angewendet werden. Die Einfachheit des
Systems eignet sich besonders zum Kennenlernen der Programme. Alle Berechnungsschritte
des Anwenders lassen sich iibersichtlich dokumentieren, die zu berechnenden Matrizen und
Vektoren sind einfach zu ermitteln. Die Berechnung erfordert dennoch die Uberlegungen, die
fiir ein Mehrfreiheitsgradsystem anzustellen sind. Das Beispiel ist als Leitfaden fiir komplexe-
re Systeme zu verstehen. Jeder Rechenschritt ist ausfithrlich beschrieben, um dem Anwender
das Benutzen der Programme zu erleichtern.

Danach wird eine teileingespannte Decke mit streuendem Einspanngrad mit den Programmen
geigenf und puemono untersucht.

Zudem werden fiir ein Sdulenmodell mit dem Programm saeule streuende Eigenfrequenzen
berechnet.

Die Eingabe- und Ausgabedateien der Beispiele sind unter www.bm.bv.tum.de herunterzula-
den.

12.1 Beispiel Zweifreiheitsgradsystem

Abbildung 12.1 stellt das verwendete Zweifreiheitsgradsystem mit seinen Systemparametern
vor. Zur Sicherstellung hoher Transparenz des Verfahrens, wird bewuft ein einfaches Beispiel
mit kleinen Werten gewéahlt.

12.1.1 Erzeugung der Funktion fiir o
Deterministische Eingabe

Zunéichst wird die deterministische Steifigkeitsmatrix und Massenmatrix formuliert:

| kit ke —ko om0
KO—[ ks ko ]und Mo—[ 0 mg]'
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m; = 4 kg
J\/\/\/\/\/\/\/W M =3k
J\/\/\/\A/W\/LI I o~ 1000 n/m
G
e Wy = W, ¢, = ¢, = 10 Ns/m

W(t) = W, - Sin(2t)

Abbildung 12.1: Zweifreiheitsgradsystem

Eingesetzt fiir die Werte k; = 1000 N/m, ko = 500 N/m, m; = 4 kg und mg = 3 kg ergeben
sich die Eigenvektoren ¥; und ¥4y zu:

0.443 1.0
‘111:|: 10 ]und @2:[_0591]

Die deterministischen Eigenkreisfrequenzen betragen w; = 9.64 rad/s und we = 21.19 rad/s.

Die zugehérigen Rayleigh-multiplizierten GroBen ko ; = 7 Ko®; und mo,; = ¥ My¥; sind:

1. Eigenform: ko1 =352.4, mg; =3.78
2. Eigenform: ko,2 = 2265, mg o = 5.05.

Stochastische Eingabe

Fiir die stochastische Berechnung werden die Grolen ko und myo als streuend betrachtet.
ok, betrigt 30% vom Mittelwert (0%, = 150 N/m), 0., ist 10% des Mittelwerts (o,,, = 0.3

kg).

Die ,,stochastische® Steifigkeitsmatrix und Massenmatrix lauten:

I<1:|:o-k2 _0k2]und Mlz[o 0 :|
—Oky  Oky 0 om,

Thre Rayleigh-multiplizierten Gréflen sind:

1. Eigenform: kg =171, my,1 = 0.3
2. Eigenform: k1o = 229.5, myo = 0.1.

Anhand der Werte wird iiberpriift, ob es bei der Berechnung aufgrund der Verhéltnisse der
Massenwerte zu numerischen Instabilitdten kommen kann. Fiir beide Eigenfrequenzen sind die
Verhiltnisse mj /mg deutlich kleiner als 20%. Es sind somit keine numerischen Instabilitdten
zu erwarten.
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Berechnung

Zunichst wird die Datei rayleigh.dat fiir die erste Eigenform formuliert:

1 , Kennzahl Mode

352.4 , k01

3.78 , m01

171, k11

0.3 , mll

Die mit ,,,“ abgetrennten Kommentare dienen der Ubersicht und werden vom Programm

ignoriert. Im Verzeichnis, in dem die Berechnung gestartet wird, miissen zusétzlich zu
rayleigh.dat vorhanden sein: Erw2_2.dat, Erw3_2.dat, stuetzstellen 2dim.dat und das
Programm geigenf selbst.

Der Programmaufruf qeigenf erzeugt die Dateien momente001.dat, alpha0Ol.dat und
alpha nl001.dat. Die mit gnuplot erzeugte Funktion auf Grundlage von alpha001.dat
ist in Abbildung 12.2 dargestellt. Das Quadrat der streuenden zweiten Eigenkreisfrequenz ist
analog zu ermitteln.

P(ay):

0.9

alphaOOi —

08
07
06
05
04
03
02t

0.1

0 i L L L L L L L o 1
86 88 90 92 94 96 98 100 102 104

Abbildung 12.2: Wahrscheinlichkeitsfunktion P(c;)

12.1.2 Wahrscheinlichkeit fiir Frequenzbereich

Im folgenden Berechnungsschritt wird die Wahrscheinlichkeit berechnet, mit der die erste
bzw. zweite Eigenfrequenz in dem fiir das Beispiel frei gewihlten Bereich 12 rad/s < w; < 15
rad/s liegt.

Dazu wird die Datei eingabe_alpha.dat der ersten Grenze fiir die Mode 1 erzeugt mit:
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1 , Kennzahl Mode
12 , Omegal

Die Datei eingabe_alpha.dat der zweiten Grenze:

1 , Kennzahl Mode
15 , Omega2

Die ausgegebenen Ergebnisse sind zu subtrahieren: P(w; < 15) — P(wy < 12) = .997001891 —
.997000625 = 1.3 - 1076

Die Wahrscheinlichkeit von Werten im kritischen Bereich zwischen 12 rad/s < w; < 15 rad/s
ergibt sich fiir die zweite Eigenfrequenz zu 8.7 - 10 7.

12.1.3 Monofrequente Fuflpunkterregung

Im néchsten Schritt wird angenommen, dafl das System durch eine monofrequent-harmonische
Fulpunkterregung mit der Amplitude wg und der Frequenz ) belastet wird. Trotz des Lastfalls
,Fulpunkterregung® wird die Reaktion in Absolutkoordinaten formuliert und folglich ein
LHkrafterregtes® System untersucht. Fiir den eingeschwungenen Zustand ergibt sich dabei das
nach den Absolutverschiebungen w zu lésende deterministische Gleichungssystem zu:

ki+ ko —ko w1 c1+cy —co w1 mi 0 W1 .
+ . + .. =
—kQ k’2 w2 —C9 C2 w2 0 mo w2

_ [ VT + Q% - wy ]

0
(12.1)
Der Lastvektor f(t) ergibt sich aus der Summe
o kl - Wo (t) Ci- ’d)()(t)
= [ M0 |4 [ O],
Fiir eine harmonische Schwingung ist wo(t) = wpsin(Qt) und wo(t) = Q - wpcos(Q) =

Q - wosin(Qt + F). Aus beiden Anteilen A; - sin(€Q2t — +;) wird eine gemeinsame Funktion
A-sin(Qt—v) = >, A;sin(2t —+;) ermittelt. Die Amplitude A berechnet sich nach Bronstein,
Semendjajew [16]:

A

\/A% =+ A% + 2A1A2 COS(’)’l — ’)’2) =

= \/(Ic%wo)2 + (Qc1wo)? + 2(kwo) (Qerwo) cos(g -0)=

= \/(k;%wo)Z =+ (ch’wo)Z.

Der Phasenversatz - ist unerheblich und wird zu null gewéhlt, da im eingeschwungenen Zu-
stand der Beginn des Betrachtungszeitraums beliebig gewahlt werden kann.
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Im folgenden werden zwei Fille untersucht: Zum einen wird nur « als streuende Gréfie behan-
delt und alle anderen Eingaben als deterministisch angesehen; zum anderen werden sowohl
Amplitude als auch Anregefrequenz zuséitzlich als streuend eingefiihrt.

Zunichst werden mit einer deterministischen Berechnung die Beteiligungsfaktoren der Mo-
den fiir eine Last mit einer Amplitude wy = 2 mm und mit einer Frequenz von 1.5 Hz =
9.42 rad/s berechnet. Da die Anregefrequenz nahe an der ersten, deterministisch berechneten
Eigenfrequenz von 9.64 rad/s liegt, ist zu erwarten, dafi die Antwort mafigeblich von der er-
sten Eigenform bestimmt wird. Die generalisierten Lasten betragen fiir diesen Fall: f'=0.890,
f3=2.009.

Die Gesamtantwort des Systems ergibt sich aus modaler Superpostion zu:

1

%
— Z Ji
o Rod - 52+ (2D

Zur Bestimmung der Beteiligungsfaktoren wird der Phasenversatz der modalen Beitrige ver-
einfacht zu null angenommen. Beide Eigenfrequenzen liegen iiber der Anregefrequenz (vgl.
Kapitel 8.1).

. ‘I’z’ . Sin(Qt - ’)’i)- (12.2)

Die modalen Dampfungen D; werden nach der Bequemlichkeitshypothese mit den ,genera-
lisierten“ Dampfungen ¢; = \Il;fFC\Ili, den Eigenkreisfrequenzen w; und den generalisierten
Massen my; berechnet zu: Dy = ¢1/(2mp,1w1) = 0.07 und Dy = cp/(2myp 2w2) = 0.165

Der Verschiebungsvektor mit den Maximalverschiebungen zur Bestimmung der Beteiligungs-

faktoren ergibt sich zu:

kfl . = = .\Ill_|_fak_]g.2 . =
o1 U= 52+ (2D 3 02 (- 52 + (2D )’

Die Definition von fak ist Kapitel 8.3 zu entnehmen. In diesem Fall liegen beide Eigenfre-
quenzen iiber der Anregefrequenz und damit ist fak=1. Mit den vorab bestimmten Werten

ergibt sich :
S N 0.00895 (]
|l we | | 00171 )

Als nicht zu iiberschreitender Grenzwert ist fiir den Kopfpunkt des Systems ws ein Wert von
1.75 cm vorgegeben. Die Beitrége der einzelnen Moden zur Kopfpunktverschiebung werden
bestimmt nach:

w = fak -

-y,

fi 1

Beitrag Mode i = | fak -
ko \/(1_2 )2+ (2D; )2

@,[2] | /wl2). (12.3)

Nach Auswerten der beiden modalen Beitrige zeigt sich, dafl die erste Mode wie erwartet den
mafgeblichen Einflufl auf die Kopfpunktverschiebung hat:

1
Beitrag Mode 1: — | 2% [443] | /[0.0171] = 104%.

3514 \/ 1_ 942)2 T2 0_07%)2

0. 64)2
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Die zweite Mode besitzt entsprechend einen Anteil von -4 % an der Kopfpunktverschiebung.
Fiir die einzuhaltende Grenze von 1.75 cm steuert die erste Mode demzufolge einen Beitrag
von 1.04 - 1.75 cm = 1.82 cm bei. Die Forderung zur Formulierung von ¥ ,,; in [m] lautet
somit:

Y1ou - O1[2) = Y1t - 1.0 < Wi _[2] = 1.04-0.0175 = 0.0182
- Y1 = 0.0182[m].

Y1,7u hat damit den Wert von 0.0182 m einzuhalten. Um die Sensitivitét des Systems hinsicht-
lich des vorgegebenen Grenzwerts festzustellen, wird fiir y; 5, der Bereich 0.0 m < y1 . <
0.025 m untersucht, der den Grenzwert y; ,,= 0.0182 m enthélt.

Der vorhandene Wert o1 bezogen auf die Vergréflerungsfunktion der fupunkterregten
Schwingung, welche im Programm puemono umgesetzt ist, ergibt sich aus Gleichung (10.13):

o7t

— 1% _0.0026 m.
Q2eTM, ¥, m

Yo,1

Antwort bei nur streuender Eigenkreisfrequenz

Damit liegen zur Bestimmung der streuenden Eigenkreisfrequenz die Eingangsdaten fest und
die Datei eingabe_mono.dat ist wie folgt zu formulieren:

1 , Kennzahl Berechnung (nur alpha streuend)
1 , Kennzahl der Mode
0.0 , zul. mod. Verschiebung, untere Grenze

0.025 , zul. mod. Verschiebung, obere Grenze
0.0026 , modale Verschiebung

9.42 | Erregerfrequenz

0.07 , modale Diampfung

. 1
Db (yl ,zul ) ' pue_funk001.dat

0.8

0.6

0.4

0.2

0 . . .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 yl ,ZUl

Abbildung 12.3: Funktion der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten Pi (Y1, 2ul)
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Die Uberschreitenswahrscheinlichkeit betragt etwa 15 % fiir y1 5,y = 0.0182 m. Die Funktion
der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten in Abhéingigkeit der zulissigen modalen Verschiebung
ist in der Datei pue_funk001.dat enthalten. Am Bildschirm wird das erste Moment der Funk-
tion zu 0.0138621407 m ausgegeben. Die Wurzel aus dem zweiten zentralen Moment betrigt
8.4577449E-06 m. Die Funktion der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten ist in Abbildung 12.3
dargestellt.

Uberpriifung der Beteiligungsfaktoren mit dem S-Punkt

Die Uberpriifung der Beteiligungsfaktoren mit dem S-Punkt wurde fiir den Anwender nicht in
einem Programm aufbereitet. Da die Neuberechnung der Beteiligungsfaktoren zumeist iterativ
zu erfolgen hat, ist sie in der Praxis zu aufwendig (vgl. Kapitel 8.4.2). Der Vollstandigkeit
halber wird das Verfahren kurz geschildert.

Um das Systemverhalten und die Beteiligungsfaktoren besser einschéitzen zu kénnen, wird
fiir die erste Eigenfrequenz der S-Punkt zugehorig zu einer einzuhaltenden maximalen Ver-
grofierung von 0.0182/0.0026 = 7.0 gesucht. Als Mittelwerte der zweidimensionalen Nor-
malverteilungsdichte werden die generalisierten Groflen pg, = 351.4 N/m, o, = 17.1 N/m,
My, = 3.78 kg und o,,,, = 0.3 kg eingesetzt. Abbildung 12.4 zeigt den Bereich, fiir den die
Parameterkonstellationen Steifigkeit/Masse kein Uberschreiten der Grenze ergeben.

7300
my

Abbildung 12.4: Parameterkonstellationen fiir V' < 7.0

Der B-Punkt hat die Koordinaten k3 = 350.4 N/m und m; g = 3.84 kg. Zur Bestimmung
der sich daraus ergebenden Beteiligungsfaktoren miifite die Steifigkeitsmatrix mit dem Fak-
tor 350.4/351.4 = 0.997 und die Massenmatrix mit dem Faktor 3.84/3.78 = 1.02 multi-
pliziert werden. Damit miifite neuerlich eine deterministische Modalanalyse ausgefiihrt, die
Gesamtantwort neu bestimmt und die Beteiligungsfaktoren berechnet werden. Die Grofien-
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ordnung der Korrekturfaktoren zeigt, dafl sich die Beteiligungsfaktoren der beiden Moden
an der Verschiebung w[2] nur unerheblich &ndern wiirden. Die dominante Rolle der ersten
Mode ist dadurch bestitigt. Auf eine Neuberechnung der Uberschreitenswahrscheinlichkeit
mit neuen Beteiligungsfaktoren wird somit verzichtet. Allerdings stellt die Multiplikation der
Systemmatrizen mit den Faktoren bereits eine gewisse Nidherung dar, da die nichtstreuenden
Parameter (k; und m;) ebenfalls verdndert werden.

Antwort bei zusitzlich streuender Amplitude und Anregefrequenz

Das Zweifreiheitsgradsystem mit den gezeigten streuenden Masse- und Federkennwerten soll
durch eine Fulpunkterregung mit streuender Amplitude und Anregefrequenz belastet werden.
Fiir die Mittelwerte der Amplitude und Anregefrequenz werden die zuvor deterministischen
Werte wy = 2 mm und Q = 9.42 rad/s verwendet. Als Standardabweichung werden jeweils 5%
vom Mittelwert und ein Korrelationskoeffizient von 0.99 angesetzt. Fiir diesen Fall ist ebenfalls
die Datei eingabe _mono.dat zu formulieren. Fiir Grenzwerte und Beteiligungsfaktoren werden
die deterministischen Ergebnisse als Naherungen beibehalten.

) , Kennzahl Berechnung
1 , Kennzahl der Mode
0.0 , zul. mod. Verschiebung, untere Grenze

0.025 , zul. mod. Verschiebung, obere Grenze
0.0026 , Mittelwert modale Verschiebung
0.00013 , Standardabweichung modale Verschiebung (0.05 - 0.0026)

9.42 , Mittelwert Erregerfrequenz
0.47 , Standardabweichung Erregerfrequenz (0.05 - 9.42)
0.99 , Korrelation
0.07 , modale Ddmpfung
pu (yl,zul) ! ' ' pue_fL‘JnkOOl.dat

0.9

0.8

0.7

0.6

05

0.4

0.3
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0.1

0

. . .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 yl ,ZUl

Abbildung 12.5: Funktion der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten Pi(Y1,2u)

Die Auswertung bendétigt eine lingere Rechenzeit als im Fall der lediglich streuenden Ei-
genfrequenz. Fiir y; ,,; = 0.0182 m ist die Uberschreitenswahrscheinlichkeit von zuvor 15 %
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auf 28 % gestiegen. Es gibt etliche Realisationen der Last, die eine Anregefrequenz in noch
groflerer Nahe der Eigenfrequenz besitzen bzw. Realisationen mit héherer Amplitude.

Die Funktion der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten in Abhingigkeit von der zulissigen mo-
dalen Verschiebung ¥, ist wiederum in der Datei pue_funk001.dat enthalten. In Abbildung
12.5 ist die Funktion dargestellt.

Die Funktion ist weniger steil als jene der Abbildung 12.3. Sie erstreckt sich iiber einen weite-
ren Bereich. Der Wert, bei dem die Uberschreitenswahrscheinlichkeit zu null wird, ist groBer
als im zuvor behandelten Fall. Andererseits sinkt beispielsweise fiir den Verschiebungswert
0.01 m die Uberschreitenswahrscheinlichkeit . Die Streuung der Anregefrequenz und Verschie-
bungsamplitude fiithrt somit zu Parameterkonstellationen des Systems, die sich bereichsweise
giinstig aber auch ungiinstig auf die Uberschreitenswahrscheinlichkeit auswirken.

12.1.4 Multifrequente Fullpunkterregung

Im néchsten Schritt wird das System fiir den Fall zweier harmonischer Fufipunktanregungen
untersucht. Fiir die Anregungen wird die gleiche Amplitude von 2 mm und fiir die Anregefre-
quenzen 4 Hz = 25.13 rad/s und 5 Hz = 31.42 rad/s angesetzt. Fiir diesen Fall wird gewéhlt,
daf§ die Verschiebung w[1] den Wert 0.5 cm nicht iiberschreiten darf.

Die Verschiebung w1[1](t) infolge Lastanteil 1 und die Verschiebung ws[1](¢) infolge Lastanteil
2 berechnet sich fiir zwei Moden nach:

2
wil1](t) = w01 - Vi(wi, @, Diy) - (1] sin(Qut — i)
i=1

2
woll](t) =) w042 - Viz(wi, Q2, Di2) - ¥4[2) sin(Qat — 7 2)- (12.4)

=1

Der Phasenversatz wurde fiir alle Beitrége vereinfacht zu v; ; = m angenommen. Die Antwor-
ten w;[1] betragen fiir w;[1](¢) = w;[1] - g;(?):

wi[l] = —0.0018
wo[l] = —0.00084.

Sie sind in der Datei gesamt_ver.dat abzulegen:

-0.0018 , wl - Omegal
-0.00084 , wl - Omega2

Der Beitrag beider Eigenformen zu den Verschiebungen w;[1] wird nach Gleichung (12.5)
jeweils fiir 7= 25.13 rad/s und Q9= 31.42 rad/s berechnet:

fig !

Beitrag Mode 7 = | fak -
ko, 02 Q.
Y- B+ eni, %

wl | will. (12:5)
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Da beide Anregefrequenzen gréfler als die beiden Eigenfrequenzen sind, ist in allen Fillen
fiir fak der Wert -1 einzusetzen. Die Berechnung aller anderen Werte ist dem Kapitel 12.1.3
analog fiir jeden Lastanteil j zu entnehmen. Es zeigt sich, da8 fiir die Verschiebung w;[1] die
zweite Mode einen Beitrag von 89 % auf die Anregung mit 4 Hz und einen Beitrag von 85 %
auf die Anregung mit 5 Hz liefert.

Die Datei beteil.dat ist demnach fiir die stochastische Untersuchung der zweiten Mode zu
formulieren:

0.89 , Beteiligung - Omegal
0.85 , Beteiligung - Omega?2

Um eine Sensitivitdt hinsichtlich des vorgebenen Grenzwerts zu bestimmen, wird fiir w,,;[1]
ein Bereich von 0.0 m < w,,[1] < 0.010 m gewihlt. In der Datei eingabe multi.dat ist fiir
einen gewihlten Bereich einzutragen:

2 , Kennzahl der Mode

0.0 , zuldssige Verschiebung, untere Grenze
0.010 , zulissige Verschiebung, obere Grenze
1.0 , Psi2[1]

In die Datei Omega.dat werden die Anregefrequenzen in [rad/s| eingetragen:

25.13 , Omegal
31.42 |, Omega2

In der Datei damping.dat stehen die (unabhingig von der Anregefrequenz) gleichen modalen
Dampfungen unter Zugrundelegung der Bequemlichkeitshypothese:

0.165 , D2 - Omegal
0.165 , D2 - Omega?2

Danach ist die Datei modale_ver.dat zu formulieren:
T

1170,2,' = fak —_—
I Q2 wIM, ¥,

-0.00065 , y2 - Omegal
-0.00042 , y2 - Omega?2

Fiir den Wert w,,;[1] = 0.5 cm ergibt sich eine Uberschreitenswahrscheinlichkeit von 0%. Das
erste Moment der Funktion betragt 0.00198825845 m, die Wurzel aus dem zweiten zentralen
Moment 3.6142859E-08 m. Wird in einer Parameterstudie die modale Dampfung fiir beide
Moden auf D = 0.07 herabgesetzt, steigt das erste Moment auf 0.00246923139 m und die
Wurzel aus dem zweiten Moment auf 1.51214461E-07 m an.
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Die Funktionen der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten fiir beide Démpfungen sind fiir den
gewihlten Bereich von 0.0 < w,,;[1] < 0.01 in Abbildung 12.6 dargestellt.

pii(wzul [1]) .

pue_fuk002.dat D=0.165
pue_fuk002.dat D=0.070 -------

0.8

0.6

0.4

0.2

0

L \\\~n L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 Waul [1]

Abbildung 12.6: Funktionen der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten p;(w ai[1])

12.1.5 Keine dominante Eigenform - Parameterstudien

Bei den bislang untersuchten Beispielen zeigte jeweils eine Mode eine dominante Beteiligung
an der Schwingungsantwort. In einem abschlielenden Beispiel soll das Vorgehen gezeigt wer-
den, wenn beide Eigenformen des Zweimassenschwingers etwa gleichen Einfluf} haben.

Dazu wird das monofrequent belastete System aus Kapitel 12.1.3 betrachtet. Zur Vereinfa-
chung wird auf eine Massenstreuung verzichtet und lediglich die Federsteifigkeit ko als streu-
end betrachtet.

Als Last wird eine harmonische Fufipunkterregung mit wy = 2 mm und einer Anregekreis-
frequenz von © = 15 rad/s angenommen, die zwischen den Eigenfrequenzen w; = 9.64 rad/s
und wy = 21.19 rad/s liegt.

Analog, wie in Kapitel 12.1.3 geschildert, werden die Beteiligungsfaktoren der Moden fiir die-
sen Lastfall bestimmt. Die Mode 1 tragt 65 % zu der Kopfpunktverschiebung bei, die Mode 2
die restlichen 35 %. Der Einflul der Mode 1 ist zwar immer noch deutlich, jedoch nicht
mehr eindeutig dominant. Um einen Bereich méglicher Uberschreitenswahrscheinlichkeiten
zu gewinnen, wird eine Parameterstudie durchgefiihrt. Fiir die Federsteifigkeit ks wird zur
Bestimmung der Beteiligungsfaktoren neben ihrem Mittelwert auch der Wert Mittelwert +
Standardabweichung = 650 N/m und der Wert Mittelwert - Standardabweichung = 350 N/m
eingesetzt. Fiir ko = 650 N/m ergibt sich ein Beteiligungsfaktor der zweiten Mode von 70 %,
fiir ko = 350N/m von 59 %. Fiir diese Beteiligungsfaktoren wird die Wahrscheinlichkeit be-
rechnet, daf} ein Verschiebungsgrenzwert iiberschritten wird. Fiir die Kopfpunktverschiebung
w[2] soll diesmal ein Maximalwert von 0.8 cm gelten.

Zunichst wird das Quadrat der streuenden Eigenkreisfrequenz der ersten Mode berechnet. Da,
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die Masse mgy deterministisch angenommen wird, ist die Verteilung neuerlich zu bestimmen.
Die Eingabedatei rayleigh.dat unterscheidet sich von der in Kapitel 12.1.1 vorgestellten
Eingabedatei jedoch lediglich im Wert der Rayleigh-multiplizierten Massenmatrix my 1. Statt
des Wertes 0.3 ist 0.0 einzutragen.

Danach werden die einzuhaltenden modalen Beitriige fiir die einzelnen Beteiligungen an w|2]
bestimmt.

59% ¢ Y- ®1[2] = Y100 - 1.0 < 0.59 - 0.008 — g,y = 0.00472
65% : Y1z ®1[2] = Y1 - 1.0 < 0.65 - 0.008 — g1,y = 0.0052
70% ¢ Y1ou- ®1[2] = 1w - 1.0 < 0.70 - 0.008 — g1,y = 0.0056.

Die Eingabedatei eingabe mono.dat wird so formuliert, dafl im Bereich der zuléssigen mo-
dalen Verschiebungen 0.0 < y; 5, < 0.06 alle drei einzuhaltenden modalen Werte enthalten
sind:

1 , Kennzahl Berechnung

1 , Kennzahl der Mode

0.0 , zul. mod. Verschiebung, untere Grenze
0.06 , zul. mod. Verschiebung, obere Grenze

0.0026 , modale Fulpunktverschiebung
15.0 , Erregerfrequenz
0.07 , modale Dampfung

Fiir den Beteiligungsfaktor 59 % betrigt die Uberschreitenswahrscheinlichkeit 1.2 %, fiir den
Beteiligungsfaktor 65 % 2.6 -10~° und fiir den Beteiligungsfaktor 70 % 2.3 -10~°. Somit ist ein
Bereich fiir eine mogliche Uberschreitenswahrscheinlichkeit abgesteckt. Dem Anwender steht
es frei, weitere Parameter fiir die Federsteifigkeit zu untersuchen.

12.2 Anwendung auf teileingespannte Decke

12.2.1 Streuender Einspanngrad

Die Programme werden auf das in Abbildung 12.7 dargestellte ungedimpfte System ange-
wendet.

Hierbei handelt es sich um ein Beispiel, welches eine typische praktische Fragestellung dar-
stellt: Es wird die Wahrscheinlichkeit gesucht, mit der eine einzuhaltende Anforderung hin-
sichtlich der Schwingschnellen der Decke iiberschritten wird, wenn der Einspanngrad der
Decke nicht genau ermittelbar ist.

Der Einspanngrad, ausgedriickt durch die Drehfedern an den Auflagern, wird als streuend
angenommen. Es wird eine Federsteifigkeit von 1-10® N/m gewiihlt, die eine mittlere Ein-
spannung zwischen gelenkig gelagert und Volleinspannung bewirkt. Die Standardabweichung
der Federsteifigkeit soll 20 % vom Mittelwert betragen. Es wird ein Deckenstreifen von 1 m
Breite untersucht.
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Fiir das System wird gefordert, daB in Deckenmitte (dem Lastangriffspunkt sowie Punkt
maximaler Verschiebung und Schwingschnelle) eine Schwingschnelle von 1 mm/s nicht iiber-
schritten wird. Fiir die gegebene Anregefrequenz von 30 Hz bedeutet dies umgerechnet, dafl
eine Verschiebung in Deckenmitte von (1 mm/s) /(27-30) = 5.31-10~* cm nicht iiberschritten
werden darf.

l=6m
E = 30 - 109 N/n?
_ | = 0.0025 m*
Fosin(«t) 5
k,(6) l k,(6) m = 800 kg/m

@ u, =1-108 N/m

_ . 7
oy, = 2+ 107 N/m

! |
‘ Fo = 200 N
Q = 30 Hz

Abbildung 12.7: Teileingespannte Decke

Fiir die Berechnung wird das System mit einer FE-Darstellung mit 10 Elementen mit glei-
cher Elementlinge (entspricht 20 Freiheitsgraden) formuliert. Das Vorgehen gestaltet sich in
folgenden Schritten:

1. Im ersten Schritt wird eine deterministische Modalanalyse des Systems ausgefiihrt. Es
wird zudem berechnet, wie grofl der EinfluBl der einzelnen Moden auf die untersuchte
Verschiebung ist. Zunéchst werden die Eigenfrequenzen und Eigenformen bestimmt. Die
ersten vier Eigenfrequenzen betragen beispielsweise fi = 21.7 Hz, fo = 63.3 Hz, f3 =
128.8 Hz und f4 = 218.7 Hz. Zudem werden die generalisierten Steifigkeiten und Massen
aller Moden berechnet. Fiir Eigenformen, welche durch das verwendete FE-Programm so
normiert sind, dal die generalisierten Massen jeweils den Wert 1 besitzen, ergibt sich fiir
die generalisierten Steifigkeiten der ersten vier Moden beispielsweise kp 1 = 1.864E+04,
ko2 = 1.582E405, ko3 = 6.550E+05 und ko4 = 1.889E+07 (Der Index 0 bezieht sich
auf die deterministische Berechnung mit Mittelwerten). Die modalen Lasten der ersten
vier Moden lauten bei gleicher Normierung: f; = 4.33 , f5 = 0.005 , f3 = -3.99 und

fi =0.051.
Die Gesamtantwort des ungeddmpften Systems ergibt sich aus modaler Superpostion
zu:

* 1
t) = L — . W, . sin(Q — ;). 12.
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Die Eigenkreisfrequenzen berechnen sich mit w; = 27 f;. Da keine Dédmpfung vorhanden
ist, betrigt der jeweilige Phasenversatz ; entweder null oder 7. Fiir die Mode 1 ist er
7 (w1 < ), alle anderen 9,73, ... werden null (we > Q,wg > Q,...). Der Wert fak der
ersten Mode ist damit -1, alle iibrigen Werte fak betragen 1.

Anschliefend werden die Beitrdge der einzelnen Moden zur Verschiebung in Feldmitte
(im Vektor der Verschiebungsgrofien bei der gewéhlten FE-Beschreibung das 10. Ele-
ment) berechnet nach:

: . fi 1
Beit Mode i = ko= ¥, [10]. 10]. 12.
eitrag Mode i (fa kos L= 2/w?] i[10]. | /w(10] (12.7)

Die Verschiebung in Feldmitte ergibt sich zu —5.38- 109 sin(Q¢). Nach Auswerten aller
modalen Beitrige nach Gleichung (12.7) zeigt sich, daf§ die erste Mode den mafigeblichen
EinfluB auf die Verschiebung in Feldmitte hat (¥;[10] = [.2163 - 107!] bei gegebener
Normierung):

Beitrag Mode 1 :

4.33 1 . e
((—1). oo 1 [T (%30)2/(%21'7)2'[.2163 .10 ]) /[-5.38-1076] =

= 102% ~ 100%. (12.8)

Dies war zu erwarten, da die Anregefrequenz in der Nidhe der ersten Eigenfrequenz
liegt und zudem die Lastgeometrie die Moden mit ungerader Ordnungszahl anregt. Im
folgenden wird nur der Beitrag der ersten Mode betrachtet.

2. Im néchsten Schritt werden die stochastischen Gréfen zur Ermittlung der streuenden
Eigenfrequenz berechnet. Fiir die streuende Drehfederkonstante wird die ,,stochastische
Steifigkeitsmatrix“ formuliert. Sie ist lediglich an den Stellen [1,1] (Verdrehung am linken
Auflager) und [20,20] (Verdrehung am rechten Auflager) mit oy, = 2- 107 N/m besetzt.
Mit dem zuvor ermittelten Eigenvektor ¥, der Mode 1 wird die Rayleigh-Multiplikation
ausgefithrt. Fiir ky ; ergibt sich der Wert 1.317E+03.

Auf Grundlage der deterministisch berechneten generalisierten Gréflen und
der Rayleigh-multiplizierten stochastischen Steifigkeitsmatrix ist die Eingabedatei
rayleigh.dat wie folgt zu formulieren:

1 , Kennzahl Mode

1.864E+04 , k01

1. , m01

1.317E+03  , k11

0 , m11 (kein streuender Masseparameter)

Zusdtzlich zu rayleigh.dat miissen die Dateien Erw2_2.dat, Erw3_2.dat,
stuetzstellen 2dim.dat und das Programm geigenf im Verzeichnis vorhanden sein.
Der Programmaufruf qeigenf erzeugt die Dateien momente001.dat, alpha0O01.dat
und alpha n1001.dat.
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3. Das Programm puemono berechnet die Uberschreitenswahrscheinlichkeit, mit der ein ge-

gebener Verschiebungsgrenzwert iiberschritten wird. Die vorhandene modale Verschie-
bung 9o,1 wird nach Gleichung (10.13) bestimmt:

fi 4.33 »
_ - —1.218-10 4 m. 12.9
Doy (2730)2 - 1 o (12.9)

Yo,1

Der einzuhaltende modale Beitrag, damit eine Verschiebung in Feldmitte von 5.31 - 106
m nicht iiberschritten wird, berechnet sich mit dem Verschiebungswert des ersten
Eigenvektors in Feldmitte ¥,[10] = .2163E-01 zu:

Y120 - P1[10] < 5.31-107% — gy Ly < 2451077 (12.10)

Um die Sensitivitit der Uberschreitenswahrscheinlichkeit hinsichtlich des einzuhalten-
den Grenzwerts einschitzen zu kénnen, wird der den Wert von 2.45-10~* enthaltende Be-
reich [0.0, 4.0-10~*] untersucht. Entsprechend wird die Eingabedatei eingabe mono.dat
formuliert:

1 , Kennzahl Berechnung

1 , Kennzahl der Mode

0.0 , zuldssige modale Verschiebung, untere Grenze
4.E-04 , zuldssige modale Verschiebung, obere Grenze
0.1218E-03 , modale Verschiebung

188.5 , Erregerfrequenz

0. , modale Dampfung

Abbildung 12.8 zeigt die Funktion der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten. Das Pro-
gramm gibt als erstes Moment den Wert 0.000235573296 und als Wurzel aus dem zwei-
ten zentralen Moment den Wert 5.91733888E-10 aus.

.“ 1
pu (yzul s 1 ) ' ' puequnkOOl.dét

0.9
0.8
0.7
0.6
05
0.4
0.3
0.2

0.1

0

L L L L L L
0 5e-05 0.0001  0.00015 0.0002  0.00025 0.0003 0.00035 0.0004  0.00045 yzul,l

Abbildung 12.8: Funktion der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten pg (w,y;)

Die Uberschreitenswahrscheinlichkeit des einzuhaltenden modalen Grenzwerts Y1, ul =
2.45 - 10~* m und damit die Wahrscheinlichkeit, da die vorgegebene Schwingschnelle
iiberschritten wird, betréigt anhand von Abbildung 12.8 knapp 30 %.
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Der Anwender hat nun zu entscheiden, ob ihm diese Wahrscheinlichkeit als tragbar erscheint
oder ob konstruktive Verdnderungen am System vorgenommen werden miissen.

Das Beispiel entspricht den von Breitsamter [14] gewéhlten Decken fiir das Sdulenmodell. Es
zeigt sich, wie einfach sich die Deckenreaktion ohne das Sdulenmodell fiir einen streuenden
Einspanngrad berechnen 148t. Bei Verwendung des Sdulenmodells wire die Berechnung nur
mit grofem Aufwand und unter groben Niherungen moglich.

12.3 Anwendung auf Sidulenmodell

Mit dem Progamm saeule wird das von Breitsamter [14] beschriebene Beispiel eines zweige-
schossigen Gebdudes mit gelenkig gelagerten Decken gleicher Stiitzweite untersucht.

Berechnet werden die streuenden Eigenfrequenzen des Systems. Dabei wird der Einflu} der
Streuung der Eingangsgriofien Elastizitdtsmodul der Sdule und Massebelegung der Decken auf
das Ergebnis untersucht. Es ergeben sich theoretisch 11 Eigenfrequenzen , wobei vier davon
doppelt vorkommen, so daf} sich die Zahl der zu betrachtenden Moden auf sieben reduziert.

12.3.1 Streuender Elastizititsmodul der reprisentativen Siule

Der Elastizitdtsmodul wird als normalverteilte Zufallsvariable angenommen. Die Standard-
abweichung op wird so gewéhlt, dafl sie Werte von 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 16, 18,
20, 22, 24, 26, 28 und 30 % des Mittelwertes von 30000 MN/m? annimmt.

Als Last wird eine Fupunkterregung mit einer Frequenz von 10 Hz und eine zugehorige
Wellenlinge von 24 m angenommen. Die Amplitude der Fulpunktverschiebung betrigt 1 mm.

Die Datei eingabe.dat ist wie folgt zu besetzen:

Zeile 1: 1 , Kennwert der gewiinschten Auswertung
Zeile 2: 2 , Anzahl der Stockwerke

Zeile 3: 30e9 , E-Modul Séule

Zeile 4: 0.25 , Flache Saule

Zeile 5: 3.0 , Stockwerkshohe

Zeile 6: 625. , Massebelegung Séule

Zeile T: 30e9 , E-Modul Decke links

Zeile 8: 0.3 , Deckendicke links

Zeile 9: 6.0 , Stiitzweite links

Zeile 10: 800 , Massebelegung Decke links

Zeile 11: 30e9 , E-Modul Decke rechts

Zeile 12: 0.3 , Deckendicke rechts

Zeile 13: 6.0 , Stiitzweite rechts

Zeile 14: 800 , Massebelegung Decke rechts
Zeile 15: 1500 , Fundamentmasse

Zeile 16: 1.33e8 , Realteil Steifigkeitskoeffizient
Zeile 17: 0.89e8 , Imaginérteil Steifigkeitskoeffizient

Zeile 18: 62.83 , Anregekreisfrequenz
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Zeile 19: 24. , Wellenlinge der Rayleighwelle
Zeile 20: 0.001 , Fulpunktverschiebung der Siule

In der Datei fak.dat steht jeweils ein Wert aus dem Wertebereich von 1 bis 30, je nach
auszuwertender Standardabweichung.

Abbildung 12.9 stellt den Zusammenhang des gewidhlten Variationskoeffizienten des
Elastizitdtsmoduls und des Variationskoeffizienten der Ergebnisgrofie ,,Quadrat der Eigenfre-
quenzen* her.

Die horizontale Achse bezeichnet Standardabweichung/ Mittelwert des Elastizitdtsmoduls [%];

die vertikale Achse gibt Standardabweichung/Mittelwert des Quadrats einer Eigenfrequenz
[%] an.

Oala (%] | | | | a/ o [0]

Mode 1

Mode 2 ------- B Mode 7 -------
L Mode3 ------- R

045 Mode 4

Mode 5 ——-—

25 |-
0.4 -

20 |
025 | E 15 |-

10

[ — L L L L 0

ou/uE (%]
Abbildung 12.9: Darstellung der ersten bis siebenten Eigenfrequenz

L L L L
10 15 20 25

on/ur %)

Der Mittelwert der Quadrate der Eigenfrequenzen bleiben fiir alle Standardabweichung gleich,
die dritten zentralen Momente besitzen den Wert Null.

Der Einflul des Elastizitdtsmoduls der Sdule auf die ersten fiinf Eigenfrequenzen ist duflerst
gering. Es handelt sich dabei um vier Deckeneigenfrequenzen und um die Starrkoérperfre-
quenz. Die sechste und siebente Eigenform sind Normalkrafteigenformen der Séule, in deren
zugehorige Eigenfrequenzen die Streuung des Elastizitétsmoduls nahezu linear im Verhéltnis
1:1 eingeht.

12.3.2 Streuende Massebelegung der Decken

Im néchsten Schritt wird die Massebelegung der Decken als streuend angenommen. Der Varia-
tionskoeffizient wird, wie am Beispiel des Elastizitdtsmoduls gezeigt, in den gleichen Stufen,
jedoch nur zwischen 1 % und 20 % variiert. Fiir hohere Werte der Standardabweichung mel-
det das Programm eventuell auftretende numerische Instabilititen bei der Berechnung der
Deckeneigenformen.
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Die Datei eingabe.dat unterscheidet sich vom vorangegangenen Beispiel nur in der ersten
Zeile. Dort ist statt der Auswertekennziffer 1 die Kennziffer 4 fiir streuende Massebelegung
der Decken einzugeben. Die Datei fak.dat enthilt einen Wert zwischen 1 und 20.

Fir die Quadrate der sieben streuenden Eigenfrequenzen werden die Mittelwerte, die Stan-
dardabweichungen und die zentralen dritten Momente in Abhéngigkeit der Standardabwei-
chung der Masse ermittelt.

Die Streuung der Massebelegung hat erwartungsgemifl erheblichen Einflufl auf die Quadrate
der streuenden Eigenfrequenzen der Eigenformen 1, 2, 4 und 5, welche die Deckenmoden
darstellen.

Auf die Quadrate der streuenden Eigenfrequenzen der Eigenformen 3, 6 und 7 hat die Streuung
der Massebelegung ebenfalls noch deutlichen Einfluf}. Die Eigenformen 6 und 7 stellen die
Normalkraftmoden der reprisentativen Sdule dar, bei der dritten Eigenform handelt sich um
die Starrkérpermode.

Die Mittelwerte der Quadrate der Eigenfrequenzen dndern sich mit der Streuung der Massebe-
legung. In Abbildung 12.10 sind die Verhéaltniswerte Mittelwert der stochastischen Berechnung
/ deterministischer Berechnung iiber dem Variationskoeffizienten fiir die Moden 1, 2, 4 und 5
angetragen. (Die Kurven der Moden 2 und 4 fallen zusammen.)

,ua/w2 1.05

1.045 - Moded - A

1.04 |
1.035 -
1.03 |
1.025 -
1.02 | /
1015 -
1.01

1.005 | =

o = s 10 15 20 O'm/Hm [%]

Abbildung 12.10: Darstellung der Verdnderlichkeit der Mittelwerte des Quadrats der Eigen-
kreisfrequenzen 1, 2, 4 und 5 in Abhéngigkeit der Standardabweichung der Massebelegung

Der Zusammenhang zwischen Variationskoeffizient der Massebelegung und Variationskoeffi-
zient der Quadrate der Eigenfrequenzen ist ebenfalls nicht in allen Féllen linear. Abbildung
12.11 zeigt im linken Bild den Einfluf} auf die Standardabweichung der Eigenfrequenzen 1, 2,
4 und 5, im rechten Bild auf jene der Eigenfrequenzen 3, 6 und 7.

Bei der Auswertung der Standardabweichungen zeigt sich, dafi der Einflul der streuenden
Massebelegung auf die Deckeneigenformen iiberproportional grof ist. (Die Kurven der Eigen-
formen 2 und 4 fallen zusammen.) Die Standardabweichung steigt bei 20 % Streuung der
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Abbildung 12.11: Darstellung der Standardabweichung der ersten bis siebenten Eigenfrequenz

Massebelegung auf bis zu 27 % des Mittelwertes an. Die Standardabweichungen der Moden
3, 6 und 7 steigen linear mit Zunahme der Streuung der Massebelegung, jedoch nur bis zu
einem Prozentsatz von etwa 9 % bei 20 % Streuung der Massebelegung.

Die Veranderlichkeit der dritten zentralen Momente ist in Abbildung 12.12 in logarithmischem
Mafstab dokumentiert (linkes Bild: Eigenfrequenzen 1, 2, 4 und 5, rechtes Bild: 3, 6, 7).

Der Einflul der Massebelegung der Decken auf die Deckeneigenfrequenzen ist erheblich. Die
Massebelegung hat starken Einfluf} auf die Starrkérpermode 3 und auf die sechste und siebente
Eigenform. Die dritten zentralen Momente fiir diese Félle steigen mit zunehmender Streuung
des Eingangswertes stark an.
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Abbildung 12.12: Darstellung der dritten zentralen Momente der ersten bis siebenten Eigen-

frequenz
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Fiir die Praxis bedeutet das, dafl die Streuung einer Gréfle zu einer wesentlich groleren Streu-
ung des Ergebnisses fithren kann. Allerdings ist es auch moglich, dafl das System hinsichtlich
der Grofle nicht sensitiv reagiert, d.h. bei Verdnderung der Eingangsgrofie keine wesentliche
Verénderung des Ergebnisses zu beobachten ist. Die Bestimmung der streuenden Eigenkreis-
frequenz gibt einen guten Einblick in das Systemverhalten und kann beispielsweise auch zur
Klassifizierung der Moden herangezogen werden.

12.4 Abschlielende Bemerkungen zu den Beispielen

Das akademische Beispiel eines Zweifreiheitsgradsystems wurde gewéhlt, um die Vorgehens-
weise und die Berechnung der Eingabedaten zu verdeutlichen.

Zur Vorabschétzung in der Praxis werden oft stark vereinfachte Modellsysteme verwendet,
die mit wenigen Freiheitsgraden auskommen.

Bei der Ermittlung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten von Verschiebungen konnte je-
weils auch bei multifrequenter Anregung eine Eigenform als mafigeblich erkannt werden. In
der Praxis wird dies sicherlich die Ausnahme sein. Deshalb sollten unter Zuhilfenahme der
entwickelten Programme Parameterstudien fiir einzelne Eigenformen angestellt werden wie
ebenfalls fiir das Beispiel des Zweifreiheitsgradsystems gezeigt. Der Anwender erhilt zwar
keine strenge Uberschreitenswahrscheinlichkeit unter Beriicksichtigung aller Effekte, aber An-
haltswerte zur Einschétzung des Systemverhaltens.

Das Beispiel der teileingespannten Decke zeigt einen typischen Anwendungsfall aus der Praxis.

Die streuenden Figenkreisfrequenzen fiir das Sdulenmodell sind eine gute Grundlage zur
Einschitzung des moglichen Antwortverhaltens. Mit dem Programm puealpha kann die
Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, daf} eine Eigenkreisfrequenz innerhalb gegebener Grenz-
werte liegt. Auf die Berechung von Uberschreitenswahrscheinlichkeiten von AntwortgroBen
anhand des Sdulenmodells muf} verzichtet werden. Zu grobe Vereinfachungen wiren zu tref-
fen, um iiberhaupt ein Ergebnis zu erzielen.
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Zusammenfassung

Theoretischer Hintergrund

Die vorliegende Arbeit beschreibt ein Verfahren zur ndherungsweisen Ermittlung der dynami-
schen Reaktion von Konstruktionen mit streuenden Systemeigenschaften. Hierzu wurde eine
durchgéingige Methode entwickelt von der Darstellung streuender Gréflen iiber die Berech-
nung streuender Eigenwerte bis zur Ermittlung der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten von
im eingeschwungenen Zustand einzuhaltenden Antwortgréen.

Streuende Eingangsgréfien werden mit Hilfe des Polynomen Chaos als Zufallsvariablen und
als stochastische Prozesse formuliert. Die Darstellung mit Chaospolynomen li8t sich einfach
mit einer gebrduchlichen FE-Systembeschreibung kombinieren.

Das entstehende Gleichungssystem wird auf seine Eigenwerte untersucht. Die deterministisch
iibliche Abschétzung von Eigenwerten mit Hilfe des Rayleighquotienten wird dabei auf die
stochastische Berechnung iibertragen. Dadurch sind die Quadrate der streuenden Eigenkreis-
frequenzen des Systems darstellbar. Eine erste umfassende Einschétzung des Systemverhaltens
ist moglich.

Mittels der dynamischen Vergréflerungsfunktion werden Grenzen fiir die streuenden Eigen-
werte bestimmt. Aus den Grenzwerten ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dafl eine einzuhal-
tene Systemantwort im eingeschwungenen Zustand iiberschritten wird. Die Eigenwerte bilden
nur die Streuung von Werten innerhalb der Steifigkeitsmatrix und der Massenmatrix ab.
Bei zusitzlicher Streuung der Didmpfung und der Last wird die Vergréferungsfunktion sto-
chastisch formuliert. Uberschreitenswahrscheinlichkeiten unter Einbeziehung aller streuenden
Groflen werden nach der Regel der totalen Wahrscheinlichkeit berechnet.

Bei der Herleitung der theoretischen Grundlage standen drei Gesichtspunkte im Vordergrund.

e Fiir die Ubertragung der streuenden Ergebnisse aus dem stochastischen Raum der Cha-
ospolynome in den Originalraum wurden alternative Verfahren getestet. Es zeigte sich,
daf} die hierfiir naheliegende Anwendung der momentenbasierten Gram-Charlier-Reihe
keine zuverlissige Darstellung des Ergebnisses im Originalraum lieferte. Zusétzlich hin-
zugenommene Reihenglieder fithrten zu keiner verbesserten Konvergenz der Reihe. Eine
numerische Auswertung des Ergebnisses wurde also vorgezogen.
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e Die Anwendung der stochastischen Vergroflerungsfunktion wurde anhand eines Einmas-
senschwingers, fiir den eine analytische Betrachtung moéglich ist, intensiv untersucht.
Dabei wurde die Masse und zusétzlich die Lastfrequenz und die Ddmpfung als streuend
angenommen. Die Uberschreitenswahrscheinlichkeiten eines fiir die VergroBerungsfunk-
tion vorgegebenen Grenzwerts stimmten bei einer numerischen Auswertung des Eigen-
werts mit den analytisch berechneten Referenzwerten hervorragend iiberein.

¢ Die Giite der ndherungsweisen Berechnung der Eigenwerte mit dem Rayleighquotienten
wurde anhand eines Gebdudes gepriift. Die mit ihm gewonnen streuenden Eigenwer-
te wurden mit denen einer Monte-Carlo-Simulation verglichen. Es konnten sehr gute
Ubereinstimmungen festgestellt werden. Abweichungen ergaben sich lediglich, wenn die
Massenstreuung zu grol wurde und damit der Losungsalgorithmus zu numerisch unge-
nauen Ergebnissen fiithrte. Dies konnte jedoch durch vorherige Bestimmung des zuléssi-
gen Bereichs der Massenstreuung verhindert werden.

Das fiir den Einmassenschwinger hergeleitete Verfahren lief sich bei modaler Untersuchung
auf Mehrfreiheitsgradsysteme iibertragen. Besonders geeignet ist es fiir Verschiebungsgrofien,
deren Betrag mafigeblich durch eine Eigenform bestimmt wird.

Aufbauend auf der theoretischen Grundlage konnte ein in sich geschlossenes Verfahren erar-
beitet werden, das fiir die Anwendung in der Praxis aufbereitet wurde.

Anwendung

Um die stochastische Berechnung dem Anwender zugéinglich zu machen, wurden Hilfsmittel in
Form von Computerprogrammen entwickelt. Sie sind vor allem im Zuge von Vorberechnungen
fiir den praktisch tatigen Ingenieur einfach anwendbar. Aus den streuenden Eingangsgrofien
eines dynamisch belasteten Systems hat er durch lediglich deterministisch auzufithrende Vor-
berechnungen Eingabewerte abzuleiten. Aus ihnen werden durch die Programme streuende
Eigenfrequenzen und Wahrscheinlichkeiten, dafl zulissige Antwortgrofien iiberschritten wer-
den, ermittelt. Die berechneten Uberschreitenswahrscheinlichkeiten sind umso zuverlissiger,
je dominanter eine Eigenform eine untersuchte Verschiebungsgréfie bestimmt. Die Programme
sind dariiber hinaus in jedem Fall geeignet, Bereiche méglicher Uberschreitenswahrscheinlich-
keiten abzustecken.

Die Programme wurden auf ausgewihlte standardisierte Ersatzmodelle fiir fulpunkterreg-
te Gebdude angewendet. Durch die reduzierte Zahl an Freiheitsgraden war die nachfolgende
stochastische Berechnung einfacher als fiir eine herkémmliche FE-Beschreibung auszufiihren.
Wegen der Vorberechnungen und Nachlaufrechnungen, die stochastisch zum Teil nur mit
erh6htem Aufwand bzw. gar nicht ausfithrbar sind, sind die Ersatzmodelle nur in Sonderfiillen
einsetzbar. Ansonsten miifite auf eine FE-Gesamtbeschreibung des System ausgewichen wer-
den. Die entwickelten Programme sind jedoch in beiden Fillen anwendbar.

Das Verfahren der stochastischen Berechnung 148t sich einfach mit der Methode der Finiten
Elemente kombinieren. Der Anwender kann die Daten, die er mit einer FE-Rechnung erzeugt,
einfach in das vorgestellte Programmpaket integrieren. Nur wenige Zusatzberechnungen sind
notwendig. Da die Programme auf den Systemmatrizen aufbauen, sind sie generell fiir die
Untersuchung aller dynamischen Probleme geeignet, die sich matriziell ausdriicken lassen. Bei
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Einfithrung streuender Groflen sind gewisse Rahmenbedingungen einzuhalten, die ausfiihrlich
erldutert sind. So kénnen die Programme auch in Bereichen auflerhalb des Bauwesens zum
Einsatz kommen.

Die Programme verlangen vom Anwender keine vertieften Kenntnisse der Stochastik. Der
theoretische Hintergrund der Berechnung bleibt fiir ihn unsichtbar, ohne dafl dadurch die
Anwendbarkeit eingeschrankt wird.

Die Rechenzeit der Programme ist fiir eine stochastische Berechnung auflergewthnlich kurz.
Untersuchungen unterschiedlicher Eingangsparameter lassen sich effizient gestalten.

Das oberste Ziel, die Entwicklung eines einfach anwendbaren Berechnungshilfsmittels fiir die
Abschitzung des Schwingungsverhaltens von Konstruktionen mit zufilligen Einflugréfien
konnte damit erreicht werden.
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