Lehrstuhl fir Angewandte Mechanik Technische Universitat Minchen

Philipp Seiwald

Unterbestimmte Zwangskrafte in der
nichtglatten Mechanik

Bachelor Thesis

September 2014

Betreuer:

Prof. dr. ir. Daniel Rixen
Dipl.-Ing. Johannes Mayet
Dr.-Ing. Thorsten Schindler



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Problematik von unterbestimmten Zwangskriften in Mehrkérper-
systemen untersucht. Dabei werden anhand eines Beispiels zwei Systemmodelle aufgestellt,
an denen verschiedene Losungstrategien getestet werden. Ein physikalisch korrektes Ver-
halten des Systems stellt das Hauptkriterium zur Bewertung der Methoden dar. Auf
ein vielversprechendes Verfahren und dessen Herleitung wird in dieser Arbeit besonderes
Augenmerk gelegt. Diese Methode kann als gute Alternative zu bestehenden Ansétzen
angesehen werden, wie konkrete Simulationsergebnisse zeigen. Ein ideales Vorgehen konnte
aber nicht identifiziert werden. Dies schafft jedoch Raum fiir weitere aufbauende Arbeiten.
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1 Einleitung

1.1 Problembeschreibung

Die Simulation von Mehrkorpersystemen stellt ein grofles Forschungsgebiet in der ange-
wandten Mechanik dar. Ansporn ist die Forderung der Industrie nach genauen, robusten
und auch effizienten Algorithmen fiir die rechnergestiitzte Simulation [13].

Vor allem Systeme mit Reibkontakten kénnen dabei grofie Hiirden bei der Berechnung
darstellen. Die Annahme von idealen Starrkérpern fithrt mit CouLOMB-Reibung auf nicht-
glatte Kontaktgesetze, was zur Folge hat, dass neben gewOhnlichen Differentialgleichungen
fiir die freie Bewegung zusétzlich algebraische Nebenbedingungen in Form von Ungleichun-
gen einzuhalten sind. Diese sogenannten differential-algebraischen Gleichungen sind in der
Regel mit hoherem Implementierungsaufwand verbunden [10].

Zur Losung solcher Systeme stellt die nichtglatte Mechanik verschiedene Werkzeuge wie
die Beschreibung als lineares Komplementaritatsproblem und Losung mittels LEMKE’s
Algorithmus, sowie die iterative Berechnung mittels Projektionsfunktion zur Verfiigung [11].
In dieser Arbeit wird ausschliellich letztere Methode verwendet.

Eine weitere Hiirde tritt bei Systemen mit zusétzlich unterbestimmten Zwangskréften
auf. Als Zwangskrafte werden diejenigen Kréafte zwischen zwei Koérpern bezeichnet, die
fiir die Einhaltung der Zwangsbedingungen sorgen. Mit Unterbestimmheit wird hier die
Eigenschaft beschrieben, dass ohne weitere Forderungen das Werteverhéltnis zwischen zwei
oder mehreren Zwangskraften nicht eindeutig festgelegt ist. Fiir die Zwangskréfte ergibt
sich also eine Losungsmenge.

Es besteht nun der Wunsch aus dieser Losungsmenge die Losung zu finden, die einem
moglichst physikalisch korrekten Verhalten des Mehrkorpersystems entspricht.

1.2 Vorhandene Losungsansatze

Ein in Simulationssoftware, wie z. B. SIMPACK, héufig zu findender Ansatz ist die Re-
gularisierung der Kontaktgesetze, was als Stand der Technik bei kommerzieller Software
anzusehen ist. Dabei wird fir die Berechnung in Normalenrichtung der Kontakte den
urspriinglich als starr modellierten Korpern eine kleine lokale Verformung zugestanden.
Auflerdem wird fiir die Evaluation in Tangentialrichtung von der nichtglatten Beschreibung
durch die CouLoMB-Reibung abgesehen und auf eine regularisierte Variante gewechselt.

Dieses Vorgehen wird zwar hauptsachlich zur Umgehung des nichtglatten Charakters
des Systems verwendet, ermoglicht aber auch gleichzeitig eine eindeutige Losung der
eigentlich unterbestimmen Zwangskrifte. Es erleichtert zwar die Berechnung erheblich, die
Losung beschreibt jedoch ein von der Aufgabenstellung abweichendes System und stellt
daher fiir viele Anwendungsfille eine nicht zufriedenstellende Naherung dar. Des Weiteren
miissen fiir jeden konkreten Anwendungsfall passende Parameter fiir die Regularisierung
gefunden werden, um einerseits der Realitdt moglichst nahe zu kommen, und andererseits
die Rechenzeit in akzeptablen Grenzen zu halten.!

1 Aus der Regularisierung folgen steife Differentialgleichungen, welche einen héheren Aufwand bei der
numerischen Auswertung mit sich bringen.
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Echt nichtglatte Systeme werden heute hauptséchlich in der Forschung behandelt. Da in
vielen Féllen kein Interesse an den konkreten Betragen der Zwangskréfte besteht, sofern
diese keinen Einfluss auf die Bewegung des Systems haben, miissen diese auch nicht
berechnet werden. Es reicht somit vollig aus, den Gesamteinfluss dieser Kréfte auf das
System einzuhalten. Ein aktueller Ansatz besteht darin, das urspriinglich nicht eindeutig
l6sbare System unter Verwendung einer Pseudoinversen zu lésen. Dieses Vorgehen stellt
eine weitere Forderung an das System, wodurch die Wahl der Zwangskréfte eindeutig wird.

Eine weitere Moglichkeit stellt ein iteratives Verfahren dar, wodurch eine willkiirliche,
von den Iterationsparametern abhéngige, Wahl aus der Losungsmenge getroffen wird. Beide
Verfahren werden in dieser Arbeit zu Vergleichszwecken behandelt.

Hat aber die Werteverteilung der Zwangskréfte Einfluss auf die Bewegung des Systems,
so stellt sich die Frage, ob die eben erwdhnten Verfahren auf ein physikalisch korrektes
Verhalten fiithren, was die Motivation fiir die Untersuchung neuer Methoden in dieser Arbeit
darstellt.

1.3 Ziele und Aufbau der Arbeit

Um ein besseres Verstdndnis fiir die unter Abschnitt 1.1 beschriebenen Systeme zu schaf-
fen, soll in dieser Arbeit nach Loésungsmethoden gesucht werden, die einem realistischen
Verhalten des Systems entsprechen. Dabei sind verschiedene Forderungen zu stellen, um
eine eindeutige Losung der unterbestimmten Zwangskréfte zu ermdglichen.

Diese Arbeit behandelt dabei ein spezielles Beispielsystem, anhand dessen die Methoden
entwickelt und untereinander verglichen werden. Eine Verallgemeinerung soll nicht Teil
dieser Arbeit sein.

Das eben erwéhnte Beispielsystem dient als konkrete Aufgabenstellung und wird in Kapi-
tel 2 vorgestellt. Dabei wird im Besonderen auf die Modellierung der Kérper und Kontakte
eingegangen. Die Losung iiber eine Diskretisierung des Problems soll als Referenz dienen
und wird in Kapitel 3 behandelt. Dabei wird auch die Definition der Projektionsfunktion,
sowie deren Rolle im Loésungsverfahren fiir Systeme mit eindeutigen Zwangskréften gezeigt.

Kapitel 4 beschreibt das System mithilfe eines Einkérpermodells anhand dessen dann
mogliche Losungsstrategien fiir das System mit unterbestimmten Zwangskréften vorgestellt
werden. Auf die Herleitung einer analytischen Losung der vielversprechendsten Methode
wird dabei ausfiihrlich eingegangen.

Details zur Simulation sowie zu Vergleichen und den dabei verwendeten Parametern
finden sich in Kapitel 5. Eine direkte Gegeniiberstellung von Simulationsergebnissen soll
eine grobe Bewertung der verschiedenen Strategien ermdglichen. Kapitel 6 fasst dann
Schlussgedanken zusammen und gibt einen Ausblick auf mogliche Anschlussarbeiten.

1.4 Literaturverweise

Diese Arbeit baut auf bestehende Methoden zur Mehrkorpersimulation auf und setzt
daher gewisse Grundkenntnisse in den Bereichen der Technischen Mechanik und speziell
der Behandlung von Mehrkérpersystemen beim Leser voraus. Deshalb seien hier mit
PFEIFFER [9] und SHABANA [12] Nachschlagewerke genannt.

Als Hauptquellen fiir die theoretischen Grundlagen speziell zu Reibkontakten dienen die
Dissertationen von GLOCKER [4] sowie von FORG [2]. Fiir die mathematischen Hintergriinde
werden KARPFINGER [6] sowie GOLAN [5] herangezogen.

Die Notation wird weitgehend von GLOCKER {ibernommen. Eine Erginzung speziell fiir
die in dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen findet sich in Anhang A.1.



2 Aufgabenstellung und Modellierung

Um ein besseres Verstdndnis fiir Mehrkorpersysteme mit unterbestimmten Zwangskréften
zu erhalten, sollen in dieser Arbeit alle Methoden exemplarisch an einem Beispielsystem
untersucht werden. Wichtig ist dabei ein einfaches System zu verwenden, um die geometri-
schen Zusammenhénge auch im mathematischen Modell identifizieren und besser verstehen
zu kénnen.

2.1 Beispielsystem

Das fiir diese Arbeit verwendete System besteht aus einem primitiven Quader mit homoge-
ner Massenverteilung, der auf einer inertialfesten Ebene liegt und unter dem Einfluss der
Erdgravitation steht. Simtliche Betrachtungen werden hierbei fiir den ebenen Fall durch-
gefiihrt, was jedoch eine Erweiterung der spéter gezeigten Methoden auf den rdumlichen
Fall nicht ausschlieffit. Es werden auflerdem keine Stofle betrachtet, was ebenfalls keine
Einschrankung darstellt.

Der Kontakt mit der inertialfesten Ebene wird iiber zwei Eckpunkte (A und B) des
Kérpers modelliert, wobei fiir das Reibgesetz COULOMB-Reibung angenommen wird. Auf
das verwendete Kontaktmodell wird in Abschnitt 2.4 néher eingegangen.

Der Korper wird als starr modelliert, eine Deformation ist damit ausgeschlossen. In
einem weiteren Eckpunkt (E) soll eine externe Kraft und/oder ein externes Moment am
Korper angreifen kénnen. Bild 2.1 zeigt eine Prinzipskizze des Systems.

IFext
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Bild 2.1: Prinzipskizze des Beispielsystems.

{z1, y1, 21} definiert ein inertialfestes Koordinatensystem, das im Folgenden als I-System
bezeichnet werden soll. In diesem werden die Vektoren der Erdbeschleunigung ;g und
auch der externen Krafte ;F'.,; und Momente M,.,; beschrieben. Mit m und 6,, werden
die Masse und das Massentragheitsmoment beziiglich des Schwerpunkts S um eine zu zjy
parallele Achse bezeichnet.

Die Geometrie des Korpers wird durch die Breite a und die Hohe b festgelegt. Der
Schwerpunkt S befindet sich aufgrund der homogenen Massenverteilung genau in der Mitte
des Korpers. Die fiir die Simulation verwendeten konkreten Werte der Parameter sind in
Abschnitt 5.1 aufgelistet.
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2.2 Unterbestimmtheit

Dass in diesem einfachen Beispiel Zwangskrafte voneinander abhéngig sind, kann mithilfe
einer Freischnittskizze, sowie Impuls- und Drallsatz am Koérper erkliart werden. Bild 2.2
zeigt dazu den freigeschnittenen Korper mit den die Ebene ersetzenden Kontaktkréften

ATA, ANA, ATB, ANB-

IFea:t

/7

m, ezz \-j
S Mezt
}7
A B Arp
x AT A
ANA ANB

Bild 2.2: Freischnitt des Korpers.

Mit Ay und Axyp werden die in den jeweiligen Punkten angreifenden Normalkréfte,
mit A\p4 und Arp die durch die Reibung verursachten Tangentialkrafte bezeichnet. Des
Weiteren greift im Schwerpunkt die Gewichtskraft Fig an. Falls beide Kontakte in A und
B geschlossen sind lauten Impuls- und Drallsatz um den Schwerpunkt

m1is = rFestz + (Ara + ArB) (2.1)
m s = 1Fezty — Fa +ANaA + ANB ,
.. b a a a b
sz Y= Meazt - ilFext,x + §IFeact,y - 5 )\NA + 5 )\NB + 5 ()\TA + )\TB) . (23)

Dabei stehen Zg und fjg fiir die translatorischen Beschleunigungen des Schwerpunkts und
¢ fiir die Winkelbeschleunigung um die zyj-Achse. In Gl. (2.2) treten Ar4 und Arp gar
nicht auf, in GL. (2.1) und Gl. (2.3) nur als Summe. Dies bedeutet, dass die Bewegung
des Korpers allein von der Summe der beiden Tangentialkréfte abhéngt, jedoch nicht
von den konkreten Werten der einzelnen Krafte. Ohne weitere Forderung kénnen diese
auch nicht berechnet werden. Ar4 und Arp sind damit unterbestimmte Zwangskrifte des
Beispielsystems. Eine alternative Herleitung dieser Erkenntnis erfolgt iiber die Analyse der
W -Matrix in Abschnitt 4.1.

2.3 Systemmodelle

Die Bestimmung der Kontaktkrafte wird parallel mit zwei verschiedenen Systemmodellen
durchgefithrt. Beim Einkoérpermodell wird der Korper als einzelner Starrkérper betrachtet,
anhand dessen verschiedene Lsungsstrategien erarbeitet werden. Als Referenz dient das
Zweikorpermodell, bei dem der urspriingliche Quader in zwei separate Teilkorper zerlegt
wird. Diese Teilkorper sind iiber sehr steif gewdhlte Feder- und Dampferelemente verbunden,
um dem Verhalten eines Starrkdrpers nahe zu kommen.

Durch die Zerlegung des Korpers kann jeder Teilkorper nur noch iiber einen Punkt mit
der Ebene interagieren, wodurch die Werte aller Kontaktkréfte eindeutig werden. Wie
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eine Grenzwertbetrachtung in Anhang B.2.4 zeigt, entspricht die Gesamtbewegung des
Zweikorpermodells bei sehr steifen Federn der des Einkoérpermodells.

Einkorpermodell

Bild 2.3 zeigt eine Skizze des Einkorpermodells. Obwohl keine Stée betrachtet werden,
ist der Korper frei schwebend dargestellt, um die Wahl von Parametern zu verdeutlichen.
Die Geometrie des Korpers wird in einem korperfesten Koordinatensystem (K-System)
angegeben. Sémtliche Berechnungen werden jedoch im inertialfesten I-System durchgefiihrt.
Anhang B.1 beinhaltet eine ausfiihrliche Darstellung des Korpers, die Definition der
wichtigsten Punkte, sowie die Beschreibung der Kinematik.

yr

Bild 2.3: Einkérpermodell.

Der Korper hat fiir die Bewegung in der Ebene drei Freiheitsgrade. Da fiir den allgemeinen
Fall mit sich 6ffnenden und schlieflenden Kontakten sowie Reibung gerechnet werden muss,
bietet sich eine absolute Parametrisierung an [10]. Die Wahl der generalisierten Koordinaten
fallt damit auf

0 zs
a=|ae|=|ys| . (24)
a3 v

Zweikorpermodell

Die Teilkorper werden beim Zweikorpermodell mit translatorischen, sowie rotatorischen
Federn und Dampfern verbunden (strichliert begrenzter Bereich in Bild 2.4). Es werden
mit K1 und K2 korperfeste Koordinatensysteme in den jeweiligen Schwerpunkten S1 und
S2 definiert. Die Kopplungspunkte C1 und C2 liegen fiir den Fall entspannter Federn
iibereinander.

Im Folgenden wird von einer gleichméafiigen Unterteilung, also einer exakten Halbie-
rung des urspriinglichen Quaders, ausgegangen. Das Zerteilen kann jedoch ohne grofiere
Anpassungen zu beliebigen Anteilen erfolgen.

Analog zum Einkorpermodell werden auch hier die Geometrien in den jeweiligen korperei-
genen Systemen, Berechnungen aber im Inertialsystem angegeben. Details zur Geometrie
und zu ausgewédhlten Vektoren sowie eine Beschreibung der Kinematik finden sich in
Anhang B.2.1.

Die freie Bewegung in der Ebene liefert sechs Freiheitsgrade, drei je Teilkorper. Die
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generalisierten Koordinaten werden analog zum Einkérpermodell gewahlt zu

q1 xrs1
q2 Ysi
qs Y1
= = . 2.5
1 q4 Ts52 ( )
q5 Ys2
q6 2
rs2
Ts1

—
<
~

.|

Ysi

Bild 2.4: Zweikérpermodell.

2.4 Kontaktmodell

Wie in Abschnitt 1.2 erwdhnt, gibt es verschiedene Mdoglichkeiten, den Kontakt zwischen zwei
Koérpern zu modellieren. Um die Effekte von unterbestimmten Zwangskréaften untersuchen
zu konnen, werden in dieser Arbeit ausschliellich nichtglatte Kontaktmodelle verwendet.
Die Koérper sind also starr und lassen keine lokale Verformung zu. Auflerdem wird COULOMB-
Reibung angenommen.

AN AT

AN o

gN —AN Ho

Bild 2.5: nichtglattes Kontaktmodell rekonstruiert aus [2].

Unilaterale Bindungen

Um ein Eindringen des Quaders in die Ebene zu verhindern, werden die Kontakte in
Normalenrichtung (zur Ebene) als unilaterale Bindungen modelliert. Im Gegensatz zu
bilateralen Kontakten kénnen damit Bindungskrifte nur in eine Richtung wirken. Das
Offnen des Kontakts wird mdglich, eine Durchdringung der Koérper aber verhindert. Eine
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nichtglatte Realisierung dieses Gesetzes, wie fiir diese Arbeit verwendet, ist in Bild 2.5
(links) veranschaulicht.

Mit gy wird dabei der Abstand zwischen den zwei interagierenden Koérpern in Nor-
malenrichtung des Kontakts bezeichnet. Die Normalkraft Ay stellt sich so ein, dass eine
Durchdringung verhindert wird. Dies kann mathematisch folgendermaflen beschrieben
werden:

v — 0, fir gy > 0
A = R{, sonst ’ (2.6)

gy > 0.

Alternativ kann Gl. (2.6) auch geschrieben werden als

AN 20, gy =0, (2.7)
Avgy =0. )
Reibgesetz

Fiir Reibkréfte wird in dieser Arbeit COULOMB-Reibung verwendet, wobei davon ausgegan-
gen wird, dass Haft- und Gleitreibungskoeffizienten identisch sind (siehe Bild 2.5 rechts).
Der Reibkoeffizient kann sich aber je nach Kontaktpunkt (hier A und B) unterscheiden.

gr steht dabei fiir die tangentiale Relativgeschwindigkeit, Ar fir die Reibkraft und uq
fiir den Reibkoeffizienten im jeweiligen Kontaktpunkt. Der mathematische Zusammenhang
zwischen Ar und ¢gr lautet wie folgt:

AN Ho, fiir g7 < 0
A = S [—)\N 10, AN ,u,(]], fir g'T =0 . (2.8)
_>\N MO, fur gT >0

Durch die Einfiihrung eines variablen Reibkoeffizienten p ergibt sich eine weitere mogliche
Darstellung, die fiir einen Teil dieser Arbeit verwendet werden soll. Dazu ist die Einfithrung
einer mengenwertigen Vorzeichenfunktion, wie in Anhang A.2 beschrieben, notwendig. Das
Reibgesetz lautet damit

p = — Sign(gr) po (2.9)
AT =AN L.

Mengenwertige Kraftgesetze

Ein Kraftgesetz wird als mengenwertig bezeichnet, sofern die Bindungskrafte nicht durch
einen funktionalen Zusammenhang aus dem Zustand des Systems bestimmt werden kon-
nen [2]. Es gilt also

A g, q,t)EN, (2.10)

wobei A die Bindungskréfte und (g, ¢) den Zustand des Systems zur Zeit ¢ bezeichnen.
N definiert dann die Menge aller zulissigen Kombinationen von Bindungskraften und
Zustdnden des Systems zu einer gewissen Zeit.

Die zuvor beschriebenen unilateralen Bindungen gehéren, sofern nichtglatt modelliert,
genauso wie COULOMB-Reibung zu den mengenwertigen Kraftgesetzen. Dies folgt aus
Gl. (2.6) und GI. (2.8), da die Normalkréfte Ay fiir gy = 0, sowie die Tangentialkréfte
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Ar fir gr = 0 mengenwertige Losungen besitzen. Diese Eigenschaft ist Grundlage fiir die
Problemstellung dieser Arbeit, da sie Vorraussetzung fiir unterbestimmte Zwangskrafte ist.

Das Pendant zu mengenwertigen Kraftgesetzen sind einwertige Kraftgesetze. Bei diesen
konnen die Bindungskréfte als Funktion aus dem Zustand des Systems berechnet werden [2].
Es gilt

A=A @ t). (2.11)

Zu dieser Gruppe gehoren die Koppelkréfte des Zweikorpermodells, auf deren Berechnung
in Anhang B.2.2 eingegangen wird. Da die Kopplung durch Federn und Dampfer erfolgt,
deren Kraftwirkung nur von g bzw. ¢ abhéngt, sind diese Kréifte nur vom aktuellen Zustand
abhéngig und konnen stets eindeutig berechnet werden.



3 Zweikorpermodell

Durch die Teilung des Quaders erfolgt eine eindeutige Festlegung der Zwangskréifte, wodurch
bewihrte Strategien zur Losung von nichtglatten Mehrkérpersystemen herangezogen werden
kénnen. Dieses Kapitel stiitzt sich vor allem auf das in [8] beschriebene Vorgehen mittels
Projektionsfunktion (im Original als Augmented Lagrangian formulation bezeichnet).

3.1 Bewegungsgleichungen

Zur Losung des Problems miissen als erster Schritt die Bewegungsgleichungen des Systems
bestimmt werden. Dies kann zum Beispiel durch das NEWTON-EULER Verfahren [9] oder
eine einfache Anwendung von Impuls- und Drallsatz an den einzelnen Koérpern geschehen.
In dieser Arbeit wird Letzteres verwendet, auf die Herleitung aber verzichtet. Im Folgenden
wird von der Bewegungsgleichung

M q=h(q, q,t)+W(q) A (3.1)

ausgegangen. M bezeichnet die konstante und symmetrische Massenmatrix. Die gene-
ralisierten Koordinaten g werden nach Abschnitt 2.3 gewéhlt. Der Vektor h beinhaltet
samtliche Koppelkrafte, sowie die Einfliisse der Gravitation und der externen Anregung im
Punkt E. Mit dem Produkt W A werden die Kontaktkréifte beriicksichtigt, wobei der Vektor
der Zwangskrifte A = (Ara, Ava, Ars, Avs)? durch die Matrix W in die Richtung der
generalisierten Koordinaten projiziert wird. Eine detaillierte Aufschliisselung der einzelnen
Terme befindet sich in Anhang B.4.

Fiir die Kontaktkréfte in A und B gelten nach Abschnitt 2.4 folgende Beziehungen (mit
i € {A, B}):!

Ani >0, gni >0,

)\ . Jp— O ,
Ni gNi . ' (32)
pi = — Sign(gri) pio ,
ATi = ANi Wi -

Diese Nebenbedingungen miissen bei der Berechnung miteinbezogen werden, wodurch sich
das mathematische Gesamtmodell des Systems aus Gl. (3.1) und Gl. (3.2) zusammensetzt.

3.2 Initialisierung

Die Zerlegung des Quaders in zwei Teilkdrper stellt eine wesentliche Anderung in der
Modelltopologie dar. Um dennoch das Verhalten eines einzelnen Starrkorpers simulieren
zu kénnen, miissen die Federsteifigkeiten entsprechend hoch gewahlt werden. Selbst kleine
Auslenkungen fiithren dann zu sehr grofien Federkréiften, wodurch die Wahl der Startkonfi-
guration starken Einfluss auf das Ergebnis einer Simulation hat. Bild 3.1 verdeutlicht den

1 Durch die Konstanten pao und ppo kdnnen unterschiedliche Reibkoeffizienten in den Kontaktpunkten
beriicksichtigt werden.
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Effekt unterschiedlicher Initialisierungen auf die Reibkréfte zum Startzeitpunkt der Simu-
lation. Dabei ist zu beachten, dass fiir beide Félle, gestaucht wie gestreckt, ein Verbleiben
im Haften mdoglich ist.

gestauchte Ausgangslage
Ara <0, A\rg >0

gestreckte Ausgangslage
)\TA > 0, )\TB <0

XTA

ANA
Bild 3.1: Effekt von gestauchter und gestreckter Ausgangslage auf die Reibkréfte.

Fiir Simulationen in denen der Quader zu Beginn haftet, erscheint deshalb vorerst eine
Initialisierung mit vollstdndig entspannten Federn sinnvoll zu sein. Da sich aber schon
allein durch die Wirkung der Schwerkraft eine Bewegung auch ohne externe Anregung
ergibt, stellt ein Start in statischer Gleichgewichtslage eine bessere Wahl dar (siehe dazu
Bild 3.2).

E
o e
o 059 o
S1 S2
A B
/
Lage bei entspannten Federn statische Gleichgewichtslage
M1z =0 M1 = Mci2s

Bild 3.2: Statische Gleichgewichtslage des Zweikérpermodells.

Eine Néherung fiir das statische Gleichgewicht wird iiber den Drallsatz bestimmt. D. h. die
Orientierungen der Korper ¢35 und ggs werden so gewéahlt, dass das von ihnen hervorgerufene
Federmoment in der Kopplung M.12s den Einfluss der Gravitation kompensiert. Die
translatorischen Federkréfte werden dabei vernachléssigt. Des Weiteren wird die Forderung
gestellt, dass die Punkte A und B im Zweikoérpermodell mit denen des Einkoérpermodells in
der Ausgangskonfiguration iibereinstimmen. Dadurch soll eine Stauchung bzw. Streckung
ndherungsweise ausgeschlossen werden.

Eine ausfiihrliche Berechnung der Gleichgewichtslage sowie der Massen und Massen-
tragheitsmomente der Einzelkorper befindet sich in Anhang B.2.3. Die Vorteile einer
Initialisierung in Gleichgewichtslage werden durch die Auswertung einer Simulation in
Abschnitt 5.2.1 bestétigt.
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3.3 Projektionsfunktion

In den vorherigen Abschnitten wurde das mathematische Modell des Beispielsystems
hergeleitet. Um eine numerische Berechnung zu erméglichen, miissen geeignete Algorithmen
gewéhlt werden, sodass eine Simulation dieses Systems durchgefiihrt werden kann. Vor
allem die Ungleichungsnebenbedingungen, die aufgrund der mengenwertigen Kraftgesetze
in den Kontaktpunkten zu beriicksichtigen sind, erschweren die Implementierung erheblich.
Ein dafiir geschickteres Vorgehen ist die Darstellung dieser Nebenbedinungen als Projek-
tionsgleichungen. FORG [2] und SCHINDLER [11] bilden die Grundlage fiir die folgenden
Ausfithrungen und seien als Quellen fiir tiefergreifende Informationen empfohlen.

Definition
Die Definition der Projektionsfunktion lautet

prox¢(z) = arg min || —x*| , (3.3)
z*eC

wobei x, £* € R™ und C eine konvexe Menge beschreibt. Anschaulich bedeutet dies, dass
die Projektionsfunktion bei gegebenem Vektor x einen passenden Vektor x* liefert, der in
der konvexen Menge C liegt und den kleinsten Abstand zum Vektor x hat. Der Abstand
wird dabei iiber eine beliebige Norm ||-|| definiert. Liegt @ bereits in C, so liefert prox ¢ ()
denselben Punkt x. Beispiele fiir € R und & € R? unter Verwendung der 2-Norm sind in
Bild 3.3 dargestellt.

i
I
C . z : Lo
O prox c(x) |
W T |
—r I
"0 ! 71
)
_______________________ e e e e e — e — —— —
I
C I
. , x,: proxc () i T2 Ne, proxc(z)
w |
85 : C
0 i L1
)
z€eR x € R?

Bild 3.3: Beispiele fiir die Projektionsfunktion im R und R? (teilweise rekonstruiert aus [2]).

Anwendung auf unilaterale Bindungen

Die mit Gl. (2.6) in Abschnitt 2.4 beschriebenen Nebenbedingungen kénnen mithilfe der
Projektionsfunktion geschrieben werden als

AN = proxcy (AN — TN gN)

Cy:={zeR|z>0}, (3.4)
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wobei ry ein Hilfsparameter ist und stets gelten muss 7y > 0 [2]. Gl (3.4) stellt eine
implizite Gleichung dar, die im weiteren Verlauf iiber das Fixpunktiterationsverfahren
gelost wird (siehe Anhang C.1).

Durch Einfithren der Funktion fy mit

In = AN — proxcy (AN — v gn) (3.5)

kann die Losung von Gl. (3.4) durch fy := 0 wie in Bild 3.4 graphisch veranschaulicht
werden. Dabei ist die Schnittkurve zwischen fy und der 0-Ebene, also zuldssige Losungen
von Gl. (3.4), hervorgehoben (rot). Diese Schnittkurve deckt sich mit der alternativen
Formulierung aus Abschnitt 2.4, wie ein Vergleich mit Bild 2.5 (links) zeigt.

Bild 3.4: Veranschaulichung der prox-Funktion fiir unilaterale Bindungen (hier mit ry = 0.5).

Anwendung auf das Reibgesetz

Analog zum vorherigen Abschnitt kann auch das Reibgesetz aus Gl. (2.8) durch

AT = proxX .o\ y) (AT — 7 d1)

(3.6)
Cr(An) ==A{z e R |z] < Ay po}

formuliert werden, wobei wiederum 77 positiv sein muss. Die Losung der impliziten
Gleichung kann wieder mit

fr == Ar — proxc, () (AT — 17 d1) (3.7)

und fr := 0, bzw. mithilfe der Schnittkurve (rot) in Bild 3.5 dargestellt werden. Auch hier
zeigt ein Vergleich mit Bild 2.5 (rechts) die Verbindung zur alternativen Formulierung. In
Abschnitt 5.2.2 werden zum besseren Verstandnis Simulationsdaten zur Iteration von Ar
innerhalb eines Zeitschritts préasentiert.
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Bild 3.5: Veranschaulichung der prox-Funktion fiir das Reibgesetz (hier mit rr = 0.5, po = 0.1,
An = 3N).

3.4 Losungsverfahren

Fiir die numerische Simulation stehen mehrere Verfahren zur Verfiigung. Eines davon
ist die ereignisgesteuerte Integration, bei der die Simulation in glatte Bereiche unterteilt
wird, welche durch nichtglatte Effekte wie Haft-Gleit-Uberginge getrennt sind. Alternativ
dazu kann z. B. ein Zeitschrittverfahren in Kombination mit MOREAU’s Mittelpunktsregel
verwendet werden [7]. Dieses scheint bei hdufig auftretenden nichtglatten Ereignissen, wie
sie im Beispielmodell zu erwarten sind, besser geeignet zu sein, und wird deshalb in dieser
Arbeit der ereignisgesteuerten Integration vorgezogen.

Fiir die Anwendung des Zeitschrittverfahrens muss zuerst die Zustandstrajektorie des
Systems (q(t), g(t))” diskretisiert werden. Dies geschieht durch eine Aufteilung der ge-
samten Simulationszeit Atg;,, = te — p in gleich grofle Zeitschritte At. Damit sind fiir die
urspriinglich als kontinuierlich angenommene Zeit ¢ nur mehr diskrete Werte in Absténden
von At moglich.

Um nun anhand eines gegebenen Ausgangszustands

/ B (t,)
(5)- (&)

des Zeitintervalls [/, t"] mit t” = t' + At den zugehorigen Folgezustand

q// _ q(t”)
(q//) ~ <Q(t”)> (3'9)

mithilfe MOREAU’s Mittelpunktregel zu berechnen, werden die Bewegungsgleichungen aus
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Gl. (3.1) durch Integration auf Geschwindigkeitsebene gebracht:

t/l t//

(@ - &) /h dt+/W £))A(t) dt | (3.10)

Die Beschreibung der Mittelpunktsregel fiir Mehrkorpersysteme kann MOLLER [7] entnom-
men werden und fithrt nach Anpassung an das Zweikérpermodell auf

" =q + M (h(ay, @', tur) Ot + W(gy) A) (3.11)
beziehungsweise
d'" =4 +M 7 (hy At+ Wy A) (3.12)
mit
;o At
ay =49 +4q 5
tr =+
M — 9 )
hM = h(qM7 q/7 tM) ; 1
W= Wiaqy) . (3.13)
" ATA
_ | Ana
A= [ A(t)dt =
Arp
AnB

Hierbei beschreibt g,; die Koordinaten und ¢,s die Zeit am Mittelpunkt des Intervalls sowie
A den durch die Kontaktkréfte iibertragenen mittleren Impuls. Es werden also fiir den
Vektor h sowie fiir die Matrix W, die eigentlich von der Zeit ¢t abhéngen, Auswertungen
am Mittelpunkt verwendet, um die Integration zu vermeiden.

Des Weiteren hiangt der Vektor h von den Koppelkréften zwischen den Teilkérpern ab,
auf deren Herleitung an dieser Stelle verzichtet und auf Anhang B.2.2 verwiesen wird. Die
Koordinaten des Folgezustandes q” berechnen sich durch Anwendung der Trapezregel zu

/" / (q/ + q//) A

q =q + 5 t. (3.14)

Um den Impuls der Kontaktkréafte A bestimmen zu kénnen, wird die Formulierung aus
Abschnitt 3.3 umgeschrieben zu

An; = prOXcNi(/lNi — TNi gNi)

Cni:={z€eR|z>0},

Ari = prox ¢, (an)) (Ari — 110 973)
Cri(An;) ={z e R| || < An; pio} -

(3.15)

mit ¢ € {A, B}. Es ist zu beachten, dass die Kontaktbedingung in Normalenrichtung
aufgrund numerischer Vorteile auf Geschwindigkeitsebene beschrieben wird.? Es muss

2 Dies hat einen linearen Drift zur Folge, der fiir die hier beobachteten Effekte jedoch keine Rolle
spielt.
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daher eine Kontaktabfrage implementiert werden, um auch offene Kontakte berticksichtigen
zu konnen. Diese Abfrage erfolgt in jedem Zeitschritt, wobei die Koordinaten q,, fiir die
Bestimmung der Kontaktabstéinde gy; verwendet werden.

Dabei werden, ausgehend von einem Zustand (q, ¢)”, die Kontaktabstinde iiber die
geometrischen Zusammenhénge

gNa = (1ra),, gNB = (1TB), (3.16)

und die Geschwindigkeiten in den Kontaktpunkten g iiber

g=w"q, (3.17)
mit
grA
g= A (3.18)
grB
JNB

berechnet [4]. Alternativ dazu ist auch eine Bestimmung iiber

g= (”.'QA> : (3.19)
ITB

mit den kinematischen Gréflen aus Anhang B.2.1 mdoglich.

Die Wahl der Hilfsparameter rp; und ry; sowie deren Anpassung bei fehlgeschlagener
Iteration erfolgt nach FORG [3] mit dem Verfahren der globalen r-Faktoren (siche An-
hang C.2). Dazu wird an dieser Stelle die Massenwirkungsmatrix [7] G = W M~ W
eingefiihrt, welche in Abschnitt 4.3.1 auch fiir eine Losungsstrategie des Einkérpermodells
eine Rolle spielt.

Fiir die Berechnung des Impulses A werden die impliziten Gleichungen aus Gl. (3.15) iiber
das Fixpunktiterationsverfahren (siehe Anhang C.1) gelost. Dabei wird erst eine Iteration
der Normalkréfte (mit konstanten Tangentialkriften) und anschliefiend eine Iteration der
Tangentialkréifte (mit konstanten Normalkriiften) durchgefithrt. Uber diese beiden Schritte
verlauft dann eine weitere dufere Iteration.

In jedem Zeitschritt wird fiir die Fixpunktiteration der Startwert A+ = 0 angesetzt. Da
die Werte der Zwangskréfte beim Zweikorpermodell eindeutig sind, fithren alle Startwerte
der Iteration zum selben Ergebnis. Dies gilt jedoch nicht fiir das Einkérpermodell wie die
Ergebnisse in Abschnitt 5.2.2 zeigen.

Der eigentlichen Simulation ist ein Praprozessor vorgeschaltet, der bei Bedarf die sta-
tische Gleichgewichtslage berechnet, sowie die Initialisierung der Korper festlegt. Nach
abgeschlossener Simulation errechnet der Postprozessor die Beschleunigungen der Korper
tiber die Finite-Differenzen-Methode [6]

. 4 —q
~ 2
sowie die Kontaktkréifte aus den zugehoérigen Impulsen iiber die Naherung
A
AR — . 21
Y, (3:21)

Anschlieflend wird eine Energiebilanz fiir die Ergebnisdiskussion nach Anhang B.3 aufge-
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stellt. Der grundlegende Ablauf der Simulation ist in Bild 3.6 dargestellt. Eine ausfiihrlichere
Beschreibung des implementierten Losungsalgorithmus fiir das Zweikorpermodell findet
sich im Anhang C.4.

Berechnung der

e

| I
| I
| I
N : Gleichgewichtslage | |
Praprozessor | !
[
. | & |
: Initialisierung [
|
N v_____
dns hMa WM

berechnen ——————————————————
L

|
|
|
|
|
:
|
: |
|
|
|
|
|
|

Kontaktdetektion , (3.12) und (3.14)
v P
bZZ:éh:I\e[; gni berechnen
=t
¢ =t + At i}d—' AR = proxey, (A% — i ni)

Ap; - Iteration

v

Ap; - Iteration

Toleranz .
erreicht? ~"nejn .

(3.12) und (3.14)

v

gr; berechnen

| |

| I

| I

| I

. | I

[ !

’ | |

! |

’ | |

| |

<> : |
nein \ | .

- | A;’—i_l = prox CTi(ANi)(A%i — Ty gTi) :

.ll. : |

: | |

. |

’ | |

. I

| I

| I

Postprozessor

\/

Bild 3.6: Simulationsablauf fiir das Zweikoérpermodell.

Erweiterung durch impliziten Integrator

Da das vorhin beschriebene Zeitschrittverfahren zu den expliziten Integrationsmethoden
gehort, konnen bei ungiinstiger Parameterwahl, in diesem Fall bei sehr hohen Federstei-
figkeiten in der Kopplung, Stabilitdtsprobleme auftreten. Um das Stabilitatsverhalten
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zu verbessern, kann ein implizites Integrationsverfahren verwendet werden. Dieses hat
ddmpfenden Charakter und ist daher in der Regel besser fiir Probleme mit steifen Differen-
tialgleichungen geeignet [10].

Fiir die Zwecke dieser Arbeit reicht ein einfaches Verfahren, weshalb die Wahl auf das
implizite EULER-Verfahren [6] mit

" =q+q¢" At (3.22)

fallt. Ausgangspunkt fiir die Berechnung ist, wie beim expliziten Verfahren, die Bewe-
gungsgleichung auf Geschwindigkeitsebene, siehe Gl. (3.10). Die Matrix W &ndert sich in
den meisten Fallen nur sehr langsam, bzw. bei geschlossenen Kontakten iiberhaupt nicht,
weshalb der Einfachheit halber ein gemittelter Wert wie zuvor mit

(3.23)

angenommen wird.

Da der Vektor h durch die verwendeten linearen Federn und Dampfer in der Kopplung
hauptséchlich linear von g und ¢ abhéngt, liegt eine Taylorentwicklung erster Ordnung
nahe.? Der Systemzustand zum Zeitpunkt ¢’ dient dabei als Entwicklungspunkt, wodurch
sich die Linearisierung ergibt zu [6]

h(q", q", t")~h(q, d, V') +Hy(¢"—q )+ Hyq(¢" — ¢ )+ H, (" — 1) (3.24)

mit
i .. Oha 4 t) i, . (e, a1
q- aq o t/7 q - 8q oo t/a
: o T (3.25)
g .- Ma a1
T e '
q,7q,’t/

Die konkrete Berechnung der drei konstanten Matrizen H 4, Hg und H; kann analytisch
oder numerisch geschehen. In dieser Arbeit wurde der analytische Weg gewahlt, auf den
aber aufgrund der ldnglichen Berechnung hier nicht eingegangen wird.

Fir die Auswertung der Integrale in Gl. (3.10) wird die Trapezregel mit

h(q/, (-1/7 t/) —l—h(q”, q//7 t//)

hiin v = 5 (3.26)
) 1 1 . . 1
~ h(q/7 q/, t/) + 5 Hq (q// _ q/) + 5 Hq (q// _ q/) + 5 Ht (t” _ t/) (327)

angewendet. Damit ergibt sich die Bewegungsgleichung auf Geschwindigkeitsebene zu
M (§" = §') =hiin At + Wy A

, At oo At
=h(q', q', ) At+ Hq(q" —q') 5 + Hy(¢" - ¢) -+ (3.28)

2 2
At?
+HtT+WMA.

3 Nichtlineare Terme in h treten durch die Transformationsmatrizen Arxi1 und Arg2 auf, sowie durch
eine etwaige nichtlineare externe Anregung. Sie werden hier nicht weiter behandelt. Die Linearisie-
rung ist also nur fiir kleine Winkelgeschwindigkeiten geeignet, wobei dies aber den Regelfall dieser
Arbeit darstellt. (Fir unterbestimmte Zwangskréifte sind beidseitig geschlossene Kontakte notwen-

dig.)
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Durch Einsetzen von Gl. (3.22) in Gl. (3.28) kann nun nach ¢” aufgelést werden, wodurch
die diskreten Bewegungsgleichungen fiir das implizite Verfahren

At?
Y/ —1 . -/ RS =
' =M, (Min2d +h(d, &, ¢') At + H, 5 + W), (3.29)
q//:q/+q//At7

mit den erweiterten Massenmatrizen
At? At
Mim’l = (M—Hq2 —Hq 2) 5
(3.30)

At
Mo = (M ~H, 2) :

folgen.

Der in Bild 3.6 dargestellte Ablauf der Simulation mit MOREAU’s Mittelpunktsregel gilt
in gleicher Weise fiir die Simulation mit implizitem EULER-Verfahren. Es miissen lediglich
die diskreten Bewegungsgleichungen Gl. (3.12) und Gl. (3.14) durch die dquivalenten
Gleichungen fiir die implizite Beschreibung, also Gl. (3.29), ersetzt werden.

Der ddmpfende Charakter des impliziten Integrators liefert zwar ein verbessertes Sta-
bilitdtsverhalten, fithrt aber auch auf eine unerwiinschte und nicht physikalisch plausible
Dissipation von Energie, was in Abschnitt 5.2.1 mithilfe von Simulationsergebnissen gezeigt
wird. Da bei der Simulation auch mit hohen Federsteifigkeiten im Bereich von ez = 10 N/m
(mit At = 1ps) keinerlei Stabilitatsprobleme auftreten, wird im weiteren Verlauf dieser
Arbeit ausschliefilich mit dem Verfahren nach MOREAU’s Mittelpunktsregel gerechnet.



4 Einkorpermodell

Dieser Teil der Arbeit widmet sich nun dem Hauptproblem, also der Behandlung von
unterbestimmten Zwangskraften. Erst wird in Abschnitt 4.1 und 4.2 das Grundgeriist
fiir das verwendete Losungsverfahren vorgestellt. Im Anschluss werden in Abschnitt 4.3
verschiedene Strategien zum Finden einer eindeutigen Losung beschrieben.

4.1 Bewegungsgleichungen

Fiir das Einkérpermodell kénnen die Bewegungsgleichungen analog zum Zweikorpermodell
aufgestellt werden. Sie haben mit

M G=h(q, q,t)+W(q) A (4.1)

dieselbe Struktur wie Gl. (3.1) aber unterschiedliche Zusammensetzungen der Terme, die
in Anhang B.4 beschrieben sind. Die Nebenbedingung durch das Kontaktmodell kénnen
hingegen direkt aus Gl. (3.2) ohne weitere Anpassungen tibernommen werden.

Eine genauere Betrachtung der Matrix W erklart, alternativ zu Abschnitt 2.2, die
Unterbestimmtheit der Zwangskréfte. Dazu werden die Vektoren ;rg4 und ;rgp mit

—2 cos b sin e cos b gin
L sm((;];)jl? COSEZ?;) , 1rsp(gs) = (z (g3) +b2 (%)) (42)
2 2

rsa(qs) = (

g sin(g3) — 5 cos(gs)

fiir den Fall von geschlossenen Kontakten, also g3 = 0, in Gl. (B.56) eingesetzt, sodass

Wi(g3=0) = (4.3)

NS O =
N = O
[IIS i R
N = O

folgt. Die Matrix W kann mit vier Spalten und lediglich 3 Zeilen hochstens den Rang
rang W = 3 erreichen. Da sie die vier Zwangskrafte durch W A auf die drei generalisierten
Koordinaten projiziert, folgt, dass mindestens zwei der Zwangskréfte linear voneinander
abhingig sein miissen.

In Gl. (4.3) kann die dritte Spalte durch die Erste beschrieben werden, in diesem Fall
sind sie sogar identisch. Diese Spalten bilden die Kréafte Ap4 und App in den Raum der
generalisierten Koordinaten ab. Die lineare Abhéngigkeit der Spalten bedeutet, dass in
den Bewegungsgleichungen nur eine Kombination von Ar4 und Arp, hier im speziellen
die Summe, vorkommen kann. Es kann also nur der Betrag dieser Kombination bestimmt
werden, aber nicht die einzelnen Komponenten, womit noch einmal die Abhéngigkeit der
Reibkréfte beim Einkérpermodell gezeigt ist.

4.2 Losungsverfahren

Die Unterbestimmtheit der Zwangskréfte erfordert bestimmte Mafinahmen, um eine eindeu-
tige Losung zu finden. Beim Beispielsystem betrifft diese Abhéngigkeit nur die Komponenten
in tangentialer Richtung, weshalb fiir die Normalenrichtung dieselbe Losungsstrategie wie
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fiir das Zweikorpermodell, also eine Fixpunktiteration mit Formulierung durch die Projekti-
onsfunktion, verwendet wird. Somit kann ein dhnlicher Simulationsalgorithmus verwendet
werden, bei dem lediglich fiir die Bestimmung der Reibkréfte spezielle Verfahren eingesetzt
werden.

Fiir die Integration der Bewegungsgleichung wird wieder das Zeitschrittverfahren nach
MOREAU’s Mittelpunktsregel mit Gl. (3.12) und Gl. (3.14) angewendet. Auf eine implizite
Implementierung wird aufgrund zuvor genannter Nachteile verzichtet. Der Simulationsab-
lauf gestaltet sich sehr dhnlich zu dem des Zweikorpermodells. Der Inhalt der folgenden
Abschnitte betrifft dabei den in Bild 4.1 farbig hervorgehobenen Bereich.
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Bild 4.1: Simulationsablauf fiir das Einkérpermodell.

Verfahren nach
Abschnitt 4.3
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Da fiir die folgenden Methoden beide Kontakte als geschlossen vorausgesetzt werden',
entscheidet in jedem Zeitschritt die Kontaktdetektion, welches Verfahren verwendet wird.
Sollte einer der beiden Kontakte getffnet sein, so wird die eindeutige Losung {iber eine
Iteration analog zum Zweikérpermodell berechnet.

4.3 Bestimmung der Reibkrafte

Im Folgenden werden verschiedene Strategien zur eindeutigen Bestimmung der Losung
vorgestellt. Dabei werden in Abschnitt 4.3.1 und 4.3.2 bereits bekannte Verfahren aufgezeigt.
Abschnitt 4.3.3 behandelt dann die selbst entwickelten Methoden zusammen mit einer
ausfiithrlichen analytischen Aufbereitung. Die fiir die Simulationen in Kapitel 5 verwendeten
Algorithmen werden in Anhang C.5 erldutert.

4.3.1 Verwendung der Pseudoinversen

Dieses Verfahren wird durch das Vorgehen bei der Bestimmung von bilateralen Bindungs-
kréaften, welche z. B. in Gelenken von Mehrkorpersystemen auftreten, motiviert. Fir das
Einkorpermodell werden die Kontakte in A und B durch die Forderung g = 0 als bilateral
angesetzt, wodurch sich fiir die Bindungskréfte

A=-G'WIM 'h+w), @w=W g (4.4)

ergibt. Fiir die Herleitung obiger Gleichung sei auf Anhang C.3 verwiesen. Die Massen-
wirkungsmatrix G ist nach Anhang C.2 fiir das Einkdrpermodell singuldr. Damit ist eine
Invertierung von G und somit eine eindeutige Losung von Gl. (4.4) nicht moglich. Abhilfe
verschafft hier die MOORE-PENROSE-Pseudoinverse [5]. Dies ist ein Operator, der auf Ma-
trizen angewendet werden kann und den Begriff der Inversen auch auf singuldre Matrizen
erweitert.” Das Gleichungssystem

Ax =0, det(A) =0 (4.5)
kann durch die MOORE-PENROSE-Pseudoinverse Ajsp von A gelost werden zu
z* :AMpb, (4.6)

wobei x* ein Vektor ist, fiir den bei tiberbestimmten Gleichungssystemen min(||A x — b||,)
gilt. Bei unterbestimmten Systemen wird mit &* die Losung bezeichnet, die neben Ax = b
auch min(||x||,) erfiillt [5]. Dies kann mit der Substitution

A=G, =X\, b=-WI M 'h+w (4.7)
auf den Fall in Gl. (4.4) angewendet und so eine eindeutige Losung mit
A=-Gyup WM h+w) (4.8)

und der Pseudoinversen Gp von G gefunden werden. In Abschnitt 2.2 wurde die Un-
terbestimmtheit des Beispielsystems gezeigt, wodurch die Losung von Gl. (4.8) auf eine

1 Nur fir beidseitig geschlossene Kontakte ist eine Abhangigkeit der Reibkréfte moglich.
Dieses Vorgehen wird auch in anderen technischen Bereichen verwendet. Ein Beispiel dazu ist die
Robotik. Hier wird unter Verwendung einer gewichteten Pseudoinversen die Losung der inversen
Kinematik fiir redundante Roboter bestimmt [1].
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minimale Norm ||A]|, fithrt. Die Losung iiber die Pseudoinverse strebt also ein Minimum
der Zwangskréfte in den Kontakten an. Dies gilt sowohl fiir die Tangential- als auch fiir die
Normalkomponenten.

Nachdem die Kréfte A unter Annahme einer bilateralen Bindung berechnet wurden,
miissen diese noch beschrinkt werden, um die Kontaktgesetze nach Abschnitt 2.4 zu erfiillen.
Dies erfolgt durch eine einfache Projektion der Komponenten von A auf die jeweiligen
Grenzen, wie in Anhang C.5 beschrieben.

Um den Gesamteinfluss von Ar4 und Arp auf das System bei der Projektion beizube-
halten, kann eine manuelle Anpassung getroffen werden, welche bei Reduktion einer Kraft
versucht die andere um ebendiesen Betrag zu erhohen. Dies setzt jedoch ein sehr genaues
Modellwissen voraus, welches bei groflen, automatisch generierten Modellen eines Mehr-
korpersystems nicht vorhanden ist. Deshalb soll im weiteren Verlauf von einer einfachen
Projektion ausgegangen werden.

4.3.2 Iteration mit Projektionsfunktion

Wie in Bild 4.1 dargestellt, wird im Falle eines getffneten Kontakts eine Fixpunktiterati-
on mit Formulierung durch die Projektionsfunktion fiir die Bestimmung der Reibkréifte
verwendet. Bei Konvergenz liefert die Iteration dann die einzig mogliche Lésung.

Diese Methode kann auch auf den Fall mit unterbestimmten Zwangskraften angewendet
werden. Dabei wird aus den unendlich vielen Losungen fiir die Reibkréfte eine Einzelne
gefunden. Welche Losung gefunden wird, héngt sehr stark von den Iterationsparametern
ab, wie eine Simulation in Abschnitt 5.2.2 zeigt.

4.3.3 Optimierung eines Giitefunktionals
Motivation

Um aus dem Losungsraum der Reibkréifte eine Auswahl zu treffen, muss eine weitere
Forderung gestellt werden. Diese Forderung sollte dabei auf ein physikalisch korrektes
Verhalten des Systems fithren. Mathematisch kann dies als ein Optimierungsproblem
beschrieben werden. Die Schwierigkeit besteht nun in der Festlegung des Auswahlkriteriums,
also einer mathematischen Beschreibung von physikalisch korrektem Verhalten.

Eine Moglichkeit besteht in der Forderung, dass die von den Zwangskréften erbrachte
Leistung maximal wird. Dies entspricht einer maximalen Dissipation von Energie durch
die Reibung. Das Problem dabei ist, dass fiir das Erbringen einer Leistung eine Relativge-
schwindigkeit im Kontakt notwendig ist. Dies ist beim Beispielsystem im Haftfall nicht
gegeben. Es miisste eine Bewegung fiir den Folgezustand angenommen werden, wobei die
Bewegungsrichtung eine entscheidende Rolle spielt. Fiir das Beispielsystem ergeben sich nur
zwei Moglichkeiten, namlich Gleiten nach links oder rechts. Fiir grofle Mehrkorpersystem
mit vielen Kontakten, miissten jedoch alle moglichen Kombinationen betrachtet werden,
was den Rechenaufwand stark erhoht.

Der Pantographenmechanismus in GLOCKER [4], bei dem unterbestimmte Normalkréfte
auftreten, lasst die Wahl der Losung iiber einen einzigen Parameter (im Original mit o
bezeichnet) zu. Diese Wahl beeinflusst die Beschleunigung der Korper (im Original ),
welche dann einen Schluss auf die Kontaktkréfte ermdéglicht. Die Beschleunigung der Korper
hat dabei also einen entscheidenden Charakter. Dies motiviert die folgenden Ansétze, bei
denen angenommen wird, dass eine Minimierung der Beschleunigung der Korper einem
physikalisch korrekten Verhalten entspricht.
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Minimierungsstrategien

Um die vorhin mit Worten beschriebene Forderung mathematisch auszudriicken, gibt es
verschiedene Moglichkeiten. Im Zuge der Erstellung dieser Arbeit wurde in Anlehnung an
einen internen Bericht nach MAYET die Formulierung des Problems iiber die Matrix A mit

(W) (WAT

A=1-B, B::W

(4.9)
und der Einheitsmatrix I, untersucht. Dabei sollte die Minimierung der Spektralnorm von
A, also die Quadratwurzel des groBten Eigenwertes von AT A, einer Minimierung von ¢ ¢
gleichkommen. Da die Eigenwerte von B und somit auch von A durch die spezielle Struktur
der Matrizen fest vorgegeben sind und somit nicht durch die Zwangskrifte beeinflusst
werden konnen, musste dieser Ansatz leider verworfen werden.

Eine alternative Herangehensweise fithrt auf die direkte Auswertung eines Giitefunktionals
z. Die Minimierung von z unter Beriicksichtigung der Bewegungsgleichung und der Kontakte
als Nebenbedingungen soll die gewiinschte Losung liefern. Im Folgenden werden drei
verschiedene Ansétze behandelt. Fiir alle wird mit der Forderung min(z) eine Einschrénkung
der Losungsmenge getroffen.

Ansatz 1 fordert ein Minimum der allgemeinen Beschleunigung des Korpers, also auch
der Winkelbeschleunigung und Beschleunigung in y;-Richtung. Dabei sind alle drei Kom-
ponenten von g gleich gewichtet, unabhéngig von der Gréflenordnung der Einheiten. Bei
Ansatz 2 erfolgt eine Gewichtung durch eine positiv definite Matrix P, was im weiteren
Verlauf der Berechnung noch Vorteile haben wird.

Da fiir ein physikalisch korrektes Verhalten wohl am ehesten die tangentialen Relativbe-
schleunigungen in den Kontaktpunkten klein gehalten werden sollten, wird bei Ansatz 3
lediglich das Quadrat der x;-Komponente von ¢ minimiert. Fiir unterbestimmte Reibkréfte
im Beispielsystem missen beide Kontakte geschlossen sein, weshalb

q1 a1 g1
a=1|(3%1. g=101, g=10 (4.10)
0 0 0

gelten muss. Aus der Starrkérperbewegung ergibt sich dadurch §; = gra = grp. Die
Giitefunktion lautet je nach Ansatz damit

Ansatz 1: z=¢" g4
Ansatz 2: z=¢g' P§
Ansatz 3: z = (G1)?

wobei wegen der positiven Definitheit von P gilt z € ]Rar .

Das Minimum z,,;, kann numerisch oder analytisch gefunden werden. Fiir eine nume-
rische Losung muss die Funktion z unter Einhaltung von Nebenbedingungen minimiert
werden. Manche Nebenbedingungen sind in Form von Ungleichungen gegeben, weshalb
KARUSH-KUHN-TUCKER-Bedingungen fiir die konvexe Optimierung verwendet werden
miissen. Eine numerische Losung kann zwar auch fiir groie Systeme mit relativ kleinem
Aufwand implementiert werden, fiir das einfach gehaltene Beispielsystem ist aber auch eine
analytische Losung mit {iberschaubarer Herleitung moéglich. Um das Problem moglichst
gut untersuchen zu kénnen, wird in dieser Arbeit der Weg {iber eine analytische Lésung
des Optimierungsproblems eingeschlagen.
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Herleitung des analytischen Optimierungsverfahrens

Die Herleitung ist bei allen drei Ansédtzen sehr dhnlich. Um das Optimierungsverfahren
moglichst anschaulich gestalten zu kénnen, wird im Folgenden die Losung fiir Ansatz 1 im
Detail vorgestellt. Im Anschluss werden die notwendigen Anpassungen fiir Ansatz 2 und 3
nur mehr kurz besprochen.

Fiir den Rest dieses Abschnitts werden die Parameter

0.5N
a=02m, b=01lm, m=1kg, 0,,=1kgm?, h=|-7N (4.11)
0ONm

angenommen. Diese Wahl steht in keiner Beziehung mit dem Modell und soll nur eine gute
Veranschaulichung der Optimierung in den folgenden Bildern ermoglichen.
Die Bewegungsgleichungen aus Gl. (4.1) kénnen fiir g3 = 0 geschrieben werden zu

m 0 0 i hi+ Anapa+ ANBEB
0 m 0 ||G]|= he + Ana+ AnB . (4.12)
0 0 0..) \d ha+ (Spa— %) dva+ (Sus+9) s
Dabei sind
pa € [—pao, paol . pB € [~uBo, 1Bo] (4.13)

die Variablen zum Finden des Optimums zop; = 2(ftAopt, [Bopt) Dei konstant angenommenen
Werten fiir Aya und Ayxp. Sie fithren tUber die Zusammenhédnge Arq = paAya und
Arp = up Anp auf die gesuchten Reibkréafte. Die Giitefunktion z(u4, up) berechnet sich
fir Ansatz 1 zu

c=d"g=(h+(WX) MTM (h+ (W) (4.14)

wodurch sich nach mehreren Umformschritten die quadratische Form in den neu eingefithrten
Koordinaten «

0=z’ A,z +2bl x+ec (4.15)
mit
KA A ANAANB O ANAW
= | UB s AI =k )\NA )\NB )‘?VB 0 N bgj = )\NB'U) (4.16)
z 0 0 0 -3

ergibt. Dabei sind

1 b?
ki=—+—
m2+40§Z’
hy b a a
-—7n2+2‘922<h3+2)\NB2>\NA), (4'17)
h? 1 9 1 a a 2
= —+4+ — (ho+ A A — lhg—=A —A
=5+ 5 (ha +ANa+ ) +9§Z(3 5 ANA T NB)

Konstanten, die der Ubersichtlichkeit dienen. Gl. (4.15) beschreibt eine Quadrik [6] de-



4 Einkérpermodell 25

ren Form durch die Parameter Ay und Ayp festgelegt wird. Eine Fallunterscheidung
beriicksichtigt alle Moglichkeiten:

Fall 1: Aya =0 und Ayg =0
Fall 2: Ay4 =0 und Ayp >0
Fall 3: Ay4 >0 und Ayp =0
Fall 4: Axya > 0 und Ay >0

Die Indizes F'1, F'2 usw. weisen in den folgenden Ausfithrungen auf den jeweiligen Fall
hin. Da z stets positiv ist und quadratisch von g4 und pp abhéngt, stellt ein Optimum
von z immer auch ein Minimum dar. Deshalb erfiillt die Bedingung fiir ein Optimum stets
die urspriingliche Forderung nach min(z), wobei ein Test iiber die zweite Ableitung sehr
einfach durchzufiihren ist.

Bei Fall 1 stellt die Giitefunktion mit

ZF1 = C (4.18)

eine Ebene im Raum von x dar. Das Optimum liegt dabei natiirlich bei 2,1 = ¢ wobei

HAoptF1 und pipoptr1 beliebig sind.
Fiir Fall 2 ergibt sich mit

ZF2:k>\%VBﬂ2B+2)\NBwMB+C (4.19)

eine quadratische Funktion die nur von pup abhidngt und einen parabolischen Zylinder
entlang der p4-Achse beschreibt (Bild 4.2).

40

0 B Ry

oN

ZF2

10 W\

0
-0.5
-1 UB

Bild 4.2: Giitefunktion zpa(p4, pp) mit Optimumsgerade (fir Ayp = 5N).
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Das Optimum kann iiber die Forderung

O0zr2(uB)

0= 5 = 2k N p iBoptr2 + 2ANpw  mit Ayg >0 (4.20)
KB HBoptF2
berechnet werden zu
2
w w
ZoptF2 = €= =, HBoptF2 = s (4.21)

mit beliebigem 1 aoptr2-
Fir Fall 3 folgt analog zu Fall 2

zpy = kXA + 2 Avawpa +c, (4.22)
0
oéw = 2k N2y faoptrs + 2ANaw  mit Aya >0, (4.23)
,UA HAoptF3
2
w w
ZoptF3 = C — ? s HAoptF3 = —m . (4-24)

Auch hier wird ein parabolischer Zylinder geformt, der nun aber entlang der pp-Achse
verlduft (Bild 4.3). Ahnlich wie in Fall 2 hingt zps nur von p4 ab, wodurch p BoptF3 frei
wéahlbar wird.

40 -
30 o

20

ZF3

104

0
HA

0.5

Bild 4.3: Gitefunktion zp3(pa, pp) mit Optimumsgerade (fir Aya = 5N).

Fall 4 beschreibt den allgemeinen Fall mit Ay 4 > 0 und Ayp > 0. Um das Optimierungs-
problem besser verstehen zu kénnen, wird eine Transformation der Quadrik auf Normalform
durchgefiihrt [6]. Dazu werden erst die Eigenwerte &; der Matrix A, mit

0= det(A, — & I) (4.25)
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berechnet zu
§1=8=0,
&=k (Mva+\p) -

Dabei bezeichnet I die Einheitsmatrix. Die Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren v;
liefert

(4.26)

_ANB 0 1
AN A A\
v = 1 R vo= 101, v3 = ﬁ . (4.27)
0 1 0
Die normierten Eigenvektoren folgen damit zu
B __Ana
Vv A?VAJ'_)‘?\IB 0 \% A?VA—F)‘?\IB
vi=| —2xa vi=|(0], vi= |28 || 4.28
R T T VR (428)
0 0
Diese bilden die Matrix V' = (v], v3, v3) mit welcher eine Drehung der Quadrik in

Hauptachsenrichtung durch die Transformation

x=Vy (4.29)
zu
0=y " Ayy+2by+c, (4.30)
& 0 0 0,
Ay =VTA V=0 & 0|, b:=V'b = T2 (4.31)

0 0 & w/ AR+ A g

moglich ist. Nun muss nur noch in den Ursprung verschoben werden. Dies kann durch
eine quadratische Ergéinzung erfolgen, was schlieflich auf eine Darstellung in z = (21, 22)”-
Koordinaten mit

1 2
21 = Y3+ > ad — > 29 1= B <y2 —Cc+ U]){) (4.32)
kA/A% 4+ AN
auf
23 1
d%—zzQ:o, d:= (4.33)

\/k (AXa +A35)

fithrt.> Die Normalform beschreibt also eine Parabel (Bild 4.4) und lisst nach [6] wiederum
auf einen parabolischen Zylinder schlieflen. Dieser ist nicht mehr wie in Fall 2 und 3 speziell
in p4 oder pp-Richtung orientiert.*

3 Zusétzlich zur Translation wird in Gl. (4.32) eine Skalierung der y2-Achse durchgefiihrt, was lediglich
die komfortable Formulierung in Gl. (4.33) als Grund hat.

4 Eine Betrachtung der Matrix V zeigt aber, dass die Drehung lediglich um wv> erfolgt. Der Scheitel der
Quadrik ist also parallel zur pa-pp-Ebene.
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-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Bild 4.4: Quadrik in Normalform z3(z1) (fir Awa = Anp = 5N).

Das Optimum kann am einfachsten in Normalform, also in z-Koordinaten berechnet
werden. Nach Gl. (4.29) und Gl. (4.32) gilt fiir das Minimum von zpy4

min(zp4) = min(y2) = min(2 22 + konst.) = min(z2) (4.34)

wodurch sich das Optimum durch

N (4.35)
2 — 2d2 ; .
! 82'2(21) Zlopt
0= = 4.36
021 Lopt d? (4.36)
ergibt zu
Zlopt = Z20pt = 0. (437)

Eine Umrechnung ins y-Koordinatensystem durch Gl. (4.32) liefert

’11)2 w

Ylopt = behebig ) Y20pt = C — ? ) Y3opt = — 2 2 .
kEA/A%a+ g

Das Optimum stellt im y-System also keinen Punkt, sondern eine Gerade dar, welche mit
Gl. (4.29) ins urspriingliche x-System gedreht werden kann zu

(4.38)

_ ANB YL — 2)\NA w
Va7 V1T R )

M Aopt F4 \ \
- _ NA _ __Avpw 4.39
optF'4 NBoptF4 )‘?\]A—"_)\?VB Y1 k(/\?\IA+)‘%VB) P ( )
ZoptF4 9
c— w?
k

wobei y; als freier Parameter dient. Diese Optimumsgerade ist also parallel zur pa-up-
Ebene, verlauft entlang des Eigenvektors v; bzw. entlang der y;-Richtung und liefert ein
fiir min(g” §) optimales Verhéltnis von

ANB w

HAoptF4 AvA HBoptF4 YN Al
(4.40)
__Ava v
HBoptF4 = AvE M Aopt F4 NG
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Bild 4.5 stellt die Quadrik fiir Fall 4 in x-Koordinaten dar, wobei die Eigenvektoren und
Koordinatensysteme der Transformationen eingezeichnet sind. Das z-System kann dabei
beliebig entlang der y;-Richtung verschoben werden.

Bild 4.5: Giitefunktion zp4(pa, pp) mit Optimumsgerade (fir Aya = Axp = 5N).

Wie bereits zuvor erwiahnt ergibt sich fiir Ansatz 2 und 3 eine sehr &hnliche Herleitung.
Speziell bei Ansatz 2 wird fiir die Gewichtungsmatrix P die Beziehung

P=MM (4.41)

gewdhlt, wodurch sich die Berechnung des Giitefunktionals
T T T 1

:=q"Pg=(h+(WX) MTMMM™" (h+ (W) (4.42)

mit der Symmetrie der Massenmatrix MT = M vereinfacht zu
T

z=(h+WXN) (h+ (W), (4.43)
Damit entféllt das Aufstellen der inversen Massenmatrix, was fiir die numerische Simulation
von Vorteil ist. Da das Einfiigen der Matrix P denselben Effekt wie ein Setzen von m = 1kg

und 0., = 1kgm? hat (wodurch M = I), gelten die eben hergeleiteten Zusammenhiinge
auch fiir Ansatz 2. Es miissen lediglich die Konstanten k, w und ¢ neu definiert werden:

b?
k=14 o
b a a

2
a a
c:= h%—l—(hz—i—)\NA—i-)\NB)Q—i- <h3— 5)\NA+§)\NB) .
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Ein &hnliches Vorgehen fiihrt auf die Anpassungen fiir Ansatz 3. Es kann durch wenige
Umformschritte gezeigt werden, dass obige Gleichungen mit

k=1, w:=hy, c:=h? (4.45)

auch hier gelten. Die Tabellen 4.3.3 und 4.3.3 fassen die Erkenntnisse dieses Abschnitts
noch einmal zusammen.

Tabelle 4.1: Berechnetes Optimum fiir die Falle 1 bis 4 (gilt fur alle Ansatze).

HAopt HBopt Zopt

Fall 1 beliebig beliebig c
. . 2
Fall 2 beliebig s ve c— 4=
. . 2
Fall 3 —ﬁ beliebig c— 4=
2
Fa” 4 /’LBopt = _iNLg /’LAopt - ﬁ Cc— wT

Tabelle 4.2: Konstanten k, w und c fiir die Ansatze 1 bis 3 (gilt fir alle Falle).

k w c

2 2
Ansatz 1 L—}—# %%—ﬁ (hg—F%)\NB—%)\NA) %-I—#(hg-l—)\NA‘F/\NBP-I-

m2 2,
1 2
7 (hs — 2 Ana+ % AnB)

Ansatz2 14 % hi+ 2 (hs+ S Anvp — SAna) B2+ (ha+ Ana + Avp)?+
2
(hs — 4 ANa+ S ANB)

Ansatz3 1 hy h?

Bestimmung des Minimums unter Nebenbedingungen

Im vorangehenden Abschnitt wurden die Zusammenhéinge fiir ein Optimum des Giite-
funktionals z hergeleitet. Dabei wurden die Bewegungsgleichungen des Systems durch das
Einsetzen in Gl. (4.14) mitberticksichtigt. Die Beschrankung von p4 und pp durch Gl. (2.9)
spielte dabei keine Rolle und soll in diesem Abschnitt als weitere Nebenbedingung zur
Bestimmung des Minimums miteinbezogen werden.

Um Missverstdndnisse zu vermeiden, werden von nun an mit dem Begriff Optimum die
Ergebnisse aus dem vorherigen Abschnitt und mit dem Begriff Minimum das Optimum
mit beriicksichtigter Beschrankung nach Gl. (2.9) bezeichnet.

Je nach Bewegungszustand ergeben sich fiir p4 und pp unterschiedliche Grenzen. Dies
erfordert eine weitere Fallunterscheidung, weshalb fiir die Félle 1 bis 4 eine zusétzliche
Aufteilung in die Unterfélle a) bis d) eingefithrt wird:

a) gra # 0 und grp # 0
b) gra =0 und grp #0
¢) gra # 0 und grp =0
)

d) gra=0und grg =0
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/ gra <0, | :
<0 ) <0
grB oo ___ME%O_ S <0 i QI:B K“Bo |
I [ ! ! !
; 0 ;NAO e ! ; 0 ;MAO e
|
—ftA0, : pa —ftA0, : KA
gTA>01|.__ - _ ___ ¢ gTA<07 : : !
gre >0 —HBo gre >0 | grp >0 | 7HBO
|
|
a) gra #0 A grp #0 | b) gra =0 A grp #0
________________________________ S
|
|
Avs : Are
|
KBo : HBO
gra>0 - """ T~~~ 7 |
|
Ao ! A0
0 S 0 =
~HAo fa 1 ~Hao 1A
|
1 - i7A < 0 '
—HBo gra i ~HBO
|
|
|

C)QTA#O/\QTBZO d)g'TA:O/\g'TB:O

Bild 4.6: Reibgesetz als Nebenbedingung bei der Minimierung. Die jeweils zulassigen Bereiche Z fiir
1a und pp sind in Rot hervorgehoben.

Fiir die Einhaltung des zulédssigen Bereichs (in Bild 4.6 rot markiert und von nun an
als Menge Z bezeichnet) konnen einfache geometrische Zusammenhénge benutzt werden.
Dabei muss beachtet werden, dass das Minimum mengenwertig sein kann. Dies bedeutet,
dass auch die Forderung von min(z) nicht immer auf eine eindeutige Losung des Problems
fithrt. In solch einem Fall muss ein weiteres, zweitrangiges Giitemafl eingefithrt werden. Es
erscheinen moglichst kleine Zwangskrafte als sinnvoll, weshalb im Folgenden die sekundére
Forderung min(AZ ) an die Losung gestellt wird.

Im trivialen Fall 1, bei dem das Optimum die gesamte p4-pup-Ebene abdeckt, folgt ein
dem zuldssigen Bereich Z identisches Minimum. Ist ein u; dabei mengenwertig, so wird es
geméf der sekundéren Forderung auf pu; = 0 gesetzt.

Fir Fall 2 und 3 wird die Optimumsgerade aus dem vorherigen Abschnitt zusammen mit
Z in der p4-pp-Ebene betrachtet. Aufgrund der speziellen Form der Quadrik kann folgende
Aussage liber das Minimum von z getroffen werden: Wird Z von der Optimumsgeraden
geschnitten, so stellt die Schnittmenge, im Folgenden mit & bezeichnet, das Minimum dar.
Verlauft die Gerade auflerhalb von Z, so setzt sich das Minimum aus den der Geraden
am néachsten gelegenen Punkte in Z zusammen. Der Abstand wird hierbei im pa-pup-
Koordinatensystem gemessen. Auch hier muss im Falle einer mengenwertigen Losung die
sekundére Forderung angewendet werden, was jedoch aufgrund der entweder horizontal
oder vertikal verlaufenden Geraden sehr einfach ist. Die Bestimmung des Minimums wird
in Bild 4.7 fiir Fall 2¢) (mit gr4 < 0) und Fall 3d) anhand mehrerer beispielhafter Opti-
mumsgeraden (optl bis optd) gezeigt. Die dabei gefundenen Minima werden entsprechend
mit minl bis mind bezeichnet. Die Umsetzung fiir nicht dargestellte Falle erfolgt analog.

In den Fallen 4a), 4b) und 4c) kann die Bestimmung des Minimums analog zum Vorgehen
fiir Fall 2 und 3 durchgefiihrt werden. Da die Optimumsgeraden in Fall 4 nie parallel zur
pa- oder pp-Achse verlaufen, kénnen nur punktférmige Schnittmengen auftreten.

Fiir die Auswertung von Fall 4d) ist bei Durchlaufen der Optimumsgerade durch Z ein
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ont1 A/‘B : optl  opt2 ANB opt3 opt4
P — i
~min
opt2 7T 7T " 4 |
T o ! minl Z min3
! 0 z | Nmin ! 0
} = ! — =
! ; Ha : Ha
opt3 ! min3 | min2 min4
[P i I p ] ]
opt4 K:\ mind !
|
|
Fall 2¢) Aya =0 A Ayp > 0 Fall 3d) Axa > 0 A Ayg =0
gra <0 A grp =0 gra=0A grp =0

Bild 4.7: Optimumsgeraden mit Begrenzung fiir die Falle 2¢) und 3d).

héherer Aufwand notwendig. Die Umsetzung der sekundéren Forderung geschieht hier am
einfachsten durch einen Wechsel in ein skaliertes Koordinatensystem 1 = (1, 72)7 mit

M = UAANA = ATA , M2 = UBANB = ATB . (4.46)

Die Forderung min(AT A) bedeutet nun, dass aus der Schnittmenge S der Punkt gefunden
werden muss, der dem Ursprung des n-Systems am néchsten liegt. Der Abstand wird dabei
anders als vorhin im 7-System gemessen.

Auf eine detaillierte Herleitung der Berechnung von Fall 4d) wird hier verzichtet und nur
grob auf die Rechenschritte eingegangen: Erst wird {iber einfache geometrische Zusammen-
hénge gepriift, ob die Optimumsgerade durch Z lauft. Ist dies nicht der Fall so wird eine
Auswertung analog zu Fall 2 und 3 durchgefiihrt. Falls doch, wird die Geradengleichung des
Optimums ins 1-System umgeschrieben und anschliefend durch bekannte Verfahren der
Vektorrechnung der dem Ursprung néichstgelegene Punkt P gesucht. Dabei ist anzumerken,
dass die Optimumsgerade im 7-System immer in einem Winkel von 45° geneigt ist. P wird
nach einer Riicktransformation ins p4-pp-System entlang der Optimumsgeraden in den
Bereich Z verschoben, sofern er nicht schon in Z liegt. Damit ist die Losung gefunden, die
primér beziiglich der Forderung min(z) und sekundér beziiglich der Forderung min(AT \)
optimal ist. Bild 4.8 zeigt schematisch das Vorgehen fiir Fall 4d) mit mengenwertigem S.

(@)
=\
1 A 2
. 1%@ Z \.5)(/ P,
4

AN

) 0 \%
Pz/k‘\

Py, min2 T~ AN

Bild 4.8: Optimumsgeraden mit Begrenzung fiir den Fall 4d).

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse dieses Abschnitts, sowie eine detaillierte Losung
mittels Fallunterscheidung findet sich in Anhang C.6.
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Fiir die Simulation des Beispielsystems wird die Software MATLAB® verwendet. Der
Simulationscode wird aus Platzgriinden an dieser Stelle nicht angegeben. Eine Beschreibung
der implementierten Algorithmen in Pseudocode befindet sich aber in Anhang C.4 und
C.5.

Des Weiteren wurde eine Visualisierung der Simulation innerhalb der MATLAB-GUI
erstellt (siche Anhang D.3). Sie dient dabei vor allem der Plausibilitétsprifung von Ergeb-
nissen, sowie als Hilfswerkzeug bei der Fehlersuche.

Die Simulation wird auf einem handelsiiblichen PC mit AMD Prozessor (4x3Ghz),
8GB Arbeitsspeicher, Ubuntu 14.04 64bit und MATLAB in der Version R2014a (x64)
durchgefiihrt.

5.1 Parameter

Fiir das Beispielsystem werden die in Tabelle 5.1 gelisteten Parameter angesetzt. Die
Berechnung der Masse des Quaders erfolgt unter Annahme einer einheitlichen Dicke von
0.1m sowie einer Dichte von 8000 kg/m?.

Tabelle 5.1: Parameterwahl des Beispielsystems.

Parameter Wert Beschreibung

a 0.2m Breite des Quaders

b 0.1m Hohe des Quaders

m 16 kg Masse des Quaders

0., 0.0667 kgm? Massentragheitsmoment des Quaders
hA0s B0 0.1 Reibwerte in den Kontakten A und B

g 9.81 m/s? Erdbeschleunigung

1Fext x unterschiedlich x-Komponente der externen Kraft ;Foyy
1Feat,y ON y-Komponente der externen Kraft ; F'o .t
Moy 0Nm externes Moment

(@, ap) unterschiedlich Systemzustand bei Simulationsbeginn

ty 0s Startzeitpunkt der Simulation

te unterschiedlich Endzeitpunkt der Simulation

Fiir die numerische Simulation gelten die Parameter in Tabelle 5.2. Sie werden experi-
mentell ermittelt, um einerseits moglichst genaue Ergebnisse und andererseits eine robuste
Iteration sicherzustellen. Fiir das Zweikérpermodell werden dabei zwei Modi eingefiihrt:
die Simulation mit hoher Genauigkeit (HG) und mit niedriger Genauigkeit (NG). Die
Wahl von NG verringert die Rechenzeit fiir Simulationen, bei denen bestimmte Effekte nur
qualitativ untersucht werden sollen. Das Einkérpermodell wird immer mit NG simuliert
(siehe Abschnitt 5.2.2).

In den folgenden Abschnitten werden mehrere Simulationen mit unterschiedlichen Para-
metersdtzen durchgefiihrt. Sofern nicht explizit vermerkt, gilt jeweils die hier angegebene
Konfiguration.
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Tabelle 5.2: Parameterwahl fiir die numerische Simulation.

Par. Wert Beschreibung
107*s (NG) o . .

At 105 (HG) Schrittweite der Zeitintegration
10°N/m (NG) | . .

cr 10° N/m (HG) Federsteifigkeit der translatorischen Feder in der Kopplung
106 Nm/rad (NG) o . . .

CR 10° Nm/vad (HG) Federsteifigkeit der rotatorischen Feder in der Kopplung
1 Ns/m (NG) . . .

dr 10Ns/m (HG) translatorische Dampfungskonstante in der Kopplung
1 Nms/rad (NG) . . .

dr 10 Nms/vad (HG) rotatorische Dampfungskonstante in der Kopplung

Umnaz 20 maximale Anzahl an duBeren Iterationsschritten

Umaz 100 maximale Anzahl an inneren lterationsschritten

gyror  107%m Mindestnormalabstand im Kontakt

groror  1076m/s Mindestgleitgeschwindigkeit im Kontakt

AAror,  1074N At Schwellwert fiir Konvergenz der Iteration

v 0.5 Multiplikator zur Reduktion von r bei Divergenz

Ag ONs Startwert der A-lteration

5.2 Ergebnisse

Im Folgenden werden mehrere Simulationen mit den Losungsverfahren der vorherigen
Kapitel prasentiert. Erst sollen die einzelnen Verfahren fiir sich untersucht werden, in
Abschnitt 5.3 werden diese dann miteinander verglichen.

5.2.1 Zweikorpermodell

Zunéchst wird beim Zweikoérpermodell die Initialisierung des Systems in statischer Gleich-
gewichtslage bewertet. Dazu werden zwei Simulationen durchgefiihrt: bei der Ersten wird
das System mit der Konfiguration eines Starrkorpers (Index starr), also

T
qstarnb:(% % 0 %Ta % 0) ) (51)

und bei der Zweiten in statischer Gleichgewichtslage (Index GGL) nach Anhang B.2.3
initialisiert. Beide Systeme starten in Ruhe, weshalb

Qstarrp = ALy =0 (5.2)

gilt. Eine externe Anregung findet nicht statt, es wirkt nur die Schwerkraft mit ;g. Bild 5.1
(links) zeigt die Neigung g3 des linken Teilkorpers fiir je eine Simulation mit ¢, = 20 ms bei
niedriger Genauigkeit (NG). Es ist zu erkennen, dass sich g3 stqrr nach einem Einschwing-
vorgang der berechneten Gleichgewichtslage, also g3 ¢ar, ndhert. Aulerdem verhalt sich
das System fiir gy, um einiges ruhiger, wie eine Betrachtung der kinetischen Energie
Eyin des Systems in Bild 5.1 (rechts) zeigt.

Da die Néherung fiir die Ruhelage aus Anhang B.2.3 offensichtlich gute Ergebnisse liefert,
wird in den folgenden Simulationen mit haftendem Quader zu Simulationsbeginn stets
eine Initialisierung in Gleichgewichtslage angewendet. Fiir Untersuchungen mit bereits
gleitendem Quader wird aber g, verwendet.
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Bild 5.1: Vergleich von starrem Ausgangszustand mit statischer Gleichgewichtslage.

Des Weiteren wird das Verhalten des Systems bei Verwendung des impliziten Integrators
nach Abschnitt 3.4 untersucht. Dazu dient eine Simulation mit qggrp, te = 1s und
NG. Es wirkt wiederum keine externe Kraft. Um das Stabilitdtsverhalten beurteilen zu
kénnen, werden nun aber grofie Zeitschritte mit At = 10 ms angesetzt. Die Integration
mit explizitem Integrator, also iiber MOREAU’s Mittelpunktregel, wird dabei instabil, die
Teilkérper beim impliziten Integrator verbleiben hingegen in der berechneten Ruhelage. Das
war zu erwarten, da implizite Verfahren fiir Probleme mit steifen Differentialgleichungen
besser geeignet sind [10].

Mit der verbesserten Stabilitdt ist aber auch ein schlechteres Energieverhalten des
Systems verbunden. Dies kann durch die Simulation eines frei fallenden Quaders, also mit

a=(1 (1+) 0 % (t+a) o). ©3)

bei NG und t, = 1 ms veranschaulicht werden. Dabei bezeichnet Ay = 1 m einen Offset in
yr-Richtung, um den Kontakt mit der inertialfesten Ebene zu verhindern. Bild 5.2 zeigt die
Gesamtenergie des Systems nach Anhang B.3 fiir die Simulation mit explizitem (Eges expl)
und implizitem (Eges impr) Integrator. Die Startwerte der Energien Eges cxpp Und Eges impib
sind, der Einfachheit halber, von den Verldufen abgezogen.

30
N~
=
2 0
)
K
§D -30 Eges,ea;pl
c Eges,impl
3
IS
o -60
(3]
(&)
-90 . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Zeit t [ms]

Bild 5.2: Vergleich des Energieverhaltens bei explizitem und implizitem Integrator.
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Ein direkter Vergleich zeigt, dass der dampfende Charakter des impliziten Verfahrens
eine Abnahme der Gesamtenergie zur Folge hat. Deshalb, und weil fir die Parameterwahl
aus Abschnitt 5.1 das explizite Verfahren stets stabil verlauft, wird der implizite Integrator
in den folgenden Simulationen nicht mehr eingesetzt.

5.2.2 Einkorpermodell

Da beim Einkoérpermodell keine Federn und Dampfer modelliert sind, also keine steifen
Differentialgleichungen vorliegen, reicht hier eine Schrittweite von At = 107%*s (NG)
aus. Dies ist, neben der exakten Einhaltung der urspriinglichen Geometrie, einer der
Hauptvorteile dieser Modellierung. In den folgenden Abschnitten wird durch verschiedene
Simulationen auf die Besonderheiten der einzelnen Implementierungen des Einkérpermodells
eingegangen.

Methode der Pseudoinversen

Wie eingangs bereits erwéahnt, liefert die Methode der Pseudoinversen nicht immer ge-
wiinschte Ergebnisse. In Abschnitt 4.3.1 wurde gezeigt, dass durch diese Formulierung ein
Minimum von ||Al|,, also eine Gleichverteilung der unterbestimmten Kréfte, angestrebt
wird. Damit wird das gewiinschte physikalisch korrekte Verhalten wohl nicht erreicht.

Speziell beim Beispielsystem, erfolgt vorerst eine gleichméflige Kraftverteilung mit
Ari = ANy, welche erst in einem Folgeschritt durch das Reibgesetz an die zulédssigen
Werte angepasst wird. Dies hat einen unginstig wirkenden Effekt bei der numerischen
Auswertung zur Folge. Um diesen Effekt zu veranschaulichen, wird eine Simulation mit
externer Anregung in z7-Richtung (Bild 5.3 links), Start in

aw=(3 50 . a=0 (5.4)

und Endzeit t, = 0.1 s durchgefiihrt. Der Quader startet also haftend und fingt dann durch
die linear ansteigende externe Kraft an zu gleiten. Die tangentiale Relativgeschwindigkeit
im Punkt A ist in Bild 5.3 (rechts) fiir den interessierenden Haft-Gleitiibergang dargestellt.

36 , , , , 12
27
8
18 g
Z 24
29 5
5
~ 0 0
9 ; ; ; ; 4 ' ' ' '
0 20 40 60 80 100 58 59 60 61 62 63
Zeit t [ms] Zeit t [ms]

Bild 5.3: Haft-Gleit-Wechsel bei Methode der Pseudoinversen.

Offensichtlich existiert kein exakter Zeitpunkt des Haft-Gleit-Ubergangs sondern viel
mehr ein stédndiger Wechsel, bis bei etwa ¢t = 62ms die Kraft grof3 genug ist, um den
Korper loszureiflen. Dieses Verhalten kann folgendermafien erkléart werden: Die Kontakte
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werden vorerst durch die Pseudoinverse wie bilaterale Bindungen behandelt. Dadurch
ergeben sich zwei gleich grofle Reibkréifte A4 = App. Durch das Ziehen im Punkt E wird
ein Moment eingeleitet, weshalb die Normalkraft Ayp einen grofleren Wert annehmen
wird, als Ay 4. Es ergeben sich dadurch unterschiedliche maximal iibertragbare Reibkréfte
in den Kontaktpunkten. Tritt der Fall ein, dass der vorerst berechnete Wert fir Ap;
zwischen diesen Grenzen liegt, so wird nur eine Reibkraft projiziert, die andere behélt
ihren Wert. In Summe ergibt sich damit ein zu geringer Widerstand, weshalb der Korper
fiir den néchsten Zeitschritt ins Gleiten wechselt. Im Gleitfall werden dann aber beide
Reibkréfte auf ihr Maximum projiziert, was wiederum einen Wechsel in den Haftzustand
verursacht und den in Bild 5.3 gezeigten Verlauf erklért. Eine manuelle Anpassung der
Reibkrafte nach Abschnitt 4.3.1 wiirde dieses Problem zwar beheben, da dies aber fiir
groflere Mehrkorpersysteme nicht ohne Weiteres umsetzbar ist, wird darauf nicht néher
eingegangen.

Methode der Iteration mit Projektionsfunktion

Die strikte Anwendung des Verfahrens vom Zweikérpermodell liefert bei Konvergenz zwar
auch eine Losung, diese wird aber bei abhédngigen Reibkriften durch den vorgegebenen
Startwert Ag aus der Losungsmenge bestimmt. Diese Behauptung kann durch eine Simu-
lation bestéatigt werden. Dazu wird ein haftender Quader (wie in Gl. (5.4) beschrieben)
durch eine konstante externe Kraft jFez , = 2N belastet. Fiir einen Startwert von Aj =0
ergibt sich durch die Iteration der Vektor der Zwangskréfte zum Zeitpunkt ¢ = 10 ms zu

AT A —1N
A 77.48 N
A\F = iVA = . 5.5
. 1IN (5.5)
ANB 79.48 N
Ein Startwert von
—0.05Ns
o 0ONs
40 =1 0.05Ns (5.6)
0Ns
fiihrt hingegen auf
Py —7.75N
1Y 77.48 N
*k NA | —
AT = Mmoo | BN | (5:7)
ANB 79.48 N

Die Summe der Reibkréfte betragt zwar stets —2 N, die Kraftverteilung &ndert sich aber
offensichtlich. Bild 5.4 zeigt anschaulich den Verlauf der Ap;-Iteration im Punkt B fiir die
vorhin genannten Startwerte. Fiir einen ausschliefllich gleitenden Koérper ergibt sich in einer
dhnlichen Simulation mit

a,= (4 g@T, %:@w%oof (5.8)

hingegen keine Abhéngigkeit vom Startwert. Dies war auch zu erwarten, da fiir diesen Fall
eine eindeutige Losung existiert.
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Bild 5.4: Ap;-lteration im Punkt B fiir unterschiedliche Startwerte Ay bei ¢ = 0.1s und &uBerem
Iterationsschritt u = 1.

Methode der Optimierung eines Giitefunktionals

Zur Bewertung der Losung durch Minimierung von z dient eine Simulation mit zu Beginn
haftendem Korper, also wieder nach Gl. (5.4). AuBlerdem wird eine linear ansteigende
externe Kraft angenommen. Der Verlauf dieser wird wie in Bild 5.3 (links) gewéhlt. Die
Auswertung der Ergebnisse zeigt, dass das Verfahren fiir den Ansatz 1 mit min(g’ ¢) im
Gegensatz zu Ansatz 2 und 3 nicht konvergiert. Dies ldsst sich durch die vorgeschaltete
Api-Iteration und den dabei als konstant zu Null angenommenen Reibkréaften erklaren. Die
Normalkréfte sorgen hierbei fiir ein Abstiitzen des, durch ;Fe, . eingeleiteten, Momentes.
Dies hat zur Folge, dass bei der anschlieBenden Optimierung fiir alle Ap4 + Arp # 0
wieder ein Moment aufgebracht wird, womit eine Rotation des Koérpers verursacht wird.
Die Forderung min(g”? ) versucht aber neben dem Gleiten auch eine Drehung des Kérpers
zu verhindern. Da bei Ansatz 1 die rotatorischen Anteile der Bewegung auf die gleiche
Weise wie die translatorischen einflielen, werden somit stets im Betrag zu kleine Reibkréfte
Ar; gefunden.

Bei Ansatz 2 wird mit P eine Matrix eingefiihrt, welche die translatorischen Anteile um
den Faktor 57.600 (= m?0_2) stirker gewichtet. Der Drallsatz hat also kaum noch Einfluss
auf die Optimierung, wodurch eine Konvergenz der dufleren Iteration wieder ermoglicht
wird.

Durch diese Erkenntnis stellt sich die Frage, ob die Forderung von min((’jT q) in allen
Fillen sinnvoll ist. Eine Minimierung der Relativbeschleunigung in den Kontakten scheint
mehr den urspriinglichen Anforderung zu entsprechen. Dies ist auch der Grund fiir die
Einfithrung von Ansatz 3, bei welchem die rotatorische Anteile {iberhaupt keinen Einfluss auf
die Gitefunktion z haben. Bild 5.5 veranschaulicht beispielhaft das Finden des Minimums
nach Ansatz 3 mit q;, g, nach Gl. (5.4) und einer konstanten externen Belastung jFeyt o =
10N zum Zeitpunkt ¢t = 0.1s.
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Bild 5.5: Bestimmung von pAmin, ftBmin durch Optimierung bei ¢ = 0.1s und auBerem lterationsschritt
U =3 (Zopt = 0).

5.3 Vergleiche und Diskussion

Die einzelnen Verfahren werden am besten anhand einer Beispielsimulation verglichen.
Dazu wird wieder von einem anfangs haftenden Korper nach Gl. (5.4) sowie einer linear
ansteigenden externen Kraft wie in Bild 5.3 ausgegangen. Fiir das Zweikdrpermodell werden
die Parameter fiir hohe Genauigkeit (HG) gewéhlt. Das Einkérpermodell wird wie zuvor
mit At = 10™*s integriert. Die Simulation soll bis zum Endzeitpunkt ¢, = 0.1s laufen.

Tabelle 5.3 zeigt den Zeitpunkt des Haft-Gleitiibergangs und Bild 5.6 den Verlauf der
Reibkrafte fiir jedes Verfahren.

Tabelle 5.3: Zeitpunkt des Haft-Gleit-Ubergangs t ..

Verfahren tHa, A tuc,B
a) Zweikdrpermodell 62.65 ms 62.60 ms
b) Einkérpermodell: Gber Pseudoinverse zwischen 58.50ms und 62.1ms
c) Einkérpermodell: Giber Iteration mit Proj. 62.90 ms

d) Einkdrpermodell: iiber Optimierung (Ansatz 3) 62.90 ms

Der direkte Vergleich zeigt, dass die Verfahren beim Einkérpermodell und die Iteration
beim Zweikorpermodell auf dhnliche Zeitpunkte des Haft-Gleit-Ubergangs fiihren. Lediglich
die Methode der Pseudoinversen hat beim Wechsel des Bewegungszustandes die zuvor
erklarten Probleme.

Die Reibkréfte weisen nach Bild 5.6 fiir die Verfahren des Einkorpermodells mit Ay
identische Verldufe auf. Die Minimierung von z stellt in diesem Fall offensichtlich keine
anderen Anforderungen an das System als die Iteration mit Projektionsfunktion. In der
Zeit bis t = tggi, also im Haften, tritt bei der Optimierung nur Fall 4d-i) nach Anhang C.6,
also ein Durchlaufen der Optimumsgerade durch Z, auf. Das heifit, dass hier die Forderung
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Bild 5.6: Reibkraftverlaufe der verschiedenen Verfahren bei Haft-Gleit-Ubergang.

von min(z) keine Einschriankung der Losungsmenge hervorruft. Die Wahl der Losung wird
also ausschlieBlich durch die sekundire Forderung min(A” X) getroffen.

Ein Unterschied ergibt sich aber trotzdem: Ein Vergleich der Rechenzeit, sowie der
Gesamtanzahl an Iterationsschritten zeigt, dass die Losung durch Minimierung von z
wesentlich effizienter arbeitet. Dabei darf aber nicht vergessen werden, dass in dieser
Arbeit eine analytische Optimierung implementiert wurde, was vor allem bei komplexen
Mehrkorpersystemen keine Option darstellt. Der numerische Weg wiirde ebenfalls zu
hoheren Rechenzeiten fiihren.

Des Weiteren fillt auf, dass die Reibkraftverldufe des Einkérpermodells im Haften
wesentlich von denen des Zweikérpermodells abweichen. Da nach Anhang B.2.4 das Zwei-
korpermodell fiir sehr steife Federn das Verhalten eines Starrkérpers imitiert, scheinen die
Optimierungsstrategien aus Abschnitt 4.3.2, zumindest in diesem Fall, nicht auf das erhoffte
physikalisch korrekte Verhalten zu fithren. Es ist aber anzumerken, dass alle Verfahren,
von numerischen Fehlern abgesehen, stets dieselbe Bewegung g(t) des Korpers erzeugen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden noch weitere Simulationen, wie z. B. mit Gleit-Haft-
Ubergang oder sprungférmiger Anregung, durchgefiihrt, welche jedoch keine weiteren
bedeutenden Erkenntnisse hervorgebracht haben.



6 Fazit und Ausblick

Die Simulationen in Kapitel 5 zeigen, dass fiir das Beispielsystem, trotz unterbestimmter
Zwangskréfte, keine Abhéngigkeit der Bewegung vom gewéhlten Verfahren besteht. Fiir die
Bestimmung der Kontaktkrafte im Haftfall liefert aber das Zweikorpermodell ein anderes
Kréafteverhéltnis als die Verfahren des Einkoérpermodells, was darauf hindeutet, dass keine
der untersuchten Methoden eine eindeutige (und richtige) Wahl im Haftfall liefert.

Dass kein Einfluss der Kréafteverteilung auf die Bewegung besteht, kommt durch die Ein-
deutigkeit der Normalkréfte in den Bindungen zustande. Trotz der erhaltenen Ergebnisse
scheint eine Minimierung der tangentialen Relativbeschleunigungen in den Kontakten ein
guter Ansatz zu sein. Eine weiterfithrende Arbeit kénnte zum Beispiel das Verhalten dieser
Methode bei voneinander abhéngigen Normalkraften, wie zum Beispiel beim Pantogra-
phenmechanismus in GLOCKER [4], untersuchen. Hier hat die Wahl des Kréfteverhéltnisses
durchaus Einfluss auf die Bewegung der Korper.

In jedem Fall stellt die Losung tiber die Minimierung der Beschleunigungen eine ernst-
zunehmende Alternative zu den bereits vorhandenen Ansétzen dar. Im Vergleich zu der
Verwendung einer Pseudoinversen hat dieses Verfahren klare Vorteile speziell bei Haft-Gleit-
Ubergéingen. Eine Iteration mit Formulierung durch die Projektionsfunktion liefert zwar
dieselben Ergebnisse, arbeitet aber vermutlich nicht so effizient. Da in dieser Arbeit eine
analytische Optimierung verwendet wurde, kann ein praxistauglicher Rechenzeitvergleich
nicht angegeben werden. Eine zukiinftige Untersuchung koénnte durch den Benchmark einer
numerischen Optimierung fiir klare Anhaltswerte sorgen.

Wie die Simulationsergebnisse aus vorherigem Kapitel bestédtigen, wird bei der Methode
der Iteration mit Projektionsfunktion scheinbar zufillig eine Wahl aus der Lésungsmenge
getroffen. Dies konnte an einer Verdnderung des Startwertes der Iteration gesehen werden.
Eine spezielle Wahl des Anfangswertes, oder des Hilfsparameters r, konnte auf dasselbe
Ergebnis wie eine Minimierung der Beschleunigung fithren. Das Finden eines Zusammen-
hangs, um die Forderung min(z) in den bekannten Iterationsprozess zu integrieren, stellt
ein weiteres mogliches Ziel einer aufbauenden Arbeit dar.

Komplett unberiicksichtigt wurde bisher der Fall von mehr als zwei abhingigen Zwangs-
kréften. Vor allem in groflen Mehrkorpersystem mit komplexen Korpergeometrien sind
mehrfache Abhéngigkeiten der Bindungskrifte zwischen zwei Kérpern durchaus denkbar.
Die Minimierung des Giitefunktionals z sollte genauso anwendbar sein, wenngleich keine
so anschauliche Darstellung wie in Abschnitt 4.3.3 mehr méglich ist. Eine Uberpriifung
dieser Behauptung steht aber noch aus.

Sollten zukiinftige Arbeiten feststellen, dass eine Minimierung der Beschleunigung nicht
in Verbindung mit einem korrekten Verhalten des Systems steht, muss der in dieser Arbeit
verwendete Ansatz nicht komplett verworfen werden. Eine Anpassung des Giitefunktionals,
zum Beispiel durch Hinzufiigen von bestimmten Termen, kénnte unter Verwendung der
hier vorgestellten Eingliederung in den Gesamtlésungsalgorithmus auch zum Ziel fithren.



Anhang A

Allgemeines

A.1 Notation

In Tabelle A.1 sind die fiir diese Arbeit verwendeten Bezeichnungen aufgelistet.

Tabelle A.1: Notation.

Bezeichnung Beschreibung Beispiel
Index “I* Darstellung im inertialen Koordinatensystem [ 1Fewt, 19
Index “K* Darstellung im korperfesten Koordinatensystem K des grs, kTsa
Einkorpermodells
Index "K1", “K2" Darstellung im koérperfesten Koordinatensystem K1, K1iTS1,
K2 des Zweikdrpermodells (linker, rechter Teilkdrper) — gorss
Index “A", “"B" Kontaktpunkte A, B ITA, ITB
Index “E* Kraftangriffspunkt ITE
Index “S* Schwerpunkt S des Einkérpermodells ITs
Index “S1", “52" Schwerpunkte S1, S2 des Zweikérpermodells ITs1, ITS2
Index “C1", "C2" Kopplungspunkte C1, C2 des Zweikdrpermodells o1, ITC2
Index “1", “2“ linker, rechter Teilkorper des Zweikérpermodells mi, Mo
Index “12“ Kopplung der beiden Teilkérper im Zweikorpermodell M1
Index “c* Feder (translatorisch oder rotatorisch) 1Fo2, M.a
Index “d" Dampfer (translatorisch oder rotatorisch) 1Fq12, Mg1o
Index “s" in statischer Ruhelage (Gleichgewichtslage) M194
Index “zz" in z7-Richtung 0.,
Index “N* in Normalenrichtung (beziiglich Kontaktflache) AAN, ABN
Index “T" in Tangentialrichtung (beziiglich Kontaktflache) AAT, ABT
Index “b" bei Simulationsbeginn tp
Index “e" bei Simulationsende te
Apostroph ’ zu Beginn eines Zeitintervalls At q
Doppelter am Ende eines Zeitintervalls At q’
Apostroph "
Index “M*" gemittelter Wert (z. B. fir Mittelpunktsregel) au

hochgestellter Index

[T TR TN T}
'

im Iterationsschritt u (der duBeren lteration) bzw. v
(der inneren lteration)

u,v u,v
ANi ' ATi

A.2 Definitionen

Tilde-Operator

Um das iiblicherweise im 3-dimensionalen euklidischen Vektorraum definierte Kreuzprodukt
fiir den ebenen Fall vereinfacht darstellen zu kénnen, wird unter anderem der Tilde-Operator
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x eingefithrt. Da im ebenen Fall nur eine mégliche Drehachse existiert, namlich senkrecht
zur Ebene (hier in 23 bzw. z-Richtung), kann das allgemeine Kreuzprodukt fiir ¢,y € R?

z1 n
TXY=|22| X |2 =2 Y,
x3 Y3 (A 1)
0 —XI3 xTo '
x=| x3 0 -z
—xX9 X1 0

durch ein vereinfachtes fiir x € R?, y € R?, = (0, 0, x3)7 mit
0 Y1 -
acx(y): 0| x|y =<$.y>7
0 0
3 0 (A.2)

~ 0 —XI3
- ( ‘ )

ersetzt werden. Damit lassen sich z. B. Geschwindigkeiten, hervorgerufen durch drehende
Koordinatensysteme, auch im ebenen Fall leicht darstellen.

Dach-Operator

Des Weiteren wird der Dach-Operator & als Vereinfachung des Kreuzproduktes fiir den
Fall z € R?, y € R? durch

T Y1 0
r X Y = T X = 0
0 0 — 2 Y2 - )
0 0 -y (A.3)
T = (—:L'Q ZL‘1)

eingefithrt. Damit konnen z. B. Versatzmomente im ebenen Fall berechnet werden (diese
stehen immer senkrecht zur Ebene und zeigen somit in x3 bzw. z-Richtung).

>

Mengenwertige Vorzeichenfunktion

Fiir die Darstellung von mengenwertigen Kraftgesetzen wird die Vorzeichenfunktion
1, firz>0
sign(z) =4¢ 0, firz=0 (A.4)
-1, firx <0

um eine mengenwertige Variante (gekennzeichnet durch ein grofies S)

1, firz >0
Sign(z) :=< €[-1,1], firz=0 (A.5)
-1, firz <0

erweitert.
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Modellierung

B.1 Einkorpermodell

Fiir die Geometrie des Einkorpermodells werden alle notwendigen Parameter direkt aus
der Aufgabenstellung in Abschnitt 2.1 iibernommen (siehe Bild B.1). Das korperfeste
Koordinatensystem K wird dabei mittig in den Quader gesetzt, wodurch dessen Ursprung
auf den Schwerpunkt S fillt.!

Bild B.1: Geometrie des Einkorpermodells.

Der Vektor ;rgs = (q1, q2)7 legt die Lage des Schwerpunkts fest. Die Punkte A, B und
E werden durch Vektoren im K-System

KTSA = ( 2) . KTSB= ( i) . KTSE= <2> (B.1)
2 T2 2

beschrieben, welche fiir weitere Berechnungen durch die Transformationsmatrix

Ay = (COS(Q3) —sin(q3)> (B.2)

sin(gz)  cos(gs)

ins inertialfeste I-System gedreht werden durch

ITA =175 + A[K KTSA ,
"B =1Ts + AIK KTSB , (B.3)
ITE = 1Ts + AIK KTSE -

1 In Abschnitt 2.1 wird eine homogene Massenverteilung gefordert.
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Fiir die Bestimmung der Geschwindigkeiten wird der Vektor

(B.4)

eingefithrt. Dieser beschreibt die Rotation des K-Systems gegeniiber dem [-System. Mit
dem in Anhang A.2 definierten Tilde-Operator ergibt sich fiir die Starrkérperbewegung

s = (d1, 42)”

ITA =175+ WK AIK KTSA , (B.5)

I

ITB =115+ WK AIK KTSB ,
ITE = [Ts + WK AIK KTSE -

B.2 Zweikorpermodell

B.2.1 Geometrie und Kinematik

Fir das Zweikérpermodell wird der urspriinglich einteilige Quader aus der Aufgabenstellung
in Abschnitt 2.1 durch zwei gleich grofie Teilkérper modelliert. Diese werden durch Federn
und Dampfer gekoppelt. Der Ubersichtlichkeit halber ist die Kopplung in Bild B.2 als

Strichlinie angedeutet.

Kopplung

/

Bild B.2: Geometrie des Zweikdrpermodells.

Die Positionen der Schwerpunkte werden durch ;rg; = (g1, ¢2)? und ;750 = (qu, ¢5)7

festgelegt. Die Vektoren

) ) K1Ts101 = (g) (B.6)

stellen die Punkte A und C'1 im K1-System dar, welche durch die Transformationsmatrix

des linken Teilkorpers

IS R

K1TS1A = (

cos(q3) — Sin(Q3)> (B.7)

Ara = (Sin(%) cos(qs3)
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mit

TA = 1751 + AIK1 K1TS14 , (B.8)

rc1 = 1rs1 + Ark1 K1Ts101

im I-System beschrieben werden. Ein analoges Vorgehen ist fiir die Punkte B, C2 und FE
des rechten Teilkérpers moglich. Mit

_a a
K2TSs2B = ( ) ) K1T 5202 = ( 3) ) K2TS2E = (i) ) (B.9)
2 2

_ (cos(gs) —sin(gs)
Ao = (sin(q6) cos(q6)> (B.10)

[N

folgt also

ITB = 1752 + AIK2 K2TS2B
Tc2 = 1Ts2 + Ark2 K2Ts202 , (B.11)

ITE = 1752 + AIK2 KoTS2E -

Die Einfiihrung von

0 0
JWK1 = 0 s JWEKo = 0 (B.12)
q3 6

als Winkelgeschwindigkeiten der Systeme K1 und K2 erlaubt die Berechnung der Ge-
schwindigkeiten tiber

. qQ : q4
rTs1 = | . rTs2 = | .
S1 <q2> ’ S2 <q5> )

1A = 1751+ WK1 AIK1 K1T54
Tc1 = 1751 + WK1 AIk1 K1TsC1 (B.13)
ITB = [Ts2 + [WK2 ATK2 K2TSB ,
ITc2 = 752 + 1WK2 ArK2 K2T'5C2

ITE = 752 + 1WK2 ATK2 K2TSE -

B.2.2 Koppelkriafte

Fiir die Kopplung der Teilkoérper werden Federn und Dampfer mit linearen Kraftgesetzen
verwendet, wodurch die Berechnung der Koppelkréifte besonders einfach wird. Der Abstand
zwischen den zwei Kopplungspunkten C'1 und C2 ist dabei der mafigebende Parameter fiir
die translatorischen Anteile. Dieser wird tiber den Abstandsvektor

ITC1C2 = ITC2 — ITC1 (B.14)
mit den Komponenten
reice = (Asy, Asy)" (B.15)

in 7 bzw. yr-Richtung bestimmt, wobei auch negative Werte moglich sind.
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Die rotatorischen Anteile werden durch die Verdrehung der beiden Teilkorper zueinander
festgelegt, welche durch den einfachen Zusammenhang

As, = q6 — q3 (B.16)

berechnet werden kann.

Mit F.12 und M2 werden die Krifte und Momente der Kopplung bezeichnet, die auf
den linken Teilkérper im Punkt C1 wirken. Analog dazu stehen F.o; und Mo fiir die
Krafte und Momente im Punkt C2 des rechten Teilkorpers. Die linearen Kraftgesetze
fiihren auf

_ (Asger)
1Fei2 = (Asy CT) = —1Fc, (B.17)
Mg = Asycp = —Mear - (B.18)

Dabei bezeichnen ¢y und cg die Federsteifigkeiten fiir die translatorischen und rotatorischen
Anteile. Diese werden sehr hoch gewédhlt, um dem Verhalten eines einzelnen Starrkorpers
moglichst nahe zu kommen.

Die Berechnung der Kréfte und Momente durch die Dampfer erfolgt analog, wobei anstatt
Abstand und Verdrehung, die Geschwindigkeiten mafigebend sind. Die Bezeichnung wird
wie bei den Federn gewahlt, womit sich fiir den Einfluss der Dampfer

(Asydr\
Fai2 = (Aéy dT) =—1Fan , (B.19)
M2 = As,dp = —Man (B.20)
mit
rcic2 = 1rc2 — 1TC1 (B.21)
. As,

ITC102 = ) (B.22)

As: = g6 — d3 (B.23)

ergibt. dr und dp sind dabei die zugehorigen Dampfungskonstanten. Sie werden im Ver-
gleich zu den Federsteifigkeiten einige Gréoflenordnungen kleiner gewéhlt, da sie zwar die
Eigenschwingungen ddmpfen, dem System aber nicht zu viel Energie entziehen sollen.

B.2.3 Initialisierung
Massen und Massentragheitsmomente

Da von einer homogenen Massenverteilung ausgegangen wird und der Quader fiir das
Zweikorpermodell exakt halbiert wird, ergibt sich fiir die Einzelmassen der einfache Zu-
sammenhang

(B.24)

m
mi1 = Mo = —

1 2= 5
Um fiir beide Teilkorper das zugehorige Massentrigheitsmoment bezogen auf den jeweiligen
Schwerpunkt zu erhalten, wird der Satz von HUYGENS-STEINER angewandt [9]. Das Gesamt-
tragheitsmoment des Quaders 6, ist auf den Schwerpunkt S bezogen, der bei geschlossener
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Kopplung (d. h. fir rc1 = re2 und g3 = ¢) den Abstand 9 zu den Schwerpunkten S1 und
S2 hat (siehe Bild B.2). Damit ergibt sich

a 2 a 2
0,, = 0,1+ 00 +my <4> + mo (4> (B.25)

wodurch mit Gl. (B.24) und der Symmetrie 6,,1 = 6,,2 durch kurze Umformung sofort

2

a
9zzl = 0zz2 =5 ezz -

@ B.2
2 M35 (B.26)

folgt. Dabei ist 6,,1 auf S1 und 6,2 auf S2 bezogen.

Statische Gleichgewichtslage

Fir manche Simulationen ist es sinnvoll das Zweikorpermodell in statischer Gleichgewichts-
lage zu initialisieren (siche Abschnitt 3.2). Im Sinne einer kurzen Berechnung werden
mehrere Vereinfachungen getroffen. Aufgrund der Symmetrie wird im folgenden nur ein
Teilkérper betrachtet. Da die Ruhelage gesucht ist, entfallen die Anteile der Dampfer
komplett. Des Weiteren werden die translatorischen Anteile der Federn vernachlissigt.?
Stattdessen wird gefordert, dass die Punkte A und B des Zweikérpermodells mit denen
des Einkorpermodells bei Simulationsbeginn iibereinstimmen, um eine Stauchung oder
Streckung zu verhindern.

Es bleibt also nur das statische Federmoment M2, das dem Einfluss der Gravitati-
on entgegenwirkt. Fiir dessen Berechnung wird erst der linke Teilkérper freigeschnitten
(Bild B.3).

AyKl

% " J\/[c12s
yI Ig TK1
Q——=@C!
S1 ZK1
Ir A ' Fgq

2y 7. /

Bild B.3: Freischnitt des linken Teilkérpers in der Ruhelage.

Der Drallsatz um den Punkt A lautet fiir die statische Gleichgewichtslage nun

a
0= Mezs + 7 (1Fc1)s (B.27)

wobei die Veranderung des Hebelarms von F'g; durch g3s vernachlassigt wird. Mit

465 = —¢ Foi=mg=|( "
6s 35 I Gl 11 —mig ) (B28)
Mles = CR (Q6s - q35) = _ZCR 43s
folgt somit
a
q3s = —g . —mig. (B.29)

8cr

2 Der Anteil in y;-Richtung entféllt aufgrund der Symmetrie sowieso.
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B.2.4 Grenzwertbetrachtung

Das Zweikorpermodell soll als Referenz fiir die untersuchten Strategien am Einkérpermodell
dienen. Dazu wird angenommen, dass sich bei sehr hohen Federsteifigkeiten das geteilte
System wie ein einzelner Starrkérper verhilt. Um diese Aussage auf ihre Giiltigkeit zu
iiberpriifen, wird im Folgenden eine Grenzwertbetrachtung anhand eines vereinfachten
Systems aufgestellt. Dabei soll obige Annahme durch einen analytischen Nachweis bestétigt
werden.

Zur Vereinfachung wird ein, dem Zweikérpermodell &hnlicher, Zweimassenschwinger
betrachtet, an dem eine beliebige, aber konstante externe Kraft F' angreift (Bild B.4).

€2
Ty
Avi — —
g 91 c 592 F
[ AN ¢ —
Tr A B I
G > 7 7 7 7
2y Mo, 7B /,
ANA ANB

Bild B.4: Zweimassenschwinger.

Die beiden Korper haben die Masse m und konnen eine Bewegung nur in positiver x -
Richtung ausfithren.? Eine Verdrehung ist also nicht moglich. Des Weiteren wird der Kontakt
mit der Ebene iiber die Punkte A und B analog zum Zweikérpermodell beschrieben, wobei
ein einheitlicher Reibwert mit p angesetzt wird. Die Massen sind iiber eine translatorische
Feder mit Federsteifigkeit ¢ gekoppelt, Dadmpfer werden nicht behandelt. Der Impulssatz in
xr-Richtung liefert damit

miy =c(xag—x1) + A4,

.. (5.30)
mie = —c(xg —x1) + Arp + F.

Aufgrund der vorhin getroffenen Einschrdnkungen ergibt sich fir die Normalkréfte der
konstante Wert

)\NA:/\NB:mg- (B.?)l)

Um das System analytisch untersuchen zu kénnen, werden Haft-Gleit-Ubergiinge ausge-
schlossen. Damit kann nur das Verhalten fiir die Félle von reinem Haften oder Gleiten
untersucht werden, ein Losbrechen beispielsweise aber nicht. Mit Gl. (B.31) gilt damit
folgendes Reibgesetz

—mgu, fir ;1 >0

Ara = e
€[-mgp, mgp], firip =0
(B.32)

P —mgu, flir £ >0
TBE=\ el=mgu, mgy], firis=0

Fiir die Ruhelage mit entspannter Feder als Anfangszustand kann in drei verschiedene

3 Durch die Einschrankung auf die positive Bewegungsrichtung wird die analytische Berechnung ver-
kiirzt, die Losung fiir den Fall einer Bewegung in negativer xr-Richtung erfolgt analog.
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Félle, je nach angreifender Kraft F', unterschieden werden:
Fall 1: F<mgu

Fall2: mgu < F<2mgpu

Fall 3: F>2mgp

Bei Fall 1 reicht die angreifende Kraft F' < m g p nicht aus, um die rechte Masse zu bewegen,
weshalb auch die Linke liegen bleibt. Die Auswertung der Bewegungsgleichungen liefert fiir
die Reibkrifte

Arar =0, Arp1 = —F, Ay = —F (B.33)

wobei Ars1 = Ara1 + Arp1 die Summe der Reibkréfte bezeichnet.

Ist die Kraft F' grofi genug, um die rechte Masse zu bewegen, aber nicht beide, wie in
Fall 2 (mgpu < F < 2mgu), so wird eine Ruhelage nach Streckung der Feder erreicht.
Damit ergibt sich

Araz = —F+mgp, ATB2 = —mgp, Arso = —F. (B.34)

In Fall 3 (F > 2mgp) ist die Kraft gro8 genug, um beide Massen ins Gleiten zu bringen.
Hierbei werden nun ausschlieSlich Bewegungen in positiver z;-Richtung betrachtet, um
mit konstanten Reibkréften eine analytische Losung zu ermdglichen. Fiir die Reibkréafte
gilt also

ATA3 = —Mmgp, ATB3 = —mg, Arz3=—2mgp . (B.35)

Durch die Festlegung der Reibkréfte kann nun eine analytische Losung der Bewegungs-
gleichungen aus Gl. (B.30) gefunden werden. Dies kann z.B. im Frequenzbereich der
Laplace-Transformation [6] geschehen, worauf hier nicht im Detail eingegangen werden soll.
Es sei lediglich die Formulierung im Zustandsraum mit

x1(t) 0 1 0 0 x1(t) 0 0
Z1(t) -= 0 = 0 z1(t) -1 0 gu
i) | 00 0 1| |we| | oo ) V20 (B3
Zo(t) = 0 == 0 Zo(t) -1 1
sowie dessen Losung im Frequenzbereich
gp F
X - = — t
1(s) st (%Jr%) o z(t),
B.
gu . F(E+%) (B:57)
Xo(s)=—=5+ PR o——o 19(t)
57 ms? (% + E)
mit den Anfangswerten®
1,0 = T10 = 20 = X209 =0 (B.38)

4 Es kann gezeigt werden, dass auch eine andere Wahl der Anfangswerte dieselben Schlussfolgerun-
gen am Ende dieses Abschnitts erlauben. Die hier getroffene Wahl fithrt jedoch zu der kiirzesten
Rechnung.
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angegeben. Der Grenzwert der Losung fiir ¢ — oo folgt zu

- o _ _9p, F
cll}IgloXl(S) B cli>rgoX2(S) - 33 + 2m83 .

(B.39)

Uber die Losung im Frequenzbereich kann auerdem die Federkraft F,(t) = ¢ (acg (t) —acl(t))

bestimmt werden zu

F
Fu(s) = e (Xa(s) = X1(s)) = —o—— . (B.40)
ms (% + E)
. F _ F
Clggo F.(s) = 55 *° Clg]élo F.(t) = 3 Vt>0. (B.41)

Nun wird zum Vergleich das Verhalten eines passenden Einmassensystems betrachtet. Wie
in Bild B.5 dargestellt, steht hier die Masse iiber einen einzigen Punkt C' mit der Ebene in
Kontakt.

Bild B.5: Einmassensystem.

Der Impulssatz in x7-Richtung liefert hier
2mzx =F+ M. (B.42)

Unter denselben Annahmen wie beim Zweimassenschwinger ergeben sich damit lediglich
zwei Falle:

Fall 1: F <2mgp
Fall2: F>2mgpu

Bei Fall 1 reicht die Kraft nicht aus, um die Masse zu bewegen. Dies fithrt auf Ay = —F'.
Der Zweimassenschwinger liefert hierbei (dort Fall 1 und 2) dasselbe Ergebnis eines haften
bleibenden Systems, wobei die Reibkréfte ebenso zueinander passen (Ars1 = Arx2 = Ar1).

In Fall 2 ist die Kraft mit F' > 2m g u grofl genug, um die Masse ins Gleiten zu bringen.
Durch

AN =2myg, Ara = —2umg (B.43)

folgt die Darstellung im Zustandsraum

(5= 6) ) (" o
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und damit die Losung des Systems im Frequenzbereich

g F
X(S) = _373 + 2m33 —O .fL'(t) (B45)

mit den Anfangswerten

o = .C'C[) =0. (B46)
Damit gilt
Cll)rrolo Xi(s) = Clggo Xa(s) = X(s) . (B.47)

Dies bedeutet, dass sich der Zweimassenschwinger fiir ¢ — oo wie ein Starrkorper verhalt.
Trotz der Vereinfachungen und Annahmen dieses Abschnitts ist das Zweikérpermodell als
Referenz fiir das Einkoérpermodell also durchaus geeignet.

B.3 Energiebilanz

Fiir den Vergleich von Losungsverfahren ist das Aufstellen einer Energiebilanz von Vor-
teil. Dabei werden nur die kinetischen und potentiellen Energien der Korper betrachtet.
Bezugspunkt fiir das Schwerepotential ist stets der Ursprung des I-Systems.

Beim Einkorpermodell gestaltet sich dies sehr einfach:

1 . ) 1 .
Egin = 5m (4i + @) + 5 0:263 . By =mgaa, (B.48)
Eges = Ekzn + Epot . (B49)

Beim Zweikérpermodell muss lediglich die in den Federn der Kopplung gespeicherte Energie
mitberiicksichtigt werden. Es gilt also

1 . ) 1 ) 1 . ) 1 )
Eyin = §m1 (Q%+qg)+§'9zzl Q§+§m2 (qz+qg)+§‘9zz2qg'v

1 ) L1 , (B.50)
Epot,c =mi19q+m29gs, Epot,r = 5 1 (As; + Asy) + 5 CR As;,
und fiir die Gesamtenergie
Eges = Ekm + Epot,G + Epot,F . (B51)

B.4 Bewegungsgleichungen

Das Aufstellen von Impuls- und Drallsétzen fithrt bei beiden Modellen zu Bewegungsglei-
chungen der Form

Mg=h+WA, (B.52)
wobei die gesuchten Zwangskréifte in beiden Féllen mit

AT A

A= | Ma | cpaat (B.53)
ATB

ANB
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festgelegt sind.
In den folgenden Abschnitten sind die einzelnen Terme fiir das Ein- und Zweikérpermodell
aufgeschliisselt, wobei der in Anhang A.2 definierte Dach-Operator verwendet wird.

Einkorpermodell

Fiir das Einkoérpermodell ergibt sich die stets symmetrische und in diesem Fall auch
konstante Massenmatrix M zu

m 0 O
M=|[0 m 0|cR¥>3, (B.54)
0 0 0,

Der Vektor h berticksichtigt den Einfluss der externen Anregung und der Schwerkraft
durch

Fo+ Fg 3x1 0
h=| 17est’ e R3*1 Fg = . B.55
(Meact + ITsSE IFe:vt> =a —mg ( )

Die Matrix W projiziert die Zwangskréfte A in die Richtung der generalisierten Koordinaten
q und wird gebildet durch

1 010
W=[0 1 0 1]|cR¥>, (B.56)

1TsA ITSB

Zweikorpermodell

Auch fiur das Zweikérpermodell ergibt sich eine konstante Massenmatrix

mi 0 0 0 0 0
0O m 0 0 0 0
o 0 6.0 0 0 o0 66
M=| o o 5 . o o |€B7C (B.57)
0 0 0 0 my O
0 0 0 0 0 6.

Der Vektor h und die Matrix W sind hier

1Feo+ 1Fgio+ 1Fen
M2 + Mai2 + 17sic1 (1F 2 + 1Fai2)

h = c RGXl ,
1Fert + 1Feo1 + 1Fgo1 + 1Feo
Megt + Meo1 + Mo + 17528 1F et + 175202 (1Fc21 + 1Fd21)
(B.58)
1 0 0 O
0O 1 0 O
_|irsia 0 0 6x4 _ 0 _ 0
W_ 0 0 1 0 ER I IFG1_<_mlg ) IFGQ_ _ng .
0O 0 0 1
0 0 7rs2B

(B.59)
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Losungsverfahren

C.1 Fixpunktiteration

Fir die Losung von impliziten Gleichungen wird in dieser Arbeit eine Fixpunktiteration
verwendet. Die mathematischen Hintergriinde werden dazu hauptséchlich KARPFINGER [6]
und, fir die Anwendung auf die Formulierung mit Projektionsfunktion, FORG [2] entnom-
men. Im Folgenden soll ein kurzer Uberblick iiber dieses Verfahren gegeben werden, wobei
bereits einige Vereinfachungen als Anpassung an die speziellen Bediirfnisse in dieser Arbeit
getroffen wurden.

Bei der Fixpunktiteration gilt fiir die implizite Ausgangsgleichung

x = f(x) mitx, f e M CR" (C.1)

die Rekursionsvorschrift

"= =,

C.2
't = f(z) mit u € Ny . (C2)

Dabei bezeichnet u die Laufnummer des Iterationsschritts und xg den Startwert der
Iteration. Falls die dadurch entstehende Folge (") gegen einen endlichen Grenzwert
y € M strebt und die Funktion f stetig ist, so wird das Iterationsverfahren als konvergent
und y als Fixpunkt von Gl. (C.1) bezeichnet [6]. Der Fixpunkt erfiillt dabei die Gleichung
y = f(y).

Eine Eigenschaft dieses Verfahrens ist, dass neben dem gefundenen Fixpunkt y noch
weitere Fixpunkte existieren konnen. Welcher davon gefunden wird hangt von der Wahl
des Startwerts g ab. Dieser sollte nach Moglichkeit nahe an den gesuchten Punkt y gelegt
werden.

Fiir die Kriterien zur Bestimmung der Konvergenz der Folge (x*) sei auf KARPFINGER [6]
verwiesen. Uberlegungen zur Konvergenz bei Formulierung des Kontaktproblems mithilfe
der Projektionsfunktion kénnen FORG [2] und SCHINDLER [11] entnommen werden.

C.2 r-Faktor Strategie

Die Wahl des Hilfsparameters r spielt fiir die Konvergenz der Fixpunktiteration zur Losung
des Kontaktproblems eine entscheidende Rolle. Um eine moglichst gute Parametrisierung zu
erhalten, wird hier eine Strategie nach FORG [3] gewéhlt. Das im Original mit strategy with
global r-factor bezeichnete Vorgehen liefert in jedem Zeitschritt der Simulation einen von
der Massenwirkungsmatrix G abhingigen Vorschlag fiir r. Aulerdem werden bestimmte
Anpassungen im Falle einer Divergenz getroffen, womit die Iteration in einem weiteren
Versuch erneut gestartet werden kann.

Fiir die Anwendung dieser Strategie wird erst die Matrix G fiir beide Systemmodelle
aufgestellt. Beim Zweikorpermodell ergibt sich mit der Besetzung von M und W nach
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Anhang B.4
1 C% C1 C2 O 0
mil + ezzl azzl
1 a 0 0
Glgs, q6) =W MW = O . . (C.3)
1.4 cgca
m2 022 [
2
sym. Tl
wobei die Abkiirzungen
a . b a b .
c1 = — sin(gs) + 5 cos(g3) , cg = —— cos(q3) + 5 sin(gs) ,
4 2 4 2 (C.4)
a . b a b . .
ey =~ sin(as) + 5 coslas) s = cos(an) + 5 sin(ao)

die Lesbarkeit verbessern. Durch die spezielle Gestalt von G ist die Entkopplung der zwei
Teilkérper beziiglich deren Zwangskréfte besonders gut ersichtlich.
Fiir das Einkérpermodell berechnet sich die Massenwirkungsmatrix zu

RN S S S
1 c2 Ccg C 1 cg C
= _|_ _6_ 6 C7 1 + 6 C8
Glgs) = e (C.5)
1 + 7 C7 C8
m ezz ezz
1 2
Sym mta
wobei auch hier die Variablen
a . b a b .
c5 = - sin(gs) + 5 cos(g3) , c6 = —5 cos(q3) + 5 sin(gs) ,
2 2 2 2 C
a b a b (C.6)
o7 =—3 sin(g3) + B cos(q3) , s =3 cos(q3) + 3 sin(gs) ,

der Ubersichtlichkeit dienen. Besondere Aufmerksamkeit wird dabei dem Fall g3 = 0
gewidmet, bei dem sich

1 b2 ab 1 b2 ab
m T 10, Td0.. w1 16 10,
___ab l_i_ a? ___ab 1 a?
40 m 40 40 m 40
Gus=00=|, T U ©1)
R+4922 T 40, 5"1'4922 40,
ab 1 a? ab i_’_ a?
40,, m 40, 46,, m 40,,

ergibt. Ein Vergleich der 1. und 3. Spalte zeigt sofort deren lineare Abhéngigkeit. Fiir den
Fall g3 = 0 wird die Massenwirkungsmatrix des Einkérpermodells also singular.

Der Ablauf zur Bestimmung von r ist dann fiir beide Systemmodelle gleich. Erst werden
die Eigenwerte &; von G bestimmt durch

0=det(G—&I), i=1,234 (C.8)

woraus dann mit

Emin 1= { min(§), fiir min(&;) >0 mit 0 < € < 1, (C.9)

€, sonst
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und

émaaz = max(éz’) (ClO)

der Hilfsparameter bestimmt wird zu

2

" gmm + gmax ' (Cll)

Es wird mit Gl. (C.11) ein Anhaltswert fiir » berechnet, welcher bei Divergenz verdndert
werden kann. Dies wird nach FORG [3] tiber den Zusammenhang

Thew = V Talt mit 0 <v <1 (C.12)

beschrieben.

Fiir die Simulation des Beispielsystems ist die Wahl von vier r-Faktoren notig (rra, rya,
rTB, 'NB), wobei fiir alle derselbe Startwert nach Gl. (C.11) bestimmt wird. Die Reduktion
im Divergenzfall nach Gl. (C.12) kann aber, je nachdem wo die Divergenz aufgetreten ist,
nur auf einzelne r’s angewendet werden.

C.3 Bestimmung der Zwangskrafte von bilateralen Bindungen

In Mehrkorpersystemen kénnen Kérper auf verschiedene Arten miteinander interagieren.
Eine Moglichkeit stellt der bilaterale Kontakt, also eine Verbindung von Kérper A mit
Korper B iiber einen gemeinsamen Punkt P, dar. Bilateral bedeutet, dass die Komponenten
der Bindungskrafte beliebige Werte annehmen kénnen, um den Kontakt in diesem Punkt
zu halten.

Bei absoluter Parametrisierung miissen fiir die Auswertung der Bewegungsgleichungen
die Kréfte A im Punkt P bekannt sein. Dazu wird die Bewegungsgleichung des Systems

Mg=h+WA (C.13)
mit der Zeitableitung von g = W7 ¢

Gg=WTlg+a, w@w=W g (C.14)
und der Forderung eines geschlossenen bleibenden Kontakts durch

Gg=0 (C.15)
kombiniert zu

0=WIM ' h+WX+w. (C.16)
Durch wenige Umformschritte folgt dann fiir die Kontaktkréfte

A=-G'W'M'h+w), G=WI'M'w. (C.17)

Dies sind also die nétigen Zwangskréfte, um einen weiterhin geschlossenen Kontakt im
Punkt P sicherzustellen. Dabei muss beachtet werden, dass der Abstand g im Kontakt mit
der Forderung aus Gl. (C.15) auf Beschleunigungsebene beriicksichtigt wird. Dies hat einen
numerischen Drift zur Folge, ein bereits bestehender Abstand bleibt also unberiicksichtigt.
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C.4 Algorithmus Zweikorpermodell

Dieser Abschnitt beschreibt den implementierten Algorithmus zur Simulation eines Zeit-
schritts beim Zweikérpermodell. Es soll lediglich die grundlegende Funktion gezeigt werden,
weshalb eine knappe Darstellung in Pseudocode gewéhlt wird. Fiir eine gute Strukturierung
ist der Algorithmus in drei Teile gegliedert:

Teil 1: Grundstruktur mit duferer Iteration (Bild C.1)
Teil 2: Apn;-Iteration (Bild C.2)
Teil 3: Ap;-Iteration (Bild C.3)

Dabei werden die letzten beiden Teile vom ersten als Unterprogramme aufgerufen. Ziel
dieses Algorithmus ist es, bei gegebenem Systemzustand mit (q’, ¢’, t') den Folgezustand
(q", ¢", t") iiber das in Abschnitt 3.4 beschriebene Verfahren zu berechnen.

Mit v und v werden die Laufnummern der Iterationsschritte benannt. Dabei steht u fiir
die duflere Iteration und v jeweils fiir die innere Schleife in Teil 2 und 3. Wird im Folgenden
nur u angegeben, so ist damit der letzte Wert der inneren Iteration gemeint. Des Weiteren
bezeichnet AAY die Veranderung des Reibimpulses durch einen dufieren und AA}" durch
einen inneren Iterationsschritt.

begin
t =t + At
Berechne q,,, has und Wy, nach Gl. (3.13)
Berechne M ;,;, 1 und M, 2 nach Gl. (3.30) // nur bei implizitem Integrator

Berechne gna,a und gy g ar nach Gl. (3.16) mithilfe g,
Gu=Wi, MWy
Bestimme mit G, die Hilfsparameter rx;0 und r7;9 nach Anhang C.2

AUTO=0 — A, // Startwert fiir duBere Iteration
u=1
repeat
A0 = pAvt // Startwert fir Apy;-Iteration
v=1
Berechne A" durch Apy;-Iteration in Teil 2
A0 = A% // Startwert fiir Ap;-Iteration
v=1
Berechne A" durch Ar;-lteration in Teil 3
AAY = A" — A // Verénderung bei &uBerer Iteration
u=u-+1
until u > Upae oder [|AAY ||, 0. < Adror

if u > upq, then // Die &duBere Iteration ist divergiert
| komplette Simulation abbrechen
else
Berechne Zustand (q”, ¢’) mit A" iiber Gl. (3.12) und Gl. (3.14) bzw. GI. (3.29)
// fir Dokumentation der Ergebnisse:
Berechne g4 4 und g% 5 nach Gl. (3.16) mithilfe q”
Berechne W und ¢” nach Gl. (B.59) und Gl. (3.17) mithilfe q”, ¢"
Kontakt- und Haftdetektion nach Anhang D.1 (! und ~/") mithilfe g% 4, g% und g”
end
end

Bild C.1: Algorithmus Zweikdrpermodell: Grundstruktur (Teil 1).
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begin

TNi = TNi0

repeat

AWV — Au,v—l

Berechne Zustand (g,,0.,» Gpey) Mit A7 Gber Gl. (3.12) und Gl. (3.14) bzw. Gl. (3.29)
Berechne W, und g,,.,, nach Gl. (B.59) und Gl. (3.17) mithilfe q,,..,, @nen

AN = AN = TN Gneu,Ni

if Ay} <0 oder gniv > gnror (aus Teil 1) then

Ao

end

AAYY = A — A®YE // Verénderung bei innerer Iteration
v=v+1

until v > Vyee oder |AATY|| < AdAror

if v > V4, then // Die innere Iteration ist divergiert
v=1

rNi = VTrn; Vi bei denen AA}JﬁZ > AATOL

innere Schleife (3. Zeile in Teil 2) neu starten

// (bei zu hdufiger Divergenz Abbruch der Simulation)

end

end

Bild C.2: Algorithmus Zweikorpermodell: Ap;-Iteration (Teil 2).

Die Iteration fiir die Reibkraftbestimmung lduft in Teil 3 nun fast identisch zur Normal-
kraftbestimmung ab. Lediglich die Projektionsfunktion ist hier anzupassen.

begin
TTi = T'T40
repeat
AW — Au,vfl
Berechne Zustand (g,,0y» @pey) Mit A™Y Gber Gl. (3.12) und Gl. (3.14) bzw. Gl. (3.29)
Berechne W, und g,,.,, nach Gl. (B.59) und Gl. (3.17) mithilfe q,,..,, @eu
Au,v _ Au,’u _ L .
Ti — A7y T'Ti 9neu,Ti
if |[A7]| > pio Ay; then
| A = sign(Ag) pio AN,
end
AAYY = A% — A%YE // Veradnderung bei innerer Iteration
v=v+1
until v > Vyee oder |AATY|| < Adror
if v > V4, then // Die innere Iteration ist divergiert
v=1
rp; = vryp; Vi bei denen AAIIL;}Z > AATOL
innere Schleife (3. Zeile in Teil 3) neu starten
// (bei zu hdufiger Divergenz Abbruch der Simulation)

end
end

Bild C.3: Algorithmus Zweikdrpermodell: Ag;-Iteration (Teil 3).

Die Iterationen laufen so lange, bis entweder die Maximalanzahl an Iterationsschritten
Umaz DZW. Umqe erreicht wurde, oder die Verdnderung des Impulses wéhrend eines Itera-
tionsschritts kleiner als ein tolerierter Schwellwert AApoy, ist. Das Unterschreiten dieses
Schwellwertes wird dabei als Kriterium fiir die Konvergenz der Iteration gewertet.
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Der Berechnung des Folgezustandes ist eine Kontakt- und Haftdetektion nach Anhang D.1
nachgeschaltet. Sie dient beim Zweikorpermodell lediglich fiir Dokumentationszwecke und
um einen Vergleich mit dem Einkoérpermodell zu ermoglichen.

C.5 Algorithmus Einkorpermodell

Fir das Einkorpermodell wird ein dhnlicher Algorithmus verwendet wie beim Zweikorper-
modell. Die Normalimpulse Ap; werden sogar auf dieselbe Art berechnet, die Ap;-Iteration
entfillt aber je nach gewiinschter Losungsstrategie und wird durch ein anderes Verfahren
ersetzt. Auch hier soll der Ubersichtlichkeit halber der Algorithmus in drei Teile separiert
werden:

Teil 1: Grundstruktur mit &uferer Iteration (Bild C.4)
Teil 2: Apn;-Iteration (identisch zu Bild C.2)
Teil 3: Reibkraftbestimmung

Fiir den dritten Teil erfolgt eine weitere Unterteilung, um die verschiedenen Losungsstrate-
gien abzugrenzen:

Teil 3.a) Methode der Pseudoinversen (Bild C.5)
Teil 3.b) Methode der Iteration mit Projektionsfunktion (identisch zu Bild C.3)
Teil 3.c) Methode der Optimierung eines Giitefunktionals (Bild C.6)

Der Teil 3.c) umfasst dabei alle in Abschnitt 4.3.3 vorgestellten Ansétze. Lediglich die
Wahl der Konstanten k, w und ¢ muss an den gewiinschten Ansatz angepasst werden (siehe
Tabelle 4.3.3).

Fiir die Auswertung der Bewegungsgleichungen wird beim Einkoérpermodell stets ein
explizites Verfahren analog zu Gl. (3.12) und GI. (3.14) verwendet. Auf die Erweiterung
mit implizitem Integrator wird also verzichtet.

Eine Abfrage der Kontaktzustdnde iiber gn; s stellt fest, ob beide Kontakte geschlossen
sind. Nur in diesem Fall konnen unterbestimmte Zwangskrafte auftreten und auch nur
dann werden die in Abschnitt 4.3 vorgestellten Verfahren angewendet. Ansonsten wird die
aus dem Zweikorpermodell bekannte Iteration verwendet.!

Des Weiteren ist zu beachten, dass in Teil 3.a) und Teil 3.c) intern mit Kréften gerechnet
wird. Die fiir die &uflere Iteration notwendige Umrechnung in Impulse erfolgt durch die
Annahme von schrittweise konstanten Reibkréften mit A = X At.

Nachdem durch passende Normal- und Reibimpulse A der Folgezustand (q”, ¢”, t)
gefunden wurde, muss eine Projektion des Zustands nach Anhang D.2 durchgefithrt werden.
Dies ist notwendig, da speziell bei Teil 3.a) und 3.c) Fallunterscheidungen in Abhéngigkeit
vom Kontakt- und Gleitzustand des Systems implementiert sind. Um eine Fehlentscheidung
durch numerische Drifts zu unterbinden, miissen deshalb sehr kleine Kontaktabstéinde gy
und Gleitgeschwindigkeiten gr; auf 0 projiziert werden.

Auch hier erfolgt nach der Berechnung des Folgezustandes eine Kontakt- und Haftde-
tektion, was diesmal aber Einfluss auf die Fallunterscheidungen von Teil 3.a) und 3.c) im
néchsten Zeitschritt hat. Die dafiir verwendeten Variablen x; und ~; sind in Anhang D.1
erldutert.

1 Bei der Herleitung des Optimierungsverfahrens nach Abschnitt 4.3.3 wurden Vereinfachungen getrof-
fen, die nur im Fall von beidseitig geschlossenen Kontakten zuléssig sind. Eine Anwendung auf den
allgemeinen Fall mit eindeutigen Zwangskréaften ist fiir die gezeigte analytische Losung nicht moglich.
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begin

=t + At

Berechne q,,, by und Wy, analog zu Gl. (3.13)

Berechne gna,ar und gy ar analog zu Gl. (3.16) mithilfe g,
Gu=W,, MW,

Bestimme mit G, die Hilfsparameter ry;o (und 7740) nach Anhang C.2

Av=0v=0 — 4 // Startwert fiir duBere Iteration
u=1
repeat
AW0 — pu-l // Startwert fiir Ay;-Iteration
v=1

Berechne A" durch Ap;-lteration in Teil 2
if gna,m > gnror oder gng,.m > gy ror then // Sind Kontakte geschlossen?

A0 = A // Startwert fir Ap;,-Iteration
v=1
Berechne A" durch Ar;-lteration in Teil 3.b)

else

switch gewiinschte Lésungsstrategie do
case Pseudoinverse
Berechne neues A" in Teil 3.a) (mithilfe aktuellem A")

end

case [teration mit Projektionsfunktion
A% = A // Startwert fiir Ap;-Iteration
v=1
Berechne A" durch Ap;-lteration in Teil 3.b)

end

case Optimierung eines Gutefunktionals
| Berechne neues A" in Teil 3.c) (mithilfe aktuellem A")
end

endsw

end
AAY =AY — AT // Verinderung bei &uBlerer Iteration
u=u+1
until u > Upae oder [|AAY ||, 00 < Adror
if u > upq, then // Die &duBere Iteration ist divergiert
komplette Simulation abbrechen
else
Berechne Zustand (q”, ¢) mit A" analog zu Gl. (3.12) und GI. (3.14)
Projektion des Zustands nach Anhang D.2
// fir Fallunterscheidung in nichstem Zeitschritt:
Berechne g4 4, und g}, analog zu Gl. (3.16) mithilfe q”
Berechne W und ¢” nach Gl. (B.56) und Gl. (3.17) mithilfe ¢, ¢"
Kontakt- und Haftdetektion nach Anhang D.1 (! und ~/') mithilfe g% 4, g% 5 und §"”

end

end

Bild C.4: Algorithmus Einkérpermodell: Grundstruktur (Teil 1).

_Bei der Berechnung der Reibkrifte iiber die Pseudoinverse ist die Bestimmung der Matrix
W s nétig. Dies erfolgt iiber eine einfache Zeitableitung durch

Wi = dwcgf(t)) (C.18)

dnm
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wobei sich fiir die meisten Félle mit ¢3p; = 0 die Nullmatrix ergeben wird.

begin
Bestimme W, mit Gl. (C.18)
Anew = =G mp (WTM M hy + Wy Qrew) // mit q,,, aus Ay;-Iteration
A% = Apeu i At // nur Tangentialkomponenten ibernehmen

if kK, =1 then // Haften in Kontakt ¢
if | A%, > A%, pio then
‘ Ay = sign(A%,) ARy wio

end
else
‘ A%y = —sign(gy;) ARy pio
end
end
Bild C.5: Algorithmus Einkérpermodell: Ar; tiber Pseudoinverse (Teil 3.a).
begin
AY,,
v, = Ni
N1 At
if Kk} =1 then // Haften in Kontakt 3
| gri=0
else
‘ gri = gém
end
Berechne k, w und ¢ nach Tabelle 4.3.3 mithilfe hy; // je nach Ansatz unterschiedlich
Bestimme den Fall nach Abschnitt 4.3.3 mithilfe Ay; und g7
Finde Minimum f4; ynn Uber Fallunterscheidung nach Anhang C.6 mithilfe An;, g7, k, w und ¢
A%i = Hi,min AuNi

end

Bild C.6: Algorithmus Einkérpermodell: Ar; tiber Optimierung (Teil 3c).

C.6 Optimierung durch Fallunterscheidung

In diesem Abschnitt werden die aus 4.3.3 erhaltenen Ergebnisse der Optimierung zusam-
mengefasst. Fiir die Losung iiber die folgenden Tabellen miissen die Parameter A\y;, g7i, k,
w und ¢ bekannt sein.

Da sich bei Fall 1 das Optimum iiber die gesamte p4-pup-Ebene erstreckt, ergeben sich
die trivialen Losungen nach Tabelle C.1.

Tabelle C.1: Losung der Optimierung fur Fall 1.

Fall HAmin HBmin

1a) —sign(gra) pao —sign(gra) 1po
) 0 —sign(grs) 1po
1c) —sign(gra) pao 0
) 0 0
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Fiir die Minimierung des Giitefunktionals in Fall 2 ist die Bestimmung des optimalen
pBoptr2 durch Gl. (4.21) notwendig.

Tabelle C.2: Losung der Optimierung fir Fall 2.

Fall HAmin HBmin

2a) —sign(gra) pao —sign(gra) 1Bo

2b) 0 —sign(grB) kBo
B0, flr pBoptr2 > BO

2c) —sign(gra) tao UBoptF2, fUr — pipo < tBoptr2 < [LBO
—pBo, fir ppoptr2 < —fiBo
B0, flr pBoptr2 > WBO

2d) 0 UBoptF2, TUr — ppo < Boptr2 < [LBO

—HBO, fir HBoptF2 < —HUBo

Analog dazu gelten fiir Fall 3 mit paopers aus Gl. (4.24) die Losungen nach Tabelle C.3.

Tabelle C.3: Lésung der Optimierung fiir Fall 3.

Fall HAmin HBmin

3a) —sign(gra) prao —sign(grs) 1Bo
tao,  fUr paoptrs > pao

3b) HaoptFs, Tur — pao < faoptrs < [LAo —sign(grs) tBo
—ta0, fOr pacpirs < —pao

3c) —sign(gra) tao 0
Ao, fUr paopers > pao

3d) HaoptFs, Tur — pao < faoptrs < [hAo 0

—tao,  flr paopirs < —prao

Bei Fall 4 muss nun etwas mehr Aufwand betrieben werden. Fiir eine schnelle Auswertung
werden mit

B Amin = ﬂAopthL(,UBmin) = - HBmin — )
_ AN A w '
HBmin ‘= N/BoptFél(/fLAmin) = - HAmin —
ANB kAnB
und
w

gk C.20

Uil Up) 2k ( )

Hilfsvariablen definiert. n7 und 7n; bezeichnen dabei das Minimum der Optimumsgerade
beziiglich der sekundéiren Forderung in n-Koordinaten (siehe Abschnitt 4.3.3). Des Weiteren
wird Fall 4d) aufgeteilt in

Fall 4d-i) Optimumsgerade schneidet Z

Fall 4d-ii) Optimumsgerade schneidet Z nicht
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wobei das Zutreffen des Zusammenhangs

ANB w
—pA0 < —v— 4B — 7+ — < Ao
ANA kEAna
oder
/\NA w
—puBo < —— a0 — 7+ < UBo
# )\NB'u kAnNB a

63

(C.21)

(C.22)

auf Fall 4d-i) fithrt. Andernfalls gilt Fall 4d-ii). Damit ergeben sich die in Tabelle C.4

aufgelisteten Losungen.

Tabelle C.4: Lésung der Optimierung fir Fall 4.

Fa“ HAmin KU Bmin

4a)  —sign(gra) frao —sign(gr) 1Bo

HAO0, fir /_JJAmin > Ao
4b) Bamin, fUr — a0 < famin < Ao —sign(gre) 1Bo
—pao0, fUr famin < —ftao

puBo,  fUr fipmin > B0

4c)  —sign(gra) pao Bmin, fir —pupo < fiBmin < I4Bo

—1Bo, fir fipmin < —iBo

Fall HAmin HUBmin

4d-i)
® 1 > pap ANa: K Ao _% ~ s
o N < —paoANa: —HA0 % R pves
° 77; >NBO>\NB: *%*k;ﬁ“‘ HBo
® 15 < —{BOANB: BRRONE — ~HBO
e sonst: A?EA ,\CITQB

4d-ii) —sign (ﬁ) L AQ — sign (ﬁ) 14B0o




Anhang D

Implementierung

D.1 Kontakt- und Haftdetektion

Um die Ergebnisse der beiden Systemmodelle miteinander vergleichen zu koénnen, macht es
Sinn, eigene Variablen fiir den Kontakt sowie den Bewegungszustand einzufithren. Dazu
werden y; und k; mit

) 1, Dei geschlossenem Kontakt in i P 1, bei Haften im Kontakt ¢
V= 0, bei offenem Kontakt in i 7] 0, bei Gleiten im Kontakt i

(D.1)
definiert. Es gelten mit
"n_ 1, fiir g;(ri < gn,TOL (D 2)
! 0, sonst ’ )
o = { 1, firy) =1A (!Q%i\ < grror V sign(gy;) = —sign(g’m)> (D.3)
0, sonst

sowohl fiir das Ein- wie auch das Zweikorpermodell einheitliche Kriterien fir die Kontakt-
und Haftdetektion.

D.2 Projektion des Zustands

Bei der Reibkraftbestimmung iiber die Pseudoinverse und iiber die Optimierung von z
treten Fallunterscheidungen in Abhéngigkeit der Kontaktzustéinde ~; und x; auf. Um
zu verhindern, dass numerische Drifts einen Ubergang von geschlossenem zu offenem
bzw. von haftendem zu gleitendem Kontakt verursachen, muss bei diesen Verfahren der
Systemzustand projiziert werden. Das heifit, dass erst der Kontaktzustand nach Anhang D.1
bestimmt wird und im Falle von 74 = vp = 1 die Position und Orientierung des Quaders
beim Einkérpermodell auf

qpmj:(ql 5 O)T (D.4)

projiziert wird. Falls zusétzlich k4 = kg = 1, so wird auch die Geschwindigkeit angepasst
zZu

dproy = (0 @ 0) . (D5)

Dieses Vorgehen gleicht zwar numerische Fehler aus, hat aber auch einen ungiinstigen
Einfluss auf das Energieverhalten des Systems.
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D.3 Visualisierung der Simulationsergebnisse

Um Fehler in der Implementierung zu finden, sowie um die Simulationsergebnisse auf
ihre Plausibilitdt zu iiberprifen, wird eine Visualisierung direkt in der MATLAB-GUI
erstellt (Bild D.1). Damit kénnen die Bewegungen der Korper verfolgt und der aktuelle
Systemzustand zu jedem Zeit- und sogar Iterationsschritt tiberpriift werden. Vor allem bei
der Implementierung der verschachtelten Iterationsalgorithmen aus Anhang C.4 ist die
kompakte Darstellung im Visualisierungsfenster sehr hilfreich.

Visualisierung: Doku_Fextlinear_min(qpp1qpp1)
Visualisierung Simulation:

_Einkoerpermodell ) | Zweikoerpermodell <

F_ext= [14.445000 0.000000]

q= [0.100000 0.050000 0.000000]
[0.000000 -0.000000 0.000000] [ [0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000]
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Bild D.1: Visualisierung einer Simulation in der GUI.
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