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Teil I

Bahn- und Parameterbestimmung nach einem
verallgemeinerten Gaul} -Verfahren

1.Vorbemerkung

Die Gravitationsfeldbestimmung kann direkten Gebrauch machen von den
gekoppelten Integralgleichungen (Schneider 1992,8 14.4.1, 2002, 86)

1
()= 1-t, —T*[K'(t,.7,)Adr,
0

1

ne(t)=  t, —T*[K'(t,7,)Bdr, (1.1)
0l

ng(t,) = -T?[K'(t,,7,)sdr,
0

mit den Randwerten

=0 1 0 0 (1.2)

Hier konnen die Funktionen
nA(tn)7 nS (tn)7 nB(tn)

bei bekannter Bahnbewegung r(t,) berechnet werden aus der Zerlegung



r(tn) = r]A(tn)rA + nS (tn)rS + nB (tn)rB

: 1.3
- nA<tn)[1+ e ]rA #05(,)r + 5 (1), -9
A
nach den linear unabhangigen Vektoren r,,r,,r, . Dabei ist
I (1.4)
Vorausgesetzt ist, dal? die Randvektoren nicht kollinear sind.
2. Feldbestimmung: CHAMP - Fall
Die Komponenten A, S, B der Kréftefunktion
1
HK = Ar, + Srg + Br, (2.1)
bezlglich der Basis r,,r,r;
bzw. beztglich der Basis r,,r,r,,
%K:(A+BrA .erJrA+SrS +Br, , (2.2)
ra
1K r, T, 1K:r 1K,
also A=——r,—2-2L S=——> B=——3Y 2.3
r2m (rA r2 er m r? r2 (2:3)
sind mit der Darstellung der Kraft
|
K(r,r;t) =Y 0,G(r,5;t,) + z(ri;t) + u(t,)
i=0
Gravitation sonstige Krafte nicht modellierte (2.4)

der Erde Krafte

zu parametrisieren.



Man erhalt

|
1 ZgiGi(r,i';tn)+z(r,1";tn) +u(t,)
A:—(rA Iy Iy r, ] i=0

iy

mit den Abkilrzungen

< 1 r, T 2 i
A ::Z(;giGi(r1tn) 'mrz (rA_ Az BrMJ::ZgiA\s
1= A
A =z(rrt)- ! r, —tale,
' |V R A

A =ut,)- :( rArérBer

und analog
K.
S=i =15 +S,+3S
m r
mit
Se =2 9,G(r.t,) - =1>9;S¢
i=0 rs i=0
, =z(r,rt)
S
=u(t S
u (n) rsz
sowie
B:iK'zr —B,+B, +B
rM

mit

o =A; +A +A

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)



B =206, (rt) %=1 > g8,
i=0
" .oy, T
B, =z(r,i;t) — (2.10)
Bu ::u(tn)'r_sg
mr,,
Eingetragen in die gekoppelten Integralgleichungen (1.1) ergibt sich
nA(tn):l—tn—TZIK'(tn,rn {igipg+Az+Au jdz,
ng(t,) = tn—TZJ'K'(tn, {i B; +B,+B, }dr, (2.11)
0 =0
ng(t )= ~T?[K' (t,. 7, {i (SL+S,+S, }dr,
0 =0
oder wenn man (2.11) umstellt
i jK(t ALz, _—jK(t (A +A)dz %
i=0 0 0
i JK 7 )Bgdrn=—jK'(tn,rn)(Bz+Bu)dfn—% (2.12)
i=0 0 0
o 1 | 1 | n
;‘g,!K (t,7,)Sidz, = —!K (tn,fn)(SZ+Su)dz'n—T—52

Dieses Tripel von Gleichungen ist fir jeden MefRzeitpunkt t7 aufzuschreiben. Es

entsteht so ein System von (3xAnzahl der MeRzeitpunkte) linearen Gleichungen
zur Bestimmung der Feldparameter g,.

Die Koeffizientenmatrix dieses Systems wird aus den bestimmten Integralen

. A,
jK (t,r,)4B;tdr, (2.13)
S“

gebildet, die rechten Seiten der Gleichungen (2.12)enthalten die Integrale



. A +A
[K'(t,7) B, +B; tdr, , (2.14)
° Si+s!

die ebenfalls fur alle t¢ o =1,2,... zu berechnen sind. Das kann ausgehend von den
aus der Bahnbestimmung bekannten Bahnen r(t )erfolgen.K'(t,,z,) ist der

Dreieckskern.
Zur Berechnung der rechten Seiten sind auBer der Bahn r(t, ) des Satelliten die

gemessenen Storkréafte und Modelle der sonstigen Krafte heranzuziehen.

3. Feldbestimmung mit GRACE

Die Basisvektoren r,,r,,r, sind linear unabhéngig, die Basisvektoren
r,r.,r, Sindorthogonal, vorausgesetzt die Randvektorenr,,r, sind nicht kollinear.
Der Mertonsche Vektor r,, (Schneider | 1992) ist orthogonal zur r,,r, — Ebene, so

daR die Zerlegung des momentanen Ortsvektors r(t)
r(t,) = na(t,)ra +ng (E)rs +ng (8 )rg =

r, r
= nA(tn)(lJr%jl‘A +ng (L, )rs +ng (t,)ry,

A

3.1)

eine Zerlegung in eine Komponente in der r,,r, — Ebene und eine dazu orthogonale
Komponente bedeutet. Die erstere Zerlegung in (3.1) ist die nach den i.allg. linear
unabh&ngigen Vektoren r,,r,,r, , wobeli

r, =r,Xxr; , (3.2)

wéhrend die zweite Zerlegung eine nach den orthogonalen Vektoren r,,r,,r, ist.
Nach der Definition des Mertonschen Vektors gilt nd&mlich

r,=r,xr, = r, Lr, und r, Lr, (3.3)

Das kann bei der Nutzung der Abstandsmessungen bei GRACE gezielt genutzt
werden. Die Integralgleichung
21
r(t,) = F(t,)—— [ K' (4,7, K(r. k7, )z, (3.4)

My



werde dazu nach der Basis r,,r,,r,, zerlegt. Das fiihrt zu drei zwar gekoppelten,
aber orthogonalen Komponentengleichungen. Man erhélt sie wie folgt:

Schreibt man die Gleichungen (2.12)

ig|J.Kl(t )AGdT _—J‘K (t ) Az"'AJ) %
iglj}K'(t )Bédrn:_J‘lKl(tn,Tn)(Bz"'Bu)dTn—% (3.5)
gg.JjK'(t )S(i;drr,:—fK'(tn,rn (SZJrSu)dTn__:_‘_S2

fir beide GRACE - Satelliten A und B auf und bildet die Differenz B-A, so folgt

das gesuchte Tripel gekoppelter, orthogonaler Bestimmungsgleichungen im
GRACE - Fall
AJ B

B_J-Kl(tn’z-n)(Az—i—AJ)dTn_

iZ::gi [l‘lKl (tn’Tn)AiGdTn B

__fKI (tn’Tn)'%idTn

nA(tn) +1_tn

n,(t,)+1-t,
T2

(z[lKl(tn’Tn)(Az—FAJ)dTn_ Tz

J

(3.6)

K'(t ,z,)Bidz, jK(t ,7,)BLdz

5o n

i=0

_n (t)+t

[ A
| |

[ K'(t,.7,)(B, +B,)dz, Nal) 4ty

K'(t,.z,)(B, +B,)dr,

.

(3.7)

B



o 1
gi (J- KI (tn'Tn)SLi’sdTn
i=0

[ 0

1
B—IK' (tn,rn)SédTn
0

yoo

1
n |
s B—!K (t,.7,)(S, +S,)dr, —T—52 A]

[!K (t,,7,)(S, +S,)dz, =%

(3.8)

Bemerkungen zu den Gleichungen (3.6) - (3.8):

a) Wiurde allein eine Kepler-Kraft wirken, so ware S, =0 , so dal die linke Seite
der Gleichung (3.8) verschwinden wirde.

b) Der Zentralanteil des Gravitationsfeldes (Schneider IV 1999) andert die
Bahnebene nicht, der dazu orthogonale Anteil — die Anisotropie des Feldes —
andert sie — im Einklang mit den Stérungsgleichungen fiir die Kepler-Elemente
i und Q , also Bahnneigung und Knotenlage (Schneider Il 1993).

Das bedeutet, dal aufeinanderfolgende Bahnb6gen nicht in einer

Ebene liegen, sondern die durch die jeweiligen Randvektorenr,,r, aufgespann-
ten Ebenen gegeneinander verschwenkt sind. Denkt man die Bahnbdgen
infinitesimal kurz, so variieren die Lageelemente i und Q der oskulierenden
Bahnebenen kontinuierlich.

¢) Die Gleichungen (3.6)-(3.8) kdnnen der Feldbestimmung im GRACE - Fall
zugrundegelegt werden. Fihrt man die Matrizen

P=(0,0,0y) Spalte der Feldparameter

KI (tn'z-n)Abidz-n B_J}KI (tn’Tn)AédTn A]

0

1
K'(t,,7,)BLdz,| —[K'(t,z,)Bid : i
(t,,7,)Bedz, B { (t,7,)Bed, AJ Koeffizientenmatrix
A]

1
K'(t,7,)Sldz, B—J.K' (t,7,)Sldz

0

I
Ot} . O%— . Oy,

n




n,(t,)+1-t,
-

3 I A 1_tn
O

.
J

(jK'(tn,rn)(AﬁAJ)drn

nB(tn)+tn
_T—Z

.

1 1
B = (J.Kl(tmrn)(Bz +Bu)drn _% B_J.KI (tn’Tn)(BZ +BU)dTn
0 0

; n . n
UK'(tn,rn)(sz +S,)dz, —T—z B—!K' (t,.7,)(S, +S,)dz, —T—52

Rechte Seiten
so erhalt man das Gleichungssystem (3.6) - (3.8) in der Gestalt
ABKxN)P(@1xN)=B(3K x1) (3.9)

Es ist dabei angenommen, dal N Feldparameter zu bestimmen sind. Die
Dimension der Koeffizientenmatrix A wird festgelegt durch N und die Zahl K der
MeRzeitpunkte t, e {t},t7,..t* }. Zu jedem MeRzeitpunkt fallen drei Zeilen der Matrix

A an, ebenso in der Matrix B der rechten Seiten. Das System ist durch
Ausgleichung nach den Feldparametern aufzul6sen.

Zur Berechnung der Elemente der Matrizen A und B werden benétigt: die Bahnen
der GRACE - Satelliten sowie die gemessenen nichtgravitativen Storkrafte und die
Modelle der gravitativen Storkréfte. Die GRACE - Bahnen werden in der
Darstellung (3.12) bendtigt und sollten unter Berlcksichtigung der genauen
Abstandsmessungen

—

A, (t,)

bestimmt sein.

d) Das Gleichungssystem (3.9) ist ausgelegt fur die Feldbestimmung aus den
Bahnbestimmungen der beiden GRACE - Satelliten. Es korrespondiert der
Feldbestimmung nach dem JACOBI- Integral je angewendet auf die beiden
GRACE - Satelliten.

e) Das Verfahren ist zundchst nicht ausgelegt zur gezielten Nutzung der
hochgenauen Abstandsmessungen zwischen den GRACE- Satelliten. Dieser
Aspekt  bleibt noch zu untersuchen. Vorbereitend dazu ist der folgende
Abschnitt zu bewerten.




4. Erginzungen im Hinblick auf die Bahn- und Feld-
bestimmung im GRACE- Fall

Der Verbindungsvektor

A, =r? - (3.10)
worin r'” (t,) die Bahn des GRACE- Satelllten i «{1,2} bedeutet, soll nach der
Orthogonalbasis r{”,rl" rY die durch die Bahn des ersten GRACE — Satelliten
definiert wird, zerlegt werden

By (t)= A7 (1) +A5) (t,)+ Al (3.11)

Dazu wird fir jeden der Vektoren r" (t,) die Zerlegung (3.1), also

) . (i), .0 ] . . . .
r9(t,) =nt,)| 1+ 22 0 e nO )l +nde e (3.12)

)
herangezogen. Das fihrt auf

(2)

- (2
A, (t):={n?t,) 1+ﬁ r? +n (¢, )r? +nd (¢, el
rA
() )

(1
0 (t)] 1+ 2 [l 0t e+t

()

Damit konnen die Skalarprodukte in (3.11) berechnet werden

(3.13)

@ .2
n@ ()| 1+ 22 1@ 4 0@t )@ 0@ (2, )r?
(n?)

@ . .0
) (t,)] 1+ 22— |l 0l () + 0l ¢, )

)
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Auf (3.13) kann ein Verfahren der Feldbestimmung aufgebaut werden, formuliert
man eine Bewegungsgleichung fir die Relativbewegung der GRACE - Satelliten.

5. Konzept einer (kinematischen) Bahnbestimmung

Es soll die Bahn, die durch die Orter r, und r, in der Zeitspanne T hindurchlauft,
dargestellt werden durch

r(t,) = n,(t,)ry +ng (t,)rs +ng (t,)rg (51)
Fur die Geschwindigkeit erhalt man daraus

dr(t,)
dt

r= =N, (), + A5 (t,)rs + N (t,)r, (5.2)

Damit kann man in die Darstellung der Observablen (Schneider 2004)) eingehen,
beispielsweise in die Darstellung des Doppler-Effektes

Awgs = —%+(A+B)-VS +[—%—C°VEJ
S E

(5.3)
= LeTs G+ (A+B)evg —Cov,
YeY?s
Darin ist zu setzen
v, = =M (t)r, + 0 (t)rs + g (t,)rg | mit ie{S,E} (5.4)
Das ergibt
Awgs =— e 17s g +(A+B)evg —Cov,
YeVs
= vy WDse +(A+B)'[nA(tn)rA +N0g (t,)rs +ng (tn)rB]S ( . )
E/ S

- C’[ hA (tn )rA + ns (tn )rS + r.]B (tn )rB ]E

Anm: 1. S steht fiir Sender, E fur Empfénger im Symbol oy bzw. &g
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Als Index von n, weist S auf die Basis r,,r,,r, hin.

2. In (Schneider 2004) sind verschiedene Szenarien und damit
Identifikationen von S und E diskutiert. Dort ist auch die Verarbeitung
von Phasenvergleichsmessungen behandelt.

Ausgehend von dieser Gleichung soll ein Verfahren zur (kinematischen oder
dynamischen) Bahnbestimmung skizziert werden:

5.1 Kinematische Bahnbestimmung

Um aus (5.5) eine Grundgleichung fir die kinematische Bahnbestimmung zu
entwickeln, missen die Koeffizientenfunktionen

Nass(th) (5.6)

hypothesenfrei als Funktionen der Zeit t, bekannt sein. Dazu seien die Funktionen

n.s (t,) Nach den Eigenfunktionen 3! (t,):=v2sin(vat,) des Dreieckskerns
K'(t, 7,)entwickelt

Nas,B (tn) =Nps s (tn)+zn5A’S‘B)(ﬁV' (tn) (57)
v=l
worin
1-t, -1 A
Mase(ty)= 0 = Mee(t,)=1 0 fir S (5.8)
t, 1 B

Differenziert man nach der Zeit, so folgt mit (Schneider | 1992)

@ (t,):=+2cos(vat,) (5.9)

) (5.10)

Tragt man das ein in (5.5) und beachtet man (5.8), so resultiert
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+ ~ . . .
Awgs =— M(‘)SE + (A+ B)'[”A(tn)rA + g (t)rs +ng (t,)rg ]3

VeV s
_C'[nA (t,)ry +ng (L, )rg +ng (L, )rg ]E

=125 G+ ([0 (A+B)] [0 (t,)C]. )or,
e+ ([ (A B [ 6T, e

(5.11)

+([Ma(t,) (A+B)], ~[15 (t,)C], )rs

Diese Gleichung ist fur alle MeRzeitpunkte aufzuschreiben. Aus dem entstehenden
Gleichungssystem sind als Unbekannte zu bestimmen r,, sowie die Amplituden

n(*#) der Koeffizientenfunktionen n, ., (t,) - nétigenfalls iterativ. Mit diesem
Ergebnis ist dann der Bahnverlauf

r(tn) = nA (tn)rA + nS (tn)rS + nB (tn)rB (512)
im Zeitraum T :=[t,,t,]£[0,1] bekannt. Vermutlich stellt sich wie in der

urspringlichen Gaul3-Methode die Konvergenzfrage (Schneider IV 1999).

5.2 Dynamische Bahnbestimmung

Im Unterschied zur kinematischen Bahnbestimmung werden bei der dynamischen
Bahnbestimmung die Amplituden nﬁ’*”) durch die Bedingungsgleichungen aus der

Methode der unendlich vielen Variablen (Schneider | 1992) festgelegt , also
durch

n? . As+A+A
n? :_; > 0,7 (5,){BL+B, +B, dz,  v=1(1)= (5.13)
n’ v SL+S,+8,

Damit kommt die Bewegungsgleichung als dynamischer Zusammenhang ins Spiel,
also die Krafte. Die Methode der unendlich vielen Variablen leistet die Ldsung
der drei gekoppelten Integralgleichungen (1.1). Das kénnte auch ein auf dem Satz
von Helge von Koch (Schneider | 1992) basierendes Verfahren leisten. Praktisch
wurde dabei die im ersteren Verfahren erforderliche numerische Quadratur ersetzt
durch die Auflésung linearer Gleichungssysteme, die allerdings von Schritt zu
Schritt rasch sehr verwickelt aufgebaut sind (Schneider | 1992).



13

Die zwangslaufig iterative Auflosung der Gleichungen (5.13) mul man mit einer
Ausgangsnéherung einleiten

n;(t,)r= (nffO (tn)) (5.14)

Das Verfahren basiert auf zwei Grundgleichungen, namlich (5.11) und (5.13). Sie
enthalten die Observablen und die Krafte sowie als Unbekannte die Randdrter

r,, und die Amplituden n**),

Die Auflosung der Bedingungsgleichungen (5.13) korrespondiert dem Sektor-zu-
Dreieck-Verfahren der Gaufi-Methode (Schneider | 1992) zur vorlaufigen
Bahnbestimmung, die Gleichung (5.11) der geometrischen Grundgleichung bei
der Verarbeitung von Richtungsmessungen in der Gaul3 - Methode.

Das hier dargelegte Verfahren der (dymamischen) Bahnbestimmung ver-
allgemeinert die GauR - Methode in zweierlei Hinsicht:

1. Umfassendere Kréftefunktion (in der urspriinglichen Gaul3 - Methode ist allein
eine Kepler - Kraft angenommen!)

2. Andere Observablen - Typen (in der urspringlichen GauR - Methode der vor-
laufigen Bahnbestimmung kOonnen nur Richtungsmesssungen verarbeitet wer-
den) sind verwendbar.

Beide Einschrankungen bestehen auch noch in der Modifikation der Gaul’ -
Methode durch Bucerius fur gestorte Kepler-Bewegungen (Schneider IV 1999).

Literaturhinweise

Schneider, M (2002): Zur Methodik der Gravitationsfeldbestimmung mit Erdsatelliten
IAPG/FESG No. 15, Minchen
Schneider, M. (1992-1999): Himmelsmechanik Béande I-1V
Bibliographisches Insitut Mannheim, Spektrum Akademischer
Verlag Heidelberg
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Anhang A

Feldbestimmung basierend auf der
diskretisierten Integralgleichung

Die lineare Fredholmsche Integralgleichung 2.Art
b
y(x)—IK(x,t)y(t)dt:h(x) (0.1)

IRt sich approximieren durch das lineare Gleichungssystem

, (0.2)

das fir n — « in die Integralgleichung tibergeht.

Diese sog. Riemann-Summen-Methode (Springers Math. Formeln 2000) soll auf
die i.allg. nichtlineare Integralgleichung (t:=t, und analog z:=z,)

r(t) = F(t) —% j K'(t, 0)K(r(r),i(z);7)d 7 (0.3)
K(r,r;t) = G(r,t) +  Z(r,r;t) 04
Gravitation der Erde sonstige Kréafte ’ (0-4)

ubertragen werden. Das ergibt das Gleichungssystem (diskretisierte
Integralgleichung)

() =) DK () { 60r(7).7) + 20 () (1, ) 05)

m =

Mit der Parametrisierung
%G(r,t)ziF’inUG]i (r.t) (0.6)
i=0
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folgt ein System von Bestimmungsgleichungen fiir die Feldbestimmung

r(ti)=7(ti)_T2§PkgKl (tn,Tj>{erG,k (r(z'j),tj) +Z(r(1'j),l"(2'j);tj)}% (0.7)

das auch zur Bestimmung der Losung r(t) herangezogen werden kann, K gegeben
vorausgesetzt.Das Gleichungssystem (0.7) ist ein in den Feldparametern P lineares
Gleichungssystem, das umgestellt lautet

ipkgw(ti,fj)vrusvk(r(q),tj):wn_K'(ti,fj)z(r(fj),f(r,.),t,.) (0.8)

k=0

bzw. in Matrixschreibweise

A P =B
e (e (0.9)
mit den Matrizen

A (JZ"_;K' (t.7,)V.Us, (r(z;) )]

P=(R) o0

Mit n treibt man die Approximation der Integralgleichung hoch

(fur n — oo erhélt man die Integralgleichung )
mit K die Approximation des Feldes

(fur K = oo erhalt man die vollstandige Entwicklung ).
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Anhang B

Gravitationsfeldbestimmung basierend auf der
Nutzung von Amplitudenspektren der Kraft

Voraussetzungen:

Bekannt seien der
o Zeitverlauf der Bewegung aus einer kinematischen
Bahnbestimmung

r(t) und r(t) fir Zeitpunkte t
im Zeitraum t, <t <t (0.2)
(Alle Zeiten normiert!)
sowie
e Der Zeitverlauf der Kréfte z(r,r,t;) aus Messung

und/oder Modellierung

Verfahrensschritte:

1. Umsetzung der Bewegung r(t) und r(t) in das Amplitudenspektrum der
Bewegung

r(t),r(t) t,<t <t; = r,r,,r; < r( er(pv (0.2)
2. Umrechnung des Amplitudenspektrums der Bewegung in das des
Zeitverlaufs der Krafte
r.r,.r; > K, K, K; < K(t)=G(t)+Z(r,i,t)

—K(t ZKV% (03)

sowie
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tn Tty > 2,2, Ly < Z(t):Z(r(t),t(t),t)
(0.4)
ZZV%

3. Daraus bekommt man die Darstellung des Zeitverlaufs der
Gravitationskraft der Erde langs der Bahn

G(t)=K-Z=K iK -Z,)p, (t)
G +Y 6 70 (05)

v=1

= G,=K,-Z, G,=K,-Z,, G, =K, -Z,

Bestimmung der Feldparameter (CHAMP-Fall)

Es besteht folgender Zusammenhang der Amplitudenspektren der Bewegung und
der Kraft, der sich aus der Fredholmschen Integralgleichung der gestellten
Randwertaufgabe ergibt (Schneider 1988, §18.2.3)

/IV v NvKA+ Kv (KB _KA)+K

(0.6)

14

oder umgestellt

K, =2

14

NK,-K, (K;-K,) (0.7)

mit den geschlossen berechenbaren Integralen
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. 0 v gerade
N,=|o (r)dr =
Y -([ ()7 2 2 v ungerade
A,
und
. - % v gerade
K, = IT(ZJ (r)dr = ’
° 2 v ungerade
ZV

Tragt man darin das Ergebnis der Bahnbestimmung etc. ein, so folgt

(G, +ZV):_I/_1V r,-N,(G,+Z,)-K, ((Gs+Z;)—(G,+Z,))

2

oder umgestellt
A
G, ==5n-Z,-N, (Ga+Z,)-K,((Gs+Z5)—(G,+Z,))

Ausgehend von der Parametrisierung der Gravitationskraft

bekommt man mit

G(1)=G(1)+ 2,62 (1)

eine in den Parametern G, lineare Bestimmungsgleichung

o0

> GG, (r(1).)=G(1)+ X6, ()

i=0 v=1

bzw. ein lineares Gleichungssystem , schreibt man diese Gleichung fur die

Zeitpunkte t, <t <t, auf

iGiGi (r(t).t)=G(t)+>.G,@! (t,) fir k=1.K

(0.8)

(0.9)

(0.10)

(0.11)

(0.12)

(0.13)

(0.14)
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Die Feldparameter werden uber diese Gleichungen aus dem Amplitudenspektrum
G, des Zeitverlaufs der Gravitationskraft 1angs der Bahn berechenbar

r(t),r(t) — r,,T,, Iy - K, K, K; >G,G, G, = G
Bahnbestimmung  Amplitudenspektrum der
Bewegung Kraft Gravitation Parameter
(0.15)

Die bei der direkten Nutzung der Integralgleichung wie auch in der Methode
Eigenfunktionen erforderlichen  Quadraturen konnen vermieden werden. Sie
werden geleistet durch die Abbildung des Amplitudenspektrums r, der Bewegung

auf das Spektrum K, des Kraftverlaufs, vermittelt durch die Fredholmsche
Integralgleichung der I. Randwertaufgabe (Schneider 1988, § 18.1).

Ubertragung auf SST-Messungen (GRACE-Fall)

Voraussetzungen:

wie oben, aber zusatzlich aus Messungen verfligbar die
Abstandsvektoren

A12 (ti ) = A12 (ti )Afz (ti ) (016)
Verfahrensschritte:

1. Berechnung der Amplituden A, des Zeitverlaufs der
Abstandsvektoren (0.16) aus den Gleichungen

A () =R, (4)+ Y AL, 7 (t) fir alle t (0.17)

2. Umrechnung der Amplituden A,,, in Amplituden des
Kraftunterschiedes an den momentanen Satellitendrtern

AK =AG+AZ (0.18)
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der die Relativbewegung uber die Bewegungsgleichung

L . : m,m
m,i, —-mi, = AK = A,, = uAK mit p:=—2-2— (0.19)
m, +m,

bedingt, mit Hilfe der Gleichungen

f—VAm =N,AK, +K, (AK; -AK, )+ AK, (0.20)

2

bzw. umgestellt

A
AK, = T—;Am -N,AK, -K, (AK; -AK,) (0.21)

nimmt man aus den Werten diejenigen der Kréfte z heraus, so

folgt
AG, :%Am ~AZ,-N,A(G+Z), -K, (A(G+Z)B —A(G+Z)A)
(0.22)
Feldbestimmung

Mit einer Parametrisierung des Gravitationsfeldes der Gestalt (0.11) folgt

AG(r(t),t):iGiAGi (r(t).t) (0.23)

und damit analog zu (0.14)

> GAG, (r(t) ) =AG(L) + 2AG,7 (1) fur k=1.K (0.24)
Literaturhinweis

Rade, L., Westergren, B. (2000): Springers Mathematische Formeln, 3. Auflage
Springer Verlag Berlin
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Teil 11

Zur Analyse der range-rate - Daten bei GRACE

1 Aufspaltung der Bewegungsgleichung der Relativbewegung

Die Relativbewegung A, (t):=r,(t)-r(t)der beiden Satelliten A=1 und B =2
werde beschrieben durch die Bewegungsgleichung

d?A,, (t

Pl gy v o
= g (rt)—g,(rt) +  z,(r, 0 t)—z(n,i,t) (1.1)
Gravitation der Erde sonstige Krafte

Sie soll zerlegt werden in zwei Gleichungen fiir die beiden Faktoren der
Darstellung des Abstandsvektors ( projektive Aufspaltung)

Ap () =4, (1)U (1) mit U,, Einheitsvektor von 1nach 2 (1.2)

Wie in (Schneider IV, 8 52.2.1 1999) am Beispiel des Ortsvektors gezeigt,
erhalt man analog fur den Abstand A, (t) die Gleichung

d?A, (t) N;

ar U (13)
worin bedeuten
F:=06g+0z
. 1.4
Ny, =A% dgtlz (14)

Weiter gilt (Schneider a. a. O)
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U12 U12 U12
d . -
p V |[=ox|V V | begleitendes Dreibein (1.5)
w w w
mit
C A
o=—W+—-22(W.F)U
ay Ve (W (16)

N, =CW=N,,W

Alternativ zu dieser Gleichung 1.0rdnung kann auch eine Differentialgleichung
2.0rdnung angegeben werden. Dazu wahlt man zweckmaéRig die wahre
Anomalie fanstelle der Zeit t als unabhdngige Variable (Schneider a.a.0O.)

d? A
(df—2+1jU12 = (W-F*)W  mit F*::C—ljF. (1.7)

Auf den Differentialgleichungen fur die Faktoren der projektiven Aufspaltung
des Abstandsvektors kann man die Integralgleichungsmethode aufbauen (s. Ab-
schnitt 3)

Bevorzugt man die Zeit als unabhéngige Variable, so sind das die Gleichungen

d’A, (1) N;

=U,F+—2 (1.8)
dt? 2N,

flr den Abstand A, (t) der beiden Satelliten und die Gleichungen fir die be-

gleitende ON-Basis U,,,V,W, deren erster Vektor vom ersten zum zweiten

Satelliten zeigt

d U12 U12
w w

(1.8) und (1.9) bilden ein Paar von Differentialgleichungen 2. und 1. Ordnung.

Ein Paar von Differentialgleichungen je zweiter Ordnung ergibt sich, wéhlt man
die wahre Anomalie f als unabhéngige Variable, und zwar fiir den Abstand wie
bisher
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d*A,, (t) N;
dizz :U21-F+A—%22 (1.10)

und fiir den Richtungsvektor

(;T;lj%:(w.w)w. (1.11)

Bei dieser Wahl von Gleichungen mul man noch eine Beziehung zwischen der
Winkel- und der Zeitzadhlung formulieren!!

Anm.: Die Gleichung (1.11) kann in ein Paar von Differentialgleichungen
zerlegt werden fiir die die Richtung U,, definierenden Richtungswinkel

(Schneider a.a.0.).
Eine Alternative zu der hier vorgestellten Aufspaltung der Bewegungs-
gleichung der Relativbewegung diirfte sich ergeben, wenn man analog wie in
(Schneider 1988, § 23.3.2) verfahrt.
2 Aufspaltung der Relativgeschwindigkeit

Fur die Relativgeschwindigkeit der Satelliten folgt aus (1.2) nach Zeitableitung

dA, dA, du,
—2Z2=—LyU,+A 2.1
at at 12T AL at (2.1)
Mit (s. (L.5))

dU

le:walz (2.2)
erhalt man

dA, dA

dtlz = dtlz U, +ApoxU, (2.3)

worin die Winkelgeschwindigkeit o gegeben ist durch (1.6).

Fur das Skalarprodukt der Relativgeschwindigkeit mit sich selbst bekommt man
damit wegen

du,

U,=1= U, " =0 (2.4)
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dA, Y (dA, Y
CSRCIRIE

Diese Gleichung verbindet
e das Quadrat der Relativgeschwindigkeit(%j

mit dem
2
e Quadrat der Relativgeschwindigkeit(%) in der Verbindungslinie U,,, also

der meRbaren range - rate.

Als Alternative zur Gleichung (2.2) kann man auf die Gleichung (Schneider 1V,
§ 52.2.1) zurlckgreifen

du dA
dtlz — A2 ( A, ¥ d_tlz) x U, = A%N,, x U, =A,N,, xA,, (2.6)

3 Feldbestimmung im SST - Fall

Der Anwendung der Integralgleichungsmethode seien die folgenden beiden
Differentialgleichungen zugrunde gelegt, die durch die projektive Aufspaltung
gewonnen wurden,

d’A, (t NZ
dfz )=U21-F+A—§§ (3.1)
und
dUu
Tl?' =X U12 (32)
oder alternativ dazu
W = ANy XAy, (3.3)

dt
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Fur die Winkelgeschwindigkeit o gilt

® :£W+AC (W-F)U,, (3.4)

12

Mit einer Parametrisierung der bezogenen Kraft entsprechend

F= IZC, 5g; (r,t) + oz
= (3.5)

|
¢ {g? (60— (0] +{z(r k) - 2(r, i, 1)
i=0
erhélt man als Grundgleichung fir die Feldbestimmung die Integralgleichung

2

Ap (L) = +ZI:CIIK' {Un 5g (r,7, )+1Z—+15Z}drn (3.6)

i=0 12 i

zu. Differenziert man die Gleichung (3.3) nach der Zeit

d?U d
TZlZ: dt ((OXUlz) (37)
mit
.=—2W+(ZC —ZW.sg, (r,t)+ W 52] (3.8)
AlZ i=0

so erhalt man fir die Feldbestimmung die weitere Integralgleichung

1
U, = +_[KI c)xUlz)d (3.9)
0

n

Aus (3.6) und (3.9) ist abzulesen, dal} die Verarbeitung

e der Abstandsmessungen (SST-GRACE) die Kenntnis der Richtung U,, (t)

erfordert und umgekehrt
e der Richtungen die Kenntnis von Abstandsmessungen.

Der Term 5z ist vom Parameter c, frei, weil der Parameter als Faktor vor dem
C.

Integral steht, so dal effektiv c Claz =06z zu bilden ist.

Will man die Integralgleichungen (3.6) und (3.9) nicht direkt nutzen, sondern
die Methode der unendlich vielen Variablen anwenden, so stehen dafir die
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folgenden  Bedingungsgleichungen fur die Entwicklungskoeffizienten zur
Verfiigung (Schneider 1988, 818.2).

Fur die Verarbeitung der Abstandsmessungen

A12 Z AlZ v(ov (3 : 10)

ergeben sich als Bedlngungsglelchungen fir die Amplituden Ay,

2

' N2 1
12v ﬂv ;QI {Uﬂ 5g| (r T )+A—1§:'+E§Z}dfn (3.11)

_|

und fr die Verarbeitung der Richtungsmessungen
U12 (tn ) = I_le (tn ) + z Ulz,v(ﬁvl (tn ) (312)
v=1

die Bedingungsgleichungen fir die Amplituden U,,,

1
U,, =- j { WxUlz}dr (3.13)
12

0
oder wegen
WxU,=V (3.14)

die Bedingungsgleichungen

o S 615

O

mit den orthonormierten Eigenfunktionen der zweiten Randwertaufgabe
(Schneider 1988 § 18.2.2)

" (t,):=2cos(vat,) fir v=1(1)c (3.16)

v

In (3.15) bedeutet v eine Richtung senkrecht zur Verbindung der beiden Satel-
liten, d.h.esist v U, und VLW,
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4 Punktuelle Gravitationsfeldbestimmung aus SST-Daten

Ausgehend von den Integralgleichungen fur den Abstand

2

1
CiIKI(tn!Tn){U21°5gi (r,fn)+N—;’2+i5z}dz’n (4.1)
0

AV

A (t) =24, (t)+

|
i=0

bzw. flr die Richtung U, (t)

1

U, (t,)=U, (tn)+J-K' (tn,rn)di(melz)drn (4.2)

0 Ty
soll eine punktuelle Gravitationsfeldbestimmung aus den SST - Daten der
GRACE - Mission vorgestellt werden. Analog zum Vorgehen in (Schneider
2004) wird man hier auf folgende Bestimmungsgleichungen gefiihrt, und zwar

e flr die Verarbeitung der Abstinde

| A 2
_ZCiU 21_5& (r(%gr(]a))1§rsg)) _ Aiz (tn) A12 (tn) +(N;2 +i5z] o) (4.3)
i=0 sz K! (tr(]a),rn)drn Ap, G S
0
und
o flr die Verarbeitung der Richtungen
U, (7)-10, (1)
(dd (Q)XUlg )j (o) = 121( ) 12( ) . (4-4)
T G Tazj K' (tr(f),rn)drn
0
Darin bedeuten
4 T (1-t
T;J.KI (tr(f),rn)drn =¥ (4.5)

und T, :=[t7,t7]20<t” <1 sowie &7 e[t5,t7 .

Die Gleichung (4.4) kann umgeformt werden. Dazu tragt man fiir die
Winkelgeschwindigkeit o ein und erhélt
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U12 (tr(wa) ) - I_le (tr(f) )

[din (A%Vj] ()~ (4.6)

E ot (o)
T(,!K (68,7, )de

n n

Die Gleichung (4.2) soll ebenfalls noch umgeformt werden, und zwar indem die
Parametrisierung vermieden wird. Man bekommt

A 2
-U 21-5g(r(§§0)),§.56)) = Allz ()4 (t) +[IZ§2 +£52] ) (4.7)
ngJ‘Kl(tr(]a),Tn)dTn 2 G é:n
0
Daraus laRt sich punktuell die Projektion des Unterschiedes
og=g, (rz’t)_gz (rz’t) (48)

der Gravitationsfeldstarken an den Orten der beiden Satelliten auf die Richtung
U,, bestimmen. &g selbst ist dann aus den

~U .08 (r(&7).67) (4.9)
und den gemessenen Richtungen U,, sowie deren Verarbeitung nach (4.6), also

n 12

o (4.10)

Zu rekonstruieren.

Zur Frage der Bestimmung der Zeitpunkte £ wird auf (Schneider 2004, S. 37-
39) verwiesen.

5 Einarbeitung der gemessenen Daten in die Bewegungsgleichung

Die SST-Daten der GRACE - Mission sind genauer als die aus der GPS-
Bahnverfolgung erhaltenen Bahnen. Wie in (Schneider 1988, 8§ 22.4.1)
ausgefihrt, kann man die Methode der unendlich vielen Variablen mit dem
Verfahren der differentiellen Korrektion von Parametern verknlpfen, um die
SST- und Sternsensor-Daten zur Verbesserung der aus der GPS-Bahnverfolgung
der GRACE- Satelliten bestimmten Bahnen heranzuziehen.

Im Folgenden soll eine Alternative aufgezeigt werden:
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Um die héhere Genauigkeit der SST-Daten fiir die Feldbestimmung nutzbar zu
machen, konnte man auf die Relativbewegung der Satelliten A und B

Apg (1) =15 (1) — 1o () (5.1)

das GAUSSsche Prinzip des kleinsten Zwanges anwenden beispielsweise durch
Verwendung des genau gemessenen Zeitverlaufs des Abstandes der Satelliten

N (A1) ::|AAB| - |rB(t)_rA(t)| =0
=|As] - S(t) =0 (5.2)
1 2
oder N(A )= (|AAB| —5%(t) ):o (5.3)

als holonom-rheonome Nebenbedingung. Man miRte dann versuchen, zweli
Bahnen als Ldsungen der Bewegungsgleichungen der beiden Satelliten so zu
bestimmen, dalR deren Zeitverlauf gerade die Nebenbedingung einhalt. Die
Bewegungsgleichungen der Satelliten in einem geozentrischen Newton-System
lauten

m,r, =K(r, r,;t) a=AB
( .) (5.4)
=K +K! +F,
K® 4uBere Volumenkrafte
mit K{ innere Volumenkrafte
F, Flachenkrafte

Wenn flr die inneren VVolumenkréfte ein Reaktionsprinzip
K¢ =-K{ =K® (5.5)

gilt, wie es zum Beispiel bei Gravitationswechselwirkung der Satelliten A und B
der Fall ist, dann folgt durch Subtraktion der Bewegungsgleichungen der
Satelliten

Apg =ty —F=—F-—~=
Mg My
my+m; oy K K§ F, F
— A BK® 28 _2A 7B A
m,Mg Mg My, Mg My

(5.6)



30

oder mit der reduzierten Masse

MM

= 5.7
HaB) m, +m, ( )
als Bewegungsgleichung der Relativbewegung
A 0] Kg) K(AB) FB FA (5 8)
Ap=K"+ — +B A=K, .. .
Ha)Aas Hag) m, m, m, m, relativ

bzw. wenn man die Gravitationswechselwirkung der Satelliten vernachléssigt
B K(e) K(e) F F
,U(AB)AAB = Hap) (_B__A+_B__A = K ety (5-9)

Um die Nebenbedingung an die Losung A, (t) dieser Gleichung einzuhalten,
muR nach dem GAUSSschen Prinzip des kleinsten Zwanges eine Zwangskraft

Zyy =2V, N(A (1) (5.10)

hinzugefugt werden. Der LAGRANGE- Multiplikator 2 ergibt sich im hier
betrachteten Fall einer holonom - rheonomen Nebenbedingung zu

AR | (57 - 65

A=—— Hoeo 7 (5.11)

und damit als Zwangskraft

A- I<relativ +|A|2 _ (52 _55)
AP . M— A (5.12)
Al
und als Bewegungsgleichung
A- Krelativ +|A|2 N (52 _ 55)
A = I<relativ _ Hins) A L (513)
Hpp) |A|2

Sie ist einer Bahnbestimmung fir das Satellitenpaar GRACE zugrunde zu legen,
wenn man ein Paar von geozentrischen Umlaufbahnen bestimmen will unter
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Verwendung der GPS-gestiitzten Bahnverfolgung und der SST-Abstands-
messungen und dabei deren hdhere Genauigkeit nutzen will.

Sonderfall: Andert sich der gegenseitige Abstand der beiden Satelliten
nicht, wie es beispielsweise bei einer starren Hantel der Fall ist,
dann ergibt sich bei Abwesenheit von Kraften, also K ..., =0, wegen

relativ

5=0und 6=0— §(t)=const (5.14)
(esisti.allg. A=0) als Bewegungsgleichung

-

A |A|2 (5.15)

wie sie in (Baumgarte 1972) zur numerischen Stabilisierung der Bewegungs-
gleichung der Kepler- Bewegung angegeben ist. Der Fall der starren Hantel im
Gravitationsfeld eines kugelférmigen ZentralkOrpers wird u.a. in (Schneider IV
1999) behandelt.

Um auch eine gemessene Richtung A,(t) bei der Bestimmung der Bahnen des

Satellitenpaars zu berticksichtigen, hatte man eine weitere Nebenbedingung in
die Bewegungsgleichung einzuarbeiten.

Anhang

Geozentrische Radialgeschwindigkeit

Skalare Multiplikation der Bewegungsgleichung mit dem Ortsvektor ergibt

ref=r K = %(r-i‘)—i‘z =rK = r.l":'[(r~K+1"2)dt

bzw.
ref = .[roK dt + If-dr (0.1)

oder mit der Zerlegung der Kraft
K=G+Z (0.2)

ref = | reG dt + | reZ dt + | iedr (0.3
JreGat+[rzd+|
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Wegen
r’=r> = rer=rrf (0.4)
folgt

rl‘:jr-G dt+J-r-Z dt+J.1"-dr (0.5)

oder mit der Parametrisierung der Kraftkomponente G

G(rt)=Y.GG, (r1) (0.6)
rr':iGiIr-Gi (r,t)dt+J-r-Z dt+jf-dr (0.7)

und daraus fur die geozentrische Radialgeschwindigkeit des Satelliten

r:%{geijr.q (rt)dt+ [rez dt+_|.1"-dr} (0.8)

Literaturhinweise

Baumgarte, J. (1972): Numerical Stabilisation of the Differential Equations of Kaplerian
Motion. Cel. Mech. Vol. 5, No. 4

Schneider, M. (1988) : Satellitengeodasie . Bibliographisches Institut Mannheim

Schneider, M. (1992-1999): Himmelsmechanik Bande I-1V. Bibliographisches Institut
Mannheim und Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg

Schneider, M. (2004): Beitrdge zur Bahnbestimmung und Gravitationsfeldbestimmung mit
Erdsatelliten sowie zur Orientierung von Rotationssensoren

Schriftenreihe des Instituts fir Astronomische und Physikalische Geodasie und der
Forschungseinrichtung Satellitengeodésie der TU Minchen, IAPG/FESG No.17, Minchen
2004
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Teil 1

Gravitationsfeldbestimmung
basierend auf Bilanzgleichungen

0 Vorbemerkung

Mit den Satellitenmissionen CHAMP und GRACE konnte erstmals die
Gravitationsfeldbestimmung auf der Grundlage von Energiebilanzen praktisch
durchgefuhrt werden. Dazu wurde das aus dem Dreikdrperproblem bekannte
JACOBI- Integral auf die Bewegung der Satelliten tbertragen, diese von einem
terrestrischen  Bezugssystem aus betrachtet. Die im JACOBI-Integral
getroffenen Annahmen, namlich die Stationaritit des Schwerefeldes im
gleichformig rotierenden terrestrischen Bezugssystem, werden durch
Zusatzterme im Jacobi-Integral umgangen. Entscheidend fur das Gelingen der
Feldbestimmung ist, daR die Bahnen der Satelliten weitgehend hypothesenfrei
aus der fortlaufenden Bahnverfolgung mit GPS- Satelliten bestimmt werden
konnen und die nichtgravitativen Krafte im Flugbereich durch genaue
Beschleunigungsmessungen erfal3bar sind.

Auf diesem Wege konnten Modelle fir das AuRenraumpotential bis zu
Entwicklungsgraden gewonnen werden, die mit friheren Methoden (z.B. der
Analyse der Bahnstorungen und/oder der differentiellen Korrektur von
Feldparametern) nicht erreicht worden sind. Hinzukommt, dal} erstmals ein
einziger Erdsatellit zur Feldbestimmung ausreichte, wéhrend es friiher einer
Reihe von Satelliten mit unterschiedlichen mittleren Bahnelementen bedurfte.
Besonders vorteilhaft wirkt sich die nahezu kontinuierliche Bahnbedeckung der
niedrig fliegenden Satelliten aus.

Den geschilderten Weg kann man mdglicherweise verbessern , wenn man
weitere unabhédngige Bewegungsintegrale bzw. Bilanzgleichungen heranziehen
kann. Es ist namlich aus der Himmelsmechanik bekannt ( Schneider | § 11.5,
1992, Schneider & Cui 2005), dal? jedes Bewegungsintegral eines dynamischen
Systems eine Schar von Hyperflachen im Phasenraum erzeugt. Eine konkrete
Bewegung ist dann an je eine Hyperfldche eines jeden Bewegungsintegrals
gebunden und damit Schnittgebilde der Hyperflachen der Bewegungsintegrale.
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Da das gestellte Bewegungsproblem im Fall der Erdsatelliten nichtintegrabel
ist, findet man leider keine ausreichende Anzahl von Bewegungsintegralen, von
einigen Sondersituationen abgesehen, die jedoch eher von theoretischem
Interesse sind. Auch das Jacobi - Integral besteht nur unter den oben genannten
Einschrankungen.Es soll gezeigt werden, dall man zusétzlich zur Energiebilanz
eine Drehimpulsbilanz angeben kann und damit im obigen Sinne eine
einschrankende Bedingung fir die Feldbestimmung. Wahrend in der
Energiebilanz das skalarwertige Gravitations-(Schwere-)potential auftritt, geht
in die Drehimpulsbilanz die Gravitations-(Schwere-)feldstarke ein, also eine
vektorielle GroRe. Eine Feldbestimmung basierend auf einer Kombination von
Energie- und Drehimpulsbilanz bedeutet demnach, dafll Potentialflachen und
deren Orhogonaltrajektorien, die Feldlinien des Gravitations- bzw.
Schwerefeldes) im Spiel sind.

Ein Teilchen der Masse m=1 bewege sich unter der auf die Masseneinheit
bezogenen Kraft

K=Y Fe, e, Orthonormalbasis . (0.1)

-2
Fur die Kkinetische Energie des Teilchens T:%besteht folgende Bilanz-

gleichung

z—I:K-f — dT = Kefdt = dT = Kedr | (0.2)

woraus nach unbestimmter Integration Gber die Zeit folgt

T(t):J'K-fdtzjK-dr+C C Integrationskonstante . (0.3)
Ist ein Teil der Kraft von einer Potentialfunktion U (r,t) ableitbar, d.h. gilt
K=VU(rt)+Z(rit) (0.4)
dann lautet die integrale Energiebilanz

T(6)=[(VU (r,t)+Z(r,i,t))idt+C
= [VU (r,t)skdt+ [ Z(r, ,t)eidt + C

=J'(dd—LtJ—%det+J.Z(r,i‘,t)-dr+C (0.5)

=U (r,t) —j%dt+jZ(r,i’,t)-dr+C
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bzw. umgestellt

T(t)—U(r,t)=—I%dt+]l(r,i~,t)-dr+c. (0.6)

Im Sonderfall: %:0 und Z=0 ergibt sich

T+V =C mitV:=-U potentielle Energie, (0.7)

also der Erhaltungssatz fiir die Gesamtenergie E =T +V der klassischen
Mechanik fir die Teilchenbewegung in einem konservativen Kraftfeld.

Er wird verletzt, wenn die Kraft Komponenten enthélt, die explizit zeitabhangig
sind oder nicht von einem zeitunabhangigen Potential ableitbar sind,
beispielsweise dissipative Krafte.

Betrachtet seien nun die Projektionen der Bewegung r(t) auf die Basis-
richtungen e,
X (t)=r(t)e =123 . (0.8)

Es soll untersucht werden, ob die Ausdriicke
. x?
Ni(xi,xi)::?—jFidxi (0.9)

Bewegungsintegrale sind, wie es numerische Tests mit simulierten Bahnen am
Institut fur Theoretische Geodé&sie der Universitat Bonn nahe legen. Ausdriicke
der genannten Form werden dort seit 2003 im Rahmen eines
Dissertationsvorhabens untersucht und auf ihre Eignung zur Validierung von
Schwerefeldern Gberprift (Locher 2005).

Um den theoretischen Nachweis zu fiihren, wird das GauBische Prinzip des
kleinsten Zwangs (Schneider 1979 8§ 4.5) herangezogen.
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1 Zeitunabhangige konservative Kraft

Die Kraft sei zunéchst als konservativ und zeitunabhingig angenommen,
d.h., sie sei darstellbar durch eine Potentialfunktion U (r)

K=VU(r)oF=FR(xX,X%,X) - (1.1)

Nach dem Gaulischen Prinzip muf3, zugeschnitten auf die eindimensionale
Bewegung , die Bedingung (Schneider 1979 § 4.5 und 2002 § 3.2)

oo g T (12)
OX; X
erfillt werden. Wenn man (0.9) eintragt, dann folgt
x 2 X—iz—dex. -2 X—iz—jF.dx. (1.3)
Lox | 2 s Yox | 2 Y
bzw.
2 .. 0 ey
_xia—XiJ‘Fidxi = Fixi+8XijFidxi_ FX , (1.4)

beachtet man (1.1),oder mit

AU (X, %,, %)

F = 1.5
R (L5)
—xiﬁz—ﬂxi (1.6)
OX; oX
Hat also die Funktion N, die Gestalt
)-(_2
\} ::7—I|:idxi (1.7)
dann ist sie jedenfalls dann ein Bewegungsintegral, wenn
N,
9N _E. 1.
- F (L8)

Das ist der Fall, wenn
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oN; _ U (r)

o (1.9)

Demnach sind wie behauptet die Ausdriicke

(1.10)

52 .2
N ::X—i—jFidXi :X—i—jwdx
2 2 OX,

Bewegungsintegrale des gestellten Bewegungsproblems. Sie bestehen neben
dem Energiesatz

2

%—u (r)=E (1.11)

fur die Gesamtbewegung r(t) (s. § 5).

2 Bestitigung im Rahmen der Hamilton-Mechanik

Die Ergebnisse des vorangehenden Abschnitts lassen sich im Rahmen der
Hamilton-Mechanik bestéatigen:

Die Hamilton-Funktion des gestellten Bewegungsproblems lautet
H=T-U=L_u(q), (2.1)

bezeichnen q bzw. p die generalisierten Koordinaten bzw. Impulse
q=(X1,X2,X3) bzw. pz(Xl,Xz,X3). (22)

Die Ausdriicke
N X
Ni(xi,xi).:?—jFidxi (2.3)

lauten in diesen kanonischen Variablen
Ni :Z&_ i(qi) mit Ui(qi)::JFidqi (2-4)

Wenn sie Bewegungsintegrale sind, dann verschwinden (Schneider 1992,8 11.6)
ihre Poisson-Klammern mit der Hamilton-Funktion, d.h., es gilt dann



38

3. (6N, &H &N, oH
N:H)=0 O -0, 2.5
(N:H) zl (aqi op;  op, aqu (29)

was man durch Eintragen von (2.4) und (2.1) bestétigt.

3 Poisson-Klammern der Bewegungsintegrale
Sind f, und f, zwei Bewegungsintegrale, so gilt (Schneider 1992 § 11.6)

%f‘+(fi;H):0 fir i=1,2 (3.1)

und nach der JACOBI-Identitit (Schneider I, § 11.6, 1992)

8(fé—ifzh((fl; f,);H)=0 fur i=1.2. (3.2)

Danach wdre auch (f;; f,) ein Bewegungsintegral, falls es nicht ein aus
f, und f, zusammengesetztes triviales ist.

Das soll flr die vermuteten Bewegungsintegrale untersucht werden.

Es sei also
fi = Ni =&_Ui(qi) (3'3)

in (3.2) zusammen mit der Hamilton-Funktion (2.1) eingesetzt

G0 o sie oo

Wegen der Zeitunabhéngigkeit der Potentialfunktion folgt

2 2
8(% _Ul(ql); [)22 _Uz(qz)j

-0 |,
ot

(3.5)
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2

so daf (Nl;Nz)z[%—ul(ql);&—uz(qz)j als Lésung von

2
Py, (q)s % U H =0 3.6
5 ()3 5 2(G) [sH | = (3.6)
ZuU bestimmen ist. Demnach ist auszuwerten
3
3 ONy 0N, 0Ny N, ) _ o (37)
i=1 6C]l apl apl aql
Mit
N, oN, oN, oN,
=Pp =p =——+=0
o, O, 0P 0Py
oN, :_aul(ql) oN, :_auz(qz) (3.8)
oa, o, 0q, 0q,
ou
Moo __ 1'2(Q1'2)¢o fir i=1,2
oq; oq;
erhalt man

ONyON, 0Ny ON, 0Ny ON, AN N, ANy N, 0N N, _
oq, op, Op, 04, 44, p, Op, 04, OG; Op; P, G,

0 (3.9)

Aus den Bewegungsintegralen entstehen hier durch Poisson-Klammerbildung
keine neuen nichttrivialen Bewegungsintegrale.

4 Liegen die Integrale in Involution?

Es soll jetzt untersucht werden, ob die gefundenen Bewegungsintegrale in
Involution liegen. Das ist dann der Fall, wenn (Schneider I, § 17.2.3.2 , 1992)

(H:N;)=0 fur j=12
(NiN;)=0 fur i, j=12i#]

(4.1)

Tragt man entsprechend (2.1) und (3.3) ein , so bestitigt man diese
Bedingungen.
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5 Existieren Bewegungsintegrale im Falle nichtkonservativer

Kraftkomponenten?

Bisher wurde angenommen, dall die Kraft konservativ ist, d.h. von einer

zeitunabhangigen Potentialfunktion U (r) ableitbar ist
K=V.U(r).
Diese Annahme soll jetzt fallengelassen werden.

5.1 Bewegung in einem zeitabhiangigen Kraftfeld

Die Bewegung erfolge in einem Kraftfeld, das durch ein zeitabhingiges

Potential dargestellt

K(r,t)=V,U(rt).

werden kann. Einschrankend soll aber angenommen werden:

(5.1)

In einem

gleichférmig um eine feste Achse rotierenden Bezugsystem B sei diese
wirksame Kraft durch ein in B zeitunabhingiges (!) Schwerepotential

U (x) darstellbar. d.h.
K =V U (x) mit x Ortsvektor in B,

so dal3 das Gaulsche Prinzip die Bedingung liefert

VN =K:V,N= XV.N =V U (x)V.N mit i::%.

Trégt man sowie das Jacobi-Integral

__ _\2
N(i,gj:%ﬁj ~U,(X)+C=0
pt)” 2\ Dt

ein, so wird das Jacobi-Integral als Bewegungsintegral bestétigt.

Bleibt noch zu untersuchen, ob auch die Ausdriicke

2
N, (XI%j :1(%j -Ug(x)+C=0
Dt 2\ Dt

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)
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Bewegungsintegrale sind. Sie missen die Bedingung

A (5.6)
OX; OX;

erfillen. D.h., es ist zu prufen, ob gilt

o f1(DxY __a|1(DxY

Xia_x[i(ﬁj —Us(xi)+C}_—Fia—xi|:E(th —US(xi)+C} (5.7)
bzw.

,oUg(x)  aUg(%) 0 1(Dx Y

T o a(Dxi/Dt){E( Dtj _US(X‘)JFC} (58)
oder

Dx; 0Us (%) _ @Us (%) Dx
Dt ox  ox Dt

, (5.9)

was offenkundig der Fall ist.

Daneben existiert das Jacobi - Integral fur die Gesamtbewegung x(t). Somit
gabe es drei weitere Bewegungsintegrale, d.h. insgesamt also vier Bewegungs-

integrale, ein analoge Situation wie in § 1. Die Bewegungsintegrale sind aber
abhangig.
Grund: Das Bewegungsintegral

.2

r 3 )-(iz
?—U (r)=E < ;[7—Iﬁdxi}:E (5.10)
entspricht der Addition der drei Bewegungsintegrale

X?i—_[lzidxi =E, (5.11)

die je eine Energieerhaltung in den drei Koordinatenrichtungen bedeuten., d.h.
das Ergebnis von Energiebilanzen (Energiekonstanten E,)
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.2 .2 52
k% =Rk =S5 = [ g [Rxat = S [Rax -, (5.12)
dt 2 dt 2 2
in den drei Koordinatenrichtungen sind.

Anm.: In diesem Ergebnis kommt zum Ausdruck, dall nur die Summe

3
Fdx =| Kedr=|V Uedr=|dU 5.13
3[R =] Kedr=[v.0-dr = (5.13)
aus den drei Beitragen J'Fidxi zu einem vollstandigen Differential du
flhrt.
Obwohl dieses Ergebnis trivial erscheint, konnte es fir die Gravitationsfeld-

bestimmung von Interesse sein (Lécher 2005). Analog wirde fir das Jacobi-
Integral bzw. die ihm korrespondierenden Bewegungsintegrale

Ni(f ij:zl(Dx T—us(x)w:o (5.14)

"bt)" 2\ Dt

gelten, die man einer Feldbestimmung anstelle der alleinigen Verwendung des
Jacobi-Integrals

X,— —
Dt 2\ Dt

N(‘ Dijzzl(“jz_us(i)m _o (5.15)

zugrunde legen konnte. Entsprechende Untersuchungen werden am Institut fiir
Theoretische Geodésie der Universitat Bonn durchgefihrt (Locher 2005).

5.2 Beriicksichtigung dissipativer Krifte
Die wirksame Kraft enthalte auch dissipative Komponenten
K(rt)=VU(rt)+Z(r,it)= F =F(rit). (5.16)

In diesem Fall ist damit zu rechnen, dal} das Bewegungsintegral zeitabhéngig ist,
d.h. die Funktionsstruktur

N =N (r,i5t) (5.17)

anzunehmen ist. Die genannten numerischen Untersuchungen scheinen es nahe
zu legen, dal? solche Bewegungsintegrale von der Gestalt
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N. :=X7‘2—I F.dx;

(5.18)

sein konnten. Zum theoretischen Nachweis soll wiederum das GaulRsche Prinzip
herangezogen werden. Es fiihrt auf die Bedingung (Schneider 1979 § 4.5 und

2002 § 3.2.1)
%-i_l;.eri :—K-VfNi
ot

Tragt man in ein, so erhalt man

) .2 52
9 X—‘—J'Fidxi +>‘(ii X—i—IFidXi =—Fii- X_i_j':idxi
otl 2 ox |\ 2 ox. \ 2

bzw.

d .0 o (X
aJ‘FidXi _Xia_XiIFidXi =_Fi a_)'(i[x?_IFidxij

oder, wenn man sich zunéchst auf zeitunabhéngige Kréfte beschrénkt,
mit

ouU (r)

"o

die Bestatigung, dal3
X7
Ni ::?—I Fidxi

ein Bewegungsintegral ist, wie schon in 8 1 gezeigt.

Bleibt der Fall der zeitabh&ngigen Krafte

F (x,x,t):g—uui
X

zu untersuchen. Die zu erfiillende Bedingung wirde jetzt lauten

%H'«.eri =—K(r,i,t)V,N; .

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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Fir den Fall des in einem gleichformig rotierenden Bezugssystems
unververanderlichen Potentials ist das in 8 5.1 gezeigt worden. Auf den
Allgemeinfall soll hier nicht eingegangen werden.

6 Relativbewegung von Satelliten im Gravitationsfeld

Fur jeden der beteiligten Satelliten m, (i =1,2) besteht in einem terrestrischen
BezugssystemB,,, (Winkelgeschwindigkeit d(t) gegen das astronomische

Bezugssystem, R(t) translatorische Bewegung von B, ) eine Bewegungs-
gleichung

2_
miD—)Z(i:I_((_ DX, tj+_i +C, . (6.1)
Dt Dt

Darin bedeuten (Querstriche weisen auf B

terr

hin)

F:=-mR+Z +T Fihrungskraft
Z =-mdx(dxX) Zentrifugalkraft

T, == -m, %xx Euler-(Kreisel-)Kraft - (6.2)

C = —2miH><DFt‘ Coriolis-Kraft

Durch  Differenzbildung erhalt man als Bewegungsgleichung der Relativ-
bewegung der beiden Satelliten (R ist indexfrei!)

D*x, DX, K, K, ,E+C,, ,F+C,
=+ () ( )
Dt Dt m, m m, m, 6.3)
:&—E+(Z +T, +C2)_(21+T1+C1)' '
m2 ml m2 ml

Die Krafte werden sich aus verschiedenen Komponenten zusammensetzen

K (X, v;;t) = mV Us(X,t) + Z,(Xi)+  Zy (X, Vi5t)
Gravitationskrafte  nichtgravitative Krafte | (6.4)
Erde dritte Korper

so dal} folgt
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D*x, DX _ _
Fzz - thl = VizuG (X5,0) - ViluG (x,,1)
+ ZGZ(§21t) _ ZGl(il’t) + ZNZ(iWVZ;t) _ ZNl(il’vl;t) ) (65)
m2 ml m2 ml
N Z,+T,+C, Z+T+C,
m2 ml
Mit
Ap =%, —X (66)
laRt sich (6.5) schreiben in der Form
D’A _ _
Tzlz = VXZUG (Xz’t) _viluG (Xlit)
L Zo,(%i) 2o (Rt) | Zyo (%5, V051) 2y (R0, Vist) (6.7)
m, m, m, m,
. Z,+T,+C, Z+T+C
m2 ml
Tragt man die Darstellungen der Trigheitskriifte ein, so ergibt sich
D’A _ _
Tglz = VizuG (X, 1) _VilUG (x,,1)
2o (%) Zey(Xih) | Zyo (%, Vo) _ 2y (R, ¥3t) (6.8).
m2 ml m2 ml
- - — . Dd - .- DA
_dx(dXAlZ)_EXAlZ —2dXT€'2
6.1 Existenz eines Bewegungsintegrals im SST-Fall (1)
Mit den Annahmen
(1) ZGz(iz;t)_Zel(iﬁt)+ZN2(i2’V2;t)_ZNl(ilfvl;t) =0 (69)
m2 ml m2 ml
Dd
2) —=0 6.10
@ 2 (6.10)

folgt in der vereinfachten Fassung
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D?A,, — DA,

50 2=V Us (X, )~V U (X,1)+V, U, —2dx - (6.11)
mit dem Potential der Fliehkraft
U, = @(axznyj. (6.12)
Definiert man durch
_ _ DA DV, oV,
Vi Us (X, 1) -V U (X, 1) = Dtlz Vi, Ve = Dltz® _% (6.13)
ein Gezeitenpotential V,,, (x,,X,;t), so folgt
DA, DAy DV Nise DAy [y 55, DAs ) (6.14)
Dt Dt Dt ot Dt (Y% Dt
Unbestimmte Integration tber die Zeit fuhrt auf das Beziehung
DZIZ 8V12®
( Dt ] _2(\/12®+U212) C J.( Dt (6.15)

Hier ist dem zeitveranderlichen Gezeitenpotential v,,, (X,,%,;t) Rechnung

getragen.Sieht man vom letzten Term auf der rechten Seite ab, so weist es die
Gestalt eines Jacobi-Integrals auf.

Dal die aus dem Gaul3prinzip folgende Bedingung erfillt wird, soll noch

nachgewiesen werden. Trégt man (6.15) sowie fir die Kraft entsprechend (6.11)
ein, so folgt fir die linke Seite der Bedingung

a l DKlZ 120
_a[z(wj —(Ver, tUy, )+C+I( JDtJ-‘r

DK12, l _DKlZ avlzea (616)
Ot VA“[Z[ Dtj — Ve, +U, )+C+I( ]Dt}

und fur die rechte Seite
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RS. =V Us (X, 1) -V Ue (%, 1) +V, Uy, +@)):

— 2
1( DA oV (6.17)
Vi [E[T‘[ﬂj — (Ve +Uz,)+C + I[%) Dt]

Wertet man die beiden Seiten aus, wobei zu beachten ist, daB t,A,,,DA,,/Dt die
unabhangigen Variablen hinsichtlich der partiellen Ableitungen sind, so ergibt
sich, beachtet man noch ou,_ /ot=0,

_ 8(\/®12 +Ule) + Nyze + Dle (

— avlzea
L.S.= ~ e I Vor +U; ) +V, | (?j Dtj
DA oV,
_ Dtlz .(—VAM Vo +U;)+V, | (%J Dtj
(6.18)
und
_ _ DA,,
RS. =V Ug (X, ) -V Ug (X, 1) +V, U, )-F
(6.19)
—_ D(V®12 +UZQ) + avlz@
Dt ot
bekommt man
DZlZ avlz@ _ D(V®12 + Uzu) ale(—D
-, .[—vAu Vo +U, )4V, | (7 Dt |- - e T 2n) , e (6.20)
Beachtet man wiederum (6.13) und ou, /at=0, so erhalt man daraus
A oV oV oV
2oy [ pr-0 -2 [ o L[ by g (6.21)
Dt ) at DtJ ot oty ot

Demnach ist die aus dem Gaullschen Prinzip (rheonomer Fall!) folgende
Bedingung erfulit.

Anm.: Der Term & herrihrend von der Corioliskraft kann in allen
vorangehenden Formeln weggelassen werden, weil diese Kraft zur Energie-
bilanz keinen Beitrag leistet.
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6.2 Existenz eines Bewegungsintegrals im SST-Fall (2)

Es soll noch eine alternative Definition des Gezeitenpotentials verwendet
werden.

Mit dem durch

U, = Us + U, + @
Gravitations— Fliehkraft — Coriolis — (6.22)
Potential

definierten Schwerepotential U, (x), das im konstant rotierenden Bezugssystem

B zeitunabhiingig ist, |40t sich die Bewegungsgleichung (6.11) schreiben in der
Form

D?A

sz=V@Us -V, Us. (6.23)
Fuhrt man durch

vszS (XZ)_V"lUS (Xl) = VA12U182® (624)

eine Gezeitenkraft, bezogen auf das in B (!) als zeitunabhingig ange-
nommene Schwerkraftfeld und nicht bezogen auf das Gravitationskraftfeld,
das in K zeitveranderlich ist, ein -, so lautet (6.23)

D*A
Tzlz = vAuUlSZ@ : (625)

Skalare Multiplikation dieser Bewegungsgleichung mit der Relativge-
schwindigkeit der Satelliten in B fihrt auf

DA, D°A, _DA, o ;s (6.26)

Dt Dt? Dt M 2€

und nach unbestimmter Integration tber die Zeit auf

— 2
1( DA
E[Ttlzj =U182® +C (6.27)

bzw. mit auf
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— N2
1( DA
E(Ttlzj =U,+U, +®+C (6.28)

Anm.: Das Bezugssystem rotiert konstant. so dal} keine Eulerkraft auftritt und
es ist von der Gravitation dritter Kérper sowie von allen nichtgravitativen
Kraften abgesehen.

Es ist bekannt, dal} die Corioliskraft keine Arbeit verrichtet. Daher kann der

Term @ in einer Energiebilanz, weggelassen werden und das Bewegungs-
integral lautet damit

— 2
1(DA, | _
2[ ot j =U,+U,+C . (6.29)

Es entspricht dem Bewegungsintegral

— 2
DA oV,
(| =20, ) [[ P o 630

Anm.: Der Term —ja\if Dt ruhrt her von der Definition der Gezeitenkraft als

Unterschied der Gravitationskrafte v U (r,t) an den Satellitenortern, die

I.allg. zeitabhangig sind, im Unterschied zur Definition einer Gezeitenkraft als
Unterschied der Schwerkréfte v U (x) anden Satellitendrtern.

6.3 Projektive Aufspaltung der Geschwindigkeit DA, /Dt

Mit der projektiven Aufspaltung der Relativgeschwindigkeit erhalt man

(Dij _ (A_j F(Agorx Uy ) (6.31)

Dt Dt

und damit

DA, Y
(T’[HJ + (A12m x Uy, )2 =2(Vgy, +Uzlz )-C (632)
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oder aufgelOst nach der mefl3baren Relativgeschwindigkeit

(%j =2V, +U, )~ (Aperx Uy, —C. (6.33)

A12

Das ist ein funktionaler Zusammenhang zwischen der Mefigrofie und

dem Gezeitenpotential V., , in dem sich das Satellitenpaar bewegt. Um das

Gezeitenpotential aus (6.33), aufgeschrieben fir hinreichend viele Zeitpunkte
und damit Positionen des Satellitenpaars, bestimmen zu kénnen, mu bekannt
sein

U,, —(A,0xU, ), (6.34)

also die Orientierung der Verbindungslinie U, (t) der Satelliten als Funktion der
Zeit sowie das Potential der Fliehkraft U, = (%(Hx&lz)zj , wozu die

Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung sowie der Verbindungsvektor A, (t)
der Satelliten bendtigt werden. Die Winkelgeschwindigkeit o ist definiert durch

m::%W+%(W-F)U12 (6.35)

12

mit dem Bahnnormalenvektor w und der Kraft F. Die Feldparameter gelangen
in die Gleichung also nicht nur Uber das Gezeitenpotential v, ,, sondern auch

uber F, allerdings in beiden Féllen in linearer Form, wird beispielsweise die
Entwicklung des Gravitationspotentials U (r,t) nach Kugelflachenfunktionen

angenommen.
6.4 Bewegungsintegrale in verallgemeinerter Gestalt

Bisher wurde vorausgesetzt, dal? sich die Satelliten allein unter der Wirkung der
Gravitation einer gleichformig rotierenden Erde bewegen und sich das
Gravitationsfeld im terrestrischen Bezugssystem nicht andert.

Diese Voraussetzung soll jetzt fallengelassen werden, d.h., es soll von der
Gleichung
D’A,,
——L2_F 6.36
Dt? (6:36)

mit
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F= Vizue(izlt)_vilue(ipt)
I zez(iz;t) _ zGl(il;t) " Zy,(X,,V,:1) _ Zy, (X, V;:1)
m, m, m, m,

- - — . Dd - .- DA
—dx(dxA. )——xA,, —2dx—2
( 12) Dt 12 Dt

(6.37)

ausgegangen werden

Ein Bewegungsintegral dieser Bewegungsgleichung kann man analog wie in
8 1 angeben,

DA, 1(DA,Y
N(Alz, Dtﬂj.za(ﬁj ~[Feda,,. (6.38)

Tragt man diesen Ausdruck zusammen mit der Kraftefunktion F in die aus dem
Gaul3schen Prinzip folgende Bedingung (skleronomer Fall!)

DA,
Dt

V, N=-FV, N (6.39)

ein , so bestatigt man die Behauptung, (6.38) sei ein Bewegungsintegral. In der
Tat erhalt man

DA 1( DA, Y 1/ DA, Y
e[ a5 S

(6.40)
Wertet man die beiden Seiten aus
_ DA
LS= - Dtlz-vAm [Feda,, (6.41)
DA
R.S.= —F-[ G o] FodAn] (6.42)
so folgt zunéchst
DA DA
- Dt“-VAu_[F-dAlzz—F-[ Dtlz—vmu,m | F-dAlz] (6.43)

Ist die Kraft F vollstandig von einem Potential ableitbar



52

F=V, U(A,) mit7=0, (6.44)
so resultiert
LS.= - DAlZ 'VA A U dA12 = _E
o ot (6.45)
RS.= _F.DA12 =V, U.%z_ﬁ
Dt 2 Dt Dt
w. z .b. w. Es ist also
DA, Y .~
(—”j =2U -2C (6.46)
Dt

das behauptete Bewegungsintegral. Es hat die formale Gestalt des Jacobi-
Integrals. Danach sollten auch Bewegungsintegrale der Gestalt

N; = (DNH] I _dA:ILZ
mit (6.47)
Ay = {Aiz ' A122 ' Afz}

existieren. Man bestatigt das, indem man in die Bedingung eintrégt.

7 Bilanz des Bahndrehimpulses

Fur den Bahndrehimpuls N:=rxp mit p:=mi besteht die Bilanzgleichung
(Schneider I, 8 2.3, 1992)

(;—T:M mit M=rxK . (7.1)

Die Kraft sei zerlegbar gemaR
K=f(rt)r+g(r.t)k+h(r,t)h , (7.2)
wobei die Vektoren k und h noch festzulegen sein werden,

Tragt man (7.2) in (7.1) ein, so erhalt man als Drehimpulsbilanz
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Z—T:rx(g(r,t)k—kh(r,t)h) (7.3)
und nach unbestimmter Integration tber die Zeit

N(t)=[ rx(g(r,)k+h(r,t)h)dt+N, . (7.4)
Zusétzlich zur Energiebilanz kann diese Drehimpulsbilanz der Gravitations-
feldbestimmung zugrunde gelegt werden. Da im Falle einer Zentralkraft der
Bahndrehimpuls konstant bleibt, beschreibt

N(t)=No =] rx(g(r,t)k+h(r,t)h)dt (7.5)
die Anderung des Bahndrehimpulses zufolge der Drehmomente

rx(g(r,t)k+h(r,t)h), (7.6)

die auf nichtzentralsymmetrische Kraftkomponenten zurtickzufiihren sind.

7.1 Bahndrehimpulsbilanz der Satellitenbewegung

Auf den Satelliten wirke nur die Gravitationskraft einer konstant rotierenden,
starren Erde. Deren Gravitationfeldstarke 1aRt sich wie folgt darstellen (Gleixner
1982, 11k 1983, Schneider 1V, § 44.3, 1999), nimmt man den Massenmittelpunkt
der Erde als Ursprung des Bezugssystems an

g(rt) =%{ _L2+ i(%j Cro [a, —IrLQlF’I (cosS)r}

r rr =

| | , (7.7)
+ Z (a_(Bj |:lebIm + le (Cosg)(clm _ILnglmrj:| }
=2 ma\ T r
worin bedeutet
Q,, =C,,cosmA+S, sinmAd , (7.8)
sowie den Vektoren
1 dR’(cos9)|
= J_ 7.
N dcosd 4 (7.9)
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b, =———— —-yz (7.10)

und

= Zm ~(CjpSinmA—S§, cosmA)| —x |. (7.11)
X2 +y 0

Fur deren Skalarprodukte gilt

aec, =0
7.12
bIm .clm = O ( )
sowie
ab, %0 (7.13)

rea =0 reb,, =0 rec, =0

In der Darstellung (7.7) ist die Gravitationsfeldstarke zerlegt in einen

e zentralsymmetrischen Anteil ~r. Er definiert die Funktion f (r,t).

e einen nur von den Zonalen herriihrenden Anteil ~a,. Er definiert die
Funktion g(r,t).

sowie
e von den Nichtzonalen herriihrende Anteile ~b

h(r,t) definieren.

und ~c¢,,, die die Funktion

Im

Der zentralsymmetrische Anteil f (r,t) tragt zur Drehimpulsbilanz nichts bei.
Der zonale Anteil g(r,t) hat eine Bahndrehimpulséanderung zur Folge, bei der

die Bahndrehimpulskomponente in Richtung der z-Achse =k-Achse erhalten
bleibt (Schneider I, § 2.3.4, 1992). Der auf die Nichtzonalen zurtickzufiihrende
Anteil h(r,t) 1aBt keine der Bahndrehimpulskomponenten ungeandert.

In der Drehimpulsbilanz wie auch in der Energiebilanz treten die Feldparameter
immer linear auf.
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Im Gegensatz zur Energiebilanz, in der das Gravitationspotential auftritt, enthalt
die Drehimpulsbilanz die Gravitationskraft und diese ist vektorieller Natur.

Bei einer Gravitationsfeldbestimmung, die sich auf die Drehimpulsbilanz und
auf die Energiebilanz gleichzeitig stitzt, kommen demnach die Schar der
Aquipotentialflachen einerseits und deren Orthogonaltrajektorien, die Feld-
linienschar des Gravitationsfeldes, andererseits ins Spiel.

Vergleicht man (7.7) bzw. umgestellt

r =2 1=2 m=1
GM, & ag !
+ r ;(Tj Cioay

+G'\r/l@gmzl_;( )(Q,mb +P (cos&)clm)

(7.14)
mit (7.2) , so folgt
f(r t)r_—GI\r/I® [rinrg(aT@j Cloltlﬂ(COSQ)—i—gmzl_; (aT@)]' p" (cosS)HlQ,mJ

(7.15)
9 (r.t)k(r )= ;("’H Cot (7.16)
h(r,t)h(r, Gl\r/l(ﬁimzl_;( ]l (Qunbin + R (cos 9)c,) (7.17)

Die Drehimpulsbilanz (7.3) lautet damit
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c;_lj:rx(g(r,t)k+h(r,t)h)
ooty on
oo 532, (s

bzw.

mit den Vektorprodukten

1.dR’(cos 9) yx
rxa =——— 7| -
'""r dcosd 0

_1dR"(cos¥) y

rxb,. -
r dcosd

Xz
rxe, :%yz(c,msin mA-S,, cosma)| yz
—(x2+y2)

Integriert man (7.19) tber die Zeit, so erhalt man

o |
N(t)-N, = Z(aT@j C,orxa,dt

o0 I '
+I GM@Z 1(%} (Q,mrxb,m+Rm(C083)rxc,m)dt

Darin ist N, eine Integrationskonstante.

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)
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Die Gleichungen (7.19) oder (7.23) koOnnen einer Bestimmung der
Feldparameter C, ,S,, zugrunde gelegt werden. Sie sind noch zu erweitern um

die Auswirkungen der sonstigen Kraftkomponenten Zz(r,ft) auf den
Bahndrehimpuls (s. § 7.5).

Die Gravitationsfeldbestimmung kann demnach aufbauen auf der
¢ Energiebilanz einerseits

und der

e Bahndrehimpulsbilanz andererseits.

Beide dirften sich vorteilhaft erganzen, weil es sich um unabhéngige
Bilanzgleichungen handelt.

7.2 Projektionen der Bahndrehimpulsbilanz

Im Hinblick auf die Feldbestimmung soll die Bahndrehimpulsbilanz auf die
Vektoren r,a;,b,, und ¢, projiziert werden:

Skalare Multiplikation von (7.19) mit diesen Vektoren ergibt

) I o | I
N r :(GM@) Z(a_eaj Ciorxa, +22(a_®j lerxblm].r
dt r=\ur =2 m1\ T

| | . (7.24)
+[GM@ ZZ(aT@) (Q,mrxb,m +B"(cosI)rxc,, )j-r

Daraus folgt

dN d(rxp) d
E-r:0—> o or:a((rxp)-r)=0wegen (rxp)r=0 (7.25)

Der Bahndrehimpuls steht danach senkrecht auf der momentanen Bahnebene,
die von r und r aufgespannt wird. Das entspricht der Definition des

Bahndrehimpulses.

Die weiteren Projektionen ergeben sich zu
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dN GM, &<h(a, ) o .
N, = r@)zz(T@j Q,R" (c0s9)(rxe,, Ja,, (7.26)
1=2 m=1
dN GM, &<(a, ) o .
o b, = r@ZZ(T@j QnmP" (cos3)(rxe,, )b, , (7.27)
1=2 m=1
dN GM, &(a, ) > la,)
o = @ZK—J Clo(rxa,)clﬂ+22( lem(rxb,m)cl, (7.28)
r = 1=2 m=1
Diese Gleichungen sollen noch umgeformt werden. Es gilt fir alle Projektionen
N . _d VAT
a TN TNy
dN d db,
——b, =—(Nsb, )—Ne—24 | 7.2
gt dt( by,)-N dt (7.29)
dN d de,,

oo T o) TN

Damit erhélt man die Gleichungen (7.26) - (7.28) in der Gestalt
%(N'31)= .ﬁ GM, Zz[ j QmP" (cos9)(rxc,, )ea, , (7.30)

1=2 m=1

—(N+b,, )= dt‘” N+G|\r/|®22( j QnP" (cos9)(rxe, )b, , (7.31)

o0

GM@i(a_@]l Co(rxa ), + Il( lem rxb, )cm](7.32)

dt dt

d(Nec,,) _nGes, {
r s\ur =2

Nach unbestimmter Integration tber die Zeit folgen daraus

o0

(N'az)=.|‘ { dal : ;;( lem cosS)(rxc,m)ai}dtJr(N al)o
(7.33)

(7.34)

(Neb,, )= {d;);‘” N+GM@ii[ )le COSS)(rxclm)-blﬂ}dtJr(N-bl)0

r =m
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N-dc“ dt

)=] dt
(o5 o S5 e o

1=2 m=1

(N.ciﬂ

(7.35)

+(Nec,, )

0
Subtrahiert man von (7.32) die Gleichung(7.30), so bekommt man noch

N e, b, @z( j Co(rea e,
M52 (11 c009)) 0 e

(7.36)

Subtrahiert man analog von (7.32) die Gleichung (7.31), so folgt weiter

d(N-(c,M—bm)) d(c, —b, )

m N .i( j o{rxa e,
GM@ii( j(l R ( cosS))le(rXbm)'%

r=m

und nach unbestimmter Integration

N.(cly _blﬂ ) - J.N.d—t_ dt

+ {GT Z(aTj Crolrxa, )'%}dt . (73D
I

Im Hinblick auf die Feldbestimmung ist von Interesse, dal3 die zeitliche
Ableitung der Projektion des Drehimpulses N

e auf den Vektor a, keine Zonalen enthilt,

e auf b,, ebenfalls keine Zonalen enthalt,

e auf c,, sowohl Zonale als auch Nichtzonale enthalt,
e auf r keinerlei Harmonische enthalt.
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Entsprechendes gilt fur die Projektionen des Drehimpulses N selbst.

Die Projektionen der Bahndrehimpulsbilanz, sind mit dem Ergebnis der
kinematischen Bahnbestimmung berechenbar. Im Hinblick auf die Feld-
bestimmung stehen die Gleichungen (7.30) - (7.32) oder die Gleichungen
(7.26) - (7.28) oder die Gleichungen (7.33) - (7.35) zur Verfligung. Welcher
Satz vorzuziehen ist, bleibt zu untersuchen, wobei wesentlich sein wird, ob man
aus der kinematischen Bahnbestimmung auch zuverldssig Beschleunigungen
bekommen kann, die zur Berechnung von dN/dt bendtigt werden.

Die Nichtzonalen treten nur tber die Spatprodukte auf!
7.3 Axialsymmetrisches Gravitationsfeld
C»S,, =0 fur m>0 . (7.38)

Es entfallen jedenfalls die Terme ~¢,, , So daf aus (7.26) - (7.28) folgen

dN dN

E-al :0<:>Elai , (739)
dN dN

E’blo :OQELbAO , (7.40)
dN dN

—e = —00 = O . 7.41
at Cao at ( )

Daraus entnimmt man, daB sich die dritte Komponente der Bahndrehimpulses
nicht dndert: partielle Drehimpulserhaltung im axialsymmetrischen Feld
(Schneider I, §8 2.3.4, 1992). Das erkennt man auch, wenn man die
Bilanzgleichung (7.3) mit den Vektoren h bzw. k skalar multipliziert

N (g (rt)k+h(rt)n) ™. (7.42)
dt *h
Man bekommt so

d_N.k:h(r,t)(rxh)-k, (7.43)

dt
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—h =g(r,t)(rxk)h . (7.44)

Beachtet man (7.19) ff. sowie m=0=a, =b,,, Q,,=C,, und ¢,, =0, so folgt

N =(GM® i F’lo(cosQ)rchO]-k =0, (7.45)
dt r o

" [
i\ h:(GM@ ZZ[a—@j Cor xa, ]ohzO : (7.46)
dt r i=ur

Beide Gleichungen beinhalten die partielle Drehimpulserhaltung im
axialsymmetrischen Gravitationsfeld in Richtung der k-Achse.

Die Drehimpulsédnderungen sind im Falle polnaher Bahnen sehr gering. Es ist

z.B. bekannt, dal} die durch gerade Zonale bedingten Sakularstdrungen der
Knotenlage flr eine Bahnneigung i ~90° praktisch verschwinden.

7.4 Drehimpulsbilanz im SST-Fall

Bildet man das Vektorprodukt der Bewegungsgleichung der Relativbewegung
des Satellitenpaares mit dem Verbindungsvektor A, (t), so folgt

D?A DN
A, XT;Z =Ap, ¥ VA12U182® = t12 =A;, X VA12U182®
ox . (7.47)
mit N, = A, x—2

Die Projektion dieser Gleichung auf den Verbindungsvektor A, (t) ergibt

DN DN
Dt12 A, =(ApxV, Upg JeA, =0=> tlz LA, . (7.48)

Danach steht die zeitliche Anderungsrate des Drehimpulses senkrecht auf dem
Verbindungsvektor, hat also keine Komponente in dessen Richtung.

7.5 Beriicksichtigung sonstiger Kraftkomponenten

Enthdlt die Kraft K Uber die Gravitation G der Erde hinaus weitere
Komponenten Z, ist also
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K= G + Z
Gravitation sonstige Krafte ,
der Erde

so lautet die Bahndrehimpulsbilanz (7.1)

d_N: rxG +rxZ
dt

_ dNg JrdNZ

dt dt

bzw. umgestellt

dN_dN, dN
dt  dt ot

Um die durch die sonstigen Kraftkomponenten bedingten

(7.49)

(7.50)

(7.51)

Drehimpulsanderungen zu beriicksichtigen, hat man in den Gleichungen (7.24)

ff. zu ersetzen

dN __dN, _dN_dN,
dt dt ~ dt dt

Beispielsweise ist dann anstelle von (7.26)

dN dN dN GM . & d ! )
(E_ d'[z joalz G, = @Zz(%) QnP"(cosI)(rxe,, )a,

ZU verwenden.
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