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1 Einleitung 

Eine grundlegende Aufgabe in Forschung und Entwicklung besteht darin, Ideen oder Konzepte 

in Hinblick auf deren Umsetzbarkeit zu bewerten und Verbesserungsmöglichkeiten zu disku-

tieren. Im Bereich der mechanischen Konstruktion werden dazu Musterbauteile, Funktionsmus-

ter oder Prototypen hergestellt und aufgebaut. Für die schnelle Umsetzung von Ideen in physi-

sche Objekte entstand in den 1980er Jahren der Begriff des Rapid-Prototyping (RP). Er fasst 

als Überbegriff verschiedene additive Fertigungsverfahren (engl. additive manufacturing, AM) 

zusammen, mit denen eine weitgehend automatisierte und vergleichsweise kostengünstige Her-

stellung von Einzelteilen auf Basis dreidimensionaler Konstruktionsdaten möglich ist. Bei die-

sen Verfahren wird aus formlosem Ausgangsmaterial (pulverförmig, flüssig etc.) das physische 

Objekt hergestellt, indem die dreidimensionalen Konstruktionsdaten virtuell in einzelne 

Schichten zerlegt und diese dann Schicht für Schicht hergestellt werden. Eine, im Unterschied 

zu konventionellen Herstellungsverfahren wie dem Spritzguss, besondere Eigenschaft des AM, 

sind die von den produzierten Stückzahlen weitgehend unabhängigen Herstellungskosten (Hop-

kinson & Dickens, 2003; Gebhardt, 2013). Ein weiterer Unterschied zu konventionellen Her-

stellungsverfahren ist die Tatsache, dass eine steigende Komplexität der Bauteile keinen Ein-

fluss auf die Herstellungskosten hat (Conner et al., 2014). In Abbildung 1.1 sind diese Zusam-

menhänge dargestellt. 

 
Abbildung 1.1: Stückzahlkosten konventioneller Herstellungsverfahren (Spritzguss, engl. injection moul-

ding) und additiver Herstellungsverfahren (Stereolithographie, engl. stereolithography; Schmelzschichtung, 

engl. Fused Deposition Modelling und selektives Lasersintern, engl. Selective Laser Sintering). (Entnommen 

aus Hopkinson & Dickens, 2001)  

Die Stereolithographie ist die älteste AM-Technologie und basiert auf der Aushärtung photo-

empfindlicher Polymere durch UV-Strahlung (Kodama, 1981). Eine technische Umsetzung 

wurde von Hull (1984–08) patentiert und als SLA-1 über die Firma 3D Systems (Rock Hill, 

SC, USA) 1987 als erste AM-Anlage auf den Markt gebracht (Jacobs, 1992; Wohlers & Gornet, 

2014). Zu dieser Zeit waren derartige Anlagen kaum verbreitet, teuer und standen nur einem 

kleinen Kreis von Personen zur Verfügung. Seitdem haben sich der Markt und die Anwen-

dungsbereiche für AM-Technologien stark verändert, wie Daten aus dem Wohlers Report zei-

gen, der sich ausschließlich mit AM-Technologien befasst: Innerhalb der letzten 25 Jahre ist 



  Einleitung 

2 

der weltweite Umsatz für Produkte und Dienstleistungen durchschnittlich um 27 % gewachsen, 

im Zeitraum von 2011–2013 um 32,3 %. In diesem Segment kommen professionelle Anlagen 

zum Einsatz, deren Anschaffungskosten bei 5000 € beginnen, üblicherweise aber weit darüber 

liegen. Seit 2008 sind außerdem günstige AM-Anlagen unter 5000 € kommerziell erhältlich, 

die für den Heimgebrauch konzipiert sind und auf einem Arbeitstisch aufgestellt werden kön-

nen. Der Absatz dieser umgangssprachlich als 3D-Drucker bezeichneten Geräte stieg im Zeit-

raum 2008–2013 von 355 auf 72.503 Stück und war 2013 für einen Anteil von etwa 9 % am 

gesamten Umsatz von AM-Technologien und Dienstleitungen weltweit verantwortlich. Bezüg-

lich der Anwendungsbereiche sind zwei wachsende Bereiche besonders erwähnenswert: „Bil-

dung und Forschung“ mit einem Anteil von 6,1 % und die Herstellung „funktioneller Teile“ 

mit einem Anteil von 29,0 %. Gerade letzteres zeigt, wie präzise und zuverlässig AM-Techno-

logien mittlerweile geworden sind – auf diese Weise gefertigte Bauteile werden teilweise in 

Endprodukten verbaut. Das RP entwickelt sich mehr und mehr zum Rapid Manufacturing (RM) 

(Ebert-Uphoff et al., 2005; Dickens et al., 2006; Bopp, 2010; Wong & Hernandez, 2012; Woh-

lers, 2014).  

Tabelle 1.1: Entwicklung des Marktes für AM-Technologien; Daten entnommen aus Wohlers (2014) 

Jahr Professionelle AM-Anlagen (> 5000 €) und 

Dienstleistungen (Umsatz) 

Nicht-professionelle AM-Anlagen 

(< 5000 €) (verkaufte Einheiten) 

2010 24,1 % 329,2 % 

2011 29,4 % 405,9 % 

2012 32,7 % 146,3 % 

2013 34,9 % 204,2 % 

2010–13 30,3 % 271,4 % 

a) b)  
Abbildung 1.2: a) Weltweiter Umsatz mit AM-Technologien (Mio. USD), für Produkte (blau) und Dienst-

leistungen (lila). b) Anzahl verkaufter Desktop 3D-Drucker weltweit. (Entnommen aus Wohlers 2014) 
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Aufgrund der vielfältigen Anwendungsmöglichkeiten und der wachsenden Bedeutung in ver-

schiedensten Bereichen in Wissenschaft und Forschung, aufgrund des immer einfacheren Zu-

gangs zu AM-Technologien über Dienstleister wie Shapeways (New York City, NY, USA) 

oder Alphaform (Feldkirchen, Deutschland) und aufgrund des rapide wachsenden Markts von 

3D-Druckern für Privatanwender, werden in Zukunft immer mehr Anwender den Wunsch be-

sitzen, eigene Ideen konstruktiv umzusetzen und diese dann über einen Dienstleister herstellen 

zu lassen oder selbst zuhause zu drucken. Wesentliche Kompetenzen sind dabei einerseits die 

Benutzung von CAD-Software (engl. Computer Aided Design), um die dreidimensionalen Mo-

delle zu konstruieren und in Formate umzuwandeln, die von AM-Anlagen verarbeitet werden 

können, und andererseits die Kenntnis spezifischer Eigenschaften zur Verfügung stehender 

AM-Verfahren und der verfügbaren Materialien. Jedes AM-Verfahren hat seine Stärken und 

Schwächen hinsichtlich erreichbarer Genauigkeiten oder mechanischer Belastbarkeit. Je kom-

plexer die umzusetzende Idee ist und je mehr funktionelle Elemente enthalten sind, desto höher 

sind die Anforderungen an die konstruktiven Fertigkeiten des Anwenders und an dessen Erfah-

rung im Umgang mit AM-Technologien. Erfahrungswissen und konstruktive Standardvor-

gänge zum Auslegen statischer oder funktionaler Elemente, wie Wellen, Filmgelenke oder Fe-

dern, lassen sich mit geeigneten Algorithmen automatisieren und können dem Anwender Zeit 

und Fehlversuche ersparen. Das gilt für den professionellen ebenso wie für den nicht-professi-

onellen Einsatz.  

Dadurch motiviert, wird am Lehrstuhl für Mikrotechnik und Medizingerätetechnik (MIMED) 

der Technischen Universität München (TUM) an Themen rund um das automatisierte Konstru-

ieren in Bezug auf die Herstellung mit AM-Technologien geforscht. Ziel ist es, das Wissen und 

die spezifischen Eigenschaften verschiedener AM-Verfahren in Konstruktionsalgorithmen ab-

zubilden. So entstand die Toolbox SG-Library (Lueth, 2015) für Matlab (The MathWorks, Inc., 

Natick, MA, USA). Matlab ist eine Software für Simulationen und zur Lösung numerischer, 

mathematischer Probleme und wurde aufgrund der weiten Verbreitung in Industrie und For-

schung, der vielfältigen Visualisierungsmöglichkeiten und der Vielzahl mathematischer Be-

rechnungsfunktionen ausgewählt. Matlab stellt eine Vielzahl an Toolboxen zur Verfügung, mit 

denen man unter anderem mechanische Auslegungsberechnungen durchführen, mechatroni-

sche Systeme simulieren, Regler entwerfen, inverse Kinematiken für Roboter bestimmen oder 

Steuersoftware erzeugen und direkt als optimierten Echtzeit-Code auf einen Mikrocontroller 

laden kann. Durch die Ergänzung mit einer Toolbox für die automatisierte Konstruktion kann 

ein mechatronisches System (z. B. ein Roboterarm) nicht nur berechnet, ausgelegt und simuliert 

werden, sondern es könnten dann auch die 3D-Daten für die Herstellung benötigter Bauteile 

mittels AM-Verfahren erzeugt werden, um das System aufzubauen.  

1.1 Problemstellung 

Zur Übertragung von Bewegungen werden im Maschinenbau verschiedene Arten von Getrie-

ben verwendet. Eine der bekanntesten Arten ist das Zahnradgetriebe, bei denen die Zähne eines 

Zahnradpaars formschlüssig ineinander greifen und so die Drehbewegung des antreibenden 

Zahnrads mit einer bestimmten Übersetzung auf ein zweites Zahnrad übertragen. Zahnräder 

gehören zu den wichtigsten Maschinenelementen und werden in einer Vielzahl an Geräten ein-

gesetzt, die von den meisten Menschen tagtäglich benutzt werden. Sie verbinden Antriebswel-

len mit Abtriebswellen und passen Rotationsgeschwindigkeiten und Drehmomente an, es gibt 

sie in verschiedensten Bauformen für unterschiedlichste Anwendungen, für gleichförmige oder 

ungleichmäßige Übersetzungen. Die Eigenschaften, nach denen geeignete Zahnradpaarungen 

ausgewählt werden, sind umfangreich: Geräusch- und Temperaturentwicklung, Wirkungsgrad, 

Selbsthemmung, Tragfähigkeit, Achsabstandstoleranz, Verschleiß und viele mehr.  
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Eine geeignete Zahnradpaarung oder ein ganzes Getriebe auszuwählen und auszulegen, ist eine 

elementare Aufgabe in vielen Entwicklungs- und Forschungsprojekten. In einem professionel-

len Umfeld mit spezialisierten Ingenieuren ist diese Aufgabe Teil der täglichen Routine und 

wird mit Hilfe komplexer Softwaresysteme erledigt, die für Anwender mit fundierten Kennt-

nissen, hoher Fachkompetenz und ausreichend Erfahrung zugeschnitten sind. Wenn allerdings 

ein kleines Team oder eine Einzelperson mit geringer oder gar keiner Erfahrung beispielsweise 

ein simples Konzept eines Zahnradgetriebes in Form eines Funktionsmusters aufbauen möchte, 

kann diese Aufgabe herausfordernd und zeitintensiv sein.  

In Konstruktionen wird üblicherweise lediglich Platz für den Einbau von Standardzahnrädern 

auf den Wellen vorgesehen. Benötigte Zahnräder werden zugekauft und eingebaut. Hat man 

zur Herstellung eines Funktionsmusters oder Prototypen Zugang zu AM-Technologien, so be-

steht anstelle der Verwendung zugekaufter Zahnräder auch die Möglichkeit, diese direkt mit 

den anderen benötigten Bauteilen herzustellen. Um das Potential des AM voll auszuschöpfen, 

können Zahnräder auch direkt auf der Welle montiert hergestellt werden. Dazu müssen neben 

der konstruktiven Auslegung allerdings auch die dreidimensionalen Modelle der Zahnräder be-

rechnet werden.  

1.2 Zielsetzung der Arbeit 

Die am Lehrstuhl entwickelte SG-Library für das automatisierte Konstruieren soll um Algo-

rithmen zur Auslegung von Stirnradstufen erweitert werden. Mit ihnen sollen sich auch mit 

geringen Kenntnissen über Zahnräder oder AM-Technologien schnell und zuverlässig Funkti-

onsmuster von Stirnradstufen realisieren lassen. Der Anwender soll dazu nur wenige Parameter 

wie Übersetzung, Drehzahl, Drehmoment oder Lage und Orientierung von Antriebs- und Ab-

triebsachse vorgeben und das gewünschte AM-Verfahren samt Material auswählen. Basierend 

auf diesen Informationen soll automatisch ein dreidimensionales Oberflächenmodell einer pas-

senden Stirnradstufe berechnet werden. Benötigte Zahnräder und Wellen sollen dabei automa-

tisch dimensioniert werden, sodass man am Ende ein Funktionsmuster einer Stirnradstufe her-

stellen und aufbauen kann, das zuverlässig funktioniert, umlauffähig ist und auftretenden Be-

lastungen standhält. Dabei sollen spezifische Eigenschaften der zur Verfügung stehenden AM-

Anlage sowie Materialkennwerte automatisch berücksichtigt und die berechneten Oberflächen-

modelle auf Herstellbarkeit überprüft werden. 

Neben der Herstellung mit AM-Verfahren wird außerdem auf die Möglichkeit eingegangen, 

automatisch Schnittmuster für die Herstellung von Zahnrädern auf einem Lasercutter zu erzeu-

gen. Auch hier werden spezifische Eigenschaften des verwendeten Lasercutters in den Kon-

struktionsalgorithmen berücksichtigt. 

2 Stand der Technik und Forschung 

Getriebe dienen im Maschinenbau laut VDI 2127 im Allgemeinen dazu, Bewegungen, Energien 

und/oder Kräfte zu übertragen oder umzuformen. Dabei wird zwischen verschiedenen Wirk-

prinzipien (mechanisch, hydromechanisch etc.) und der primären Funktion (Übertragung von 

Kräften/Energien, Bewegungsumformung) unterschieden. 

Eine Variante mechanischer Getriebe sind Zahnradgetriebe (z. B. Reuleaux, 1875), deren Aus-

legung und Herstellung den Schwerpunkt dieser Arbeit bilden. In diesem Kapitel werden die 

Grundlagen und Herstellungsverfahren von Zahnrädern kurz beschrieben. Die Formeln zur Be-

rechnung befinden sich im Abschnitt zur Realisierung (Kapitel 4). 
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2.1 Verzahnungsarten 

Zahnräder sind die Funktionselemente von Zahnradgetrieben. Mit ihnen werden Drehbewegun-

gen und Drehmomente umgeformt und formschlüssig und schlupffrei übertragen. Die einzelnen 

Zähne der Zahnräder greifen dabei ineinander und übertragen die Drehbewegung des antrei-

benden Zahnrads (Ritzel) auf ein zweites Zahnrad. Durch den Formschluss ist die (in der Regel 

gleichmäßige) Übersetzung unabhängig von dem zu übertragenden Drehmoment. Von zentraler 

Bedeutung bei der Bewegungsübertragung ist dabei die Zahnform, von der eine Vielzahl an 

Eigenschaften einer Zahnradpaarung abhängen. Je nach Form berühren sich die Zähne in einem 

Punkt oder auf einer Linie und haben dadurch eine niedrige oder hohe Tragfähigkeit, rollen 

oder gleiten aufeinander ab und haben so einen unterschiedlich hohen Verschleiß und unter-

schiedliche Geräusch- und Temperaturentwicklungen. In der Praxis wird die evolventische Ver-

zahnung unter anderem aufgrund ihrer einfachen Herstellbarkeit am häufigsten verwendet. Da-

her unterscheidet man zwischen evolventischen und nichtevolventischen Verzahnungen. 

Nichtevolventische Verzahnungen werden im Maschinenbau dort verwendet, wo deren indivi-

duellen Eigenschaften von Vorteil sind und höhere Stückkosten der Zahnräder rechtfertigen. 

(Roth, 1998; Steinhilper & Sauer, 2012; Ehrenstein, 2007) 

Tabelle 2.1: Übersicht verschiedener Zahnformen mit ihren wichtigsten Eigenschaften 
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Weitere Eigenschaften 

Evolvente   - o + Konstante Übersetzung unabhängig vom 

Achsabstand; relativ spielarm 

Zykloide   + + - Besonders geeignet für Übersetzungen von 

langsam nach schnell; relativ großes Zahn-

spiel; kein Vorwärts-Rückwärtslauf möglich; 

geringer Verschleiß; verschiedene Werkzeuge 

für Rad und Gegenrad  

Triebstock   o - ++ Sonderfall der Zykloidenverzahnung; hoher 

Verschleiß 

Kreisbogen   + + ++ kleine Zähnezahlen möglich; besondere Be-

deutung in der Feinwerktechnik 

Wildhaber- 

Novikov 

  ++ ++ -- Verschiedene Werkzeuge für Rad und Gegen-

rad; Sonderfall der Kreisbogenverzahnung 

2.1.1 Evolventische Verzahnungen 

Die Evolventenverzahnung ist die am weitesten verbreitete, durchgängig genormte (z. B. DIN 

3998-1; DIN 868; DIN 3960 Beiblatt 1; DIN ISO 21771) und am vielfältigsten eingesetzte 

Verzahnungsart im Maschinenbau. Sie verdankt ihren Namen der Kontur ihrer Zahnflanken, 

die durch eine Kreisevolvente beschrieben wird. Die Kreisevolvente wird durch die Abwick-
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lung eines Fadens von einem Grundkreis erzeugt. In Abbildung 2.1 ist die Kontur eines Zahn-

rads mit den Kreisevolventen der Zahnflanken dargestellt. Mit Evolventenverzahnungen kön-

nen Drehbewegungen mit konstanter Übersetzung übertragen werden. Das gilt auch bei einer 

Änderung des Achsabstands zweier gepaarter Zahnräder, beispielsweise hervorgerufen durch 

eine ungenaue Lagerung, solange ein definierter Zahneingriff gewährleistet bleibt. Alle 

Zahneingriffspunkte liegen auf einer Geraden. Die durchgehend konvexe, d. h. der Umfangs-

kraft entgegen gerichtete Krümmung der Zahnflanken, hat eine nachteilige, geringe Schmie-

gung zwischen zwei Zähnen einer Außenradpaarung zur Folge. Daraus resultieren eine hohe 

Flankenpressung und damit eine hohe Belastung der einzelnen Zähne. Die Herstellung evol-

ventischer Verzahnungen mit konventionellen Fertigungsverfahren, wie dem Fräsen, ist ver-

gleichsweise einfach: Das dafür notwendige Bezugsprofil in Abbildung 4.6 hat eine einfache 

Geometrie und entspricht einer Zahnstange mit geraden Zahnflanken. Ein weiterer Vorteil ist 

die sogenannte Satzradeigenschaft. Diese besagt, dass Zahnräder dann beliebig miteinander ge-

paart werden können, wenn sie über den gleichen Modul und das gleiche Bezugsprofil verfü-

gen. (Niemann & Winter, 2003; Steinhilper & Sauer, 2012; Künne, 2001) 

 
Abbildung 2.1: Verzahnung mit Kreisevolventen. (Entnommen aus Roth, 2013, S. 30) 

2.1.2 Zykloidische Verzahnungen  

Rollt man einen Kreis gleitfrei auf einer Leitkurve ab, beschreibt ein fester Punkt auf dem Kreis 

eine Zykloide. Im Falle eines Zahnrads ist die Leitkurve der Wälzkreis. Dabei werden die weiter 

außen liegende Kopfflanke (Epizykloide) und die weitere innen liegende Fußflanke (Hypozyk-

loide) eines Zahns durch zwei verschiedene Rollkreise mit unterschiedlichem Radius erzeugt 

(Abbildung 2.2-a). Die in Abbildung 2.2-b dargestellte Eingriffslinie ist keine Gerade, wie bei 

der Evolventenverzahnung, sondern setzt sich aus den inneren Rollkreisen der gepaarten Zahn-

räder zusammen. (Niemann & Winter, 2003; Künne, 2001). 

Durch die konvexe Kopfflanke und die konkave Fußflanke entsteht eine gute Schmiegung der 

Zahnflanken bei geringer Flächenpressung. Im Vergleich zur Evolventenverzahnung lassen 

sich Zahnräder mit geringerer Zähnezahl realisieren, wie man am Beispiel der Kreiskolben-

pumpe in Abbildung 2.2-c erkennen kann. Zykloidenpaarungen sind nicht robust gegenüber 

Achsabstandsänderungen und durch die Zahnform tritt ein großes Flankenspiel auf. Zykloiden-

verzahnungen werden zwar in der Feinwerktechnik genutzt, finden aber insgesamt vergleichs-

weise wenig Anwendung. Die wohl bekannteste Anwendung ist das Zykloidgetriebe. (Schlecht, 

2009; Krause, 2004) 
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a)  b)  c)  
Abbildung 2.2: a) Erzeugung der Zahnflanke einer Zykloidenverzahnung durch gleitfreies Abrollen zweier 

Rollkreise auf dem Wälzkreis. Zykloidenverzahnungen als b) Zahnstangengetriebe oder c) Kreiskolben-

pumpe. (Entnommen aus a) Roth, 1998, S. 17; b),c) Niemann & Winter, 2003, S. 42) 

2.1.3 Weitere Verzahnungsarten 

Triebstockverzahnung 

Bei der Triebstockverzahnung handelt es sich um einen Sonderfall der Zykloidenverzahnung. 

Man erhält sie, indem man die Rollkreisdurchmesser zur Erzeugung der Zykloiden mit dem 

Wälzkreisdurchmesser gleichsetzt: Die Hypozykloide der Fußflanke entartet zu einem Punkt, 

da sie nicht mehr auf dem Wälzkreis abrollen kann. Anstelle des Zahns wird an dem Punkt der 

Zahnfußflanke ein kreiszylindrischer Bolzen, der sogenannte Triebstock, gesetzt. Dieser befin-

det sich mit den Zahnkopfflanken des Triebstock-Gegenrades in Eingriff (Abbildung 2.3, linke 

Hälfte). Über den gesamten Umfang des Triebstockrades werden entsprechend der geforderten 

Zähnezahl Triebstöcke platziert, die fest oder drehbar gelagert sein können. Ein Triebstockrad 

oder eine Triebstockzahnstange ist vergleichsweise einfach herstellbar, hat allerdings im Ver-

gleich zu anderen Verzahnungen eine geringe Tragfähigkeit und einen hohen Verschleiß. Das 

Triebstock-Gegenrad kann evolventisch oder zykloidisch verzahnt sein. Die Anwendungen von 

Triebstockverzahnungen liegen hauptsächlich im Bereich der Fördertechnik und in der Ver-

wendung als Stellantrieb. (Steinhilper & Sauer, 2012; Künne, 2001)  

 
Abbildung 2.3: Darstellung einer Triebstockverzahnung mit zykloidischer (linke Hälfte) oder evolventi-

scher (rechte Hälfte) Kopfflanke. (Entnommen aus Künne, 2001, S. 287) 

Kreisbogenverzahnung 

Die Zahnflanken einer Kreisbogenverzahnung haben eine einfache Geometrie, die allein mit 

Kreisen beschrieben wird. In Abbildung 2.4 erkennt man, dass die Zahnfußflanke durch einen 

Halbkreis gebildet wird und die Zahnkopfflanke durch zwei Kreisbögen, die je nach Zahndicke 

und Durchmesser des Kopfkreises am Zahnkopf spitz zusammen laufen. Die Kreisbogenver-

zahnung ähnelt in ihren Eigenschaften der Zykloidenverzahnung und hat eine gute Schmiegung 

bei geringer Flankenpressung. Wesentlicher Nachteil der Kreisbogenverzahnung ist die auch 

bei idealem Achsabstand nicht konstante Übersetzung, die sich über Beginn und Ende eines 

Zahneingriffs ändert. Anwendung findet die Kreisbogenverzahnung in Stellgetrieben und in der 

Uhrentechnik. (Roth, 1998; Krause, 2004) 
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a)  b)  
Abbildung 2.4: a) Erzeugung einer Zahnflanke durch einen Kreisbogen. b) Ausschnitt eines Stirnrads mit 

Kreisbogenverzahnung. (Entnommen aus a) Roth, 1998, S. 17; b) DIN 58425-2) 

Wildhaber-Novikov-Verzahnung 

Die Wildhaber-Novikov-Verzahnung ist ein Sonderfall der Kreisbogenverzahnung. In Abbil-

dung 2.5-a sieht man, dass die Zahnflanken zweier Zähne durch einen gemeinsamen Kreis-

bogen beschrieben werden und dass Rad und Gegenrad konkave und konvexe Zahnflanken 

aufweisen. Die ineinandergreifenden Zähne weisen dadurch eine sehr gute Flankenschmiegung 

auf, sind aber gegenüber Achsabstandsänderungen empfindlich. Die Zahnräder werden häufig 

schrägverzahnt ausgeführt (Abbildung 2.5-b) und können so große Umfangslasten übertragen. 

Die Wildhaber-Novikov-Verzahnung hat keine industrielle Bedeutung und wird nur in 

Ausnahmefällen eingesetzt. (Dyson et al., 1986; Allan, 1964; Schlecht, 2009; Steinhilper & 

Sauer, 2012) 

a) b)  
Abbildung 2.5: a) Herstellung von Rad und Gegenrad mit Wildhaber-Novikov-Verzahnung mit angedeu-

teten Kreisbögen. b) Zwei schrägverzahnte Stirnräder mit Wildhaber-Novikov-Verzahnung im Eingriff. 

(Entnommen aus a) Dudley & Radzevich, 2012, S. 833;b) Litvin & Fuentes, 2004, S. 476). 

2.2 Getriebearten 

Zahnradpaarungen werden verwendet, um Drehbewegungen und Drehmomente zu übertragen 

und umzuformen. Die Zähne des antreibenden Zahnrads greifen formschlüssig in die des ange-

triebenen Zahnrads ein und versetzen es so in eine Drehbewegung. Beide Zahnräder müssen 

auf einem gemeinsam Gestellt drehbar gelagert sein. Das antreibende Zahnrad ist in der Regel 

das kleinere der Zahnradpaarung und wird als Ritzel bezeichnet, das größere Zahnrad als Rad 

oder Großrad (DIN 3960; DIN 868). Je nach Lage der Radachsen von Ritzel und Rad zueinan-

der, kommen unterschiedliche Zahnradarten mit unterschiedlichem Radkörper zum Einsatz. In 

diesem Kapitel werden diese Zahnradarten mit verschiedenen Verzahnungen anhand der ent-

sprechenden Zahnradpaarung vorgestellt und deren Einsatzmöglichkeiten erläutert. Zahn-

radpaarungen werden nach DIN 868 in Wälzgetriebe und Schraubwälzgetriebe eingeteilt. Er-

klären lässt sich diese Einteilung, indem man die Zahnräder durch gedachte Flächen um die 

Radachsen ersetzt, die die gleiche Relativbewegung zueinander ausführen, wie die Zahnradpaa-

rung (Abbildung 2.6-a). Diese gedachten Flächen werden als Funktionsflächen bezeichnet. Eine 

Übersicht verschiedener Getriebearten ist in Tabelle 2.2 aufgelistet. Die in diesem Abschnitt 

angegebenen Werte für den Wirkungsgrad gelten für geschmierte Räder aus Stahl. 
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a)  b)  
Abbildung 2.6: a) Darstellung abwälzender Grundkörper. b) Radpaarung mit gekreuzten Radachsen und 

Hyperboloiden als Radkörper. (Entnommen aus a) DIN 868; b) Linke, 1996) 

Tabelle 2.2: Übersicht verschiedener Getriebebauarten (entnommen aus Wittel et al., 2011, S. 718) 

2.2.1 Wälzgetriebe 

Bei den Wälzgetrieben liegen die Radachsen in einer Ebene und die Funktionsflächen wälzen 

in der Berührlinie aufeinander ab. Bei parallelen Achsen ist der Radkörper ein Zylinder (Ab-

bildung 2.6-a links) und man spricht von Stirnrädern bzw. einer Stirnradpaarung. Bei sich 

schneidenden Achsen ist der Radkörper in der Regel ein Kegel (Abbildung 2.6-a rechts) und 

man spricht von Kegelrädern bzw. einer Kegelradpaarung. Bei Wälzgetrieben haben die Ver-

zahnungen eine Linienberührung. (Roth, 2013) 

Stirnradpaarung 

Das Stirnrad hat eine vergleichsweise einfache Geometrie, es lässt sich einfach dimensionieren 

und herstellen und ist das einfachste und am weitesten verbreitete Zahnrad. Der Radkörper ist 

ein Zylinder, an dessen Umfang die Zähne nach außen zeigend angeordnet sind. Bei einer Stirn-

radpaarung werden zwei Stirnräder mit parallelen Radachsen im Abstand 𝑎 angeordnet. Die 

Getriebeart Funktionsfläche Lage der Achsen Kontaktart 
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Drehrichtung wird bei der Übertragung auf das abtreibende Zahnrad umgekehrt. Typische 

Übersetzungen liegen im Bereich von 1 bis 6, können laut Schlecht (2009) aber auch bis zu 10 

betragen. Stirnradgetriebe haben im Vergleich zu anderen Getrieben eine große Tragfähigkeit, 

geringes Leistungsgewicht und einen Wirkungsgrad von 98 bis 99,5 %. Die einfachste Art der 

Verzahnung von Stirnrädern ist die in Abbildung 2.7-a gezeigte Geradverzahnung. Der Eingriff 

zwischen zwei Zähnen von Rad und Gegenrad beginnt bei Geradverzahnungen abrupt auf ge-

samter Breite der Zähne. Ordnet man die Zähne unter dem Winkel 𝛽 schräg an (Abbildung 2.7-

b), vergrößert sich die sogenannte Zahnüberdeckung. Der Zahneingriff erfolgt dann allmählich, 

was sich in einem ruhigeren Lauf und einer höheren Tragfähigkeit bei längerer Lebensdauer 

bemerkbar macht. Durch die schrägen Zahnflanken entstehen im Betrieb Kräfte in axialer Rich-

tung, die durch entsprechende Lagerung der Wellen aufgenommen werden müssen. Um diese 

ungewollten Axialkräfte aufzuheben, können zwei Stirnräder mit Schrägverzahnung zu einer 

Doppelschrägverzahnung kombiniert (Abbildung 2.7-c) oder ein Stirnrad mit Pfeilverzahnung 

(Abbildung 2.7-d) eingesetzt werden. (Niemann & Winter, 2003; Haberhauer & Bodenstein, 

2014; Steinhilper & Sauer, 2012; Linke, 1996)  

a) b) c) d)  
Abbildung 2.7: Stirnradpaarungen mit verschiedenen Verzahnungen: a) Gerade, b) Schräg, c) Doppel-

schräg d) Pfeil. (Entnommen aus a),b),c) Niemann & Winter, 2003, S. 7; d) Wittel et al., 2011, S. 665) 

Innenradpaarung 

Bei einer Innenradpaarung wird ein Hohlrad (mit negativer Zähnezahl) mit einem Stirnrad ge-

paart. Die Radachsen liegen im Abstand 𝑎 parallel zueinander (Abbildung 2.8). Da das Stirnrad 

innerhalb des Hohlrades umläuft, wird im Vergleich zur Stirnradpaarung bei gleicher Überset-

zung weniger Bauraum benötigt und die Drehrichtung nicht umgekehrt. Durch den Eingriff der 

konvexen Zahnflanken des Stirnrads mit den konkaven Zahnflanken des Hohlrads entsteht eine 

hohe Schmiegung zwischen den Zahnflanken, woraus im Vergleich zur Stirnradpaarung eine 

geringere Flankenpressung und eine höhere Tragfähigkeit resultieren. Aufgrund der geringeren 

Gleitgeschwindigkeiten an den Zahnflanken sind Wirkungsgrade von 97–99,75 % möglich. Re-

alisierbare Übersetzungen liegen im Bereich 3,5 bis 13. Bei Übersetzungen unter 3,5 kann es 

vorkommen, dass bei falsch gewähltem Verhältnis von Wälzkreisdurchmessern und Zähnezah-

len die Zähne verhaken (Interferenz). (Niemann & Winter, 2003; Steinhilper & Sauer, 2012; 

Schlecht, 2009) 

 
Abbildung 2.8: Innenradpaarung. (Entnommen aus Niemann & Winter, 2003, S. 7) 
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Stirnrad-Zahnstangen-Paarung 

Die Zahnstange kann als entartetes Zahnrad mit unendlich großem Radius betrachtet werden. 

Paart man eine Zahnstange mit einem Stirnrad, kann man die rotatorische Bewegung des Stirn-

rads in eine translatorische Bewegung der Zahnstange übersetzen und umgekehrt. Übersetzung 

und Wirkungsgrad lassen sich für diese Paarung nicht sinnvoll angeben. (Wittel et al., 2011) 

 
Abbildung 2.9: Paarung zwischen Stirnrad und Zahnstange. (Entnommen aus Wittel et al., 2011, S. 646) 

Kegelradpaarung 

Kippt man die parallelen Radachsen einer Stirnradverzahnung wie in Abbildung 2.10-a so, dass 

sie weiter in einer Ebene liegen und sich in einem Punkt schneiden, wird der Kreuzungswinkel 

Σ > 0° und der Achsabstand zu 𝑎 = 0. Dabei verändern sich die zylindrischen Radkörper zu 

Kegelstümpfen. Der Kreuzungswinkel beträgt in der Praxis meist Σ = 90°. Kegelräder können 

gerad-, schräg- oder bogenverzahnt sein (Abbildung 2.10). Wie bei den Stirnradpaarungen 

weist die Geradverzahnung eine höhere Geräuschentwicklung auf. Bei der Bogenverzahnung 

sind die Zahnflanken gekrümmt und es befindet sich eine konkave mit einer konvexen Zahn-

flanke im Eingriff. Dadurch ist die Geräuschentwicklung niedriger, Schmiegung und Tragfes-

tigkeit sind deutlich höher. Der Wirkungsgrad von Kegelradpaarungen liegt mit 97–99 % leicht 

unterhalb der Stirnradpaarungen. Die Übersetzungsverhältnisse liegen typischerweise in einem 

Bereich von 1 bis 10, nach Klingelnberg (2008) sind teilweise auch Übersetzungen von bis zu 

20 realisierbar. Bei Kegelradpaarungen treten axiale Kräfte auf, die bei der Lagerung berück-

sichtigt werden müssen. Eine typische Anwendung für Kegelradpaarungen sind Differentialge-

triebe, die hauptsächlich im Automobilbereich zum Einsatz kommen. (Niemann & Winter, 

2003; Schlecht, 2009; Wittel et al., 2011) 

a)  b)  c)  
Abbildung 2.10: Kegelradpaarungen mit a) Geradverzahnung, b) Schrägverzahnung und c) Bogenverzah-

nung. (Entnommen aus Niemann & Winter, 2003, S. 8) 

Kronenradsatz 

Ein Kronenradsatz kann als entartete Kegelradpaarung mit Kreuzungswinkel Σ = 90° beschrie-

ben werden. Dabei wird das Ritzel mit einem Teilkegelwinkel 𝛿 = 0° zum Stirnrad und das 

andere Rad mit einem Teilkegelwinkel von 𝛿 = 180° zu einem Kegelplanrad, dem sogenannten 

Kronenrad (Abbildung 2.11). Man spricht daher auch von einem Stirn-Planrad-Paar. Die Ei-

genschaften von Kronenradpaarungen sind denen der Kegelradpaarungen ähnlich. Sie sind in 

der Regel gerad- oder schrägverzahnt. Der Wirkungsgrad beträgt 95–99 % und das Überset-

zungsverhältnis liegt im Bereich 3 bis 8. Das Stirnrad kann je nach Verzahnung auch seitlich 

um einen Achsabstand 𝑎 > 0 versetzt sein, sodass die Radachsen nicht mehr in einer Ebene 

liegen. Das Stirnrad kann gegenüber dem Kronenrad axial verschoben werden, während es sich 
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mit diesem im Eingriff befindet. Dadurch ist ein genaues axiales Positionieren nicht notwendig. 

Die Tragfähigkeit von Kronenradpaarungen ist der von Kegelradpaarungen unterlegen. (Nie-

mann & Winter, 2003; Steinhilper & Sauer, 2012; Schlecht, 2009) 

a)  b)  c)  
Abbildung 2.11: a) Kegelplanrad bzw. Kronenrad als entartetes Kegelrad. Vergleich zwischen b) Kegelrad-

paar und c) Kronenradsatz. (Entnommen aus DIN 3998-3) 

2.2.2 Schraubwälzgetriebe 

Bei Schraubwälzgetrieben kreuzen sich die Radachsen bzw. stehen windschief zueinander. Die 

Funktionsflächen verschrauben sich bei der Relativbewegung gegeneinander und zwischen den 

Zahnflanken tritt eine zusätzliche Gleitbewegung auf, durch die der Wirkungsgrad sinkt, bei 

gleichzeitig steigendem Verschleiß. Die Radkörper von Schraubwälzgetrieben sind Hyperbo-

loide (Abbildung 2.6-b), die in der Praxis nur mit hohem Aufwand herstellbar sind. Im mittleren 

Bereich können diese durch Zylinder (Stirnschraubräder) und im äußeren Bereich durch Kegel 

(Kegelschraubräder) angenähert werden. Es wird unterschieden zwischen Stirn- bzw. Kegel-

schraubrädern. (Steinhilper & Sauer, 2012; Freund, 1992; Roth, 2013) 

Stirnrad-Schraubgetriebe 

Eine Schraubradpaarung besteht aus zwei schrägverzahnten Stirnrädern, die im Achsabstand 

𝑎 > 0 unter einem Kreuzungswinkel Σ > 0° gepaart sind (Abbildung 2.12). Der Kreuzungs-

winkel beträgt in der Praxis meist Σ = 90°. Die zylindrischen Funktionsflächen und Zahnflan-

ken haben Punktberührung, was sich in einem schlechteren Wirkungsgrad im Bereich 50–95 % 

bemerkbar macht. Die Übersetzungen reichen von 1 bis 100. Typischerweise werden 

Schraubradpaarungen mit Übersetzungen 𝑖 ≤ 5 verwendet. Sie sind vor allem für die Übertra-

gung von Bewegungen bei geringen Kräften geeignet. Leistungsübertragung ist in bestimmten 

Fällen für Kreuzungswinkel Σ < 20° möglich. Die auftretenden Axialkräfte müssen durch ge-

eignete Lagerung kompensiert werden. (Wittel et al., 2011; Shigley & Mischke, 1990; Niemann 

& Winter, 2003; Drago, 1988; Schlecht, 2009) 

 
Abbildung 2.12: Schraubwälzgetriebe. (Entnommen aus Wittel et al., 2011, S. 647) 

Kegelradschraubgetriebe 

Ein Hypoidradpaar (Abbildung 2.13-a) lässt sich von einer Kegelradpaarung ableiten. Der 

Kreuzungswinkel beträgt Σ = 90° und die Radachsen müssen sich nicht zwingend schneiden, 

d. h. der Achsabstand kann 𝑎 > 0 sein. Die Kegelräder sind bogenverzahnt und die Zähne 

asymmetrisch, wodurch die Paarung eine bevorzugte Drehrichtung mit gesteigerten Eigen-

schaften aufweist. Der typische Übersetzungsbereich reicht von 3 bis 10 und ist nach oben und 

unten stark eingeschränkt (Drago, 1988; Schlecht, 2009). Wie bei den Schraubradpaarungen 

berühren sich die Zahnflanken nur in einem Punkt, wodurch die Tragfähigkeit im Vergleich zu 

Kegelradpaarungen gering ist. Durch das Schraubgleiten in dem Berührpunkt ist der Verschleiß 
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hoch, der Wirkungsgrad liegt bei 58–98 % (Drago, 1988). Die Geräuschentwicklung ist durch 

die Bogenverzahnung gering und durch den möglichen Achsversatz können sich bauliche Vor-

teile ergeben. (Klingelnberg, 2008; Niemann & Winter, 2003) 

Ein Spiroid-Schneckenradsatz (Abbildung 2.13-b) besteht aus einer Kegelschnecke und ei-

nem Globoid-Kegelrad und ist ein spezielles Kegelschraubgetriebe, das für Übersetzungen grö-

ßer 10 entwickelt wurde. Die Übersetzung liegt typischerweise im Bereich 9 bis 100 (Adams, 

1986) kann aber auch Maximalwerte bis 300 erreichen. Der Wirkungsgrad liegt im Bereich 21–

96 % und sinkt mit steigender Übersetzung bis zu auftretender Selbsthemmung. Es befinden 

sich stets mehrere Zähne im Eingriff, woraus ein geringes Spiel sowie eine hohe Genauigkeit 

resultieren. (Drago, 1988; Dudley & Radzevich, 2012) 

a)  b)  
Abbildung 2.13: a) Hyopoidradpaarung und b) Spiroid-Schneckenradsatz. (Entnommen aus a) Wittel et al., 

2011, S. 647; b) Dudás, 2000, S. 226) 

2.2.3 Schneckengetriebe 

Bei Schneckengetrieben unterscheidet man die in Abbildung 2.14 dargestellten Paarungsarten, 

bei denen entweder beide Grundkörper globoidisch oder einer zylindrisch und der andere 

globoidisch ausgeführt sind. Das Zylinderschneckengetriebe in Abbildung 2.14-a ist dabei die 

am meisten verwendete Paarungsart. Die Räder sind im Abstand 𝑎 > 0 mit einem Kreuzungs-

winkel Σ = 90° gepaart. Die Form der Zahnflanken kann verschieden ausgeführt sein, wobei 

aufgrund der einfacheren Herstellbarkeit die evolventische Zahnform die gebräuchlichste ist 

(sog. ZI-Schnecke). Es sind Übersetzungen im Bereich 5 bis 70, bei kleinen Leistungen sogar 

bis zu 1000 möglich. Es können Gesamtwirkungsgrade bis 96 % erreicht werden. Bei Wir-

kungsgraden < 50 % tritt in der Regel das Phänomen der Selbsthemmung auf, bei der das Dreh-

moment nur noch in eine Richtung übertragen werden kann. Zwischen den Zahnflanken liegt 

Linienberührung vor und es befinden sich meist zwei bis vier Zähne im Eingriff, was in einer 

hohen Tragfähigkeit resultiert. Weitere Vorteile sind neben der hohen Tragfähigkeit der geringe 

Raumbedarf und die geringe Geräuschentwicklung. Als Nachteile sind hohe Axialkräfte, ein 

starker Verschleiß aufgrund der Gleitbewegung zwischen den Zahnflanken sowie Empfindlich-

keit gegenüber Achsabstandsveränderungen zu nennen. (Niemann & Winter, 2003; Drago, 

1988; Schlecht, 2009; Haberhauer & Bodenstein, 2014; DIN 3975-1) 

a)  b)  c)  
Abbildung 2.14: Paarungsarten der Schneckenradsätze: a) Zylinderschnecken-Radsatz (Zylinderschnecke 

– Globoidrad), b) Stirnradschnecken-Radsatz (Globoidschnecke – Stirnrad), c) Globoidschnecken-Radsatz 

(Globoidschnecke – Globoidrad). (Entnommen aus Niemann & Winter, 1983, S. 67) 
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2.3 Herstellungsverfahren für Kunststoffzahnräder 

Für Zahnräder werden als Werkstoffe in der Regel Kunststoffe und Metalle verwendet. Ge-

schmierte Zahnradpaarungen aus Metall werden besonders dann eingesetzt, wenn hohe Anfor-

derungen an die Tragfähigkeit gestellt werden und sind daher im klassischen Maschinenbau am 

weitesten verbreitet. Der Einsatz von Kunststoffzahnrädern nimmt jedoch stetig zu. Die vor-

teilhaften Eigenschaften sind Schwingungsdämpfung, keine Magnetisierbarkeit, Korrosionsbe-

ständigkeit sowie eine geringere Dichte und Geräuschentwicklung, keine oder nur wenig 

Schmierung und geringere Herstellungskosten. (Böge, 2011; Michaeli & Aengenheyster, 1995; 

Davis, 2005) 

Zur Herstellung von Zahnrädern werden verschiedene Verfahren eingesetzt. Diese lassen sich 

nach DIN 8580 in die Hauptgruppen Trennen, Umformen und Urformen untergliedern. Unter-

scheidungsmerkmale der jeweiligen Verfahren sind unter anderem die nach DIN 3962-1 er-

reichbare Verzahnungsqualität (Abbildung 2.15) sowie die Materialbewegung zur Flankenfor-

merzeugung (Abbildung 2.16). Die höchsten Verzahnungsqualitäten lassen sich mit spanenden 

Verfahren erreichen. Bei der Herstellung von Kunststoffzahnrädern bieten spanende Verfahren 

allerdings geringere Gestaltungsmöglichkeiten als der laut VDI 2736 Blatt 1 üblicherweise ein-

gesetzte Spritzguss. Spanende Verfahren werden bei Kunststoffzahnrädern vorwiegend einge-

setzt, wenn spritzgegossene Zahnräder nur schwer entformbar sind oder um bei Moduln größer 

3 mm höhere Genauigkeiten zu erreichen und geringe Toleranzen einzuhalten. Zur spanenden 

Herstellung von Kunststoffzahnrädern werden aus Polymerwerkstoffen extrudierte Halbzeuge 

verwendet. Im Vergleich zu Zahnrädern aus Metall lassen sich Kunststoffzahnräder mit großen 

Moduln, d. h. bei großem Zerspanungsvolumen, bis zu 40 % günstiger herstellen (Erhard, 

2008).  

In diesem Abschnitt werden einige spanende Verfahren, das Laserschneiden als abtragendes 

Verfahren, das Spritzgießen als urformendes Verfahren sowie das selektive Lasersintern als 

additives Verfahren vorgestellt. Eine gute Übersicht konventioneller Herstellungsverfahren für 

Zahnräder ist in Roth (1998) zu finden, additive Fertigungsverfahren sind in Breuninger et al. 

(2013) und Gebhardt (2013) beschrieben und werden von Zäh (2006) unter wirtschaftlichen 

Aspekten betrachtet. 

 
Abbildung 2.15: Vergleich der erreichbaren Verzahnungsqualität für verschiedene Herstellungsverfahren, 

abnehmende Genauigkeit von 1 nach 12. (Entnommen aus Schlecht, 2009, S. 497) 

a)  b)  c)  d)  e)  
Abbildung 2.16: Materialbewegungen verschiedener Fertigungsverfahren zur Erzeugung der Flankenform. 

a) Spanen mit profilgebundenem Werkzeug, parallel zur Flankenrichtung. b) Spanen mit profilungebun-

denem Werkzeug, parallel zur Flankenoberfläche. c) Abtragen senkrecht zur Flankenoberfläche. d) Um-

formen in Zahnhöhenrichtung. e) Urformen in alle Richtungen. (Entnommen aus Roth, 1998, S. 483) 
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2.3.1 Spanen 

Die spanenden Herstellungsverfahren für Zahnräder unterscheiden sich nach der Art des ver-

wendeten Werkzeugs. Bei Werkzeugen mit speziell angepasster Schneidenform steht diese in 

einer bestimmten Beziehung zur Flankenprofilform des herzustellenden Zahnrads und man 

spricht von profilgebundenen Werkzeugen. Verwendet man Standard-Werkzeuge, steht die 

Schneidenform nur in loser Beziehung zur Flankenprofilform des herzustellenden Zahnrads 

und man spricht von nicht profilgebundenen Werkzeugen. Weiter unterscheiden sich die Werk-

zeuge nach den in Abbildung 2.18 dargestellten Arten der Schneiden. Bei definierten Schneiden 

spricht man von geometrisch bestimmten Werkzeugen, bei nicht definierten Schneiden von ge-

ometrisch unbestimmten Werkzeugen. (Roth, 1998) 

Spanende Verfahren mit profilgebundenen Werkzeugen 

Mit einem profilgebundenen Werkzeug lässt sich ein Zahnrad mit definiertem Modul und Ein-

griffswinkel herstellen. Um die Anzahl möglicher Geometrien von profilgebundenen Werk-

zeuge zu beschränken, werden Modulreihen verwendet (DIN 867; DIN 780-1; DIN 780-2). 

Kunststoffzahnräder mit Moduln aus der Modulreihe werden bei kleinen Stückzahlen spanend 

hergestellt. Dabei werden mit profilgebundenen Werkzeugen gute Verzahnungsqualitäten er-

reicht. (Niemann & Winter, 2003; Krause, 2004; Perović, 2000) 

Die spanende Herstellung mit profilgebundenen Werkzeugen wird nach dem Abwälzverhalten 

der Schneidkanten des Werkzeugs auf dem Werkstück in zwei Gruppen unterteilt. Die eine 

umfasst Verfahren, bei denen die Schneiden des Werkzeugs am Werkstück nicht abwälzen, wie 

beispielsweise das Formfräsen oder Profilfräsen (Abbildung 2.17-a,b). Jede Zahnlücke wird 

separat hergestellt und das Werkstück dazwischen um eine Teilung weitergedreht. Die zweite 

Gruppe umfasst Verfahren, bei denen das Werkzeug während der Herstellung der Zahnlücken 

auf dem Werkstück abwälzt und dieses dabei gleichzeitig um seine Radachse rotiert, wie bei-

spielsweise das Abwälzfräsen oder Wälzstoßen (Abbildung 2.17-c,d). (Krause, 2004; Roth, 

1998; Linke, 1996; Dudley & Radzevich, 2012) 

Nicht abwälzende und abwälzende Verfahren unterscheiden sich bezüglich der mit einem 

Werkzeug herstellbaren Zahnräder. Mit profilgebundenen Werkzeugen der nicht abwälzenden 

Verfahren kann man Zahnräder nur mit einem Zahnprofil eines Moduls mit fester Zähnezahl, 

Profilverschiebung und Schrägungswinkel fertigen. Bei abwälzenden Verfahren kann man mit 

einem einzigen Zahnstangenwerkzeug Zahnräder mit einem Zahnprofil eines Moduls, aber mit 

variabler Zähnezahl, Profilverschiebung und Schrägungswinkel herstellen. (Roth, 1998) 

a)  b)  c)  d)  
Abbildung 2.17: a) Formfräsen, b) Fingerfräsen, c) Abwälzfräsen, d) Wälzstoßen. (Entnommen aus a),c) 

Krause, 2004, S. 609; b),d) Roth, 1998, S. 485 f.) 

Spanende Verfahren mit nicht profilgebundenen Werkzeugen 

Verwendet man nicht profilgebundene Werkzeuge, wird das Zahnprofil nicht unmittelbar durch 

die Geometrie der Werkzeugschneidkanten erzeugt. Werkzeug und Profil stehen nur in loser 

Beziehung zueinander. Um eine gewünschte Zahnprofilform herzustellen, muss jeder Koordi-
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natenpunkt der Flankenoberfläche mechanisch (Abtasten eines Modells) oder elektronisch (pro-

grammierbare CNC-Maschine) angesteuert werden. Man bezeichnet diese Verfahren daher 

auch als Kopierverfahren. Je nach verwendetem Werkzeug unterscheidet man zwischen punkt- 

und linienförmigem Spanen. Zum punktförmigen Spanen verwendet man einen Fingerfräser 

oder Fingerschleifstift, zum linienförmigen Spanen einen Scheibenfräser oder eine Schleif-

scheibe. Für Stirnräder wird hauptsächlich das Hartmetallfräsen eingesetzt. (Roth, 1998) 

a)  b)  
Abbildung 2.18: a) Fingerschleifstift, geometrisch unbestimmte Schneide. b) Scheibenfräser, geometrisch 

bestimmte Schneide. (Entnommen aus Roth, 1998, S. 491) 

2.3.2 Laserschneiden 

Das Laserschneiden bzw. Laserstrahlschneiden gehört laut DIN 8590 zu den abtragenden Ver-

fahren. Ein Laserstrahl wird dabei über Spiegel von der Quelle bis zu einer Linse geleitet, die 

den Laserstrahl auf einen Punkt auf der Werkstücksoberfläche fokussiert. Zum Schneiden der 

Profilkontur des Zahnrads wird der Fokuspunkt des Lasers mit einer Bahnsteuerung auf der 

Werkstücksoberfläche entlang der Kontur abgefahren. Um entstehenden Rauch oder Schmutz-

partikel von der Linse fern zu halten, wird über eine Gasstrahlturbine Druckluft zugeführt, die 

vor der Linse aus einer Öffnung in Richtung des Laserstrahls austritt (Abbildung 2.19). Um ein 

Brennen bzw. zu starkes Erhitzen des zu schneidenden Materials zu verhindern, wird anstelle 

von Druckluft häufig Schneidgas verwendet. Die Zahnprofilform ist im Gegensatz zu spanen-

den Verfahren beliebig wählbar. Der Strahl trifft in der Regel ausschließlich senkrecht von oben 

auf die Werkstoffoberfläche, sodass keine Schrägverzahnungen hergestellt werden können. Die 

Materialeigenschaften werden durch die thermische Energie im Schnittbereich verändert. 

Durch die sanduhrartige Form des Laserstrahls (Einschnürung im Fokuspunkt) sind die Zahn-

flanken lasergeschnittener Zahnräder besonders bei größeren Zahnradbreiten nicht exakt paral-

lel. (Roth, 1998; Poprawe, 2005) 

 
Abbildung 2.19: Laserstrahlschneiden einer Werkstückplatte (a), mit Gasstrahlturbine (b) und Laserstrahl 

(b'). (Entnommen aus Roth, 1998, S. 493) 

2.3.3 Spritzgießen 

Das Spritzgießen ist das am häufigsten eingesetzte Verfahren zur Herstellung von Kunststoff-

zahnrädern. Es zählt zu den urformenden Fertigungsverfahren. Ausgangsmaterial sind granu-

latförmige Polymerwerkstoffe (teilkristalline Thermoplaste), die in schmelzförmigen Zustand 

gebracht und unter einem Druck von 500–1700 bar durch eine Zylinderschnecke in eine ge-

schlossene Dauerform gepresst werden. Dabei muss darauf geachtet werden, dass spritzgegos-

sene Werkstücke ohne Beschädigung oder ein Zerstören der Form entformt werden können. 

Hinterschneidungen sind nur bedingt realisierbar, wodurch die Herstellung von Schrägverzah-

nungen erschwert ist. Herstellbare Moduln liegen im Bereich von 0,1 mm bis 3 mm, bei maxi-

malen Wandstärken von 10 mm. Bei Bauteilen mit Außenmaßen kleiner 1 mm spricht man vom 

Mikrospritzgießen. Im Vergleich zu gespanten haben spritzgegossene Zahnräder eine um etwa 
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3 Stufen schlechtere Verzahnungsqualität. Allerdings können beim Spritzguss mehrere Funkti-

onselemente in einem Bauteil integriert werden. Von praktischer Bedeutung sind vor allem die 

teilkristallinen Thermoplaste Polyamid (PA), Polyoximethylen (POM), Polybutylentherephtha-

lat (PBT), Hochmolekulares Polyethylen (PEHD) sowie thermoplastische oder elastomere Po-

lyurethane (PUR). Die Kunststoffe können zusätzlich faserverstärkt sein. Beim Abkühlen des 

Werkstücks tritt Volumenschwund auf, was bei der Auslegung der Form berücksichtigt werden 

muss. Um eine gleichmäßige Füllung der Form zu gewährleisten, müssen die Prozessparameter 

für den Spritzguss ermittelt werden. Die Herstellung der Spritzgussform sowie die Ermittlung 

der Prozessparameter sind aufwendig, weshalb das Spritzgussverfahren nur bei großen Stück-

zahlen wirtschaftlich sinnvoll ist. (Saechtling & Baur, 2013; Ehrenstein, 2007; Roth, 1998; Jo-

hannaber & Michaeli, 2014; Jaroschek, 2013; Bichler & V, 2012; Bonten, 2014) 

 
Abbildung 2.20: Aufbau einer Spritzgussanlage bestehend aus Säule (1), Kniehebel (2), beweglicher Auf-

spannplatte (3), beweglicher Formhälfte (4), feststehender Formhälfte (5), feststehender Aufspannplatte (6), 

Düse (7), Schnecke (8), Heizband (9) und Trichter (10). (Entnommen aus Kurz et al., 2008, S. 188) 

2.3.4 Gießen 

Das Gießen wird zur Herstellung von Zahnrädern aus thermoplastischen Kunststoffen mit gro-

ßen Abmessungen ab einem Gewicht von mehr als 1 kg verwendet. Zum Einsatz kommen mo-

nomere Ausgangsstoffe, die teilweise bereits vorpolymerisiert sind und drucklos in eine Form 

gegossen werden. Die Polymerisation findet unter Wärmezufuhr statt, wobei Schwindungen 

auftreten, die bei Polyamiden 2–4 % betragen können. In diesem Fall wird eine ausreichende 

Verzahnungsqualität durch spanende Nachbearbeitung erreicht. Die Schwindung kann bei Po-

lyamiden durch sogenanntes Schleudergießen auf 1–2 % oder durch Verwendung von PUR-

Elastomeren auf 1 % reduziert werden, wodurch auf eine spanende Nachbearbeitung verzichtet 

werden kann. Das Gießen ist aufgrund des vergleichsweise hohen Fertigungsaufwands nur bei 

großen Stückzahlen sinnvoll einsetzbar. (VDI 2736 Blatt 1) 

 
Abbildung 2.21: Prinzip des Polyamidguss. (Quelle: PTZ-Prototypenzentrum GmbH, Dresden, 2013) 
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2.3.5 Selektives Lasersintern 

Das Selektive Lasersintern (SLS) zählt zu den additiven Fertigungsverfahren. Für die Herstel-

lung von Bauteilen werden keine speziellen Werkzeuge oder Gussformen benötigt und man 

spricht daher von einem werkzeuglosen Fertigungsverfahren. Als Material werden sowohl ther-

moplastische Kunststoffe als auch Metalle verwendet. Das herzustellende Bauteil liegt als vir-

tuelles 3D-Modell vor (meist eine STL-Datei, vgl. Abschnitt 4.1.3), das in einzelne Schichten 

zerlegt wird (Slicen). Diese Schichten werden an die SLS-Anlage übertragen und das Bauteil 

Schicht für Schicht hergestellt. Das Prinzip des SLS lässt sich anhand Abbildung 2.22 beschrei-

ben: Das pulverförmige Material befindet sich in einem Vorratsbehälter und wird mit einem 

Beschichter auf die Bauplattform aufgetragen und dort bis knapp unter die Schmelztemperatur 

erwärmt. Die herzustellende Schicht wird mit dem Strahl eines CO2-Lasers abgefahren, der 

über Spiegel abgelenkt wird (X-Y-Scanner), wodurch die notwendige Restenergie in das Ma-

terial eingebracht wird, um die Pulverkörner miteinander zu verschmelzen (Verfestigungs-

zone). Nach dem Aufschmelzen der Bauteilschicht wird der Hubtisch um eine Schichthöhe 

(z. B. 0,1 mm) abgesenkt, eine neue Schicht Pulver aufgetragen und diese belichtet. Dieser Vor-

gang wird so lange wiederholt, bis das Bauteil vollständig hergestellt ist. Nicht geschmolzenes 

Pulver stützt das gesinterte Bauteil im Bauraum und muss bei der Nachbearbeitung vom Bauteil 

entfernt werden. Durch die werkzeuglose Fertigung sind beliebige Formen und Hinterschnei-

dungen herstellbar. Loses Restpulver muss allerdings aus dem Inneren entfernt werden können. 

Typische Randbedingungen und Fertigungstoleranzen sind minimale Spaltmaße, Aufmaße 

durch das Anschmelzen von Pulver an den Randflächen, minimale Wandstärken etc. Aus ther-

moplastischen Kunststoffen gesinterte Bauteile haben eine hohe mechanische Belastbarkeit und 

es steht eine Vielzahl vergleichsweise günstiger Kunststoffe zur Auswahl, wodurch das SLS 

für Kleinserienproduktionen wirtschaftlich sinnvoll eingesetzt werden kann. (Breuninger et al., 

2013; Bopp, 2010; Fastermann, 2014; Gebhardt, 2013; Wohlers, 2014; Zäh, 2006) 

 
Abbildung 2.22: Prinzip des selektiven Lasersinterns: Beschichter mit Pulvervorrat (1), Pulvervorratsbe-

hälter (2), CO2-Laser (3), X-Y-Scanner (4), Verfestigungszone (5), generiertes Bauteil (6), Stützkonstruktion 

(7), Überlaufbehälter (8), Hubtisch (9). (Entnommen aus VDI 3405) 

2.4 Entwurf von Zahnradgetrieben 

Für die Entwicklung von Getrieben werden in der Regel Funktionsmuster verwendet, die Über-

setzung und Achslagen abbilden und die Bewegungsübertragung bei reduzierten Momenten 

realisieren. Prinzipiell gibt es zwei Möglichkeiten Funktionsmuster von Zahnradgetrieben auf-

zubauen: Entweder man verwendet Komponenten eines Baukastens und ist dabei in der gestal-

terischen Freiheit durch die verfügbaren Komponenten eingeschränkt. Oder man entwirft die 

Getriebe und deren Komponenten (insbesondere die Zahnräder) mit spezieller Auslegungssoft-

ware, die dann als Einzelstücke hergestellt werden.  
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2.4.1 Auslegungssoftware 

Die Entwicklung von Getrieben ist ein iterativer Prozess, bei dem eine Vielzahl an Randbedin-

gungen wie zur Verfügung stehender Bauraum, Übersetzungen, Drehmomente oder Achslagen 

berücksichtigt werden müssen. Je nach Anwendung sind die Randbedingungen ganz oder teil-

weise bereits von Beginn an bekannt oder werden im Laufe der Auslegung ermittelt. Neben 

rein geometrischen Größen ist die Tragfähigkeit der Zahnräder von zentraler Bedeutung und 

die damit verbundene Aussage, welche Lebensdauer bei welchen Betriebsbedingungen zu er-

warten ist. Um bei der Auslegung Zeit und Kosten zu sparen, wird die Entwicklung von spezi-

eller Software unterstützt. Der Konstrukteur benötigt dazu in der Regel eine gewisse Erfahrung, 

um sie optimal einsetzen zu können. (Lin et al., 2009; Steinhilper & Sauer, 2012; Linke, 1996) 

Es sind verschiedene Software-Pakete kommerziell erhältlich, die Benutzer im Hobby-Bereich bis 

zu professionellen Konstrukteuren bei der Auslegung und Optimierung ganzer Getriebe oder ein-

zelner Komponenten unterstützen. Einige der in Tabelle 2.3 zusammengefassten Software-Pakete 

werden im Folgenden kurz vorgestellt. 

Tabelle 2.3: Software-Pakete für Zahnradgetriebe (TB = Tragfähigkeitsberechnung) 

Programm (Anbieter) Anwendungsbereich TB Zielgruppe Softwareschnittstelle 

KISSsoft  
+ KISSsys  

+ GPK 

(KISS Soft AG, Bubikon, 

Schweiz) 

Stirn- und Kegelradradge-

triebe (gerade und schräg) 

Stirn-, Kegel-, Kronen-, 

Schraub-, Schnecken- und 

Hypoidräder 

 Erfahrene  

Konstrukteure 

STEP, IGES  

(2D, 3D) 

RomaxDESIGNER  
+ CONCEPT  

+ CAD FUSION 

(Romax Technology, Nottin-

gham, UK) 

Stufen- und Planetengetriebe 

(gerade und schräg) 

 Erfahrene  

Konstrukteure 

Export zu allen  

gängigen CAD- 

Systemen 

(2D, 3D) 

TBK + GearEngineer 

(GWJ Technology GmbH, 

Braunschweig, Deutschland) 

TBK: Stirnrad-, Umlauf-,  

Kegelrad-, Schneckengetriebe 

GearEngineer: Stirn- und  

Kegelräder 

 Erfahrene  

Konstrukteure 

STEP, IGES  

(2D, 3D) 

FVA-GearDesigner  
+ FVA-Workbench 

(FVA GmbH, Frankfurt a.M., 

Deutschland) 

FVA-GearDesigner: Stirnrad-

getriebe (max. 3 Stufen) 

FVA-Workbench: Stirnrad-, 

und Planetengetriebe,  

Stirn-, Hohl-, Kegel-,  

Schneckenräder 

 FVA-GearDesig-

ner: Einsteiger 

FVA-Workbench: 

Erfahrene  

Konstrukteure 

SAT 

(3D, nur FVA-Work-

bench. Weitere native 

Schnittstellen können 

kostenpflichtig lizen-

siert werden) 

FVA Flankengenerator  

FlaGen 

(FVA GmbH, Frankfurt a.M., 

Deutschland) 

Beliebige Zahnformen und -

profile, z. B. Stirn-, Kegel-, 

Schneckenräder, Beveloid, 

Kronenräder, Schraubwälzge-

triebe, nicht-evolventische, 

variable Übersetzung etc. 

 Erfahrene Ver-

zahnungsausleger 

ASCII-Geometrie- 

dateien, STEP, spezi-

fische FVA-Schnitt-

stellen zu anderen Pro-

grammen 

(2D, 3D) 

MDESIGN gearbox  
+ MDESIGN LVR/LVRplanet 

+ MDESIGN mechanical 

(DriveConcepts GmbH, Dres-

den, Deutschland) 

Stirn- und Planetengetriebe  Erfahrene  

Konstrukteure 

MDESIGN  

mechanical: DXF (2D) 

MDESIGN gearbox: 

STEP (3D) 
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Programm (Anbieter) Anwendungsbereich TB Zielgruppe Softwareschnittstelle 

Integrated Gear Software 

(Universal Technical Sys-

tems, Inc., Loves Park, IL, 

USA) 

Stufen- und Planetengetriebe  Erfahrene  

Konstrukteure 

DXF (2D) 

Autodesk Inventor Profes-

sional + Design Accelerator 

(Autodesk Inc., San Rafael, 

CA, USA) 

Stirn-, Kegel- und  

Schneckenräder 

Einsteiger Alle von Autodesk  

Inventor unterstützen 

Formate  

(2D, 3D) 

Geostirn + GeoStirn-P  

+ A.N.Z. + Wella 

(Prof. Dr.-Ing. Manfred An-

zinger, Fakultät 09 WI, Hoch-

schule München, Deutsch-

land) 

GeoStirn: Stirnradgetriebe 

GeoStirn-P: Planetengetriebe 

(Excel-basiertes System) 

 Konstrukteure DXF (2D) 

MITCalc 

(MITCalc, Decin, Tsche-

chien) 

Planetengetriebe 

Stirn-, Kegel-,  

Schneckenräder 

(Excel-basiertes System) 

 Konstrukteure Export zu verschiede-

nen CAD-Systemen 

(2D) 

ZAR 

(HEXAGON Industriesoft-

ware GmbH, Kirch-

heim/Teck, Deutschland) 

Planetengetriebe 

Stirn-, Kegel-,  

Schneckenräder 

Unrunde Zahnräder 

 Konstrukteure DXF, IGES 

(2D) 

GROB AG Zahnradberech-

nungsprogramm 

(GROB AG, Nebikon, 

Schweiz) 

Einfache Stirnradpaarungen Einsteiger Angaben für techni-

sche Zeichnung 

(2D) 

BayMP 

(Fakultät für Ingenieurwissen-

schaften, Universität Bay-

reuth, Deutschland) 

Einfache Stirnradpaarungen Einsteiger Angaben für techni-

sche Zeichnung 

(2D) 

ZaRaGen + SchneckenGen 

(Prof. Dr.-Ing. Bernd 

Schwarze, Labor für Produkt-

entwicklung und CAE, FH 

Osnabrück, Deutschland) 

Stirn- und Schneckenräder 

(nur in Verbindung mit dem 

CAD-System Catia V5) 

 Einsteiger Alle von Catia V5 un-

terstützen Formate 

(2D, 3D) 

Design TOOLS 

(Prof. Dr.-Ing. Paul Th.  

Wyndorps, FH Reutlingen, 

Deutschland) 

Stirn-, Kegel-,  

Schneckenräder 

(nur in Verbindung mit dem 

CAD-System ProENGI-

NEER) 

 Einsteiger Alle von ProENGI-

NEER unterstützen 

Formate 

(2D, 3D) 

Gearotic Motion 

(www.gearotic.com) 

Stirnradpaarungen, Stirnräder, 

Elliptische Zahnräder, belie-

bige Zahnformen, nur gerade 

Zahnformen 

 Bastler, Hobby-

konstrukteure 

DXF, STL 

(2D, 2½D) 

Gear template generator 

(www.woodgears.ca) 

Stirnradpaarungen  Bastler, Hobby-

konstrukteure 

DXF 

(2D) 
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Professionelle Auslegungssoftware 

Die KISS Soft AG (Bubikon, Schweiz) bietet eine umfangreiche, modulare Auslegungssoftware 

für Maschinenelemente und Getriebe an. Das Basisprogramm KISSsoft ermöglicht das Berechnen 

von Stirn-, Kegel-, Kronen-, Schraub-, Schnecken- und Hypoidrädern sowie verschiedener weiterer 

Maschinenelemente wie Wellen oder Lager. Daten können im STEP- oder IGES-Format als 

Schnittstelle zu gängigen CAD-Systemen exportiert werden. Mit dem Modul KISSsys können 

ganze Systeme von Maschinenelementen abgebildet werden, indem man die Berechnungen aus 

KISSsoft miteinander verknüpft. Der Leistungsfluss innerhalb des Systems wird für die Festigkeits-

berechnung berücksichtigt. Beim Überschreiten von Grenzwerten kann gewarnt und die Konsistenz 

des Modells gewähreistet werden. Darauf aufbauend ist das Programmpaket GPK (Gearbox Pack-

age) verfügbar, eine CAE-Software (engl. Computer Aided Engineering), mit der vollständige in-

dustrielle Getriebe modelliert und analysiert werden können. Anwendungsbereiche sind hauptsäch-

lich Dimensionierung, Optimierung und Bewertung der Getriebe. Darüber hinaus können die fina-

len Kosten abgeschätzt und eine Dokumentation von Auslegungsberechnung und Festigkeitsnach-

weis erstellt werden. Normen nach DIN/ISO/AGMA werden berücksichtigt. Mehrstufige Stirnrad-

getriebe mit Schrägverzahnung und mehrstufige Kegelradgetriebe werden derzeit unterstützt. Die 

Software ist vor allem für erfahrene Konstrukteure gedacht, die in der Lage sind, vorgeschlagene 

Lösungen und Optimierungsschritte zu bewerten. 

Die Firma Romax Technology (Nottingham, UK) vertreibt die Auslegungssoftware RomaxDE-

SIGNER und CONCEPT, mit denen Stufen- und Planetengetriebe mit gerad- und schrägverzahn-

ten Stirnrädern entworfen und simuliert werden können. Die Modelle der Getriebe umfassen dabei 

neben den Zahnrädern und Wellen auch Gehäuse und Lagerlaufbahnen. Weniger erfahrene Benut-

zer werden dabei durch Vorlagen oder Schritt-für-Schritt-Anleitungen unterstützt. Für die Auswahl 

und Dimensionierung der Kugellager ist eine Datenbank mit Zukaufteilen der führenden Hersteller 

hinterlegt. Durch eine Parametrierung der Modelle können diese einfach angepasst und optimiert 

werden. Die Optimierung der Modelle erfolgt automatisiert. Bei der Auslegungsberechnung werden 

Lebensdauer, Leistung, Wirkungsgrad sowie Geräuschentwicklung betrachtet. Normen nach 

DIN/ISO/AGMA werden berücksichtigt. Finite-Elemente-Methoden stehen für Simulationen zur 

Verfügung und Herstellungskosten können abgeschätzt werden. Die Software ist für erfahrene Kon-

strukteure in der Getriebeentwicklungen ausgelegt, überwiegend für die Bereiche Automobil und 

Windkraft. Mit dem Plugin CAD FUSION können die geometrischen Daten in 2D und 3D in allen 

gängigen CAD-Systemen genutzt werden. 

Die GWJ Technology GmbH (Braunschweig, Deutschland) bietet die Auslegungssoftware TBK 

(Technische Berechnungen für Konstruktionen und Entwicklungen) an. Mit dieser lassen sich 

Stirnräder, Umlauf-, Kegelrad- und Schneckengetriebe entwickeln. Die dafür benötigten Maschi-

nenelemente wie Zahnräder, Wellen, Lager etc. werden berechnet, ausgelegt und optimiert. Ent-

worfene Getriebe lassen sich ganzheitlich berechnen und können unter Vorgabe verschiedener Op-

timierungsziele wie Achsabstand oder Stufenzahl angepasst werden. Die Software liefert die Ver-

zahnungsdaten, Tragfähigkeitsnachweise und das Gewicht der Bauteile zurück. Normen nach 

DIN/ISO/AGMA werden berücksichtigt. Die Software ist individuell konfigurierbar und stellt dem 

Benutzer eine geführte Ablaufstruktur und Vorschlagsfunktionen zur Verfügung. Ein weiteres Pro-

dukt der GWJ Technology GmbH ist die Software GearEngineer, mit der Stirnräder mit Evolven-

tenverzahnung (außen- oder innenverzahnt, gerad- oder schrägverzahnt, evolventische Zahnwellen) 

und Kegelräder (gerade, schräg- oder bogenverzahnt) berechnet werden können. Der Fokus liegt 

dabei auf der Berechnung der exakten, dreidimensionalen Zahnform als Ausgangsbasis für alterna-

tive Herstellungsmethoden (z. B. Universal-Mehrachsbearbeitungszentren). Die 3D-Verzahnungs-
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geometrie kann im STEP- oder IGES-Format exportiert werden. Die Möglichkeit, Tragfähigkeits-

berechnung und Zahnkontaktanalyse durchzuführen, stehen zur Verfügung. Die Ergebnisse können 

in Form eines Protokolls als HTML- oder PDF-Datei gespeichert werden.  

Das CAD-System Autodesk Inventor Professional (Autodesk Inc., San Rafael, CA, USA) bietet 

mit dem integrierten Design Accelerator die Möglichkeit, Stirn-, Kegel-, und Schneckenräder 

zu erzeugen. Es werden evolventische Innen- und Außenverzahnungen unterstützt und grund-

legende Berechnungen zur Tragfähigkeit angeboten. Darüber hinaus sind weitere Maschinene-

lemente wie Wellen, Lager oder Federn integriert. Die Konstruktion kann in allen gängigen 

CAD-Dateiformaten abgespeichert und als STL-Datei exportiert werden. 

Die Forschungseinrichtung Antriebstechnik e.V. (Frankfurt am Main, Deutschland) vertreibt über 

die FVA GmbH (Frankfurt am Main, Deutschland) die Auslegungssoftware FVA-GearDesigner 

und FVA-Workbench. FVA-GearDesigner ist ein Einsteigertool, mit dem Getriebe mit maxi-

mal drei Stirnradstufen ausgelegt werden können. Als Vorgaben dienen dabei Daten wie Leis-

tung, Drehmoment und Drehzahl an An- und Abtrieb. Die notwendigen Stirnradstufen werden ma-

nuell oder automatisch bestimmt und die Tragfähigkeit nach DIN 3990 berechnet. Dabei werden 

Werkstoffkennwerte aus einer Werkstoffdatenbank verwendet, um so die wichtigsten Grundgrößen 

wie Zahnradbreiten, Achsabstände oder Moduln zu ermitteln. Die FVA-Workbench richtet sich 

hauptsächlich an erfahrene Anwender. Mit dieser Auslegungssoftware können sowohl einzelne 

Komponenten als auch vollständige Getriebe ausgelegt und berechnet werden. Sie umfasst Stirnrä-

der, Hohlräder, Kegelräder, Schneckenräder und Maschinenelemente wie Kupplungen, Wellen, 

Welle-Nabe-Verbindungen oder Lager. Neben den mehrstufigen Stirnradgetrieben können auch 

Planetengetriebe ausgelegt und berechnet werden. Für die Auslegung stehen unter anderem 

verschiedene Vorlagen zur Verfügung. Bei der Berechnung der Getriebe werden Tragfähigkeit, 

Lebensdauer, Lastverteilung und Leistungsfluss durch das Getriebe berücksichtigt. Normen nach 

DIN/ISO/AGMA werden berücksichtigt. Als Ausgabe werden die Berechnungsergebnisse automa-

tisch dokumentiert und als Microsoft Word oder PDF-Datei gespeichert. 3D-Daten können mit 

FVA-Workbench im SAT-Format gespeichert werden. Zudem besteht die Möglichkeit, weitere 

native Schnittstellen zu CAD-Systemen kostenpflichtig zu lizensieren. 

Darüber hinaus bietet die FVA auch den Flankengenerator FlaGen an, mit dem beliebige 

Zahnformen und -profile von Stirn-, Kegel-, Schnecken-, Kronen- oder Beveloidrädern berechnet 

werden können. Dazu werden Abwälzsimulationen des Herstellungsvorgangs unter Verwendung 

von zahnstangenförmigen Werkzeugen und Schneidrädern verwendet. Tragfähigkeitsberechnungen 

werden nicht unterstützt. Als Dateiformat stehen 2D und 3D ASCII-Geometriedaten, STEP sowie 

spezifische FVA-Schnittstellen zur Verfügung. Der FlaGen richtet sich an erfahrene Verzahnungs-

ausleger und ist derzeit ein eigenständiges Programm, das in Zukunft in die FVA-Workbench auf-

genommen werden soll. (Zimmer et al., 2014, 2015a, 2015b, 2016a, 2016b) 

Die Auslegungssoftware MDESIGN gearbox und MDESIGN LVR/LVRplanet von der DriveCon-

cepts GmbH (Dresden, Deutschland) ermöglicht die Auslegung und Berechnung mehrstufiger 

Stirn- und Planetengetriebe. In der Konzeptphase wird der Benutzer durch Vorschläge unterstützt. 

Verschiedene Getriebevarianten können automatisch berechnet werden, wobei Optimierungsziele 

wie Masse, Bauraum etc. vorgegeben werden können. Mit dem Modul MDESIGN mechanical 

wird das so entworfene Getriebe abschließend automatisch berechnet und der Festigkeitsnachweis 

erbracht. Als Ausgabe erhält man eine automatisch generierte Dokumentation im Sinne einer Nach-

weispflicht und Zertifizierung. Es können außerdem 2D-Daten im DXF-Format (MDESIGN me-

chanical) und 3D-Daten im STEP-Format (MDESIGN gearbox) gespeichert werden. 
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Die Firma Universal Technical Systems, Inc. (Loves Park, Illinois, USA) bietet die Software IGS 

(Integrated Gear Design) an, mit der Stufengetriebe, Planetengetriebe, Zahnradpaarungen und 

einzelne Zahnräder ausgelegt, berechnet und optimiert werden können. Unterstützt werden evol-

ventische und zykloidische Verzahnungen und Zahnradpaarungen mit sich kreuzenden Radachsen. 

Schwerpunkt des Programms ist die Prüfung der Herstellbarkeit der Zahnräder aus Metallen und 

Kunststoffen. Dazu werden verfügbare Werkzeuge berücksichtigt, die vom Anwender in eine Da-

tenbank eingepflegt werden müssen.  

Mit GeoStirn stellt Prof. Dr.-Ing. Manfred Anzinger (Fakultät 09 WI, Hochschule München, 

Deutschland) im Internet frei zugängliche Berechnungstabellen für Microsoft Excel zur Verfügung, 

die in erster Linie für Benutzer in kleineren Ingenieurbüros und mittelständischen Firmen gedacht 

sind. Mit der Kalkulationstabelle GeoStirn können Geometrie- und Tragfähigkeitsauslegung von 

Stirnrädern durchgeführt werden. GeoStirn-P ermöglicht die gleichen Berechnungen für Planeten-

getriebe mit feststehendem Hohlrad. Beide Konstruktionstabellen bieten eine Visualisierung der 

Verzahnungen. Die berechneten Zahnradgeometrien können als DXF-Datei exportiert werden. Mit 

der zusätzlichen Software A-Z-P (Anzinger-Zahnrad-Programm) kann die Tragfähigkeit berech-

net und dokumentiert werden. Dabei werden Normen nach DIN/ISO berücksichtigt. Soll außerdem 

die Lebensdauer von Wälzlagern berechnet werden, steht die Kalkulationstabelle Wella (Welle mit 

Lagern) zur Verfügung. 

Das Programm MITCalc (Mechanical, Industrial and Technical Calculations) der gleichnami-

gen Firma MITCalc (Decin, Tschechien) umfasst Auslegungsberechnungen für verschiedene Ma-

schinenelemente, sowie Verzahnungen von Stirn-, Kegel- oder Schneckenrädern und Planetenge-

trieben. MITCalc ist ein für Microsoft Excel entworfenes System und kompatibel mit verschiedenen 

2D- und 3D-CAD-Systemen (AutoCAD, Autodesk Inventor, SolidWorks etc.).  

Die Firma HEXAGON Industriesoftware GmbH (Kirchheim/Teck, Deutschland) bietet die Softwa-

remodule ZAR an. Diese umfassen unter anderem gerad- und schrägverzahnte Stirnräder mit Evol-

ventenverzahnung, Kegel- und Schneckenräder, unrunde Zahnräder und Planetengetriebe. Die Pa-

rameter einer Verzahnung werden in einem Eingabefenster eingegeben. Die Berechnung erfolgt 

nach DIN/ISO/ANSI Normen. Als Schnittstelle zu CAD-Systemen dient das DXF- oder IGES-For-

mat. Es werden 2D-Daten exportiert, die weiter verarbeitet werden können. 

Die GROB AG (Nebikon, Schweiz) fertigt unter anderem Zahnräder und Zahnstangen. Zur Aus-

wahl passender Bauteile und Auslegung von Stirnradstufen stellt die GROB AG ihren Kunden die 

kostenlose und frei zugängliche Software GROB AG Zahnradberechnungsprogramm zur Ver-

fügung, mit der Getriebeübersetzungen ausgelegt oder vorhandene Paarungen optimiert werden 

können. Sie unterstützt gerad- und schrägverzahnte Stirnräder mit Innen- oder Außenverzahnung. 

Die Software berechnet unter anderem die Bruch- und Flankenfestigkeit, das Flankenspiel und To-

leranzen. Die Zahnradgeometrie wird inklusive der für die Fertigung notwendigen Daten berechnet 

und in Form eines Datenblatts oder notwendiger Zeichnungsangaben ausgegeben. 

Die Fakultät für Ingenieurwissenschaften der Universität Bayreuth (Deutschland) stellt die BayMP 

(Bayreuther Maschinenelemente-Programme) kostenlos und frei zugänglich zur Verfügung. Mit 

einem der Module können Zahnradpaarungen auf Basis verschiedener Vorgaben wie Geometrieda-

ten, Leistungsdaten oder Materialkennwerten berechnet werden. Das Programm unterstützt Paarun-

gen evolventischer Stirn- oder Hohlräder mit Gerad- oder Schrägverzahnung. Als Ausgabe erhält 

man geometrische Daten und den Festigkeitsnachweis nach DIN 3990. 
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Nicht-professionelle Auslegungssoftware 

Die Programme ZaRaGen und SchneckenGen von Prof. Dr.-Ing. Bernd Schwarze (Labor für Pro-

duktentwicklung und CAE, FH Osnabrück, Deutschland) erzeugen Stirnräder beziehungsweise 

Schneckenräder in Verbindung mit der CAD-Software Catia V5 (Dassault Systèmes, Vélizy-Villa-

coublay, Frankreich). Von ZaRaGen werden Stirn- und Hohlräder mit evolventischer Gerad- oder 

Schrägverzahnung unterstützt. SchneckenGen ermöglicht das Erzeugen von Schneckenrädern für 

Zylinderschneckengetriebe. 

Prof. Dr.-Ing. Paul Th. Wyndorps (Fachhochschule Reutlingen, Deutschland) bietet mit Design 

TOOLS eine Zahnradbibliothek für das CAD-System ProENGINEER (Parametric Technology 

Corporation, Needham, USA) an. Über Vorgabe weniger Parameter lassen sich 3D-Modelle gerad- 

oder schrägverzahnter Stirn-, Hohl-, Kegel- oder Schneckenräder mit Evolventenverzahnung er-

zeugen. 

Die Software Gearotic Motion (www.gearotic.com) richtet sich an Bastler und Hobbykonstruk-

teure. Mit ihr können einzelne Stirnräder und Getriebe erzeugt und animiert werden. Die Stirnräder 

können rund oder unrund sein und neben evolventischen werden auch „beliebige“ Zahnformen un-

terstützt. Darüber lassen sich beispielsweise Triebstockverzahnungen oder Sperrklinken erzeugen. 

Als Ausgabeformat stehen DXF und STL zur Verfügung. 

Der Gear template generator dient zum Generieren der Konturen von Zahnstangen und Stirnrä-

dern mit evolventischer Innen- oder Außenverzahnung. Das Programm dient in erster Linie dazu, 

Schnittmuster für Zahnradelemente zu erzeugen. Die berechneten Geometrien können im DXF-

Format exportiert werden. 

2.4.2 Baukastensysteme 

Um Getriebeideen schnell als Funktionsmuster umzusetzen, sind verschiedene Baukastensys-

teme kommerziell erhältlich. Ein Beispiel für den professionellen Einsatz ist das System AU-

TOMAT der Knotech GmbH (Erbes-Büdesheim, Deutschland). Weitere bekannte Systeme 

stammen aus dem Bereich Spielzeug bzw. Technikerziehung, wie LEGO Technic (LEGO 

Group, Billund, Dänemark), fischertechnik (fischertechnik GmbH, Waldachtal, Deutschland) 

oder eitech (Eichsfelder Technik eitech GmbH, Pfaffschweide, Deutschland).  

Speziell LEGO Technic findet in der universitären Forschung und Ausbildung vermehrt An-

wendung, vom Aufbau von Funktionsmustern einfacher Getriebe bis zu Systemen für rege-

lungstechnische Experimente. (Rollins, 2013; Yoshihito, 2013; Gawthrop & McGookin, 2004; 

McComb, 2003; Jolley et al., 2002; Martin, 2001) 

2.5 Stand der Forschung 

2.5.1 Additive Fertigung von Zahnrädern 

Ebert-Uphoff et al. (2005) beschreiben den Aufbau von Prototypen robotischer Systeme mit 

den AM-Verfahren Fused Deposition Modeling (FDM) und Stereolithographie (SL). Dabei ge-

hen sie insbesondere auf die Anforderungen an die Konstruktion der Bauteile unter Berücksich-

tigung der Randbedingungen der jeweiligen Fertigungsverfahren ein, wie minimale Spaltmaße 

und Wandstärken oder notwendige Stützstrukturen bei stark überhängenden oder frei im Raum 

befindlichen Geometrien. Teil der Prototypen sind auch Stirnräder mit evolventischer Gerad-

verzahnung, die mittels FDM für Moduln 𝑚 ≥ 0,8 mm hergestellt wurden. 
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Sobolak & Budzik (2008) verwenden die Stereolithographie (SL), um transparente Modelle 

von Kegelradgetrieben herzustellen, an denen die Kontaktfläche zwischen zwei Zahnflanken 

im Eingriff während der Bewegungsübertragung direkt beobachtet werden kann. Die Änderung 

der Kontaktfläche während des Eingriffs kann auf diese Weise sichtbar gemacht werden. 

Budzik (2011) beschreibt die Anwendung von AM-Verfahren für die Herstellung von Bauteilen 

mit komplexen Geometrien und Oberflächen anhand der Herstellung von Zahnrädern. Er erklärt 

mögliche Ursachen für Fehler bei der Erzeugung von STL-Dateien aus 3D-Modellen mit CAD-

Systemen und stellt einen Zusammenhang zwischen der Auflösung von STL-Dateien und der 

erreichbaren Genauigkeit verschiedener AM-Verfahren zur Herstellung von Zahnrädern her. 

Die Genauigkeit verschiedener AM-Verfahren wird mit Koordinatenmessgeräten untersucht 

und die Anwendbarkeit per AM-Verfahren hergestellter Zahnräder für die experimentelle Un-

tersuchung von Zahnkontaktanalyse und Dauerfestigkeit demonstriert. 

Novakova-Marcincinova et al. (2011) beschreiben die Konstruktion und den Aufbau eines 

mehrstufigen, schaltbaren Stirnradgetriebes. Dieser funktionsfähige Prototyp dient zu Ausbil-

dungs- und Demonstrationszwecken. Die Einzelteile werden per FDM hergestellt und mit her-

kömmlichen Schrauben und Kugellagern montiert. Für die Konstruktion der Zahnräder wird 

der Design Accelerator für Autodesk Inventor Professional verwendet (vgl. Abschnitt 2.4.1). 

Berger (2012) untersucht die Eignung der Stereolithographie (SL) für die Herstellung von 

Komponenten mechatronischer Systeme und Zahnradgetriebe. Es werden per SL hergestellte 

Planetengetriebe mit gerad- und schrägverzahnten Zahnrädern, Differential-, Cyclo- und Har-

monic-Drive-Getriebe untersucht. Die hergestellten Verzahnungen erreichen kleinste Moduln 

von 𝑚 = 0,2 mm. 

2.5.2 Konstruktionsalgorithmen für Zahnräder 

In der Forschung werden verschiedene Algorithmen für den Entwurf einzelner Zahnräder oder 

ganzer Zahnradgetriebe beschrieben. Im Folgenden werden einige dieser Ansätze vorgestellt, 

beginnend bei Untersuchungen einzelner Zahnräder bis zu ganzen Getrieben. 

In den Arbeiten von Litvin et al. (2001), (2002), (2005) und (2007) wird die Erzeugung von 

Oberflächenmodellen neuartiger Planverzahnungen erläutert. Dazu wird das Abwälzen einer 

Schnecke bzw. eines schrägverzahnten Stirnrads auf dem Grundkörper der Planverzahnung si-

muliert. Die Modelle werden hauptsächlich dazu verwendet, Zahnkontakt und Belastung zu 

analysieren und automatisch Gittermodelle für Finite-Elemente-Berechnungen zu erzeugen. 

Dabei wird bewusst auf die Verwendung von CAD-Systemen verzichtet. Diese Art der Be-

schreibung von Zahnrädern und verschiedener Zahnradgetriebe ist auch in den Büchern von 

Litvin & Fuentes (2004) und Litvin (2009) zu finden. 

In den Arbeiten von Zimmer et al. (2014, 2015a, 2015b, 2016a, 2016b) wird ein Ansatz beschrie-

ben, für vorgegebene Achslagen beliebige Zahnflankenformen auf Basis des räumlichen Verzah-

nungsgesetzes durch Abwälzsimulation zu erzeugen. Es können charakteristische Größen des Zahn-

flankeneingriffs abgeleitet (Ease-Off, Tragbild, Berührlinien, Drehwegfehler, Gleitgeschwindig-

keiten) und das Eingriffsverhalten optimiert werden. Alle Betrachtungen erfolgen lastlos. Eine Her-

stellbarkeit des optimierten Profils kann überprüft und ein passendes Werkzeugprofil zur spanenden 

Herstellung erzeugt werden. Die Algorithmen werden in dem Programm-Paket Flankengenerator 

zur Verfügung gestellt (vgl. Abschnitt 2.4.1) und sollen in Zukunft für die Betrachtung realer Be-

lastungen erweitert werden. Unterstützt werden unter anderem die Paarungen Zahnrad-Zahnrad und 
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Zahnstange-Zahnrad (konstante und variable Übersetzung), innen- und außenverzahnte Zylinder-

stirnräder, Schneckengetriebe, unrunde Verzahnungen oder räumliche, nicht-evolventische Verzah-

nungen. 

Weitere Forschungsarbeiten beschäftigen sich mit der Optimierung von Zahnradgetrieben be-

stimmter Bauarten. Dabei werden in den meisten Fällen evolutionäre Algorithmen verwendet 

und eine gewünschte Getriebebauart nach bestimmten Kriterien optimiert. So beschreiben Pad-

manabhan et al. (2010) und Zhang & Zhang (2012) die Optimierung einzelner Paarungen von 

Stirnrädern. Bonori et al. (2008) sowie Faggioni et al. (2011) optimieren Stirnradpaarungen mit 

dem Fokus auf der Minimierung von Vibrationen und Geräuschentwicklung. Von besonders 

großem Interesse sind bei den Optimierungskriterien der Bauraum und das Gewicht der Zahn-

radgetriebe. Gologlu & Zeyveli (2009) minimieren den Bauraum zweistufiger Getriebe mit 

schrägverzahnten Stirnrädern. Mendi et al. (2010) beschäftigen sich mit dem Entwurf der 

kleinstmöglichen Abmessungen eines Zahnradgetriebes auf Basis einer zu übertragenden Last 

und legen Wellen, Zahnräder und Lager aus. Ein Ansatz zur Minimierung des Bauraums von 

Kegelradgetrieben wird von Zhang et al. (2011) erläutert. Auf Basis von 64 Randbedingungen 

wie Materialkennwerten, Gehäuseabmessungen oder Wälzkreisdurchmessern werden von Sav-

sani et al. (2010) zwei Modelle von vierstufigen Zahnradgetrieben mit 14 bzw. 18 Variablen 

vorgestellt, die hinsichtlich einer Gewichtsminimierung optimiert werden. Einen etwas um-

fangreicheren Ansatz zur Optimierung beschreiben Padmanabhan et al. (2011), die einen Amei-

senalgorithmus mit Partikelschwarmoptimierung verwenden, um ein Kegelradgetriebe hin-

sichtlich Leistung und Wirkungsgrad zu optimieren und dabei Gesamtgewicht und Achsabstand 

minimieren.  

Die bisher beschriebenen Ansätze zur Optimierung von Zahnradgetrieben benötigen als Grund-

lage ein Ausgangsmodell, welches anschließend anhand bestimmter Kriterien und Randbedin-

gungen optimiert wird. Swantner & Campbell (2012) beschreiben den automatischen Entwurf 

eines Getriebes aus Kegelrad und Schnecke, ohne ein vorgegebenes Modell zu verwenden. 

Ein ganzheitlicher Ansatz zur Auslegung und Optimierung des Antriebsstrangs eines sechsach-

sigen Roboters mit serieller Kinematik, d. h. mit mehreren Getrieben und Motoren, wird von 

Pettersson & Olvander (2009) vorgestellt. Dabei werden die zu erwartenden Belastungen in 

Form auftretender Drehmomente, in Abhängigkeit verschiedener Trajektorien und der Ge-

wichte der Motoren und Getriebe berücksichtigt. In diesem Ansatz werden auch verschiedene 

mögliche Trajektorien des seriellen Roboters automatisch generiert. Der Antriebsstrang wird 

hinsichtlich Kostenreduzierung und gleichzeitig in Hinblick auf einen Kompromiss zwischen 

Lebensdauer und Leistung optimiert. 

2.5.3 Automatischer Entwurf von Funktionsmustern 

In der Literatur finden sich verschiedene Ansätze, mit denen konstruktive Ideen in kurzer Zeit 

als Funktionsmuster umgesetzt werden können. Im Folgenden sind einige Beispiele aufgeführt, 

an denen die Bedeutung geeigneter Softwarelösungen für einen schnellen Entwurf und eine 

kostengünstige und zeitnahe Fertigung von Funktionsmustern im Sinne des Rapid-Prototyping 

erkennbar ist. 

Fischer (2011) beschreibt in seiner Arbeit die Entwicklung anwendungsspezifischer, serieller 

Kinematiken auf Basis eines Baukastens additiv gefertigter Gelenkmodule. Der Benutzer gibt 

eine gewünschte Trajektorie vor, die in einem CAD-System verarbeitet wird. Um geeignete 

Module aus dem Baukasten auszuwählen und anzupassen, gibt der Benutzer außerdem Rand-

bedingungen wie die maximale Anzahl an Gliedern und Achsabstände vor. Die ausgewählten 
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Module werden bei Bedarf automatisch in ihren Abmessungen angepasst und als STL-Datei 

gespeichert, die dann mittels AM-Verfahren hergestellt werden können. Die Bauteile werden 

gemeinsam mit Servomotoren zum fertigen Funktionsmuster montiert, welches über eine eben-

falls automatisch generierte Software angesteuert werden kann. 

Von Hiller & Lipson (2012) wird ein Verfahren beschrieben, mit dem ein aus Silikonschaum 

bestehender „soft robot“ automatisch konstruiert wird. Als Vorgabe dient eine bestimmte Fort-

bewegungsrichtung, die mit einer Volumenänderung des Silikonschaums in einer Vakuumkam-

mer erreicht wird. 

Lueth & Irlinger (2013) stellen ein Verfahren vor, mit dem einzelne Bauteile ebener Mechanis-

men bzw. Viergelenke mathematisch beschrieben und deren Oberflächenmodelle automatisch 

berechnet werden können. Die Oberflächenmodelle werden als STL-Datei exportiert und kön-

nen mittels AM-Verfahren hergestellt und anschließend montiert werden. Bei dem automati-

schen Entwurf der Bauteile werden Fertigungstoleranzen des AM-Verfahrens automatisch be-

rücksichtigt, sodass diese montierbar sind und der Mechanismus umlauffähig ist. 

2.5.4 Eigene Vorarbeiten 

Verschiedene Zwischenergebnisse, die Teil der vorliegenden Arbeit sind, beschäftigen sich mit 

der Belastbarkeit lasergesinterter Zahnnaben aus Polyamid (Traeger et al., 2012), der automa-

tisierten Konstruktion von Stirnrädern und Zahnstangen mit evolventischer Verzahnung und 

dem Berechnen der STL-Dateien für die additive Fertigung (Traeger et al., 2013), sowie deren 

Verwendung zum automatischen Entwurf einer Stirnradstufe (Träger et al., 2015). Der Inhalt 

der letztgenannten Veröffentlichung ist für die vorliegende Arbeit angepasst und ergänzt wor-

den und in den Abschnitten 5 und 6.1 zu finden. 

2.6 Nachteile des Stands der Technik und Forschung 

Im Hinblick auf die additive Fertigung von Zahnrädern ergeben sich aus dem Stand der Technik 

und Forschung folgende Nachteile: 

Verwendet man zum Entwurf von Funktionsmustern Baukästen oder Standardkomponenten, so 

ist man z. B. durch verfügbare Moduln oder Schrägungswinkel der Zahnräder in der Gestal-

tungsfreiheit eingeschränkt (Steinhilper & Sauer, 2012). Um die Gestaltungsfreiheit zu erhö-

hen, kann auf Sonderanfertigungen zurückgegriffen werden. Bei der Verwendung von Kunst-

stoffzahnrädern, die üblicherweise spanend oder spritzgegossen hergestellt werden, müssen für 

Sonderanfertigungen unter Umständen zunächst passende Werkzeuge oder Gussformen ent-

worfen und hergestellt werden, was in der Regel teuer und zeitaufwändig ist.  

Die in Abschnitt 2.4.1 vorgestellten Auslegungsprogramme sind vorwiegend für erfahrene An-

wender konzipiert und in der Regel dazu gedacht, ein vom Konstrukteur vorgegebenes Modell 

hinsichtlich bestimmter Details zu optimieren (Lin et al., 2009). Um diese Programme sinnvoll 

nutzen zu können, sind fundierte Kenntnisse und Erfahrung in der Entwicklung von Getrieben 

notwendig. Zudem werden die Geometrien der Zahnräder entweder als zweidimensionale Da-

ten für Zeichnungen oder als 3D-Modelle in gängigen Formaten für die Weiterverarbeitung in 

CAD-Systemen exportiert. Die für eine additive Fertigung benötigte STL-Datei kann in der 

Regel nicht direkt exportiert, sondern muss über ein separates CAD-System erzeugt werden. 

Gerade für den Entwurf einfacher Stirnradstufen und deren Aufbau als Funktionsmuster durch 

Benutzer, die nur geringe Kenntnisse bezüglich Getrieben und additiver Fertigung haben, sind 
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die Funktionen der oben vorgestellten Softwarelösungen ungeeignet. Es werden umfangreiche 

Berechnungsergebnisse, Festigkeitsnachweise und Parameter für die spanende Herstellung er-

mittelt, was den Entwurfsprozess für unsere Zwecke unnötig verkompliziert. 

Die Möglichkeiten der werkzeuglosen Herstellung von Kunststoffzahnrädern mit AM-Verfah-

ren werden in verschiedenen Forschungsarbeiten zwar demonstriert und hinsichtlich verschie-

dener Anwendungen untersucht (Abschnitt 2.5.1), in der täglichen Praxis und in den Ausle-

gungsprogrammen wird die additive Herstellung jedoch noch nicht explizit berücksichtigt. Eine 

geeignete Möglichkeit dazu wären beispielsweise eine Überprüfung der Zahnradgeometrie un-

ter Einbeziehung von Randbedingungen und Fertigungstoleranzen von AM-Verfahren (mini-

male Wandstärke, Pulverkorngröße, erreichbare Auflösung etc.) und eine direkte Ausgabe der 

Zahnradgeometrien als STL-Datei, ohne Umwege über CAD-Systeme. 

Gerade bei komplexen Vorgängen wie dem Entwurf einer Zahnradstufe oder eines Zahnradge-

triebes, bietet es sich an, einzelne Schritte im Sinne eines Knowledge Engineering (KE, dt. 

Wissensmodellierung) zu automatisieren. Dazu wird notwendiges Fachwissen aus Lehr- und 

Konstruktionshandbüchern gemeinsam mit Expertenwissen, Fertigungstoleranzen und Werk-

stoffeigenschaften in einem Konstruktionsalgorithmus implementiert, um den Entwurfsprozess 

auf diese Weise zu beschleunigen. (Schotborgh et al., 2009) 

3 Konzept und eigener Ansatz 

In dieser Arbeit wird ein Konzept für den automatischen Entwurf von Stirnradstufen vorgestellt. 

Basierend auf wenigen Parametern soll es Benutzern mit technischem Grundverständnis er-

möglicht werden, einfache Stirnradstufen in kurzer Zeit zu entwerfen und additiv zu fertigen. 

Ziel ist es dabei nicht, optimierte Getriebe zu entwickeln und über Festigkeitsnachweise die 

Lebensdauer zu bestimmen, sondern eine Idee schnell und einfach als Funktionsmuster umzu-

setzen. Um die Herstellbarkeit zu gewährleisten, werden Fertigungstoleranzen, Randbedingun-

gen und Materialkennwerte eines gewünschten AM-Verfahrens automatisch berücksichtigt.  

Die Umsetzung des Konzepts wird in dieser Arbeit auf Stirnradstufen und eine Fertigung mit-

tels SLS auf einer Anlage des Typs Formiga P100 mit dem biokompatiblen Polyamid PA2200 

(EOS GmbH, Krailling, Deutschland) eingeschränkt. Für das SLS werden dreidimensionale 

Oberflächenmodelle der benötigten Zahnräder und Wellen berechnet. Zusätzlich wird auch ein 

Ansatz vorgestellt, zweidimensionale Konturen zum Laserschneiden zu berechnen, der aller-

dings nicht näher betrachtet wird.  

Die Konstruktionsalgorithmen werden in Matlab R2015b (The Mathworks Inc., Naticks, MA, 

USA) implementiert, als Teil einer Matlab-Toolbox für das automatisierte Konstruieren, die am 

MIMED entwickelt wurde und über 900 Funktionen zur Verfügung stellt (SG-Library, Lueth, 

2015).  

3.1 Statische Konzeptbeschreibung 

Ausgangspunkt ist ein Benutzer mit technischem Grundverständnis, der eine Stirnradstufe ent-

werfen und ein Funktionsmuster bzw. einen funktionalen Prototypen mit AM-Verfahren her-

stellen möchte. Anhand weniger, leicht verständlicher Parameter definiert er die Eigenschaften 

der Stirnradstufe und wählt ein AM-Verfahren samt Material aus. Diese Vorgaben werden von 

einem Konstruktionsalgorithmus verarbeitet. Als Berechnungsergebnis erhält der Benutzer 

dreidimensionale Oberflächenmodelle der Zahnräder und Wellen der Stirnradstufe in einer 
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STL-Datei, die für die Herstellung mit dem gewünschten AM-Verfahren und Material optimiert 

und überprüft worden sind. Die benötigten Bauteile der Stirnradstufe können additiv hergestellt, 

nachbearbeitet und montiert werden. 

 
Abbildung 3.1: Konzept der automatisierten Konstruktion von Zahnradgetrieben. 

3.2 Dynamische Konzeptbeschreibung 

Zentraler Bestandteil sind Konstruktionsalgorithmen, mit denen die Oberflächenmodelle ver-

schiedener Zahnradarten mit Evolventenverzahnung oder Zykloiden-Kurvenscheiben berech-

net werden können. Diese sind zunächst auf Stirnräder, Hohlräder, Kegelräder, Zylinderschne-

cken, Zahnstangen und Welle-Nabe-Verbindungen beschränkt. Die Evolventenverzahnungen 

können je nach Zahnradart als Gerad-, Schräg-, Bogen- oder Pfeilverzahnung ausgeführt wer-

den. Für die Berechnung des Oberflächenmodells eines Zahnrads werden anhand vorgegebener 

Bestimmungsgrößen zunächst die Stützpunkte der zweidimensionalen Kontur im Stirnschnitt 

berechnet. Die Kontur kann vervielfältigt und entlang der Zahnradbreite verschoben werden, 

um die Stützpunkte eines dreidimensionalen Zahnradmodells zu erzeugen. Vernetzt man die 

Stützpunkte zu Dreiecksflächen, erhält man ein Oberflächenmodell des Zahnrads.  

Zur Herstellung der Zahnräder können mit den berechneten Stützpunkten zwei Dateiformate 

generiert werden. Für das Laserschneiden von 2D-Konturen bzw. 2½D-Modellen, wie gerad-

verzahnte Stirnräder oder Zahnstangen, werden die Stützpunkte der Kontur im Stirnschnitt mit 

Geradenstücken verbunden und in eine SVG-Datei geschrieben. Für eine Herstellung mittels 

AM-Verfahren werden die Stützpunkte der 3D-Modelle und die Indexliste, die die Vernetzung 

der Stützpunkte zu Dreiecksflächen beschreibt, in eine STL-Datei geschrieben. 

Um die Herstellbarkeit mit AM-Verfahren zu überprüfen, werden die berechneten Oberflächen-

modelle hinsichtlich Fertigungstoleranzen und Randbedingungen des gewünschten AM-Ver-

fahrens und Materials analysiert. So wird beispielsweise überprüft, ob minimale Wandstärken 

und Spaltmaße eingehalten werden. 

Konstruktions- 

Algorithmus 

 Getriebeeigenschaften 

 Herstellungsverfahren 

 Material 

Herstellung mittels AM-Verfahren 

STL-Datei  
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Diese Konstruktionsalgorithmen werden verwendet, um eine Stirnradstufe auf Basis weniger 

Parameter, wie Übersetzung, Drehzahl oder Achslagen im Raum, automatisiert zu entwerfen. 

Dazu wird im Sinne des KE Wissen aus den folgenden Bereichen in einem Konstruktionsalgo-

rithmus abgebildet (vgl. z. B. Schotborgh et al., 2009): 

 Lehrbuchwissen, d. h. Berechnungsvorschriften und geometrische Zusammenhänge, 

die man in der gängigen Literatur nachschlagen kann, 

 Experten- bzw. Erfahrungswissen und  

 Konstruktionsrichtlinien für AM-Verfahren. 

Folgende Größen werden vorgegeben: 

 Bewegungsübertragung, bestehend aus 

o Grundlegenden Abmessungen, wie Achsabstand oder Kreuzungswinkel, und 

o Leistungskennzahlen, wie Übersetzung, Drehzahl oder Drehmoment. 

 AM-Verfahren samt Material und damit 

o Fertigungstoleranzen, wie Auflösung in der Ebene, Schichthöhe, minimale 

Wandstärke und Spaltbreite, 

o Materialkennwerte, wie E-Modul, Reibungskoeffizient oder Pulverkorngröße. 

Zuerst werden die Bestimmungsgrößen der Zahnräder an An- und Abtrieb ermittelt, die Ober-

flächenmodelle berechnet und deren Herstellbarkeit überprüft. Über das vorgegebene Drehmo-

ment werden die Tragfähigkeit der Verzahnung abgeschätzt und die Wellen ausgelegt. Die 

Oberflächenmodelle werden abschließend in eine STL-Datei gespeichert und können additiv 

gefertigt werden. 

4 Konstruktionsalgorithmen für Zahnradarten 

In diesem Kapitel werden die mathematischen Modellierungen verschiedener Zahnradarten und 

Zahnnaben beschrieben, die aus zweidimensionalen Konturen und dreidimensionalen Stütz-

punkten bestehen und als SVG- oder STL-Datei gespeichert werden können. Nach einer Ein-

führung in die Grundlagen der SG-Library mit den darin verwendeten Datenstrukturen wird der 

Aufbau von SVG- und STL-Dateien beschrieben und erklärt, wie man diese aus berechneten 

Stützpunkten mit den Datenstrukturen der SG-Library erzeugen kann.  

Darauf aufbauend wird dargestellt, wie man die Stützpunkte verschiedener, evolventisch ver-

zahnter Zahnradarten berechnet und daraus dreidimensionale Oberflächenmodelle erzeugt. An-

schließend wird ein Ansatz vorgestellt, wie man eine Stirnradstufe anhand weniger Vorgaben 

automatisiert für die Herstellung mittels SLS entwirft und die notwendigen Zahnradmodelle 

auf ihre Herstellbarkeit überprüft. 
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4.1 Grundlagen  

4.1.1 SG-Library 

In der SG-Library (Lueth, 2015) werden verschiedene Datenstrukturen in der zweidimensiona-

len Ebene und im dreidimensionalen Raum verwendet.  

In der Ebene werden Punkte mit xy-Koordinaten als PL (Point-List) mit der Dimension [𝑛 × 2] 
beschrieben. Eine Kontur entsteht, indem die Punkte der Liste der Reihe nach miteinander ver-

bunden werden. Um die Verbindung zwischen dem letzten und dem ersten Punkt herzustellen 

und so die Kontur zu schließen, werden in der SG-Library sogenannte CPL (Closed-Polygon-

List) verwendet, die man erhält, wenn man den ersten Punkt der PL kopiert und am Ende der 

PL einfügt. Eine PL kann die Stützpunkte mehrerer Konturen enthalten, die mit Zeileneinträgen 

vom Typ NaN (vgl. IEEE 754) voneinander getrennt werden. Um die Stützpunkte einer PL 

miteinander zu verbinden, werden die Kanten mit einer EL (Edge-List) definiert. Diese enthält 

pro Zeile die Indizes zweier Punkte der PL, die in dieser Reihenfolge zu einer Kante verbunden 

werden.  

Im dreidimensionalen Raum werden Punkte mit xyz-Koordinaten als VL (Vertex-List) mit der 

Dimension [𝑛 × 3] beschrieben. Um mit diesen Stützpunkten Oberflächen zu beschreiben, wer-

den jeweils drei Punkte zu einer Dreiecksfläche vernetzt. Diese sind in der FL (Facet-List) de-

finiert, die pro Zeile die Indizes von drei Punkten aus der VL enthält, die in dieser Reihenfolge 

zu einem Dreieck verbunden werden. Da für die Beschreibung eines Oberflächenmodells im-

mer VL und FL notwendig sind, werden diese als SG (Solid Geometry) in einer gemeinsamen 

Datenstruktur zusammengefasst. Neben VL und FL können SGs auch weitere Informationen 

enthalten. 

Die für diese Arbeit relevanten Datenstrukturen sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Weitere Infor-

mationen und Anwendungsbeispiele werden von Lueth & Irlinger (2013) beschrieben.  

Tabelle 4.1: Datenstrukturen der SG-Library zur Beschreibung von Konturen und Oberflächen 

Dimension Punkte Ränder 

2D  

(xy-Koordinaten, [𝑛 × 2]) 
PL  

(Point-List) 

CPL  

(Closed-Polygon-List) 

EL  

(Edge-List) 

3D  

(xyz-Koordinaten), [𝑛 × 3]) 
VL  

(Vertex-List) 

FL  

(Facet-List) 

4.1.2 SVG-Dateien  

SVG-Dateien (Scalable Vector Graphic, dt.: skalierbare Vektorgraphik) werden dazu verwen-

det, Grafiken mit Vektoren bzw. Vektorzügen zu definieren. Einige Basiselemente sind Texte, 

Linien, Kreise, Ellipsen oder Vierecke (Tabelle 4.2). Diese Elemente sind in einer SVG-Datei 

im XML-Format (Extensible Markup Language, dt.: erweiterbare Auszeichnungssprache) hie-

rarchisch strukturiert. Weitere Informationen sind auf den Internetseiten des World Wide Web 

Consortium (W3C) zu finden, das für die Standardisierung des SVG-Formats und weiterer 

Techniken zuständig ist. (World Wide Web Consortium, 2011) 

Im Unterschied zu Rastergrafiken sind Vektorgrafiken ohne Qualitätsverluste beliebig skalier-

bar. Bei Rastergrafiken hat ein Bild eine feste Auflösung von 𝑥 ⋅ 𝑦 Pixeln, wobei die Eigen-
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schaften jedes Pixels einzeln definiert sind. Vergrößert man eine Rastergrafik, wird jeder ein-

zelne Pixel gestreckt. Vektorgrafiken bestehen nicht aus einzelnen Bildpunkten, sondern aus 

Vektorelementen mit Start-, End- oder Mittelpunkten, Farben, Liniendicken und Radien. Für 

die Ausgabe am Bildschirm werden die einzelnen Elemente interpretiert und dargestellt. Eine 

SVG-Datei besteht aus ASCII-Zeichen und ist aufgebaut aus: 

 einem Header, der Informationen über die verwendete SVG-Version enthält und damit 

spezifiziert, wie die hierarchisch geordneten Elemente zu interpretieren sind, 

 der Definition einer sogenannten View-Box, die einen rechteckigen Zeichenbereich mit 

eigenem Koordinatensystem festlegt und 

 einer Liste an Elementen, die die eigentliche Grafik definieren. 

Tabelle 4.2: Grundformen zur Definition von Grafiken im SVG-Format 

Bezeichnung Beschreibung Beispiel 

<rect> Rechteck 

 

<circle> Kreis 

 

<ellipse> Ellipse 

 

<line> Linie 

 

<polygon> Linienzug, geschlossen,  

mit mindestens drei Seiten 

 

<polyline> Linienzug, in der Regel 

nicht geschlossen 

 

<path> Pfad, Stützpunkte verkettet 

mit Linien, elliptischen Bö-

gen, Bézier-Kurven  

<text> Text 

 

<stroke> Linienstil  Width (Linienstärke) 

 Linecap (Linienenden) 

 Dasharray (Strichpunkt) 

<color> Farben Es gibt verschiedene Möglichkeiten, die Farben von 

Linien oder Flächen in SVG-Dateien zu definieren, 

z. B. für eine rote Linie mit den Grundfarben Rot, 

Grün und Blau: 

stroke="rgb(255,0,0)" 
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Möchte man eine Schnittkontur in einer SVG-Datei speichern, verwendet man die Punkte einer 

PL oder CPL, um einen Linienzug mit <polyline> zu definieren. Neben den x-y-Koordina-

ten der Punkte benötigt man Informationen über Farbe, Stärke und Füllung der Linie. 

Da der Fokus dieser Arbeit auf der Herstellung von Zahnrädern mittels SLS liegt, wird hier nur 

gezeigt, wie verschiedene Schnittfarben eingesetzt werden, um eine SVG-Datei für einen La-

sercutter vom Typ Speedy 400 flexx (Trotec Laser GmbH, Wels, Österreich) zu erzeugen. In 

der SVG-Datei haben Schnittkonturen für diesen Lasercutter standardmäßig eine Breite von 

0,01 mm, keine Füllung und eine der 16 Prozessfarben aus Tabelle 4.3, die nacheinander abge-

arbeitet werden. Die erste Prozessfarbe (schwarz) ist dabei für Gravieren reserviert. Die übrigen 

Farben können zum Gravieren oder Schneiden verwendet werden. Ein Beispiel einer SVG-

Datei mit Auszug des ASCII-Codes ist in Abbildung 4.1 zu sehen. 

Tabelle 4.3: Prozessfarben des Lasercutters Speedy 400 flexx 

# 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

                

R 0 255 0 51 0 0 0 0 153 153 102 102 153 255 255 255 

G 0 0 0 102 255 255 153 102 153 102 51 0 0 0 102 255 

B 0 0 255 255 255 0 51 51 51 51 0 102 204 255 0 0 

 
Abbildung 4.1: Beispiel einer SVG-Datei. Rechts die graphische Darstellung. Links ein Auszug aus dem 

Quelltext mit Header <svg> und der Definition des roten Rechtecks als <polyline>. Mit dem Element 

<g> können mehrere Elemente gruppiert werden. 

Bei der Verwendung eines Lasercutters ist darauf zu achten, dass innen liegende Konturen vor 

außen liegenden Konturen geschnitten werden. Ansonsten kann es passieren, dass bei einem 

Zahnrad zuerst die Außenkontur mit der Verzahnung geschnitten wird, das Zahnrad in dem 

entstandenen Schnittspalt verrutscht und die erst danach geschnittene Bohrung nicht mehr 

mittig sitzt. Die in Abbildung 4.1 gezeigten Rechtecke wurden mit folgendem Skript erzeugt 

und mit der Funktion PLwriteSVG als SVG-Datei gespeichert:  

 
CPL = CPLofPL(PLsquare(3,4)); 

for i=2:3 

    CPLtmp = CPLofPL(PLsquare(3*i,4*i)); 

    CPL = [CPL; NaN NaN; CPLtmp]; 

end 

PLwriteSVG(CPL,'fName','example','lineWidth',0.1,'rgbStart',1,'sort',1); 

<svg version="1.1" 

 xmlns="http://www.w3.org/2000/svg" 

 width=" 12.400mm" height="  9.400mm" 

 viewBox="0 0  12.400   9.400" > 

<g> 

<polyline 

  fill="none" 

  stroke-width="0.100mm" 

  stroke="rgb(255,0,0)" 

  points=" 

     1.700,  2.200 

     7.700,  2.200 

     7.700, 10.200 

     1.700, 10.200 

     1.700,  2.200" /> 

</g> 

</svg>  
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4.1.3 STL-Dateien 

Der Quasi-Standard zur Übertragung dreidimensionaler Modelle in der additiven Fertigung ist 

das STL-Format, das 1988 von der Firma 3D-Systems (Rock Hill, SC, USA) für ihre Stereo-

lithographie-Anlagen eingeführt wurde, woher auch die Abkürzung STL für STereoLithogra-

phie stammt.  

In einer STL-Datei werden dreidimensionale Körper mit Dreiecksflächen beschrieben. Jede 

Dreiecksfläche (engl.: facet) wird durch ihre drei Eckpunkte (engl.: vertex) und ihren Einheits-

Normalenvektor beschrieben. Die Reihenfolge der Eckpunkte definiert, wie in Abbildung 4.2 

dargestellt, über die Rechte-Hand-Regel die Orientierung des Normalenvektors. Die Reihen-

folge der Eckpunkte ist so zu wählen, dass der Normalenvektor von der Körperoberfläche nach 

außen zeigt. Diese Informationen werden in der STL-Datei für jede Dreiecksfläche einzeln de-

finiert. STL-Dateien können im ASCII- oder im Binär-Format gespeichert werden.  

Im ASCII-Format beginnt eine STL-Datei immer mit dem Schlagwort solid, gefolgt vom Na-

men des Objekts. Anschließend werden für jede Dreiecksfläche die Koordinaten des Norma-

lenvektors (facet normal) und der Eckpunkte in der entsprechenden Reihenfolge (outer loop) 

angegeben. Das Ende der STL-Datei ist durch das Schlagwort endsolid und dem Namen des 

Objekts gekennzeichnet. 

Im Binär-Format werden diese Informationen platzsparender gespeichert. Nach einem Header 

mit 80 Byte (der nicht mit dem Schlagwort solid beginnen darf) wird die Gesamtzahl der Drei-

ecksflächen angegeben. Anschließend folgen für jedes Dreieck die Koordinaten des Normalen-

vektors und der drei Eckpunkte. Am Ende steht eine positive Zahl von 2 Byte Länge (attribute 

byte count), die heutzutage keine besondere Bedeutung mehr hat und daher standardmäßig auf 

den Wert Null gesetzt ist. 

 
Solid NAME 

 

  facet normal 𝑥𝑛 𝑦𝑛 𝑧𝑛 
    outer loop 

      vertex 𝑥𝐏1  𝑦𝐏1  𝑧𝐏1 

      vertex 𝑥𝐏2  𝑦𝐏2  𝑧𝐏2 

      vertex 𝑥𝐏3  𝑦𝐏3  𝑧𝐏3 
    endloop 

  endfacet 

 

endsolid NAME 

UINT [80] (Header) 

UINT32 (N Dreiecke) 

 

  REAL32[3] (𝐧) 

  REAL32[3] (𝐩1) 

  REAL32[3] (𝐩2) 

  REAL32[3] (𝐩3) 
  UINT16 (attribute 

   byte count) 

 

Abbildung 4.2: Beschreibung von Oberflächenmodellen mit Dreiecksflächen in einer STL-Datei am Beispiel 

eines Dreiecks (rechts) im ASCII-Format (links) und im Binär-Format (Mitte). 

In der SG-Library werden dreidimensionale Objekte als SG gespeichert, die eine Liste mit den 

Eckpunkten VL und eine Index-Liste FL zur Vernetzung zu Dreiecksflächen enthält. Im fol-

genden Beispiel wird das Oberflächenmodell eines Zahnrads erzeugt und mit der Funktion 

SGwriteSTL als STL-Datei im Binär-Format gespeichert:  

 
SG = SGgearSpur('module',1, 'teeth',13, 'width',5); 

SGwriteSTL(SG,'example'); 

𝐩1 

𝐩2 

𝐩3 

𝐧 
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4.2 Modellierung der Zahnräder 

In diesem Abschnitt wird die mathematische Modellierung von Zahnstangen, innen- und au-

ßenverzahnten Stirnrädern, Kegelrädern und Zylinderschnecken mit evolventischer Verzah-

nung sowie von Zykloiden-Kurvenscheiben und verschiedenen Welle-Nabe-Verbindungen be-

schrieben. Neben der Berechnung der Stützpunkte wird gezeigt, wie diese zu Dreiecksflächen 

vernetzt werden, um die Oberflächenmodelle zu erzeugen, die für die additive Fertigung in 

einer STL-Datei gespeichert werden.  

4.2.1 Vereinfachungen und grundlegende Bestimmungsgrößen 

Für die Implementierung der Konstruktionsalgorithmen werden für einige Größen Standard-

werte laut Norm verwendet und folgende Vereinfachungen getroffen:  

 Da in dieser Arbeit Zahnräder für die Verwendung in Funktionsmustern gesintert wer-

den, die für eine Bewegungsübertragung bei geringen Belastungen ausgelegt sind, wer-

den Zahnfußrundungen für eine einfachere Modellierung zunächst nicht berücksichtigt.  

 Eine Profilverschiebung wird nicht explizit berücksichtigt. In der Implementierung der 

Algorithmen wird jedoch die Möglichkeit vorgesehen, den Eingriffswinkel anzupassen, 

wodurch Zahnformen wie in Abbildung 4.3 dargestellt beschrieben werden können. Im 

Unterschied zur spanenden Herstellung mit genormten Bezugsprofilen, lassen sich mit 

den werkzeuglosen AM-Verfahren beliebige Moduln herstellen. So können beliebige 

Achsabstände ohne eine Profilverschiebung realisiert werden. 

 
Abbildung 4.3: Auswirkung der Profilverschiebung auf die Zahnform eines außenverzahnten Stirnrads mit 

𝒛 = 𝟏𝟒 Zähnen. (Entnommen aus Roth, 1989, S. 44) 

Zur Beschreibung von Zahnrädern werden verschiedene Bestimmungsgrößen verwendet, die in 

Abbildung 4.4 und Abbildung 4.5 dargestellt sind. Ein Zahnrad wird unter anderem durch die 

Zähnezahl 𝑧, die Breite 𝑏 und verschiedene Durchmesser beschrieben. Die Durchmesser von 

Fußkreis 𝑑𝑓 = 2 ⋅ 𝑟𝑓 und Kopfkreis 𝑑𝑎 = 2 ⋅ 𝑟𝑎 begrenzen die Zähne nach innen und außen. Bei 

Zahnrädern mit evolventischer Verzahnung ist der Grundkreis mit Durchmesser 𝑑𝑏 derjenige, 

an dem die Evolvente abgewickelt wird, die die Zahnflanke beschreibt (näheres dazu in Kapi-
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tel 4.4). Befinden sich zwei Zahnräder gegenseitig im Eingriff, berühren sich die beiden Teil-

kreise 𝑑 = 2 ⋅ 𝑟 tangential in einem Punkt. Der Achsabstand 𝑎 zweier Zahnräder ist über deren 

Teilkreisdurchmesser definiert: 

𝑎 =
𝑑1 + 𝑑2
2

 (4-1) 

Mit Änderung des Teilkreisdurchmessers bei konstanter Zähnezahl, ändert sich die Größe der 

Zähne. Dieser Zusammenhang wird mit dem Modul 𝑚 beschrieben: 

𝑚 =
𝑑

𝑧
 (4-2) 

Mit dem Modul lässt sich auch der Abstand zweier benachbarter Zähne am Teilkreis angeben, 

die sogenannte Teilung 𝑝, die sich aus Zahndicke 𝑠 und Zahnlückenweite 𝑒 zusammensetzt: 

𝑝 = 𝑚 ⋅ 𝜋 = 𝑠 + 𝑒 (4-3) 

 
Abbildung 4.4: Geometrische Grundgrößen an einem evolventisch verzahnten Stirnrad. (Entnommen aus 

Steinhilper & Sauer, 2012 DIN ISO 21771, S. 397) 

Der Eingriffswinkel 𝛼 ist der Winkel, bei dem unter Kontakt zweier Zahnflanken im Teilkreis 

der Kraftvektor senkrecht auf der Zahnflanke steht. Damit wird auch das Verhältnis zwischen 

Grundkreis und Teilkreis bestimmt: 

cos 𝛼 =
𝑑𝑏
𝑑

 (4-4) 

Verlaufen die Zahnflanken parallel zur Radachse, spricht man von einer Geradverzahnung. 

Sind die Zahnflanken entlang der Breite um die Radachse verschraubt, spricht man von einer 

Schrägverzahnung, die mit dem Schrägungswinkel 𝛽 beschrieben wird.  

Das Bezugsprofil für Schrägverzahnungen, in dem Größen wie Modul oder Eingriffswinkel 

angegeben werden, ist immer der Normalschnitt (Abbildung 4.5). Im Normalschnitt angege-

bene Größen werden mit dem Index 𝑛 gekennzeichnet. Neben dem Normalschnitt gibt es den 

Stirnschnitt, dessen Größen mit dem Index 𝑡 gekennzeichnet werden. Zwischen Größen im 

Normal- und Stirnschnitt besteht folgender Zusammenhang: 

cos 𝛽 =
Normalschnitt

Stirnschnitt
 (4-5) 
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Abbildung 4.5: Darstellung des Eingriffswinkels 𝜶 im Stirnschnitt (1, 𝜶𝒕) und Normalschnitt (3, 𝜶𝒏) einer 

Bezugs-Zahnstange mit Schrägungswinkel 𝜷 und Breite 𝒃 (2). Das Bezugsprofil (4) ist das Profil im Nor-

malschnitt (3). (Entnommen aus DIN ISO 21771, S. 22) 

4.3 Zahnstange 

Eine Zahnstange ist das Bezugsprofil und das Herstellungswerkzeug eines Zahnrads mit Evol-

ventenverzahnung. Die Geometrie entspricht einem Zahnrad mit unendlich großem Durchmes-

ser, bei dem die evolventischen Zahnflanken in Geraden übergehen. Wichtige Grundgrößen im 

Stirnschnitt (Abbildung 4.6) werden mit den Standardwerten ℎ𝑓
∗ = 1 und 𝑐∗ = 0,25 nach DIN 

ISO 21771 berechnet.  

𝑠𝑃 = 𝑒𝑃 =
𝑝

2
=
𝑚 ⋅ 𝜋

2
 (4-6) 

ℎ𝑎𝑃 = ℎ𝑎
∗ ⋅ 𝑚 (4-7) 

ℎ𝑓𝑃 = (ℎ𝑓
∗ + 𝑐∗) ⋅ 𝑚 = 1,25 ⋅ 𝑚 (4-8) 

ℎ𝑃 = ℎ𝑎𝑃 + ℎ𝑓𝑃 (4-9) 

 
Abbildung 4.6: Geometrische Größen an einer Zahnstange als Bezugsprofil für evolventisch verzahnte 

Stirnräder. (Entnommen aus DIN 867, S. 2) 

Die Höhen an der Zahnstange werden in Analogie zum Zahnrad für die spätere Implementie-

rung mit 𝑑, 𝑑𝑓 und 𝑑𝑎 bezeichnet (Abbildung 4.7): 

𝑑 = 𝑑𝑓 + ℎ𝑓𝑃 (4-10) 

𝑑𝑎 = 𝑑𝑓 + ℎ𝑓𝑃 + ℎ𝑎𝑃 (4-11) 

Die Zahnkopfdicke 𝑠𝑎 und die Lückenweite 𝑒𝑓 am Zahnfuß betragen mit den Gleichungen 

(4-14) und (4-15): 

𝑠𝑎 = 𝑠𝑃 − 2 ⋅ �̃�𝑎𝑃 (4-12) 

𝑒𝑓 = 𝑠𝑃 − 2 ⋅ �̃�𝑓𝑃 (4-13) 
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�̃�𝑎𝑃 = ℎ𝑎𝑃 ⋅ tan 𝛼 (4-14) 

�̃�𝑓𝑃 = ℎ𝑓𝑃 ⋅ tan 𝛼 (4-15) 

Die Stützpunkte auf der Kontur nach Abbildung 4.7 können mit den folgenden Gleichungen 

berechnet werden: 

𝐚 = (
𝑥𝑎
𝑦𝑎
) = (

0
𝑑𝑓
) (4-16) 

𝐛 = (
𝑥𝑏
𝑦𝑏
) = (

0,5 ⋅ (𝑒𝑃 − �̃�𝑓𝑃)

𝑑𝑓
) (4-17) 

𝐜 = (
𝑥𝑐
𝑦𝑐
) = (

𝑥𝑏 + �̃�𝑓𝑃 + �̃�𝑎𝑃
𝑑𝑎

) (4-18) 

𝐝 = (
𝑥𝑑
𝑦𝑑
) = (

𝑥𝑐 + 𝑠𝑎
𝑑𝑎

) (4-19) 

𝐞 = (
𝑥𝑒
𝑦𝑒
) = (

𝑥𝑑 + �̃�𝑎𝑃 + �̃�𝑓𝑃
𝑑𝑓

) (4-20) 

Mit diesen Punkten ist das Profil des ersten Zahns auf der Zahnstange vollständig beschrieben. 

Wenn nach rechts weitere Zähne folgen, werden die Punkte 𝐛, 𝐜, 𝐝, 𝐞 für jeden der Zähne ko-

piert und jeweils um die Teilung 𝑝 nach rechts verschoben.  

Der letzte Punkt auf der Oberseite der Zahnstange ist Punkt 𝐟. Eine Zahnstange besteht aus  

𝑛 = ⌊𝑙 𝑝⁄ ⌋ vollständigen Zähnen. Je nach gewünschter Länge 𝑙 kann sich am Ende ein unvoll-

ständiger Zahn befinden (𝑧 ∈ ℝ+), der die Restlänge Δ𝑙 ausmacht: 

Δ𝑙 = mod (
𝑙

𝑝
) (4-21) 

Mit dieser Restlänge können die verschiedenen Fälle für die Koordinaten von Punkt 𝐟 unter-

schieden und fehlende Kopien der Punkte 𝐛, 𝐜, 𝐝, 𝐞 ergänzt werden: 

Fall 1: 0 ≤ Δ𝑙 ≤ 𝑥𝑏 → 𝐟 = (
𝑙
𝑑𝑓
) (4-22) 

Fall 2: 𝑥𝑏 < Δ𝑙 < 𝑥𝑐 → 𝐛′ ergänzen, 𝐟 = (
𝑙

𝑑𝑓 + (Δ𝑙 − 𝑥𝑏)/ tan(𝛼)
) (4-23) 

Fall 3: 𝑥𝑐 ≤ Δ𝑙 ≤ 𝑥𝑑 → 𝐛′, 𝐜′ ergänzen, 𝐟 = (
𝑙

𝑑𝑓 + ℎ𝑃
) (4-24) 

Fall 4: 𝑥𝑑 < Δ𝑙 < 𝑥𝑒 → 𝐛′, 𝐜′, 𝐝′ ergänzen, 𝐟 = (
𝑙

𝑑𝑎 − (Δ𝑙 − 𝑥𝑑)/tan (𝛼)
) (4-25) 

Fall 5: 𝑥𝑒 ≤ Δ𝑙 < 𝑝 → 𝐛′, 𝐜′, 𝐝′, 𝐞′ ergänzen, 𝐟 = (
𝑙
𝑑𝑓
) (4-26) 

Um die Kontur zu schließen, müssen die beiden Stützpunkte an der Unterseite ergänzt werden: 

𝐠 = (
𝑥𝑔
𝑦𝑔
) = (

𝑙
0
) (4-27) 

𝐡 = (
𝑥ℎ
𝑦ℎ
) = (

0
0
) (4-28) 
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Die Kontur der Zahnstange wird mit den Werten im Stirnschnitt erzeugt. Bei falsch gewählten 

Eingriffswinkeln kann es vorkommen, dass die Zahnfüße von benachbarten Zähnen 

miteinander verwachsen oder die Zahnköpfe zunächst spitz werden und sich anschließend die 

Zahnflanken eines Zahns überschneiden. Die untere Grenze wird auf 𝛼𝑡,𝑚𝑖𝑛 = 5° gesetzt. Die 

obere Grenze des Eingriffswinkels 𝛼𝑡,𝑚𝑎𝑥 im Stirnschnitt erhält man mit 𝑠𝑎𝑡 ≥ 0 und 𝑒𝑓𝑡 ≥ 0: 

𝛼𝑡 ≤ min(atan (
𝜋

4 ⋅ ℎ𝑎∗ ⋅ cos 𝛽
) , atan (

𝜋

4 ⋅ (ℎ𝑓
∗ + 𝑐∗) ⋅ cos 𝛽

)) (4-29) 

 
Abbildung 4.7: Skizze zur Berechnung der Zahnstangenkontur. 

Mit diesen Stützpunkten ist die Kontur der Zahnstange vollständig beschrieben und kann als 

CPL gespeichert werden. Als nächstes wird die Kontur dazu verwendet, das dreidimensionale 

Oberflächenmodell einer geradverzahnten Zahnstange zu erzeugen. Zunächst werden mit der 

CPL die vordere und hintere Fläche der Zahnstange beschrieben (Abbildung 4.8). Dazu wird 

die CPL kopiert und die z-Koordinate ergänzt, 𝑧 = +𝑏 2⁄  für VLfront und 𝑧 = −𝑏 2⁄  für 

VLback. Anschließend werden die beiden Punklisten VLfront und VLback als VL zusammen-

gefasst. In dieser VL stehen die xyz-Koordinaten von Punkt 1 in Zeile 1, die von Punkt 2 in 

Zeile 2 etc. Die Kontur der Vorderseite wird dann beschrieben mit den Punkten in den Zeilen 

1 bis 𝑁 und die der Rückseite mit den Punkten in den Zeilen 𝑁 + 1 bis 2𝑁.  

 
Abbildung 4.8: Beschreibung der Oberfläche einer Zahnstange mit Breite 𝒃 durch die beiden Punktlisten 

VLfront und VLback. 

Die Oberflächen der verschiedenen Seiten können jetzt definiert werden, indem man die Punkte 

der VL zu Dreiecksflächen verbindet. Dies geschieht, indem man die Indizes der Punkte in 

einer separaten Facet-Liste FL speichert, wobei die Rechte-Hand-Regel beachtet werden muss 

(vgl. Kapitel 4.1.3). Die sechs Seiten der Zahnstange werden mit den Listen FLleft, FLright, 

FLbottom, FLtop, FLfront und FLback beschrieben (vgl. Abbildung 4.9), die später zu einer 

gemeinsamen Indexliste FL zusammengefasst werden. Die ersten drei Listen beschreiben mit 

𝑒𝑓       𝑠𝑎 

𝐟𝟒 

𝐟𝟏 

𝐟𝟐 

1  2   3     4   5 

𝐚      𝐛          𝐞        𝐛′         𝐞′                                                                          𝐟𝟓 

𝐡                                                                                                                      𝐠 

𝐜          𝐝         𝐜′        𝐝′ 
 

𝑑𝑓  𝑑   𝑑𝑎 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

�̃�𝑎𝑃 

�̃�𝑓𝑃 

𝛼 

𝐟𝟑 

VLback (𝑧 = −𝑏 2⁄ )  

VLfront (𝑧 = +𝑏 2⁄ )  

3 4 𝑁 − 5 𝑁 − 4 

𝑁 − 3 𝑁 − 2 

𝑁 − 1 𝑁 

1 2 5 6 

𝑥 

𝑦 

𝑧 
𝑏 

FLtop  

FLbottom 

FLleft FLright 

7 8 

9 
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jeweils zwei Dreiecken die linke, die rechte und die untere Seite der Zahnstange und sind wie 

folgt aufgebaut: 

FLleft = [
1 2𝑁 𝑁
1 𝑁 + 1 2𝑁

] (4-30) 

FLright = [
𝑁 − 2 𝑁 − 1 2𝑁 − 1
𝑁 − 2 2𝑁 − 1 2𝑁 − 2

] (4-31) 

FLbottom = [
𝑁 2𝑁 − 1 𝑁 − 1
𝑁 2𝑁 2𝑁 − 1

] (4-32) 

Die Oberseite FLtop besteht bereits aus 2 ⋅ (𝑁 − 3) Dreiecken bzw. 𝑖 = (𝑁 − 3) Zeilenpaaren. 

Die Zeilenpaare wiederholen sich, wobei sich die Indizes nach einem regelmäßigen Muster 

ändern. Die Indexliste für die ersten vier und letzten zwei Dreiecke sieht wie folgt aus: 

FLtop =

[
 
 
 
 
 
 
1 2 𝑁 + 2
1 𝑁 + 2 𝑁 + 1
2 3 𝑁 + 3
2 𝑁 + 3 𝑁 + 2
⋮ ⋮ ⋮

𝑁 − 3 𝑁 − 2 2𝑁 − 2
𝑁 − 3 2𝑁 − 2 2𝑁 − 3]

 
 
 
 
 
 

 

≙ [
𝑖 𝑖 + 1 𝑁 + 𝑖 + 1
𝑖 𝑁 + 𝑖 + 1 𝑁 + 𝑖
⋮ ⋮ ⋮

] , 𝑖 ∈ {1…𝑁 − 3} 

(4-33) 

Die Vorder- und Rückseite FLfront und FLback werden je nach Abschluss der Zahnstange am 

rechten Ende nach den Fallunterscheidungen (4-22) bis (4-26) mit einer unterschiedlichen An-

zahl an Dreiecken beschrieben. Sofern die Zahnstange mindestens einen vollständigen Zahn 

enthält, ist der Beginn der Indexlisten für die fünf verschiedenen Fälle jeweils gleich. Mit vier 

Dreiecken werden jeweils die Vorder- und Rückseite eines vollständigen Zahns beschrieben. 

Wie bei der Oberseite FLtop ändern sich die Indizes der ersten vier Zeilen nach einem bestimm-

ten Muster. Der Beginn der Indexliste für die ersten zwei Zähne am Beispiel der Vorderseite 

FLfront lautet: 

FLfront =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑁 2 1
𝑁 5 2
2 5 3
3 5 4
𝑁 6 5
𝑁 9 6
6 9 7
7 9 8
⋮ ⋮ ⋮ ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

≙

[
 
 
 
 
𝑁 𝑖 + 1 𝑖
𝑁 𝑖 + 4 𝑖 + 1
𝑖 + 1 𝑖 + 4 𝑖 + 2
𝑖 + 2 𝑖 + 4 𝑖 + 3
⋮ ⋮ ⋮ ]

 
 
 
 

, 𝑖 ∈ {1… ⌊𝑧⌋ − 1} 

(4-34) 

Für jeden vollständigen Zahn enthält der obere Teil der Indexliste FLfront vier Zeilen, d. h.  

𝑖 = ⌊𝑧⌋ − 1 Zeilenquadrupel. Je nach Fallunterscheidung lautet das Ende der Indexlisten: 
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Fall 1: FLfront = [
⋮ ⋮ ⋮
𝑁 𝑁 − 2 𝑁 − 3
𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 2

] (4-35) 

Fall 2: FLfront = [

⋮ ⋮ ⋮
𝑁 𝑁 − 3 𝑁 − 4
𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 3

𝑁 − 3 𝑁 − 1 𝑁 − 2

] (4-36) 

Fall 3: FLfront =

[
 
 
 
 

⋮ ⋮ ⋮
𝑁 𝑁 − 4 𝑁 − 5
𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 4

𝑁 − 4 𝑁 − 1 𝑁 − 3
𝑁 − 3 𝑁 − 1 𝑁 − 2]

 
 
 
 

 (4-37) 

Fall 4: FLfront =

[
 
 
 
 
 

⋮ ⋮ ⋮
𝑁 𝑁 − 5 𝑁 − 6
𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 5

𝑁 − 5 𝑁 − 2 𝑁 − 4
𝑁 − 4 𝑁 − 2 𝑁 − 3
𝑁 − 1 𝑁 − 2 𝑁 − 5]

 
 
 
 
 

 (4-38) 

Fall 5: FLfront =

[
 
 
 
 
 
 

⋮ ⋮ ⋮
𝑁 𝑁 − 6 𝑁 − 7
𝑁 𝑁 − 3 𝑁 − 6

𝑁 − 6 𝑁 − 3 𝑁 − 5
𝑁 − 5 𝑁 − 3 𝑁 − 4
𝑁 𝑁 − 2 𝑁 − 3
𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 2]

 
 
 
 
 
 

 (4-39) 

Die sechs Indexlisten der einzelnen Seiten werden anschließend zu einer gemeinsamen FL zu-

sammengefasst. Die auf diese Weise erzeugten Dreiecksflächen sind in Abbildung 4.9 für die 

verschiedenen Ansichten dargestellt. Die CPL der zweidimensionalen Kontur, die dreidimen-

sionale Punktliste VL der Stützpunkte der Oberfläche und die Indexliste FL zur Beschreibung 

der Dreiecksflächen werden als gemeinsame Struktur SG gespeichert. 

 
Abbildung 4.9: Dreiecksflächen zur Beschreibung der Oberfläche der Zahnstange und der verschiedenen 

Fälle für den rechten Rand. Bei den Seitenflächen FLleft und FLright ist der nicht geschnittene Teil der 

Zahnflanken von FLtop blass dargestellt. 

  FLtop 

 

 

FLleft 

 

FLfront – Fall 1 

 

FLright 

 

 FLbottom 

 

 

 FLfront – Fall 2 

 

FLfront – Fall 3 

 

FLfront – Fall 4 

  

FLfront – Fall 5 
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Bei einer schräg verzahnten Zahnstange mit Schrägungswinkel 𝛽 und Breite 𝑏 ist die Rück-

seite gegenüber der Vorderseite in x-Richtung um Δ𝑥 verschoben: 

Δ𝑥𝛽 = 𝑏 ⋅ tan𝛽 (4-40) 

Die Kontur wird mit den Werten im Stirnschnitt berechnet, d. h. 𝑚,𝛼, 𝑝, 𝑠𝑃, 𝑒𝑃, 𝑠𝑎, 𝑒𝑓 werden 

nach Gleichung (4-5) umgerechnet. Damit die Zahnstange am Ende die gewünschte Länge 𝑙 
nicht überschreitet, wird die Kontur für die korrigierte Länge von 𝑙 − Δ𝑥𝛽 berechnet und daraus 

die Vorderseite VLfront erstellt. Um das Oberflächenmodell einfach zu halten, wird außerdem 

auf die Fallunterscheidung am rechten Ende der Zahnstange verzichtet, d. h. für die Fälle 2, 3 

und 4 wird der unvollständige Zahn entfernt und durch ein Flaches Stück der Höhe 𝑑𝑓 ersetzt 

(Abbildung 4.10). Damit die Enden der Zahnstangen gerade und nicht schräg sind, müssen au-

ßerdem die x-Werte der Punkte 𝑁 − 2 und 𝑁 − 1 am rechten Ende von VLfront auf 𝑥 = 𝑙 und 

die x-Werte der Punkte 𝑁 + 1 und 2𝑁 am linken Rand von VLback auf 𝑥 = 0 gesetzt werden. 

 
Abbildung 4.10: Oberflächenmodell einer schräg verzahnten Zahnstange mit 𝜷 = 𝟑𝟎°. Der Zahn am rech-

ten Ende wurde für Fall 4 durch ein flaches Stück der Höhe 𝒅𝒇 ersetzt. 

Die Schrägverzahnung ist standardmäßig rechtssteigend. Möchte man eine linkssteigende Ver-

zahnung erzeugen, muss man die Vorder- und Rückseite miteinander vertauschen, d. h. die VL 

enthält zuerst VLback an der Stelle 𝑧 = 𝑏 2⁄  (anstatt 𝑧 = −𝑏 2⁄ ) und darauf folgend VLfront 

an der Stelle 𝑧 = −𝑏 2⁄  (anstatt 𝑧 = 𝑏 2⁄ ).  

a)  b)  
Abbildung 4.11: Zahnstange mit a) linkssteigender und b) rechtssteigender Schrägverzahnung. 

Im nächsten Schritt wird die vereinfachte Zahnstangenmodellierung (mit dem flachen Endstück 

bei unvollständigen Zähnen) dazu verwendet, mit der Funktion SGcut der SG-Library das 

Modell der vollständigen Zahnstange zu erzeugen. Dazu wird zunächst eine vereinfachte Zahn-

stange der Länge 𝑙 + Δ𝑥𝛽 + 𝑝 erzeugt (Abbildung 4.10). Am linken Rand enthält die Zahn-

stange entlang der x-Richtung von 0 bis Δ𝑥𝛽 nicht über die gesamte Breite 𝑏 die vollständige 

Verzahnung. Am rechten Rand wird dieser Bereich zusätzlich um eine Teilung 𝑝 verlängert. 

Damit liegt das flache Endstück mit unvollständigen Zähnen im abzuschneidenden Bereich. 

Die Funktion SGcut trennt eine SG mit einer Schnittebene senkrecht zur z-Achse in zwei 

Hälften. Die Zahnstange wird wie in Abbildung 4.12 zunächst um die y-Achse um 𝜑𝑦 = −90° 

gedreht und dann an den Stellen 𝑧1 = Δ𝑥 und 𝑧2 = Δ𝑥 + 𝑙 zerteilt. Um das Koordinatensystem 

wieder richtig zu orientieren, wird die zurechtgeschnittene Zahnstange um 𝜑𝑦 = 90° zurück 

gedreht und anschließend um 𝐭 = (−Δ𝑥 0 0)T verschoben. 
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a) b) c)  
Abbildung 4.12: Vorgehen zum Zurechtschneiden des vereinfachten Modells einer schrägverzahnten Zahn-

stange mit SGcut. a) Ausrichten entlang der z-Achse. b) Linkes Ende (rot) und rechtes Ende (grün) ab-

schneiden. c) Ausrichten entlang der x-Achse und Verschieben in den Ursprung. 

Um eine pfeilverzahnte Zahnstange mit Schrägungswinkel 𝛽𝑉 und Breite 𝑏 zu erzeugen, muss 

man zwischen Vorder- und Rückseite eine Zwischenebene VLmiddle einfügen, die gegenüber 

VLfront und VLback um Δ𝑥𝛽𝑉 verschoben ist: 

Δ𝑥𝛽𝑉 =
𝑏

2
⋅ tan𝛽𝑉 (4-41) 

Wie bei der schrägverzahnten Zahnstange wird die Kontur mit den Werten im Stirnschnitt be-

rechnet, d. h. 𝑚,𝛼, 𝑝, 𝑠𝑃 , 𝑒𝑃, 𝑠𝑎, 𝑒𝑓 werden nach Gleichung (4-5) umgerechnet und die korri-

gierte Länge 𝑙 − Δ𝑥𝛽𝑉 verwendet. Die Vorderseite VLfront und die Rückseite VLback sind bis 

auf die Position in z-Richtung identisch. VLfront liegt bei 𝑧 = +𝑏/2 und VLback bei  

𝑧 = −𝑏/2. Die Zwischenschicht VLmiddle wird analog zur Rückseite VLback der schrägver-

zahnten Zahnstange erzeugt und liegt bei 𝑧 = 0. Die Punktlisten haben wie zuvor beschrieben 

jeweils N Zeilen für 𝑁 Punkte und werden in der Reihenfolge VLfront, VLmiddle, VLback in 

einer gemeinsamen VL zusammengefasst. Die Vernetzung der Stützpunkte zu Dreiecksflächen 

geschieht für die Vorderseite FLfront nach den Gleichungen (4-34) bis (4-39). Für die Drei-

ecksflächen der Rückseite FLback müssen die Indizes wegen der Zwischenebene VLmiddle 

um +𝑁 erhöht werden. Die Seitenflächen FLleft und FLright sowie die Unterseite FLbottom 

haben durch die Zwischenebene vier statt zwei Dreiecke, d. h. die Indexlisten, wie sie bisher 

erzeugt wurden, decken nur die Flächen von 𝑧 = 0 bis 𝑧 = +𝑏/2 ab. Um die Flächen bis  

𝑧 = −𝑏/2 zu beschreiben, dupliziert man die Indexliste der entsprechenden Seite und erhöht 

die Indizes um 𝑁. Für die Oberseite ist das Vorgehen für das Erzeugen der hinteren Flächen 

von 𝑧 = 0 bis 𝑧 = −𝑏/2 etwas aufwendiger, da die Dreiecksflächen spiegelverkehrt zur Zwi-

schenebene orientiert sind (Abbildung 4.13). Die Indizes der Dreiecke für die beiden Hälften 

zur Beschreibung der Oberseite FLtopA und FLtopB lauten: 

FLtop𝛽 = [
FLtopA
FLtopB

] (4-42) 

FLtopA =

[
 
 
 
 
 
 
1 2 𝑁 + 2
1 𝑁 + 2 𝑁 + 1
2 3 𝑁 + 3
2 𝑁 + 3 𝑁 + 2
⋮ ⋮ ⋮

𝑁 − 3 𝑁 − 2 2𝑁 − 2
𝑁 − 3 2𝑁 − 2 2𝑁 − 3]

 
 
 
 
 
 

 

≙ [
𝑖 𝑖 + 1 𝑁 + 𝑖 + 1
𝑖 𝑁 + 𝑖 + 1 𝑁 + 1
⋮ ⋮ ⋮

] , 𝑖 ∈ {1…𝑁 − 3} 

(4-43) 
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FLtopB =

[
 
 
 
 
 
 
2𝑁 + 1 𝑁 + 2 2𝑁 + 2
2𝑁 + 1 𝑁 + 1 𝑁 + 2
2𝑁 + 2 𝑁 + 3 2𝑁 + 3
2𝑁 + 2 𝑁 + 2 𝑁 + 3

⋮ ⋮ ⋮
3𝑁 − 3 2𝑁 − 2 3𝑁 − 2
3𝑁 − 3 2𝑁 − 3 2𝑁 − 2]

 
 
 
 
 
 

 

≙ [
2𝑁 + 𝑖 𝑁 + 𝑖 + 1 2𝑁 + 𝑖 + 1
2𝑁 + 𝑖 𝑁 + 𝑖 𝑁 + 𝑖 + 1
⋮ ⋮ ⋮

] , 𝑖 ∈ {1…𝑁 − 3} 

(4-44) 

 
Abbildung 4.13: Dreiecksflächen der Oberseite FLtop einer pfeilverzahnten Zahnstange. 

Wie bei der Schrägverzahnung ist auch die Pfeilverzahnung standardmäßig rechtssteigend. Um 

eine linkssteigende Pfeilverzahnung zu erzeugen, wird die rechtssteigende Verzahnung um 

𝜑𝑦 = 180° gedreht und anschließend um 𝐭 = (𝑙 + Δ𝑥 0 0)T verschoben. 

a)  b)  
Abbildung 4.14: Zahnstange mit linkssteigender (a) und rechtssteigender (b) Pfeilverzahnung. 

Analog zum Vorgehen bei der Schrägverzahnung wird auch bei der Pfeilverzahnung zunächst 

ein vereinfachtes Modell der Länge 𝑙 + Δ𝑥𝛽 + 𝑝 erzeugt und anschließend mit der Funktion 

SGcut an den Stellen Δ𝑥 und Δ𝑥 + 𝑙 zerteilt. 

4.4 Stirnrad 

4.4.1 Evolventische Verzahnung 

Die Kontur eines Stirnrads mit evolventischer Verzahnung nach Abbildung 4.15 wird mit ver-

schiedenen Größen im Stirnschnitt beschrieben. Teilung 𝑝 und Zahnhöhe ℎ𝑃 berechnen sich 

wie bei der Zahnstange nach den Gleichungen (4-6) bis (4-9). Zahnfußkreis 𝑑𝑓 und Kopfkreis 

𝑑𝑎 begrenzen die Zähne nach innen und außen. Der Teilkreis 𝑑 beschreibt den Achsabstand zu 

einem Gegenrad mit gleichem Modul und am Grundkreis 𝑑𝑏 wird die Kreisevolvente der Zahn-

flanke abgewickelt. Die Durchmesser werden mit den Standardwerten ℎ𝑎
∗ = ℎ𝑓

∗ = 1 und  

𝑐∗ = 0,25 nach DIN ISO 21771 berechnet: 

𝑑 = 𝑚 ⋅ 𝑧 (4-45) 

𝑑𝑓 = 𝑚 ⋅ (𝑧 − 2 ⋅ (ℎ𝑓
∗ + 𝑐∗)) (4-46) 

𝑑𝑎 = 𝑚 ⋅ (𝑧 + 2 ⋅ ℎ𝑎
∗ ) (4-47) 

𝑑𝑏 = 𝑚 ⋅ 𝑧 ⋅ cos 𝛼 (4-48) 

  

 

  

 



  Konstruktionsalgorithmen für Zahnradarten 

45 

 
Abbildung 4.15: Geometrische Größen eines schrägverzahnten Stirnrads im Stirnschnitt (Index t, entnom-

men aus DIN 3960, S. 9). 

a)  b)  
Abbildung 4.16: a) Skizze zur Berechnung der Stirnradkontur in Polarkoordinaten. b) Skizze zur Beschrei-

bung der Kreisevolvente in Polarkoordinaten (entnommen aus Roth, 2013, S. 32). 

Die Kontur des Stirnrads wird nach Abbildung 4.16-a in Polarkoordinaten beschrieben. Das 

Koordinatensystem ist dabei so ausgerichtet, dass die Kreisevolvente wie in Abbildung 4.16-b 

von Punkt 𝐜 nach Punkt 𝐛 abgewickelt wird. Zunächst wird der Öffnungswinkel 𝜑 des halben 

Zahnsegments berechnet: 

𝜑 =
𝜋

|𝑧|
= 𝜑𝑎 + 𝜑𝑖 + 𝜑𝑒 (4-49) 

Der Winkel 𝜑𝑖 beschreibt das Kreissegment, über das sich die Kreisevolvente von Punkt 𝐜 nach 

Punkt 𝐛 erstreckt. Nach Bartsch & Sachs (2011) berechnet sich der Winkel 𝜑𝑖 zu: 

𝜑𝑖 = √(
𝑑𝑎
𝑑𝑏
)
2

− 1 − atan√(
𝑑𝑎
𝑑𝑏
)
2

− 1 (4-50) 

Für Punkt 𝐛 gilt: 

𝐛 =
𝑑𝑎
2
(
cos𝜑𝑖
sin 𝜑𝑖

) (4-51) 

Um vom Punkt 𝐛 zum Punkt 𝐚 zu gelangen, verwendet man die Involutfunktion: 

inv(𝛼) = tan(𝛼) −
𝛼 ⋅ 𝜋

180°
, −90° < 𝛼 < 90° (4-52) 

𝜑
𝒆
 𝜑

𝒂
 

𝜑 

𝜑
𝑖
 

𝑥 

𝑦 

𝒂 𝒃 

𝒄 

𝒅 𝒆 

𝑒𝑓
′  

𝑠𝑎
′  
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Damit kann nach Steinhilper & Sauer (2012) die Zahnkopfdicke 𝑠𝑎 als Bogenlänge berechnet 

werden: 

𝛼𝑎 = acos (
𝑑𝑏
𝑑𝑎
) (4-53) 

𝑠𝑎 = 𝑑𝑎 ⋅ (
𝜋

2 ⋅ 𝑧
+ inv(𝛼) − inv(𝛼𝑎)) (4-54) 

Für die Sehnenlänge 𝑠𝑎
′  der Zahnkopfdicke gilt:  

𝑠𝑎
′ = 𝑑𝑎 ⋅ sin (

𝑠𝑎
𝑑𝑎
) (4-55) 

Für eine Überprüfung der Herstellbarkeit wird in Abschnitt 6.1.2 die Lückenweite 𝑒𝑏 am 

Grundkreis benötigt, für die im Stirnschnitt nach Roth (2013) gilt: 

𝛼𝑡 = atan (
tan𝛼

cos 𝛽
) (4-56) 

𝑒𝑏 = 𝑑𝑏 ⋅ (
𝜋

2 ⋅ 𝑧
− inv(𝛼𝑡)) (4-57) 

𝑒𝑏
′ = 𝑑𝑏 ⋅ sin (

𝑒𝑏
𝑑𝑏
) (4-58) 

Damit wird gemeinsam mit dem Einheitsvektor 𝐞𝑏𝑎 von 𝐛 nach 𝐚 ein Hilfspunkt 𝐚ℎ auf der 

Sehne erzeugt, über den dann mit dem Skalarprodukt der Winkel 𝜑𝑎 bestimmt wird: 

𝐚ℎ = 𝐛 +
𝑠𝑎
′

2
⋅ 𝐞𝑏𝑎 = 𝐛 +

𝑠𝑎
′

2
⋅ (
− sin𝜑𝑖
cos𝜑𝑖

) (4-59) 

𝜑𝑎 = acos (
𝐚 ⋅ 𝐛

|𝐚| ⋅ |𝐛|
) = acos (

𝐚 ⋅ 𝐛

|𝐚| ⋅ 𝑟𝑎
) (4-60) 

Für den Punkt 𝐚 gilt: 

𝐚 =
𝑑𝑎
2
⋅ (
cos(𝜑𝑎 + 𝜑𝑖)

sin(𝜑𝑎 + 𝜑𝑖)
) (4-61) 

Da bei der Modellierung keine Zahnfußrundungen berücksichtigt werden (vgl. Ab-

schnitt 4.2.1), liegen die Punkte 𝐜 und 𝐝 direkt auf der x-Achse:  

𝐜 =
𝑑𝑏
2
⋅ (
1
0
) (4-62) 

𝐝 =
𝑑𝑓

2
⋅ (
1
0
) (4-63) 

Der letzte Stützpunkt auf der Kontur des halben Zahnsegments ist Punkt 𝐞, der über den Winkel 

𝜑𝑒 = 𝜑 − 𝜑𝑎 − 𝜑𝑖 nach Gleichung (4-49) beschrieben wird: 

𝐞 =
𝑑𝑓

2
⋅ (

cos𝜑𝑒
−sin𝜑𝑒

) (4-64) 

Mit den Stützpunkten ist die Kontur des halben Zahnsegments in verschiedene Bereiche unter-

teilt. Beginnend bei Punkt 𝐚 lässt man jetzt einen Zeiger bis Punkt 𝐛 laufen (𝜑𝑎). Bei einem 
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gewünschten Abstand der Punkte von Δ𝑥 bewegt sich der Zeiger zur Beschreibung von Kopf-

kreis und Zahnflanke um Winkelschritte Δ𝜑𝑎 und am Fußkreis um Δ𝜑𝑓 weiter: 

Δ𝜑𝑎 = 2 ⋅ asin (
Δ𝑥

𝑑𝑎
) (4-65) 

Δ𝜑𝑓 = 2 ⋅ asin (
Δ𝑥

𝑑𝑓
) (4-66) 

Anstelle des Abstands Δ𝑥 zweier benachbarter Punkte gibt es eine zweite Variante, die Win-

kelschritte Δ𝜑 bei kreisförmigen Konturen zu berechnen. Dabei wird nicht der Abstand Δ𝑥, 

sondern die Abweichung Δ𝑒 von der idealen kreisbogenförmigen Kontur betrachtet. Nach Ab-

bildung 4.17 gilt hierfür: 

Δφ = 2 ⋅ acos (1 −
Δ𝑒

𝑟
) (4-67) 

 
Abbildung 4.17: Zusammenhang zwischen Winkelschritt 𝚫𝝋, Abstand 𝚫𝒙 und Durchhang 𝚫𝒆 bei einer 

kreisbogenförmigen Kontur mit Radius 𝒓. 

Die Punkte 𝐩𝑎 und 𝐩𝑓 auf der Kontur an Kopf- und Fußkreis werden dann je nach Winkel 𝛾 

des Zeigers gesetzt mit: 

𝐩𝑎 =
𝑑𝑎
2
⋅ (
cos 𝛾
sin 𝛾) 

(4-68) 

𝐩𝑓 =
𝑑𝑓

2
⋅ (
cos 𝛾
sin 𝛾) 

(4-69) 

Die Punkte 𝐩𝑖𝑛𝑣 auf der Kontur der evolventischen Zahnflanke werden unter dem Winkel 𝛾𝑖𝑛𝑣 

des Zeigers in Abhängigkeit des Radius 𝑟𝑖𝑛𝑣 gesetzt. Den Radius 𝑟𝑖𝑛𝑣 und die Punkte 𝐩𝑖𝑛𝑣 erhält 

man durch numerisches Lösen der Gleichung (4-50) wie folgt: 

𝛾𝑖𝑛𝑣 = √(
2 ⋅ 𝑟𝑖𝑛𝑣
𝑑𝑏

)
2

− 1 − atan√(
2 ⋅ 𝑟𝑖𝑛𝑣
𝑑𝑏

)
2

− 1 (4-70) 

𝐩𝑖𝑛𝑣 = 𝑟𝑖𝑛𝑣 ⋅ (
cos 𝛾𝑖𝑛𝑣
sin 𝛾𝑖𝑛𝑣

) (4-71) 

Soll außerdem noch eine Bohrung 𝑑𝑖 in der Mitte des Zahnrads modelliert werden, müssen 

zusätzlich für jeden Winkel 𝛾 des Zeigers entsprechende Punkte 𝐩𝑖 hinzugefügt werden: 

𝑟 =
𝑑

2
 

Δ𝑒 

Δ𝜑 

Δ𝑥 
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𝐩𝑖 =
𝑑𝑖
2
⋅ (
cos 𝛾
sin 𝛾) 

(4-72) 

Die Kontur des Stirnrads wird mit den Werten im Stirnschnitt erzeugt. Bei falsch gewählten 

Eingriffswinkeln kann es vorkommen, dass die Zahnfüße von benachbarten Zähnen 

miteinander verwachsen oder die Zahnköpfe zunächst spitz werden und sich anschließend die 

Zahnflanken eines Zahns überschneiden. Die untere Grenze für den Eingriffswinkel wird auf 

𝛼𝑡,𝑚𝑖𝑛 = 5° gesetzt. Die obere Grenze 𝛼𝑡,𝑚𝑎𝑥 im Stirnschnitt erhält man für 𝑠𝑎𝑡 = 0 oder  

𝑒𝑏𝑡 = 0 nach den Gleichungen (4-54) und (4-57). Mit folgender Ungleichung, die numerisch 

gelöst werden muss, kann der Eingriffswinkel im Stirnschnitt überprüft werden: 

inv(𝛼𝑡) ≤ min [𝑚 ⋅ (𝑧 + 2) ⋅ (
𝜋

2𝑧
+ inv(𝛼𝑡) − inv (acos (

𝑑𝑏
𝑑𝑎
))) ,𝑚 ⋅ 𝑧 ⋅ cos 𝛼𝑡 ⋅ (

𝜋

2𝑧
− inv (atan (

tan 𝛼𝑡
cos𝛽

)))] (4-73) 

Mit den bisher berechneten Stützpunkten ist die Kontur eines halben Zahnsegments beschrie-

ben. Für einen vollständigen Zahn werden die Punkte an der x-Achse gespiegelt (Abbildung 

4.18). Dabei ist darauf zu achten, dass die Punkte ganz links und ganz rechts nicht gespiegelt 

werden, da sie genau in der Mitte der Zahnlücke am Fußkreis 𝑑𝑓 bzw. des Zahnkopfs am Kopf-

kreis 𝑑𝑎 liegen. Die so erhaltene Kontur des vollständigen Zahns wird für die übrigen Zähne 

𝑧 − 1 Mal kopiert und für jeden weiteren Zahn jeweils um 𝜑𝑧 = 2 ⋅ 𝜑 um die z-Achse rotiert.  

a)  b)  c)  d)  
Abbildung 4.18: Schrittweises Erzeugen der Kontur eines evolventisch verzahnten Stirnrads. a) Ein halbes 

Zahnsegment wird b) zu einem vollständigen Zahn gespiegelt und c) zu einem Stirnrad vervielfältigt. Dabei 

sind die Stützpunkte mit Linien in der Reihenfolge verbunden, in der sie gesetzt wurden. d) Fertige Kontur. 

Ergänzt man die Stützpunkte der Kontur um die dritte Koordinate 𝑧 = 𝑏/2, erhält man die 

Punktliste VLtop der Oberseite eines Zahnrads mit der Breite 𝑏. Um bei der Modellierung einer 

Schräg- oder Pfeilverzahnung die Oberfläche einfacher beschreiben zu können, wird VLtop 

unterteilt in die Punkte auf der Außenkontur (VLtopOut) und die Punkte auf der Innenkontur 

(VLtopIn).  

Bei Zahnrädern ohne Bohrung besteht die Innenkontur nur aus dem Mittelpunkt, der für die 

Vernetzung der Oberflächen benötigt wird. Kopiert man VLtopIn und VLtopOut und verschiebt 

die Stützpunkte an die Stelle 𝑧 = −𝑏/2 erhält man die Punktlisten VLbottomIn und VLbotto-

mOut der Unterseite. Diese werden in der Reihenfolge VLtopIn, VLtopOut, VLbottomOut, 

VLbottomIn zu einer gemeinsamen Punktliste VL zusammengefasst (Abbildung 4.19).  
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a)  

b)  

Abbildung 4.19: Beschreibung der Oberfläche eines geradverzahnten Stirnrads mit Breite 𝒃 durch zwei 

Punktlisten VLtop und VLbottom. a) ohne Bohrung, b) mit Bohrung. 

Basierend auf diesen beiden Punktlisten können nun die Indexlisten zur Vernetzung der Ober-

flächen eines Stirnrads mit evolventischer Geradverzahnung generiert werden. Die Ober-

seite wird beschrieben durch FLtop, die Unterseite durch FLbottom, die Außenseite mit den 

Zahnflanken durch FLout und die Bohrung durch FLin. Die Indexlisten eines Stirnrads mit 𝑁 

Punkten in VLtop ohne Bohrung lauten: 

FLtop = [

1 3 2
1 4 3
⋮ ⋮ ⋮
1 𝑁 𝑁 − 1

] 

≙ [
1 𝑖 + 2 𝑖 + 1
⋮ ⋮ ⋮

] , 𝑖 ∈ {1…𝑁 − 2} 

(4-74) 

FLbottom = [

2𝑁 𝑁 + 1 𝑁 + 2
2𝑁 𝑁 + 2 𝑁 + 3
⋮ ⋮ ⋮
2𝑁 2𝑁 − 2 2𝑁 − 1

] 

≙ [
2𝑁 𝑁 + 1 𝑁 + 𝑖 + 1
⋮ ⋮ ⋮

] , 𝑖 ∈ {1…𝑁 − 2} 

(4-75) 

VLtop (𝑧 = + 𝑏 2⁄ ) 

VLbottom (𝑧 = + 𝑏 2⁄ ) 

1 

3 
4 

5 6 7 2 

2N 

N+2 
N+3 

N+4 N+5 N+6 N+1 

𝑥 
𝑦 

𝑧 

𝑏 

𝑁 

𝑁 − 1 

2𝑁 − 2 
2𝑁 − 1 

3𝑁 2⁄ − 1 
VLtop (𝑧 = +𝑏 2⁄ ) 

VLbottom (𝑧 = +𝑏 2⁄ ) 

1 
2 

𝑁/2 + 1 

3 

𝑁 2⁄ + 3 

𝑁 2⁄ + 4 

𝑁 2⁄ + 2 

𝑥 
𝑦 

𝑧 

𝑏 

3𝑁 2⁄ + 1 
3𝑁 2⁄ + 2 

𝑁 + 1 

3𝑁 2⁄ + 3 

𝑁 + 3 

𝑁 + 4 

𝑁 + 2 

𝑁 2⁄ + 5 

𝑁 2⁄ + 6 

𝑁 + 5 

𝑁 + 6 

3𝑁 2⁄  

2𝑁 

𝑁 

𝑁/2 

2𝑁 − 1 

𝑁 − 1 
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FLout =

[
 
 
 
 
 
 
2 3 𝑁 + 2
2 𝑁 + 2 𝑁 + 1
3 4 𝑁 + 3
3 𝑁 + 3 𝑁 + 2
⋮ ⋮ ⋮

𝑁 − 1 𝑁 2𝑁 − 1
𝑁 − 1 2𝑁 − 1 2𝑁 − 2]

 
 
 
 
 
 

 

≙ [
𝑖 + 1 𝑖 + 2 𝑁 + 𝑖 + 1
𝑖 + 1 𝑁 + 𝑖 + 1 𝑁 + 𝑖
⋮ ⋮ ⋮

] , 𝑖 ∈ {1…𝑁 − 2} 

(4-76) 

Analog ergeben sich für ein Stirnrad mit Bohrung folgende Indexlisten: 

FLtop𝑑𝑖 =

[
 
 
 
 
 
 

1 2 𝑁 2⁄ + 2
1 𝑁 2⁄ + 2 𝑁 2⁄ + 1
2 3 𝑁 2⁄ + 3
2 𝑁 2⁄ + 3 𝑁 2⁄ + 2
⋮ ⋮ ⋮

𝑁 2⁄ − 1 𝑁 2⁄ 𝑁
𝑁 2⁄ − 1 𝑁 𝑁 − 1 ]

 
 
 
 
 
 

 

≙ [
𝑖 𝑖 + 1 𝑁 2⁄ + 𝑖 + 1
𝑖 𝑁 2⁄ + 𝑖 + 1 𝑁 2⁄ + 𝑖
⋮ ⋮ ⋮

] , 𝑖 ∈ {1…𝑁 2⁄ − 1} 

(4-77) 

FLbottom𝑑𝑖
=

[
 
 
 
 
 
 
3𝑁 2⁄ + 1 𝑁 + 1 𝑁 + 2
3𝑁 2⁄ + 1 𝑁 + 2 3𝑁 2⁄ + 2
3𝑁 2⁄ + 2 𝑁 + 2 𝑁 + 3
3𝑁 2⁄ + 2 𝑁 + 3 3𝑁 2⁄ + 3

⋮ ⋮ ⋮
2𝑁 − 1 3𝑁 2⁄ − 1 3𝑁 2⁄

2𝑁 − 1 3𝑁 2⁄ 2𝑁 ]
 
 
 
 
 
 

 

≙ [
3𝑁 2⁄ + 𝑖 𝑁 + 𝑖 𝑁 + 𝑖 + 1
3𝑁 2⁄ + 𝑖 𝑁 + 𝑖 + 1 3𝑁 2⁄ + 𝑖 + 1

⋮ ⋮ ⋮

] , 𝑖 ∈ {1…𝑁 2⁄ − 1} 

(4-78) 

FLout𝑑𝑖 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑁 2⁄ + 1 𝑁 2⁄ + 2 𝑁 + 2
𝑁 2⁄ + 1 𝑁 + 2 𝑁 + 1
𝑁 2⁄ + 2 𝑁 2⁄ + 3 𝑁 + 3
𝑁 2⁄ + 2 𝑁 + 3 𝑁 + 2

⋮ ⋮ ⋮
𝑁 − 1 𝑁 3𝑁 2⁄

𝑁 − 1 3𝑁 2⁄ 3𝑁 2⁄ − 1]
 
 
 
 
 
 

 

≙ [
𝑁 2⁄ + 𝑖 𝑁 2⁄ + 𝑖 + 1 𝑁 + 𝑖 + 1
𝑁 2⁄ + 𝑖 𝑁 + 𝑖 + 1 𝑁 + 𝑖

⋮ ⋮ ⋮

] , 𝑖 ∈ {1…𝑁 2⁄ − 1} 

(4-79) 
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FLin𝑑𝑖 =

[
 
 
 
 
 
 
2 1 3𝑁 2⁄ + 1
2 3𝑁 2⁄ + 1 3𝑁 2⁄ + 2
3 2 3𝑁 2⁄ + 2
3 3𝑁 2⁄ + 2 3𝑁 2⁄ + 3
⋮ ⋮ ⋮

𝑁 2⁄ 𝑁 2⁄ − 1 2𝑁 − 1
𝑁 2⁄ 2𝑁 − 1 2𝑁 ]

 
 
 
 
 
 

 

≙ [
𝑖 + 1 𝑖 3𝑁 2⁄ + 𝑖
𝑖 + 1 3𝑁 2⁄ + 𝑖 3𝑁 2⁄ + 𝑖 + 1
⋮ ⋮ ⋮

] , 𝑖 ∈ {1…𝑁 2⁄ − 1} 

(4-80) 

Die einzelnen Indexlisten können nun zu einer gemeinsamen FL zusammengefasst werden, wo-

bei die Reihenfolge nicht entscheidend ist. In Abbildung 4.20 sind verschiedene Ansichten ei-

nes Stirnrads mit vernetzten Oberflächen dargestellt. 

a)   b)  
Abbildung 4.20: a) Dreieckflächen FLtop eines Stirnrads ohne und mit Bohrung. c) Oberflächenmodell 

eines geradverzahnten Stirnrads. 

Um ein Stirnrad mit Schrägverzahnung mit Schrägungswinkel 𝛽 zu erzeugen, wird die Kon-

tur mit den Parametern im Stirnschnitt nach Gleichung (4-5) erzeugt und anschließend die Un-

terseite gegenüber der Oberseite um den Winkel 𝜌 verdreht (Abbildung 4.21):  

𝜌 = 2 ⋅ asin (
𝑏

𝑑
⋅ tan 𝛽) (4-81) 

Für die übrigen Größen gelten folgende Gleichungen (Roth, 2013, Kapitel 3): 

𝑚𝑡 =
𝑚

cos 𝛽
 (4-82) 

𝑠𝑎𝑡 =
𝑠𝑎
cos 𝛽

 (4-83) 

𝑒𝑓𝑡 =
𝑒𝑓

cos 𝛽
 (4-84) 

𝑑𝑡 =
𝑑

cos 𝛽
 (4-85) 

𝛼𝑡 = atan (
tan𝛼

cos 𝛽
) (4-86) 

𝑑𝑏𝑡 = 𝑑𝑡 ⋅ cos 𝛼𝑡 (4-87) 
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ℎ𝑎𝑡
∗ = ℎ𝑎

∗ ⋅ cos 𝛽 , ℎ𝑓𝑡
∗ = ℎ𝑓

∗ ⋅ cos 𝛽 → ℎ𝑎𝑃𝑡 = ℎ𝑎𝑃𝑛, ℎ𝑓𝑃𝑡 = ℎ𝑓𝑃𝑛 (4-88) 

𝑑𝑎𝑡 = 𝑑𝑡 + 2 ⋅ ℎ𝑎𝑃𝑡 (4-89) 

𝑑𝑓𝑡 = 𝑑𝑡 + 2 ⋅ ℎ𝑓𝑃𝑡 (4-90) 

Verdreht man Ober- und Unterseite gegeneinander, entsteht eine Einschnürung wie in Abbil-

dung 4.22 dargestellt, die durch das Einfügen von Zwischenebenen beseitigt wird. Aus den 

geraden Verbindungslinien zwischen den Punkten auf Ober- und Unterseite werden Schraubli-

nien (Abbildung 4.22). In Abhängigkeit der Breite 𝑏 und der Schichthöhe Δ𝑧 des gewünschten 

AM-Verfahrens, sind neben der Oberseite noch 𝑠 weitere, darunter folgende Schichten bis ein-

schließlich der Unterseite notwendig: 

s = ⌈
𝑏

Δ𝑧
⌉ (4-91) 

Neben Ober- und Unterseite gibt es also 𝑠 − 1 Zwischenebenen VLbetween. Die Zwischenebe-

nen VLbetween sind Kopien der Außenkontur der Oberseite VLtopOut, die einen Abstand von 

Δ𝑏 zueinander haben und um Δ𝜌 gegeneinander verdreht sind: 

Δ𝑏 =
𝑏

𝑠
 (4-92) 

Δ𝜌 = tan𝛽 ⋅
Δb

𝑑 2⁄
⋅
180°

𝜋
 (4-93) 

Die Punktlisten werden in einer gemeinsamen Punktliste VL zusammengefasst. Damit sich eine 

günstige Struktur für die Vernetzung der Stützpunkte zu Oberflächendreiecken ergibt, wird die 

VL so strukturiert, dass die Punktlisten der Zahnkonturen VLtopOut, VLbetween und VLbot-

tomOut aufeinander folgen:  

VL =

[
 
 
 
 

VLtopIn
VLtopOut
VLbetween
VLbottomOut
VLbottomIn ]

 
 
 
 

 (4-94) 

Durch das Verdrehen der einzelnen Zwischenebenen um Δ𝜌 zueinander, entstehen an den ein-

zelnen Außenflächen kleine Einschnürungen 𝑒, die nach der Skizze in Abbildung 4.21wie folgt 

berechnet werden: 

𝑒 =
𝑑

2
⋅ (1 − cos (

Δ𝜌

2
)) (4-95) 

 
Abbildung 4.21: Zusammenhang zwischen Schrägungswinkel 𝜷, Rotationswinkel 𝚫𝝆 und Einschnürung 𝒆. 

𝑒 

𝛽 

Δ𝜌 

Δ𝑏 

𝑑/2  
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Durch die Zwischenebenen müssen die Indexlisten der Oberseite FLout, der Unterseite FLbot-

tom und der Bohrung FLin neu bestimmt werden. Die Anzahl der Punkte der VL erhöht sich 

bei einer Schrägverzahnung um die Anzahl 𝑁∗ der Punkte von VLbetween: 

FLbottom𝛽 = FLbottom + 𝑁∗ (4-96) 

Für die Innenseite FLin ermittelt man für den Startpunkt 1 auf der Oberseite den Punkt auf der 

Unterseite mit dem kürzesten Abstand und passt die Indexliste entsprechend an. Die Vernet-

zung der Außenseite wiederholt sich 𝑠 − 1 Mal für jede Zwischenschicht. Dabei wird jeder 

Index je Schicht um 𝑁∗ (𝑠 − 1)⁄  erhöht:  

FLout𝛽 =

[
 
 
 
 

FLout

FLout + 𝑁∗ ⋅ 1

FLout + 𝑁∗ ⋅ 2

⋮

FLout + 𝑁∗ ⋅ (𝑠 − 1)]
 
 
 
 

 (4-97) 

 

a)  

e)  b)  c)  d)  
Abbildung 4.22: a) Scheibchenmodell zur Entstehung der Schrägverzahnung aus der Geradverzahnung 

(entnommen aus Stahl, 2001, S. 8). b) Geradverzahnung, c) Schrägverzahnung mit Einschnürung, d) 

Schrägverzahnung mit Schraublinien, e) Darstellung der Zwischenebenen (rot) im modellierten Zahnrad. 

Um ein Stirnrad mit Pfeilverzahnung zu erzeugen, geht man wie bei der Schrägverzahnung 

vor. Damit die Spitze der Pfeilverzahnung in der Mitte der Breite in 𝑧 = 0 liegt, muss die An-

zahl der zu erzeugenden Zwischenschichten 𝑠 nach Gleichung (4-91) gerade sein. Die oberen 

Zwischenebenen werden dann bis einschließlich der mittleren Ebene 𝑠 2⁄  jeweils um Δ𝜌 und 

darunter von 𝑠 2⁄ + 1 bis 𝑠 − 1 jeweils um −Δ𝜌 zueinander verdreht. Die Indexlisten zur Ver-

netzung der Oberflächen erfolgt wie bei der Schrägverzahnung. 

a)  b)  
Abbildung 4.23: a) Stirnrad mit Pfeilverzahnung. b) Darstellung der mittleren Außenkontur 𝒔 𝟐⁄  in 

VLbetween in der Höhe 𝒛 = 𝟎 (rot). 

4.4.2 Zykloiden-Kurvenscheibe 

Anstelle evolventisch verzahnter Stirnräder können mit dem im vorigen Abschnitt vorgestellten 

Verfahren auch Zykloiden-Kurvenscheiben modelliert werden. Dazu werden die Konturen im 

Stirnschnitt mit Zykloiden anstelle von Evolventen erzeugt. Eine Zykloide ist eine sogenannte 
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Rollkurve, die entsteht, wenn man einen Kreis auf einer Bahn abrollt und dabei einen Fixpunkt 

auf dem abrollenden Kreis betrachtet. Ist die Bahn, auf der der Kreis außen abgerollt wird, 

ebenfalls ein Kreis, dann erhält man eine Epizykloide. Rollt er innen ab, erhält man eine Hy-

pozykloide. Bei einer Zykloiden-Kurvenscheibe wird wie in Gleichung (4-27) die Kontur des 

Zahnkopfs durch eine Epizykloide und die des Zahnfußes durch eine Hypozykloide beschrieben 

(Lehmann, 1981). Der Kreis, auf dem abgerollt wird, hat nach Gleichung (4-45) den Durch-

messer 𝑑 = 𝑚 ⋅ 𝑧. Der abrollende Kreis hat den Radius 𝜌: 

𝜌 =
𝑟

2 ⋅ 𝑧
=
𝑚

4
 (4-98) 

 
Abbildung 4.24: Die Kontur einer Zykloidenverzahnung (blaue Fläche, 𝒛 = 𝟓 Zähne) besteht aus einer 

Epizykloide (rot) und einer Hypozykloide (blau), die abschnittsweise miteinander verbunden werden. 

Der Kreis mit Radius 𝜌 rollt mathematisch positiv gegen den Uhrzeigersinn unter dem Winkel 

𝜑 auf dem Kreis mit Radius 𝑟 = 𝑑 2⁄  ab. Nach Lehmann (1981) lauten die Formeln für die 

Koordinaten der Epizykloide: 

𝑥(𝜑) = (𝜌 + 𝑟) ⋅ cos 𝜑 − 𝜌 ⋅ cos ((1 +
𝑟

𝜌
) ⋅ 𝜑) (4-99) 

𝑦(𝜑) = (𝜌 + 𝑟) ⋅ sin𝜑 − 𝜌 ⋅ sin ((1 +
𝑟

𝜌
) ⋅ 𝜑) (4-100) 

Für die Koordinaten der Hypozykloide gilt: 

𝑥(𝜑) = (
𝑟

𝜌
− 1) ⋅ 𝜌 ⋅ cos 𝜑 + 𝜌 ⋅ cos (−(

𝑟

𝜌
− 1) ⋅ 𝜑) (4-101) 

𝑦(𝜑) = (
𝑟

𝜌
− 1) ⋅ 𝜌 ⋅ sin𝜑 + 𝜌 ⋅ sin (−(

𝑟

𝜌
− 1) ⋅ 𝜑) (4-102) 

Für einen Umlauf des abrollenden Kreises von 𝜑 ∈ [0; 2𝜋] sind Epizykloide und Hypozykloide 

genau dann eine geschlossene Kurve, wenn das Verhältnis der Radien von abrollendem und 

festem Kreis ganzzahlig ist: 𝑟 𝜌⁄ ∈ ℕ. Diese Bedingung ist nach Gleichung (4-98) mit  

𝑟 𝜌⁄ = 2 ⋅ 𝑧 immer erfüllt, da auch nur ganzzahlige Zähnezahlen 𝑧 ∈ ℕ erlaubt sind. Für nega-

tive Radien 𝜌 wird aus einer Epizykloide eine Hypozykloide und umgekehrt. 

𝑦 

𝑥 

𝑑 

2𝜌 
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Die Vernetzung der Stützpunkte VL zu Dreiecksoberflächen in der Indexliste FL erfolgt nach 

dem Vorgehen für Stirnräder mit den Gleichungen (4-74) bis (4-80). Außerdem lassen sich 

nach den Verfahren in den Gleichungen (4-91) bis (4-97) auch schräg- und pfeilverzahnte Stirn-

räder mit Zykloidenverzahnung erzeugen. Einige Beispiele sind in Abbildung 4.25 zu sehen. 

a)    b)  c)  

Abbildung 4.25: Zykloiden-Kurvenscheiben: a) geradverzahnt, b) schrägverzahnt, c) pfeilverzahnt. 

4.5 Hohlrad 

Ein Hohlrad mit evolventischer Innenverzahnung lässt sich als ein Stirnrad mit negativen 

Durchmessern beschreiben. Vergrößert man den Durchmesser eines Stirnrads 𝑑 > 0 bis  

𝑑 = ∞, entsteht eine Zahnstange (Abbildung 4.4). Führt man dies mit 𝑑 < 0 gedanklich weiter 

fort, biegt sich die Zahnstange so, dass die Zähne in Richtung des Kreismittelpunkts zeigen. 

Für die Berechnung der Größen am Hohlrad verwendet man die negative Zähnezahl (– 𝑧), 

wodurch automatisch auch die Durchmesser nach den Gleichungen (4-45) bis (4-48) negative 

Werte annehmen (– 𝑑,−𝑑𝑓 , −𝑑𝑏 , −𝑑𝑎).  

 
Abbildung 4.26: Abmessungen an einem Hohlrad. 

a)  b) c)  

Abbildung 4.27: Ergebnis der Modellierung von Hohlrädern mit verschiedenen Parametern: a) geradver-

zahnt, b) schrägverzahnt und c) pfeilverzahnt. 

𝑥 

𝑦 

𝑠𝑎 

𝑒𝑓 
𝑑𝑓 

𝑑𝑎 𝑑 
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4.6 Zylinderschnecke 

In diesem Abschnitt wird eine Zylinderschnecke mit evolventischer Zahnflanke beschrieben 

(sog. ZI-Schnecke, DIN 3975-1). Diese entspricht einem schrägverzahnten Stirnrad mit sehr 

großem Schrägungswinkel 𝛽. Anders als beim Stirnrad wird jedoch nicht der Schrägungswin-

kel, sondern der Steigungswinkel 𝛾𝑚 senkrecht zur Drehachse angegeben (Abbildung 4.28). 

Der Steigungswinkel beträgt typischerweise 𝛾𝑚 ∈]0°; 40°]. Die Steigungsrichtung kann wie in 

Abbildung 4.29 rechts- oder linkssteigend sein. Es besteht der Zusammenhang: 

𝛾𝑚 = {
+90° − 𝛽 für 0° ≤ 𝛽 ≤ 90°
−90° − 𝛽 für − 90° ≤ 𝛽 < 0°

 (4-103) 

 
Abbildung 4.28: Steigungswinkel 𝜸𝒎 an der Zylinderschnecke. (Entnommen aus DIN 3975-1, S. 18) 

Zylinderschnecken lassen sich analog zu schrägverzahnten Stirnrädern nach den in Ab-

schnitt  4.4 vorgestellten Verfahren erzeugen. Einige Beispiele modellierter Zylinderschnecken 

sind in Abbildung 4.29 dargestellt. 

a)  b)  c)  d)  
Abbildung 4.29: Ergebnis der Modellierung und Darstellung in Matlab. Zylinderschnecken mit  

a) 𝒛 = 𝟏, 𝜸𝒎 = 𝟏𝟎°, b) 𝒛 = 𝟑, 𝜸𝒎 = 𝟏𝟓°, c) 𝒛 = 𝟓, 𝜸𝒎 = 𝟑𝟎° und d) 𝒛 = 𝟏𝟎, 𝜸𝒎 = 𝟒𝟎°. 

4.7 Kegelrad 

Ein Kegelrad wird nicht mit Kopf-, Fuß-, Grund- und Teilkreis, sondern mit Kopf-, Fuß-, 

Grund- und Teilkegeln beschrieben. Diese Kegel können auf verschiedene Arten zueinander 

angeordnet sein. Bei der in Abbildung 4.30 dargestellten Variante – die im Folgenden mit den 

Zusammenhängen der Norm DIN 3971 modelliert wird – treffen sich die Spitzen der einzelnen 

Kegel in einem Punkt. Dabei sind die Kegelwinkel unterschiedlich groß, wodurch sich die 

Zahnhöhe in Richtung der Kegelspitze verjüngt. Die Angaben der Bestimmungsgrößen bezie-

hen sich auf den Teilkegelwinkel 𝛿 an der mittleren Kegellänge 𝑅𝑚. Dabei besteht mit der 

Zähnezahl 𝑧, dem Wälzkreisdurchmesser 𝑑 und dem Normalmodul 𝑚𝑛 folgender Zusammen-

hang:  
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sin 𝛿 =
𝑑

2 ⋅ 𝑅
=
𝑧 ⋅ 𝑚𝑛

2 ⋅ 𝑅
 (4-104) 

Bei einer Schrägverzahnung wird anstelle des Normalmoduls 𝑚𝑛 der Stirnmodul 𝑚𝑡 nach Glei-

chung (4-5) verwendet. 

 
Abbildung 4.30: Bestimmungsgrößen am Kegelrad für den Fall, dass Teilkegel-, Kopfkegel- und Fußkegel-

spitze in einem Punkt zusammenfallen. (Entnommen aus DIN 3971, S. 5) 

Aufgrund der sich verjüngenden Zahnhöhe müssen die unterschiedlichen Durchmesser nicht 

nur an der mittleren Kegellänge 𝑅𝑚, sondern auch an den Kegellängen innen (𝑅𝑖) und außen 

(𝑅𝑒) berechnet werden: 

𝑅𝑚 =
𝑑𝑚

2 ⋅ sin 𝛿
=
𝑧 ⋅ 𝑚𝑡𝑚

2 ⋅ sin 𝛿
, mit 𝑚𝑡𝑚 = 𝑚𝑡 (4-105) 

𝑅𝑖 = 𝑅𝑚 −
𝑏

2
=

𝑑𝑖
2 ⋅ sin 𝛿

=
𝑧 ⋅ 𝑚𝑡𝑖

2 ⋅ sin 𝛿
 (4-106) 

𝑅𝑒 = 𝑅𝑚 +
𝑏

2
=

𝑑𝑒
2 ⋅ sin 𝛿

=
𝑧 ⋅ 𝑚𝑡𝑒

2 ⋅ sin 𝛿
 (4-107) 

Für die Stirnmoduln innen (𝑚𝑡𝑖) und außen (𝑚𝑡𝑒) gilt damit: 

𝑚𝑡𝑖 = 𝑚𝑡𝑚 −
𝑏

𝑧
⋅ sin 𝛿 (4-108) 

𝑚𝑡𝑒 = 𝑚𝑡𝑚 +
𝑏

𝑧
⋅ sin 𝛿 (4-109) 

Wie in den Gleichungen (4-105) bis (4-107) ersichtlich, können an den innenliegenden, mitti-

gen und außenliegenden Stirnschnitten mit den entsprechenden Stirnmoduln auch die jeweili-

gen Verzahnungsgrößen bestimmt werden. Da später für die Modellierung insbesondere der 
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außenliegende Stirnschnitt (Index 𝑒) von Bedeutung ist, wird hier nur dessen Geometrie be-

schrieben. Mit den anderen Stirnschnitten verfährt man analog. Zunächst ist die Zahnhöhe ℎ𝑒 

interessant, die sich aus Fußhöhe ℎ𝑓𝑒 und Kopfhöhe ℎ𝑎𝑒 zusammensetzt und vom Bezugsprofil 

abhängig ist. In DIN 3971 wird bei veränderlicher Zahnhöhe ein Kopfhöhenfaktor ℎ𝑎
∗ ≶ 1 emp-

fohlen. Analog zu den Stirnrädern werden vereinfachend die Standardwerte des Bezugsprofils 

nach DIN 867 verwendet, d. h. wie in den Gleichungen (4-7) bis (4-9) gilt ℎ𝑓
∗ = ℎ𝑎

∗ = 1 und 

𝑐∗ = 0,25. Mit dem Gesamtkopfhöhenfaktor ℎ∗ = ℎ𝑎
∗ + 𝑐∗ + ℎ𝑓

∗ = 2,25 berechnet sich die 

Zahnhöhe ℎ𝑒 im äußeren Stirnschnitt zu: 

ℎ𝑒 = ℎ𝑎𝑒 + ℎ𝑓𝑒 (4-110) 

ℎ𝑎𝑒 = (ℎ𝑎
∗ + 𝑐∗) ⋅ 𝑚𝑛𝑒 = 1,25 ⋅ 𝑚𝑛𝑒 (4-111) 

ℎ𝑓𝑒 = ℎ𝑓
∗ ⋅ 𝑚𝑛𝑒 = (ℎ∗ − ℎ𝑎

∗ ) ⋅ 𝑚𝑛𝑒 = 1 ⋅ 𝑚𝑛𝑒 (4-112) 

Zahnkopf- und Zahnfußhöhe schließen mit der äußeren Kegellänge den Kopfwinkel 𝜗𝑎 und den 

Fußwinkel 𝜗𝑓 ein: 

𝜗𝑎 = atan (
ℎ𝑎𝑒
𝑅𝑒
) (4-113) 

𝜗𝑓 = atan(
ℎ𝑓𝑒

𝑅𝑒
) (4-114) 

Damit ergeben sich die Winkel 𝛿𝑎 des Kopfkegels und 𝛿𝑓 des Fußkegels: 

𝛿𝑎 = 𝛿 + 𝜗𝑎 (4-115) 

𝛿𝑓 = 𝛿 − 𝜗𝑓 (4-116) 

Mit den Kopf- und Fußwinkeln lässt sich außerdem die Zahnhöhe ℎ𝑓𝑖 am inneren Stirnschnitt 

bestimmen: 

ℎ𝑎𝑖 = 𝑅𝑖 ⋅ tan 𝜗𝑎 (4-117) 

ℎ𝑓𝑖 = 𝑅𝑖 ⋅ tan 𝜗𝑓 (4-118) 

ℎ𝑖 = ℎ𝑎𝑖 + ℎ𝑓𝑖 (4-119) 

Für die Zahnbreiten 𝑏𝑎 und 𝑏𝑖 an Kopf- und Fußkegel gilt: 

𝑏𝑎 =
𝑏

cos 𝜗𝑎
 (4-120) 

𝑏𝑓 =
𝑏

cos𝜗𝑓
 (4-121) 

Mit den Größen am Zahn lassen sich nun die Durchmesser im äußeren Stirnschnitt bestimmen: 

𝑑𝑒 = 𝑧 ⋅ 𝑚𝑡𝑒 (4-122) 

𝑑𝑏𝑒 = 𝑑𝑒 ⋅ cos 𝛼 (4-123) 

𝑑𝑎𝑒 = 𝑑𝑒 + 2 ⋅ ℎ𝑎𝑒 ⋅ cos 𝛿 (4-124) 

𝑑𝑓𝑒 = 𝑑𝑒 − 2 ⋅ ℎ𝑓𝑒 ⋅ cos 𝛿 (4-125) 
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Die grundlegenden Größen zur Erzeugung der Kontur der evolventischen Verzahnung sind nun 

bekannt. Allerdings liegt bei einem Kegelrad die Kontur nicht wie bei einem Stirnrad in einer 

zur Radachse orthogonalen Ebene, sondern in einer Ebene, die für jeden einzelnen Zahn um 

den Teilkegelwinkel 𝛿 zur Radachse gekippt ist. Für die Beschreibung der Konturen in dieser 

Ebene wird ein sogenanntes Ersatzstirnrad verwendet, das man erhält, wenn man die Verzah-

nung des Kegelrads, wie in Abbildung 4.31 dargestellt, gedanklich über den Rückenkegel (oder 

Ersatzkegel) in der Ebene abrollt. Der Rückenkegel liegt auf der von den Zähnen abgewandten 

Seite und wird mit der Kegellänge 𝑟𝑣 und dem Öffnungswinkel 𝛿𝑣 beschrieben (der Index 𝑣 

steht für virtuell): 

𝛿𝑣 = 90° − 𝛿 (4-126) 

𝑑𝑣 = 2 ⋅ 𝑟𝑣 =
𝑑𝑒
cos 𝛿

 (4-127) 

 
Abbildung 4.31: Zusammenhang zwischen Kegelradgetriebe und Planrad (links) sowie Darstellung der Er-

satzstirnräder der Kegelräder durch Abrollen des Rückenkegels (rechts). (Entnommen aus Künne, 2008, 

S. 452) 

Wie in Gleichung (4-127) ersichtlich gilt 𝑑𝑣 > 𝑑𝑒. Auch die anderen Durchmesser des Ersatz-

zahnrads sind größer als die des Kegelrads. Mit dem Durchmesser 𝑑𝑣 lassen sich analog zu den 

Gleichungen (4-46) bis (4-48) die Durchmesser am Ersatzstirnrad nach Niemann & Winter 

(1983) berechnen (bezogen auf den äußeren Stirnschnitt des Kegelrads): 

𝑑𝑣𝑏𝑒 = 𝑑𝑣 ⋅ cos 𝛼 (4-128) 

𝑑𝑣𝑎𝑒 = 𝑑𝑣 + 2 ⋅ ℎ𝑎𝑒  (4-129) 

𝑑𝑣𝑓𝑒 = 𝑑𝑣 − 2 ⋅ ℎ𝑓𝑒 (4-130) 

Aufgrund des konstanten Moduls vergrößert sich mit den Durchmessern auch die Zähnezahl 

des Ersatzstirnrads im Vergleich zum Kegelrad. Für die Ersatzzähnezahl 𝑧𝑣 gilt nach Niemann 

& Winter (1983): 

𝑧𝑣 =
𝑧

cos 𝛿
 (4-131) 
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Mit den Durchmessern der Ersatzverzahnung kann die Kontur des Ersatzstirnrads im äußeren 

Stirnschnitt erzeugt werden. Diese wird verwendet, um die Oberflächen des Kegelrads zu er-

zeugen. Dazu werden zunächst die zwei Koordinatensysteme (orthonormale Rechtssysteme) in 

Abbildung 4.32 eingeführt: 

 Koordinatensystem O ist das des Kegelrads. Es liegt in dessen Mitte auf Höhe der mitt-

leren Kegellänge 𝑅𝑚. Die z-Achse zeigt entlang der Radachse in Richtung der Spitze 

des Teilkegels im Abstand 휁𝑡𝑖𝑝 und die y-Achse nach außen in Richtung eines Zahns. 

 Koordinatensystem V dient zur Beschreibung der Kontur des Ersatzstirnrads. Es liegt in 

der Spitze des Rückenkegels im Abstand 휁𝑣 zum Koordinatensystem O und ist gegen-

über diesem um 𝜑𝑥 = 𝛿 verdreht, sodass die y-Achse im äußeren Stirnschnitt liegt. 

Zunächst müssen die Höhen der einzelnen Abschnitte auf der z-Achse im Koordinatensystem 

O nach Abbildung 4.32 bestimmt werden. Aufbauend auf den Gleichungen (4-104) bis (4-127) 

lassen sich folgende Zusammenhänge herleiten: 

휁𝑓𝑒 = 0 (4-132) 

휁𝑎𝑒 = ℎ𝑒 ⋅ sin 𝛿 (4-133) 

휁𝑓𝑖 = 𝑏𝑖 ⋅ cos 𝛿𝑓 (4-134) 

휁𝑎𝑖 = 휁𝑓𝑖 + ℎ𝑖 ⋅ sin 𝛿 (4-135) 

휁𝑡𝑖𝑝 = 휁𝑓𝑖 + ℎ𝑓𝑖 ⋅ sin 𝛿 + 𝑅𝑖 ⋅ cos 𝛿 (4-136) 

휁𝑣 =
𝑑𝑣𝑓𝑒

2
⋅ cos 𝛿𝑣 (4-137) 

휁𝑜 = ℎ𝑓𝑒 ⋅ sin 𝛿 +
𝑏

2
⋅ cos 𝛿 (4-138) 

Die Spitze des Teilkegels 𝐪𝑡𝑖𝑝
𝑂  im Koordinatensystem O (gekennzeichnet durch das hochge-

stellte O vor dem Vektor) hat mit dem Abstand 휁𝑡𝑖𝑝 nach Abbildung 4.32 folgende Koordinaten: 

𝐪𝑡𝑖𝑝
𝑂 = (

0
0
휁𝑡𝑖𝑝

) (4-139) 

Auf dem Rückenkegel liegende Punkte 𝐩𝑗
𝑉  werden in der xy-Ebene des Koordinatensystems 

V erzeugt und müssen anschließend in das Koordinatensystem O umgerechnet werden. Dazu 

wird die homogene Transformationsmatrix (HT-Matrix) 𝐓𝑉
𝑂  verwendet. Für die Transforma-

tion eines Punkts vom Koordinatensystem V in das Koordinatensystem O gelten folgende Zu-

sammenhänge: 

𝐩𝑗
𝑂 = 𝐓𝑉

𝑂 ⋅ 𝐩𝑗
𝑉  (4-140) 

𝐓𝑉
𝑂 = (

1 0 0 0
0 cos 𝛿 − sin 𝛿 0
0 sin 𝛿 cos 𝛿 −휁𝑣
0 0 0 1

) (4-141) 
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Abbildung 4.32: Geometrische Zusammenhänge am Kegelrad. 

Zunächst wird die Kontur eines halben Zahns auf der Unterseite (bottom, Index b) erzeugt, 

wobei verschiedene Bereiche der Kontur entweder im Koordinatensystem O oder im Koordi-

natensystem V berechnet werden: 

 𝐚𝑂 𝑏,𝑗: Mittelpunkt bzw. Kontur der Bohrung 𝑑𝑖 im Koordinatensystem O bei 𝑧𝑂 = 휁𝑓𝑒, 

 𝐛𝑂 𝑏,𝑗: Zahnfußkontur 𝑑𝑓𝑒 im Koordinatensystem O bei 𝑧𝑂 = 휁𝑓𝑒, 

 𝐜𝑉 𝑏,𝑗: Evolventische Zahnflankenkontur mit 𝑑𝑣𝑓𝑒 , 𝑑𝑣𝑏𝑒 , 𝑑𝑣𝑎𝑒 im Koordinatensystem V 

bei 𝑧𝑉 = 0 und 

 𝐝𝑂 𝑏,𝑗: Zahnkopfkontur 𝑑𝑎𝑒 im Koordinatensystem O bei 𝑧𝑂 = 휁𝑎𝑒. 

Die einzelnen Abschnitte werden nach den in Abschnitt 4.4 beschriebenen Verfahren erzeugt. 

Zusätzlich werden die Stützpunkte der Kontur des Zahnfußkreises auch unterhalb der Zähne 

eingefügt, um die Oberseite der Zähne beschreiben zu können (vgl. Abbildung 4.33 und Abbil-

dung 4.34). 
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휁
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Nun sind alle Werte bekannt, um die Kontur einer evolventischen Zahnflanke zu beschreiben. 

Wie für das Stirnrad in Abschnitt 4.4.1, werden dazu Polarkoordinaten mit den Winkeln nach 

Gleichung (4-49) verwendet. Die Winkel sind in den Koordinatensystemen O und V unter-

schiedlich groß. Zwischen ihnen gelten folgende Zusammenhänge: 

𝜑𝑂 = 𝜑𝑎
𝑂 + 𝜑𝑖

𝑂 + 𝜑𝑒
𝑂 =

𝜋

𝑧
 (4-142) 

𝜑𝑉 = 𝜑𝑎
𝑉 + 𝜑𝑖

𝑉 + 𝜑𝑒
𝑉 =

𝜋

𝑧𝑣
 (4-143) 

𝜑𝑉

𝜑𝑂
=
𝑧

𝑧𝑣
 (4-144) 

Da die Proportionen zwischen den Teilwinkeln in den Koordinatensystemen O und V zueinan-

der unverändert bleiben, kann man über das Verhältnis 𝑧 𝑧𝑣⁄  aus Gleichung (4-144) die Größen 

der Winkel von einem Koordinatensystem in das andere umrechnen. Im Koordinatensystem V 

werden die Winkel 𝜑𝑖
𝑉  und 𝜑𝑎

𝑉  nach den Gleichungen (4-50) und (4-60) berechnet. Setzt man 

diese in Gleichung (4-142) ein, erhält man 𝜑𝑒
𝑉 . Zur Beschreibung der Kontur werden die Win-

kel noch in das Koordinatensystem O umgerechnet: 

𝜑𝑖
𝑂 =

𝑧𝑣
𝑧
⋅ 𝜑𝑉 𝑖 (4-145) 

𝜑𝑎
𝑂 =

𝑧𝑣
𝑧
⋅ 𝜑𝑎
𝑉  (4-146) 

𝜑𝑒
𝑉 =

𝑧

𝑧𝑣
⋅ 𝜑𝑒
𝑂 = 𝜑𝑉 − 𝜑𝑖

𝑉 − 𝜑𝑎
𝑉  (4-147) 

Die im Koordinatensystem V berechneten Punkte 𝐜𝑉 𝑏,𝑗 der Zahnflanke liegen zunächst in einer 

Ebene in 𝑧𝑉 = 0 und ragen über die Mantelfläche des Rückenkegels hinaus. Jeder der Punkte 

𝐜𝑉 𝑏,𝑗 muss deshalb im Koordinatensystem O auf die Mantelfläche des Rückenkegels verscho-

ben werden. Die Punkte werden ins Koordinatensystem O transformiert: 

𝐜𝑂 𝑏,𝑗 = (

𝑥𝐜𝑏,𝑗
𝑦𝐜𝑏,𝑗
𝑧𝐜,𝑗𝑏

)

𝑂

= 𝐓𝑉
𝑂 ⋅ 𝐜𝑉 𝑏,𝑗 (4-148) 

Der Radius der Mantelfläche des Rückenkegels an der Stelle 𝑧𝐜𝑏,𝑗 beträgt: 

𝑟𝑏,𝑗
𝑂 = (휁𝑣 + 𝑧𝐜𝑏,𝑗

𝑂 ) ⋅ atan 𝛿𝑣 (4-149) 

Mit dem Einheitsvektor 𝐞𝑂 𝑏,𝑗, der senkrecht auf die Radachse 𝑧𝑂  steht und in Richtung 𝐜𝑂 𝑏,𝑗 

zeigt, kann 𝐜𝑂 𝑏,𝑗 auf die Mantelfläche des Rückenkegels mit Radius 𝑟𝑏,𝑗
𝑂  verschoben werden: 

𝐞𝑂 𝑏,𝑗 =
1

√ 𝑥𝐜𝑏,𝑗
2𝑂 + 𝑦𝐜𝑏,𝑗

2𝑂

⋅ (

𝑥𝐜𝑏,𝑗
𝑦𝐜𝑏,𝑗
0 

)

𝑂

 (4-150) 

𝐜𝑂 𝑏,𝑗 = 𝑟𝑏,𝑗 ⋅ 𝐞𝑂 𝑏,𝑗 + (

0
0
𝑧𝐜𝑏,𝑗

)

𝑂

 (4-151) 
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Abbildung 4.33: Darstellung der Konturpunkte VLbottom der Unterseite eines Kegelrads. 

Die Oberseite des Kegelrads wird erzeugt, indem die verschiedenen Abschnitte der Unterseite 

wie folgt auf die Oberseite (top, Index t) projiziert werden: 

 𝐚𝑂 𝑡,𝑗: Der Mittelpunkt bzw. die Kontur der Bohrung auf der Oberseite wird erzeugt, 

indem die Punkte 𝐚𝑂 𝑏,𝑗 der Unterseite kopiert und im Koordinatensystem O parallel zur 

Radachse 𝑧𝑂  in die Ebene 𝑧𝑂 = 휁𝑓𝑖 verschoben werden; 

 𝐛𝑂 𝑡,𝑗: Die Zahnfußkontur auf der Oberseite wird erzeugt, indem die Punkte 𝐛𝑂 𝑏,𝑗 der 

Unterseite kopiert und im Koordinatensystem O in Richtung der Kegelspitze entlang 

𝐫𝑗
𝑂 = 𝐪𝑡𝑖𝑝

𝑂 − 𝐛𝑂 𝑏,𝑗 in die Ebene 𝑧𝑂 = 휁𝑓𝑖 verschoben werden; 

 𝐜𝑂 𝑡,𝑗, 𝐝𝑂 𝑡,𝑗: Die evolventische Zahnflankenkontur und die Zahnkopfkontur auf der 

Oberseite werden erzeugt, indem man die Punkte der Unterseite kopiert und im Koor-

dinatensystem V entlang 𝐫𝑗
𝑉 = 𝐪𝑡𝑖𝑝

𝑉 − 𝐜𝑉 𝑏,𝑗 in die Ebene 𝑧𝑏,𝑗
𝑉  verschiebt. 𝑧𝑏,𝑗

𝑉  kann 

für jeden Punkt 𝐜𝑉 𝑏,𝑗 über dessen Winkeldifferenz zum Teilkegelwinkel Δ𝛿 = 𝛿 − 𝛿𝑏,𝑗 

berechnet werden. Mit dem Winkel 𝛿𝑏,𝑗 des zu 𝐜𝑉 𝑏,𝑗 gehörenden Kegels gilt: 

𝛿𝑏,𝑗 = acos (
𝐫𝑉 𝑗 ⋅ 𝐪𝑡𝑖𝑝

𝑉

| 𝐫𝑉 𝑗| ⋅ | 𝐪𝑡𝑖𝑝
𝑉 |

) (4-152) 

𝑧𝑏,𝑗
𝑉 =

𝑏

cos(𝛿 − 𝛿𝑗𝑏)
 (4-153) 

 
Abbildung 4.34: Unterseite VLbottom (grau) und Oberseite VLtop eines Kegelrads. Die Spitze des Kegels 

ist mit einem + markiert. Die einzelnen Abschnitte der Kontur auf der Oberseite sind Bohrung (hellblau), 

Fußkreis im Bereich zwischen den Zähnen (dunkelblau), Fußkreis unterhalb der Zähne mit Zahnflanke 

und Kopfkreis (rot). 
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Nun sind die Punktlisten VLbottom der Unterseite und VLtop der Oberseite des Kegelrads 

vollständig. Für eine Vernetzung zu Oberflächendreiecken werden diese Listen wie in (4-94) 

strukturiert. Die Bereiche des Fußkreises unterhalb der Zähne werden mit VLtopRootTooth und 

VLbottomRootTooth bezeichnet (vgl. auch Abbildung 4.35): 

VL =

[
 
 
 
 
 
 

VLtopIn
VLtopRootTooth

VLtopOut
VLbetween
VLbottomOut

VLbottomRootTooth
VLbottomIn ]

 
 
 
 
 
 

 (4-154) 

Die für eine Schräg- oder Bogenverzahnung (𝛽) notwendigen Zwischenebenen VLbetween 

werden mit den Außenkonturen oben (VLtopOut) und unten (VLbottomOut) erzeugt. Die An-

zahl 𝑠 der Zwischenebenen wird nach Gleichung (4-91) berechnet. Dazu wird im Koordinaten-

system O von jedem der 𝑖 Punkte 𝐩𝑡,𝑖
𝑂  der Außenkontur auf der Oberseite ein Einheitsvektor 

𝐞𝑖
𝑂  in Richtung des zugehörigen Punktes 𝐩𝑏,𝑖

𝑂  auf der Unterseite erzeugt: 

𝐞𝑖
𝑂 =

𝐩𝑏,𝑖
𝑂 − 𝐩𝑡,𝑖

𝑂

| 𝐩𝑏,𝑖
𝑂 − 𝐩𝑡,𝑖

𝑂 |
 (4-155) 

Im Abstand Δ𝑏𝑎 werden jetzt entlang von 𝐞𝑖
𝑂  die Punkte 𝐩𝑖𝑗

𝑂  auf der Außenkontur in den 𝑠 

Schichten von VLbetween erzeugt. Mit der äußeren Zahnbreite 𝑏𝑎 nach Gleichung (4-120) wer-

den die Punkte 𝐩𝑖𝑗
𝑂  wie folgt berechnet: 

Δ𝑏𝑎 =
𝑏𝑎
𝑠 + 1

 (4-156) 

𝐩𝑖𝑗
𝑂 = 𝐩𝑡,𝑖

𝑂 + 𝑗 ⋅ Δ𝑏𝑎 ⋅ 𝐞𝑖
𝑂  , 𝑗 ∈ [1; 𝑠] (4-157) 

Verdreht man nun die einzelnen Schichten der Zwischenebenen schrittweise um den gleichen 

Winkel Δ𝜌 gegeneinander um die z-Achse im Koordinatensystem O, wird aus der geraden Ver-

zahnung des Kegelrads eine Bogenverzahnung. Dabei wird der Winkel Δ𝜌 über den ge-

wünschten Schrägungswinkel 𝛽 am Wälzkreisdurchmesser 𝑑𝑚 = 𝑧 ⋅ 𝑚𝑡𝑚 des mittleren Ersatz-

stirnrads im Stirnschnitt berechnet: 

Δ𝜌 = 2 ⋅ asin (
Δ𝑏𝑎
𝑑𝑚

⋅ tan 𝛽) (4-158) 

Möchte man eine Schrägverzahnung erzeugen, so muss der Winkel Δ𝜌𝑗 für jede der 𝑠 Schich-

ten neu berechnet werden. Bezogen auf den Durchmesser des jeweiligen Teilkreises berechnet 

sich Δ𝜌𝑗 wie folgt: 

Δ𝜌𝑗 = 2 ⋅ asin (
Δ휁

𝑑𝑖 + 𝑗 ⋅ Δ𝑑
⋅ tan𝛽) , 𝑗 ∈ [1; 𝑠] (4-159) 

Δ휁 = Δ𝑏 ⋅ cos 𝛿 (4-160) 

Δ𝑑 = 2 ⋅ Δ𝑏 ⋅ sin 𝛿 (4-161) 

Dabei ist 𝑑𝑖 der Teilkreisdurchmesser des inneren Ersatzstirnrads, d. h. der Teilkreisdurchmes-

ser der obersten Schicht VLtopOut, Δ𝑑 die Änderung des Teilkreisdurchmessers zur darunter 

liegenden Schicht in VLbetween und Δ휁 der Abstand zwischen den Schichten entlang der  
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z-Achse im Koordinatensystem O. Der Abstand Δ𝑏 der Schichten entlang der Zahnbreite im 

Teilkegel wird nach Gleichung (4-92) berechnet. 

Neben der Schräg- und Bogenverzahnung kann auch ein Kegelrad mit Pfeilverzahnung (𝛽𝑉) 

erzeugt werden, bei der die Zahnflanken entweder gerade oder bogenförmig verlaufen. Für die 

bogenförmige Pfeilverzahnung werden immer die 𝑗-te Schicht von oben und von unten um den 

gleichen Winkel Δ𝜌 nach Gleichung (4-158) gegenüber der vorigen Schicht verdreht. Bei der 

Pfeilverzahnung mit geraden Zahnflanken werden die Schichten von oben (𝑗 = 1) bis zur Mitte 

(𝑗 = (𝑠 − 1) 2⁄ ) um Δ𝜌𝑗𝑡 nach Gleichung (4-159) zueinander verdreht. Für die Schichten von 

unten bis zur Mitte wird der Winkel Δ𝜌𝑗𝑏 ausgehend vom Teilkreisdurchmesser 𝑑𝑒 am äußeren 

Stirnschnitt nach Gleichung (4-122) berechnet: 

Δ𝜌𝑗𝑡 = 2 ⋅ asin (
Δ휁

𝑑𝑖 + 𝑗 ⋅ Δ𝑑
⋅ tan 𝛽𝑉) , 𝑗 ∈ [1;

(𝑠 − 1)

2
+ 1] 

Δ𝜌𝑗𝑏 = 2 ⋅ asin (
Δ휁

𝑑𝑒 − 𝑗 ⋅ Δ𝑑
⋅ tan𝛽𝑉) , 𝑗 ∈ [1;

(𝑠 − 1)

2
] 

(4-162) 

Das Verdrehen der mittleren Schicht um den Winkel Δ𝜌𝑗𝑡 wird in diesem Fall über den Index 

𝑗 = (𝑠 − 1) 2⁄ + 1 berücksichtigt. 

Abschließend wird das Koordinatensystem O nach oben verschoben, sodass der Punkt 𝐬𝑂  in 

Abbildung 4.32 in Höhe 𝑧 = 0 liegt. Dazu werden alle Punkte der VL um −휁𝑂 nach Gleichung 

(4-138) in z-Richtung verschoben. Der Punkt 𝐬 hat dann in den Koordinatensystemen O und V 

nach der Translation die Koordinaten: 

𝐬𝑂 = (
0
𝑑 2⁄
0
) ; 𝐬𝑉 = (

0
𝑑𝑣 2⁄

𝑏 2⁄
) (4-163) 

Nachdem nun die VL der Stützpunkte nach (4-154) bekannt ist, muss noch die Indexliste FL 

zur Beschreibung der Oberflächendreiecke erzeugt werden. Die Indexlisten FLin für ein Ke-

gelrad mit Bohrung und FLout für die Außenseite der Verzahnung, werden wie beim Stirnrad 

erzeugt. In der Systematik der Vernetzung nach (4-76), (4-77) und (4-80) müssen dann nur die 

richtigen Indizes der Stützpunkte in der VL aus (4-154) eingesetzt werden. Etwas komplizierter 

ist die Vernetzung von Oberseite (FLtop) und Unterseite (FLbottom). Anhand der Oberseite 

wird das Vorgehen beispielhaft für ein Kegelrad mit Bohrung erklärt. Die Oberseite wird durch 

mehrere einzelne Bereiche in den Abschnitten L, R und T beschrieben, die einen Zahn wie in 

Abbildung 4.35 unterteilen. Die Oberseite des Kegelstumpfs setzt sich zusammen aus den In-

dexlisten FLtopCenterL (links vom Zahn, Abschnitt L), FLtopCenterT (unterhalb des Zahns, 

Abschnitt T) und FLtopCenterR (rechts vom Zahn, Abschnitt R). Die Oberfläche des Zahns 

selbst ist FLtopTooth. Zwischen den Abschnitten L, T und R liegen die beiden grünen Über-

gangsbereiche, die gesondert betrachten werden müssen.  

Um die einzelnen Abschnitte zu bestimmen, werden zunächst folgende Zählvariablen einge-

führt, die bei der Berechnung der Stützpunkte bestimmt werden müssen: 

 𝑛𝐴: Die Anzahl der Punkte auf der Innenkontur (VLtopIn), 

 𝑛𝑏: Die Anzahl der Punkte auf der Zahnfußkontur unterhalb des Zahns in Sektion T 

(VLtopRootTooth), 
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 𝑛𝐵: Die Anzahl der Punkte auf der Zahnfußkontur links und rechts vom Zahn in den 

Sektionen L und R (Teil von VLtopOut), 

 𝑛𝐶: Die Anzahl der Punkte auf der evolventischen Zahnflanke (Teil von VLtopOut) und 

 𝑛𝐷: Die Anzahl der Punkte auf dem Kopfkreis (Teil von VLtopOut). 

Die Bereiche L, T und R eines Zahns haben damit folgende Anzahl an Punkten auf der Innen-

kontur VLtopIn: 

𝑛𝐿 =
1

2
⋅ (
𝑛𝐵
𝑧
+ 1) (4-164) 

𝑛𝑅 = 𝑛𝐿 − 1 (4-165) 

𝑛𝑇 =
𝑛𝑏
𝑧

 (4-166) 

Die einzelnen Bereiche der Oberfläche können jetzt von links nach rechts über die Indexlisten 

vernetzt werden. Für den Bereich L links vom Zahn ergibt sich die Indexliste zu: 

FLtopCenterL = [
𝑁𝑖𝑛 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡 + 1 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡
𝑁𝑖𝑛 𝑁𝑖𝑛 + 1 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡 + 1
⋮ ⋮ ⋮

] 

für 
𝑖𝐿 ∈ {1…𝑛𝐿 − 1}, 𝑖𝑧 ∈ {1…𝑧} 

mit  

𝑁𝑖𝑛 = 𝑖𝐿 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝐴
𝑧

 

𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡 = 𝑛𝐴 + 𝑛𝐵 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝐵 + 𝑛𝐶 + 𝑛𝐷

𝑧
+ 𝑖𝐿 + 1 

(4-167) 

Diese Indexliste beschreibt die Oberfläche bis zum Übergangsbereich zwischen den Bereichen 

L und T. Der Übergangsbereich kann mit der Systematik nach (4-167) nicht geschlossen wer-

den, da hier zusätzlich Stützpunkte aus VLtopRootTooth der Zahnfußkontur unterhalb des 

Zahns verwendet werden. Diese befinden sich entsprechend der Struktur der VL nach (4-154) 

weiter vorne in der Liste. Der Übergangsbereich wird wie folgt geschlossen: 

FLtopCenterL = [

⋮ ⋮ ⋮
𝑁𝑖𝑛 𝑁∗ 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡
𝑁𝑖𝑛 𝑁𝑖𝑛 + 1 𝑁∗

] 

für 
𝑖𝐿 = 𝑛𝐿 , 𝑖𝑧 ∈ {1…𝑧} 

mit  

𝑁𝑖𝑛 = 𝑖𝐿 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝐴
𝑧

 

𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡 = 𝑛𝐴 + 𝑛𝐵 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝐵 + 𝑛𝐶 + 𝑛𝐷

𝑧
+ 𝑖𝐿 + 1 

𝑁∗ = 𝑛𝐴 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝑏
𝑧
+ 1 

(4-168) 

Die Vernetzung des Bereichs T unterhalb des Zahns wird rechts neben dem gerade geschlosse-

nen Übergangsbereich begonnen. In diesem Bereich werden die Oberflächen unterhalb des 

Zahns (FLtopCenterT) und des Zahns selbst (FLtopTooth) beschrieben. Die Indexlisten erge-

ben sich zu: 
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FLtopCenterT = [
𝑁𝑖𝑛 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ + 1 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ
𝑁𝑖𝑛 𝑁𝑖𝑛 + 1 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ + 1
⋮ ⋮ ⋮

] 

und 

FLtopTooth = [
𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ 𝑁𝑡𝑜𝑜𝑡ℎ + 1 𝑁𝑡𝑜𝑜𝑡ℎ
𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ + 1 𝑁𝑡𝑜𝑜𝑡ℎ + 1

⋮ ⋮ ⋮
] 

für  
𝑖𝑇 ∈ {1…𝑛𝑇 − 1}, 𝑖𝑧 ∈ {1…𝑧} 

mit  

𝑁𝑖𝑛 = 𝑛𝐿 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝐴
𝑧
+ 𝑖𝑇 

𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ = 𝑛𝐴 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝑏
𝑧
+ 𝑖𝑇 + 1 

𝑁𝑡𝑜𝑜𝑡ℎ = 𝑛𝐴 + 𝑛𝑏 + 𝑛𝐿 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝐴
𝑧
+ 𝑖𝑇 

(4-169) 

Diese beiden Oberflächen müssen am rechten Rand gesondert geschlossen werden: 

FLtopCenterT = [

⋮ ⋮ ⋮
𝑁𝑖𝑛 𝑁∗ 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ
𝑁𝑖𝑛 𝑁𝑖𝑛 + 1 𝑁∗

] 

und 

FLtopTooth = [

⋮ ⋮ ⋮
𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ 𝑁𝑡𝑜𝑜𝑡ℎ + 1 𝑁𝑡𝑜𝑜𝑡ℎ
𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ 𝑁𝑡𝑜𝑜𝑡ℎ + 2 𝑁𝑡𝑜𝑜𝑡ℎ + 1

] 

für  
𝑖𝑇 = 𝑛𝑇 , 𝑖𝑧 ∈ {1…𝑧} 

mit  

𝑁𝑖𝑛 = 𝑛𝐿 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝐴
𝑧
+ 𝑛𝑇  

𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ = 𝑛𝐴 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝑏
𝑧
+ 𝑛𝑇 + 1 

𝑁𝑡𝑜𝑜𝑡ℎ = 𝑛𝐴 + 𝑛𝑏 + 𝑛𝐿 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝐴
𝑧
+ 𝑛𝑇  

𝑁∗ = 𝑛𝐴 + 𝑛𝑏 + 𝑛𝐿 +
𝑛𝐶 + 𝑛𝐷

𝑧
+ (𝑖𝑧 − 1) ⋅

𝑛𝐵 + 𝑛𝐶 + 𝑛𝐷
𝑧

+ 1 

(4-170) 

Die Oberfläche des Abschnitts R rechts neben dem Zahn kann abschließend ohne Berücksich-

tigung spezieller Übergangsbereiche erzeugt werden. Die Indexliste lautet: 

FLtopCenterR = [
𝑁𝑖𝑛 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡 + 1 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡
𝑁𝑖𝑛 𝑁𝑖𝑛 + 1 𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡 + 1
⋮ ⋮ ⋮

] 

für  
𝑖𝑅 ∈ {1…𝑛𝑅}, 𝑖𝑧 ∈ {1…𝑧} 

mit  

𝑁𝑖𝑛 = 𝑛𝐿 + 𝑛𝑇 + (𝑖𝑧 − 1) ⋅
𝑛𝐴
𝑧
+ 𝑖𝑅 

𝑁𝑟𝑜𝑜𝑡𝑇𝑜𝑜𝑡ℎ = 𝑛𝐴 + 𝑛𝑏 + 𝑛𝐿 +
𝑛𝐶 + 𝑛𝐷

𝑧
+ (𝑖𝑧 − 1) ⋅

𝑛𝐵 + 𝑛𝐶 + 𝑛𝐷
𝑧

+ 𝑖𝑅 + 1 

(4-171) 
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Abbildung 4.35: Beschreibung der Oberfläche des Kegelrads mit Dreiecksflächen am Beispiel des ersten 

Zahns der oberen Seite. Der Zahn wird zur Beschreibung unterteilt in die blauen Segmente links (L) und 

rechts (R) vom Zahn, sowie das rote Segment des Zahnes selbst (T). Die grünen Segmente (U) sind Über-

gangsbereiche zwischen den Segmenten. 

Das Vorgehen zur Vernetzung der Unterseite FLbottom bestehend aus FLbottomCenterL, 

FLbottomCenterT, FLbottomTooth und FLbottomCenterR geschieht analog. Für Kegelräder 

ohne Bohrung (𝑛𝐴 = 1) muss das oben beschriebene Vorgehen zur Berechnung der Indexlisten 

entsprechend angepasst werden. Die einzelnen Indexlisten können abschließend für die gesamte 

Oberfläche eines Kegelrads wie folgt zusammengefasst werden: 

FLtopCenterR =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FLin
FLtopCenterL
FLtopCenterT
FLtopCenterR
FLtopTooth
FLout

FLbottomTooth
FLbottomCenterR
FLbottomCenterT
FLbottomCenterL]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (4-172) 

1 

𝑛𝐴 + 𝑛𝑏 + 1 

𝑛𝐴 + 𝑛𝑏 + 2 

𝑛𝐴 + 1 
𝑛𝐴 + 2 

𝑛𝐴 +
𝑛𝑏

𝑧
 

L      T      R 

2 𝑛𝐴

𝑧
 

VLtopIn 

VLtopOut 

VLtopRootTooth 

𝑛𝐴

𝑧
+ 1 

𝑛𝐴 + 𝑛𝑏 +
𝑛𝐵

𝑧
+ 1 

𝑛𝐴 + 𝑛𝑏 +
𝑛𝐵

𝑧
 

FLtopCenterL FLtopCenterR 

FLtopCenterT 

FLtopTooth 

U                                                                          U 
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Einige Beispiele der so modellierten Kegelräder sind in Abbildung 4.36 zu sehen. 

a) b) c)  

Abbildung 4.36: Verschiedene Paarungen modellierter Kegelräder: a) geradverzahnt, b) schrägverzahnt 

und schräg pfeilverzahnt, c) bogenverzahnt und bogenförmig pfeilverzahnt. 

4.8 Welle-Nabe-Verbindungen 

Sofern Zahnräder und Wellen nicht monolithisch und damit fest miteinander verbunden gesin-

tert werden, sollen die Zahnräder alternativ auf Standardwellen montiert werden können. In 

diesem Abschnitt wird die Modellierung der in Abbildung 4.37 gezeigten formschlüssigen Na-

ben vorgestellt. Dazu wird zunächst die Kontur der Nabe berechnet und als CPL gespeichert. 

Da es sich bei den Zahnnaben um 2½D-Körper handelt, können die dreidimensionale Punktliste 

VL und die Indexliste FL der Oberflächendreiecke mit Funktionen der SG-Library direkt aus 

der CPL erzeugt werden (Lueth & Irlinger, 2013). Dabei ist zu beachten, dass die Stützpunkte 

der Innenkontur (CPLin) im Uhrzeigersinn und die der Außenkontur (CPLout) entgegen dem 

Uhrzeigersinn verlaufen müssen. Zusätzlich müssen beide Konturen innerhalb der CPL mit ei-

nem Eintrag vom Typ NaN voneinander getrennt werden: 

CPL = [
CPLinX CPLinY
NaN NaN

CPLoutX CPLoutY
] (4-173) 

Um aus dieser CPL ein Oberflächenmodell zu erzeugen, verwendet man folgende Funktionen 

der SG-Library: 

1. Erzeugen der Punktliste (PL) und der Kantenliste (EL):  

[PL,EL] = PLELofCPL(CPL) 

2. Erzeugen der Vertexliste (VL) und der Indexliste der Oberflächendreiecke (FL). Die 

Höhe der Nabe ist hier mit L angegeben:  

[VL,FL] = VLFLofPLELz(PL,EL,L) 

3. Damit das Koordinatensystem in der Mitte der Nabe liegt, wird die Punktliste entlang 

der z-Achse noch um 𝐿/2 nach unten verschoben:  
VL = [ VL(:,1), VL(:,2), VL(:,3)-L/2 ] 

a) b) c) d) e)  

Abbildung 4.37: Übersicht modellierter Naben: a) Zahnnabe nach DIN 5480-1, b) Passfedernut nach DIN 

6885-1 bzw. DIN 6885-3, c) Keilwelle nach DIN ISO 14, d) P3G Polygonnabe nach DIN 32711-1 und e) P4C 

Polygonnabe nach DIN 32712-1. 
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4.8.1 Zahnnabe 

Für das Modellieren der Innenkontur einer Zahnnabe nach DIN 5480-1 kann das Vorgehen für 

die Erzeugung der Stützpunkte eines Stirnrads mit Evolventenverzahnung nach Abschnitt 4.4.1 

verwendet werden, wobei standardmäßig für den Eingriffswinkel 𝛼 = 30° gilt. Doppelzähne 

werden hier nicht modelliert. Zusätzlich muss die kreisförmige Außenkontur ergänzt werden. 

4.8.2 Passfedernut 

Die Kontur einer Passfedernut nach DIN 6885-1 bzw. DIN 6885-3 kann anhand der Skizze in 

Abbildung 4.38 erzeugt werden. Dazu wird mit den Winkeln 𝜑𝐴 und 𝜑𝐵 von Punkt A bis Punkt 

B ein Kreisbogen mit Durchmesser 𝑑 in Polarkoordinaten erzeugt: 

𝜑𝐴 = asin (
𝐵

𝑑
) (4-174) 

𝜑𝐵 = 2𝜋 − 𝜑𝐴 (4-175) 

Abschließend werden noch die Punkte C und D gesetzt. Die Koordinaten lauten: 

𝐚 = (
𝑥𝐴
𝑦𝐴
) =

𝑑

2
⋅ (
sin 𝜑𝐴
cos 𝜑𝐴

) (4-176) 

𝐛 = (
−𝑥𝐴
𝑦𝐴

) =
𝑑

2
⋅ (
− sin𝜑𝐴
cos 𝜑𝐴

) (4-177) 

𝐜 = (
𝑥𝐶
𝑦𝐶
) = (

−𝑑 2⁄ ⋅ sin𝜑𝐴
𝑑 2⁄ + 𝑡

) (4-178) 

𝐝 = (
−𝑥𝐶
𝑦𝐶

) = (
𝑑 2⁄ ⋅ sin 𝜑𝐴
𝑑 2⁄ + 𝑡

) (4-179) 

 
Abbildung 4.38: Skizze zur Modellierung der Kontur einer Passfedernut mit Breite 𝑩, Tiefe 𝒕, Innendurch-

messer 𝒅 und Außendurchmesser 𝑫.  
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4.8.3 Keilnabe 

Die Kontur einer Keilnabe nach DIN ISO 14 kann anhand der Skizze in Abbildung 4.39 erzeugt 

werden. Dazu wird zunächst der Punkt A gesetzt und anschließend die Stützpunkte zweier 

Kreisbögen von Punkt B bis Punkt C mit Durchmesser 𝐷 und von Punkt D bis Punkt A' mit 

Durchmesser 𝑑. Dazu benötigt man die Winkel 𝜑𝐴, 𝜑𝐵 und 𝜑𝑒𝑛𝑑, 𝑁 beschreibt die Anzahl der 

Keile: 

𝜑𝐴 = asin (
𝐵

𝑑
) (4-180) 

𝜑𝐵 = asin (
𝐵

𝐷
) (4-181) 

𝜑𝑒𝑛𝑑 = 2 ⋅ (
𝜋

𝑁
− 𝜑𝐴) (4-182) 

Die Punkte des ersten Segments haben die Koordinaten: 

𝐚 = (
𝑥𝐴
𝑦𝐴
) =

𝑑

2
⋅ (
− sin𝜑𝐴
cos 𝜑𝐴

) (4-183) 

𝐛 = (
𝑥𝐵
𝑦𝐵
) =

𝐷

2
⋅ (
− sin𝜑𝐵
cos 𝜑𝐵

) (4-184) 

𝐜 = (
−𝑥𝐵
𝑦𝐵

) =
𝐷

2
⋅ (
sin𝜑𝐵
cos 𝜑𝐵

) (4-185) 

𝐝 = (
−𝑥𝐴
𝑦𝐴

) =
𝑑

2
⋅ (
sin 𝜑𝐴
cos𝜑𝐴

) (4-186) 

Das so entstandene Segment eines Keils kann nun 𝑁 − 1 mal kopiert und um je  

𝜑𝑖 = 𝑖 ⋅ 2𝜋 𝑁⁄ , 𝑖 ∈ {1…𝑁 − 1} rotiert werden. 

 
Abbildung 4.39: Skizze zur Modellierung der Kontur einer Keilnabe nach DIN ISO 14 mit 𝑵 Keilen der 

Breite 𝑩 und einer Tiefe von (𝑫 − 𝒅) 𝟐⁄ .  
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4.8.4 Polygonprofil P3G 

Die Berechnung der Kontur einer Nabe in Form eines P3G Polygonprofils erfolgt nach den in 

DIN 32711-1 angegeben Koordinaten in Parameterform: 

𝑥(𝛼) = [𝑅𝑚 − 𝑒 ⋅ cos(3 ⋅ 𝛼)] ⋅ cos(𝛼) − 3 ⋅ 𝑒 ⋅ sin(3 ⋅ 𝛼) ⋅ sin(𝛼) (4-187) 

𝑦(𝛼) = [𝑅𝑚 − 𝑒 ⋅ cos(3 ⋅ 𝛼)] ⋅ sin(𝛼) + 3 ⋅ 𝑒 ⋅ sin(3 ⋅ 𝛼) ⋅ cos(𝛼) (4-188) 

Dabei läuft der Parameter 𝛼 von 0° bis 360° und ist nicht mit dem Winkel eines Zeigers in 

Polarkoordinaten zu verwechseln. Für den mittleren Radius 𝑅𝑚 gilt mit dem Durchmesser 𝑑 

(der in der Norm mit 𝑑4 bezeichnet wird): 

𝑅𝑚 = 𝑑 2⁄  (4-189) 

Die Exzentrizität 𝑒 (die in der Norm mit 𝑒4 bezeichnet wird) ist das Maß für die Form des 

Polygonprofils. Bei größerem Verhältnis 𝑒 𝑑⁄  wird das Profil spitzer, bei kleinerem Verhältnis 

runder. Der Wert 𝑒 wird entsprechend DIN 32711-1 aus einer Tabelle ausgewählt. Das Vorge-

hen für die Berechnung und Dimensionierung einer P3G Nabe ist in DIN 32711-2 beschrieben. 

 
Abbildung 4.40: Skizze zur Modellierung der Kontur einer P3G Polygonnabe nach DIN 32711-1.  

4.8.5 Polygonprofil P4C 

Um die Innenkontur des P4C Polygons zu erhalten, muss eine Trochoide (Rollkurve) wie in 

Abbildung 4.41 mit einem Kreis vom Durchmesser 𝑑 geschnitten werden. Eine Trochoide ent-

steht, wenn man einen Kreis auf einem zweiten, ortsfesten Kreis abrollt und die Bahn eines auf 

dem abrollenden Kreis fixen Punktes betrachtet. Die Berechnung der Trochoide erfolgt nach 

den in DIN 32712-1 angegeben Koordinaten in Parameterform, wobei der Parameter 𝛼 von 0° 

bis 360° läuft und nicht mit dem Winkel eines Zeigers in Polarkoordinaten zu verwechseln ist: 

𝑥(𝛼) = [𝑅𝑚 − 𝑒 ⋅ cos(4 ⋅ 𝛼)] ⋅ cos(𝛼) − 4 ⋅ 𝑒 ⋅ sin(4 ⋅ 𝛼) ⋅ sin(𝛼) (4-190) 

𝑦(𝛼) = [𝑅𝑚 − 𝑒 ⋅ cos(4 ⋅ 𝛼)] ⋅ sin(𝛼) + 4 ⋅ 𝑒 ⋅ sin(4 ⋅ 𝛼) ⋅ cos(𝛼) (4-191) 

Um den oberen Abschnitt von Punkt A' bis Punkt B' zu erhalten, verwendet man den Bereich 

𝛼 = [3 8⁄ ⋅ 360°; 1 8⁄ ⋅ 360°]. Mit der Bedingung √𝑥(𝛼)2 + 𝑦(𝛼)2 < 𝑑 2⁄  ergibt sich daraus 

die Kontur von Punkt A bis Punkt B, die mit einem Kreisbogen von Punkt B bis Punkt C ergänzt 
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werden muss. Dieses erste Viertel der Kontur kann nun 𝑛 = 3 mal kopiert und um jeweils  

𝑖 ⋅ 𝜋 2⁄ , 𝑖 ∈ {1, 𝑛} rotiert werden. Für die Winkel in Abbildung 4.41 gilt mit dem ersten Punkt 

A und dem letzten Punkt B des Abschnitts der Trochoide: 

𝜑𝐴 = acos (
𝐚 ⋅ 𝐞𝑦

|𝐚| ⋅ |𝐞𝑦|
) = acos (

𝑦𝐚
|𝐚|
) (4-192) 

𝜑𝐵 = acos (
𝐛 ⋅ 𝐞𝑦

|𝐛| ⋅ |𝐞𝑦|
) = acos (

𝑦𝐛
|𝐛|
) (4-193) 

𝜑𝐶 =
𝜋

2
− 𝜑𝐴 (4-194) 

Für den mittleren Radius 𝑅𝑚 gilt mit dem Durchmesser 𝑑𝑡: 

𝑅𝑚 =
𝑑𝑡 + 2 ⋅ 𝑒

2
 (4-195) 

Exzentrizität 𝑒 und Durchmesser 𝑑𝑡 werden entsprechend DIN 32711-1 aus einer Tabelle für 

einen Durchmesser 𝑑 gewählt (Bezeichnungen laut Norm: 𝑒 = 𝑒4, 𝑑 = 𝑑3 und 𝑑𝑡 = 𝑑4). Das 

Vorgehen für Berechnung und Dimensionierung ist in DIN 32712-2 beschrieben. 

 
Abbildung 4.41: Die Kontur des P4C Profils bestehend aus einer Trochoide (blau)und einem Kreis (rot). 

 
Abbildung 4.42: Skizze zur Modellierung der Kontur einer P4C Polygonnabe nach DIN 32712-1. 
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5 Automatischer Entwurf von Stirnradstufen 

In diesem Abschnitt wird ein Ansatz vorgestellt, Stirnradstufen durch Vorgabe weniger Para-

meter für eine Herstellung mittels SLS automatisch zu entwerfen. Ausgangspunkt ist ein An-

wender, der eine Stirnradstufe als umlauffähiges Funktionsmuster aufbauen oder in einen funk-

tionalen Prototypen einbauen möchte. Zur Herstellung der benötigten Zahnräder und Wellen 

werden die weiter oben in Kapitel 4 beschriebenen Oberflächenmodelle verwendet, hinsichtlich 

der Fertigungstoleranzen und Randbedingungen des SLS von Polyamid optimiert und als STL-

Datei gespeichert. Dieser Ansatz soll es ermöglichen, eigene konstruktive Ideen mit Stirnrad-

stufen im Sinne des RP schnell und einfach umzusetzen. Der Entwurfsprozess ist dabei zunächst 

auf die Verwendung von Stirnrädern und Zylinderschnecken mit evolventischer Verzahnung 

begrenzt. Die vorzugebenden Parameter zur Spezifikation und die daraus zu berechnenden Grö-

ßen sind in Tabelle 5.1 aufgelistet. Der Ablauf des automatischen Entwurfsprozesses nach Ab-

bildung 3.1 lautet: 

1. Der Anwender spezifiziert das Zahnradgetriebe über 

a. die Lage der Radachsen im Raum, 

b. die gewünschte Übersetzung und 

c. das zu übertragende Drehmoment. 

2. Über die Wahl eines AM-Verfahrens und das Material werden indirekt  

a. die Materialeigenschaften und  

b. die Fertigungstoleranzen bzw. Randbedingungen des AM-Verfahrens, wie mi-

nimal herstellbare Wandstärke 𝑤𝑚𝑖𝑛, minimal einzuhaltendes Spaltmaß 𝑠𝑚𝑖𝑛, 

Schichthöhe Δ𝑧 und die Auflösung in der Ebene Δ𝑥𝑦 vorgegeben. 

3. Diese Parameter werden von einem Konstruktionsalgorithmus verarbeitet, die Bestim-

mungsgrößen der Zahnräder berechnet und damit die STL-Dateien der Zahnräder und 

Wellen generiert. 

a. Auslegung der Zähnezahlen 𝑧1 und 𝑧2. 

b. Auslegung des Schrägungswinkels 𝛽1 über eine Optimierung des Wirkungs-

grads 휂𝑍(𝛽1) unter Berücksichtigung der Übersetzung 𝑖, des Achskreuzungs-

winkels 𝛴 und der Materialeigenschaften. Dabei werden außerdem das Modul 

und damit auch die Durchmesser der Zahnräder sowie der Schrägungswinkel 𝛽2 

in Abhängigkeit von 𝛽1 berechnet. 

c. Betrachtung der Verzahnungskräfte für ein vorgegebenes Antriebsmoment 𝑇1. 

d. Berechnung der Tragfähigkeit über Flankenpressung und Zahnfußtragfähigkeit. 

e. Auslegung der Wellen. 

4. Die STL-Dateien werden mittels SLS hergestellt und die fertigen Bauteile z. B. durch 

Druckluftstrahlen nachbearbeitet. 
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Tabelle 5.1: Vorzugebende Parameter für die automatisierte Konstruktion eines Zahnradgetriebes (In-

dex 1: Antrieb; Index 2: Abtrieb) 

Verwendung Parameter Formelzeichen Einheit 

Erforderliche Vorgabe 

zur Auslegung der Zahnräder 

Achsabstand 𝑎  [mm]  

Kreuzungswinkel 𝛴  [°]  

Übersetzung 𝑖  [−]  

Erforderliche Vorgabe 

zur Auslegung der Wellen 

Länge der Wellen 𝑙1/2  [mm]  

Drehmoment Antrieb 𝑇1  [Nm]  

Drehzahl Antrieb 𝑛1  [min
−1]  

Indirekte Vorgabe  

der Materialeigenschaften 

E-Modul 𝐸  [N/mm2]  

Reibungszahl 𝜇  [−]  

Zugfestigkeit 𝜎𝑡  [N/mm2]  

Biegefestigkeit 𝜎𝑏  [N/mm2]  

Zeitschwellfestigkeit 𝜎𝐹𝑙𝑖𝑚𝑁  [N/mm2]  

Querkontraktionszahl 𝜈  [−]  

Berechnete Kenngrößen  

der Zahnräder 

Zähnezahl 𝑧1/2  [−]  

Modul 𝑚𝑛  [mm]  

Breite 𝑏1/2  [mm]  

Eingriffswinkel 𝛼  [°]  

Schrägungswinkel 𝛽1/2  [°]  

5.1 Auslegung der Zähnezahlen 

Der erste Schritt der Auslegungsberechnung besteht darin, über das vorgegebene Übersetzungs-

verhältnis 𝑖 = 𝑧2 𝑧1⁄  die Zähnezahl 𝑧1 des antreibenden Zahnrads zu bestimmen. In der Litera-

tur wird für Übersetzungen im Bereich 𝑖 ∈ [1; 5] bei einem Kreuzungswinkel 𝛴 > 0° der Ein-

satz von Schraubradpaarungen empfohlen (Wittel et al., 2011). In Tabelle 5.2 sind für verschie-

dene Übersetzungen 𝑖 empfohlene Zähnezahlen 𝑧1 und Größenverhältnisse zwischen Wälz-

kreisdurchmesser 𝑑1 und Achsabstand 𝑎 angegeben.  

Tabelle 5.2: Richtwerte nach Wittel et al. (2011) zur Auslegung des antreibenden Zahnrads von 

Schraubradgetrieben für Übersetzungen im Bereich 𝑖 ∈ [1; 5] 

Übersetzung 𝒊 𝟏…𝟐 𝟐…𝟑 𝟑…𝟒 𝟒…𝟓 

Zähnezahl 𝑧1 20…16 15…12 12…10 10…8 

Verhältnis 𝑦 = 𝑑1/𝑎 1…0,7 0,7…0,55 0,55…0,5 

Bei Übersetzungen 𝑖 > 5 sind nach Niemann & Winter (1983) Paarungen von Schnecke und 

Stirnrad zu bevorzugen. Für die Zähnezahl 𝑧1 der antreibenden Schnecke gilt näherungsweise: 

𝑧1 ≈
1

𝑖
∙ (7 + 2,4 ∙ √𝑎), 𝑧1 ∈ ℕ

+ (5-1) 
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Die Zähnezahl 𝑧2 des angetriebenen Zahnrads ergibt sich damit zu: 

𝑧2 = 𝑖 ⋅ 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℕ
+ (5-2) 

5.2 Auslegung der Schrägungswinkel 

Der aufwändigste Teil der Berechnung der Zahnräder ist die Bestimmung des Schrägungswin-

kels 𝛽1. Für den hier gewählten Ansatz wird das Maximum des Verzahnungswirkungsgrads 휂𝑍 

in Abhängigkeit von 𝛽1 gesucht. Es gilt nach Niemann & Winter (1983): 

휂𝑍(𝛽1) = 1 −
𝑣𝑔𝑚

𝑣𝑡1
(𝛽1) ∙

𝜇𝑚 ∙ cos 𝜌
∗

cos 𝛼𝑛 ⋅ cos(𝛽1 − 𝜌∗)
 (5-3) 

𝛼𝑛 bezeichnet den Eingriffswinkel des Zahnrads im Normalschnitt und 𝜇𝑚 die mittlere Zahn-

reibungszahl. Für Paarungen PA/PA im Trockenlauf wird der in VDI 2736 Blatt 2 vorgeschla-

gene Reibbeiwert 𝜇𝑚 = 0,4 verwendet. Damit kann man nach Wassermann (2005) den fiktiven 

Reibwinkel 𝜌∗ berechnen: 

𝜌∗ = atan 𝜇𝑚 (5-4) 

Die beiden übrigen Größen 𝑣𝑔𝑚(𝛽1) und 𝑣𝑡1(𝛽1) in Gleichung (5-3) werden über Betrachtun-

gen der Zahnradgeometrien und der Gleitgeschwindigkeiten zwischen den Zahnflanken berech-

net. Die Gleichungen nach Niemann & Winter (1983) werden im Folgenden aufeinander auf-

bauend erklärt. Die Abhängigkeit vom Schrägungswinkel wird mit der Schreibweise (𝛽1) ver-

anschaulicht. Es bestehen folgende Zusammenhänge: 

𝛴 = 𝛽1 + 𝛽2 (5-5) 

𝑑1 2⁄ (𝛽1) =
𝑚𝑛 ∙ 𝑧1 2⁄

cos 𝛽1 2⁄
 (5-6) 

𝑎(𝛽1) =
𝑑1 + 𝑑2
2

 (5-7) 

Zunächst wird der Normalmodul 𝑚𝑛 der Zahnradpaarung berechnet. Eine Abhängigkeit von 𝛽2 

lässt sich mit Gleichung (5-5) auf 𝛽1 zurückführen. 

𝑚𝑛(𝛽1) =
2 ⋅ 𝑎

𝑧1
cos 𝛽1

+
𝑧2

cos 𝛽2

=
2 ⋅ 𝑎

𝑧1
cos 𝛽1

+
𝑖 ⋅ 𝑧1

cos(Σ − 𝛽1)

 
(5-8) 

Die Eingriffswinkel im Stirnschnitt 𝛼𝑡1 2⁄
 betragen: 

𝛼𝑡1 2⁄
(𝛽1) = atan(

tan𝛼𝑛
cos 𝛽1 2⁄

) (5-9) 

Mit Gleichung (5-9) kann man nun die Schrägungswinkel 𝛽𝑏1 2⁄
 am Grundkreis bestimmen: 

𝛽𝑏1 2⁄
(𝛽1) = acos (

sin 𝛼𝑛
sin 𝛼𝑡1 2⁄

) (5-10) 

Mit den bisher berechneten Größen lassen sich die Durchmesser von Grundkreis 𝑑𝑏1 2⁄
, Kopf-

kreis 𝑑𝑎1 2⁄
 und Fußkreis 𝑑𝑓1 2⁄

 der Stirnräder berechnen, wobei nach DIN 867 Standardwerte 

für Kopfspiel (𝑐𝑝 = 0,25 ⋅ 𝑚), Kopfhöhen-Faktor (ℎ𝑎𝑃
∗ = 1) und Fußhöhen-Faktor (ℎ𝑓𝑃

∗ = 1) 

verwendet werden: 
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𝑑𝑏1 2⁄
(𝛽1) = 𝑑1 2⁄ ∙ cos 𝛼𝑡1 2⁄

 (5-11) 

𝑑𝑎1 2⁄
(𝛽1) = 𝑑1 2⁄ + 2 ∙ 𝑚𝑛 (5-12) 

𝑑𝑓1 2⁄
(𝛽1) = 𝑑1 2⁄ − 2,5 ∙ 𝑚𝑛 (5-13) 

Für die später folgenden Berechnungen der Gleitgeschwindigkeiten benötigt man zusätzlich die 

Kopfeingriffsstrecken 𝑔𝑎𝑛1 2⁄
 und die Fußeingriffsstrecken 𝑔𝑓𝑛1 2⁄

. Das sind die Längen der 

Strecken, auf denen sich bei der Bewegungsübertragung die Zahnköpfe bzw. Zahnfüße eines 

Zahnrads mit dem Gegenrad im Eingriff befinden.  

𝑔𝑎𝑛1 2⁄
(𝛽1) = 0,5 ∙

√𝑑𝑎1 2⁄
2 − 𝑑𝑏1 2⁄

2 − √𝑑1 2⁄
2 − 𝑑𝑏1 2⁄

2

cos 𝛽𝑏1 2⁄

 
(5-14) 

𝑔𝑓𝑛1 2⁄
(𝛽1) = 0,5 ∙

√𝑑𝑎1 2⁄
2 − 𝑑𝑏1 2⁄

2 − √𝑑𝑎1 2⁄
2 − 𝑑1 2⁄

2

cos 𝛽𝑏1 2⁄

 
(5-15) 

Die Kopfeingriffsstrecken nach (5-14) ergeben gemeinsam die gesamte Eingriffsstrecke 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ , 

wobei zu beachten ist, dass bei der Herstellung mittels SLS der Punkt 𝐸 der Eingriffsstrecke 

tatsächlich nicht an der theoretisch exakten Position liegt, sondern leicht nach unten verschoben 

ist (vgl. Punkt 𝐸′ Abbildung 6.1-a): 

𝐴𝐸̅̅ ̅̅ (𝛽1) = 𝑔𝑎𝑛1 + 𝑔𝑎𝑛2 (5-16) 

Mit der Eingriffsstrecke kann betrachtet werden, wie viele Zahnflankenpaare sich zeitglich im 

Eingriff befinden. Ausgedrückt wird dies mit der Überdeckung 휀𝛼𝑛 im Normalschnitt: 

휀𝛼𝑛(𝛽1) =
𝐴𝐸̅̅ ̅̅ (𝛽1)

𝑚𝑛 ⋅ 𝜋 ⋅ cos 𝛼𝑛
 (5-17) 

Nun werden die Gleitgeschwindigkeiten zwischen den Zahnflanken nach Abbildung 5.1 be-

trachtet. Dazu wird die Bewegung der Zahnräder über eine Drehzahl 𝑛1 [min
−1] am Antrieb 

beschrieben, die für die Herleitung notwendig ist, sich allerdings in Gleichung (5-3) für 휂𝑍(𝛽1) 
wieder heraus kürzt. Mit 𝑑1 [mm] gilt für die Umfangsgeschwindigkeit 𝑣𝑡1  [m s⁄ ] am antrei-

benden Zahnrad: 

𝑣𝑡1(𝛽1, 𝑛1) = 𝑑1 ∙ 𝑛1 ∙
𝜋

6 ⋅ 104
 (5-18) 

Damit beträgt die Umfangsgeschwindigkeit 𝑣𝑡2 des angetriebenen Rads: 

𝑣𝑡2(𝛽1, 𝑛1) = 𝑣𝑡1 ∙
cos 𝛽1
cos 𝛽2

 (5-19) 

Mit Gleichung (5-18) kann man außerdem die relative Gleitgeschwindigkeit 𝑣𝑔𝑠 zwischen bei-

den Zahnflanken im Schraubpunkt bestimmen: 

𝑣𝑔𝑠(𝛽1, 𝑛1) = 𝑣𝑡1 ∙
sin|Σ|

cos 𝛽2
 (5-20) 

Die Gleitgeschwindigkeiten der Zahnräder betragen: 
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𝑣𝑔1(𝛽1, 𝑛1) =
2 ∙ 𝑣𝑡1 ∙ 𝑔𝑎𝑛1 ∙ cos 𝛽𝑏1

𝑑1
 (5-21) 

𝑣𝑔2(𝛽1, 𝑛1) =
2 ∙ 𝑣𝑡2 ∙ 𝑔𝑓𝑛2 ∙ cos 𝛽𝑏2

𝑑2
 (5-22) 

Diese Gleitgeschwindigkeiten kann man, wie in Abbildung 5.1 rechts dargestellt, über den Win-

kel 𝛾 in Anteile in Richtung von Zahnhöhe und Zahnbreite aufteilen: 

𝛾1 2⁄ (𝛽1) = atan(sin 𝛼𝑛 ⋅ tan𝛽1 2⁄ ) (5-23) 

Die Anteile der Gleitgeschwindigkeit an den Zahnrädern in Richtung der Zahnhöhe (𝑣𝑔𝛼) und 

der Zahnbreite (𝑣𝑔𝛽) betragen: 

𝑣𝑔𝛼1 2⁄
(𝛽1, 𝑛1) = 𝑣𝑔1 2⁄

∙ cos 𝛾1 2⁄ + 𝑣𝑔2 1⁄
∙ cos 𝛾2 1⁄  (5-24) 

𝑣𝑔𝛽1 2⁄
(𝛽1, 𝑛1) = 𝑣𝑔𝑠 + 𝑣𝑔1 2⁄

∙ sin 𝛾1 2⁄ − 𝑣𝑔2 1⁄
∙ sin 𝛾2 1⁄  (5-25) 

Die Gesamtgeschwindigkeit 𝑣𝑔𝛾1 wird über die Anteile der Gleitgeschwindigkeiten bestimmt: 

𝑣𝑔𝛾1 2⁄
(𝛽1, 𝑛1) = √𝑣𝑔𝛼1 2⁄

2 + 𝑣𝑔𝛽1 2⁄

2  (5-26) 

Mit den Gleichungen (5-18) bis (5-26) lässt sich nun die mittlere Gesamtgeschwindigkeit 

𝑣𝑔𝑚 [m s⁄ ] näherungsweise berechnen: 

𝑣𝑔𝑚(𝛽1, 𝑛1) ≈ 𝑣𝑔𝑠 +
(𝑣𝑔𝛾1 − 𝑣𝑔𝑠)

2
+ (𝑣𝑔𝛾2 − 𝑣𝑔𝑠)

2

2 ∙ (𝑣𝑔𝛾1 + 𝑣𝑔𝛾2 − 2 ∙ 𝑣𝑔𝑠)
 (5-27) 

Über den Term 𝑣𝑔𝑚(𝛽1, 𝑛1) 𝑣𝑡1(𝛽1, 𝑛1)⁄  in Gleichung (5-3) kürzt sich die Abhängigkeit von 

der Drehzahl 𝑛1 heraus, so dass der Wirkungsgrad 휂𝑍 nur vom Schrägungswinkel 𝛽1 abhängt. 

Für das Maximum der Funktion 휂𝑍(𝛽1) erhält man den Schrägungswinkel 𝛽1 des antreibenden 

Zahnrads und mit Gleichung (5-5) den Schrägungswinkel 𝛽2 des angetriebenen Zahnrads.  

Für Übersetzungen 𝑖 > 5 wird nach Niemann & Winter (1983) eine Paarung von Zylinder-

schnecke am Antrieb und Stirnrad am Abtrieb verwendet. Bei kleinen Zähnezahlen und kleinen 

Schrägungswinkeln 𝛽1 erhält man kleine Fußkreisdurchmesser, d. h. einen kleinen Kern der 

Schnecke. Für eine ausreichende Stabilität der Zylinderschnecken empfiehlt es sich, den Stei-

gungswinkel 𝛾𝑚 nicht zu klein zu wählen. Ein praxistauglicher Maximalwert von 30° für den 

Steigungswinkel der Zylinderschnecke wurde anhand gesinterter Probekörper ermittelt: 

|𝛾𝑚| ≤ 30°, für 𝑖 > 5 (5-28) 

Abschließend kann man mit Gleichung (5-8) den Modul 𝑚𝑛 und mit Gleichung (5-6) die Wälz-

kreisdurchmesser 𝑑1 2⁄ , berechnen. Die mindestens erforderlichen Zahnradbreiten 𝑏min1 2⁄  
 wer-

den mit der Eingriffsstrecke 𝐴𝐸̅̅ ̅̅  nach Gleichung (5-16) bestimmt, wobei für eine ausreichende 

Seitenstabilität der Zähne nach Niemann & Winter (1983) 𝑏min1 2⁄  
≥ 6 ⋅ 𝑚𝑛 gelten soll: 

𝑏𝑚𝑖𝑛1 2⁄  
(𝛽1) = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ∙ sin |𝛽𝑏1 2⁄

| ≥ 6 ⋅ 𝑚𝑛 (5-29) 

Mit diesen Bestimmungsgrößen können die Oberflächenmodelle der Zahnräder berechnet und 

als STL-Datei für die additive Fertigung gespeichert werden. 
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a) b)  
Abbildung 5.1: a) Anteile der Gleitgeschwindigkeiten. b) Anteile des Profilgleitens. (Entnommen aus Nie-

mann & Winter 1983, S. 7) 

5.3 Betrachtung der Verzahnungskräfte 

Mit einem vorgegebenen Drehmoment 𝑇1 [𝑁𝑚] am Antrieb können die auf die Zähne wirken-

den Kraftkomponenten nach Abbildung 5.2 berechnet werden (Niemann & Winter, 1983). Mit 

einem Wälzkreisdurchmesser von 𝑑1 [𝑚𝑚] ergibt sich die Umfangskraft 𝐹𝑡1 [𝑁] am antreiben-

den Zahnrad zu: 

𝐹𝑡1 = 2000 ⋅
𝑇1
𝑑1

 (5-30) 

Diese setzt sich aus einem radialen Anteil 𝐹𝑟1 und einem axialen Anteil 𝐹𝑎1 (𝐹𝑥1 in Abbildung 

5.2) zusammen, für die mit dem fiktiven Reibwinkel 𝜌∗ nach Gleichung (4-190) gilt: 

𝐹𝑎1 =
𝐹𝑡1

tan(|𝛽1| − 𝜌∗)
 (5-31) 

𝐹𝑟1 = 𝐹𝑡1 ⋅ tan 𝛼𝑛 ⋅
cos 𝜌∗

cos(|𝛽1| − 𝜌∗)
 (5-32) 

Mit dem fiktiven Reibwinkel 𝜌∗ lässt sich außerdem die Normalkraft 𝐹𝑛 berechnen: 

𝐹𝑛 = 𝐹𝑡1 ⋅
cos 𝜌∗

cos 𝛼𝑛 ⋅ cos(|𝛽1| − 𝜌∗)
 (5-33) 

Wenn Reibungseinflüsse nicht berücksichtigt werden sollen, kann 𝜇 = 0 gesetzt werden. 

Die Kraftkomponenten am angetriebenen Zahnrad können mit folgenden Funktionen berechnet 

werden, wobei bei der Schreibweise mit ± das obere Vorzeichen für positive und das untere 

Vorzeichen für negative Schrägungswinkel 𝛽2 am angetriebenen Zahnrad verwendet wird: 

𝐹𝑡2 = 𝐹𝑛 ⋅
cos 𝛼𝑛 ⋅ cos(±|𝛽2| + 𝜌

∗)

cos 𝜌∗
= 𝐹𝑡1 ⋅

cos(±|𝛽2| + 𝜌
∗)

cos(|𝛽1| − 𝜌∗)
 (5-34) 

𝐹𝑎2 = 𝐹𝑡2 ⋅ tan(±|𝛽2| + 𝜌
∗) (5-35) 

𝐹𝑟2 = 𝐹𝑟1 (5-36) 
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Diese Kraftkomponenten bilden die Grundlage für die Berechnung der Tragfähigkeit und die 

Auslegung der Wellen. Mit der Umfangskraft 𝐹𝑡2 am angetriebenen Rad lässt sich analog zu 

Gleichung (5-30) das Drehmoment 𝑇2 am Ausgang bestimmen: 

𝑇2 =
𝐹𝑡2 ⋅ 𝑑2
2000

 (5-37) 

 
Abbildung 5.2: Zahnkraftkomponenten am Schraubrad. (Entnommen aus Niemann & Winter (1983), S. 11) 

5.4 Betrachtung der Tragfähigkeit 

Mit den Verzahnungskräften kann die Tragfähigkeit der Zahnräder berechnet werden, die in 

diesem Abschnitt exemplarisch für Schraubradgetriebe mit Achskreuzungswinkeln  

0° < Σ < 90° nach der Richtlinie VDI 2736 Blatt 2 vorgestellt wird. Betrachtet werden werk-

stoffgleiche Paarungen des thermoplastischen, teilkristallinen Kunststoffs PA2200 (ein Poly-

amid auf Basis von PA12) für eine Lastwechselzahl 𝑁𝐿 < 105 und Temperaturen im Bereich 

𝜗 = 50…60 °𝐶, da hierfür notwendige Materialkennwerte von PA12 teilweise bekannt sind 

und eine höhere Betriebstemperatur für trockenlaufende Getriebeanwendungen in der Medizin-

technik vermieden werden sollten. Die Ermüdungsbeanspruchung wird über Zahnfußtragfähig-

keit, Verschleißtragfähigkeit und Verformung betrachtet. Im Trockenlauf ist nicht mit einem 

Versagen der Kunststoffzahnräder aufgrund von Grübchenbildung zu rechnen, weshalb die 

Zahnflankentragfähigkeit nicht betrachtet wird (vgl. auch Fürstenberger, 2013). Aufgrund feh-

lender Materialkennwerte von PA2200 wird die Zahntemperatur ebenso vernachlässigt.  

5.4.1 Zahnfußtragfähigkeit 

Die bekannten Vorgehensweisen für die Berechnung der Zahnfußtragfähigkeit sind hauptsäch-

lich für Stahlzahnräder ausgelegt, können aber nach Herrlich & Kunz (2004) auch für Zahnrä-

der aus Kunststoff herangezogen werden. Für Zahnräder aus thermoplastischen Kunststoffen 

gibt es in der Richtlinie VDI 2736 Blatt 2 eine Vorgehensweise, die für Zahnräder aus thermo-

plastischen Kunststoffen angepasst ist. Für die Betrachtungen wird von einem Kraftangriff am 

Zahnkopf unter Annahme reiner Biegebeanspruchung ausgegangen (Methode C nach DIN 

3990-3, vgl. Abbildung 5.3). Die Zahnfußspannung 𝜎𝐹 darf dabei nicht größer sein als die zu-

lässige Zahnfußspannung 𝜎𝐹𝑃: 
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𝜎𝐹 = 𝐾𝐹 ⋅ 𝑌𝐹𝑎 ⋅ 𝑌𝑆𝑎 ⋅ 𝑌𝜀 ⋅ 𝑌𝛽 ⋅
𝐹𝑡

𝑏 ⋅ 𝑚𝑛
≤ 𝜎𝐹𝑃 (5-38) 

In dieser Gleichung sind verschiedene Faktoren enthalten, die im Folgenden erklärt werden. 

𝑲𝑭: Faktor für die Zahnfußbeanspruchung. Aufgrund der elastischen Eigenschaften der Ther-

moplaste kann für sämtliche Moduln bei einem Verhältnis 𝑏 𝑚𝑛⁄ ≤ 12 vereinfacht 𝐾𝐹 ≈ 𝐾𝐴 

angenommen werden (VDI 2736 Blatt 2). Dabei ist 𝐾𝐴 der Anwendungsfaktor für den Betrieb 

des Getriebes nach DIN ISO 3990-1. Unter der Annahme einer gleichmäßigen Arbeitsweise an 

An- und Abtrieb (d. h. ohne Stöße) gilt 𝐾𝐴 = 1,0 und damit 𝐾𝐹 ≈ 1,0. 

𝒀𝑭𝒂: Der Formfaktor, der den Einfluss der Zahnform auf die Biegespannung bei Kraftangriff 

am Zahnkopf berücksichtigt, berechnet sich nach Niemann & Winter (2003) zu: 

𝑌𝐹𝑎 =
6 ⋅ (

ℎ𝐹𝑎
𝑚𝑛

) ⋅ cos 𝛼𝐹𝑎𝑛

(
𝑠𝐹𝑛
𝑚𝑛

)
2

⋅ cos 𝛼𝑛

 (5-39) 

Die darin enthaltenen Verhältnisse ℎ𝐹𝑎 𝑚𝑛⁄  und 𝑠𝐹𝑛 𝑚𝑛⁄  werden mit der Ersatzzähnezahl 𝑧𝑛, 

dem Fußrundungsradius des Bezugsprofils 𝜌𝑓𝑃 = 0° (vgl. vereinfachte Modellierung nach Ab-

schnitt 4.2.1), ℎ𝑓𝑃 nach Gleichung (4-8) und den Hilfsgrößen 𝛾𝑎, 𝐸, 𝐺, 𝐻, 𝜗 berechnet. Der An-

satz ist nur für Überdeckungen 휀𝛼𝑛 < 2 nach Gleichung (5-17) gültig. Mit 𝛽𝑏 nach Gleichung 

(5-10) und 𝛼𝑎 nach Gleichung (4-53) gilt (vgl. auch DIN 3990-3): 

𝑧𝑛 =
𝑧

cos2 𝛽𝑏 ⋅ cos 𝛽
≈

𝑧

cos3 𝛽
 (5-40) 

𝛾𝑎 =
0,5 ⋅ 𝜋

𝑧𝑛
+ inv(𝛼𝑛) − inv(𝛼𝑎𝑛) (5-41) 

𝛼𝐹𝑎𝑛 = 𝛼𝑎𝑛 − 𝛾𝑎 (5-42) 

𝐸 =
𝜋

4
⋅ 𝑚𝑛 − ℎ𝑓𝑃 ⋅ tan 𝛼𝑛 (5-43) 

𝐺 = −
ℎ𝑓𝑃

𝑚𝑛
 (5-44) 

𝐻 =
2

𝑧𝑛
⋅ (
𝜋

2
−
𝐸

𝑚𝑛
) −

𝜋

3
 (5-45) 

𝜗 =
2𝐺

𝑧𝑛
⋅ tan 𝜗 − 𝐻 (5-46) 

Bei dem Winkel 𝛾𝑎 ist zu beachten, dass er nach Gleichung (5-41) in [𝑟𝑎𝑑] berechnet und in 

Gleichung (5-42) in [°] verwendet wird. Die transzendente Gleichung (5-46) für 𝜗 muss nume-

risch gelöst werden, wobei ein Anfangswert von 𝜗 = 𝜋 6⁄  empfohlen wird. Für ℎ𝐹𝑎 𝑚𝑛⁄  und 

𝑠𝐹𝑛 𝑚𝑛⁄ gilt mit den Hilfsgrößen: 

ℎ𝐹𝑎
𝑚𝑛 

=
1

2
⋅ ((cos 𝛾𝑎 − sin 𝛾𝑎 ⋅ tan 𝛼𝐹𝑎𝑛) ⋅

𝑑𝑎𝑛
𝑚𝑛

− 𝑧𝑛 ⋅ cos (
𝜋

3
− 𝜗) −

𝐺

cos 𝜗
) (5-47) 

𝑠𝐹𝑛
𝑚𝑛 

= 𝑧𝑛 ⋅ sin (
𝜋

3
− 𝜗) + √3 ⋅ (

𝐺

cos 𝜗
) (5-48) 
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𝒀𝑺𝒂: Spannungskorrekturfaktor, der die Spannungskonzentration durch die Kerbwirkung am 

Zahnfuß berücksichtigt. Mit dem Verhältnis ℎ𝐹𝑎/𝑠𝐹𝑛 nach den Gleichungen (5-47) und (5-48) 

und dem herstellungsbedingten Fußrundungsradius 𝜌𝐹 nach Gleichung (6-3) an der Kerbe im 

Zahnfuß gilt gemäß DIN 3990-3: 

𝑌𝑆𝑎 = (1,2 + 0,13 ⋅
𝑠𝐹𝑛
ℎ𝐹𝑎

) ⋅
𝑠𝐹𝑛
2 ⋅ 𝜌𝐹

1

(1,21+2,3⋅
ℎ𝐹𝑎
𝑠𝐹𝑛

)
⁄

 (5-49) 

𝒀𝜺: Überdeckungsfaktor mit 휀𝛼𝑛 nach Gleichung (5-17), nur gültig für 휀𝛼𝑛 < 2: 

𝑌𝜀 = 0,25 +
0,75

휀𝛼𝑛
 (5-50) 

𝒀𝜷: Schrägenfaktor, berücksichtigt günstigere Eingriffsverhältnisse mit der Sprungüberde-

ckung 휀𝛽 nach Niemann & Winter (2003): 

𝑌𝛽 = 1 − 휀𝛽 ⋅
|𝛽|

120°
 

mit 휀𝛽 = 1 falls 휀𝛽 > 1 und 𝛽 = 30° falls |𝛽| > 30° 
(5-51) 

휀𝛽 =
𝑏 ⋅ sin|𝛽|

𝑚𝑛 ⋅ 𝜋
 (5-52) 

𝝈𝑭𝑷: Zulässige Zahnfußspannung. Zur Berechnung werden der Spannungskorrekturfaktor 

𝑌𝑆𝑡 ≈ 2,0 und eine Mindestsicherheit für zeitweisen Betrieb 𝑆𝐹𝑚𝑖𝑛 = 1,6 nach VDI 2736 Blatt 

2 verwendet. Aufgrund fehlender Materialkennwerte von PA2200 wird für die Zeitschwellfes-

tigkeit der Wert 𝜎𝐹𝑙𝑖𝑚𝑁 = 50 𝑁/𝑚𝑚2 für PA66 bei einer Zahnfußtemperatur 𝜗𝐹𝑢ß = 60 °𝐶 für 

𝑁𝐿 = 10
5 Lastspiele gemäß VDI 2736 Blatt 2, Tabelle 5 verwendet. 

𝜎𝐹𝑃 =
𝜎𝐹𝐺
𝑆𝐹𝑚𝑖𝑛

=
𝑌𝑆𝑡 ⋅ 𝜎𝐹𝑙𝑖𝑚𝑁
𝑆𝐹𝑚𝑖𝑛

= 62,5
𝑁

𝑚𝑚2
 (5-53) 

 
Abbildung 5.3: Skizze zur Berechnung der Zahnfußtragfähigkeit mit Kraftangriff am Zahnkopf. (Entnom-

men aus DIN 3990-3, S. 9) 
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5.4.2 Verschleißtragfähigkeit 

Die Verschleißtragfähigkeit ist insbesondere bei Trockenlauf zu berücksichtigen und wird laut 

Richtlinie VDI 2736 Blatt 2 über den gemittelten linearen Verschleiß 𝑊𝑚 berechnet, der unter-

halb eines zulässigen linearen Verschleißes 𝑊𝑧𝑢𝑙 liegen soll.  

𝑊𝑚 =
𝑇𝑑 ⋅ 2𝜋 ⋅ 𝑁𝐿 ⋅ 𝐻𝑉 ⋅ 𝑘𝑊

𝑏𝑊 ⋅ 𝑧 ⋅ 𝑙𝐹𝑙
≤ 𝑊𝑧𝑢𝑙 = (0,1…0,2) ⋅ 𝑚𝑛 (5-54) 

Die darin enthaltenen Größen sind das Drehmoment am Teilkreis 𝑇𝑑, die Lastspielzahl 𝑁𝐿, der 

Zahnverlustgrad 𝐻𝑉, der Verschleißkoeffizient 𝑘𝑊, die gemeinsame Zahnbreite 𝑏𝑊, die Zähne-

zahl 𝑧 und die Profillinienlänge der aktiven Zahnflanke 𝑙𝐹𝑙. 

Die gemeinsame Zahnbreite ist bei Zahnradpaarungen ohne Versatz die kleinere beider Breiten: 

𝑏𝑊 = min[𝑏1, 𝑏2] (5-55) 

Der Zahnverlustgrad wird mit den Teilüberdeckungen 휀1, 휀2, dem Zähnezahlverhältnis  

𝑢 = 𝑧2 𝑧1⁄ ≥ 1 und dem Schrägungswinkel am Grundkreis 𝛽𝑏 nach Gleichung (5-10) berech-

net. Je nach Gesamtüberdeckung 휀𝛼 = 휀1 + 휀2 nach Gleichung (5-17) gilt: 

𝐻𝑉 =

{
 
 

 
 
𝜋 ⋅ (𝑢 + 1)

𝑧2 ⋅ cos 𝛽𝑏
⋅ (1 − 휀𝛼 + 휀1

2 + 휀2
2) , für 1 ≤ 휀𝛼 ≤ 2

𝜋 ⋅ (𝑢 + 1)

𝑧1 ⋅ 𝑢 ⋅ cos 𝛽𝑏
⋅ (
휀1
2 + 휀2

2

휀𝛼
) , für 휀𝛼 < 1

 (5-56) 

Wobei der Zahnverlustgrad für eine Überdeckung 휀𝛼 < 1 eine Erweiterung nach Wimmer 

(2006) darstellt. Für die Teilüberdeckungen 휀1, 휀2 gilt mit dem Betriebseingriffswinkel im 

Stirnschnitt 𝛼𝑤𝑡: 

휀𝑖 =
𝑧𝑖
2𝜋

⋅ (√(
𝑑𝑎𝑖
𝑑𝑏𝑖
)
2

− 1 − tan𝛼𝑤𝑡) (5-57) 

𝛼𝑤𝑡 = acos (
𝑑𝑏𝑖
𝑑𝑤𝑖

) (5-58) 

𝑑𝑤𝑖 = 2 ⋅ 𝑎 ⋅
𝑧𝑖

𝑧1 + 𝑧2
 (5-59) 

Die Profillinienlänge 𝑙𝐹𝑙 der aktiven Zahnflanke wird mit dem Grundkreisdurchmesser 𝑑𝑏 nach 

Gleichung (5-11), dem Kopfnutzkreisdurchmesser 𝑑𝑁𝑎𝑖 und dem Fußnutzkreisdurchmesser 

𝑑𝑁𝑓 bestimmt, wobei 𝑑𝑁𝑎𝑖 = 𝑑𝑎𝑖 gewählt wird (VDI 2736 Blatt 2). 

𝑙𝐹𝑙 =
1

𝑑𝑏
⋅ ((

𝑑𝑁𝑎
2
)
2

− (
𝑑𝑁𝑓

2
)

2

) (5-60) 

𝑑𝑁𝑓1 = √(2 ⋅ 𝑎 ⋅ sin 𝛼𝑤𝑡 −√𝑑𝑎2
2 − 𝑑𝑏2

2 )

2

+ 𝑑𝑏1
2  (5-61) 

𝑑𝑁𝑓2 = √(2 ⋅ 𝑎 ⋅ sin 𝛼𝑤𝑡 −√𝑑𝑎1
2 − 𝑑𝑏1

2 )

2

+ 𝑑𝑏2
2  (5-62) 
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Der Verschleißkoeffizient 𝑘𝑊 ist für Paarungen PA2200/PA2200 im Trockenlauf nicht be-

kannt. Als Ersatz wird für die Berechnungen daher übergangsweise der Verschleißkoeffizient 

für PA66/PA66 im Trockenlauf nach VDI 2736 Blatt 1, Bild 7 verwendet: 

𝑘𝑊 ≈ 1300 ⋅ 10−6
𝑚𝑚3

𝑁𝑚
 (5-63) 

5.4.3 Verformung 

Bei Kunststoffzahnrädern kommt es aufgrund des im Vergleich zu Metallen wesentlich gerin-

geren E-Moduls zu deutlichen Verformungen, die in Umfangsrichtung eine zulässige Verfor-

mung von 𝜆𝑧𝑢𝑙 nicht überschreiten sollten, da ansonsten mit erhöhter Geräuschentwicklung und 

reduzierter Lebensdauer zu rechnen ist (VDI 2736 Blatt 2): 

𝜆 =
7,5 ⋅ 𝐹𝑡
𝑏 ⋅ cos 𝛽

⋅ (
1

𝐸1
+
1

𝐸2
) ≤ 𝜆𝑧𝑢𝑙 = 0,07 ⋅ 𝑚𝑛 (5-64) 

Darin sind 𝐹𝑡 die Umfangskraft nach Gleichung (5-30) bzw. (5-34) und 𝐸1, 𝐸2 die E-Module 

bei einer im Betrieb zu erwartenden Zahnfußtemperatur 𝜗𝐹𝑢ß. Für gesintertes PA2200 wird 

nach Untersuchungen von Josupeit et al. (2015) für eine Zahnfußtemperatur 𝜗𝐹𝑢ß = 50 °𝐶 ein 

E-Modul von 𝐸1 = 𝐸2 ≈ 600𝑁 𝑚𝑚2⁄  verwendet. 

5.5 Auslegung der Wellen 

Die Auslegung der Wellen erfolgt über die Berechnung des maximalen Biegemoments. Dazu 

muss die gewünschte Länge der Welle und die Position des Zahnrads auf der Welle vorgegeben 

werden. Unter der Annahme, dass die Welle wie in Abbildung 5.4 links fest und rechts lose 

gelagert ist, berechnen wir über die Verzahnungskräfte in Punkt C zunächst die Lagerkräfte in 

Punkt A. Mit einem Kräftegleichgewicht in z-Richtung erhält man: 

𝐹𝐴𝑧 = −𝐹𝑎 (5-65) 

Mit einem Momentengleichgewicht in Punkt B um die y-Achse erhält man die Lagerkraft in x-

Richtung: 

𝐹𝐴𝑥 = −𝐹𝑡 ⋅
𝑙2

𝑙𝐴 + 𝑙𝐵
 (5-66) 

Über ein weiteres Momentengleichgewicht in Punkt B um die x-Achse erhält man die Lager-

kraft in y-Richtung: 

𝐹𝐴𝑦 =
1

𝑙𝐴 + 𝑙𝐵
⋅ (𝐹𝑟 ⋅ 𝑙2 − 𝐹𝑎 ⋅

𝑑

2
) (5-67) 

Mit diesen Lagerkräften kann jetzt der Momentenverlauf über die Welle entlang der z-Richtung 

bestimmt werden. Für die Dimensionierung der Welle benötigt man die Stelle mit dem größten 

Moment. Je nachdem wo das Zahnrad auf der Welle sitzt, ist dies Punkt 𝑄1 (𝑙𝐴 ≥ 𝑙𝐵) oder Punkt 

𝑄2 (𝑙𝐴 < 𝑙𝐵). Für die maximalen Momente um die x- und y-Achse gilt dann: 

𝑀𝑥
𝑄 = {

−𝐹𝐴𝑦 ⋅ (𝑙𝐴 −
𝑏

2
) , für 𝑙𝐴 ≥ 𝑙𝐵

−𝐹𝐴𝑦 ⋅ (𝑙𝐴 +
𝑏

2
) − 𝐹𝑎 ⋅

𝑑

2
+ 𝐹𝑟 ⋅

𝑏

2
, für 𝑙𝐴 < 𝑙𝐵

 (5-68) 
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𝑀𝑦
𝑄 = {

𝐹𝐴𝑥 ⋅ (𝑙𝐴 −
𝑏

2
) , für 𝑙𝐴 ≥ 𝑙𝐵

𝐹𝐴𝑥 ⋅ (𝑙𝐴 +
𝑏

2
) + 𝐹𝑡 ⋅

𝑏

2
, für 𝑙𝐴 < 𝑙𝐵

 (5-69) 

Das gesamte maximale Biegemoment über den Querschnitt der Welle in 𝑄 beträgt: 

𝑀𝑏 = 𝑀𝑏
𝑄 = √𝑀𝑥

𝑄2 +𝑀𝑦
𝑄2

 (5-70) 

Da die Welle angetrieben wird, muss zusätzlich noch die Beanspruchung auf Torsion berück-

sichtigt werden. Anstelle des tatsächlich auftretenden Biegemoments 𝑀𝑏 verwendet man dazu 

ein Vergleichsmoment 𝑀𝑣, das zusätzlich das Antriebsmoment 𝑇1 berücksichtigt. Dieses wird 

zum Auslegen der Welle nach dem Vorgehen für reine Biegebeanspruchung verwendet, wes-

halb man es auch ideelles Biegemoment nennt. Nach Wittel et al. (2011) kann das Vergleichs-

moment 𝑀𝑣 mit einem Anwendungsfaktor von 𝛼0 ≈ 0,7 wie folgt berechnet werden: 

𝑀𝑣 = √𝑀𝑏
2 + 0,75 ⋅ (𝛼0 ⋅ 𝑇1)2 = √𝑀𝑏

2 + 0,3675 ⋅ 𝑇1
2 (5-71) 

 
Abbildung 5.4: Skizze zur Berechnung der Lagerkräfte und des maximalen Biegemoments einer Welle mit 

einem Festlager (links) und einem Loslager (rechts). 

Mit dem maximal auf die Welle wirkenden Moment kann der Querschnitt der Welle ausgelegt 

werden. Dazu betrachtet man die maximal zulässige Biegespannung 𝜎𝑏,𝑧𝑢𝑙, die vom Biegemo-

ment 𝑀𝑏 bzw. dem Vergleichsmoment 𝑀𝑣 und dem Widerstandsmoment 𝑊𝑏 des Wellenquer-

schnitts abhängt: 

𝜎𝑏,𝑧𝑢𝑙 =
𝑀𝑣

𝑊𝑏
≤ 𝜎𝑏 (5-72) 

Diese darf nicht größer sein als die Biegefestigkeit 𝜎𝑏 des Materials der Welle. Für das ver-

gleichbare Material PA 2201 beträgt die Biegefestigkeit 𝜎𝑏 = 58 𝑀𝑃𝑎 (EOS GmbH, 2012b). 

Die Widerstandsmomente einer Vollwelle (Index s, solid) und einer Hohlwelle (Index h, hol-

low) berechnen sich nach Gross (2005) wie folgt: 

𝐀 𝐁 

𝐂 

𝐐𝟐 𝐐𝟏 

𝑧 
𝑥 

𝑦 

𝑏

2
 

𝑙𝐴 𝑙𝐵 

𝑏

2
 

𝑇1 

𝐹𝐴𝑧 

𝐹𝐴𝑥 
𝐹𝐴𝑦 

𝐹𝑎 

𝐹𝑡 

𝐹𝑟 

𝑑

2
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𝑊𝑏𝑠 =
𝜋

32
⋅ 𝑑𝑜

3 (5-73) 

𝑊𝑏ℎ =
𝜋

32
⋅
𝑑𝑜
4 − 𝑑𝑖

4

𝑑𝑜
 (5-74) 

Dabei ist 𝑑𝑜 der Außendurchmesser und 𝑑𝑖 der Innendurchmesser. Für das Auslegen der Wellen 

können die Durchmesser vorgegeben oder automatisch bestimmt werden. Das Vorgehen für die 

vier möglichen Fälle in Tabelle 5.3 wird im Folgenden beschrieben. Bei allen Fällen ist zu 

berücksichtigen, dass bestimmte Randbedingungen eingehalten werden müssen. Der Außen-

durchmesser darf nie größer sein als der Fußkreis des Zahnrads: 

𝑑𝑜 ≤ 𝑑𝑓 (5-75) 

Damit bei einer gesinterten Hohlwelle loses Restpulver gut entfernt werden kann, wird ein Boh-

rungsdurchmesser von mindestens 2,0 mm empfohlen (EOS GmbH, 2012a): 

𝑑𝑖 ≥ 2,0 𝑚𝑚 (5-76) 

Der Querschnitt der Welle wird über die Betrachtung der mechanischen Belastbarkeit ausge-

legt. Für reproduzierbare mechanische Eigenschaften von gesintertem PA2200 werden Wand-

stärken von mindestens 1,5 mm (Hohlwelle) und Stäbe mit einem minimalen Durchmesser von 

1,8 mm (Vollwelle) empfohlen (EOS GmbH, 2012a): 

𝑑𝑖 ≠ 0 𝑚𝑚 →
𝑑𝑜 − 𝑑𝑖
2

≥ 1,5 𝑚𝑚 (5-77) 

𝑑𝑖 = 0 𝑚𝑚 → 𝑑𝑜 ≥ 1,8 𝑚𝑚 (5-78) 

Tabelle 5.3: Übersicht der Auslegungsfälle einer Welle 

Fall 1 2 3 4 

Gegeben 𝑀𝑣 , 𝑑𝑜, 𝑑𝑖 𝑀𝑣, 𝑑𝑜 𝑀𝑣 , 𝑑𝑖 𝑀𝑣   

Gesucht 𝑊𝑏 , 𝜎𝑏,𝑧𝑢𝑙 𝑊𝑏 , 𝜎𝑏,𝑧𝑢𝑙 , 𝑑𝑖 𝑊𝑏 , 𝜎𝑏,𝑧𝑢𝑙, 𝑑𝑜 𝑊𝑏 , 𝜎𝑏,𝑧𝑢𝑙 , 𝑑𝑜, 𝑑𝑖 

Tabelle 5.4: Vergleich verschiedener Kreisringquerschnitte bei konstanter Tragfähigkeit (angelehnt an 

Haberhauer & Bodenstein, 2014, S. 285) 

𝒌 = 𝒅𝒊 𝒅𝒐⁄  
Vergrößerungsfaktor des  

Außendurchmessers 𝒅𝒐 

Querschnitte  

(maßstäblich) 

Verkleinerungsfaktor der  

Querschnittsfläche 𝑨 

0 1 
 

1 

0,5 1,02 
 

0,78 

0,6 1,05 
 

0,70 

0,7 1,10 
 

0,61 

0,8 1,19 
 

0,51 
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Fall 1: Sind Innen- und Außendurchmesser der Welle vorgegeben, müssen nur die Randbedin-

gungen nach den Gleichungen (5-75) bis (5-78) und die mechanische Belastbarkeit nach Glei-

chung (5-72) überprüft werden. 

Fall 2: Ist nur der Außendurchmesser der Welle vorgegeben, dann kann der Innendurchmesser 

über die Gleichungen (5-72) und (5-74) bestimmt werden: 

𝑑𝑖 = √𝑑𝑜4 − 𝑑𝑜 ⋅
32

𝜋
⋅
𝑀𝑣

𝜎𝑏

4

 (5-79) 

Werden die Randbedingungen nicht erfüllt, müssen die Durchmesser gegebenenfalls angepasst 

oder eine Vollwelle gewählt werden. 

Fall 3: Ist nur der Innendurchmesser der Welle vorgegeben, dann wird zunächst geprüft, ob er 

nach Gleichung (5-77) ausreichend groß ist und wird bei Bedarf angepasst. In einem ersten 

Schritt wird dann eine Vollwelle mit Durchmesser 𝑑𝑜,𝑚𝑖𝑛 berechnet, die der Belastung mit dem 

Vergleichsmoment 𝑀𝑣 standhält. Mit den Gleichungen (5-72) und (5-73) erhält man: 

𝑑𝑜,𝑚𝑖𝑛 = √
32

𝜋
⋅
𝑀𝑣

𝜎𝑏

3

 (5-80) 

Im zweiten Schritt wird jetzt ausgehend vom vorgegebenen Innendurchmesser eine Hohlwelle 

bestimmt, die das gleiche Widerstandsmoment hat wie die Vollwelle mit 𝑑𝑜,𝑚𝑖𝑛. Mit der Be-

dingung 𝑊𝑏ℎ = 𝑊𝑏𝑠 nach den Gleichungen (5-73) und (5-74) ergibt sich für den Außendurch-

messer: 

𝑑𝑜
4 − 𝑑𝑜,𝑚𝑖𝑛

3 ⋅ 𝑑𝑜 − 𝑑𝑖
4 = 0 (5-81) 

Der gesuchte Außendurchmesser 𝑑𝑜 ist diejenige Lösung der Gleichung, die real und größer als 

der Innendurchmesser ist (𝑑𝑜 > 𝑑𝑖). Werden die Randbedingungen nicht erfüllt, müssen die 

Durchmesser gegebenenfalls angepasst oder eine Vollwelle gewählt werden. 

Fall 4: Wenn weder Innen- noch Außendurchmesser der Welle vorgegeben sind, berechnet man 

wie bei Fall 3 zunächst den Durchmesser 𝑑𝑜,𝑚𝑖𝑛 einer Vollwelle nach Gleichung (5-80) und 

bestimmt anschließend eine Hohlwelle, die das gleiche Widerstandmoment wie diese Vollwelle 

hat. Dazu wird in Gleichung (5-81) das Verhältnis von Innen- und Außendurchmesser über den 

Faktor 𝑘 = 𝑑𝑖 𝑑𝑜⁄  berücksichtigt: 

𝑑𝑜(𝑘) =
𝑑𝑜,𝑚𝑖𝑛

√1 − 𝑘4
3  (5-82) 

𝑑𝑖(𝑘) = 𝑘 ⋅ 𝑑𝑜(𝑘) = 𝑘 ⋅
𝑑𝑜,𝑚𝑖𝑛

√1 − 𝑘4
3  (5-83) 

Damit erhält man in Abhängigkeit von 𝑘 alle in Frage kommenden Querschnitte einer passen-

den Welle. Für die Auswahl eines geeigneten Querschnitts werden neben den Randbedingun-

gen in den Gleichungen (5-75) bis (5-78) außerdem zwei weitere Bedingungen eingeführt: 

1. Der Parameter 𝑘 soll in dem Intervall 𝑘 ∈ [0; 0,8] liegen. Damit erhält man nach Tabelle 

5.4 eine Hohlwelle, deren Außendurchmesser höchstens 19 % größer ist als der einer 

vergleichbaren Vollwelle. 
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2. Um möglichst wenig Material zu verbrauchen, soll die Hohlwelle eine kleinere Quer-

schnittsfläche als die Vollwelle haben. Mit den beiden Flächen erhält man über  

(𝜋 4⁄ ) ⋅ 𝑑𝑜,𝑚𝑖𝑛
2 = 𝐴𝑠 ≥ 𝐴ℎ(𝑘) = (𝜋 4⁄ ) ⋅ (𝑑𝑜

2(𝑘) − 𝑑𝑖
2(𝑘)) folgende Ungleichung für 

die Querschnittsfläche der Hohlwelle, die für alle Werte von 𝑘 immer erfüllt ist: 

1 − (1 − 𝑘2) ⋅ (1 − 𝑘4)−
3
2 ≥ 0 (5-84) 

5.6 Definition der Achslagen  

Die Achsen können nach Abbildung 5.5 auf zwei verschiedene Arten definiert werden, wobei 

die Durchmesser 𝑑𝑖,𝑖𝑛, 𝑑𝑜,𝑖𝑛 der antreibenden Welle und 𝑑𝑖,𝑜𝑢𝑡, 𝑑𝑜,𝑜𝑢𝑡 der angetriebenen Welle 

nach Abschnitt 5.5 ausgelegt oder direkt vorgegeben und überprüft werden.  

1. Definition von Mittelpunkt 𝐚𝑖𝑛 und Orientierung 𝐞𝑧,𝑖𝑛 des antreibenden Zahnrads, 

Achskreuzungswinkel Σ und Achsabstand 𝑎. Sollen Wellen berücksichtigt werden, sind 

außerdem deren Längen 𝑙𝑖𝑛, 𝑙𝑜𝑢𝑡 vorzugeben. 

2. Definition der Anfangspunkte 𝐩𝑖𝑛,𝐴, 𝐩𝑜𝑢𝑡,𝐴 und Endpunkte 𝐩𝑖𝑛,𝐵, 𝐩𝑜𝑢𝑡,𝐵 der Achsen. 

Über die Orientierung der Radachsen 𝐞𝑧,𝑖𝑛, 𝐞𝑧,𝑜𝑢𝑡 werden die Vektoren 𝐞𝑥,𝑖𝑛, 𝐞𝑦,𝑖𝑛 des orthonor-

malen Rechtssystems in Punkt 𝐚𝑖𝑛 berechnet: 

𝐞𝑦,𝑖𝑛 =
𝐞𝑧,𝑖𝑛 × (1 0 0)T

|𝐞𝑧,𝑖𝑛 × (1 0 0)T|
 (5-85) 

𝐞𝑥,𝑖𝑛 =
𝐞𝑦,𝑖𝑛 × (1 0 0)T

|𝐞𝑦,𝑖𝑛 × (1 0 0)T|
 (5-86) 

Zeigt die Orientierung der Abtriebsachse 𝐞𝑧,𝑜𝑢𝑡 in Richtung von 𝐞𝑥,𝑖𝑛, dann ist der Achskreu-

zungswinkel Σ positiv, andernfalls negativ: 

Σ = {
+|Σ| , falls 𝜑 = acos(𝐞𝑥,𝑖𝑛 ⋅ 𝐞𝑧,𝑜𝑢𝑡) ≤ 𝜋 2⁄

−|Σ| , falls 𝜑 = acos(𝐞𝑥,𝑖𝑛 ⋅ 𝐞𝑧,𝑜𝑢𝑡) > 𝜋 2⁄
 (5-87) 

 
Abbildung 5.5: Skizze zur Beschreibung der Achslagen von Antrieb (blau) und Abtrieb (rot). 

𝐩𝑖𝑛,𝐴 

𝐩𝑖𝑛,𝐵 
𝐞𝑧,𝑖𝑛 

𝐩𝑜𝑢𝑡,𝐵 

𝐩𝑜𝑢𝑡,𝐴 

𝐞𝑧,𝑜𝑢𝑡 

𝐚 ∥ 𝐞𝑦,𝑖𝑛 

𝐚𝑖𝑛 

𝐚𝑜𝑢𝑡 

𝛴 ≥ 0° 

𝑙𝑖𝑛,𝐴 

𝑙𝑖𝑛,𝐵 

𝑙𝑜𝑢𝑡,𝐴 
𝑙𝑜𝑢𝑡,𝐵 

𝐞𝑥,𝑖𝑛 

𝜑 
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5.7 Ausrichten der Zahnräder und Darstellung des Entwurfsergebnisses 

Zur Überprüfung des automatischen Entwurfsergebnisses werden die Zahnräder entsprechend 

der vorgegebenen Achslagen in Abbildung 5.5 ausgerichtet. Die Stirnräder und Zylinderschne-

cken werden nach den Abschnitten 4.4 und 4.6 so modelliert, dass der Ursprung des Koordina-

tensystems im Zentrum liegt, die z-Achse die Radachse ist und die y-Achse mittig im ersten 

Zahn, bezogen auf die obere Stirnfläche, an 𝑧 = 𝑏/2 liegt. Das Ausrichten findet für jedes 

Zahnrad über eine HT-Matrix 𝐓 statt: 

1. Das Zahnrad wird an die Stelle 𝐚𝑖𝑛 bzw. 𝐚𝑜𝑢𝑡 verschoben und 

2. um die Winkel 𝜑𝑥, 𝜑𝑦 so gekippt, dass die z-Achse in Richtung der entsprechenden 

Radachse 𝐞𝑧 zeigt.  

3. Das Zahnrad kann jetzt um seine Radachse 𝐞𝑧 den Winkel 𝜑𝑧 rotiert werden, sodass  

a. die y-Achse des antreibenden Rades entlang des Vektors 𝐚 zeigt und  

b. die y-Achse des angetriebenen Rades entgegen dem Vektor 𝐚 zeigt. Zusätzlich 

ist das angetriebene Rad einen halben Zahn weiter gedreht, sodass der erste Zahn 

des antreibenden Rades in eine Zahnlücke des angetriebenen Rades greift. 

Für das Kippen des Zahnrads werden die Winkel 𝜑𝑥, 𝜑𝑦 über die x- und y-Komponente des 

𝐞𝑧-Vektors für das antreibende Rad und das angetriebene Rad bestimmt. Dazu verwendet man 

die Rotationsmatrix 𝐑𝜑𝑥𝑦 = 𝐑𝜑𝑥 ⋅ 𝐑𝜑𝑦, die die Orientierung des Zahnrads unabhängig von der 

Rotation um die z-Achse beschreibt: 

𝐑𝜑𝑥𝑦 = 𝐑𝜑𝑥 ⋅ 𝐑𝜑𝑦 = (
1 0 0
0 cos𝜑𝑥 −sin𝜑𝑥
0 sin𝜑𝑥 cos𝜑𝑥

) ⋅ (

cos𝜑𝑦 0 sin𝜑𝑦
0 1 0

− sin𝜑𝑦 0 cos𝜑𝑦

) 

= (

cos𝜑𝑦 0 sin 𝜑𝑦
sin𝜑𝑥 ⋅ sin 𝜑𝑦 cos𝜑𝑥 −sin𝜑𝑥 ⋅ cos 𝜑𝑦
−cos𝜑𝑥 ⋅ sin𝜑𝑦 sin 𝜑𝑥 cos𝜑𝑥 ⋅ cos 𝜑𝑦

) = (⋮ ⋮

𝑥𝐞𝑧
𝑦𝐞𝑧
𝑧𝐞𝑧

) 

(5-88) 

Die dritte Spalte dieser Matrix entspricht dem 𝐞𝑧-Vektor der gewünschten Orientierung. Die 

Winkel 𝜑𝑥, 𝜑𝑦 berechnen sich zu: 

𝜑𝑦,𝑖𝑛 = asin(𝑥𝐞𝑧,𝑖𝑛)  bzw. 𝜑𝑦,𝑜𝑢𝑡 = asin(𝑥𝐞𝑧,𝑜𝑢𝑡) (5-89) 

𝜑𝑥,𝑖𝑛 = asin (−
𝑦𝐞𝑧,𝑖𝑛

cos𝜑𝑦,𝑖𝑛
)  bzw. 𝜑𝑥,𝑜𝑢𝑡 = asin (−

𝑦𝐞𝑧,𝑜𝑢𝑡
cos𝜑𝑦,𝑜𝑢𝑡

) (5-90) 

Die Rotation um die z-Achse wird in zwei Schritten ausgeführt. Zunächst wird das Zahnrad 

um 𝜑Δ𝑧 so rotiert, dass beim antreibenden Rad die Zahnmitte und beim angetriebenen Rad die 

Mitte der Zahnlücke auf dem Vektor 𝐚 liegt. Dazu benötigt man die Breite 𝑏, den Wälzkreis-

durchmesser im Stirnschnitt 𝑑𝑡 und den Schrägungswinkel 𝛽 des jeweiligen Zahnrads. Das 

obere Vorzeichen wird bei positivem, das untere bei negativem Schrägungswinkel 𝛽 verwen-

det: 

𝜑𝑖𝑛,Δ𝑧 = ±
𝑏𝑖𝑛
𝑑𝑖𝑛,𝑡

⋅ tan 𝛽𝑖𝑛 (5-91) 
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𝜑𝑜𝑢𝑡,Δ𝑧 = ±
𝑏𝑜𝑢𝑡
𝑑𝑜𝑢𝑡,𝑡

⋅ tan𝛽𝑜𝑢𝑡 +
𝜋

𝑧𝑜𝑢𝑡
 (5-92) 

Jetzt fehlt noch der Anteil 𝜑Δ𝑎 der Rotation, mit dem der Zahn bzw. die Zahnlücke auf den 

Vektor 𝐚 ausgerichtet wird. Es ist der Winkel zwischen der neuen y-Achse des gekippten Zahn-

rads und dem Vektor 𝐚. Mit dem Winkel 𝜑𝑥 nach Gleichung (5-90) gilt: 

𝜑𝑖𝑛,Δ𝑎 = acos (
𝐞𝑦,𝑖𝑛 ⋅ 𝐚

|𝐚|
) , mit 𝐞𝑦,𝑖𝑛 = (

0
cos𝜑𝑥,𝑖𝑛
sin 𝜑𝑥,𝑖𝑛

) (5-93) 

𝜑𝑜𝑢𝑡,Δ𝑎 = acos (
𝐞𝑦,𝑜𝑢𝑡 ⋅ 𝐚

|𝐚|
) , mit 𝐞𝑦,𝑜𝑢𝑡 = (−

0
cos𝜑𝑥,𝑜𝑢𝑡
sin𝜑𝑥,𝑜𝑢𝑡

) (5-94) 

Aus diesen beiden Anteilen setzt sich die Rotation der Zahnräder um die z-Achse zusammen. 

Dabei müssen je nach Lage der Zahnräder zueinander anhand des Vektors 𝐚 vier Fälle unter-

schieden werden (Abbildung 5.6): 

Fall 1: 
𝑦𝐚 ≥ 0, 𝑥𝐚 ≤ 0: 

𝜑𝑖𝑛,z = 𝜑𝑖𝑛,Δ𝑧 + 𝜑𝑖𝑛,Δ𝑎
𝜑𝑜𝑢𝑡,z = 𝜑𝑜𝑢𝑡,Δ𝑧 − 𝜑𝑜𝑢𝑡,Δ𝑎

 (5-95) 

Fall 2: 𝑦𝐚 ≥ 0, 𝑥𝐚 > 0: 
𝜑𝑖𝑛,z = 𝜑𝑖𝑛,Δ𝑧 − 𝜑𝑖𝑛,Δ𝑎

𝜑𝑜𝑢𝑡,z = 𝜑𝑜𝑢𝑡,Δ𝑧 + 𝜑𝑜𝑢𝑡,Δ𝑎
 (5-96) 

Fall 3: 
𝑦𝐚 < 0, 𝑥𝐚 ≤ 0: 

𝜑𝑖𝑛,z = 𝜑𝑖𝑛,Δ𝑧 + (𝜋 − 𝜑𝑖𝑛,Δ𝑎)

𝜑𝑜𝑢𝑡,z = 𝜑𝑜𝑢𝑡,Δ𝑧 − (𝜋 − 𝜑𝑜𝑢𝑡,Δ𝑎)
 (5-97) 

Fall 4: 
𝑦𝐚 < 0, 𝑥𝐚 > 0: 

𝜑𝑖𝑛,z = 𝜑𝑖𝑛,Δ𝑧 − (𝜋 − 𝜑𝑖𝑛,Δ𝑎)

𝜑𝑜𝑢𝑡,z = 𝜑𝑜𝑢𝑡,Δ𝑧 + (𝜋 − 𝜑𝑜𝑢𝑡,Δ𝑎)
 (5-98) 

Mit den Drehwinkeln 𝜑𝑥, 𝜑𝑦, 𝜑𝑧 und den Mittelpunkten der Zahnräder kann für jedes der 

Zahnräder die HT-Matrix aufgestellt werden: 

𝐓𝑖𝑛 = (
(𝐑𝜑𝑥𝑦,𝑖𝑛 ⋅ 𝐑𝜑𝑧,𝑖𝑛) 𝐚𝑖𝑛

0 0 0 1
) 

𝐓𝑜𝑢𝑡 = (
(𝐑𝜑𝑥𝑦,𝑜𝑢𝑡 ⋅ 𝐑𝜑𝑧,𝑜𝑢𝑡) 𝐚𝑜𝑢𝑡

0 0 0 1
) 

(5-99) 

Die Rotation um einen beliebigen Vektor 𝐞𝑧 = (𝑥 𝑦 𝑧)T um den Winkel Σ lässt sich auch 

allgemein schreiben als: 

𝐑𝐞𝑧(Σ) = (

𝑥2 ⋅ (1 − cos Σ) + cos Σ 𝑥𝑦 ⋅ (1 − cos Σ) − 𝑧 ⋅ sin Σ 𝑥𝑧 ⋅ (1 − cos Σ) + 𝑦 ⋅ sin Σ

𝑦𝑥 ⋅ (1 − cos Σ) + 𝑧 ⋅ sin Σ 𝑦2 ⋅ (1 − cos Σ) + cos Σ 𝑦𝑧 ⋅ (1 − cos Σ) − 𝑥 ⋅ sin Σ

𝑧𝑥 ⋅ (1 − cos Σ) − 𝑦 ⋅ sin Σ 𝑧𝑦 ⋅ (1 − cos Σ) + 𝑥 ⋅ sin Σ 𝑧2 ⋅ (1 − cos Σ) + cos Σ

) (5-100) 
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Abbildung 5.6: Ausrichtung der Zahnräder um die z-Achse, in Abhängigkeit der relativen Lage. 

5.8 Anwendungsbeispiel in Matlab 

Anhand eines einfachen Beispiels wird im Folgenden die Vorgehensweise zur Auslegung eines 

Zahnradgetriebes und zum Erzeugen der STL-Dateien beschrieben. Für den Demonstrations-

stand in Abbildung 5.7-a soll eine Übersetzungsstufe mit folgenden Vorgaben ausgelegt und 

gesintert werden: 

 𝑖 = 6, Σ = −30°, 𝑎 = 15 mm, 𝑙1 = 𝑙2 = 46 mm, 𝑑𝑜1 = 𝑑𝑜2 = 6 mm 

Die Parameter zur Definition der Stirnradstufe werden direkt der Funktion SGdesignGear-

Set übergeben. Als Ausgabe erhält man die in Abbildung 5.7-b dargestellten Oberflächenmo-

delle der Zahnräder mit Wellen für Antrieb (SG1) und Abtrieb (SG2): 

[SG1,SG2] = SGdesignGearSet('transmission',6, 'Sigma',30, ... 

'distance',15, 'lengthIn',46, 'lengthOut',46, 'doIn',6, 'doOut',6) 

Die Oberflächenmodelle können jetzt in eine STL-Datei geschrieben und mittels AM-Verfah-

ren hergestellt werden (Abbildung 5.7-c): 

SGwriteSTL(SG1,'Antrieb') 

SGwriteSTL(SG2,’Abtrieb') 
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a)  b) c)  
Abbildung 5.7: Anwendungsbeispiel der automatisierten Konstruktion: a) Demonstrationsstand , b) be-

rechnete Oberflächenmodelle, c) gesintertes Funktionsmuster. (Entnommen aus a),c) Träger et al., 2015) 

6 Messungen und Experimente 

6.1 Herstellungsgrenzen  

Bei der automatisierten Konstruktion von Stirnradstufen für die additive Fertigung soll über-

prüft werden, welche Zahnradgeometrien mit einem AM-Verfahren herstellbar sind. Durch die 

begrenzte Auflösung (Durchmesser des Laserfokus, Schichthöhe) kann es passieren, dass zu 

kleine Abmessungen nicht wie gewünscht hergestellt werden können.  

Für gerad- und schrägverzahnte Stirnräder wird im Folgenden die Herstellbarkeit auf einer 

SLS-Anlage vom Typ Formiga P100 (EOS GmbH, Krailling, Deutschland) mit PA2200 über-

prüft.  

6.1.1 Einfluss der Zahnkopfdicke 

Bei im Bauraum liegenden Stirnrädern hängt die Herstellbarkeit mit SLS unter anderem von 

der Zahnkopfdicke im Stirnschnitt 𝑠𝑡𝑎 nach Gleichung (4-54) ab. Diese darf im Stirnschnitt 

minimal so klein sein, dass der Laserstrahl mit Fokusdurchmesser 𝑑𝑙𝑎𝑠𝑒𝑟 noch in den Zahnkopf 

passt, ohne dessen Grenzen zu überschreiten (Abbildung 6.1-a).  

Für die in dieser Arbeit verwendete Formiga P100 gilt 𝑑𝑙𝑎𝑠𝑒𝑟 ≈ 0,45 mm. Für verschiedene 

Zahnkopfdicken 𝑠𝑡𝑎 im Stirnschnitt wurde überprüft, ob: 

1. Die Zähne deutlich erkennbar hergestellt werden können und 

2. zwei Zahnräder mit gleicher Zahnkopfdicke im Eingriff eine von Hand aufgebrachte 

Drehbewegung bei festem Achsabstand ohne Durchrutschen übertragen können. 

In Abbildung 6.1-b sind Ausschnitte gesinterter Zahnräder mit Zahnkopfdicken von 0,3 mm, 

0,4 mm und 0,5 mm im Vergleich dargestellt. Bei Zahnkopfdicken kleiner 0,4 mm lässt sich 

eine von Hand aufgebrachte Drehbewegung nicht mehr übertragen, ohne dass die Zähne durch-

rutschen. Bei allen Zahnrädern ist deutlich erkennbar, dass der Zahnkopf stark abgerundet ist, 

wodurch sich eine veränderte Eingriffsstrecke ergibt (vgl. Punkte 𝐸, 𝐸′).  

Ein praktikabler Wert für die minimale Zahnkopfdicke wurde zu 𝑠𝑡𝑎,𝑚𝑖𝑛 ≈ 0,4 mm ermittelt.  
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a)  b)  c)  
Abbildung 6.1: a) Zusammenhang von 𝒅𝒍𝒂𝒔𝒆𝒓 und 𝒔𝒕𝒂,𝒎𝒊𝒏, b) gesinterte Zahnradproben mit verschiedenen 

Zahnkopfdicken 𝒔𝒕𝒂, c) REM-Aufnahme (𝒛 = 𝟐𝟓,𝜶 = 𝟐𝟎°,𝒎 = 𝟎, 𝟓𝟔 mm, 𝒔𝒕𝒂 = 𝟎, 𝟒 mm). 

6.1.2 Einfluss der Zahnlückenweite 

Bei schrägverzahnten Stirnrädern ist die Herstellbarkeit mit AM-Verfahren insbesondere durch 

den Schrägungswinkel 𝛽 begrenzt, da sich bei zunehmender Schrägung der Abstand zwischen 

den Zahnflanken im Normalschnitt verkleinert (Abbildung 6.2-a). Gängige Konstruktionsricht-

linien für gesinterte Bauteile empfehlen einen Mindestabstand von 0,3 mm zwischen getrennten 

Flächen (Breuninger et al., 2013). Wird dieser Abstand unterschritten, können die Flächen mit-

einander verschmelzen. Der Abstand zwischen den Zahnflanken einer Schrägverzahnung wird 

an dieser Stelle mit der Lückenweite 𝑒𝑡𝑏 am Grundkreis 𝑑𝑏im Stirnschnitt über die Teilung 𝑝𝑡𝑏 

und die Zahndicke 𝑠𝑡𝑏 berechnet. Dabei gilt es zu vermeiden, dass der Fußkreis 𝑑𝑏 nach Glei-

chung (5-11) größer als der Fußkreis 𝑑𝑓 nach Gleichung (5-13) wird: 

1 −
2,5

𝑧
⋅ cos 𝛽 − cos (atan (

tan𝛼𝑛
cos 𝛽

)) > 0 (6-1) 

Wie in Abschnitt 4.4.1 erläutert, gilt für die Lückenweite analog zu Gleichung (4-57) mit den 

Winkeln 𝛼𝑡 nach Gleichung (4-56) und 𝛽𝑏 nach Gleichung (5-10):  

𝑒𝑛𝑏 = (
𝑚𝑛 ⋅ 𝑧

cos 𝛽
⋅ (

𝜋

2 ⋅ 𝑧
− inv(𝛼𝑡))) ⋅ cos 𝛽𝑏 (6-2) 

Ein Verlauf der Lückenweite 𝑒𝑛𝑏(𝛽) ist in Abbildung 6.3 dargestellt. Mit einer Vergrößerung 

des Schrägungswinkels 𝛽 wachsen die Durchmesser, bis bei 𝛽𝑔𝑟𝑒𝑛𝑧 der Fußkreis 𝑑𝑓 größer als 

der Grundkreis 𝑑𝑏 wird. Zur Ermittlung der kleinstmöglichen herstellbaren Lückenweite 

𝑒𝑛𝑏,𝑚𝑖𝑛 wurden Zahnradpaarungen mit verschiedenen Moduln, Eingriffs- und Schrägungswin-

keln sowie Zähnezahlen gesintert und überprüft, ob bei Einhaltung des Achsabstands eine von 

Hand aufgebrachte Drehbewegung zuverlässig übertragen werden kann. Ein praktikabler Mi-

nimalwert wurde zu 𝑒𝑛𝑏,𝑚𝑖𝑛 ≈ 0,35 mm bestimmt.  

a)  b)  
Abbildung 6.2: a) Lückenweite im Normalschnitt am Grundkreis, b) gesinterte Zahnräder mit Lückenwei-

ten 0,4 mm (oben), 0,3 mm (Mitte) und 0,2 mm (unten). 

𝑠𝑡𝑎,𝑚𝑖𝑛 
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Abbildung 6.3: Beispielhafter Verlauf einiger Kenngrößen im Stirnschnitt in Abhängigkeit vom Schrä-

gungswinkel 𝟎° ≤ 𝜷 ≤ 𝟖𝟓° für 𝒛 = 𝟓,𝒎𝒏 = 𝟏 𝒎𝒎,𝜶𝒏 = 𝟐𝟎°. Oben: Grundkreis 𝒅𝒃, Fußkreis 𝒅𝒇, Teil-

kreis 𝒅. Mitte: Zahndicke 𝒔𝒕𝒃, Teilung 𝒑𝒕𝒃, Lückenweite 𝒆𝒕𝒃 (Stirnschnitt am Grundkreis). Unten: Zahnlü-

ckenweite 𝒆𝒏𝒃 (Normalschnitt am Grundkreis). 

6.1.3 Herstellungsbedingte Radien an Kerben durch das selektive Lasersintern 

Für die Berechnung der Tragfähigkeit wird unter anderem die Zahnfußausrundung benötigt, die 

bei der Modellierung der Evolventenverzahnung in dieser Arbeit nicht berücksichtigt wird. Da 

sich mit AM-Verfahren wie dem SLS allerdings keine scharfen Kerben herstellen lassen, ent-

stehen durch die Anordnung der Pulverkörner nach Abbildung 6.4 herstellungsbedingte Radien, 

die von der Pulverkorngröße abhängen.  

Für die Berechnung der Tragfähigkeit und der auftretenden Spannungen in den Abschnitten 5.4 

und 6.2 muss daher der herstellungsbedingte Radius 𝜌90° für eine 90°-Kerbe in Abhängigkeit 

von der mittleren Korngröße 𝑑𝐾𝑜𝑟𝑛 abgeschätzt werden. Bei der Betrachtung von dichtest ge-

packten Kreisen in einer Ebene (anstelle von dichtest gepackten Kugeln im Raum) ergibt sich 

folgende Abschätzung für den Radius 𝜌90°: 

cos 60° =
𝑑𝐾𝑜𝑟𝑛/2

𝜌90°
⇔ 𝜌90° = 𝑑𝐾𝑜𝑟𝑛 (6-3) 

Die Korngröße des verwendeten PA2200-Pulvers liegt vorwiegend in einem Bereich zwischen 

𝑑10 % = 40 µ𝑚 und 𝑑90 % = 90 µ𝑚 mit einer mittleren Korngröße 𝑑𝐾𝑜𝑟𝑛 = 𝑑50 % = 58 µ𝑚 

(EOS GmbH, 2003). Die tatsächlich auftretenden Radien wurden im Rahmen dieser Arbeit 

nicht näher untersucht.  
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Abbildung 6.4: Abschätzung des herstellungsbedingten Radius 𝝆𝟗𝟎° an einer 90°-Kerbe in Abhängigkeit der 

mittleren Korngröße 𝒅𝑲𝒐𝒓𝒏 beim SLS. 

6.1.4 Erreichbare Verzahnungsqualitäten  

Neben den Betrachtungen der Herstellungsgrenzen wurden gemäß DIN 3961 erreichbare Tole-

ranzen von Zahnrädern bestimmt, die auf der Formiga P100 lasergesintert wurden. Zur Vermes-

sung wurde eine 3D-Koordinatenmessmaschine vom Typ LH54 (WENZEL Präzision GmbH, 

Wiesthal, Deutschland) verwendet, mit der drei geradverzahnte Stirnräder mit folgenden Ver-

zahnungsparametern vermessen wurden: 

 𝑚𝑛 = 1 𝑚𝑚, 𝑧 = 20, 𝛼 = 20°, 𝑏 = 6 𝑚𝑚 

In DIN 3961 werden 12 Verzahnungsqualitäten unterschieden. Die erreichbaren Verzahnungs-

qualitäten der gesinterten Zahnräder liegen für einige Parameter im günstigsten Fall bei Stufe 

10, im Allgemeinen aber bei Stufe 12 oder schlechter (vgl. Messprotokolle in Anhang 10.3).  

6.2 Zahnfußtragfähigkeit  

Die Zahnfußtragfähigkeit wird in einem Pulsator-Versuch ermittelt. Ziel ist, zu überprüfen, wie 

vielen Lastwechseln ein aus PA2200 gesintertes Zahnrad standhält, bevor die Zähne versagen, 

und welchen Einfluss die in der Modellierung nicht berücksichtigte Zahnfußrundung auf die 

Zahnfußtragfähigkeit hat. 

Da die Berechnungen der Zahnfußtragfähigkeit und die entsprechenden Versuche für Stahl-

zahnräder ausgelegt und kunststoffspezifische Eigenschaften nicht berücksichtigt sind, gibt es 

keine Vergleichswerte. In erster Linie soll an dieser Stelle die Größenordnung der Zahnfußtrag-

fähigkeit aus PA2200 gesinterter Zahnräder bestimmt werden. Dazu werden Zahnradgeomet-

rien mit und ohne Zahnfußausrundung im Pulsator-Versuch getestet (Abbildung 6.5): 

 𝑚𝑛 = 4,5 𝑚𝑚, 𝑧 = 24, 𝛼 = 20°, 𝑏 = 20 𝑚𝑚, 𝑑𝑖 = 60 𝑚𝑚 

Für die Durchführung der Pulsator-Versuche wurde ein Prüfstand der Forschungsstelle für 

Zahnräder und Getriebebau (FZG) der TU München verwendet (Abbildung 6.5-c). Darin wird 

das Zahnrad zwischen zwei parallelen Backen eingespannt, sodass sich die rechte Zahnflanke 

des ersten Zahns und die linke Zahnflanke des vierten Zahns mit den Backen in Linienkontakt 

𝑑𝐾𝑜𝑟𝑛 

𝜌90° 
60° 

60° 
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befinden. Mit einer bestimmten Frequenz bringt der Pulsator eine sinusförmige Normalkraft 

auf die Zähne auf, bis die Verzahnung versagt oder eine vorgegebene Lastwechselzahl erreicht 

wird. Zusätzlich wird über die Backen die Temperatur der Zahnflanken gemessen, über die die 

Temperatur des Zahns abgeschätzt werden kann. Unter folgenden Bedingungen wurden die 

Pulsator-Versuche durchgeführt: 

 Konstante Parameter: Umgebungstemperatur 22 ± 3 °𝐶, max. Lastwechsel 2 ⋅ 106 

 Variierte Parameter: Δ𝐹𝑃𝑛 = 1,5…3,0 𝑘𝑁,  𝑓 = 10…20 𝐻𝑧 

 Gemessener Parameter: 𝑁𝐿 

a)  b)  c)  
Abbildung 6.5: Darstellung der C20 Geometrien, die a) mit einem CAD-System und b) mit der Modellierung 

aus Abschnitt 4.4.1 erzeugt wurden. c) Schema eines Pulsators (Quelle: FZG, TU München, 2010) 

Im Pulsator-Versuch wird überprüft, wie vielen Lastwechseln ein Zahnrad bei einer bestimmten 

Zahnfuß-Nennspannung 𝜎𝐹0∞,50 % mit einer Ausfallwahrscheinlichkeit von 50 % standhält. Die 

durch die Normalspannung Δ𝐹𝑃𝑛[𝑘𝑁] auftretende Zahnfuß-Nennspannung berechnet sich nach 

Stenico (2007) zu: 

𝜎𝐹0∞,50 % [
𝑁

𝑚𝑚2
] =

cos 𝛼𝑛
𝑏 ⋅ 𝑚𝑛

⋅ 𝑌𝐹𝑎 ⋅ 𝑌𝑆𝑎 ⋅ 𝑌𝛽 ⋅ Δ𝐹𝑃𝑛[𝑘𝑁] (6-4) 

Die Faktoren 𝑌𝐹𝑎, 𝑌𝑆𝑎 , 𝑌𝛽 werden nach den Gleichungen in Abschnitt 5.4.1 berechnet. Bei ge-

radverzahnten Stirnrädern gilt für den Schrägenfaktor 𝑌𝛽 = 1. Die übrigen Faktoren der beiden 

Zahnradgeometrien mit den auftretenden Spannungen sind in Tabelle 6.1 aufgelistet. Der Ein-

fluss des Radius der Zahnfußausrundung 𝜌𝐹 auf den Spannungskorrekturfaktor 𝑌𝑆𝑎 ist in Ab-

bildung 6.6 dargestellt. 

Tabelle 6.1: Berechnung der Zahnfuß-Nennspannung nach Gleichung (6-4) (ZR = Zahnfußausrundung) 

Stirnradtyp Formfaktor 

𝑌𝐹𝑎  [−] 
Spannungskorrekturfaktor 

𝑌𝑆𝑎  [−] 
Zahnfuß-Nennspannung 

𝜎𝐹0,∞,50 % [𝑁 𝑚𝑚2⁄ ] 

CAD (mit ZR) 1,869 1,93 37,7 ⋅ Δ𝐹𝑃𝑛 [𝑘𝑁] 

Matlab (ohne ZR) 3,27 4,34 148,0 ⋅ Δ𝐹𝑃𝑛 [𝑘𝑁] 
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Mit den vier gesinterten Stirnrädern wurden insgesamt 𝑛 = 11 Messungen durchgeführt, davon 

sieben mit den Stirnrädern S1, S2 mit Zahnfußausrundung und vier mit den Stirnrädern S3, S4 

ohne Zahnfußausrundung. Die Stirnräder wurden zwischen den Backen eingespannt, die Para-

meter eingestellt und der Versuch gestartet. Nach Versagen eines Zahnfußes oder nach 2 ⋅ 106 

Lastwechseln wurde der Versuch automatisch beendet und die erreichten Lastwechsel notiert 

(Tabelle 6.2). Aufnahmen der Zähne nach Versuchsende sind in Abbildung 6.8 zu sehen. 

Aufgrund der begrenzten Zeit, die der Pulsator zur Verfügung stand, konnten keine weiteren 

Messungen durchgeführt werden. Wegen der geringen Stichprobengröße wurde auf eine statis-

tische Auswertung verzichtet. Es lässt sich jedoch die Größenordnung der mit aus PA2200 ge-

sinterten Stirnrädern erreichbaren Lastwechsel erkennen: Mit Zahnfußausrundungen sind bei 

20 𝐻𝑧 nur bei Kräften ≤ 2,0 𝑘𝑁 nennenswerte Lastwechsel > 1 ⋅ 106 erreichbar. Ohne Zahn-

fußausrundung sind die erreichbaren Lastwechsel aufgrund der Kerbwirkung im Zahnfuß wie 

erwartet deutlich geringer: Bei einer Frequenz von 20 𝐻𝑧 und einer Normalkraft von 2,0 𝑘𝑁 

ist die Zahnfußtragfähigkeit bei fehlender Zahnfußausrundung (Versuche Nr. 10 und 11) mehr 

als 300-mal geringer als mit Zahnfußausrundung (Versuche Nr. 2 und 3). 

 
Abbildung 6.6: Einfluss der Zahnfußausrundung 𝝆𝑭 auf den Spannungskorrekturfaktor 𝒀𝑺𝒂. 

Tabelle 6.2: Zusammenfassung der Ergebnisse des Pulsator-Versuchs (vgl. Protokolle in Anhang 10.4): 

Versuchsende bei Bruch (+) oder 2 ⋅ 106 Lastwechseln (o) (ZR Zahnfußausrundung) 

Geometrie Nr. Stirnrad  

(Belastete Zähne) 
𝒇  

[𝑯𝒛] 
𝚫𝑭𝑷𝒏  
[𝒌𝑵] 

𝝈𝑭𝟎,∞,𝟓𝟎 %  

[𝑵 𝒎𝒎𝟐⁄ ] 
𝑵  
[−] 

Bruch 

o/+ 

CAD  

mit ZR 

1 S1 (1-4) 20 2,0 75,33 1.272.684 + 

2 S2 (1-4) 20 2,0 75,33  2 ⋅ 106 + (Anriss) 

3 S1 (7-10) 20 2,0 75,33  2 ⋅ 106 o 

4 S1 (19-22) 10 2,5 94,16 391.502 + 

5 S2 (13-16) 10 2,5 94,16 380.477 + 

6 S1 (13-16) 10 3,0 112,99 18.496 + 

7 S2 (7-10) 20 3,0 112,99 2.266 + 

Matlab 

ohne ZR 

8 S4 (7-10) 20 1,5 72,59 37.425 + 

9 S3 (7-10) 20 1,5 72,59 42.397 + 

10 S3 (1-4) 20 2,0 96,79 5.041 + 

11 S4 (1-4) 20 2,0 96,79 5.702 + 
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Abbildung 6.7: Doppellogarithmische Darstellung der Ergebnisse des Pulsator-Versuchs der Zahnräder 

mit Zahnfußausrundung (CAD, rot) und ohne (Matlab, blau). 

 

a)     

b)     

c)   d)   
Abbildung 6.8: Zahnfüße nach Pulsator-Versuch an den Stirnrädern a) S1, b) S2, c) S3 und d) S4. a) Zahn 

10 ist nach rechts verformt. b) Zahn 1 mit Anriss, Zähne 7 und 10 waren gemeinsam eingespannt. 

6.3 Verschleißtragfähigkeit 

Ziel der Untersuchungen ist zu ermitteln, wie vielen Lastspielen kleine, aus PA2200 gesinterte 

Zahnräder bei bestimmten Linienlasten standhalten und welche Schadensarten nach Tabelle 6.4 

zum Versagen führen. Dabei liegt der Fokus vor allem auf dem Bereich der Zeitfestigkeit, mit 

Lastspielen im Bereich 𝑁𝐿 > 104 (DIN 50100). 

Für die Versuche in dieser Arbeit wurden Paarungen aus identischen Stirnrädern auf Prüfstän-

den der Firma Podkrižnik d.o.o. (Ljubno ob Savinji, Slowenien, Abbildung 6.9) getestet, die 
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speziell für Getriebeversuche mit kleinen Kunststoffzahnrädern im Trockenlauf entwickelt 

wurden: 

 Achsabstand 𝑎 = 19,8…75 𝑚𝑚 

 Kleinster Teilkreisdurchmesser 𝑑𝑚𝑖𝑛 = 19,8 𝑚𝑚 

 Größter Kopfkreisdurchmesser 𝑑𝑎,𝑚𝑎𝑥 = 80 𝑚𝑚 

 Maximale Zahnradbreite 𝑏𝑚𝑎𝑥 = 12 𝑚𝑚 

 Bohrung 𝑑𝑖 = 6,13…6,14 𝑚𝑚 

Jeder Motor wird über einen eigenen Frequenzumrichter angesteuert. Anhand von Tabellen-

werten werden über das Verhältnis der Frequenzen an An- und Abtriebsmotor die Drehzahl und 

das auf die Zahnradpaarung wirkende Drehmoment eingestellt.  

Kunststoffzahnräder aus faserverstärkten Thermoplasten erreichen bei Paarungen mit Stahl-

zahnrädern bei Linienlasten < 25 𝑁/𝑚𝑚 gute Zeitfestigkeiten und versagen bei größeren Li-

nienlasten innerhalb weniger Minuten durch Anschmelzungen der Zähne (Heym, 1997; Rösler, 

2001). Im Folgenden werden Zahnräder aus gesintertem PA2200 verwendet, das im Vergleich 

zu spritzgegossenem Polyamid Festigkeiten von bis zu 90 % erreicht (Gebhardt, 2013). Daher 

wurden Linienlasten in einem Bereich < 20 𝑁/𝑚𝑚 unter folgenden Bedingungen getestet: 

 Konstante Parameter: Umgebungstemperatur 22 ± 3 °𝐶, max. Lastspiele 2 ⋅ 106 

 Variierte Parameter: 𝑇 = 0,3…1,7 𝑁𝑚, 𝑛 = 800…1700 𝑚𝑖𝑛−1, 𝑎 = 20…60 𝑚𝑚 

 Gemessener Parameter: Zeit bis Versagen 𝑡 [𝑠] 

Aus den Messergebnissen werden die Lastspielzahl 𝑁𝐿, die Umfangsgeschwindigkeit 𝑣𝑑 am 

Teilkreis und die Linienlast 𝐹𝐿 mit der Umfangskraft 𝐹𝑡 aus Gleichung (5-30) berechnet: 

𝑁𝐿 =
𝑛 [𝑚𝑖𝑛−1]

60
⋅ 𝑡 (6-5) 

𝐹𝐿 =
𝐹𝑡
𝑏
=
2000 ⋅ 𝑇

𝑧 ⋅ 𝑚𝑛 ⋅ 𝑏
 (6-6) 

𝑣𝑑 =
𝑚𝑛 ⋅ 𝑧

2000
⋅
𝑛 ⋅ 2𝜋

60
 (6-7) 

Vor jedem Versuch wurde der Prüfstand zur Temperierung fünf Minuten im Leerlauf betrieben, 

anschließend eine Zahnradpaarung eingespannt und der Achsabstand eingestellt. In den Ver-

suchsprotokollen in Anhang 10.5 ist die Abweichung vom idealen Achsabstand in Mikrometern 

angegeben, der hauptsächlich durch das Anschmelzen einer Randschicht losen Pulvers beim 

SLS und einer damit einhergehenden Vergrößerung der Zähne entsteht. Nach Einstellen von 

Drehmoment und Drehzahl wurden der Getriebeversuch und die Zeitmessung gestartet und bei 

Versagen oder Erreichen der maximalen Lastspielzahl gestoppt.  

Typischerweise werden auf den verwendeten Prüfständen Dauerlaufversuche mit Lastspielzah-

len oberhalb 2 ⋅ 106 durchgeführt. Aufgrund der begrenzten Zeit, die der Prüfstand zur Verfü-
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gung stand, konnten nur wenige Versuche mit Lastspielzahlen in diesem Bereich gefahren wer-

den. Für eine erste Abschätzung wurden vorwiegend Versuche mit Lastspielzahlen im Bereich 

105 durchgeführt. Eine Übersicht der getesteten Zahnradgeometrien und Messergebnisse ist in 

Tabelle 6.3 aufgelistet. Die mit den Versuchsergebnissen erstellten Diagramme der Zeitfestig-

keiten sind auf den Seiten 101 bis 103 abgebildet. 

  
Abbildung 6.9: Prüfstand für Getriebeversuche der Firma Podkrižnik d.o.o. (Ljubno ob Savinji, Slowe-

nien), bestehend aus Gestell (1), Antriebsmotor (2), Abtriebsmotor (3), Positioniertisch (4), Frequenzum-

richter (5) und Wellen zum Einspannen der Zahnradpaarung (6).  

 

Tabelle 6.3: Zahnradgeometrien mit Wertebereichen der eingestellten Parameter und der Versuchser-

gebnisse (𝑛+ Versuche mit Versagen oder Versuchsabbruch unmittelbar vor dem Versa-

gen, 𝑛𝑜 Versuche ohne Versagen, d. h. je insgesamt 𝑛+ + 𝑛𝑜 durchgeführte Versuche) 

Nr. 
𝒎𝒏 

[𝒎𝒎] 

𝒛 

[−] 

𝒃 

[𝒎𝒎] 

𝑻 

[𝑵𝒎] 

𝒏 

[𝒎𝒊𝒏−𝟏] 

𝒗𝒅 

[𝒎 𝒔⁄ ] 

𝑵 

[−] 

𝑭𝑳 

[𝑵 𝒎𝒎⁄ ] 

𝒏+ 

[−] 

𝒏𝒐 

[−] 

1 1,5 26 6 1,1…1,3 933…963 1,91…1,97 1,9E4…1,9E5 9,4…11,1 5 0 

2 1 20 6 0,1…1,7 825…1684 0,86…1,76 6,8E1…1,0E6 1,7…28,3 35 5 

3 1 20 10 0,3…0,5 1027…1044 1,08…1,09 1,3E4…1,0E6 3,0…5,0 7 1 

4 1 30 8 0,7…1,0 976…1008 1,53…1,58 3,5E4…2,3E6 5,8…8,3 10 1 

5 2,5 16 4 0,4…0,6 1018…1035 2,13…2,17 4,8E4…1,4E6 5,0…7,5 5 0 

6 2 10 6 0,2…0,5 1027…1052 1,08…1,10 1,0E3…4,1E5 3,3…8,3 4 1 

7 2 15 6 0,4…0,9 988…1035 1,55…1,63 1,5E4…2,5E6 4,4…10,0 17 1 

8 2 15 10 0,6…0,8 998…1018 1,57…1,60 6,7E4…1,0E6 4,0…5,3 6 0 

9 2 20 6 0,8…1,7 825…998 1,73…2,09 1,2E4…7,9E5 6,7…14,2 38 2 

10 2 30 6 1,7 825 2,59 2,0E6 9,4 0 1 

 

3 2 4 5 1 6 
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Abbildung 6.10: Ermittelte Zeitfestigkeiten von Versuchsreihe 1 mit 𝒏 = 𝟓 Messungen. 

 
Abbildung 6.11: Ermittelte Zeitfestigkeiten von Versuchsreihe 2 mit 𝒏 = 𝟑𝟓 Messungen. 

 
Abbildung 6.12: Ermittelte Zeitfestigkeiten von Versuchsreihe 3 mit 𝒏 = 𝟕 Messungen. 
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Abbildung 6.13: Ermittelte Zeitfestigkeiten von Versuchsreihe 4 mit 𝒏 = 𝟏𝟎 Messungen. 

 
Abbildung 6.14: Ermittelte Zeitfestigkeiten von Versuchsreihe 5 mit 𝒏 = 𝟓 Messungen. 

 
Abbildung 6.15: Ermittelte Zeitfestigkeiten von Versuchsreihe 6 mit 𝒏 = 𝟒 Messungen. 
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1,00

10,00

1E+01 1E+02 1E+03 1E+04 1E+05 1E+06

L
in

ie
n
la

st
 F

L
[N

/m
m

]

Lastspiele

Versuch 6: PA2200/PA2200, Trockenlauf
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Abbildung 6.16: Ermittelte Zeitfestigkeiten von Versuchsreihe 7 mit 𝒏 = 𝟏𝟕 Messungen. 

 
Abbildung 6.17: Ermittelte Zeitfestigkeiten von Versuchsreihe 8 mit 𝒏 = 𝟔 Messungen. 

 
Abbildung 6.18: Ermittelte Zeitfestigkeiten von Versuchsreihe 9 mit 𝒏 = 𝟑𝟖 Messungen. 
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Versuch 7: PA2200/PA2200, Trockenlauf

mn = 2,0 mm, z = 15, b = 6 mm, vd ≈ 1,60 m/s
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Versuch 8: PA2200/PA2200, Trockenlauf

mn = 2,0 mm, z = 15, b = 10 mm, vd ≈ 1,59 m/s
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mn = 2,0 mm, z = 20, b = 6 mm, vd ≈ 1,98 m/s
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6.3.1 Auftretende Schadensarten 

Bei den gesinterten Stirnrädern mit Moduln im Bereich 𝑚𝑛 = 1…2,5 𝑚𝑚 zeigt sich, dass bei 

Linienlasten 𝐹𝑡 < 4𝑁 𝑚𝑚⁄  vorwiegend Verschleiß und bei Linienlasten 𝐹𝑡 > 5𝑁 𝑚𝑚⁄  vor-

wiegend Anschmelzungen zum Versagen der Verzahnung führen, teilweise in Kombination mit 

Deformationen. Die festgestellten Schadensarten entsprechen den in VDI 2736 Blatt 1 beschrie-

benen Erwartungen. Einige Beispiele sind in Abbildung 6.19 und Abbildung 6.20 zu sehen.  

An den verschlissenen Zahnrädern in Abbildung 6.19-c und Abbildung 6.20-b erkennt man 

deutlich den Schichteffekt lasergesinterter Bauteile: Die Zähne wurden durch die Belastung von 

der untersten Schicht des Zahnrads abgeschert. 

a)  b)  c)   
Abbildung 6.19: Zahnradpaarungen nach Versuchsende. a) Versuch 10: 𝑵 = 𝟐 ⋅ 𝟏𝟎𝟔,𝒎𝒏 = 𝟐 𝒎𝒎, 
𝒛 = 𝟑𝟎, 𝒃 = 𝟔 𝒎𝒎,𝑻 = 𝟏, 𝟕 𝑵𝒎, 𝑭𝑳 = 𝟗, 𝟒 𝑵/𝒎𝒎, 𝒗𝒅 = 𝟐, 𝟓𝟗 𝒎/𝒔. Schadensarten in Versuch 5  

(𝒎𝒏 = 𝟐, 𝟓 𝒎𝒎, 𝒛 = 𝟏𝟔, 𝒃 = 𝟒 𝒎𝒎): b) Anschmelzungen im ersten Vorversuch bei 𝑭𝑳 = 𝟕, 𝟓 𝑵/𝒎𝒎 und 

c) Verschleiß in Kombination mit Deformation bei 𝑭𝑳 = 𝟓, 𝟎 𝑵/𝒎𝒎. 

a)    

b)    
Abbildung 6.20: Schadensbild gesinterter Zahnräder bei a) Anschmelzungen und b) Verschleiß. 
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Tabelle 6.4: Verschiedene Schadensarten von Kunststoffzahnrädern und deren Ursachen (entnommen 

aus VDI 2736 Blatt 1) 

Schadensart Stirnräder Schraubräder Ursache 

Anschmelzungen 

  

Zu starke Erwärmung der Zahnflanken 

Zahnfußbruch 

  

Zu hohe Biegebeanspruchung (rechts 

oben Versagen durch Schubbeanspru-

chung, rechts unten Versagen durch 

Biegebeanspruchung) 

Zahnflankenbruch (L), 

Bruch aus Grübchen (R) 

  

Zu hohe Hertzsche Beanspruchung 

mit überlagerter Schub- und Biegebe-

anspruchung, Wachsen des Risses bis 

Bruch 

Grübchenbildung 

  

Zu hohe Hertzsche Beanspruchung 

mit überlagerter Schub- und Biegebe-

anspruchung 

Zahnverschleiß 

  

Zu geringe Verschleißfestigkeit oder 

starke abrasive Wirkung des Reibpart-

ners 

Deformation 

  

Zu hohe, die Verformungsgrenze 

überschreitende Beanspruchung 

6.3.2 Rauheit der Zahnflanken 

Um die Glättung der Zahnflanken zu untersuchen, wurde die gemittelte Rautiefe 𝑅𝑧 an einem 

Zahnrad gemessen. Dazu wurde ein Rauheitsmessgerät vom Typ MarSurf PS1 (Mahr GmbH, 

Göttingen, Deutschland) verwendet. Die Messstrecken und Richtungen sind mit den Pfeilen auf 

dem Zahnrad in Abbildung 6.21-a markiert. Die Rauheit vor dem Versuch wurde auf der Ober-

fläche der Stirnfläche gemessen (schwarzer Pfeil), die Rauheit nach dem Versuch an einer 

Zahnflanke entlang der Höhe (grüner Pfeil) und Breite (schwarzer Pfeil).  

Entsprechend der Richtlinie VDI 2736 Blatt 1 muss der Einfluss der Rauheit auf die Tragfähig-

keit von Kunststoffzahnrädern allerdings nicht berücksichtigt werden, da sich aufgrund des ge-

ringen Härteunterschieds die Gleitflächen der beiden Gegenkörper nach sehr kurzer Beanspru-

chung gegenseitig anpassen. Die Glättung der Oberfläche der Zahnflanken bei einer Paarung 

PA2200/PA2200 ist in Abbildung 6.21 zu sehen. 
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Tabelle 6.5: Gemittelte Rautiefen 𝑅𝑧 eines gesinterten Zahnrads mit einem Filter von 0,25 × 1 (Einzel-

messstrecke [mm] × Anzahl der Messungen) 

Oberfläche vor dem Versuch 

(Stirnseite) 

Oberfläche nach dem Versuch 

(Zahnflanke entlang der Breite) 

Oberfläche nach dem Versuch 

(Zahnflanke entlang der Höhe) 

𝑅𝑧 = 24,0 µ𝑚 𝑅𝑧 = 5,7 µ𝑚 𝑅𝑧 = 2,6 µ𝑚 

a)  b)  c)  d)  
Abbildung 6.21: a) Für die Rauhigkeitsmessung verwendetes Stirnrad. b) Zahnflanke zu Beginn und c) 

nach Ende von Versuch 10 (𝑵 = 𝟐 ⋅ 𝟏𝟎𝟔,𝒎𝒏 = 𝟐, 𝒛 = 𝟑𝟎, 𝒃 = 𝟔 𝒎𝒎,𝑻 = 𝟏, 𝟕 𝑵𝒎, 𝑭𝑳 = 𝟗, 𝟒𝑵 𝒎𝒎⁄ , 
𝒗𝒅 = 𝟐, 𝟓𝟗 𝒎/𝒔). d) Durch Verschleiß geglättete Zahnflanke. Die Rillen in Zahnhöhenrichtung sind die 

herstellungsbedingten Schichten des SLS mit einer Schichthöhe 𝚫𝒛 = 𝟎, 𝟏 𝒎𝒎 (Zahnradbreite 𝒃 = 𝟔 𝒎𝒎). 

6.4 Diskussion der Ergebnisse 

Für die additive Herstellung von Zahnrädern mit dem SLS wurden mit der Zahnkopfdicke im 

Stirnschnitt und der Lückenweite am Grundkreis im Normalschnitt zwei Größen identifiziert, 

mit denen sich in Abhängigkeit der Fertigungstoleranzen bzw. Randbedingungen des jeweili-

gen Verfahrens überprüfen lässt, ob eine gewünschte Zahnradgeometrie im Bauraum liegend 

hergestellt werden kann, sodass mit der Verzahnung eine Drehbewegung zuverlässig übertra-

gen werden kann. Die ermittelten Grenzwerte für die SLS-Anlage Formiga P100 betragen 

𝑠𝑡𝑎,𝑚𝑖𝑛 ≈ 0,4 mm für die Zahnkopfdicke und 𝑒𝑛𝑏,𝑚𝑖𝑛 ≈ 0,35 mm. 

Verfahrensbedingt wird die erreichbare Verzahnungsqualität beim SLS von verschiedenen Fak-

toren beeinflusst, wie z. B. dem Mischungsverhältnis von Alt- und Neupulver, die thermische 

Vorbelastung des Altpulvers oder Lage und Orientierung des Zahnrads im Bauraum. Hervor-

zuheben sind in diesem Zusammenhang der Einfluss der Korngröße auf die Rauigkeit der Ober-

fläche und das Anschmelzen einer Randschicht aus umliegendem Pulver, was zu einer Verän-

derung der Abmessungen führt. Ohne spezielle Nachbearbeitung – außer dem Abstrahlen der 

Zahnräder – können auf der Formiga P100 mit PA2200 Zahnräder mit Verzahnungsqualitäten 

im Bereich 12 oder schlechter hergestellt werden, die laut DIN 3961 allenfalls in Getrieben mit 

geringen Anforderungen eingesetzt werden können. Es ist anzunehmen, dass die Abweichun-

gen, die insbesondere von der Pulverkorngröße abhängen, bei kleineren Zahnrädern stärker ins 

Gewicht fallen als bei größeren. Daher erscheint es sinnvoll, in Zukunft gezielt Zahnräder ver-

schiedener Größen hinsichtlich erreichbarer Verzahnungsqualitäten zu untersuchen. Bei Bedarf 

sollte außerdem der Einfluss verschiedener Nachbearbeitungsverfahren auf die Verzahnungs-

qualität untersucht werden. 

Neben der Oberflächenbeschaffenheit ist eine weitere verfahrensbedingte Eigenschaft des SLS  

und anderer AM-Verfahren, dass keine scharfen Kanten oder Kerben erzeugt werden können. 

Für die Betrachtung der auftretenden Spannungen am Zahnfuß der in dieser Arbeit vorgestellten 

Modellierung ohne Zahnfußausrundung wurde eine Abschätzung vorgestellt, die einen Zusam-

menhang zwischen der herstellungsbedingt entstehenden Ausrundung an einer Kerbe in Ab-

hängigkeit von der Korngröße des pulverförmigen Ausgangsmaterials herstellt. Für genauere 

Vorhersagen auftretender Kerbspannungen sollten in Zukunft Radien an Kerben mit verschie-

denen Winkeln mit geeigneten Verfahren vermessen werden.  
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Um die Größenordnung der Zahnfußtragfähigkeit gesinterter Zahnräder aus PA2200 und den 

Einfluss der nicht berücksichtigten Zahnfußausrundung zu ermitteln, wurden Pulsator-Versu-

che durchgeführt. Dazu wurden C20-Geometrien mit einem CAD-System und die entspre-

chende Geometrie ohne Zahnfußausrundung mit Matlab erzeugt und gesintert. In den Pulsator-

Versuchen hat sich gezeigt, dass eine C20-Geomtrie bei einer Normalkraft von 2,0 𝑘𝑁 mit 

20 𝐻𝑧 Lastspielen im Bereich 2 ⋅ 106 standhält. Ohne Zahnfußausrundung sind bei gleicher 

Belastung nur etwa 5 ⋅ 103 Lastspiele möglich. Neben dem herstellungsbedingt entstehenden 

Radius an der Kerbe am Zahnfuß ist sicherlich auch der Einfluss der rauen Oberfläche von 

Bedeutung, die im Rahmen dieser Arbeit nicht näher untersucht wurde.  

Da der Fokus insbesondere auf der Realisierung von Bewegungsübertragungen mit gesinterten 

Zahnrädern liegt, wurden in Getriebeversuchen Zeitfestigkeit und Versagensarten bei Linien-

lasten 𝐹𝐿 < 10 𝑁/𝑚𝑚 im Trockenlauf untersucht. Die verwendeten Zahnradgeometrien haben 

in aller Regel mehr als 104 Lastwechseln standgehalten. In Versuchsreihe 2 waren 104 Last-

spiele bei Linienlasten bis 8 𝑁/𝑚𝑚 erreichbar. In Versuchsreihe 9 wurde der Modul gegenüber 

Versuchsreihe 2 verdoppelt, wodurch 104 Lastspiele auch bei Linienlasten > 10 𝑁/𝑚𝑚 mög-

lich waren. Bei Linienlasten < 5 𝑁/𝑚𝑚 konnten mit den meisten getesteten Zahnradgeomet-

rien Lastwechsel > 105 erreicht werden. In Versuch 10 wurden mit der größten getesteten Ge-

ometrie (𝑚𝑛 = 2, 𝑧 = 30, 𝑏 = 6 𝑚𝑚) bei einer Linienlast von 9,4 𝑁/𝑚𝑚 ohne Versagen der 

Verzahnung 2 ⋅ 106 Lastwechsel erreicht (Abbildung 6.19 und Anhang 10.5).  

Die Idee zu der vorliegenden Arbeit ist im Rahmen eines medizintechnischen Projekts entstan-

den, in denen das SLS von PA2200 für die Herstellung patientenindividuell anpassbarer Te-

lemanipulatoren und Roboter eingesetzt wird (Traeger et al., 2012; Traeger et al., 2014; Rop-

penecker et al., 2014; Krieger et al., 2016). Die Vision ist, derartige Systeme in Zukunft als 

Einwegprodukte im Operationssaal zu verwenden. Möchte man darin enthaltene Antriebskom-

ponenten wie Zahnräder direkt mit den übrigen Bauteilen mittels SLS herstellen, ist folgendes 

festzustellen: 

1. Im Verlauf eines Eingriffs von einigen Stunden und bei einmaliger Verwendung des 

gesinterten Geräts und der darin enthaltenen Zahnräder sind deutlich geringere Last-

spielzahl zu erwarten als bei Produkten mit einer Lebensdauer von typischerweise meh-

reren Jahren. Es ist anzunehmen, dass die in den Getriebeversuchen erreichten Last-

spielzahlen für diese Getriebeanwendung ausreichend hoch sind. 

2. Um während eines Eingriffs beispielsweise Gewebe zu manipulieren oder Instrumente 

zu führen, die ein Operateur oder Assistent normalerweise in der Hand hält, ist mit ge-

ringen Kräften im Bereich 10 𝑁 = 0,01 𝑘𝑁 zu rechnen. Wird für die Bewegungsüber-

tragung ein Getriebe verwendet, werden die Umfangskräfte, die auf die Verzahnung 

wirken, vermutlich nicht darüber liegen. Die im Pulsator-Versuch getesteten Zahnrad-

geometrien sind für die gewünschte Anwendung in einem handlichen Einwegmanipu-

lator sicherlich zu groß, jedoch konnten (mit Zahnfußausrundung), bei Kräften drei Grö-

ßenordnungen über den zu erwartenden 0,01 𝑘𝑁, Lastspielzahlen > 2 ⋅ 106 erreicht 

werden.  

Auch wenn aufgrund der geringen Anzahl an durchgeführten Versuchen keine statistische Aus-

wertung vorgenommen wurde, ist anzunehmen, dass gesinterte Zahnräder aus PA2200 für Ge-

triebeanwendungen bei geringen Linienlasten im Trockenlauf geeignet sind. Insbesondere bei 

der Verwendung in Einwegprodukten für die Medizintechnik, wenn geringe Kräfte und Last-

spielzahlen zu erwarten sind und vor allem die Bewegungsübertragung bei geringen Kräften 

von Interesse ist. 
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Um die Anwendungsmöglichkeiten einzugrenzen, sollten folgende Fragestellungen weiter un-

tersucht werden: 

 Welcher Bauraum kommt für medizinische Einwegmanipulatoren in Frage? 

 Welche Drehmomente und Drehzahlen sollen mit welchen Übersetzungen übertragen 

werden? 

 In welchem Bereich liegen die zu erwartenden Linienlasten? 

Für diese Eingrenzung müssen weitere Versuche mit ausgewählten Zahnradgeometrien geplant, 

durchgeführt und ausgewertet werden. So können die Tragfähigkeiten trockenlaufender Zahn-

radpaarungen aus gesintertem PA2200 zuverlässig angewendet und in die automatisierte Kon-

struktion von Stirnradstufen integriert werden.  

7 Zusammenfassung und Ausblick 

In dieser Arbeit wird ein Ansatz vorgestellt, mit dem der Entwurfsprozess einer Stirnradstufe 

für die Herstellung mittels additiver Fertigungsverfahren automatisiert wird.  

Der erste Teil der Arbeit beschäftigt sich mit der mathematischen Beschreibung von Oberflä-

chenmodellen verschiedener Zahnradarten und Welle-Nabe-Verbindungen. Für diese Model-

lierung werden zunächst die Stützpunkte zweidimensionaler Konturen (Closed-Polygon-List, 

CPL) berechnet, die anschließend zu dreidimensionalen Stützpunkten (Vertex-List, VL) erwei-

tert und abschließend mit Indexlisten (Facet-List, FL) zu Oberflächendreiecken vernetzt wer-

den. Gemeinsam beschreiben VL und FL ein Oberflächenmodell und werden als Solid-Geo-

metry (SG) zusammengefasst. Aus der SG wird eine STL-Datei erzeugt, die direkt für die Her-

stellung mittels additiver Fertigungsverfahren verwendet werden kann. Darüber hinaus kann 

mit der CPL der Kontur auch eine SVG-Datei erzeugt und beispielsweise mittels Laserschnei-

den hergestellt werden. Die Algorithmen zur Berechnung der Oberflächenmodelle wurden in 

Matlab implementiert und bilden die Grundlage für den zweiten Teil der Arbeit.  

Im zweiten Teil der Arbeit werden die Stirnräder des Baukastens dazu verwendet, eine Stirn-

radstufe automatisiert zu entwerfen. Im Sinne eines KE (Knowledge Engineering) werden ne-

ben Lehrbuch- und Expertenwissen auch Materialkennwerte sowie Fertigungstoleranzen und 

Randbedingungen eines gewünschten additiven Fertigungsverfahrens berücksichtigt. Als Vor-

gaben werden neben dem gewünschten additiven Fertigungsverfahren samt Material die Achs-

lagen im Raum, das Drehmoment am Eingang und die Übersetzung benötigt. Über eine Opti-

mierung des Wirkungsgrades werden die Bestimmungsgrößen der Zahnräder an An- und Ab-

trieb über den Schrägungswinkel ermittelt und die Oberflächenmodelle der Zahnräder berech-

net. Für ein vorgegebenes Drehmoment werden die Verzahnungskräfte und die Tragfähigkeit 

der Zahnräder berechnet. Sind außerdem die Längen der Wellen vorgegeben, werden diese über 

eine Betrachtung der Lagerkräfte ausgelegt und deren Oberflächenmodelle erstellt. Am Beispiel 

einer Stirnradstufe wird die Verwendung der in Matlab implementierten Funktionen demons-

triert. 

Im dritten Teil der Arbeit werden die Herstellungsgrenzen, die Zahnfußtragfähigkeit und die 

Verschleißtragfähigkeit gesinterter Zahnräder aus PA2200 untersucht.  
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Um zu überprüfen, ob die berechneten Oberflächenmodelle der Zahnräder additiv herstellbar 

sind, werden die Zahnkopfdicke im Stirnschnitt und die Lückenweite im Normalschnitt be-

trachtet. In einfachen Testreihen wurden dazu Minimalwerte ermittelt, die nicht unterschritten 

werden sollten.  

Die Zahnfußtragfähigkeit wurde für Zahnräder mit und ohne Zahnfußausrundung in einem 

Pulsator-Versuch ermittelt. Bei Normalkräften von 2,0 𝑘𝑁 und 20 𝐻𝑧 werden mit Zahnfußaus-

rundung Lastspiele im Bereich 2 ⋅ 106 und ohne Zahnfußausrundung im Bereich 5 ⋅ 103 er-

reicht. Bei der Zahnradmodellierung ohne Ausrundung entsteht an der Kerbe beim SLS herstel-

lungsbedingt ein Radius. Zur Berechnung der auftretenden Zahnfußspannung wird ein Ansatz 

vorgestellt, diesen Radius in Abhängigkeit von der Korngröße des beim SLS verwendeten Pul-

vers abzuschätzen. 

Die Verschleißtragfähigkeit wurde in Getriebeversuchen mit kleinen gesinterten Zahnrädern in 

der Paarung PA2200/PA2200 im Trockenlauf hauptsächlich bei Linienlasten < 10 𝑁/𝑚𝑚 un-

tersucht. Bei den verwendeten Zahnradgeometrien wurden größtenteils Lastspielzahlen im Be-

reich 104…105 erreicht. Bei Linienlasten unterhalb 4 𝑁/𝑚𝑚 führten Verschleiß, bei Linien-

lasten oberhalb 5 𝑁/𝑚𝑚 vorwiegend Anschmelzungen zum Versagen.  

Auf Grundlage der durchgeführten Messungen kann vermutet werden, dass aus PA2200 gesin-

terte Zahnräder für den Einsatz in Getrieben mit geringen Anforderungen, geringen Kräften und 

kurzer Lebensdauer – wie beispielsweise in medizinischen Einwegprodukten – eingesetzt wer-

den können. In Zukunft sollten die Messungen mit größeren Stichprobenumfängen für relevante 

Zahnradgeometrien durchgeführt werden, um gesicherte Aussagen bezüglich der Tragfähigkeit 

treffen zu können. Für eine Berechnung der Zahnfußtragfähigkeit sollte zusätzlich die Zahn-

fußausrundung bei der Modellierung der Zahnräder berücksichtigt werden.  

Bezüglich der additiven Herstellung von Zahnrädern und deren Tragfähigkeitsberechnung soll-

ten die Einflüsse des AM-Verfahrens näher untersucht werden. Zwei Beispiele sind die in Ab-

schnitt 6.1.1 erwähnte Verkürzung der Eingriffsstrecke und die in Abschnitt 6.1.3 erwähnte 

Verrundung von Kerben. Ein Problem bei der Anwendung der Tragfähigkeitsberechnung von 

Kunststoffzahnrädern sind nach der Richtlinie VDI 2736 – oder deren Erweiterung nach Fürs-

tenberger (2013) – fehlende Materialkennwerte von lasergesintertem PA2200, insbesondere die 

Zeitschwellfestigkeit 𝜎𝐹𝑙𝑖𝑚𝑁 und der Verschleißkoeffizient 𝑘𝑊.  

Aufbauend auf diese Arbeit bietet es sich an, die Bibliothek der Zahnradmodelle weiter auszu-

bauen. Für Schneckengetriebe mit höherer Tragfähigkeit bei gleichem Bauraum kommen 

Globoid-Schneckengetriebe oder Globoid-Getriebe in Frage (vgl. Abschnitt 2.2.3). Anstelle der 

Evolventen-Verzahnung kann außerdem eine S-Verzahnung verwendet werden, um die Trag-

fähigkeit zu erhöhen und dabei Verschleiß und Betriebstemperatur zu reduzieren (Hlebanja & 

Hlebanja, 2013). Weitere evolventische Sonderverzahnungen werden von Roth (1998) 

beschrieben. Neben einer direkten Beschreibung der Verzahnungskontur sind außerdem 

Abwälzsimulationen beliebiger Bezugsprofile wie in den Arbeiten von Zimmer et al. (2014, 

2015a, 2015b, 2016a, 2016b) denkbar. 

Um das Potential der additiven Fertigung weiter auszuschöpfen, kann der in dieser Arbeit vor-

gestellte Ansatz um die Möglichkeit erweitert werden, beliebige Übersetzungsverläufe für Ge-

triebe vorzugeben und die dafür benötigten Komponenten automatisiert zu entwerfen. Im Zuge 

dessen könnten neben unrunden Zahnrädern wie in Abbildung 7.1-a-c auch ungleichmäßig 

übersetzende Getriebe oder Rastgetriebe wie in Abbildung 7.1-d-e untersucht und implemen-

tiert werden. Darüber hinaus ist es auch denkbar, ebene oder räumliche Bahnkurven oder 



  Zusammenfassung und Ausblick 

110 

Trajektorien vorzugeben, die sich mit einer Kombination von Stirnradstufen und Koppelgetrie-

ben realisieren lassen (Abbildung 7.2). 

a)  b) c)  d)  e)  

Abbildung 7.1: Beispiele ungleichmäßig übersetzender Getriebe. a) elliptische Zahnräder, b) unrundes 

Zahnrad mit exzentrisch gelagertem Stirnrad, c) Paarung „aufgewickelter“ unrunder Zahnräder (engl. 

twisted gear), d) Malteserkreuzgetriebe, e) Sternradgetriebe. (Entnommen aus a)-c) Litvin, 2009, S. 6 ff.; 

d),e) Lichtwitz, 1953, S. 9, S. 18) 

a) b)  

Abbildung 7.2: a) „Umlaufräderiges Kurbelgetriebe“. b) Ebener Mechanismus mit Bahnkurve. (Entnom-

men aus a) Burmester, 1888, S. 521; b) Coros et al., 2013, S. 3) 

Ein Großteil der Forschungsarbeiten am MIMED, in deren Rahmen die vorliegende Arbeit ent-

standen ist, beschäftigt sich mit individualisierten Therapien in verschiedenen Bereichen der 

minimalinvasiven Chirurgie, die im klinischen Alltag zunehmend an Bedeutung gewinnen. Ge-

rade bei minimalinvasiven Eingriffen haben patientenindividuelle Instrumente, aufgrund des 

eingeschränkten Bewegungsfreiraums im Operationsgebiet und der damit verbundenen Kom-

plexität, großes Potential. Um Instrumente patientenspezifisch zu vertretbaren Kosten entwer-

fen und herstellen zu können, werden Konzepte untersucht, mit denen diese, z. B. anhand von 

Bilddaten, automatisiert an die Anatomie des Patienten angepasst und aus biokompatiblen Ma-

terialien additiv gefertigt werden. Mit diesem Ansatz können individualisierte Instrumente in 

einem Zeitraum von 24 Stunden konstruiert, additiv gefertigt, autoklaviert und als Einwegpro-

dukt am Patienten eingesetzt werden. 

Im Rahmen dieses Prozesses können auch Elemente des Antriebs angepasst und in das Instru-

ment integriert werden. Ein Ansatz hierfür wurde in der vorliegenden Arbeit am Beispiel von 

Zahnrädern und dem automatisierten Entwurf einer Stirnradstufe vorgestellt. In weiteren Ar-

beiten sollten die Tragfähigkeiten und Herstellungsgrenzen additiv gefertigter Kunststoffzahn-

räder weiter untersucht werden, um zuverlässige Antriebslösungen für medizinische Roboter 

oder Telemanipulatoren mit gesinterten Kunststoffzahnrädern zu realisieren.  

Mit dem Ansatz der automatisierten Konstruktion patientenspezifischer Einwegprodukte in der 

Medizintechnik, die additiv gefertigt werden, sollen in Zukunft neue, wirtschaftlich einsetzbare 

Therapiemöglichkeiten entstehen, die zum Wohle des Patienten den Weg in den klinischen All-

tag finden.   
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8 Glossar und Abkürzungsverzeichnis 

 

AGMA American Gear Manufacturers Association 

AM Additive Manufacturing 

ANSI American National Standards Institute 

CAD Computer Aided Design 

CAE Computer Aided Engineering 

CPL Closed Polygon List (s. SG-Library) 

DIN Deutsches Institut für Normung 

DM Direct Manufacturing 

DXF Drawing Interchange File Format. Ein von der Firma Autodesk spezifiziertes 

Dateiformat zum Austausch von CAD-Daten. 

EL Edge List (s. SG-Library) 

EOS Electro Optical Systems. Ein Hersteller von Anlagen zur additiven Fertigung 

(EOS GmbH, Krailling, Deutschland). 

FDM Fused Deposition Modeling 

FL Facet List (s. SG-Library) 

Formiga P100 Anlage für das selektive Lasersintern der Firma EOS 

FZG Forschungsstelle für Zahnräder und Getriebebau an der Technischen Univer-

sität München 

IGES Initial Graphics Exchange Specification. Dateiformat zum herstellerunabhän-

gigen Austausch von Informationen zwischen CAD-Systemen. 

ISO International Organization for Standardization 

KE Knowledge Engineering (dt. Wissensmodellierung) 

MIMED Lehrstuhl für Mikrotechnik und Medizingerätetechnik an der Technischen 

Universität München 

PA Polyamid 

PA2200 Ein biokompatibles Polyamid für das SLS auf Basis von PA12 (EOS GmbH, 

Krailling, Deutschland). Vgl. Anhang 10.2. 

PBT Polybutylentherephthalat 

PEHD Hochmolekulares Polyethylen 

PL Point List (s. SG-Library) 

PMMA Polymethylmetacrylat 
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POM Polyoximethylen 

PUR Polyurethan 

REM Rasterelektronenmikroskop 

RM Rapid Manufacturing 

RP Rapid Prototyping 

SAT Standard ACIS Text. Dateiformat zum Speichern von 3D-Modellen. SAT 

entstand als Teil des geometrischen Modellierungs-Kernels 3D ACIS Mode-

ler (ACIS) der Firma Spatial Corp. (Broomfield, CO, USA), die heute zu Das-

sualt Systèmes gehört. 

SG Solid Geometry. Ein Struct bestehend aus verschiedenen Elementen wie VL, 

FL und CPL (s. SG-Library). 

SG-Library Solid Geometry-Library. Eine Matlab-Toolbox für das automatisierte Kon-

struieren (Lueth, 2015). 

SL Stereolithographie 

SLS Selektives Lasersintern 

STEP Standard for the Exchange of Product Model Data. Standard zur Beschrei-

bung von Produktdaten und deren Austausch zwischen verschiedenen Syste-

men (ISO 10303-1). 

STL STereoLithography oder auch Surface-Tesselation-Language. Dateiformat, 

mit dem dreidimensionale Objekte mit Dreiecksflächen beschrieben werden, 

Quasi-Standard in der additiven Fertigung. 

SVG Scalable Vector Graphic 

TUM Technische Universität München 

VL Vertex List (s. SG-Library) 
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10 Anhang 

10.1 Liste der in Matlab implementierten Funktionen 

Die in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmen zur Modellierung der Zahnräder und Naben und der 

Algorithmus zum automatisierten Entwurf einer Stirnradstufe aus Kapitel 5 wurden in Matlab 

implementiert und können mit den in Tabelle 10.1 aufgelisteten Befehlen aufgerufen werden. 

Tabelle 10.1: Neue Funktionen für die SG-Library 

  

Bezeichnung Funktion Abschnitt 

PLwriteSVG Erzeugen einer SVG-Datei auf Basis einer PL oder CPL 4.1.2, S. 31 

SGgearRack Berechnung der SG (CPL, VL, FL) einer Zahnstange mit 

Evolventenverzahnung 

4.3, S. 37 

SGgearSpur Berechnung der SG (CPL, VL, FL) eines Stirnrads mit 

Evolventenverzahnung 

4.4.1, S. 44 

SGgearCyclo Berechnung der SG (CPL, VL, FL) einer Zykloiden-Kur-

venscheibe 

4.4.2, S. 53 

SGgearInternal Berechnung der SG (CPL, VL, FL) eines Hohlrads mit 

Evolventenverzahnung 

4.5, S. 55 

SGgearWorm Berechnung der SG (CPL, VL, FL) einer Zylinderschnecke 

mit Evolventenverzahnung 

4.6, S. 56 

SGgearBevel Berechnung der SG (VL, FL) eines Kegelrads mit Evolven-

tenverzahnung 

4.7, S. 56 

SGhubTooth Berechnung der SG (CPL, VL, FL) einer Zahnnabe 4.8.1, S. 70 

SGhubKey Berechnung der SG (CPL, VL, FL) einer Nabe mit Passfe-

dernut 

4.8.2, S. 70 

SGhubSplined Berechnung der SG (CPL, VL, FL) einer Keilnabe 4.8.3, S. 71 

SGhubP3G Berechnung der SG (CPL, VL, FL) einer Nabe mit P3G-

Polygonprofil 

4.8.4, S. 72 

SGhubP4C Berechnung der SG (CPL, VL, FL) einer Nabe mit P4C-

Polygonprofil 

4.8.5, S. 72 

SGdesignGearSet Entwurf einer Stirnradstufe und Berechnung der SG (CPL, 

VL, FL) der notwendigen Stirnräder mit Wellen 

5, S. 74 
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10.2 Datenblatt PA2200 
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10.3 Toleranzmessungen 

Probe 1 
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Probe 2 
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Probe 3 
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10.4 Versuchsprotokolle Zeitfestigkeit Pulsator-Versuche 
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10.5 Versuchsprotokolle Zeitfestigkeit Getriebeversuche 

Versuchsreihe 1 
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Versuchsreihe 2 (1/2) 
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Versuchsreihe 2 (2/2) 
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Versuchsreihe 3 
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Versuchsreihe 4 
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Versuchsreihe 5 
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Versuchsreihe 6 

 

  



  Anhang 

142 

Versuchsreihe 7 

 

  



  Anhang 

143 

Versuchsreihe 8 
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Versuchsreihe 9 (1/2) 
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Versuchsreihe 9 (2/2) 
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Versuchsreihe 10 

 

 


