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Abstract

This work deals with efficient numerical algorithms for the computation of inverse source and
scattering representations from radiated or scattered fields. The electromagnetic fields origi-
nate from an unknown object which either radiates or scatters the fields. The necessary field
observation data can be collected in many different ways. These include arbitrary measure-
ment positions located in the far- or near-field using any completely characterized measurement
probe.

This problem cannot be solved by using existing methods known in electromagnetic imaging
or computational electromagnetics. For example, imaging algorithms for radar imaging or
medical applications do not fully model polarimetric effects, and integral equation techniques
are typically limited to monofrequent scenarios. In order to overcome these restrictions, a new
approach needs to be developed.

The new approach is based on the principles of hierarchical field representations which feature
simultaneous localization both in spatial and spectral domain. These principles originate from
the multi-level fast multipole method (MLFMM) which is successfully applied in many areas.
The hierarchical representation of fields allows to efficiently evaluate the fields at arbitrary
locations in space. The underlying principles are applied to computing broadband and volu-
metric equivalent source or scattering representations. A procedure consisting of two processing
steps is proposed. In the first step, a k-space representation of the data is recovered from the
near-field observations while considering the characteristics of the probe. In the second step,
the k-space representation is transformed into the spatial domain. In order to support physical
insight and understanding of the resulting images, dyadic point spread functions are defined
and analytically calculated.

The first step is equivalent to a fast near-field far-field transformation which is applicable to
both radiated and scattered fields. However, transforming fully polarimetric, monostatic and
monofrequent field observations based on a dyadic formulation is a completely novel approach.
In the second step, spherically sampled k-space data is transformed into the spatial domain
with high accuracy and efficiency by using broadband plane wave spectra.

The presented approach is analyzed using various numerical examples. These include elec-
trically small and large scenarios with antennas and scattering targets. The data is generated
synthetically, simulated with full wave simulation techniques or obtained directly from mea-
surements. The results presented for all these scenarios confirm the promoted capabilities under
various circumstances.

The techniques proposed in this work enable the computation of volumetric equivalent source
and scattering representations with an exceptionally high level of flexibility and efficiency. Po-
tential applications include the investigation of electromagnetic interference emissions, antenna
diagnostics and remote sensing. Furthermore, novel and innovative measurement concepts are
made possible due to the remarkable flexibility of the presented approach which is unprece-
dented in existing techniques.






Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der effizienten Berechnung von volumetrischen Er-
satzquellen- und Streuzentrenverteilungen aus abgestrahlten beziehungsweise gestreuten Fel-
dern. Die elektromagnetischen Felder werden dabei von einem unbekannten Objekt erzeugt
oder an diesem gestreut. Bei der Beobachtung der Felder gibt es viele Freiheiten. Erlaubt
sind beliebige Messpositionen sowohl im Nah- als auch im Fernfeld. Auflerdem gibt es keine
Einschriankungen bei der Wahl der Sonde, solange eine vollstdndige Beschreibung der Sonden-
charakteristik vorliegt.

Die beschriebene Aufgabe lésst sich mit existierenden Verfahren der elektromagnetischen
Bildgebung und numerischen Feldberechnung nicht bewerkstelligen. Abbildungsverfahren aus
der Radar- und der Medizintechnik verzichten beispielsweise auf eine vollstandige Modellierung
polarimetrischer Effekte, und Integralgleichungsverfahren werden vorwiegend fiir monofrequen-
te Problemstellungen eingesetzt. Um den Anforderungen gerecht zu werden, muss deshalb ein
neues Verfahren entworfen werden.

Zentrales Element des vorgestellten Verfahrens sind die Prinzipien hierarchischer Felddarstel-
lungen mit gleichzeitiger Lokalisierung im Orts- und Raumfrequenzbereich, welche durch die
rasche Verbreitung der mehrstufigen schnellen Multipol-Methode (engl.: , multi-level fast multi-
pole method“ - MLFMM) grofie Bedeutung erlangt haben. Diese Darstellungsform erlaubt eine
duflerst effiziente Berechnung der Felder an beliebigen Punkten im Raum. In der vorliegenden
Arbeit wurden diese Prinzipien erstmals auch fiir die Berechnung breitbandiger und volume-
trischer Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen eingesetzt. Dies ermoglicht die schnelle
Berechnung von Ortsbereichsdarstellungen aus beliebigen Felddaten, indem die Nahfeldbeob-
achtungen unter Beriicksichtigung des Sondeneinflusses zuerst in den k-Raum umgerechnet
werden und anschlieBend in den Ortsbereich transformiert werden. Zur besseren physikalischen
Interpretation der Ortsbereichsdarstellungen wurden auflerdem dyadische Punktantwortfunk-
tionen definiert und analytisch berechnet.

Der erste Berechnungsschritt stellt damit eine schnelle Nahfeld-Fernfeld-Transformation dar,
welche fiir abgestrahlte und gestreute Felder einsetzbar ist. Insbesondere die Transformati-
on von voll polarimetrischen, monostatischen und monofrequenten Feldbeobachtungen, welche
auf einer dyadischen Formulierung basiert, ist dabei ein Novum. Im zweiten Schritt wird der
spharisch abgetastete Datensatz im k-Raum in den Ortsbereich transformiert. Die Verwendung
breitbandiger Spektren ebener Wellen sorgt dabei fiir eine ausgezeichnete Bildqualitéit bei hoher
Effizienz.

Die Funktionalitit des Verfahrens wird anhand verschiedener numerischer Beispiele unter-
sucht. Berechnungen mit elektrisch kleinen und groflen Szenarien, Antennen und Streukérpern
sowie Testdaten, welche synthetisch generiert, durch numerische Vollwellensimulationen erzeugt
oder direkt gemessen wurden, unterstreichen die Leistungsfahigkeit bei unterschiedlichsten Be-
dingungen.

Das vorgestellte Verfahren erlaubt die Berechnung von volumetrischen Ersatzquellen- und
Streuzentrenverteilungen mit einem auflerordentlich hohen Mafl an Flexibilitdt und Effizienz.
Potenzielle Anwendungsfelder sind neben der Untersuchung von elektromagnetischen Stéraus-
sendungen die Bereiche Antennendiagnostik und Fernerkundung. Auflerdem ermoglicht die au-
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Bergewohnliche Flexibilitdat des Verfahrens neuartige und innovative Messkonzepte, die mit bis-
herigen Algorithmen bisher nicht umsetzbar waren.



1 Einleitung

1.1 Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen

Bei der elektromagnetischen Modellierung von Antennen und Streukérpern bedient man sich
oft des Konzepts der dquivalenten Ersatzquellen beziehungsweise Streuzentren. Die elektroma-
gnetischen Eigenschaften werden dabei durch entsprechende rdumliche Verteilungsfunktionen
beschrieben. Die Erzeugung dieser Ortsbereichsdarstellungen aus der Kenntnis der elektroma-
gnetischen Felder erfordert iiblicherweise einen hohen Rechenaufwand, der nur durch effiziente
Algorithmen wirksam verringert werden kann. Im Folgenden werden einige Anwendungsszena-
rien gezeigt, welche die praktische Relevanz dieser Beschreibungsform verdeutlichen.

Radargestiitzte Abbildungsverfahren sind weit verbreitet und werden als Radar® mit synthe-
tischer Apertur (SAR) oder als deren inverse Variante Inverses-SAR (ISAR) bezeichnet [Mensa
1990]. Eine mit dem ISAR-Prinzip erzeugte Streuzentrenverteilung ist in Abb. 1.1b dargestellt.
Die Radarantenne einer Bodenstation nimmt einen vorbeifliegenden Satelliten ins Visier und
zeichnet fortlaufend Daten auf. Die Bewegung des Satelliten relativ zur Bodenstation ermdoglicht
die Vermessung des Radarriickstreuquerschnitts aus unterschiedlichen Blickwinkeln. Durch eine
intelligente Prozessierung der Daten erhélt man die Streuzentrenverteilung im Radarbild. Die
Darstellung dhnelt in diesem Fall dem optischen Erscheinungsbild des Satelliten in Abb. 1.1a.
Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die verwendeten Blickwinkel sich deutlich unterscheiden.
Ausschlaggebend fiir das Aussehen des ISAR-Bildes sind jedoch ausschliefflich die elektroma-
gnetischen Eigenschaften.

(a) Foto (b) ISAR-Bild

Abbildung 1.1: Optische und radargestiitzte Darstellungen eines Satelliten aus unterschiedli-
chen Blickwinkeln. Quelle: Magura [2002].

'Radar setzt sich aus den Anfangsbuchstaben des Ausdrucks ,radio detection and ranging® zusammen.
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Eine andere Anwendung sind Nahfeldscanner fiir elektromagnetische Schaltungen [Hacker
2010; Koo et al. 2010; Kraz 1995]. Sie werden meist fiir Diagnosezwecke im Rahmen der elek-
tromagnetischen Kompatibilitdt eingesetzt, um Ursache und Ursprung parasitiarer Abstrah-
lungseffekte zu ermitteln. Abb. 1.2a zeigt schematisch den Aufbau eines Nahfeldscanners. Um
genaue Ergebnisse zu erzielen, sollte der Messabstand zur Platinenoberfliche moglichst gering
sein. Die aufgezeichneten Daten werden meist grafisch dargestellt, wie in Abb. 1.2¢ zu sehen. Ei-
ne visuelle Interpretation der Bilder hilft bei der Erkennung und Lokalisierung von potenziellen
Funktionsstorungen.
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(b) Mechanischer Aufbau (c) Beispielhafte Visualisierung von Nahfeldmessdaten
[Reinhold 2010] [Hacker 2010]

Abbildung 1.2: Nahfeldscanner zur Vermessung von integrierten Schaltungen.
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Antennen werden unter anderem vermessen, um ihre Richtcharakteristik zu ermitteln. Die
dabei benotigten Nahfelddaten lassen sich auch fiir die Erzeugung einer dquivalenten Stromver-
teilung auf einer vorgegeben Hiillfliche nutzen [Eibert et al. 2010]. Abb. 1.3 zeigt eine Mobilfunk-
Basisstationsantenne sowie die berechnete Ersatzdarstellung bestehend aus einer Oberflachen-
stromverteilung auf einem einhiillenden Koérper. Der Farbverlauf entspricht den Absolutwerten
der dquivalenten Strome; die Amplitudenverteilung ldsst Riickschliisse auf das Innenleben der
Antenne zu. Es ist erkennbar, dass eine Gruppenantenne verwendet wird, deren Elemente ver-
tikal angeordnet sind. Die Abbildungsinformation kann wertvolle Hinweise zur Optimierung
der Antenne liefern oder im Fehlerfall zu Diagnosezwecken genutzt werden, beispielsweise zur
Lokalisierung eines defekten Gruppenelements.

g | __;

‘ | c‘ji

{

.\ |

'
Abbildung der Q‘ Magnetische Elektrische
Basisstations- /| Oberflachen- Oberflichen-
antenne mit | stromverteilung | stromverteilung
Gehéuse M, RN

\ /1 | :‘:J

Abbildung 1.3: Berechnete Oberflichenstromverteilung fiir die Mobilfunk-Basisstationsanten-
ne Kathrein 742 445. Quellen: Antenne siehe offizielles Produktdatenblatt
[KATHREIN-Werke KG 2004]; Stromverteilung siche [Eibert et al. 2010].

Aquivalente Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen spielen nicht nur bei der Beschrei-
bung von elektromagnetischen Phénomenen eine Rolle, sondern sie werden beispielsweise auch
in der Akustik verwendet. In dieser Arbeit liegt der Fokus zwar auf der Bildgebung mit elek-
tromagnetischen Feldern, jedoch weist die Ausbreitung von Schallwellen viele Parallelen zu der
von elektromagentischen Wellen auf. So wird in der optoakustischen Bildgebung menschlichem
oder tierischem Gewebe durch kurze Laser-Impulse Energie zugefiihrt, was durch die thermo-
elektrische Ausdehnung zu messbaren Druckwellen fiihrt. Werden die emittierten Felder an der
Oberfliche des Gewebes mit geeigneten Ultraschalldetektoren aufgezeichnet, so kann ein Bild
der dquivalenten akustischen Ersatzquellen erzeugt werden. Dieser Prozess ist in Abb. 1.4 dar-
gestellt. Durch die Verwendung von Laserimpulsen unterschiedlicher Wellenlénge lésst sich so
auch die Art des Gewebes unterscheiden. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Methode ist in
[Ntziachristos und Razansky 2010] zu finden. Besonders interessant an diesem Bildgebungsver-
fahren ist, dass dhnlich wie in der hier vorliegenden Arbeit ein inverses Quellenproblem mit
volumetrischer Quellenverteilung geldst wird.

Die gezeigten Beispiele verdeutlichen, dass Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen in
verschiedenen Bereichen zur Anwendung kommen und zu einem wichtigen Instrument in den
Bereichen Medizintechnik, Fernerkundung, Antennendiagnostik und bei der Untersuchung von
elektromagnetischen Emissionen zéhlen. Die resultierenden Ortsbereichsdarstellungen liefern
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Abbildung 1.4: Prinzip der optoakustischen Bildgebung [iThera Medical GmbH 2015].

Hinweise auf die geometrische Form, die elektromagnetischen Materialeigenschaften oder die
eingepriagte Stromverteilung des betrachteten Gegenstands.

1.2 Ubersicht iiber existierende Algorithmen

Die klassischen Verfahren zur Berechnung von dquivalenten Ersatzquellen und Streuzentren-
verteilungen sind den zwei Bereichen ,Inverse Quellenprobleme“ und ,,Radarbildgebung* zuzu-
ordnen. Wahrend die Berechnung von dquivalenten Ersatzquellen iiblicherweise als Inversions-
problem verstanden wird, handelt es sich bei der Bestimmung von Streuzentrenverteilungen im
Allgemeinen um klassische Verfahren der Radartechnik wie Filterung [Chambers et al. 2004],
Kompression [Berizzi et al. 2001] oder Riickprojektion [Na et al. 2004]. Es bietet sich an, den
historisch gewachsenen Stand der Technik in beiden Gebieten getrennt zu erértern, da die je-
weiligen Forschungsaktivitdten in der Vergangenheit weitestgehend unabhéngig voneinander
stattgefunden haben.

1.2.1 Radarbildgebung

Die Notwendigkeit von leistungsfihigen algorithmischen Konzepten in der Radarbildgebung
folgt aus dem Bestreben, die Auflésung der Bilder zu erhéhen und die fiir die Erzeugung bend-
tigte Zeit zu verringern. Dies folgt aus den zugrunde liegenden physikalischen Gesetzmafigkei-
ten, welche in [Mensa 1990] ausfiihrlich beschrieben werden. Die Erzeugung von Radarbildern
erfordert im einfachsten Fall ein mechanisches Schwenken der Antenne. Bei der Fokussierung ist
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man so auf die Richtcharakteristik der Antenne angewiesen, welche damit auch die Auflésung
entlang der Azimutwinkelachse bestimmt. In Entfernungsrichtung ist das Auflésungsvermogen
von der rdumlichen Schérfe der gepulsten Signale abhédngig, welche zugleich der zeitlichen Dauer
der Impulse entsprechen.

Erst durch eine geeignete Nachverarbeitung der Messwerte kann man diese physikalischen
Grenzen umgehen. Beim sogenannten ,range processing” werden Einzelmessungen bei unter-
schiedlichen Frequenzen rechnerisch zu einem synthetischen Radarimpuls zusammengefasst, um
die Entfernungsauflésung zu verbessern. Durch dieses algorithmische Konzept ist nicht mehr
die Impulsbreite die limitierende Grofle bei der Auflésung, sondern die kombinierte Bandbreite
aller Einzelmessungen.

Um einen dhnlichen Effekt bei der Azimutwinkelauflésung zu erzielen, wird das Konzept des
synthetischen Aperturradars (SAR) genutzt. Durch die rechnerische Kombination von vielen
Einzelmessungen an unterschiedlichen Positionen kann man den Effekt einer sehr grofien An-
tenne mit grofler Richtwirkung synthetisieren. Damit ist die Auflésung nur von der Anzahl der
Messungen und der Signalverarbeitung abhéngig und nicht von den Eigenschaften des verwen-
deten Radars. Diese algorithmischen Konzepte bilden die Grundlage fiir fast alle modernen
Abbildungssysteme auf Radarbasis.

Ein Kriterium bei der Einordnung der Algorithmen zur Erzeugung von Radarbildern ist, ob
die Berechnung der Signale im Orts- oder Spektralbereich erfolgt. Analog wird zwischen Zeit-
und Frequenzbereich unterschieden. Im einfachsten Fall werden die Radarsignale durch eine
kohédrente Fokussierung im Ortsbereich iiberlagert [Broquetas et al. 1998; Vaupel und Eibert
2006]. Dieser Berechnungsschritt kann auch als signalangepasste Filterung (MF?) im Zeit- und
Ortsbereich aufgefasst werden. Diese Vorgehensweise erlaubt zwar die Beriicksichtigung aller
systemrelevanten Einfliisse; sie ist jedoch zugleich mit einem sehr hohen Berechnungsaufwand
verbunden. Da bei Problemstellungen in der Praxis oft elektrisch groie Objekte vorliegen und
idealerweise eine echtzeitfahige Darstellung der Bilder gewiinscht ist, sind effiziente Algorithmen
zur Bilderzeugung von groflem Interesse.

Die sogenannten direkten Fouriermethoden nehmen zuerst eine Interpolation der Daten in
den k-Raum vor, um anschlieend mit einer mehrdimensionalen schnellen Fouriertransformation
(FFT) in einem Schritt das Bild zu berechnen [Desai und Jenkins 1992; Sarty et al. 2001]. Man
spricht deshalb von Spektralbereichsverfahren. Wie in [Pan und Kak 1983] berichtet, hat der
zugrunde liegende Interpolationsschritt oft negative Auswirkungen auf die Bildqualitit.3

Die im Rahmen von Tomografieanwendungen entstandenen Riickprojektionsverfahren [Desai
und Jenkins 1992; Mensa 1990] besitzen diesen Nachteil nicht. Mit [Yegulalp 1999] und [Bres-
ler und Brokish 2004] gibt es auch einstufige beziehungsweise hierarchische Erweiterungen der
Rickprojektionsverfahren, die im besten Fall die Komplexitdt der Algorithmen auf das Niveau
der FFT-Methoden absenken. In diesem Fall miissen die Beobachtungen auf einem regelméafi-
gen Gitter vorliegen. Der Nachteil von Tomografieverfahren ist, dass sich Nahfeldeffekte und
Sondeneinfliisse prinzipbedingt nur schwer beriicksichtigen lassen [Turbell 2001].

Wiéhrend die hierarchische Riickprojektion auf einer Unterteilung des Ortsbereichs basiert,
liegt dem Verfahren in [Boag 2001] eine hierarchische Unterteilung des Spektralbereichs zugrun-
de, welcher die monostatischen Nahfeldbeobachtungen des Radars enthélt. Die hierarchische
Unterteilung erlaubt auch hier eine Unterabtastung des zugehorigen Fourierraums, in diesem
Fall des Ortsbereichs. Das resultierende Verfahren erlaubt eine effiziente Berechnung der Bilder

2Diese gebrauchliche Abkiirzung entspricht dem englischen Ausdruck ,matched filter®.
3Problematisch ist hier vor allem die Interpolation in Frequenzrichtung, welche iiblicherweise die groften Fehler
verursacht.
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aus beliebig positionierten Nahfeldmessdaten. Bei elektrisch groflien Radarantennen ist wegen
der starken Unterabtastung im Ortsbereich allerdings mit Artefakten im Bild zu rechnen.

Alle bisher diskutierten Verfahren basieren auf einer getrennten Prozessierung der vier Polari-
sationskomponenten HH, VV, HV und VH. Beliebige Beobachtungen, welche sich einer einzigen
Polarisationskomponente nicht klar zuordnen lassen, kénnen nicht beriicksichtigt werden. Da-
zu wére ein voll polarimetrisches Bilderzeugungsverfahren erforderlich. Obwohl beispielsweise
Cown und Ryan [1989] ein voll polarimetrisches Modell der Streuvorgénge beschreiben, wird
eine derartige Formulierung in der Radarbildgebung nicht eingesetzt.

Eine weitere Einschrinkung bestehender Bildgebungsverfahren ist auf das Fokussierungs-
prinzip zuriickzufithren. Zwar erlaubt die kohirente Uberlagerung nach dem MF-Prinzip eine
schnelle und beziiglich der Rauschunterdriickung giinstige Verarbeitung der Messwerte, doch
in manchen Féllen wiirde eine Inversion des Vorwértsoperators des Streuproblems zu einer bes-
seren Losung fithren. Dies ist beispielsweise dann zu erwarten, wenn Vorwissen iiber die Form
des Streukorpers eingebracht werden kann oder die Antennencharakteristik des Radars un-
glinstige Verkopplungen beinhaltet. Ein Prinzip, welches sich dieses Potenzial zu Nutze macht
und in den letzten Jahren zunehmend Einzug in die Radarbildgebung erhalten hat, ist ,,com-
pressive sensing® [Baraniuk und Steeghs 2007]. Dabei wird ausgenutzt, dass sich die Losung
in einer bestimmten Basisdarstellung durch einen schwach besetzten Vektor darstellen lasst.
Das Auflésungsvermogen der so berechneten Streuzentrenverteilung ist normalerweise hoher
als bei konventionellen Verfahren, vorausgesetzt, die getroffenen Annahmen iiber die Struk-
tur der Losung sind zutreffend. Andernfalls kénnen die Verfahren instabil werden, was falsche
Ergebnisse zur Folge hat. Insgesamt haben Ansétze, bei denen ein Radarbild durch Lésung
eines Inversionsproblems gewonnen wird, viele Vorteile. In der Praxis sind sie bis heute jedoch
kaum verbreitet, da zum einen die Gewéhrleistung einer hohen Zuverléssigkeit in vielen Féllen
schwierig ist und zum anderen ein hoher Rechenaufwand bewéltigt werden muss.

Wie in [Bhalla und Ling 1993] gezeigt wird, ist eine Interpretation der berechneten Streuzen-
trenverteilungen mit den Annahmen der physikalischen Optik moglich. Buddendick und Eibert
[2011] haben darauf basierend eine erweiterte Formulierung entworfen, welche dem Streuobjekt
eine dquivalente Volumenstromverteilung zuordnet. Das Bild wird als Faltung dieser Volumen-
stromverteilung mit einer Punktantwortfunktion begriffen und ldsst sich deshalb in Kombina-
tion mit einem strahlbasierten Simulationsverfahren ohne Kenntnis der gestreuten Felder aus
der Geometrie des Streukorpers berechnen. Auflerdem wird gezeigt, dass die dquivalenten Volu-
menstromverteilungen auch auf inverse Quellenprobleme anwendbar sind, welche im folgenden
Abschnitt diskutiert werden.

1.2.2 Inverse Quellenprobleme

Bei den gebrduchlichsten Algorithmen zur Berechnung von Streuzentrenverteilungen wird die
Losung der Problemstellung durch eine Fokussierung bewerkstelligt, bei der eine phasenrichtige
Uberlagerung der Messwerte erforderlich ist. Im Gegensatz dazu wird die Bestimmung von #qui-
valenten Stromverteilungen in der Regel als inverses Quellenproblem verstanden. Dabei treten
zwei Probleme auf: Zum einen ist der Berechnungsaufwand zur Losung eines inversen Problems
im Vergleich zu typischen Bildgebungsverfahren relativ hoch und zum anderen ist die Problem-
stellung nicht eindeutig. Letzteres bedeutet, dass die vollstdndige Kenntnis der abgestrahlten
Felder in einem breitem Frequenzband keine eindeutige Zuordnung von volumetrischen Quel-
len erlaubt [Bleistein und Cohen 1977]. Wie in [Devaney und Sherman 1982] gezeigt, ist dies
selbst fiir radial symmetrische Volumenstromverteilungen nicht méglich. Ein wichtiges Kon-
zept zum Verstédndnis dieser Tatsache sind nichtstrahlende Stromverteilungen [Gragnani und
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Mendez 2010; Marangeo und Ziolkowski 2000]. Daraus folgt, dass Uneindeutigkeiten bei der
Rekonstruktion nur durch zusétzliche Bedingungen an die Quellenverteilung vermieden werden
kénnen [Porter und Devaney 1982].

Wie bereits erwéahnt, basiert die optoakustische Bildgebung auf der Lésung eines inversen
Quellenproblems mit volumetrischen Quellen. Auch hier ist daher mit einem Eindeutigkeits-
problem zu rechnen. Da das Prinzip in der Praxis erfolgreich eingesetzt wird, stellt sich die
Frage, wie dieses Problem gelost wurde. Bei einer Analyse der zugrunde liegenden Gleichungen
zeigt sich, das es zwei wichtige Unterschiede gibt. Zum einen handelt es sich hier um ein ska-
lares Feldproblem und zum anderen ldsst der verwendete Laserimpuls die Annahme zu, dass
alle Quellen impulsartig und synchron angeregt werden [Rosenthal et al. 2010]. Damit sind
nichtstrahlende Quellenverteilungen nicht existent und im einfachsten Fall kann das auf dem
MF-Prinzip basierende Riickprojektionsverfahren zur Berechnung der Abbildungen verwendet
werden. Diese Vorgehensweise beriicksichtigt weder die Abschwéchung des Laserlichts mit der
Eindringtiefe noch den Einfluss von Inhomogenitédten bei der Ausbreitung der Schallwellen.
Die Modellierung dieser Effekte durch einen geeigneten Vorwértsoperator ist zwar moglich, sie
fihrt jedoch auch auf ein deutlich komplexeres inverses Problem, dessen Lésung mit einem
vergleichsweise hohen Rechenaufwand verbunden ist.

Da die Loésung inverser Quellenprobleme im Allgemeinen sehr aufwéndig sein kann, sind
effiziente Algorithmen besonders wichtig. Dabei gibt es zwei Ansdtze. Zum einen wird ver-
sucht, das Problem mittels eines effizienten Vorwértsoperators iterativ zu losen [Alvarez et al.
2010]; zum anderen wird der Ansatz verfolgt, die Losung mit einem geeigneten Filter direkt zu
ermitteln [Alvarez et al. 2011]. Letzteres dhnelt dem MF-Prinzip in der Radarbildgebung, wel-
ches sich durch seine Robustheit gegeniiber Rauscheinfliissen auszeichnet [Park und Kim 2010].
Wird stattdessen die vollstéandige Inversion des Vorwartsoperators angestrebt, so wirkt sich
Rauschen typischerweise nachteilig auf die Konvergenz und Stabilitdt des Verfahrens aus, was
unter Umstédnden eine Regularisierung erforderlich macht [Engl et al. 1996]. Bei Verwendung
eines iterativen Verfahrens kann der vorzeitige Abbruch bei Erreichung des Fehlerkriteriums
als Regularisierung begriffen werden [Calvetti et al. 2002].

Bei iterativen Verfahren liegt die Hauptschwierigkeit in der effizienten und genauen Aus-
wertung des Vorwartsoperators. Fiir Volumenstromverteilungen erweist sich dies als besonders
aufwéndig, da hier eine deutlich hohere Anzahl an Unbekannten vorliegt. Der Beitrag in [Alvarez
et al. 2010] basiert auf einer unbeschleunigten Momentenmethode (MoM) [Harrington 1993],
welche fiir elektrisch grofe Probleme schr aufwindig ist. In [Alvarez et al. 2011] verzichten
die Autoren auf eine exakte Inversion des Vorwirtsoperators, indem sie Methoden der Radar-
bildgebung einsetzen. Leistungsfihige und universell einsetzbare Algorithmen zur effizienten
Auswertung des Vorwértsoperators findet man bei der elektromagnetischen Vollwellensimulati-
on. Dort sind solche Eigenschaften durch die grofie Bandbreite an moglichen Einsatzszenarien
besonders gefragt. Randintegralmethoden (BIEM) bieten eine hohe Effizienz, da in vielen Fal-
len eine Diskretisierung von Oberflachen ausreichend ist, um die Losung fiir dreidimensionale,
abschnittsweise homogene Simulationsgebiete zu beschreiben. Ein sehr verbreitetes Verfahren
zur Losung von Integralgleichungen ist die Momentenmethode (MoM). Um die Komplexitéit des
Verfahrens zu reduzieren, wird die MoM-Formulierung oft mit einem Beschleunigungsverfahren
wie der mehrstufigen schnellen Multipolmethode (MLFMM) [Chew et al. 2001] kombiniert. Die
Rechenschritte in der MLFMM koénnen auf anschauliche Art und Weise erklért werden, was in
der Vergangenheit bereits den Entwurf von neuartigen Verfahren begiinstigt hat. Beispielswei-
se ist so ein Verfahren zur schnellen Berechnung von adquivalenten Stromverteilungen auf der
Hillfldche eines unbekannten Objekts entstanden [Eibert et al. 2010]. Diese dquivalenten Quel-
len lassen sich anschliefend zur Fernfeldberechnung oder fiir Diagnoseanwendungen einsetzen.
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Als Eingangsdaten dienen dabei komplexwertige Messdaten, die aus Beobachtungen von Nah-
oder Fernfeldern an beliebigen Positionen gewonnen werden. Auch die Sondencharakteristik
wird dabei korrekt beriicksichtigt. Fiir die Fernfeldberechnung lisst sich dieses Verfahren noch
effizienter gestalten, indem man als Quellendarstellung keine Stréme mehr verwendet, sondern
direkt mit sphérischen Moden oder ebenen Wellen arbeitet [Schmidt et al. 2008; Eibert et al.
2013]. Dies hat im Allgemeinen keinen nachteiligen Effekt auf die Genauigkeit des Algorithmus
[Qureshi et al. 2013b]. Vorwissen iiber die Form der unbekannten Antenne lasst sich durch
die hierarchische Struktur des Algorithmus einfach einbringen [Schmidt und Eibert 2012], und
auch der Fehlereinfluss durch beschrankte Beobachtungsgebiete (engl. ,truncation error®) wird
wirkungsvoll unterdriickt [Schmidt und Eibert 2010]. Ferner lésst sich das Instrumentarium
der MLFMM, wie in [Yinusa und Eibert 2013] beschrieben, auch fiir die Echounterdriickung
nutzen. So zdhlt die MLFMM nicht ohne Grund zu den zehn wichtigsten Algorithmen des
20. Jahrhunderts [Cipra 2000].

1.3 Formulierung der Themenstellung

Ziel dieser Arbeit ist die Konzeption eines universellen Verfahrens zur Berechnung von volume-
trischen Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen aus elektromagnetischen Feldern, welche
durch ein unbekanntes Objekt erzeugt oder gestreut werden. Im Gegensatz zu bereits bestehen-
den Ansétzen sollen die Losungen der zugrunde liegenden inversen Quellen- und Streuprobleme
durch einen einheitlichen Formalismus ermittelt werden. Besonders im Fokus steht dabei eine
hohe Flexibilitdt und Effizienz.

Die Realisierung des neuartigen Berechnungsverfahrens soll mittels hierarchischer Felddar-
stellungen bewerkstelligt werden, welche sich in vielen anderen Bereichen bereits durchgesetzt
haben. Die Berechnung von volumetrischen Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen auf
Basis der MLFMM-Prinzipien wurde bisher nicht untersucht. Hierarchische Felddarstellungen
erlauben eine besonders effiziente Auswertung der Feldwerte an beliebigen Positionen und er-
moglichen deshalb einen sehr flexiblen Algorithmus.

1.3.1 Rahmenbedingungen und Anforderungen

Die Anforderungen an ein Verfahren zur Berechnung von Ersatzquellen- und Streuzentrenver-
teilungen hingen vom Anwendungsfall ab. Es muss beispielsweise berticksichtigt werden, welche
Daten vorliegen und unter welchen Umstédnden sie gemessen wurden. Um ein moglichst breites
Feld an Einsatzmoglichkeiten abzudecken, wird ein umfangreiches Anforderungsprofil erstellt.
Die daraus resultierende Spezifikation représentiert eine Idealvorstellung, die vielleicht nicht in
allen Punkten umgesetzt werden kann.

Das angestrebte Verfahren soll die Berechnung von rdumlichen Ersatzquellen- oder Streuzen-
trenverteilungen aus beliebigen elektromagnetischen Feldbeobachtungen mit hoher Genauigkeit
und Effizienz ermdoglichen. Polarimetrische Effekte sollen dabei korrekt beriicksichtigt werden.
Wichtig ist, dass die elektromagnetischen Felder ihren Ursprung in einem begrenztem Gebiet
haben. Dies ist erfiillt, wenn die Strahlung in diesem Gebiet erzeugt oder gestreut wird. Im ers-
ten Fall spricht man tiblicherweise von einer Antenne, im zweiten Fall von einem Streukérper.
Bei einem Streuobjekt erfolgt die Anregung durch ein einfallendes Feld. Bei der Vermessung
muss sich das Objekt auflerdem in einer hinsichtlich ihrer Ausbreitungseigenschaften moglichst
gut bekannten Umgebung befinden, welche die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen
nicht verhindert.
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Die Messpositionen kénnen beliebig im Nah- oder Fernfeld verteilt sein. Zusétzlich sollen die
Sondeneinfliisse korrekt beriicksichtigt werden. Die breitbandigen Beobachtungen im Frequenz-
oder Zeitbereich kénnen entweder mit Betrag und Phase oder auch als phasenlose Amplituden-
werte vorliegen.

Erstrebenswert ist auflerdem eine grofle Robustheit gegeniiber moglichst vielen Fehlereinfliissen.
Zum einen sollen Artefakte, die durch die Eingrenzung der Beobachtungen auf einen kleinen Be-
trachtungswinkelbereich verursacht werden, idealerweise eliminiert werden. Zum anderen sollen
Reflexionen in der Messumgebung in den Ergebnissen kompensiert werden.

Ein weiterer wichtiger Punkt ist die Beriicksichtigung von ,a priori“-Wissen. Dazu zahlen:
Vorwissen iiber die Herkunft der Echos, die geometrische Form der abzubildenden Gegenstéan-
de, bekannte Materialeigenschaften, empirische Erfahrungswerte, Simulationsergebnisse oder
allgemeine Informationen zur Struktur der Losung.

1.3.2 Einsatzmoglichkeiten und Vorteile

Die Realisierung eines Verfahrens mit den im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Ei-
genschaften wiirde ein bis jetzt nicht dagewesenes Mafl an Flexibilitdt bei der Berechnung von
Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen bieten und lieBe sich auf viele Problemstellun-
gen anwenden. Bei der Nahfeld-Fernfeld-Transformation von Antennenmessungen wurde das
Potenzial eines neuartigen Verfahrens mit &hnlichen Eigenschaften bereits aufgezeigt.

Im Gegensatz zu vielen bestehenden Algorithmen sollen sich kurze Rechenzeiten und hohe
Genauigkeiten bei der Berechnung von dquivalenten Ersatzquellen- oder Streuzentrenverteilun-
gen nicht mehr ldnger gegenseitig ausschlielen. So kénnte die vollstdndige Beriicksichtigung
von Polarisationseinfliissen und Nahfeldeffekten in manchen Anwendungsféllen zu besseren Er-
gebnissen fithren. Das angestrebte universelle Verfahren bietet zudem mehr Freiheiten bei der
Auslegung von neuen Systemen. Beispielsweise konnten aufwindige Hardware-basierte Maf3-
nahmen zur Kompensation von Positionierungsfehlern verringert werden oder sogar entfallen
[Fordham et al. 2012; Fritzel et al. 2013]. Auch bei der Wahl der Sonden gibt es mehr Frei-
heitsgrade, da anders als in bestehenden Algorithmen keine symmetrische Sonde vorausgesetzt
wird [Yaghjian 1986; Hald et al. 1988, S.126]. Dank Software-basierter Echounterdriickung
kann eine schwéchere Reflexionsddmpfung der Messumgebung toleriert werden, um effektiv die
gleiche Performance zu erreichen [Yinusa und Eibert 2013]. Alle diese Beispiele zeigen, dass
es vielversprechend ist, wichtige Elemente oder Funktionen des Messsystems, die heutzutage
in Hardware implementiert sind, teilweise oder vollstdndig durch algorithmische Konzepte zu
ersetzen. Die steigende Verfiigbarkeit von Rechenleistung zu immer geringeren Preisen macht
den Einsatz komplexerer Algorithmen erst moglich.

Doch nicht nur bestehende Konzepte profitieren von diesen Vorteilen. Die gebotene Flexibili-
tat kann auch dazu genutzt werden, neue Anséitze so wie das in [Fritzel et al. 2013] vorgestellte
portable Antennenmesssystem zu verfolgen. Mit bis dato bestehenden Verfahren wiére dies
schwierig umsetzbar und ineffizient.

1.4 Aufbau und Ergebnisse der Arbeit

Das neuartige Verfahren zur Berechnung von Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen wird
schrittweise eingefiihrt. Zunéchst wird ein inverses Problem formuliert und diskutiert. Die Lo-
sung wird durch die Verwendung hierarchischer Felddarstellungen ermittelt. Um praxisrelevante
Einflussfaktoren bei der Vermessung der Felder beriicksichtigen zu kénnen, wird die Formulie-
rung erweitert. Aulerdem werden die theoretischen Betrachtungen durch numerische Rechen-
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beispiele ergénzt. In den nédchsten Absétzen folgt eine detaillierte Zuordnung der Inhalte zu
den einzelnen Kapiteln.

Kap. 2 definiert die Berechnung von volumetrischen Ersatzquellen als inverses Problem. Zur
mathematischen Formulierung werden Grundlagen der elektromagnetischen Feldtheorie einge-
fihrt. Aufbauend auf den Maxwell’schen Gleichungen wird die Wellengleichung fiir das elek-
trische Feld abgeleitet. Diese lasst sich unter Zuhilfenahme der Green’schen Funktionen mit
einem Faltungsintegral 16sen, welches zur Definition des inversen Problems herangezogen wird.
Im letzten Teil des Kapitels wird untersucht, in welchen Féllen das inverse Problem eine eindeu-
tige Losung besitzt. Eine Anforderung ist die Verwendung einer frequenzunabhéngigen Ersatz-
quellenverteilung. Zusétzlich werden nichtstrahlende Ersatzquellen durch eine Nebenbedingung
unterdriickt. Die Berechnung der volumetrischen Ortsbereichsdarstellungen erfolgt im weiteren
Verlauf der Arbeit immer auf Basis dieser Definitionen.

Im dritten Kapitel werden drei unterschiedliche Szenarien eingefiihrt: inverse Quellenproble-
me sowie mono- und bistatische Streuprobleme. Die Forderung einer einheitlichen Darstellung
der Zusammenhaénge fiir alle drei Félle fihrt zur Definition von vektoriellen und dyadischen Er-
satzquellen- und Streuzentrenverteilungen, wobei die notwendigen Kriterien fiir eine eindeutige
Losung aus Kap. 2 berticksichtigt werden. Im Anschluss werden jeweils physikalische Interpreta-
tionsmoglichkeiten fiir die resultierenden Verteilungsfunktionen vorgestellt. Die dabei definier-
ten Punktantwortfunktionen charakterisieren die Leistungsfihigkeit des Abbildungsprozesses.
Wo es moglich ist, werden analytische Losungen dieser Punktantwortfunktionen abgeleitet.
Die resultierenden Ausdriicke liefern Erkenntnisse iiber die inhdrenten GesetzméaBigkeiten des
Abbildungsprozesses und erméglichen dessen Simulation. Auflerdem werden die Punktantwort-
funktionen fiir die Implementierung von schnellen strahlbasierten Abbildungsverfahren bendtigt
[Buddendick und Eibert 2011].

Kap. 4 beschreibt einen rekursiven Algorithmus zur effizienten Prozessierung von diskretisier-
ten Spektren. Zu Beginn wird ein Gitter fiir die Diskretisierung der spektralen Felddarstellungen
eingefiihrt; darauf aufbauend werden Abtastbedingungen, hierarchische Strukturen sowie Be-
griffe wie Aggregation und Disaggregation erklart. Mit diesem Instrumentarium wird ein Algo-
rithmus fiir die Berechnung von Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen aus Fernfelddaten
vorgestellt, der fiir alle hier diskutierten Szenarien geeignet ist. Eine Komplexitétsanalyse und
ein Vergleich mit anderen Abbildungsverfahren schliefen das Kapitel ab. Damit wird gezeigt,
wie sich die MLFMM-Darstellung basierend auf ebenen Wellen fir die effiziente Bilderzeugung
aus breitbandigen Daten nutzen lasst [Schnattinger und Eibert 2012c].

Kap.5 beschéftigt sich damit, wie praxisrelevante Einfliisse der Wellenausbreitung bertick-
sichtigt werden koénnen. Ersatzquellen- oder Streuzentrenverteilungen kénnen so auch mit Daten
aus realistischen Messszenarien ermittelt werden. Dazu ist eine korrekte Modellierung von Nah-
feldeffekten und Sondeneinfliissen erforderlich. Auflerdem wird eine neuartige MLFMM-basierte
Beschreibung von monostatischen Streuproblemen eingefiihrt. Auf Basis dieser Modelle wird im
néchsten Schritt ein inverses Problem formuliert und geldst. Dazu werden zwei unterschiedliche
Losungsansétze vorgestellt. Im ersten Ansatz wird das inverse Problem mit einem iterativen
Verfahren gelost. Alternativ wird das Prinzip eines Optimalfilters angewendet, um den Vor-
wartsoperator analytisch zu invertieren. In jedem Fall ist die Problemstellung so formuliert,
dass die Losung ein Spektrum ebener Wellen darstellt. Dieses kann mit dem rekursiven Algo-
rithmus in Kap.4 in eine rdumliche Ersatzquellen- oder Streuzentrenverteilung umgewandelt
werden. Beide Losungsschritte lassen sich gut miteinander kombinieren, da sie auf der gleichen
Diskretisierung der Raumfrequenzspektren basieren.

Die Funktionalitdt der vorgestellten Verfahren wird in Kap.6 an einer Reihe von Anwen-
dungsbeispielen unter Beweis gestellt. Die diskutierten Szenarien umfassen im Freiraum strah-
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lende Dipole, dquidistant angeordnete Streuzentren, einen breitbandigen Hornstrahler, eine
Gruppenantenne mit drei Elementen, einen dielektrischen Streukérper sowie zwei perfekt lei-
tende Streuobjekte. Dabei werden Spektren ebener Wellen aus Nahfeldbeobachtungen rekon-
struiert und Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen berechnet. Aussagekriftige Vertei-
lungsfunktionen lassen sich sowohl mit synthetischen Testdaten, als auch mit Daten, die unter
Verwendung realistischer Simulationen oder Messungen zustande gekommen sind, berechnen.
Jedes Beispiel verdeutlicht dabei andere Aspekte. Beispielsweise wird gezeigt, dass Ersatz-
quellenverteilungen mit einer elektrischen Gréfle von 300\ rekonstruiert werden kénnen. Eine
Interpretation der Ergebnisse hilft dabei, vielversprechende Anwendungsmaglichkeiten zu iden-
tifizieren.
Kapitel 7 fasst die Arbeit zusammen und leitet Schlussfolgerungen ab.






2 Das inverse Quellenproblem

Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberlegungen ist eine unbekannte Quellenverteilung, deren
abgestrahlte Felder beobachtet werden. Wird anhand dieser Beobachtungen eine Quellenvertei-
lung rekonstruiert, die nicht notwendigerweise mit der urspriinglichen Verteilung iibereinstimmt
und trotzdem die gleichen Felder abstrahlt, so bezeichnet man diese als Ersatzquellenverteilung.

Die Berechnung von Ersatzquellen entspricht der Losung eines inversen Problems. Die Inversi-
on des Vorwértsoperators ist oft mit einem hohen Berechnungsaufwand verbunden. In manchen
Fallen ldsst sich die Losung jedoch auch durch ein vergleichsweise einfaches Verfahren aus der
Bildgebung ermitteln. Das SAR-Abbildungsverfahren ist definiert durch eine Berechnungsvor-
schrift, die ihren Ursprung in einem anschaulichen Modell hat. Die verwendete Signalverar-
beitung entspricht der numerischen Synthese von Radarantennen mit sehr hohem Auflésungs-
vermoOgen, indem deren Aperturbelegung durch eine geeignete Superposition der Messdaten
nachgebildet wird. Diese Methode ist in der Praxis einfach zu implementieren und funktioniert
zuverldssig. Um die Qualitit der Bilder weiter zu verbessern, sind fortgeschrittene Konzepte
der Signalverarbeitung erforderlich. Hier gilt die Bilderzeugung mittels der Losung inverser
Probleme im Bereich der Radarsysteme als vielversprechende Zukunftstechnologie [Friedlander
et al. 1978; Cheney und Borden 2009b].

In dieser Arbeit wird ein lineares inverses Problem fiir die Bestimmung der Ersatzquellen
formuliert. Zur Losung dieses Problems ist die Kenntnis des entsprechenden Vorwértsoperators
notig, der den Zusammenhang zwischen Ursache und Wirkung beschreibt. Bei der elektroma-
gnetischen Wellenausbreitung spricht man vom Strahlungsoperator. Im weiteren Verlauf dieses
Kapitels werden zunéchst die elektromagnetischen Grundlagen eingefiihrt, welche zur Defini-
tion dieses Operators benotigt werden. Darauf aufbauend werden im zweiten Abschnitt die
Problemstellung und ihre Losbarkeit diskutiert.

2.1 Der Strahlungsoperator

Elektrische oder magnetische Strome erzeugen elektromagnetische Felder, welche sich im Raum
ausbreiten. Diese Ursache-Wirkung-Beziehung wird durch die Maxwell’schen Gleichungen be-
schrieben. Zur Losung wird dieses partielle Differenzialgleichungssystem in die zeitharmonische
Wellengleichung fiir das elektrische Feld umgeformt. Der Strahlungsoperator beschreibt die
Abbildung von Quellen auf die entsprechenden Felder. Die Losung eines partiellen Differenzi-
algleichungssystems kann sehr aufwindig sein. Durch Verwendung der Green’schen Funktion
(siche z.B. [Balanis 2012a, S.851], [Harrington 1993, S.123| oder [Selcuk Bayin 2006, S.567])
ldsst sich die Losung der Differenzialgleichung durch ein Strahlungsintegral ermitteln.

2.1.1 Die Maxwell-Gleichungen

Im Folgenden soll ein allgemeiner Zusammenhang fiir alle elektromagnetischen Groéflen angege-
ben werden, die bei der Erzeugung und Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen eine Rolle
spielen. Dabei handelt es sich um das elektrische Feld e, das magnetische Feld h, die elektri-
sche Flussdichte d, die magnetische Flussdichte b, die elektrische Stromdichte j, die elektrische
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Raumladungsdichte p, die ortsabhingige Permittivitdt ¢ und die ortsabhéngige Permeabilitét
. Die dazu nétigen Maxwell-Gleichungen lauten in der héufig benutzten Darstellung nach
[Orfanidis 2002]

V xe(rt)= —ab (r,t), (2.1a)
V xh(r,t)=j(r,t)+ %d (r,t), (2.1b)
V-d(r,t)=p(r,t), (2.1c)
V- b(r,t) =0, (2.1d)

wobei e und d beziehungsweise h und b iiber die linearen, isotropen und ortsabhéngigen Ma-
terialbeziehungen

d(r,t) =c(r)e(r,t), (2.2a)
b (r,t) = p(r)h(r,t) (2.2b)

verkniipft sind. Dabei sind r die Ortskoordinate, ¢ die Zeit, Vx der Rotationsoperator und V-
der Divergenzoperator.
Fiir die weitere Analyse werden die zeit-harmonischen Maxwell-Gleichungen

—jwp (r) H(r,w),
(r,w) + jwe (r) E (r,w),

V x E(r, )
J )
p(r,w), (2.3¢)
0 )

)

)=

V x H(r,w)
V(e (1) B (r,w)) =
V- (e () H (x,0))

verwendet. Die Gleichungen (2.3a)-(2.3d) gehen aus einer Transformation von (2.1a)-(2.1d
in den Frequenzbereich hervor. Der Ausdruck e! verschwindet dabei, was einer Darstellung
mittels Phasoren entspricht. Fiir das elektrische Feld gilt somit e (r,t) = Re (E (r,w) ). Alle
anderen zeitabhéngigen Groflen in (2.1a)-(2.2b) weisen einen analogen Zusammenhang auf.

w
w

2.1.2 Die zeitharmonische Wellengleichung fiir das elektrische Feld

Mit den Gleichungen (2.3a)-(2.3d) kann direkt die inhomogene Wellengleichung fiir das elek-
trische Feld hergeleitet werden. Zunéchst wird der Rotationsoperator Vx auf die mit dem

Quotienten 1/u(r) multiplizierte Gleichung (2.3a) angewendet. Anschliefendes Einsetzen von
(2.3b) fithrt zum Ergebnis [Jin 1993, S. 8]

! 2 = —jwd(r,w
VX(MVXE(r,w))—w e(r)E(r,w) = —jwJ (r,w). (2.4)

In einem homogenen Medium gilt p(r) = p und £(r) = &. Diese Annahme fithrt zu [Stratton
2007, S.465]

V xVxE(,w) —kE(r,w) = —juud (r,w), (2.5)
einer einfacher zu 16senden Form der Wellengleichung, welche die Definition der Wellenzahl

k=wyep (2.6)

ermoglicht.
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2.1.3 Losung mit der Green’schen Funktion

Die lineare inhomogene Differenzialgleichung in (2.5) soll fiir beliebige Anregungen J gelost
werden. Um nur physikalisch korrekte Losungen zu erhalten, miissen passende Randbedingun-
gen festgelegt werden. Die im Unendlichen definierte Sommerfeld’sche Abstrahlungsbedingung
[Stratton 2007, S.485] dient als Randbedingung, da es sich um ein offenes Problem ohne Rand
handelt. Einlaufende Wellen werden damit unterdriickt und Quellen im Unendlichen sind nicht
moglich, sodass die gesamte Energie von der Stromverteilung J ausgeht und bis auf eventuelle
Verluste ins Unendliche abgestrahlt wird.

Die Losung der linearen inhomogenen Differenzialgleichung in (2.5) kann mit Hilfe des Kon-
zepts der Green’schen Funktionen formuliert werden und lautet unter der Annahme von Ver-
schiebungsinvarianz [Balanis 2012a, S. 696]

E(r,w):// GY(r—r,w)-J(r,w) & = G (r,w) % J (r,w), (2.7)
\%4

was unter Freiraumbedingungen einer dreidimensionalen Faltung entspricht. Das Symbol ¥ re-
prasentiert ein Skalarprodukt, bei dem die resultierenden Multiplikationsterme durch Faltun-
gen ersetzt werden. Das tiefgestellte Kiirzel r verdeutlicht, dass die Faltung im Ortsbereich und
nicht im Kreisfrequenzbereich w stattfindet. Die translationsinvariante, dyadische Green’sche
Funktion

SE ey - en (7 L og) e
G/(r—rw)= e (I + kav) Py (2.8)
beinhaltet die skalare Green’sche Funktion
1 e—jk;|1‘—1‘/|
—r = 2.9
g(r—r,w) yrar— (2.9)

und stellt einen Zusammenhang zwischen den elektrischen Stréomen J und dem elektrischen
Feld E her. Mittels (2.7) kann das abgestrahlte Feld einer Quelle ermittelt werden unter der
Annahme, dass sich die Wellen im freien Raum ausbreiten [Jin 2010, S. 43ff.].

Die Bestimmungsgleichung fiir die Green’sche Funktion

VxVxGY(r—r w -G (r—r w) = —jwuld (r — 1) (2.10)

ist die Wellengleichung fiir das elektrische Feld in (2.5) bei Anregung mit J (r,w) = I (r — /),
wobei I die Einheitsdyade und ¢ die Dirac’sche Delta-Distribution [Selguk Bayin 2006, S. 481]
bezeichnet.

2.2 Formulierung und Losung des inversen Problems

Nachdem der Vorwartsoperator des inversen Problems bekannt ist, soll nun die Problemstellung
diskutiert werden. Die Geometrie der Anordnung ist in Abb.2.1 dargestellt. Die Quelle ist
eine unbekannte vektorielle Stromverteilung J (r,w) in einem begrenzten konvexen Volumen
V', die von einem homogenen und verlustlosen Medium umgeben ist. Diese Quellenverteilung
verursacht elektromagnetische Felder, die sich ungehindert im Freiraum ausbreiten. Es gilt die
Annahme, dass Beobachtungen der Felder aufierhalb des Quellvolumens vorliegen. Die Lésung
des inversen Problems entspricht somit der Ermittlung einer dquivalenten Stromverteilung,
welche die beobachteten Felder erzeugt.
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Breitbandige Vermessung der E,
abgestrahlten Felder <« E,

Vektorielle und Jz
volumetrische
Stromverteilung

E)

Abbildung 2.1: Inverses Problem mit unbekannter vektorieller Quellenverteilung und vektori-
ellen Beobachtungen.

2.2.1 Beobachtung der abgestrahlten Felder

Wie in Abschnitt 2.1.3 beschrieben, gilt dank der Sommerfeld’schen Ausstrahlungsbedingung
die Annahme, dass Leistung aus der Umgebung nicht in den Quellbereich eindringt, sondern
nur von diesem abgestrahlt wird. Aus dem Huygens-Prinzip [Balanis 2012a, S. 329ff.] folgt, dass
bereits die Kenntnis der Felder auf einer die Quellen umgebenden und geschlossenen Oberfla-
che ausreicht, um die Feldverteilung im gesamten Auflenraum zu charakterisieren. Wenn die
Felder in einem verlustbehafteten oder verlustlosen Medium ihren Ursprung haben und Ei-
genresonanzen des Quellvolumens nicht auftreten, besitzt zusédtzlich das Eindeutigkeitstheorem
Gultigkeit [Balanis 2012a, S. 312ff.]. Es besagt, dass in jedem einzelnen Punkt der Hullflache die
Kenntnis entweder des transversalen elektrischen oder des transversalen magnetischen Feldes
ausreichend ist, um die abgestrahlten Felder der eingeschlossenen Quellenverteilung eindeutig
zu charakterisieren [Balanis 2012a, S.314]. Beobachtungen des magnetischen oder elektrischen
Feldes sind somit dquivalent. In der Praxis kann es trotzdem vorteilhaft sein, mehr Feldbe-
obachtungen als noétig vorzusehen, da der Einfluss von Interaktionen mit der Umgebung oder
anderen Storquellen besser unterdriickt werden kann [Yinusa und Eibert 2013].

In dieser Arbeit werden die elektromagnetischen Felder durch eine Entwicklung des elek-
trischen Feldes E in ebene Wellen verarbeitet. Dies ist dquivalent zu einer Entwicklung des
magnetischen Feldes H, wobei sich die Entwicklungskoeffizienten mit

H=—_—/kxE (2.11)
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umrechnen lassen. Dabei bezeichnet Zp den Wellenwiderstand im Freiraum und k& entspricht
der Ausbreitungsrichtung der ebenen Welle. In dieser Arbeit gilt die Konvention, dass Einheits-
vektoren mit einem Dach gekennzeichnet werden. Die Abstrahlungscharakteristik der Sonden
wird wie das abgestrahlte Feld in ein Spektrum ebener Wellen entwickelt. Diese Vorgehenswei-
se wird in Abschnitt 5.1.2 eingefiihrt. Durch die Aquivalenz des magnetischen und elektrischen
Feldes kénnen auch Sonden, die hauptsichlich mit den magnetischen Feldkomponenten inter-
agieren, problemlos in einer Formulierung basierend auf elektrischen Feldern berticksichtigt
werden. Zunéchst soll jedoch der Einfachheit halber davon ausgegangen werden, dass unmittel-
bar Beobachtungen der elektrischen Feldkomponenten vorliegen. Diese Annahme wird bis zur
Einfiihrung der Sondeneffekte in Abschnitt 5.1.2 beibehalten.

2.2.2 Definition der Ersatzquellen

Aus dem Volumen- und Oberflichendquivalenztheorem in [Balanis 2012a, S.327ff.] geht her-
vor, dass eine frequenzabhéngige elektrische Stromverteilung auf einer geschlossenen Oberfléache
um die Quellenregion grundsétzlich ausreicht, um alle moéglichen Feldkonfigurationen im Au-
Benraum zu erzeugen. Es handelt sich um eindeutige Losungen des Volumenintegrals in (2.7).
Hier soll jedoch eine volumetrische Stromverteilung berechnet werden. Diese Form der dqui-
valenten Quellen wird in [Alvarez et al. 2010] dazu verwendet, die Kontur eines Streuobjekts
zu rekonstruieren. Durch die volumetrische Ausdehnung der Quellen besitzt die Losung mehr
Freiheitsgrade. Die Feldkonfiguration kann nicht mehr eindeutig einer bestimmten Quellenver-
teilung zugeordnet werden, d.h. die Ersatzquellen sind nicht in einer eindeutigen Basis defi-
niert. Um den Nullraum des inversen Problems nicht noch weiter zu vergréfiern, werden neben
den elektrischen keine magnetischen Strome in der Quellenverteilung beriicksichtigt. Alternativ
konnten die elektrischen Strome durch magnetische Strome ersetzt werden, indem das duale
Problem formuliert wird [Balanis 2012a, S.310ff.]. Damit erhélt man eine &dquivalente Formu-
lierung, fiir welche die gleichen Gesetzméfigkeiten gelten. Vollstdndigkeit und Eindeutigkeit
von unterschiedlich gearteten Quellenverteilungen in Abhéngigkeit von Integrationsgebiet, Fre-
quenzabhéngigkeit und Art der Quellen sind in Tabelle 2.1 aufgelistet.

2.2.3 Eindeutigkeit der Problemstellung

Nun soll die Losung des inversen Quellenproblems in (2.7) diskutiert werden, wobei E die be-
kannten Beobachtungen bezeichnet und J die zu ermittelnde Stromverteilung représentiert.
Dazu soll zundchst analysiert werden, welche Aussagen tiber die unbekannte Quellenverteilung
sich aus der Kenntnis der Felder ableiten lassen. Es stellt sich heraus, dass zusétzliche Beob-
achtungen ab einem gewissen Grad der Uberabtastung die Losbarkeit des inversen Problems
nicht mehr beeinflussen. Die Menge aller moglichen Feldkonfigurationen besitzt nur eine be-
grenzte Anzahl an Freiheitsgraden, wenn man davon ausgeht, dass eine Beobachtung der Felder
nur mit endlicher Genauigkeit moglich ist [Bucci und Franceschetti 1989]. Diese Annahme ist
gerechtfertigt, da jeder Messwert in der Realitdt mit einem gewissen Rauschanteil behaftet ist.

Zur Losung des inversen Problems werden zusétzliche Bedingungen formuliert, die die Lo-
sungsvielfalt einschrianken. In dieser Arbeit soll der Fokus auf volumetrischen Stromverteilun-
gen und breitbandigen Beobachtungen liegen. Als Einstieg dient das den elektromagnetischen
Oberflichenintegralgleichungen zugrunde liegende Aquivalenzprinzip, welches besagt, dass jede
Quelle ersetzt werden kann durch entsprechende Stréome auf einer geschlossenen, die Quelle
einschliefenden Huygensfliche. Fiir den Fall, dass ausschlieBlich elektrische Strome auf dieser
Hiullflache angenommen werden und das Feld im Auflenraum bekannt ist, ist die Losung ein-
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Tabelle 2.1: Analyse des Strahlungsoperators zur Erzeugung von breitbandigen Feldern bei un-
terschiedlichen Quellenverteilungen hinsichtlich Vollstdndigkeit und Existenz eines

Nullraums.
Zeitliche Integrations- | Eingepréagter Strom Voll- Null-
Anregung gebiet standig raum
nur elektrisch ja nein
Oberflache nur magnetisch ja nein
. elektrisch und magnetisch | ja ja
frei - - -
nur elektrisch ja ja
Volumen nur magnetisch ja ja
elektrisch und magnetisch | ja ja
nur elektrisch nein nein
vorgegeben, Oberflache nur magnetisch nein nein
z.B. durch elektrisch und magnetisch | nein ja
Dirac- nur elektrisch ja ja
Impuls Volumen nur magnetisch ja ja
elektrisch und magnetisch | ja ja

deutig und eine monofrequente Betrachtung ist ausreichend [Quijano und Vecchi 2010]. Wenn
die Rekonstruktion der Stromverteilung nicht auf einer Hiillliche sondern im gesamten Volu-
men gefordert wird, so existiert im Allgemeinen eine Vielzahl an Losungen. In [Devaney und
Sherman 1982] wird gezeigt, dass selbst radialsymmetrische Stromverteilungen bei Kenntnis
der abgestrahlten Felder nicht eindeutig rekonstruiert werden koénnen.

In dieser Arbeit wird eine in allen drei Raumrichtungen unabhéngige volumetrische Stromver-
teilung als unbekannte Quellenverteilung verwendet. Wie die vorangegangenen Betrachtungen
gezeigt haben, fiithrt dies zu einem Eindeutigkeitsproblem, welches unter anderem in [Bleistein
und Cohen 1977] untersucht wird. Einige Erkenntnisse aus diesem Beitrag werden im Folgenden
aufgegriffen.

Da das inverse Problem linear ist, kann die Vielfalt durch eine Bestimmung des Nullraums
analysiert werden. Der Nullraum ist definiert durch die Menge aller zuldssigen Quellenvertei-
lungen, die der Vorwartsoperator auf das Nullfeld abbildet. Fiir das Feld E der Quelle J an
allen Beobachtungsorten r ¢ V' muss daher

E(r,w) = // GE (r,r',w) - I (r,w)d3' =0 (2.12)
\%4

gelten. Das Fernfeld l4sst sich in eine Multipolreihe [Stratton 2007, S.431ff.] entwickeln, welche
auch im Nahfeld definiert ist. Ist das Fernfeld einer endlich ausgedehnten Quelle bekannt, so
ldsst sich deshalb auch das Nahfeld auflerhalb dieses Quellbereichs berechnen. Durch diesen
Zusammenhang ist es hinreichend, die Bedingung in (2.12) allein fiir das Fernfeld zu fordern.
Die Auswertung des normierten elektrischen Felds im Unendlichen fiihrt auf
" _jwp wi N jwn
lim rel<"E(rk,w) = (T-kk)-3 (Ck:,w) _—4—V<Ck), (2.13)

r—00 A1 T

wobei die frequenzabhéngige, spektrale Quellendarstellung

Jkw) = /// J(r',w) ok 3y (2.14)
1%
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durch eine Fouriertransformation aus der Ortsbereichsdarstellung J hervorgeht. Der Ausdruck
V (k) = (T—kk) - 3 (k, ck) (2.15)

wird als Spektrum ebener Wellen bezeichnet. Die abgestrahlten Felder E (r,w) auBerhalb der
Quellenregion kénnen sowohl mit der rdumlichen Quellenverteilung J (r,w) als auch mit dem
Spektrum V (k) berechnet werden. Wie in Abb. 2.2 veranschaulicht, ist das Raumfrequenzspek-
trum J (%l%, w) eine komprimierte Darstellung der Abstrahlcharakteristik einer Quelle. Wah-
rend die riumliche Verteilungsfunktion J (r/,w) mit ' € V und w € R} im vierdimensionalen
Raum V x R{ definiert ist, wird das Raumfrequenzspektrum ¥ (%fc, w) in (2.13) nur in einem

dreidimensionalen Unterraum {(k,w) € R3 x R} | ¢k = wk} des vierdimensionalen Raums
R3 x R(J{ ausgewertet, da die Wellenzahl und die Kreisfrequenz iiber die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit ¢ in Verbindung stehen. Daraus folgt, dass sich die urspriingliche Quellenverteilung
J (r,w) nicht eindeutig aus dem Raumfrequenzspektrum J (%/%,w) rekonstruieren lasst.

Doch selbst das Raumfrequenzspektrum kann nicht eindeutig aus den abgestrahlten Feldern
E (r,w) ermittelt werden. Die Ursache hierfiir liegt in den Eigenschaften des Projektors I — kk in
(2.13). Er sorgt dafiir, dass die Vektorkomponente des Raumfrequenzspektrums in Richtung des
Vektors k fiir die Feldberechnung keine Rolle spielt. Umgekehrt kann diese Radialkomponente
nicht aus den Feldbeobachtungen rekonstruiert werden.

Wenn nun analog zu (2.12) das Fernfeld mit (2.13) und (2.14) zu Null gesetzt wird, so ergibt
sich fir die Quellenverteilung die Bedingung

(T k) -3 (%kw) ~ 0. (2.16)

Die Losungen dieser Gleichung werden als nichtstrahlende Stromverteilungen bezeichnet. Eine
Losung kann beispielsweise mit [Bleistein und Cohen 1977]

Jhonrad (r,w) = // f(k,w)ke k3K (2.17)
K

konstruiert werden, wobei f eine beliebige skalare Funktion ist. Allerdings wird hierdurch nicht
sichergestellt, dass die Quellenverteilung eine endliche Ausdehnung hat. Auflerdem hat die Defi-
nition keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit, d.h. nicht alle theoretisch méglichen nichtstrahlen-
den Stromverteilungen kénnen mit dieser Gleichung erzeugt werden. Eine fundierte Abhandlung
tiber nichtstrahlende Stromverteilungen und ihre Eigenschaften ist in [Devaney und Wolf 1973]
zu finden.

Aus dem letzten Paragrafen geht hervor, dass die Losung des inversen Problems nicht ein-
deutig ist. Deshalb soll das inverse Problem so modifiziert werden, dass es nur eine einzige
Losung besitzt. Dazu werden im Folgenden bestimmte Annahmen getroffen. Tendenziell &ndert
sich die Stromverteilung in der Praxis nur langsam mit der Frequenz. Beispielsweise verhélt
sich eine Antenne bei benachbarten Frequenzpunkten im gleichen Band h&ufig sehr éhnlich.
Vereinfachend wird hier angenommen, dass die Stromverteilung frequenzunabhéngig ist und
deshalb im Folgenden durch

J(r,w) =J(r) (2.18)

approximiert werden kann. Im Zeitbereich entspricht dies der Annahme, dass alle Quellen
synchron zum Zeitpunkt Null angeregt werden:

jr,t):=J3(r)6(t) o—e J(r,w):=J(r). (2.19)
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Ortsbereich Ortsfrequenzbereich
Z
y
1. Trans-
volumetrisch (3D) formation:
frequenzabhingig (1D) rok

J(r,w) 4D 2, Ersetzung:

x ck = wk

Abbildung 2.2: Eine frequenzabhéngige (1D) und ortsabhéngige (3D) Verteilung von Ersatz-
quellen in einem vorgegebenen Volumen spannt einen vierdimensionalen Raum
auf. Bei der entsprechenden Darstellung im Ortsfrequenzbereich handelt es
sich nur mehr um einen dreidimensionalen Raum, da hier der Zusammenhang
k = wk gilt.

Diese Annahme ist beispielsweise in der optoakustischen Bildgebung anzutreffen, da hier die
temporare Abhéngigkeit der erzeugten Schallquellen durch einen Dirac-Impuls modelliert wird
[Rosenthal et al. 2010]. Die verbleibende Uneindeutigkeit der Losung kann durch weitere Ma$-
nahmen eliminiert werden. In [Bleistein und Cohen 1977] wird der Vorschlag gemacht, die
Polarisation der Stréme auf eine Ebene zu beschranken. Dies kann jedoch zu einem singulédren
Strahlungsoperator fithren, was in Kombination mit verrauschten Beobachtungen eine Regu-
larisierung erforderlich macht [Schnattinger und Eibert 2012c]. Da sich die Orientierung des
Stromflusses im Allgemeinen nicht auf eine Ebene beschrankt, lasst sich dieses Verfahren nur
in Spezialfdllen einsetzen. Deshalb wird eine andere Losung favorisiert. Dazu wird das Opti-

! ”
j

definiert, das die Energie der Stromverteilung minimiert und zu einer eindeutigen Lésung des
inversen Problems fithrt [Miiller 1956]. Durch diese Zusatzbedingung werden nichtstrahlende
Stromverteilungen aus der Losung eliminiert und auch verrauschte Beobachtungen stellen kein
Problem dar [Schnattinger und Eibert 2012c]. Die finale Version des inversen Problems kann
nun zur Berechnung der Ersatzquellenverteilung verwendet werden und dient deshalb als Basis
fiir das weitere Vorgehen.

J (r)HZ d3r (2.20)

2.2.4 Bestimmung der volumetrischen Ersatzquellen

Wie in (2.13) gezeigt, folgt das normierte Spektrum ebener Wellen V (k) direkt aus den Fern-
feldbeobachtungen. Bei der Losung des inversen Problems wird angenommen, dass diese im
gesamten k-Raum vorliegen, d.h. fiir alle Frequenzen und Beobachtungswinkel. Diese Verein-
fachung ist notig, damit im Folgenden der Integraloperator invertiert werden kann. In der
Praxis sind diese Idealvorstellungen leider nicht erfiillt. Die berechnete Ersatzquellenverteilung
ist vom Umfang der Beobachtungsdaten abhéngig. Dieser Effekt wird in Abschnitt 3.4 genauer
untersucht.
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Unter der Voraussetzung, dass das Raumfrequenzspektrum V (k) in (2.15) fiir alle k bekannt
ist, lautet die zu l6sende Problemstellung

rrgin/// j(r)szB’r st V(k):(I—/%/%)-///j(r)eik-fd%. (2.21)
14 14

Diese Formulierung kombiniert die Fernfeldnédherung des Strahlungsoperators in (2.7) mit den
Zusatzbedingungen in (2.18) und (2.20). Die Nebenbedingung basiert auf einer Transforma-
tion der Ersatzquellen vom Ortsbereich in den Ortsfrequenzbereich. Die zu ermittelnde Ver-
teilungsfunktion J ist ortsabhéngig, komplexwertig und nur innerhalb des dreidimensionalen
Quellvolumens V' definiert. Sie wird mit

A A

J@) =Jr@) +In(r) o—* F (k) = Ir (k) + In (k) (2.22)

in eine strahlende (R) und eine nichtstrahlende (N) Komponente unterteilt. In der mit (2.14)
definierten Spektraldarstellung ist diese Aufspaltung selbstverstiandlich genauso méglich. Fiir
die nichtstrahlende Komponente gilt Gleichung (2.16), d.h. JIn besitzt ausschlieBlich einen Ra-
dialanteil. Umgekehrt gilt, dass ein Radialanteil nie zur Abstrahlung fiihrt. Die strahlende
Komponente Jg enthélt deshalb keine Radialanteile und k - Jg (k) ist Null. Die Anwendung
dieser Erkenntnisse auf die Nebenbedingung des Optimierungsproblems fithrt in Kombination
mit (2.22) zu

V (k) = (T—kk) - (S () +3n () = I (k). (2.23)

Waiéhrend die strahlende Stromverteilung durch die Nebenbedingung vollstdndig bestimmt wird,
spielt die nichtstrahlende Stromverteilung darin keine Rolle. Die Energieminimierung in (2.21)
hat nur einen Einfluss auf die verbleibenden Freiheitsgrade, welche von der Nebenbedingung
unangetastet bleiben. Wie durch

i /V// 3 ) e = /V// [ @) %+ i /V//

ersichtlich, handelt es sich dabei um die nichtstrahlende Komponente der Stromverteilung. Diese
Optimierung fiithrt zu Jy (r) = 0 und damit zur Unterdriickung der nichtstrahlenden Strome.
Damit lautet das Ergebnis

In @) dr (2.24)

+00
J()=Jr(r) = # // V (k) e *Td’k. (2.25)

Dies ist eine explizite Losung des urspriinglichen Optimierungsproblems in (2.21), welche sich
durch die Anwendung der Fouriertransformation auf beide Seiten des Gleichungssystems in
(2.23) ergibt. Dieser Ausdruck kann als signalangepasstes Filter (MF) im Ortsbereich inter-
pretiert werden und liefert deshalb auch fiir verrauschte Beobachtungen gute Ergebnisse. Der
konstante Faktor !/(2r)® wird im Folgenden vernachléssigt, da nur die relativen Verhéltnisse der
Strome ausschlaggebend sind, wenn die Ersatzquellenverteilung als Bild dargestellt wird.






3 Einheitliches Losungskonzept fiir inverse
Quellen- und Streuprobleme

Im letzten Kapitel wurde die Berechnung der Ersatzquellen als Losung eines inversen Quel-
lenproblems mit Zusatzbedingungen definiert. Die abgestrahlten Felder der Ersatzquellenver-
teilung und die der urspringlichen Quellenanordnung sind identisch. Durch die Zusatzbedin-
gungen ist die berechnete Stromverteilung frequenzunabhéngig, was der zeitlichen Anregung
der Strome durch einen Dirac-Impuls entspricht. Durch das Kriterium der Energieminierung
wird zudem garantiert, dass die Ersatzquellenverteilung keine nichtstrahlenden Stréome bein-
haltet. Auflerdem bleibt die resultierende Losung des inversen Problems fiir stark verrauschte
Beobachtungen stabil.

Die Ersatzquellendarstellung kann als Abbild einer physikalischen Gréfie interpretiert werden.
Die Abbildungseigenschaften hingen dabei mafigeblich vom Frequenz- und Winkelbereich der
Beobachtungen ab und sollen mit dem Konzept der Punktantwortfunktionen untersucht werden.

3.1 Definition der elektromagnetischen Abbildungsvorschrift

In diesem Kapitel werden drei unterschiedliche Szenarien vorgestellt. Je nach Szenario handelt
es sich bei der gesuchten Grofie um eine rdumliche Beschreibung der Quellen oder Streuzentren.
Der Begriff Bild dient dabei immer als Bezeichnung fiir die berechnete Verteilungsfunktion.
In allen drei Fillen wird die Berechnungsvorschrift fiir die Bilderzeugung mit dem Modell
des linearen inversen Quellenproblems hergeleitet. Die resultierenden Ausdriicke folgen deshalb
einem einheitlichen Muster.

Im ersten Szenario wird eine Quelle betrachtet, die elektromagnetische Felder abstrahlt. In
den beiden anderen Szenarien handelt es sich dagegen um Streuprobleme, wobei in einem Fall
eine monostatische und im anderen Fall eine bistatische Streuanordnung verwendet wird.

3.1.1 Selbststrahlende Quellen

Wie bereits in Abschnitt 2.2.2 erértert, kann jede physikalisch plausible elektromagnetische
Abstrahlung durch eine Volumenstromverteilung synthetisiert werden. Diese Grofle lasst sich
mit (2.25) aus den Feldern berechnen. Der dort hergeleitete Ausdruck

J@) = // V (k) e kTd%k (3.1)
K

fiihrt auf ein vektorielles und volumetrisches Bild, wobei K dem mit Messdaten gefiillten Teil
des k-Raums entspricht. Fiir Beobachtungen in einem beschrinkten Frequenzband und Win-
kelbereich ist dieser Bereich exemplarisch in Abb. 3.1a dargestellt. Die vorgestellte Gleichung
zur Bildberechnung ist immer dann anwendbar, wenn das abgestrahlte Feld in einem endlich
ausgedehnten Quellvolumen seinen Ursprung hat. Das Spektrum ebener Wellen V (k) kann mit
(2.13) direkt aus den Fernfeldbeobachtungen gewonnen werden.
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Diese Berechnungsvorschrift fiir die Volumenstromverteilung wird auch in [Buddendick und
Eibert 2011] verwendet. In der Optoakustik gibt es &hnliche Ansétze zur Losung des inversen
Quellenproblems, allerdings basieren die dort anzutreffenden Formulierungen auf der skala-
ren Wellengleichung [Rosenthal et al. 2010]. Existierende vektorielle Verfahren [Alvarez et al.
2007; Eibert et al. 2010; Quijano und Vecchi 2010] beschranken sich auf die Rekonstruktion
von Stromverteilungen auf vorgegebenen Oberflachen und liefern deshalb keine volumetrischen
Bilder.

3.1.2 Streuung an unbekannten Objekten

Bei der Abbildung von Objekten, die selbst keine elektromagnetischen Felder erzeugen, ist man
auf eine externe Anregung angewiesen. Dabei interagiert das Objekt mit dem einfallenden Feld,
sodass sich eine flir das Objekt charakteristische Feldverteilung einstellt. Die Subtraktion des
ungestorten einfallenden Feldes E; vom gestorten Feld E fithrt zur Definition des Streufeldes

E; (r,w) =E(r,w) — E;(r,w) (3.2)

und héngt von Objekt und Anregung ab. Da E der Summe aus einfallendem und gestreutem
Feld entspricht, wird es auch als totales Feld bezeichnet. Im Folgenden wird angenommen, dass
die ebene Welle

Ei (r,w) = Eig (k) e 5T (3.3)

auf den Streukorper trifft, wobei Ausbreitungsrichtung und Frequenz durch den Wellenvektor
k; festgelegt sind.

Die Rekonstruktion von Objekteigenschaften aus Streufeldern stellt im Allgemeinen eine
nichtlineare Problemstellung dar, welche oft nur mit grofem Aufwand gelost werden kann [Chew
et al. 2004]. Zur Vereinfachung werden in der Praxis héufig linearisierte Modelle eingesetzt
[Chew et al. 1994]. In diesem Fall lassen sich die im letzten Abschnitt verwendeten Konzepte
zur Bilderzeugung iibertragen und die Berechnung von Streuzentrenverteilungen kann durch
eine lineare Gleichung erfolgen.

3.1.2.1 Bistatisches Szenario mit einer einzigen Einfallsrichtung

Im Allgemeinen spricht man von einem bistatischen Szenario, wenn Einfallsrichtung und Beob-
achtungsrichtung nicht ibereinstimmen. Hier gilt zusétzlich, dass nur eine Anregung verwendet
wird, deren Polarisations- und Einfallsrichtung sich wahrend der Gewinnung der Streufelddaten
nicht d&ndern.

Das bistatische Streufeld kann iiber die Fernfeldapproximation

) ‘w “ W
lim rel 7B, (rky,w) = By (k) = h (@) V, (Ek> (3.4)
mit dem normalisierten Spektrum abgestrahlter ebener Wellen Vy in Beziehung gesetzt werden,
wobei kg = ksks den Wellenvektor des gestreuten Feldes reprisentiert und h (w) eine beliebige

frequenzabhingige Gewichtungsfunktion darstellt. Ausgehend von diesem Spektrum lésst sich
die vektorielle Streuzentrenverteilung

Q) = [Jf V.t eterai (3.5)
K
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berechnen, wobei durch die Relation
k =k —k; (3.6)

festgelegt wird, wo die Spektralwerte im Fourierraum anzuordnen sind. Dieser Zusammen-
hang der k-Raum-Vektoren wird in Abb. 3.1c¢ veranschaulicht. Er tragt den Phasenbeziehungen
Rechnung, die durch einfallende und auslaufende ebene Wellen gemeinsam verursacht werden
[Bojarski 1972].

Durch die hier vorgestellte Gleichung kann ein volumetrisches, komplexwertiges und vektori-
elles Bild aus einem bistatischen Streufeldspektrum berechnet werden (siche auch [Buddendick
und Eibert 2011]). Ahnlichkeiten zur ISAR-Methode sind vorhanden, denn die Bildberechnung
erfolgt auch dort mit dem MF-Konzept [Bhalla und Ling 1993]. Der wesentliche Unterschied zu
dem hier vorgestellten Verfahren liegt in der Behandlung von voll polarimetrischen Beobach-
tungen. Wahrend dieser Arbeit ein voll vektorieller Ansatz zugrunde liegt, wird beim ISAR-
Verfahren jede Polarisationskomponente separat prozessiert [Broquetas et al. 1998; Moll et al.
2012]. In [Alvarez et al. 2010] werden viele dquivalente vektorielle Volumenstromverteilungen
berechnet, um die Geometrie eines unbekannten Streuobjekts zu rekonstruieren. Bei der Defini-
tion der Zusammenhinge zwischen Streufeld und Volumenstromverteilung gibt es Ahnlichkeiten
mit dem hier vorgestellten Verfahren. Allerdings wird fiir jede Frequenz ein separates Bild be-
rechnet und die nachtrégliche inkohérente Addition liefert Bilder von geringerer Auflésung und
Dynamik. Zudem ist der Aufwand fiir die Bildberechnung hoch, denn das Verfahren erfordert
die Losung eines volumetrischen MoM-Problems. Diese Vorgehensweise erzeugt adquivalente
Volumenstréme und berticksichtigt deshalb nicht die Art und Richtung der einfallenden Welle,
wohingegen in (3.5) und (3.6) durch Beriicksichtigung von k; eine Phasenkompensation der
einfallenden Welle stattfindet. Ein weiterer Nachteil ist die Abhéngigkeit des Bildinhalts von
der Form des Bildbereichs. Eine verbesserte Variante des Verfahrens basierend auf MLFMM-
Fernfeldtranslationen ist in [Alvarez et al. 2011] beschrieben. Zur Bildberechnung werden die
Translationen invertiert. Doch auch dieser Ansatz unterscheidet sich von der hier gewéhlten
Vorgehensweise, denn eine Integration des Streuspektrums im A-Raum wie in (3.5) findet nicht
statt.

3.1.2.2 Monostatisches Szenario

In der Fernerkundung wird radarbasierte Bildgebung unter anderem dafiir eingesetzt, die Be-
schaffenheit der Erdoberflache zu untersuchen. Das Radar ist dabei beispielsweise auf einem erd-
nahen Satelliten oder auf einem Flugzeug angebracht und wird héufig in einer monostatischen
Konfiguration verwendet. In diesem Betriebsmodus gilt die Annahme, dass das Radarsignal am
gleichen Ort abgestrahlt und empfangen wird. Dies ist insbesondere fiir die Signalverarbeitung
wichtig.

Fiir den Wellenvektor der einfallenden und gestreuten ebenen Welle gilt im monostatischen
Fall

ki = —ks. (3.7)
Das Einsetzen dieses Zusammenhangs in (3.6) liefert
k = 2k;. (3.8)

Zur vollstdndigen Charakterisierung des Streufeldspektrums muss eine voll polarimetrische Mes-
sung erfolgen. Dazu sind zwei linear unabhéngige Anregungen nétig. Unter Fernfeldannahmen
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handelt es sich bei den beiden einfallenden Feldverteilungen um die ebenen Wellen

E (2 (r,w) = E{g” (k;) e I, (3.9)
Das zugehorige Streufeld
Jim. rele"E1?) (rl%s,w) = Eé,ldQ) (ks) (3.10)

wird fiir jede einfallende Polarisation separat ausgewertet und ist dementsprechend gekenn-
zeichnet. Die gesamte verfiigbare Streuinformation wird so mit zwei vektoriellen Grofien pro
Radarposition beschrieben. Eine alternative Darstellungsform ist die polarimetrische Streudya-
de V, welche wie alle Dyaden in dieser Arbeit durch einen Balken gekennzeichnet ist. Sie wird
durch den Zusammenhang

1,2) (W3 o (W 1,2) (W2
E(;” (Zk) = h(w) V, (Zk) -E{” (Ek) (3.11)

definiert. Analog zu (3.4) kénnen stérende Frequenzabhingigkeiten in die Gewichtsfunktion
h (w) abgespalten werden. So bleiben sie bei der spéteren Bilderzeugung basierend auf Vg

auflen vor. Mit
« ~qT A A
_ . ) S k) S Yk
h(w) lqs‘| -V, (g/{:) . lql‘| = VvV e R VH ¢ ~ (3_12)
®s c o Suv %kﬁ SHH %kz

lasst sich die Streudyade in die konventionellen Komponenten der 2 x 2 Streumatrix nach [Lii-
neburg et al. 1997; Cown und Ryan 1989] iiberfiihren. Die Matrixeintrage bezeichnen dabei das
kohérente Verhéltnis von Streufeld zu einfallendem Feld und die Indices V und H unterscheiden
vertikal beziehungsweise horizontal polarisierte Felder, wobei der erste Index das abgestrahlte
Feld betrifft und der zweite Index das einfallende.

Die Berechnung von V erfordert die Losung des Gleichungssystems in (3.11). Bei zueinander
orthogonal polarisierten einfallenden Feldern gilt

1) (7\* 2) (7 2) (7\* (3
B (k) -BY (k) =E{ (k) B (k) =0, (3.13)
wobei ()* den komplex konjugierten Wert bezeichnet. Daraus folgt fir die Losung
CEQ () EGN  EQ (0 B (0BG () E (k)

CEY (k) E(Zo) 0 ES | B2 )

h(w) Vs (k) (3.14)

Der Beweis kann durch Einsetzen in (3.11) erbracht werden.
Aus dem dyadischen Streuspektrum V lésst sich die dyadische Streuzentrenverteilung

Q(r) = // Vs (ks) e 7T’k (3.15)
K

berechnen, wobei der zugehorige k-Raum-Bereich K in Abb. 3.1b veranschaulicht ist. Durch die
Anwendung der 3D-Fouriertransformation wird die gesamte polarimetrische Streuinformation
in eine dyadische Darstellung im Ortsbereich iibertragen.
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Mit der beschriebenen dyadischen Berechnungsvorschrift ist es moglich, alle Streueigenschaf-
ten des Objektes darzustellen. Um ein polarimetrisches monostatisches Streuspektrum vollstan-
dig zu charakterisieren, sind zwei einfallende Felder unterschiedlicher Polarisation erforderlich.
Dies folgt aus der Tatsache, dass die Polarisation einer ebenen Welle zwei Freiheitsgrade besitzt.
Buddendick und Eibert [2011] beschreiben eine Methode, bei der eine vektorielle Streuzentren-
verteilung fir die monostatische Konfiguration berechnet wird. Im Gegensatz zum dyadischen
Modell ist diese Beschreibung nur fiir eine bestimmte Polarisation des einfallendes Feldes giiltig.
Die tiblicherweise eingesetzten ISAR-Verfahren behandeln die vier Polarisationskombinationen
HH, VV, HV und VH unabhéngig voneinander [Vaupel und Weinmann 2009; Vaupel und Eibert
2006] und stellen daher keine voll polarimetrische Prozessierung dar.

(a) Selbststrahlend (b) Monostatisches Szenario

k
L 20k -

(c) Bistatisches Szenario

Abbildung 3.1: Vergleich von Antennen- und Streufeldmessdaten anhand der k-Raumdarstel-
lung fur das gleiche Frequenzband und fiir identische Betrachtungswinkel; da-
bei sind kg die Wellenzahl bei der Mlttenfrequenz Ak die Bandbreite, A¢ der
Variationsbereich des Betrachtungswinkels, k ki und ks die normierten Wel-
lenvektoren der emittierten, einfallenden beziehungsweise gestreuten Welle und
ky, ky sind die kartesischen Komponenten des Ortsfrequenzbereichs.

3.2 Vom Raumfrequenzspektrum zur raumlichen
Verteilungsfunktion

Die k-Raum-Darstellung ermdoglicht eine einheitliche Formulierung fiir die Bilderzeugung aus
Antennen- und Streufelddaten [Mensa 1990; Buddendick und Eibert 2011; Bojarski 1972]. Dazu
werden die Beobachtungen, wie in Abb. 3.1 gezeigt, je nach Szenario an verschiedenen Koor-
dinatenpositionen im k-Raum angeordnet, wenn der Frequenzbereich und der Winkelbereich
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der Daten jeweils identisch sind. Der k-Raum ist der Fourierraum des Ortsbereichs und wird
deshalb auch Ortsfrequenzbereich genannt. Der Wellenvektor k dient als Koordinate.

Durch die Definition dieser drei unterschiedlichen k-Raum-Bereiche ist es moéglich, die in
Abschnitt 3.1 eingefiihrten Gleichungen (3.1), (3.5) und (3.15) zur Bilderzeugung durch den

einheitlichen Formalismus
/// RIS (3.16)

K

darzustellen, welcher einer 3D-Fouriertransformation entspricht. Die Ausdehnung des k-Raum-
Sektors K wird vom Winkel- und Frequenzbereich, in dem der Streukdrper beobachtet wurde,
bestimmt. Wichtig ist dabei die Definition des Wellenvektors k in (3.6), welche die einfallende
und gestreute Welle beriicksichtigt. Dieser Zusammenhang ist schematisch in Abb. 3.1 darge-
stellt. Aus den Grafiken geht hervor, dass der Wellenvektor der einfallenden Welle k; bei inversen
Quellenproblemen nicht existiert und deshalb rechnerisch zu Null gesetzt werden muss, wah-
rend er bei Streuproblemen zu einer Skalierung (monostatisch) oder Verschiebung (bistatisch)
der Beobachtungen im k-Raum fiihrt.

Das zu transformierende Spektrum ebener Wellen kann von dyadischer oder von vektorieller
Natur sein, je nachdem, um welche Art von Beobachtung es sich handelt. Eine Ubersicht dieser
Gesetzméfigkeiten in Abhéngigkeit der vorliegenden Szenarien ist in der oberen Hélfte von
Tabelle 3.1 gegeben. Die weiteren Zeilen der Tabelle werden in den nachfolgenden Abschnitten
erortert.

3.3 Physikalische Interpretation des resultierenden Bildinhalts

Nun soll geklart werden, iiber welche elektromagnetischen Gréflen die rdumliche Verteilungs-
funktion Aufschluss liefert und wie Objekteigenschaften und Anregung im Bild dargestellt wer-
den. Hierzu werden Néherungsmodelle fiir schwach reflektierende Korper sowie eine Naherungs-
16sung aus der physikalischen Optik herangezogen. Tabelle 3.1 am Ende des Abschnitts fasst
die Ergebnisse zusammen.

3.3.1 Aquivalente Stromverteilungen

Ohne die Kenntnis der orts- und materialabhédngigen Green’schen Funktion ist die Berech-
nung der abgestrahlten Felder aus der physikalischen Stromverteilung J (r,w) aufwéndig. Eine
Méglichkeit ist die Losung der Maxwell’schen Gleichungen in (2.3a)-(2.3d). Um eine explizite
Berechnungsvorschrift fiir das abgestrahlte Feld abzuleiten, wird mit

GY (r,w) % Joq (r) = E (r,w) (3.17)

eine Gleichung basierend auf der Green’schen Funktion des Freiraums in (2.8) eingefiihrt. Die-
se Formulierung entspricht der in (2.7) definierten Faltung mit unabhéngigen Quellen, wobei
die dabei auftretende &quivalente Stromverteilung Jeq (r) im Freiraum iiblicherweise von der
physikalischen Stromverteilung J (r,w) im Medium abweicht [Qin und Ciric 1993; Livesay und
Chen 1974]. Das Fernfeldspektrum

V (k) = (T ki) - /// Joq (r) &7 d3r (3.18)
\%
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folgt durch Einsetzen von (2.14) in (2.15). Das Ergebnis wird in der Abbildungsvorschrift (3.1)
benotigt, was schlieflich zum Ausdruck

J@) = /// (T kk)- /// T I (r) dPre kT dPk (3.19)
K \%

fihrt. Die Frequenzunabhéngigkeit der dquivalenten Stromverteilung ermdglicht eine Vertau-
schung des inneren und dufleren Dreifachintegrals. Das Ergebnis

J(r) = /// Py (r—1') Joq (r) &P = Py (r) % J (v) (3.20)
\%

entspricht damit einer Faltung, wobei
P, (r) = /// (T - k) e~ a'k (3.21)
K

die Punktantwortfunktion fiir inverse Quellenprobleme darstellt und durch ein tiefgestelltes g
gekennzeichnet ist. Das im k-Raum definierte Gebiet K entspricht dem Bereich, in dem Spek-
traldaten vorliegen. Zur gleichen Definition fithren auch die Uberlegungen in [Buddendick und
Eibert 2011] und [Schnattinger und Eibert 2012c]. Das Ergebnis in (3.20) spiegelt die dquivalente
Stromverteilung der Quellenanordnung wider. Wie gro die Ahnlichkeiten mit der physikali-
schen Stromverteilung ausfallen, wird dabei von den Inhomogenitdten und Verkopplungen im
Quellvolumen bestimmt.

3.3.2 Dyadische Streuzentrenverteilungen

Die physikalische Interpretation des Abbildungsprozesses erfolgt an Hand der beiden in Ab-
schnitt 3.1.2 vorgestellten bistatischen und monostatischen Streuszenarien. Das Streuobjekt
wird durch eine dyadische Streuzentrenverteilung S (r,w) modelliert, welche mit

J(r,w)=58(r,w)-E(r,w) (3.22)

einen Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld am Ort des Streukorpers und der Quel-
lenverteilung herstellt. Analog zum inversen Quellenproblem ist tiblicherweise die orts- und
materialabhdngige Green’sche Funktion nicht bekannt, weshalb die Berechnung der Streufelder
aufwindig ist und beispielsweise die Losung der Maxwell’schen Gleichungen in (2.3a)-(2.3d) er-
fordert. Die Berechnung muss auflerdem fiir jede Anregung wiederholt werden. Dies erschwert
die physikalische Interpretation des Abbildungsprozesses. Deshalb wird mit

GY (r,w) * (5 (r,w) - (B; (r,w) + Eq (r,w))) = Eq (r,w) (3.23)

eine Beschreibung des Streufelds basierend auf der Green’schen Funktion des Freiraums in
(2.8) eingefiihrt. Diese Formulierung orientiert sich an der in (2.7) definierten Faltung mit
unabhéngigen Quellen, wobei sich die dabei auftretende dquivalente Stromverteilung

Jeq (r,w) =58 (r,w) - (B (r,w) + Eq (r,w)) (3.24)

im Freiraum tiblicherweise von der physikalischen Stromverteilung J (r,w) im Medium unter-
scheidet [Qin und Ciric 1993; Livesay und Chen 1974]. Wird nun das mit (3.23) bestimmte
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elektrische Streufeld Eg fiir eine gegebene dyadische Streuzentrenverteilung § bestimmt, so
kann es in

G% (r,w) * (8eq (r,w) - Ei (r,w)) = Eq (r,w) (3.25)

eingesetzt werden, um eine dquivalente Streuzentrenverteilung Seq zu berechnen. In der SAR-
Bildgebung bedeutet die Born’sche Nédherung, dass der Zusammenhang zwischen Streufeld und
einfallendem Feld beziehungsweise Streuzentrenverteilung linear approximiert wird [Cheney und
Borden 2009a, S. 54ff.]. Dadurch kann es in den Bildern zu Geisterzielen und Artefakten kommen
[Jain und Patel 1990]. Entsprechend dieser Abweichungen unterscheidet sich die dquivalente
Streuzentrenverteilung s.q von der urspriinglichen Streuzentrenverteilung s. Dies bedeutet auch,
dass das Definitionsgebiet der dquivalenten Streuzentrenverteilung nicht auf den Bereich des
Streukorpers beschriankt bleibt, da Geisterziele nicht direkt die geometrische Beschaffenheit des
Streukorpers widerspiegeln.

Die in (3.25) gezeigte Gleichung stellt eine explizite Berechnungsvorschrift fiir das elektrische
Streufeld Eg dar. Unter Fernfeldannahmen vereinfacht sich der Ausdruck zu

Eqo (k) = I—k:k ///seq ' w) - Eig (k) k)T g3y (3.26)

wobei fiir das einfallende und gestreute Feld die Definition in (3.3) beziehungsweise (3.4) gilt.
Das normierte Spektrum ebener Wellen lautet im allgemeinen bistatischen Fall

V, (k) = ﬁ (i _ ]%s]%s) /// Seq (r’,(;j)((:df]i,o (ki) ej(ksfki)-r’d?.r/, (3.27)
|4

wihrend fiir die monostatische Streudyade’

Vi (k) = (T— k) /// %‘;’)‘”)eﬂks*’d%’ (3.28)
14

gilt, wobei jeweils die zugehorige bistatische beziehungsweise monostatische Definition in (3.4)
und (3.14) ausgewertet wurde und im monostatischen Fall die Vereinfachung

El (k)-EY (k) EY (k) EF (k) -

HEi(,lo) (ki) ’ HEl(,ZO) (ki) z I — ksk ) (3.29)

(1- k).

2

I—kik;
zur Anwendung kam. Dies kann durch Einsetzen von (3.26) in (3.4) beziehungsweise (3.14)
unter Verwendung von (2.13), (2.14) und (3.9) nachvollzogen werden.
Schliefllich ergibt sich fiir das Bild in Abhéngigkeit der dyadischen Streuzentrenverteilung
der Zusammenhang

_ /// (j_];/; ///Seq r',w) ])531,0 (ki) oK) x' g3 1 —iker 3 (3.30)
K

'Beim Vergleich von (3.27) mit (3.28) stellt sich die Frage, warum die Anregung Eio im ersten Fall auftritt.
Dies hat den Grund, dass sich die Polarisation der einfallenden Welle dort nicht eliminieren lédsst, wiahrend
diese Moglichkeit im anderen Fall gegeben ist. Auf eine Amplitudennormierung bei E; o wird verzichtet, da
so keine zusédtzlichen Formelzeichen benétigt werden.
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im bistatischen Fall fiir eine Anregung nach der Definition in (3.5) beziechungsweise

Q(r) = /// (i _ ]};S]};S) /// %‘:j’)&’) oiZke g3,/ o —iker 31 (3.31)
K 1%

im monostatischen Fall nach der Definition in (3.15). Die resultierenden Gleichungen brin-
gen den Bildinhalt mit der Streuzentrenbeschreibung des Streukérpers in Verbindung, aller-
dings sind diese in der Praxis wenig hilfreich zur Interpretation der Bilder. Das hat zum einen
den Grund, dass mit der dquivalenten Streuzentrenbeschreibung s, eine schwer greifbare Zwi-
schengroBe eingefiithrt wird und zum anderen zwei geschachtelte Volumenintegrale ein intuitives
Verstiandnis der Rechenvorschrift fast unmoglich machen. Von grofiem Nutzen wére ein Zusam-
menhang analog zu dem in (3.20), wo die resultierende Abbildung als Faltung mit einer Punkt-
antwortfunktion beschrieben wird. Durch die Anwendung eines Néherungsverfahrens ist eine
dhnliche Beschreibung auch fiir dyadische Streuzentrenverteilungen méglich. Die folgenden zwei
Unterabschnitte zeigen dies an zwei verschiedenen Szenarien. Der erste Abschnitt widmet sich
Streukorpern aus einem schwach reflektierenden Dielektrikum, wihrend der zweite Abschnitt
auf Streukorper eingeht, die elektrisch grofie und glatte Flichen mit sehr hoher Leitfdhigkeit
aufweisen. Wahrend die erste Naherung sowohl im bistatischen Fall als auch im monostatischen
Fall anwendbar ist, beschrankt sich die Analyse zum zweiten Ndherungsmodell aufgrund der
dabei notwendigen Annahmen auf das bistatische Szenario mit einer einzigen Einfallsrichtung.
Tabelle 3.1 stellt die zugehorigen Ergebnisse {ibersichtlich dar.

3.3.2.1 Schwach reflektierende dielektrische Streukorper

Die inhomogene Wellengleichung des elektrischen Feldes in (2.4) stellt den Ausgangspunkt fiir
die folgenden Uberlegungen dar. Da hier ein dielektrisches Streuobjekt betrachtet wird, gilt fiir
die Permittivitat

e(r) =¢, (r)ep, (3.32)

sowie fiir die Permeabilitat p (r) = po. Um Mehrfachinteraktionen ohne gréfiere Fehler vernach-
lassigen zu konnen, wird gefordert, dass die relative Permittivitét e, (r) nur geringfiigig grofier
als 1 ist. Die Interaktion mit dem einfallenden Feld wird so auf ein Minimum beschrénkt.

Im Falle einer externen Anregung des Streuobjekts ist die homogene vektorielle Wellenglei-
chung

V x V x E(r,w) — w?eouoe, (r) E (r,w) = 0 (3.33)

zur Beschreibung ausreichend, da das Gebiet des Streukorpers quellenfrei ist. Fiir das einfallende
Feld ohne Streukérper gilt

V x V x Ei (r,w) — w?eouoE; (r,w) = 0, (3.34)

wobei die rechte Seite im Gegensatz zu (2.4) in diesem Fall Null ist. Die Wellengleichung fiir
das Streufeld

V x V x Eg (r,w) — w?eouoEs (r,w) = w?eouo(e, (r) — 1) E (r,w) (3.35)
—_—
O(r)
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ergibt sich aus der Differenz der Gleichungen (3.33) und (3.34), wobei die skalare Funktion
O (r) als Objektfunktion bezeichnet wird. Durch

s(r,w) =w?O(r)1 (3.36)

kann die Problemstellung auf die dyadische Streuzentrenverteilung in der impliziten Integral-
gleichung in (3.23) zuriickgefithrt werden. Wenn das Streuobjekt nur schwach reflektierend ist,
gilt die Born’sche Néherung hinreichend genau. In diesem Fall treten auch keine Geisterziele
auf und es gilt

Seq (r,w) =58 (r,w). (3.37)
Damit wird aus (3.25)
Es (r,w) = G (r,w) # (wQO (r) E; (r,w)) (3.38)

und das elektrische Streufeld lasst sich explizit berechnen. Im monostatischen Fall gilt dies
getrennt fiir beide Polarisationen mit der in (3.9) und (3.10) eingefiihrten Notation E;(1?)
beziehungsweise E, (12,

Die zugehorigen Abbildungen kénnen, wie in (3.30) und (3.31) gezeigt, mit zwei geschachtel-
ten Dreifachintegralen berechnet werden. Die Gewichtungsfunktion

2

" 4r

h(w) (3.39)
eliminiert fiir den schwach reflektierenden Streukorper die Frequenzabhéngigkeit des Integran-
den. Falls die Anregung E; o (ki) eine Frequenzabhéingigkeit aufweist, so kann sie durch einen
zusétzlichen Faktor in h(w) beriicksichtigt werden. Im Folgenden gilt deshalb die Annahme,
dass Ei (ki) = Ei frequenzunabhingig und damit konstant ist. Ahnlich wie bei der Abbil-
dung von selbststrahlenden Stromverteilungen in (3.19) lassen sich die zwei Dreifachintegrale
unter den getroffenen Annahmen vertauschen. Nach dieser Umformung liegen die Ausdriicke

Q(r) =Py (r,k) % (O(r)Big)  und (3.40)

Q(r) =P, (r)*O(r) (3.41)

vor, wobei das resultierende Bild jeweils die Objektfunktion O (r) beinhaltet und aus einer
Faltung mit einer Punktantwortfunktion hervorgeht. Das tiefgestellte b bei

P, (r, l%l) = /// (i — 12512:5) e kT @3k (3.42)
K
kennzeichnet die bistatische Geometrie, wihrend das tiefgestellte m bei

P, (r) = /// (T— k) e #rd’k = 2P (2r). (3.43)
K

die monostatische Punktantwortfunktion identifiziert.? Da es sich in diesem Fall um eine skala-
re Objektfunktion handelt, entspricht die Beschreibung einer Verteilung isotroper Punktstreuer.

?Die dyadischen Punktantwortfunktionen P, und P,, unterscheiden sich durch den Faktor I — ]ACSIES von den
entsprechenden skalaren Definitionen [Walterscheid et al. 2006].
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Entscheidend hierfiir ist die Annahme, dass es sich um einen schwach reflektierenden Streukor-
per mit isotropen elektromagnetischen Eigenschaften handelt. Die skalare Objektfunktion O (r)
kann aber auch als Dyade definiert und damit zur Modellierung anisotroper Materialeigenschaf-
ten verwendet werden. Die Faltungsdarstellung der resultierenden Abbildung dndert sich damit
in

Q(r) =Py (r, i) S (() (r) -ELO) und (3.44)
Q(r) =P, (r) % O (r). (3.45)

3.3.2.2 Perfekt leitende Streukorper

Die Annahme eines perfekt leitenden Streukorpers trifft in guter Naherung auf viele metallische
Objekte zu. Wenn dariiber hinaus im Verhéltnis zur Wellenldnge hinreichend grofie und glatte
Strukturen vorliegen, findet oft die Naherung der physikalischen Optik (PO) Anwendung. In
dieser Ndherung wird die Oberfliche des Objekts, wie in Abb. 3.2 zu sehen, unterteilt in einen
Reflexions- und einen Schattenbereich [Bhalla und Ling 1993; Buddendick und Eibert 2011].
Ausgehend von dieser Unterteilung wird die Stromverteilung durch

20 (r) x H; (r,w), falls r auf der beleuchteten Oberfliche

(3.46)
0, falls r im Schattenbereich

JPO (I‘, w) = {
approximiert, wobei 7 der nach auflen gerichtete Normalenvektor der Oberflache ist. Damit
wird die Stromverteilung im Schattenbereich zu Null gesetzt, im Reflexionsbereich folgt die
Stromverteilung direkt aus dem ungestoérten einfallenden Feld am Auftreffpunkt.

Nun sei das einfallende Feld durch die ebene Welle in (3.3) gegeben. Mit der Maxwell’schen
Gleichung in (2.3a) wird das magnetische Feld in (3.46) durch das elektrische ersetzt. Ausgehend
von der Defintion der dyadischen Leitfdhigkeitsverteilung

~ 2. /50 (r) x k; x I, falls r auf der beleuchteten Oberfliiche
opo(r) =4 V* . . (3.47)
0, falls r im Schattenbereich
lasst sich (3.46) durch
Jpo (r,w) = Gpo (r) - Ei (r,w) = apo (r) - Eig (ki) e 6T (3.48)

ausdriicken. Die Leitfahigkeitsverteilung dndert sich mit der Einfallsrichtung, da diese auch
den Reflexions- und Schattenbereich bestimmt. Eine Bildberechnung ist deshalb nur bei einer
Anregung mit konstanter Polarisation und Einfallsrichtung sinnvoll. Aus diesem Grund wird
der perfekt leitende Streukorper nicht zusétzlich der monostatischen Bildgebung unterzogen,
sondern die zugehorigen Untersuchugen beschrinken sich auf den bistatischen Fall.

Unter den Annahmen der PO entsprechen die dyadische Streuzentrenverteilung in (3.24) und
die dquivalente Quellenverteilung in (3.25) mit

Jeq (r,w) = Jpo (r,w), (3.49)
Seq (r,w) = aopo (r) (3.50)
direkt den hier eingefithrten Gréflen. Dementsprechend stellt das doppelte Dreifachintegral

in (3.30) einen expliziten Ausdruck fiir die resultierende Abbildung dar. Ein normierter und
frequenzunabhéngiger Integrand im Ausdruck wird durch die Gewichtungsfunktion

h(w) = _i{:ﬂ (3.51)
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Reflexionsbereich Schattenbereich
E, e 4
k, ~J f/
Ipo (r,w) Pefrfel(t
f leitender |
_l'H" ki Streu- Jpo (r,w) =0
\ korper

E; 0 r/f\
-~

Abbildung 3.2: Nach dem Prinzip der physikalischen Optik wird ein Objekt fiir jede einfallende
Welle in Reflexions- und Schattenbereich unterteilt [Bhalla und Ling 1993].

erreicht. Wie im letzten Abschnitt soll die Frequenzabhéngigkeit von E; o (k;) mit der Funk-
tion h (w) kompensiert werden, sodass E; eine Konstante darstellt. Nach Vertauschung der
Integrale, wie in (3.19), folgt

Q(r)= //ISb (r -1, /2:1) -apo (') - Ejod’r’ = Py, (r, /2:1) %+ (3po (r) - Eig), (3.52)
S

wobei die resultierende Punktantwortfunktion dem Ausdruck in (3.42) entspricht und die Fl&-
che § den Reflexionsbereich des Streukorpers darstellt. Das Bild ist damit eine Abbildung der
dyadischen Leitfdhigkeitsverteilung opo und der in der Anregung E; o enthaltenen Polarisati-
onsinformation. Dieser Zusammenhang ist auch in Tabelle 3.1 aufgefiihrt und dhnelt (3.40).

Dieses Modell basiert auf den Nédherungen der PO, welche in der Realitit natiirlich nie exakt
erfillt sind. Deshalb ist es nicht ungewohnlich, dass das berechnete Bild entgegen des Zusam-
menhangs in (3.52) nicht immer den Reflexionsbereich wiedergibt, der sich aus den Prinzipien
der PO ergibt. Zusétzlich verursachen Mehrfachreflexionen und Inhomogenitdten Artefakte im
Bild. Im Allgemeinen wird das berechnete Bild deshalb als eine im Volumen definierte Abbil-
dung der dyadische Leitfahigkeitsverteilung betrachtet, welche dem Beobachter Informationen
iiber das Streuobjekt liefert. Die grofiten Amplituden des Bildes entsprechen typischerweise
dem Reflexionsbereich des Streuobjekts und die vektoriellen Eintrége der Dyade geben die Ori-
entierung der Oberfliche wieder. So lédsst sich beispielsweise die Lage und Orientierung eines
metallischen Drahtes erkennen, wie spater in Abschnitt 6.2.3 gezeigt wird. Bei der Interpreta-
tion der Bilder ist die Polarisation des einfallenden Feldes wichtig. Es ist zu beachten, dass nur
die vektoriellen Komponenten der dyadischen Leitfahigkeitsverteilung wiedergegeben werden,
die durch die Polarisation des einfallenden Feldes angeregt werden. Damit sind die vektoriellen
Anteile in Ausbreitungsrichtung typischerweise Null.

3.4 Analytische Losungen der Punktantwortfunktion

Wie in Abschnitt 3.3 erldutert, kann der Bildinhalt als Abbild einer physikalischen Gréfle be-
griffen werden. Die Abbildungseigenschaften werden von Bandbreite und Beobachtungswin-
kelbereich bestimmt und héngen vom Szenario ab (vgl. Abb.3.1). Durch die Berechnung der
Punktantwortfunktion kann dies genau quantifiziert werden. Das Konzept der Punktantwort-



Tabelle 3.1: Ubersicht iiber die in dieser Arbeit behandelten Szenarien.
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Wellen E? E? ) i E?
V (k) ~ Vi (ks) ~ Vi (ks) ~ 19 .
Bilderzeugung /// e g’k
K
Bild () Q(r) Q(r)
) Schwache Streuung:
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funktionen hat in Optik und Bildverarbeitung eine grofie Bedeutung, kommt jedoch auch in
der Radartechnik zum Einsatz.

Im Folgenden werden fiir die in (3.21) definierte Punktantwortfunktion P, analytische Lo-
sungen hergeleitet, wo dies moglich ist. Wie in (3.43) festgestellt, lasst sich jedes Ergebnis durch
eine Skalierung und Stauchung auch als monostatische Punktantwortfunktion Py, verwenden.
Im Gegensatz dazu miissen Losungen der bistatischen Punktantwortfunktion separat berechnet
werden.

Die Losung des Integrals in (3.21) héngt von der k-Raum-Belegung K ab. In bestimmten Fal-
len l&sst sich das Integral analytisch 16sen. Um die mathematischen Ausdriicke zu vereinfachen,
soll die kompakte Schreibweise

/// o—ikr g3y =g(r), (3.53a)
Fl{g(r /// r) kT gip = f (k) (3.53b)

fiir die 3D-Fouriertransformation eingefiihrt werden.? Um die Punktantwortfunktion mit Hilfe
dieser Definition darzustellen, wird die Maskierungsfunktion M (k) verwendet. Sie ist immer
genau in den Bereichen des k-Raums ungleich Null, in denen Beobachtungen vorliegen. Au-
Berdem erlaubt der Wertebereich der Funktion eine Gewichtung der Messwerte. In kompakter
Schreibweise lautet die Punktantwortfunktion somit

r) = //OO M (k) (T = k) e 7 d®le = F { My (k) (T kk) } - (3.54)

Durch eine Koordinatentransformation kénnen die Beobachtungen beliebig im k-Raum an-
geordnet werden. Es ist damit ausreichend, das Integral in (3.54) in einer beliebig gedrehten
Konfiguration analytisch zu lésen. Dies folgt aus dem Rotationsinvarianzprinzip der Fourier-
transformation [Woods 2011], welches besagt, dass eine Rotation im Spektralraum einer Rota-
tion im Ortsbereich entspricht. Fiir die dyadische Punktantwortfunktion bedeutet dies

Py (R r)=F{Mx (R k) (T-R-ER-F)}, (3.55)

wobei R eine Rotationsmatrix in dyadischer Notation bezeichnet.

In den folgenden Abschnitten wird die Punktantwortfunktion fiir elementare Maskierungs-
funktionen analytisch gelost. In der Realitédt fallen die Maskierungsfunktionen oft komplizierter
aus. Deshalb soll ein Zerlegungsansatz entwickelt werden, mit dessen Hilfe auch fiir viele pra-
xisrelevante Szenarien analytische Lésungen konstruiert werden kénnen. Dabei wird eine im k-
Raum definierte Maskierungsfunktion Mg approximiert durch

Mg (k) ~ Mg, (k) + Mg, (k) + --- + Mgy, k), (3.56)

wobei fiir alle Maskierungsfunktionen Mg, bis M K die Punktantwortfunktion analytisch ge-
16st werden kann. Eine komplizierte Punktantwortfunktion kann somit als Summe analytischer
Funktionen approximiert werden.

3Wie in der Fouriertransformation iiblich, erfolgt die Hintransformation mit dem Kern e ¥ und Riicktrans-
formation mit dem Kern ¢/*. Diese Definition fiihrt dazu, dass nicht der Ortsfrequenzbereich sondern der

Ortsbereich dem Fourierraum entspricht.
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Bei einer sphérischen Antennenmessung sind Beobachtungen beispielsweise nicht auf der
gesamten Kugelschale verfiigbar, da die Befestigungsvorrichtung des Positionierers die Antenne
aus mindestens einer Blickrichtung verdeckt. Ublicherweise werden deshalb keine Messungen
um den Stidpol des sphérischen Koordinatensystems durchgefiihrt, was bedingt, dass die Daten
im k-Raum auf einer Kugelschale mit Loch liegen. Eine analytische Punktantwortfunktion fiir
dieses Szenario lasst sich durch die Kombination existierender Lésungen nachbilden. Dieses
Vorgehen wird in Abb. 3.3 veranschaulicht.

3.4.1 Schmalbandige Kleinwinkelndaherung

3.4.1.1 Aligemeine Herleitung

In vielen Szenarien miissen Bilder mit Beobachtungen erstellt werden, die aus einem schmalem
Winkelbereich stammen. Als Beispiel sei hier ein vorbeifliegendes Flugzeug genannt, das vom
Radar einer Bodenplattform nur aus einem begrenzten Blickwinkelbereich erfasst werden kann.

Vollstindige Kugelschale Schmaler Sektor der Schale Kugelschale mit Loch
A ky __“_.ky A ky
.:..-:‘..__.. ..... Ak”

f 7 L 1|20 A9 f

> kx I - '_ - —_— E
Drehung des L
Koordinaten-

systems

Abbildung 3.3: Nachbildung einer kugelférmigen k-Raum-Belegung ohne Polregion durch Sub-
traktion zweier elementarer Punktantwortfunktionen unter Anwendung geeig-
neter Koordinatentransformationen.

Mit der Koordinatentransformation in (3.55) kénnen die Beobachtungen immer um die po-
sitive x-Achse des k-Raums angeordnet werden. Die Daten befinden sich damit in einem Ku-
gelsektor des Spektralraums, der auf der positiven x-Achse seinen Mittelpunkt hat und durch
die Winkel A¢, A6 und die Frequenzbandbreite Ak beschrieben ist. Dieser Bereich entspricht
der Maskierungsfunktion

1 ke K
My (k) =<’ , (3.57)
0, k¢ K
wobei der k-Raum-Bereich
cos ¢ sin 0 2|p — do| < Ad,
K=<{k=Fk|sin¢sinf 210 — 6| < AW, (3.58)

cos 6 2k — ko| < Ak

einem Kugelsektor mit dem Mittelpunkt 6y = 7/2 und ¢y = 0 entspricht. Die Ergebnisse in
[Buddendick und Eibert 2011] basieren auf dem gleichen Definitionsbereich. Fiir die weitere
Herleitung wird angenommen, dass der Offnungswinkel und die Dicke des Kugelsektors gering
sind.
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Um die Punktantwortfunktion fiir diese Wahl von M (k) analytisch zu lésen, wird das Integral
folgendermaflen ausgedriickt:

A A

P (r) = eIt (T - kk) k? sin 0ddgdk

e ¥ (k- ke T — Kk) sin 0d0d gk (3.59)

Im n#chsten Schritt wird eine multivariate Taylor-Entwicklung erster Ordnung fiir den Expo-
nenten —jk-r sowie den Faktor k-k I—kk im Integral durchgefiihrt. Als Entwicklungsvariablen
dienen dabei ¢, 8 und k, wobei um die Werte ¢q, 6y und ko entwickelt wird. Anschliefend wer-
den die urspriinglichen Terme durch ihre Taylor-Entwicklung ersetzt. Das resultierende Integral
kann mit Computeralgebrasystemen® analytisch gelést werden. Nach anschlieBenden Umfor-

mungen erhélt man den dyadischen Ausdruck

B . 0 92 (v, ko) g3 (r, ko)
Py (r) = ki Ap A0 Ake ™07 | gy (r ko) g1 (r, ko) 0 ; (3.60)
g3 (r, ko) 0 g1 (r, ko)

der von den Hilfsfunktionen

L (Adkory\ . [(Abkor, 2\ . (Akry j2 Akr,
o (roko = s (S50 ) (557 [ (150 ) 5 (57) < i e (57

(3.61a)
. Akzrm> . <A9k0r2> [ (Agbkzory> o (Agbkzoryﬂ

g2 (r, ko) = Fory si ( 5 ) s 5 si 5 cos { —5— )| (3.61b)
. Akm) . <Aq§kory) { . <A0korz) B (Aekorz)}

g3 (r, ko) = o si ( 5 ) st 5 si 5 cos 5 . (3.61c)

abhéngt und mit r = r,& + r,§ + 7.2 in Abhéngigkeit von den kartesischen Ortskoordinaten
ausgedriickt wird. Der sogenannten Spaltfunktion
sin

si () = : (3.62)

T

kommt vor allem als Interpolationskern grofle Bedeutung zu. Die analytische Punktantwort-
funktion kann in Simulationen eingebaut werden und ist fiir Berechnungen hilfreich.

Abb. 3.4 zeigt eine Visualisierung der Punktantwortfunktion in (3.60) fiir einen bestimmten
Satz an Parametern. Jede dyadische Komponente wird in einem separaten Plot dargestellt,
dessen Position in der 3 x 3 Anordnung dem jeweiligen Element der Dyade entspricht. Die
Farbcodierung in den Grafiken wird durch die Amplitude der komplexwertigen Funktion in
Dezibel bestimmt. Die volumetrische Information der Funktion wird durch eine Projektion der
Maximalwerte entlang der kartesischen Koordinatenachsen auf die Oberfliche eines Quaders

“In diesem Fall wurde dazu das Programm MuPAD [SciFace Software 2012] eingesetzt, welches ein Teil von
MATLAB [The MathWorks Inc. 2012] ist.
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sichtbar gemacht. Es ist leicht erkennbar, dass die Amplitude im Ursprung fiir die signalfithren-
den diagonalen Eintrdge am grofiten ist. Vom Ursprung aus féllt der Pegel in alle Richtungen
ab, aber die Ausdehnung des Hauptmaximums variiert.

Eine Analyse der Gleichung in (3.61a) offenbart zwei GesetzméaBigkeiten. Zum einen wird
die Ausdehnung in der Beobachtungsrichtung (engl. range direction) von der Bandbreite Ak
bestimmt. Hierbei handelt es sich um die z-Achse. Zum anderen sind die beiden Ausdehnungen
der Funktion senkrecht zur Blickrichtung (engl. cross range) abhéngig vom erfassten Blickwin-
kelbereich und der Trégerfrequenz. Im Speziellen sind dies die y- und z-Achse, welche von der
Frequenz kg und den Winkelbereichen A¢ und A8 bestimmt werden.

Abbildung 3.4: Punktantwortfunktion in (3.60) basierend auf schmalbandiger Kleinwinkelné-
herung fiir A¢p = /3, A0 = /4, Apax = 2m und i, = 1 m, wobei z, y und
z relativ zur minimalen Wellenléinge A.;, angegeben und deshalb einheitenlos
sind.

Die Gleichung in (3.60) basiert auf einer multivariaten Taylor-Entwicklung erster Ordnung,.
Natiirlich kénnen auch andere Ordnungen verwendet werden, wenn sich passende Stammfunk-
tionen fiir das resultierende Integral finden lassen. In Tabelle 3.2 ist eine Ubersicht aller Lo-
sungen dargestellt, die mit der gleichen Vorgehensweise abgeleitet werden konnten. Die Spal-
ten des Vorfaktors in der Tabelle geben Auskunft iiber die verwendete Taylor-Ordnung zur
Approximation des Produktterms sowie des Exponentialterms im Integral. Dabei ist N die
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Maximalordnung der Taylor-Entwicklung

f(8,0,k) ~ > Crymgmy (&= 00)™ (0 — 00)"™ (k — ko)™ (3.63)

WeNg+wong+wrpng <N

mit den Taylor-Koeffizienten Cy,, ng n,. Die Abbruchbedingung wgng+weng +wgng < N in der
Summe verhindert, dass die gewichteten Exponenten der Summanden eine vorgegebene Maxi-
malordnung N {iberschreiten, was die Unterdriickung von ausgewédhlten Monomen erlaubt. Dies
ist vorteilhaft, da das Integral in (3.59) bei Verwendung der herkémmlichen Abbruchbedingung
ng+mng+n, < N nicht zu einem analytischen Ergebnis fiihrt. Die resultierenden Ausdriicke mit
Ordnungen von 2 oder hoher lassen sich mit dem eingesetzten Computeralgebrasystem nicht
analytisch 16sen. Die Definition des erweiterten Abbruchkriteriums bietet zusétzliche Freiheits-
grade, die dazu fiihren, dass auch fiir hdhere Ordnungen analytische Losungen gefunden werden
kénnen. Die Gewichtsparameter wg, wg, wy, wurden mit 1 initialisiert und nur bei Bedarf erhcht.
Bei wg und wg war keine Anpassung notig; das Gewicht wy musste in manchen Féllen auf 2
gesetzt werden. Im Allgemeinen scheint es vorteilhaft, Taylor-Terme mit héheren Ordnungen
von k zu unterdriicken, um die analytische Losbarkeit zu gewéhrleisten. Trotz der Parameter-
wahl wy = 2 fithrt die Erhéhung der Maximalordnung N im Exponenten auf 2 dazu, dass die
resultierenden Formeln in den Zeilen drei, sechs und acht im Datenteil der Tabelle auf der nicht
geschlossen 16sbaren Integralfunktion

erf (z) = % /etht (3.64)
0

basieren. Dies ist ein Nachteil, denn die Auswertung dieses Ausdrucks ist im Allgemeinen
zeitintensiv.”

Die Anwendung der Taylorentwicklung entspricht einer Schmalband- und Kleinwinkelndhe-
rung. In manchen Féllen sind diese Naherungen jedoch nicht gerechtfertigt, beziehungsweise
ungenau. Eine Folge sind Fehler in der Punktantwortfunktion. Dabei hat sich herausgestellt,
dass hohere Taylor-Ordnungen in diesem Fall nicht immer zu genaueren Ergebnissen fiihren.
Dies erscheint im ersten Moment widerspriichlich. Der Grund hierfiir ist, dass der Approxi-
mationsfehler nur in der Néhe des Entwicklungspunktes verringert wird, wahrend weit vom
Entwicklungspunkt entfernt eher gréflere Fehler zu erwarten sind. Dort wird die Taylorentwick-
lung vom Term mit der héchsten Ordnung dominiert, welcher rasch zu einer Divergenz der

Reihe fiihrt.

3.4.1.2 Bistatische Losung

Bei der Berechnung der bistatischen Punktantwortfunktion ist zusétzlich die Anregung zu be-
riicksichtigen, welche durch eine ebene Welle erfolgt. Eine analytische Losung der bistatischen
Punktantwortfunktion soll nun fiir die Einfallsrichtung

k= —4 (3.65)

erfolgen, wihrend die durch den Wellenvektor kg beschriebene gestreute Welle mit (3.58) in
einem schmalen Frequenzband und fiir kleine bistatische Winkel betrachtet wird. Die damit
abgeleitete analytische Losung kann durch Rotation auch fir andere Ein- und Ausfallrichtungen
ausgewertet werden.

°In MATLAB ist die Auswertung mit der Funktion erf méglich.



3.4 Analytische Lésungen der Punktantwortfunktion 41

Tabelle 3.2: Einfluss multivariater Taylor-Entwicklungen mit unterschiedlichen Ordnungen N
und unterschiedlichen Gewichtskoeffizienten wy,wg,ws auf den geschatzten Re-
chenaufwand der Losung.

Vorfaktor Exponent Relativer
[wg, we, wg] | Rechenaufwand
1,1, 375

457

2165

2234
14860
16548
56160
69688

RN W R 2
N N Tl Sl

e e T T e e e T e T

Zur Losung des Integrals in (3.42) wird genau wie in Abschnitt 3.4.1.1 zunéchst eine multi-
variate Taylorentwicklung erster Ordnung verwendet, um anschlieflend das Integral analytisch
16sen zu kénnen. Diese Vorgehensweise fithrt zum Ergebnis

Py (r,~3) = F{M (k) e 7" (T— k) |
gé I‘, /{?0) gé (I‘, /{?0)
= k2 Ap A Ak e i2kora gg gy (r, ko) 0 , (3.66)
g3 0 gi (1'7 ko)

wobei die Hilfsvariablen

= (2550 (24 [ s

oS (Akzrm)} ,  (3.67a)

0Tz
gy (r, ko) = si (Akry)si <A9/<:07°Z) {si <%) — cos <%)] , (3.67b)
Fory 2 2 2
g5 (v, ko) = " si (Akry) si (Agb;{:ory) [si (%) — cos (AH;COTZ)] (3.67¢)
0"z

definiert werden. Die Gleichung weist deutliche Parallelen zu (3.60) auf. Die zwei verschiedenen
Punktantwortfunktionen unterscheiden sich in ihrer z-Abhéngigkeit. Die entlang der z-Achse
einfallende Welle verursacht hier zusétzliche Phasenterme, die zu einer Stauchung der Punkt-
antwortfunktion in xz-Richtung fithren. Dies hat eine Verdopplung der Auflésung in z-Richtung
zur Folge. Abb. 3.4 spiegelt damit auch das Aussehen der bistatischen Punktantwortfunktion
wider, allerdings entspricht das Bild in diesem Fall nicht wie angegeben einem Wellenldngenbe-
reich von 1 m bis 2 m sowie einem Winkelbereich von A¢ = 7/3 und A = 7/4, sondern beschreibt
das Aussehen der bistatischen Punktantwortfunktion fiir einen Wellenldngenbereich von 0,5 m
bis 1m in Verbindung mit den beiden Winkelbereichen A¢ = 7/ und A = 7.

Fiir schmalbandige Kleinwinkelsektoren kann die Naherungslésung der bistatischen Punkt-
antwortfunktion durch eine einfache Koordinatentransformation aus einer Punktantwortfunk-
tion fiir selbststrahlende Quellen berechnet werden. Dabei muss der k-Raum-Bereich von 15Ol in
Abb. 3.1a zur Deckung mit seinem bistatischem Aquivalent P}, in Abb.3.1c gebracht werden.
Dies gelingt naherungsweise durch Verdopplung der Bandbreite und der Frequenz sowie einer
Halbierung des Winkelbereichs. Dies wird in Abb. 3.5 veranschaulicht. Im Falle der Gleichun-
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gen in (3.60) und (3.66), welche beide mit einer Taylorentwicklung erster Ordnung abgeleitet
wurden, stimmt dieser Zusammenhang exakt.

Inverse Inverse
k, Quellenprobleme Streuprobleme

Abbildung 3.5: Veranschaulichung der relevanten k-Raum-Bereiche fiir inverse Streu- und Quel-
lenprobleme bei Benutzung der schmalbandigen Kleinwinkelndherung, wobei
ko, Ak und A¢ in beiden Szenarien den Parametern Frequenz, Bandbreite und
Winkelbereich des Abbildungssystems entspricht.

3.4.2 Breitbandige Kleinwinkelnaherung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde eine analytische Losung der Punktantwortfunktion fiir
schmalbandige k-Raum-Sektoren vorgestellt. Wenn die Losung auf breitbandige Sektoren an-
gewendet wird, so filhrt dies im Allgemeinen zu ungenauen Approximationen und fehlerhaften
Bildern. Es ist jedoch moglich, einen breitbandigen Sektor, wie in (3.56) beschrieben, in viele
schmalbandige Sektoren aufzuspalten und damit die Losung akkurat als Summe vieler schmal-
bandiger Punktantwortfunktionen darzustellen. In diesem Abschnitt soll eine breitbandige Lo-
sung vorgestellt werden, die ohne Aufspaltung in schmalbandige Abschnitte auskommt. Die
daraus resultierende Punktantwortfunktion héngt im Gegensatz zu den im letzten Abschnitt
gezeigten Losungen immer von einer nicht geschlossen losbaren Integralfunktion ab.

Im letzten Abschnitt wurden Produktfaktor und Exponent im Integral in (3.59) mittels einer
multivariaten Taylor-Entwicklung in den Variablen ¢, # und k angenéhert. Um eine breitbandige
Losung der Punktantwortfunktion zu erhalten, wird die k-Abhéngigkeit von diesem Vorgang
ausgenommen. Fir die Ableitung der neuen Ergebnisse gelte die k-Raum-Belegung in (3.57) und
(3.58), wobei zur einfacheren Notation die Definition von minimaler und maximaler Wellenzahl
mit

kmin S k S kmax (368)

eingefithrt wird. Zur Losung des resultierenden Integrals wurde die Methodik aus dem letzten
Abschnitt angewendet. Die multivariate Taylor-Entwicklung nach ¢ und 0 fiir den Produkt- und
Exponentialterm in (3.59) wurde unter Verwendung der Maximalordnung N = 1 ausgewertet.
Die beste Entsprechung im letzten Abschnitt findet dieses Vorgehen in den Zeilen 1 und 2 der
Tabelle 3.2, weil dort die Ordnungen fiir ¢ und € iibereinstimmen. Das Ergebnis fillt aber durch
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die exakte Beriicksichtigung der Wellenzahlabhangigkeit anders aus und lautet

kmax
_ 0 f2 (I’, k) f3 (I’, k)
P,(r)= fa(r,k) fi(r,k) 0 , (3.69)
f3 (I', k) 0 fl (I’, k) Emin
wobei die Hilfsfunktionen
k
f1(x, k) = Fg (Apry, A0r,, k,ry), (3.70a)
yl'z
A¢k j
fo(r k) = Gg (Apry, A0 1, kyry) + —5—Fri (Adry, A0 1., Ky12) (3.70b)
2ryT, ry“r,
AOk J
f3 (I’, k) = ror GE (Aa Tz AQS Tya ka T:B) + mFEl (Aa Tz, AQS Tya ka T:B) (370C)
y'z ylz

definiert wurden, die wiederum von den parameterabhéngigen Ausdriicken

Gg (a,b,k,r,) = — E <Jg (=27, +a—|—b)) +E (Jg (=2r, —a—0»

k k
Fg (a,b, k1) = —Elj=(—2r, +a+b) | —E|j=(—2r, —a—>
2

2

)
+EQ§@4m+a—m)—Ecgpam—a+m), (3.71a)

)

0 (3.71b)

+E <j§(—2rm+a—b)) +E (jg(—Qrm —a+b
abhéngen. Die Ausdriicke Gg und Fg beinhalten dabei die Funktion
E(z) = —. (3.72)

Der Ausdruck Fg; in (3.70b) und (3.70c) bezieht sich auf die Definition in (3.71b), wobei das
tiefgestellte Kiirzel Ei bedeutet, dass die Funktion E durch die Exponentialintegralfunktion

mm:/ém (3.73)

ersetzt wurde. Diese Integralfunktion hat keine analytische Losung und muss mittels numeri-
scher Verfahren berechnet werden.%

Abb. 3.6 zeigt die Punktantwortfunktion in (3.69) unter Verwendung der Parameter aus dem
letzten Abschnitt, sodass ein direkter Vergleich mit Abb. 3.4 moglich ist. Es wird ersichtlich,
dass fiir die hohe Bandbreite von ca. 50%, die in beiden Darstellungen gewéhlt wurde, ein
deutlicher Unterschied vorhanden ist. Die Differenz zwischen den Punktantwortfunktionen er-
klart sich aus den prinzipbedingten Berechnungsfehlern der Schmalbandnéherung, welche die
Breitbandlosung nicht betreffen. Bei dieser Parameterwahl ist die Breitbandlésung deshalb im
Vorteil.

6 Zur Auswertung wird die Funktion ezpint aus dem Programmpaket MATLAB genutzt.
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Abbildung 3.6: Punktantwortfunktion in (3.69) basierend auf breitbandiger Kleinwinkelnéhe-
rung fiir A¢ = 7/3, A0 = /4, Apax = 2m und A\pj, = 1m, wobei z, y und z
relativ zur minimalen Wellenldnge A, angegeben sind.
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3.4.3 Monofrequente Vollkugellosung

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Losungen fiir k-Raum-Belegungen vorgestellt,
die nur einen kleinen sphérischen Winkelbereich umfassen. Durch die Vereinigung vieler kleiner
Bereiche kann die Oberflache einer kompletten Kugel abgedeckt werden, so wie das auch bei
der facettierten Kugel der Fall ist. Die Punktantwortfunktionen der Teilstiicke kénnen mit einer
Koordinatentransformation aus den bisherigen Ergebnissen berechnet werden. Der resultierende
Gesamtausdruck ist eine Summe aus vielen Teilldsungen. Die Anzahl der Summenelemente
héngt von der gewiinschten Genauigkeit ab. Dies fithrt schnell zu sehr komplexen Ausdriicken.
Eine geschlossene Losung dagegen weist diesen Nachteil nicht auf.
Die k-Raum-Maskierungsfunktion wird definiert als
§ (k — ko)

My (k) = w (k) = === (3.74)

Die Gleichung in (3.54) wird unter Benutzung von (3.74) umgeformt zu
Py (r) = F{w ()} 1~ F{w (k) bk }. (3.75)

Der erste Term besitzt, wie in [Schnattinger und Eibert 2012c] gezeigt, die vergleichsweise
einfache Lésung

Fw (k)} = 4msi(kor) . (3.76)

Die Berechnung des zweiten Terms F {w (k) l%l%} wird im Anhang A.1.1 ausfiihrlich behandelt.
Es ergibt sich ein exaktes Ergebnis, das im Gegensatz zu den Lésungen in den vorhergehenden

Abschnitten ohne eine Ndherung auskommt. Durch die Kombination der Teilergebnisse in (3.75)
folgt schliefflich

P,(r) = (ki:)‘? { ((kSTQ - 1) sin (kor) + kor cos (kzor)) I+

((3 - k‘grQ) sin (kor) — 3kor cos (k‘or)) ff}. (3.77)
Die Grenzwertbildung

_ 9_
li_>r% P,(r)= 47T§I. (3.78)
zeigt, dass (3.77) lediglich eine hebbare Definitionsliicke im Ursprung aufweist. Schwierigkei-
ten bei der Auswertung der Punktantwortfunktion sind deshalb nicht zu erwarten. Interessant
ist auflerdem, dass die storenden Nebendiagonaleintrdge der Dyade am Ursprung r = 0 ver-
schwinden. Hohe Amplitudenwerte in den Nebendiagonaleintrdgen sind unerwiinscht, da sie zu
polarimetrischen Fehlabbildungen fithren. Ein Strom in Z-Richtung verursacht so beispielsweise
auch Bildanteile in der §- und 2-Komponente. Eine Visualisierung der Punktantwortfunktion
in (3.77) ist in Abb. 3.7 dargestellt. Obwohl nur monofrequente Beobachtungen einflieen, kann
das Auflésungsvermogen deutlich besser sein als bei Ergebnissen, welche durch die Auswer-
tung eines Frequenzbands mit endlicher Bandbreite gewonnen wurden. Beispiele hierfiir sind
Abb. 3.4 und Abb. 3.6. Dies wird durch die Beriicksichtigung eines grofleren Winkelbereiches
erreicht, welcher die gesamte Kugeloberfliche umfasst.
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Abbildung 3.7: Punktantwortfunktion in (3.77) basierend auf monofrequenter Vollkugellésung
flir Amax = 2m und Ay, = 1 m, wobei z, y und z relativ zur Wellenlédnge Apin
angegeben sind.
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3.4.4 Breitbandige Vollkugellosung

Im vorhergehenden Abschnitt wurde die Punktantwortfunktion fiir die k-Raum-Belegung einer
Kugeloberflache vorgestellt. Nun soll die Losung fiir eine Kugelschale erarbeitet werden. Die
zugehorige Maskierungsfunktion lautet

1, falls kmin S k S kmax

3.79
0, sonst ( )

Mg (k) = W, (k) = k™ {

und héngt vom Parameter n ab. Der Parameter n bestimmt den Exponenten der Potenzfunk-
tion und beeinflusst damit, welches Gewicht Beobachtungen unterschiedlicher Frequenzen bei
der Bildgebung haben. Fiir n € [0,1,2] ist eine analytische Losung moglich. Die ausfiihrliche
Herleitung der Punktantwortfunktion

P, (r) = i—gn_% [hl (r)I + hy (1) rr} Fimes (3.80)

Kmin

mit

—Si(kr) + 2sin (kr) — krcos (kr), n=20

hy (r k) = k™" ¢ sin (kr) — kr cos kr, n=1 (3.81a)
k2r2 Si (kr) — kr cos (kr) + sin (kr), n =2,

3Si(kr) — 4sin (kr) + kr cos (kr), n=>0

ha (r k) = k™" ¢ =3sin (kr) + kr cos (kr), n=1 (3.81b)
k2r2 Si (kr) — 3sin (kr) + 3kr cos (kr), n =2

ist im Anhang A.1.2 zu finden. Die Punktantwortfunktion fiir n = 0 und n = 2 héngt von der
nicht geschlossen 16sbaren Integralfunktion

x

int

Si () :/¥dt (3.82)
0

ab, die auf der Spaltfunktion basiert.” Das Ergebnis in (3.80) besitzt am Ort r = 0 eine

Definitionsliicke, da der Nenner durch die r-Abhéngigkeit an diesem Punkt Null wird. Durch

die Grenzwertrechnung

. — B 1 2— 3—n kmax
lim P (r) = dr o — gl[k: ] (3.83)

kmin

ldsst sich zeigen, dass die Definitionsliicke hebbar ist und die Punktantwortfunktion somit eine
stetige Fortsetzung besitzt. Eine Visualisierung der Punktantwortfunktion fiir die Parameter
Amax = 2m und Ay, = 1 m und n € [0,2] ist in Abb. 3.8 beziechungsweise Abb. 3.9 dargestellt.
Fir n = 1 ergibt sich eine Mischung aus beiden Grafiken. Da sich schon die Losungen fiir
n = 0 und n = 2 wenig unterscheiden, wurde hier auf eine weitere Abbildung verzichtet. Im
Vergleich zu Abb. 3.7 ist die Punktantwortfunktion insgesamt steiler und besitzt deshalb einen
groferen Dynamikbereich. Um trotzdem eine dhnliche Darstellung in der Grafik zu erreichen,
wurde der Dynamikbereich der Farbskala von 40dB auf 60dB vergréflert. Daraus ldsst sich
folgern, dass der Bandbreitenzuwachs den Dynamikbereich des Bildes vergrofiert. Gleichzeitig
fiihrt dies zu einer schméleren Hauptkeule, was auch dem Auflésungsvermogen des zugrunde
liegenden Abbildungssystems zugute kommt.

"In MATLAB kann dieser Ausdruck mit der Funktion sinint ausgewertet werden.
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=10+

Abbildung 3.8: Punktantwortfunktion in (3.80) basierend auf breitbandiger Vollkugell6sung fiir
Amax = 2m, Apin = 1m und n = 0, wobei z, y und z relativ zur minimalen
Wellenldnge Apnin angegeben sind.



3.4 Analytische Lisungen der Punktantwortfunktion 49

=10

=20 H

-30

-50

-60

Abbildung 3.9: Darstellung der Punktantwortfunktion in (3.80) fir Apax = 2m, Apin = 1m
und n = 2, wobei x, y und z relativ zur Wellenldnge A, angegeben sind.






4 Hierarchisches Verfahren zur schnellen
Bilderzeugung

Bei der Berechnung der Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen in (3.1), (3.5) und (3.15)
ist eine Auswertung von mehrdimensionalen Fourierintegralen im k-Raum erforderlich. Um den
Berechnungsaufwand fiir elektrisch grofle Abbildungsobjekte zu reduzieren, wird ein effizienter
Algorithmus benétigt. Dabei ist zu beachten, dass die Messdaten im Ortsfrequenzbereich hau-
fig auf einem sphérischen Gitter angeordnet sind. Der bekannteste Algorithmus zur effizienten
Auswertung der Fouriertransformation und zugleich einer der wichtigsten Algorithmen in der
digitalen Signalverarbeitung ist die schnelle Fouriertransformation (FFT) [Cipra 2000]. Dieser
Algorithmus basiert allerdings auf einem liickenlosen kartesischen Gitter an Abtastwerten, wel-
ches nur durch eine Interpolation aus den sphérischen Beobachtungsdaten gewonnen werden
kann. Dabei entstehen normalerweise Fehler. Mafinahmen zur Verringerung von Interpolations-
fehlern wirken sich typischerweise negativ auf Messdauer, Speicherverbrauch oder Rechenzeit
aus. Im Folgenden soll ein Verfahren vorgestellt werden, das im Gegensatz zur tiblicherweise
kartesischen Diskretisierung direkt eine sphérische Abtastung nutzt und trotzdem die gleiche
Komplexitit in Bezug auf die Anzahl der Rechenoperationen aufweist. Dies wird &hnlich wie
bei der FF'T durch eine hierarchische Struktur der Berechnung erreicht. Damit wird die schnelle
Auswertung der Fouriertransformation fiir sphirische Abtastwerte direkt ohne ein kartesisches
Hilfsgitter moglich.

4.1 Rekursive und spektrale Zerlegung des Bildes

Grundlage des vorgestellten Verfahrens ist eine hierarchische Darstellung der elektrischen Felder
mittels ebener Wellen, welche in ahnlicher Weise auch in der MLFMM [Chew et al. 2001] und
beim Prinzip ,Plane Wave Time Domain“ (PWTD) [Chew et al. 2001, S.815 ff.] verwendet
wird.

4.1.1 Entwicklung des Bildinhalts in Spektren ebener Wellen

Die auf ebenen Wellen basierende Darstellung findet sowohl in der Akustik als auch in der elek-
tromagnetischen Feldtheorie Anwendung. Je nach Szenario besitzt die zu entwickelnde Grofie
bis zu neun Komponenten. Letztere sind bei der Erfassung der vollpolarimetrischen monostati-
schen Streumatrizen in kartesischen Koordinaten zu beriicksichtigen, da es sich hierbei um 3 x 3
Matrizen handelt. Da die Feldkomponenten immer separat betrachtet werden koénnen, wird das
Verfahren im Folgenden nur fiir die skalare Komponente ¥ beschrieben. Das zugehorige Bild

Y (r) = /// ¥ (k) e TkTd3k (4.1)

entspricht damit der Uberlagerung von ebenen Wellen e %7 ¥ (k) aller Richtungen k und Fre-
quenzen k, wobei der Wellenvektor k sich nach (3.6) aus dem Wellenvektor des einfallenden
ki und des gestreuten Feldes kg zusammensetzt. Bei der Wahl des Koordinatensystems wird
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berticksichtigt, dass die Messdaten héufig auf einem sphérischen Gitter vorliegen. Bistatische
Beobachtungen im k-Raum sind nicht um den Ursprung angeordnet, sondern sie sind, wie in
Abb. 3.1c dargestellt, um den Wellenvektor des einfallenden Feldes k; verschoben. Aus diesem
Grund ist eine sphérische Abtastung nur durch einen Wechsel des Koordinatensystems moglich.
Das Spektrum ¥ wird deshalb im Raum des gestreuten Wellenvektors kg abgetastet und nicht
im konventionellen k-Raum. Der Wellenvektor des einfallenden Feldes k; wird so erst bei der
Bildberechnung beriicksichtigt.

Das Koordinatensystem des gestreuten Feldvektors ist nicht nur fiir die bistatische Anordnung
geeignet, sondern es kann auch in den anderen Szenarien eingesetzt werden, was eine einheitliche
Vorgehensweise ermoglicht. Dabei ist der Wellenvektor der einfallenden Welle k; im Fall von
selbststrahlenden Quellen gleich Null. In den folgenden Uberlegungen wird deshalb immer davon
ausgegangen, dass die Spektren auf einem sphérischen Gitter vorliegen.

4.1.2 Rekursive Unterteilung des Bildinhalts

Der Bildbereich wird mit Hilfe eines sogenannten Octrees hierarchisch unterteilt. Der Octree
ist die dreidimensionale Erweiterung des bindren Baums, was bedeutet, dass jeder Knoten acht
Nachfolger besitzt. Die wiirfelférmigen Bereiche tiberschneiden sich dabei nicht. Die hochste
Hierarchieebene besteht nur aus einer Box, die den gesamten Bildbereich beinhaltet, das ent-
sprechende Bild in diesem Quader wird mit () (r) bezeichnet. Der Zusatz (0) beschreibt die
Ebene, wobei der Zéhler mit zunehmender Rekursionstiefe steigt. In den untergeordneten Bo-
xen soll die Ortskoordinate r relativ zum Zentrum der jeweiligen Box angegeben werden. Die
in Abb. 4.1 veranschaulichte hierarchische Zerlegung erfolgt mit

)= 3 o (e ), w2

z‘elj(.q)

wobei j ein Index auf der Ebene ¢ ist; I ](q) beinhaltet die acht Indizes aller zugeordneten

Teilbereiche, ¢ ist einer dieser Indizes auf Ebene ¢ + 1 und rz(qul)

Teilbereichs relativ zum Zentrum der iibergeordneten Box. Durch die Bedingung

B@
WP =0 i eyl > = (4.3)

ist die den Teilbereichen zugeordnete Feldfunktion aufierhalb des Quaders Null, wobei B(@ die
Breite der Boxen auf Ebene ¢ ist. So wird sichergestellt, dass sich die Feldfunktionen wj@ einer
Hierarchieebene nicht tiberschneiden. Bei der Berechnung des Bildes an einem beliebigen Punkt

ist die Position des i-ten

r ist es deshalb ausreichend, nur die dem betreffenden Bereich zugeordnete Feldfunktion z,b](»q)
auszuwerten.

Die rekursive Zerlegung kann auch im Ortsfrequenzbereich dargestellt werden. Diese Dar-
stellung entspricht den Spektren ebener Wellen

v (1) = FH {ui?} = ﬁ /// PP (r) edlekr gy, (4.4)

welche durch eine inverse Fouriertransformation aus den Ortsbereichsdarstellungen hervorge-
hen. Angewendet auf die Rekursionsformel in (4.2) fithrt diese zur Ortsfrequenzdarstellung

P (1) = 37 etk et ) (4.5)
ierl®
J

Jedes Subspektrum ist, wie in Abb. 4.2 zu sehen, einer separaten Subbox zugeordnet.
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Abbildung 4.1: Rekursive Unterteilung des Bildbereichs in 2D.

Abbildung 4.2: Rdumliche Zuordnung der k-Raum-Spektren bei einer Unterteilung des Bildbe-
reichs mit einem Octree.
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4.2 Diskretisierte Spektren ebener Wellen

Numerische Berechnungen erfordern eine Diskretisierung kontinuierlicher Gréflen. Dieser Schritt
hat haufig grofle Auswirkungen auf Genauigkeit und Effizienz. Dies gilt auch fiir das hier vor-
gestellte Verfahren, welches auf einer Diskretisierung der Spektren ebener Wellen basiert.

4.2.1 Monofrequente und breitbandige Spektren

Die FMM basiert auf diskretisierten Spektren ebener Wellen und wird zur Beschleunigung von
Frequenzbereichsverfahren eingesetzt. Dabei werden die Spektren, wie in Abb. 4.3 dargestellt,
2} verdeutlicht
wird. Die Abtastpunkte sind dabei in einem regelméfliigen Schema auf einer Kugel angeordnet.
Im Gegensatz dazu wird bei breitbandigen Spektren ¥ (kél’Q"")) zusétzlich in Radialrichtung

abgetastet. Die Abtastpunkte k§1’2"") liegen damit nicht mehr auf einer Kugel, sondern in ei-

ner Kugelschale, welche sich von der minimalen bis zur maximalen Grenzfrequenz erstreckt.
Dies wird in Abb.4.4 deutlich. Diese breitbandigen Spektren von ebenen Wellen im Ortsfre-
quenzbereich sind eine alternative Darstellungsform fiir die frequenzinvarianten, volumetrischen
Feldverteilungen des Bildes.

Die breitbandige Abtastung ist den Prinzipien der PWTD [Chew et al. 2001, S.815 ff]
dhnlich. Wahrend die breitbandigen Spektren in der PWTD eher den in der Medizintech-
nik verbreiteten Sinogrammen [Basu und Bresler 2000] entsprechen, wird hier die Abtastung
vollstdndig im Ortsfrequenzraum durchgefiihrt. Das Sinogramm wird aus der Ortsfrequenzbe-
reichsdarstellung gewonnen, indem das Frequenzspektrum in Radialrichtung durch eine inverse
Fouriertransformation in einen im Ortsbereich definierten Projektionsschnitt iiberfithrt wird.!
Durch die Radontransformation [Deans 2007] ldsst sich das Sinogramm auch direkt aus der
Ortsbereichsdarstellung berechnen.

monofrequent abgetastet, wobei die Abtastung mit der Notation W (k:sl%él’

B

i

B

22

B

Abbildung 4.3: Abtastpunkte fiir das monofrequente Spektrum ebener Wellen bestehend aus
den Koeffizienten ¥ (kslzzél’z'")).

Im Englischen wird diese Aquivalenz als ,projection slice theorem“ bezeichnet [Mensa 1990, S.2014F.].
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Abbildung 4.4: Abtastpunkte eines breitbandigen Spektrums ebener Wellen.

4.2.2 Spharische Abtastkriterien
Die Genauigkeit und Effizienz der Spektraldarstellung

K 7ki(”)) T

Nk .
¥(r) = F{U (ko)} = > w, ¥ (kgm) eﬂ( (4.6)
n=1

wird mafigeblich durch die Wahl der Abtastpunkte kén) und der Quadraturgewichte w, des
)

Spektrums ebener Wellen ¥ beeinflusst, wobei ki(n im Falle eines Streuspektrums der jeweiligen
Richtung der einfallenden Welle entspricht.
In der Praxis liegt die Spektralinformation haufig in einem sphérischen Abtastraster vor. Bei

der Definition des sphérischen Koordinatensystems verwenden wir die Konvention

o f cos ¢sin 6

ko= 7 |sinpsind|. (4.7)
\E—/ cos 0

In der FMM wird tiblicherweise ein einheitliches Gitter in 6 und ¢ verwendet, da die sphérische
Interpolation damit einfacher und effizienter zu implementieren ist. Um Aliasing-Effekte zu
verhindern, miissen die Abtastintervalle klein genug sein.

Die notwendige Abtastdichte wird vom spektralen Gehalt der Spektren bestimmt. Fiir iso-
trope Strahler in einer Minimalkugel werden die Abtastbedingungen in Anhang A.2 hergeleitet
und lauten

Af< S a0<-S Ap<—F

D =05 %= Dfsne’ (4.8)

wobei D den maximalen Durchmesser des Quellbereichs festlegt. Ahnliche Ergebnisse werden
in [Fortuny 2001, S.42] bei der Analyse von isotropen Streuzentren in einem quaderférmigen
Volumen erzielt, was die in (4.8) angegebenen Werte bestétigt. Im Falle eines Streuspektrums,
bei dem sich die Phasendifferenzen durch ein- und ausgehende Wellen addieren, miissen die
Abtastintervalle halbiert werden.

Fir vektorielle Stromverteilungen gestaltet sich die Analyse - im Gegensatz zu isotropen
Strahlern - etwas aufwindiger. Im Beitrag [Bucci und Franceschetti 1987] wird untersucht, wel-
cher Fehler sich durch die Approximation vektorieller Felder in einem bandbegrenzten Funk-
tionsraum ergibt, wenn sich die Quellen innerhalb einer Minimalkugel befinden. Es wird gezeigt,
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dass die Bandbreite in ¢ und 6 nur abhéngig von der Ausdehnung der Quellenverteilung ist.
AuBlerdem fallt der Approximationsfehler exponentiell ab, wenn die in (4.8) gegebenen Ab-
tastbedingungen eingehalten werden. Um einen vernachldssigbaren Fehler von ungefihr 1% zu
erhalten, lautet die genauigkeitsabhéngige Abtastbedingung fiir ein monofrequentes Spektrum

c c
A< — Apg< ————— 4.
~ xDf’ gb_fosinH’ (4.9)
wobei der Parameter y den Wert
—2/3
Xg1+2(ﬂfD) (4.10)
c

hat. Der Diskretisierungsfehler kann durch eine Erhéhung der Abtastrate weiter reduziert wer-
den. Dies entspricht einer Vergroflerung des Parameters x.

Fiir die spatere Komplexitatsbetrachtung ist es auflerdem wichtig, wie die Anzahl der Ab-
tastpunkte mit der Grofle D skaliert. Die mit (4.8) ermittelte Gesamtzahl der Abtastwerte

D 3

Nic = NpNolo ~ (D) ~ () (4.11)

gilt fiir das breitbandige Ortsfrequenzspektrum einer kugelférmigen Quellenregion mit Radius

D, wobei Ny, Ny und Ny die Anzahl der Abtastpunkte in den jeweiligen sphérischen Koordi-
naten bezeichnen.

4.2.3 Interpolation im Ortsfrequenzbereich

Damit im Folgenden eine effiziente Bildberechnung basierend auf der hierarchischen Darstellung
der Spektren moglich ist, muss die Abtastdichte der Spektren durch ein Interpolationsverfahren
im Verlauf der Berechnungen abhéngig von der Hierarchieebene angepasst werden.

Die in Abb. 4.5 veranschaulichte Interpolation kann durch lokale oder globale Verfahren be-
werkstelligt werden. Ein lokales Interpolationsverfahren fiir ein monofrequentes und zweidi-
mensionales Spektrum ist in Abb. 4.6 schematisch dargestellt. Fiir jeden Interpolationspunkt
werden geeignete Basispunkte gesucht, mit Gewichten multipliziert und superponiert. Eines
der verbreitetsten lokalen Interpolationsverfahren in MLFMM-Implementierungen basiert auf
Lagrange-Polynomen. Die Abtastung in der #-Koordinate wird iiblicherweise durch die Gauf3-
Legendre-Quadratur festgelegt und fir ¢ ist ein dquidistantes Raster iiblich. Die Integrations-
gewichte in (4.6) sind damit durch die Gauf-Legendre-Quadraturgewichte festgelegt [Rokhlin
1993].

Der Rechenaufwand pro Interpolationspunkt ist unabhéngig von der Groéfle des Spektrums,
da die Anzahl der Basispunkte bei einem lokalen Interpolationsverfahren fest vorgegeben ist.
Dies ist wichtig, damit die Gesamtkomplexitit des Algorithmus nicht durch die Interpolation
bestimmt wird. Alternativ kann ein beschleunigtes globales Interpolationsverfahren eingesetzt
werden. In diesem Fall steigt der Rechenaufwand linear-logarithmisch mit der Anzahl der In-
terpolationspunkte, wihrend die lokale Interpolation zu einem linearen Zusammenhang fithrt.

Fiir breitbandige Spektren ist auch eine Interpolation entlang der Frequenz notwendig. Hierzu
wird, wie in Abb. 4.7 veranschaulicht, eine dquidistante Abtastung verwendet. Die Interpolati-
onskoeffizienten werden mit den Lagrange-Polynomen berechnet. Eine lokale Interpolation ist
hier sinnvoll, denn das Fehlen von Abtastpunkten im Bereich zwischen —kpyi, und ki bereitet
beim Einsatz von globalen Interpolationsverfahren Probleme. Hiufig werden die Liicken dabei
mit Nullwerten aufgefillt. Dies reduziert die Effizienz und fiihrt zu Interpolationsfehlern.



4.2 Diskretisierte Spektren ebener Wellen 57

®

Abbildung 4.5: Bei der Interpolation des Spektrums ebener Wellen wird das zur Abtastung
verwendete Raster durch ein feineres ersetzt.

Abbildung 4.6: Exemplarische Gegeniiberstellung von Interpolation und Anterpolation.
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Abbildung 4.7: Interpolation entlang der Wellenzahl, welche im Ortsfrequenzbereich der Radi-

alrichtung entspricht.
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4.2.3.1 Lokale Interpolation

Bei der Wahl eines lokalen Interpolationsverfahrens muss zur Gewéhrleistung einer vorgege-
benen Genauigkeit eine unter Aspekten der Rechenzeit vorteilhafte Abstimmung zwischen der
Anzahl der Basispunkte pro Interpolationspunkt und der gewiinschten Uberabtastung vorge-
nommen werden. In tblichen Implementierungen ist die verwendete Abtastdichte mehr als
doppelt so groBl wie der Wert, der durch das theoretische Minimum in (4.8) vorgegeben wird.
Dies liegt an der Tatsache, dass nicht die Gruppengréfle, sondern der Translationsoperator
der jeweiligen Ebene den Spektralbedarf bestimmt, da dessen Bandbreite von der Summe aus
Quell- und Zielboxgréfie abhiingt [Chew et al. 2001]. Die starke Uberabtastung fiihrt dazu, dass
im Allgemeinen nur Interpolationsordnungen im einstelligen Bereich notig sind, um eine hohe
Genauigkeit zu erreichen.

Zwar legt der Umstand, dass der Translationsoperator bei der eigentlichen Bildberechnung
durch die hierarchische Zerlegung nicht verwendet wird, die Vermutung nahe, dass man die
Uberabtastung deutlich verringern kénnte, doch dem sind zur Gewidhrleistung einer hohen
Genauigkeit und Effizienz enge Grenzen gesetzt. Um die Genauigkeit nicht zu beeintrachtigen,
muss die Interpolationsordnung erhéht werden und dies geht schnell zu Lasten der Effizienz. In
der Praxis wird die Uberabtastung deshalb nur moderat verringert.

4.2.3.2 Globale Interpolation

In [Sarvas 2003] wurde gezeigt, wie sich die sphérische Interpolation durch Verwendung der
FFT umsetzen lasst. Die Grundlagen der 1D-FFT-Interpolation werden in Anhang A.3 erklart.
Die Abtastpunkte in ¢ und 6 miissen dabei auf einem &quidistanten Raster liegen. Fiir die
Bildberechnung ist dieses Verfahren ideal, da der Bandbreitenbedarf nicht durch die Trans-
lationsoperatoren bestimmt wird und eine geringe Uberabtastung in Kombination mit einer
exakten Interpolation moglich ist.

Die Herausforderung beim Einsatz dieses Verfahrens besteht darin, eine hohe Genauigkeit bei
der Quadratur zu erzielen. Es wére beispielsweise naheliegend, die Quadraturgewichte w,, in
(4.6) mit der Funktionaldeterminante des sphérischen Volumenelements k2 sin § gleichzusetzen.
Zwar konvergiert das Integral im Grenzfall auf den richtigen Wert, jedoch ist die Genauigkeit
bei grob abgetasteten Spektren nicht zufriedenstellend. In [Sarvas 2003] wird gezeigt, dass die
Approximation von sin § durch eine abgebrochene Fourierreihe bessere Ergebnisse liefert.

Voraussetzung fiir die FFT-Interpolation ist eine dquidistante Diskretisierung in 6 und ¢,
welche einen Fixpunkt besitzt. So wird hier ein Abtastpunkt bezeichnet, der sich unabhéngig
davon, welche Abtastdichte gewéhlt wird, immer an der gleichen Position befindet. Oft werden
die Fixpunkte 6 = 0 (Nordpol) und ¢ = 0 (Nullmeridian) gewéhlt. Allerdings fiithrt diese Wahl
immer zu einer unerwiinschten Haufung der Abtastpunkte exakt an den Polen. Aus diesem
Grund wurde das Gitter fiir § so gewiihlt, dass der Fixpunkt am Aquator liegt. Dies entspricht
dem Koordinatenwert §# = 7/2 und die zugehorigen Abtastpunkte kénnen durch

0 m
= T
m N9—|—17

m=12,--,Ny (4.12)

berechnet werden, wobei Ny nur ungerade sein darf und ¢ von 0 bis 27 1duft. Die Gewichte

9 No 0 2_1.  falls i gerade
wy, = k°AOAPAK Z a;elm mit a; = 717 , (4.13)
=N, 0, falls ¢ ungerade

entsprechen einer abgebrochenen Fourierreihe der Funktion sin 6 [Sarvas 2003].
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4.3 Bilderzeugung

Die Berechnung eines Bildes beginnt {iblicherweise mit einer Vorprozessierung der Beobachtun-
gen, sodass im Anschluss ein korrekt abgetastetes Spektrum im k-Raum vorliegt. Die Abtastung
wird bestimmt durch die Abmessungen des Bildbereichs, wobei der genaue Zusammenhang in
(4.8) gegeben ist.

Die grundsétzliche Funktionsweise des hier vorgestellten Verfahrens besteht darin, ein Spek-
trum ebener Wellen mit der im Folgenden noch genauer zu erkliarenden Disaggregation re-
kursiv in lokalisierte Subspektren zu unterteilen, um dann das Bild aus den Subspektren auf
der feinsten Ebene zu berechnen. Die Auswertung des Bildes erfolgt durch Anwendung der
Feldberechnungsformel in (4.1) auf die disaggregierte Spektraldarstellung.

4.3.1 Aggregation und Disaggregation

Je nach GréBe des Bildbereichs fithrt die rekursive Unterteilung mit einem Octree zu mehreren
Hierarchieebenen. Um abgetastete Spektren von verschiedenen Ebenen ineinander iiberzufiih-
ren, werden spezielle Verfahren verwendet. Mit der Aggregation werden die Spektren der unge-
ordneten Knotenelemente entsprechend der hierarchischen Struktur kombiniert, der umgekehrte
Prozess wird als Disaggregation bezeichnet. Die Aggregation ist demnach eine effiziente Imple-
mentierung der Gleichung in (4.5). Der rekursive Prozess ist in Abb. 4.8 schematisch dargestellt.
Die Grafik lasst auch erkennen, dass die Abtastdichte der Spektren von der elektrischen Grofie
der jeweiligen Box abhiingt. Aus diesem Grund ist beim Ubergang zwischen den verschiedenen
Hierarchieebenen eine Anpassung der Abtastdichte erforderlich.

Der Ausdruck in (4.5) beinhaltet eine Exponentialfunktion, die dazu fiihrt, dass sich der
spektrale Gehalt der Spektren vor der Summation verdoppelt. Dies tragt der Tatsache Rech-
nung, dass die Abmessungen der iibergeordneten Knotenelemente doppelt so grof sind wie ihre
Nachfolger. Aus (4.11) folgt, dass die Anzahl der Abtastpunkte fiir das zugehorige Spektrum
um den Faktor 8 steigt, wobei sich aber gleichzeitig die Anzahl der Boxen um den Faktor 8
verringert, da jeder Knoten bei der Aggregation acht Nachfolger ersetzt. Dieser Zusammenhang
wird in Abb. 4.8 veranschaulicht. Die Gesamtanzahl der Abtastpunkte pro Unterteilungsebene
bleibt so nahezu konstant, was unter anderem die Effizienz des Algorithmus begriindet.

4.3.1.1 Aggregation

Die Aggregation besteht aus mehreren Schritten. Zuerst muss, wie in Abb. 4.5 gezeigt, das Spek-
trum der Nachfolgerboxen auf das Samplingraster des iibergeordneten Knotenelements inter-
poliert werden. Dies erméglicht die Multiplikation mit dem Exponentialausdruck in (4.5), ohne
dass Aliasingfehler entstehen. Dieser Rechenschritt entspricht einer Verschiebung des Koordi-
natenursprungs im Ortsbereich, so wie in Abb. 4.9 veranschaulicht. Im letzten Schritt miissen
alle interpolierten und multiplizierten Spektren superponiert werden. Verschiebung und Su-
perposition sind klar definiert und stellen bei einer Implementierung deshalb keine besondere
Schwierigkeit dar. Die Interpolation hingegen lésst sich, wie in Abschnitt 4.2.3 erortert, mit ver-
schiedenen Verfahren bewerkstelligen, die iblicherweise an ein spezielles Diskretisierungsraster
gebunden sind.

4.3.1.2 Disaggregation

Die Aggregation setzt sich aus linearen Teiloperationen zusammen und kann deshalb als Ma-
trix-Vektor-Multiplikation dargestellt werden, wobei A im Folgenden die zugehorige Matrix
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Abbildung 4.8: Die Aggregation ist ein rekursiver Prozess, bei dem die Subspektren ebener
Wellen sukzessive zusammengefasst werden.

TN
ky

Abbildung 4.9: Bei der Verschiebung eines Spektrums ebener Wellen &ndert sich der Koordina-
tenursprung im Ortsbereich.
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bezeichnet. Diese Feststellung ist hilfreich bei der Definition der Disaggregation, die somit als
Multiplikation mit der adjungierten Matrix AH interpretiert werden kann. Die Ausgangsgrofien
bei der Aggregation stellen damit die Eingangsgrofien fiir die Disaggregation dar und umge-
kehrt. Abb. 4.10 stellt anschaulich dar, wie ein Spektrum durch die Disaggregation in mehrere
Subspektren zerlegt wird, die wegen einer geringeren Signalbandbreite grober abgetastet werden
konnen.

Die Berechnung des adjungierten Operators kann auch ohne Kenntnis der Matrix erfolgen.
Dazu miissen die Einzeloperationen separat adjungiert und anschliefend in ihrer Reihenfolge
umgekehrt werden. Die Aggregation besteht aus drei Berechnungsschritten: 1. Interpolation der
Spektren, 2. Verschiebung der Spektren und 3. Superposition der Spektren. Damit besteht die
Disaggregation zuerst aus einer adjungierten Superposition, dann aus einer adjungierten Ver-
schiebung der Spektren und zum Schluss aus einer adjungierten Interpolation. Die adjungierte
Superposition entspricht einer Initialisierung aller Subspektren mit dem Spektrum am {iberge-
ordneten Knoten; die Richtung der Verschiebung kehrt sich im adjungierten Operator um, und
die in Abb. 4.6 veranschaulichte adjungierte Interpolation wird Anterpolation genannt.

Fir die Anterpolation werden die gleichen Gewichte wie fiir die Interpolation benutzt, was
eine Tiefpassfilterung bewirkt. Eine wichtige Eigenschaft der Anterpolation ist, dass das Ergeb-
nis der Summe in (4.6) fiir kleine Werte von r nahezu gleich bleibt. Aus diesem Grund werden
die Quadraturgewichte w,, auf der hochsten Ebene direkt auf die Abtastwerte aufmultipliziert,
da die Anterpolation bei der Disaggregation dafiir sorgt, dass die Integrale beziehungsweise
Summen ihren korrekten Wert beibehalten. Die Disaggregation wird somit auf die gewichteten
Spektren angewendet.

C0gllf ... N /. S ...

Abbildung 4.10: Bei der Disaggregation wird jedes Spektrum ebener Wellen beim Ubergang auf
die hierarchisch untergeordneten Bildbereiche in acht Subspektren unterteilt.

4.3.2 Optimierung der Parameter

Es gibt zahlreiche Parameter und Implementierungsdetails, die einen Einfluss auf die Rechen-
zeit sowie die Genauigkeit des Verfahrens haben. Deshalb wird hier nicht versucht, einen allge-
mein giiltigen Satz an optimalen Parametern zu bestimmen, sondern es sollen Untersuchungen
angestellt werden, die zu einem grundlegenden Versténdnis der Abhéngigkeiten fithren. Die
Disaggregation von breitbandigen Spektren stellt im Gegensatz zur Disaggregation von mono-
frequenten Spektren ein Novum dar. Durch die Erweiterung auf breitbandige Spektren dndern
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sich manche Zusammenhénge oder werden durch andere Gesetzméfigkeiten erginzt. Um diese
Unterschiede feststellen zu kénnen, soll sowohl ein monofrequentes als auch ein breitbandiges
Szenario untersucht werden.

Ausgangspunkt ist ein Szenario mit acht skalaren Streuzentren, die mit 7,7y, 7. = £0,25m
auf den Eckpunkten eines Wiirfels angeordnet sind. Zur Berechnung der Abbildung v (r) mit
(4.1) wird das monostatische Streuspektrum

¥ (k) = (27)° F1 {ié (r — r,)} = ieﬂks'” (4.14)
i=1 i=1

verwendet, welches durch eine Fouriertransformation aus der Streuzentrenanordnung hervor-
geht. Dabei bezeichnet r; die Position des jeweiligen Streuzentrums. Im breitbandigen Szenario
erstreckt sich der Frequenzbereich von 1 GHz bis 2 GHz, wéhrend im anderen Fall monofre-
quente Daten bei 2 GHz verwendet werden. Je nach zur Verfiigung stehender Bandbreite ergibt
sich ein anderes Bild. Dies ist jedoch in (4.1) nicht direkt ersichtlich. Deutlicher wird dies im
Ausdruck

¥ (r) = F{Mg (k) ¥ (ks)}, (4.15)

welcher sich die Maskierungsfunktionen

1 f H kmin S k S kmax
My (k) :{ e (4.16)
0, sonst
und
0 (k — ko)
My (k) = =5~ (4.17)

in (3.79) beziehungsweise (3.74) zu Nutze macht.?

In Abschnitt 3.4.3 und Abschnitt 3.4.4 wurde gezeigt, dass eine dyadische Abbildung aus mo-
nofrequenten beziehungsweise breitbandigen, sphérischen Beobachtungsdaten durch das Kon-
zept der Punktantwortfunktionen analytisch losbar ist. Dies gilt auch fiir den vorliegenden
skalaren Fall. Die zugehorige Punktantwortfunktion fiir den monofrequenten und breitbandi-
gen Fall geht durch eine Stauchung aus (3.76) beziehungsweise [Schnattinger und Eibert 2014]

4 kll]ax
P(r)= T—;T [sin (kr) — krcos (kr) (4.18)
Kmin

hervor. Die erforderliche Stauchung ist in (3.43) quantifiziert. Durch Verwendung der Punk-
tantwortfunktionen lasst sich die analytische Losung des Abbildungsproblems mit

8
b =Y P -1) (£19)

fiir beide Szenarien direkt angeben. Abb.4.11 zeigt eine grafische Auswertung dieser Losun-
gen. Diese Ergebnisse werden nun im Folgenden als Referenz fiir die mit dem hierarchischen

2Um die resultierende Verteilungsfunktion mit dem Ergebnis aus (4.1) zur Ubereinstimmung zu bringen, muss
der Parameter n im breitbandigen Szenario (vgl. (3.79)) zu Null gesetzt werden.
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Algorithmus berechneten Bilder verwendet. Das verwendete Genauigkeitsmafl ist der mittlere
Fehler pro Pixel, welcher mit der Formel

1
10logq v ///
|4

in Dezibel ermittelt wird. Fiir die Auswertung dieses Ausdrucks werden Bilder mit 64 x 64 x 64
volumetrischen Pixeln berechnet.

Pr)  trei(r) 2
max [y (r)] max |tret (r)]

dr (4.20)

(a) 1GHz - 2GHz (b) 2GHz

Abbildung 4.11: Mit analytischen Punktantwortfunktionen berechnete Referenzbilder der vor-
liegenden Streuzentrenanordnung.

4.3.2.1 Monofrequente Disaggregation

Im ersten Teil der Untersuchungen wird der monofrequente Datensatz fiir die Berechnung der
Bilder herangezogen. Die zugehorige Referenzlésung ist in Abb. 4.11b dargestellt. Wie bereits
ausfiihrlich diskutiert, gibt es zwei grundsétzlich unterschiedliche Interpolationsverfahren, die
jeweils eine andere Abtastung der Kugelspektren erforderlich machen. Dies betrifft nicht nur
die Anordnung der Abtastpunkte, sondern auch die bendtigte Uberabtastung. Bei globalen
Verfahren reicht eine geringe Uberabtastung, um eine hohe Genauigkeit zu erreichen. Lokale
Interpolationsverfahren erfordern ein Abwigen zwischen Interpolationsordnung und Uberab-
tastung, wobei die Uberabtastung bei lokalen im Vergleich zu globalen Interpolationsverfahren
nahezu verdoppelt werden muss. Bei Verwendung des gleichen Diskretisierungsgitters sind die
unterschiedlichen Verfahren somit schlecht vergleichbar. Um die Vergleichbarkeit trotzdem ge-
wihrleisten zu kénnen, wird ein Uberabtastungsfaktor s eingefiihrt, welcher die Uberabtastung
in beiden Verfahren unterschiedlich definiert. Mit

kD kD
Ngopal _ {s <— + 1ﬂ : NPt = [5 (2— + 2” (4.21)
2 ungerade 2 gerade

fur die globale Interpolation und

Néokal _ [23 (k‘?D + 1>-‘ 7 Né)okal — {23 (2]%) + 2)-‘ (4.22)
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fiir die lokale Interpolation unterscheidet sich die Anzahl der Abtastpunkte in ¢ und 6 fiir ein
bestimmtes s um den Faktor 2, wobei D der maximale Durchmesser der zugrunde liegenden
Ortsbereichsdarstellung ist. Das Ergebnis der Gauf’schen Klammerfunktion | | ist die kleinste
ganze Zahl, welche nicht kleiner als das Argument ist. Der tiefgestellte Text weist darauf hin,
ob auflerdem gefordert wird, dass die Zahl gerade oder ungerade ist.

In Abb.4.12a ist die Zeit fiir die Berechnung des Bildes in Abhéngigkeit der Disaggrega-
tionsschritte angegeben, wobei Null dem vollstdndigen Verzicht auf eine Disaggregation ent-
spricht. Die einzelnen Kurven im Diagramm kommen jeweils durch eine andere Interpolati-
onsordnung oder ein anderes Interpolationsverfahren zustande. Bei den ersten drei Kurven
handelt es sich um das in Abschnitt 4.2.3.1 beschriebene lokale Interpolationsverfahren in den
Ordnungen 2, 8 und 32, und die vierte Kurve basiert auf dem globalen Interpolationsverfahren
in Abschnitt 4.2.3.2. Wenn die Anzahl der Hierarchieebenen gering ist, hat die Interpolations-
ordnung demnach fast keine Auswirkung auf die Rechenzeit. Wie bereits erértert, bestimmt
die Wahl des Interpolationsverfahrens das zugrunde liegende sphérische Gitter. So kann die
Lagrange-Interpolation mit dem Gauf-Legendre-Gitter kombiniert werden, wiahrend die FFT-
Interpolation eine dquidistante Abtastung bendtigt.

Alle Kurven im Diagramm zeigen qualitativ das gleiche Verhalten. Wéhrend eine geringe oder
hohe Anzahl an Disaggregationsschritten die lingste Berechnungszeit zur Folge hat, stellt sich
immer bei einer mittleren Anzahl an Disaggregationsschritten ein Minimum ein. Der Anstieg
bei sehr vielen Hierarchieebenen héngt mit dem in der Software nétigen Verwaltungsaufwand
zusammen, der durch eine steigende Zahl an Subspektren verursacht wird und ab einer gewis-
sen Hierarchieebene die Ausfithrungszeit dominiert. Unter dem alleinigen Gesichtspunkt der
Berechnungszeit entspricht die optimale Wahl der Disaggregationsschritte daher dem Mini-
mum der Kurve. Allerdings wird der Einfluss auf die Genauigkeit dabei nicht beriicksichtigt.
In Abb.4.12b wird der nach (4.20) berechnete mittlere Fehler pro Pixel in Abhéngigkeit von
der Anzahl an Hierarchieebenen dargestellt. Es ist erkennbar, dass jeder zusétzliche Disaggre-
gationsschritt den Gesamtfehler vergroflert. Aus Sicht des Fehlerzusammenhangs gilt daher: je
weniger Disaggregationsschritte, desto besser. Ein Abwéigen dieser gegensitzlichen Vorgaben
fihrt schliefllich zur optimalen Anzahl an Disaggregationsschritten.

Bei gleichem Abtastgitter ist das globale Interpolationsverfahren genauer als das lokale, es
besitzt jedoch auch die groflere Komplexitét. Dies steht nicht im Widerspruch zu Abb. 4.12b, da
dort der in (4.22) und (4.21) definierte Uberabtastungsfaktor s dafiir sorgt, dass die Abtastung
des lokalen Interpolationsverfahrens im Vergleich zum globalen verdoppelt wird.

Die Uberabtastung ist somit ein wichtiges Instrument zur Erhohung der Genauigkeit.
Abb. 4.13b verdeutlicht, wie die Genauigkeit mit der Uberabtastung ansteigt, wobei sechs Hier-
archieebenen verwendet werden. Falls das Interpolationsverfahren eine Wahl der Interpolati-
onsordnung zulésst, so kann die Steigung der Kurven beeinflusst werden, wie im Diagramm zu
sechen. Abb. 4.13a zeigt, dass sich die Uberabtastung negativ auf die Rechenzeit auswirkt.

Eine mehrdimensionale Darstellung der Abhéngigkeiten erleichtert die Optimierung der Pa-
rameter. Im Folgenden beschrénkt sich die Analyse auf das globale Interpolationsverfahren,
welches den Vorteil hat, dass die Wahl der Interpolationsordnung entféllt. Abb. 4.14 beschreibt
die Zusammenhénge zwischen den Zielvorgaben Rechenzeit und Genauigkeit sowie den Parame-
tern Uberabtastung und Anzahl an Hierarchieebenen. Nun soll exemplarisch gezeigt werden,
wie diese Diagramme zur Bestimmung eines Parametersatzes genutzt werden konnen. Aus-
gangspunkt ist ein zuldssiger mittlerer Pixelfehler, der durch den Benutzer vorgegeben ist.
Anschlieend wird die Kurve im Genauigkeitsdiagramm ermittelt, die diesem Fehler entspricht.
Die Koordinaten dieser Kurve werden nun in die Grafik fiir die Rechenzeit {ibertragen. Die Lo-
sung entspricht schliefllich dem Ort des Minimums entlang dieser Kurve. Dadurch lassen sich
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Abbildung 4.12: Lokales Verfahren mit verschiedenen Interpolationsordnungen O im Vergleich
mit einem globalen Verfahren in Abhéngigkeit von der Anzahl an Hierarchie-

ebenen bei der Prozessierung von monofrequenten Daten, wobei der Uberab-

tastungsfaktor 1 ist.
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Abbildung 4.13: Lokales Verfahren mit verschiedenen Interpolationsordnungen O im Vergleich

mit einem globalen Verfahren in Abhingigkeit vom Uberabtastungsfaktor bei
der Prozessierung von monofrequenten Daten, wobei sechs Hierarchieebenen
verwendet werden.
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die zwei Parameter Uberabtastung und Anzahl an Hierarchieebenen so bestimmen, dass sie fiir
einen vorgegebenen Fehler die Rechenzeit minimieren.

Rechenzeit [sec]
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Abbildung 4.14: Abhéngigkeiten des globalen Interpolationsverfahrens von Uberabtastungsfak-
tor und Anzahl an Hierarchieebenen bei der Prozessierung von monofrequenten
Daten.

In der Praxis wird die Anzahl der Disaggregationschritte sinnvollerweise durch die Angabe
einer unteren Grenze fiir die Anzahl der spektralen Abtastpunkte auf der untersten Hierarchie-
ebene festgelegt. Diese Vorgabe stellt gleichzeitig sicher, dass die Anzahl der Disaggregations-
chritte im richtigen Mafl mit der Problemgrofie skaliert.

4.3.2.2 Breitbandige Disaggregation

Die vorangegangene Analyse zeigt, dass die monofrequente Disaggregation bei der richtigen
Wahl der Parameter sowohl schnell als auch sehr genau ist. Die globale Interpolation scheint
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besonders vorteilhaft, da eine Wahl der Interpolationsordnung entfillt und auch der Speicher-
verbrauch durch die tendenziell geringere Uberabtastung sinkt. Fiir die Komponenten ¢ und
0 gilt dieser Zusammenhang auch bei der Disaggregation von breitbandigen Spektren. In den
weiteren Untersuchungen soll deshalb das globale Interpolationsverfahren verwendet werden.
Fiir die Frequenzkomponente £ kommt jedoch prinzipbedingt immer ein lokales Interpolations-
verfahren zur Anwendung (vgl. Abschnitt 4.2.3).

Der nun folgende zweite Teil der Untersuchungen zeigt, was bei der Disaggregation von
breitbandigen Spektren zusétzlich zu beachten ist. Die numerischen Berechnungen erfolgen im
Frequenzbereich von 1 GHz bis 2 GHz, wobei jedes Ergebnis mit der analytisch berechneten
Referenzlésung in Abb. 4.11a verglichen wird. Zur Untersuchung des Einflusses der Uberabtas-
tung in Richtung der Frequenzkomponente k auf die Genauigkeit und Rechenzeit des hierarchi-
schen Abbildungsprozesses wurden die Diagramme in Abb.4.15 angefertigt, wobei die Anzahl
der Disaggregationsschritte mit 6 maximal gewihlt wurde. Sie zeigen, dass die Uberabtas-
tung erwartungsgeméf einen groffen Einfluss auf beide Groflen hat. Die verschiedenen Kurven
entsprechen dabei unterschiedlichen Interpolationsordnungen fiir die Lagrange-Interpolation
in Frequenzrichtung. Die Genauigkeit kann durch die Uberabtastung zwar beliebig eingestellt
werden, doch im Vergleich zu den Winkelkomponenten muss die Uberabtastung fiir die Fre-
quenzkomponente deutlich héher gewéhlt werden, um ein dhnliches Fehlermaf zu erzielen (vgl.
Abb.4.13). Der Fehler wird fiir die getesteten Uberabtastungsfaktoren durch die Interpolation
in Frequenzrichtung dominiert. Fiir die Winkelkomponenten 6 and ¢ ist ein Uberabtastungs-
faktor s von lediglich 1 nach der Definition in (4.22) deshalb ausreichend. Es sei hier erwéhnt,
dass ein mittlerer Fehler pro Pixel von unter —25 dB fiir den Betrachter kaum zu unterscheiden
ist. In der Praxis ist hiufig nur eine geringe Uberabtastung in Frequenzrichtung notwendig und
die Effizienz wird kaum beeintrachtigt.

Der Vollsténdigkeit halber werden analog zu Abb.4.13 und Abb. 4.14 Laufzeiten und Ge-
nauigkeiten in Abhéngigkeit von beziehungsweise in Kombination mit der Anzahl an Disag-
gregationsschritten untersucht. Im Gegensatz zum monofrequenten Fall wird hier der Uberab-
tastungsfaktor nur in Frequenzrichtung variiert, fiir die Winkelkomponenten bleibt er 1. Die
Diagramme in Abb.4.16 und Abb. 4.17 zeigen die resultierenden Laufzeiten und Genauigkeiten.
In Abb. 4.16 betrigt der Uberabtastungsfaktor in Frequenzrichtung 3.

Grundsétzlich verhélt sich die Interpolation in Frequenzrichtung sehr &hnlich wie in den
Winkelkoordinaten. Allerdings erfordert sie zur Erreichung d&hnlicher Genauigkeitsmafle wie im
monofrequenten Fall deutlich héhere Uberabtastungsfaktoren. Dies muss bei der Wahl der Pa-
rameter beriicksichtigt werden. In der Praxis ist eine hohe Genauigkeit bei der Bildberechnung
jedoch nur selten noétig und die Uberabtastungsfaktoren koénnen entsprechend niedrig gewéhlt
werden.
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Abbildung 4.15: Prozessierung von breitbandigen Daten mit unterschiedlichen Interpolations-
ordnungen Oy, fiir die Wellenzahl in Abhéngigkeit vom Uberabtastungsfaktor

der Wellenzahl, wobei die Anzahl an Hierarchieebenen 6 betrigt.
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Abbildung 4.16: Prozessierung von breitbandigen Daten mit unterschiedlichen Interpolations-
ordnungen Oy, fiir die Wellenzahl in Abhéngigkeit von der Anzahl an Hierar-
chieebenen, wobei der Uberabtastungsfaktor der Wellenzahl 3 betrigt.
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Abbildung 4.17: Abhéngigkeiten des breitbandigen Interpolationsverfahrens von der Anzahl an
Hierarchieebenen und vom Uberabtastungsfaktor der Wellenzahl, wobei die
zugehorige Interpolationsordnung Oy 8 betrégt.
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4.4 Komplexitatsanalyse

4.4.1 Direkte Bildberechnung

Prinzipiell kann das Bild an beliebigen Punkten ausgewertet werden; fiir eine einfache Visuali-
sierung ist jedoch ein kartesisches Gitter vorteilhaft. Die Abtastung ist vom Detailinhalt abhén-
gig und das Bild ist eine ortsabhéngige Funktion bestehend aus tiefpassbegrenzten Signalen, da
es der Fouriertransformation eines endlich ausgedehnten k-Raum-Sektors entspricht. Auf den
Ortsbereich tibertragen besagt das Nyquist-Shannon’sche Abtasttheorem, dass das Abtastin-
tervall im Ortsbereich mit

T Ami
Ar < — [mn 4.2
"= kmax 2 ( 3)

durch die maximale Wellenzahl k., beziechungsweise durch die kleinste Wellenldnge Apni, be-
schrankt ist.

Die Zahl der Bildpunkte 2/aAr pro Bilddimension ist linear abhéngig von der maximalen Orts-
frequenz kpax sowie von der Ausdehnung des Bildes D im Ortsbereich. Fiir ein dreidimensionales
Bild ist die Gesamtzahl der Bildpunkte mit

D, D, D.

)\min >\min )\min

N, > 8

= 8‘/elektrisch (424)

proportional zum elektrischen Volumen Vgektrisch des Bildbereichs, wobei D, , . die Abmes-
sungen des Bildbereichs darstellt und das elektrische Volumen analog zur elektrischen Lénge
definiert ist.

Fiir die Abtastung im Ortsfrequenzbereich kann durch dhnliche Uberlegungen ein umgekehr-
ter Zusammenhang angegeben werden. Die endliche Ausdehnung im Ortsbereich fithrt auf das
Abtastkriterium

™

Ak <

Tmax

(4.25)

flir den Ortsfrequenzbereich, wobei 7,5 der Radius der Minimalkugel im Ortsbereich ist. Damit
ergibt sich schlussendlich fiir die Gesamtzahl der Abtastpunkte im k-Raum die Proportionalitét

K, K, K, _ 3.,
= A_]z A_Z A_Z > Wg K, K K., (4.26)

wobei K, . die Abmessungen der Beobachtungen im kartesischen k-Raum darstellen. Mit
Ky y. = 2kmax und Dy, = 2rpay ldsst sich zeigen, dass die Anzahl der Abtastpunkte im
Orts- und Ortsfrequenzbereich in (4.24) und (4.26) proportional ist. Aus diesem Grund werden
die folgenden Komplexitatsbetrachtungen mit der Problemgréfie N durchgefiihrt, welche mit

Ng ~ N und N, ~ N, (4.27)
auch proportional zu den zuvor definierten Gréflen ist. Eine explizite Auswertung der Fourier-

transformation in (4.1) fiir jeden einzelnen Bildpunkt fithrt somit zur quadratischen Komple-
xitit O (NgN,) = O (N?).
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4.4.2 Hierarchische Bildberechnung

Die Komplexitdt des Verfahrens beziiglich der Problemgréfie N soll im Folgenden berechnet
werden. Der Einfachheit halber wird angenommen, dass der Octree vollstdndig ist und damit
auch alle Boxen angelegt sind. Da das Ausgangslevel [ = 0 nur aus einer Box besteht, ldsst sich
die Anzahl der Boxen auf der I-ten Ebene berechnen durch 8'. Mit (4.27) gilt, dass die Anzahl
der Abtastpunkte auf dem Ausgangslevel sowie die Anzahl der zu berechnenden Bildpunkte
jeweils proportional zu N sind.

Wie im vorhergehenden Kapitel erklart, nimmt der spektrale Gehalt auf den feineren Hier-
archieebenen ab, was dazu fiithrt, dass fiir ein Subspektrum in der [-ten Hierarchieebene néhe-
rungsweise

N
leg

(4.28)

Abtastpunkte benétigt werden. Die Uberfithrung der Spektren auf die jeweils untergeordnete
Ebene durch die Disaggregation ist in Abb. 4.10 fiir eine einzige Box dargestellt und basiert auf
einer sphéarisch abgetasteten Spektraldarstellung. Dieser rekursive Prozess wird abgebrochen,
wenn die Anzahl der Abtastpunkte in einem einzelnen Subspektrum den konstanten Wert
Npin unterschreitet. Wie in Abschnitt 4.3.2 erortert, beeinflusst diese Grofle Genauigkeit und
Geschwindigkeit des Algorithmus. Auflerdem sollte dieser Wert fiir jede Kombination aus Hard-
und Software speziell angepasst werden, um die bestmdogliche Performance zu erreichen.

Die Anzahl an Hierarchieebenen betrigt abgerundet |logg (N/Nyin)] und folgt aus der For-
derung N; > Npin, wobei N; in (4.28) gegeben ist. Ein globales Inter- oder Anterpolations-
verfahren besitzt die Komplexitdt O (N;log N;), ein lokales Verfahren dagegen nur O (V).
Die Komplexitiatsabschdtzung erfolgt daher fiir die aufwéindigere Methode mit Komplexitét
O (N;log N;). Neben der Anterpolation besteht die Disaggregation auch aus den Berechnungs-
schritten zur Verschiebung und Initialisierung der Spektren. Allerdings besitzen diese nur die
Komplexitat O (IV), da jeder Abtastwert separat prozessiert wird. Auf der [-ten Ebene miissen
damit 8 Boxen mit jeweils N; Abtastpunkten disaggregiert werden. Bei Benutzung der globalen
Interpolation lautet die mathematische Komplexitdt der gesamten Disaggregation daher

|10gs (NV/Niwin)
o Y 8Nlog N :O(Nlog2 N). (4.29)
l

Zur Vereinfachung dieser Formel wird die Gaufische Summenformel [Réde und Westergren 2004,
S.192] benétigt. Es sei hier angemerkt, dass in der Herleitung keine Uberabtastung verwendet
wurde. Ein konstanter Uberabtastungsfaktor kann aber leicht mit beriicksichtigt werden und
flihrt zum gleichen Ergebnis. Wenn ein lokales Interpolationsverfahren benutzt wird, nimmt die
Komplexitét formal auf O (Nlog N) ab. Dies geht tendenziell mit einer héheren Uberabtastung
einher, was wiederum einen negativen Einfluss auf die Effizienz hat. Dieser Zusammenhang
wurde in Abschnitt 4.3.2 ausfithrlich untersucht. Lokale und globale Interpolationsverfahren
haben aus diesem Grund - trotz des nominellen Unterschieds in der Komplexitét - eine dhnliche
Gesamtbilanz, wenn die Genauigkeitsunterschiede beim Vergleich mit beriicksichtigt werden.
Um die Bildberechnung abzuschlieflen, steht im Anschluss an die Disaggregation noch eine
Auswertung der Quellenverteilung im Ortsbereich an. Fiir jeden einzelnen Bildpunkt wird das
zugehorige Subspektrum ebener Wellen mit (4.1) aufsummiert. Da es sich um N Bildpunkte
handelt und da jeweils die konstante Anzahl von Ny, Punkten aufsummiert wird, ist die Ge-
samtkomplexitét dieses Vorgangs linear. Die Auswertung der Quellenverteilung im Ortsbereich
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kann demnach beziiglich der Komplexitat gegeniiber dem Berechnungsschritt der hierarchischen
Disaggregation vernachléssigt werden, da dieser nach (4.29) eine hohere Komplexitit besitzt.

4.5 Vergleich mit anderen Verfahren

Eine verbreitete Moglichkeit zur Berechnung der Bilder ist die Verwendung der FFT. Dabei ist
eine Interpolation der k-Raum-Daten auf ein dquidistantes kartesisches Gitter notwendig. Die
Problematik wird in Abb.4.18 fiir den Fall eines sphérisch abgetasteten Spektrums illustriert
und kann zu Fehlern fithren, die sich negativ bei der Bilderzeugung auswirken [Pan und Kak
1983; Desai und Jenkins 1992]. Dies hingt unter anderem damit zusammen, dass das kartesische
Raster nicht nur die Interpolation von Zwischenwinkeln, sondern auch von Zwischenfrequenzen
erfordert. Es kann beispielsweise zu Problemen kommen, wenn das Frequenzraster der Fern-
felddaten grofle Abstdnde aufweist. Besonders die Interpolation bei hoheren Frequenzen ist
fehleranfillig. Um die Fehler zu verringern, ist eine hohe Uberabtastung im k-Raum nétig. Das
hier vorgestellte hierarchische Verfahren besitzt diesen Nachteil nicht, da der komplette Al-
gorithmus direkt mit der sphérischen Diskretisierung arbeitet. Dies erlaubt eine unabhéngige
Abtastung in Frequenz- und Winkelkoordinaten. Trotzdem ist die mathematische Komplexitat
identisch zur FFT.

Abbildung 4.18: Interpolation von Spektraldaten auf ein dquidistantes Raster zur Prozessierung
mit der FFT.

Die eben beschriebene Kombination aus Interpolation und FFT &hnelt der Funktionsweise
der im Englischen als ,nonuniform* FFT (NFFT) oder , generalized* FFT (GFFT) bezeichne-
ten Methode fiir unregelméfige Abtastintervalle. Die hierbei zugrunde liegende Interpolation
entspricht einer Faltung mit der Gauf’schen Glockenkurve als Integralkern [Sarty et al. 2001].
Genauso wie die FFT ist die NFFT damit auch von den Problemen betroffen, die die Interpo-
lation im k-Raum mit sich bringt.

Die im Rahmen von Tomografieanwendungen entstandenen Riickprojektionsverfahren [Desai
und Jenkins 1992; Mensa 1990] liefern eine ausgezeichnete Bildqualitéit, da eine Interpolati-
on in Frequenzrichtung nicht erforderlich ist. Die Methode ist damit besonders fiir sphérische
Beobachtungsdaten geeignet. Nachteilig wirkt sich die hohe Komplexitat des Algorithmus aus;
vor allem bei Problemstellungen in 3D kommt dies am deutlichsten zum Tragen. Zur Verringe-
rung der Komplexitat wird in [Yegulalp 1999] eine rdumliche Unterteilung der Messoberflache
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vorgeschlagen. Dies entspricht einer Zerlegung der synthetischen Apertur in viele Segmente,
welche unabhéngig voneinander prozessiert werden kénnen. Allerdings ist die Komplexitat mit
@) (N 3/2) immer noch hoher als bei der hierarchischen Disaggregation, die die Komplexitéit

@) (N log? N ) aufweist.

In [Boag 2001] wird ein hierarchisches Verfahren vorgestellt, das zur schnellen Abbildung
von Streuobjekten mittels monostatischer Beobachtungen konzipiert wurde. Dessen Funktions-
weise basiert auf einer hierarchischen Unterteilung des k-Raums und damit der Messapertur,
wahrend bei dem im letzten Absatz beschriebenen Verfahren aus [Yegulalp 1999] nur eine ein-
stufige Unterteilung vorgenommen wurde. Bei der in dieser Arbeit vorgestellten hierarchischen
Disaggregation wird nicht der k-Raum, sondern der Bildbereich unterteilt. Beide Konzepte ha-
ben unterschiedliche Starken und Schwichen. Die hierarchische Disaggregation basiert auf einer
Fernfelddarstellung und erlaubt deshalb keine direkte Prozessierung von Nahfelddaten. Dieser
Nachteil wird durch eine Erweiterung basierend auf MLFMM-Prinzipien aufgewogen, die die
schnelle Prozessierung von Felddaten aller Art erlaubt. Diese Erweiterung ermoglicht auch eine
genaue Sondenkorrektur, welche beispielsweise fiir Anwendungen in der Antennendiagnostik
gefordert wird. Die Leistungsfahigkeit der Sondenkorrektur in [Boag 2001] bleibt jedoch hinter
dem MLFMM-Pendant zuriick, da eine hierarchische Unterabtastung des Bildbereichs nur eine
ungenaue Kompensation der Antennencharakteristik erlaubt. Einen weiteren Unterschied gibt
es beim Verhalten im Fall von unvollstdndigen Spektral- oder Bilddaten. Die Methode von Boag
erweist sich als vorteilhaft, wenn das Spektrum nur unvollstdndig vorliegt, da eine Interpolation
von Zwischenwerten in diesem Fall nicht erforderlich ist. Wenn hingegen das Bild nur in aus-
gewéahlten Bereichen berechnet werden soll, so kann dies sehr effizient mit der hierarchischen
Disaggregation geschehen. Die Boxen in den nicht betrachteten Bildbereichen kénnen von der
Berechnung ausgenommen werden.

Ahnlichkeiten mit der hierarchischen Disaggregation weist auch das hierarchische Riickprojek-
tionsverfahren in [Bresler und Brokish 2004] auf, das fiir die schnelle Berechnung von Bildern fiir
Tomografieverfahren mit konusférmiger Strahlenausbreitung entwickelt wurde. In diesem Ver-
fahren wird der Bildbereich, dhnlich wie in der hier vorgestellten Methode, hierarchisch zerlegt
und berechnet. Dabei werden die mit der FFT erzeugten Projektionsschnitte, sogenannte Sino-
gramme, hierarchisch auf die Teilbilder verteilt. Die Sinogramme werden wéahrend des Prozesses
verschoben, gekiirzt und dezimiert?. Die Bilderzeugung erfolgt schlieflich durch die Anwendung
eines normalen Riickprojektionsverfahrens auf die Sinogramme der tiefsten Hierarchieebene. Im
Vergleich zur hierarchischen Disaggregation besteht der Hauptunterschied in der Wahl des Ab-
tastraums fiir die Spektralinformation. Wéhrend die Abtastung bei der hierarchischen Disaggre-
gation im k-Raum stattfindet, entsprechen die beim hierarchischen Riickprojektionsverfahren
verwendeten Sinogramme in Radialrichtung einer Abtastung der Projektionsschnitte im Orts-
bereich. Die radiale Position im Ortsfrequenzbereich entspricht direkt der Wellenzahl. Damit
unterscheidet sich in beiden Verfahren auch das rekursive Vorgehen zur Verteilung der Spek-
tralinformation. Fiir die Wellenzahl ist bei der Disaggregation eine Anterpolation erforderlich,
die Projektionsschnitte im zugehorigen Fourierraum werden lediglich gekiirzt. Dies ist jedoch
kein Nachteil, denn durch das Wissen aus der MLFMM sind geeignete Interpolationsverfah-
ren verfugbar und der resultierende Fehler wird kontrollierbar [Chew et al. 2001]. Auflerdem
ist die Wellenzahl-basierte Darstellung, wie in Abb.4.7 zu sehen, bei monofrequenten oder
schmalbandigen Daten sehr effizient, da ausschliefllich die Bandbreite die Anzahl an Abtast-
punkten bestimmt. Die Abtastdichte der Projektionsschnitte wird dagegen im Normalfall nur

3Die Abtastratenverringerung erfordert hiufig eine Tiefpassfilterung zur Verringerung des Alias-Effekts.



76 4 Hierarchisches Verfahren zur schnellen Bilderzeugung

von der Maximalfrequenz bestimmt.* Das bedeutet, dass die Sinogramme fiir schmalbandige
Daten nicht weniger Abtastwerte erfordern als fiir breitbandige. Im Vergleich zum hierarchi-
schen Riickprojektionsverfahren ist die hierarchische Disaggregation bei niedrigen Bandbreiten
demnach effizienter.

1Es gibt Riickprojektionsverfahren, welche diesen Nachteil nicht besitzen, da sie das Trigersignal aus den
Schnitten entfernen [Vaupel und Eibert 2006].



5 Rekonstruktion von Raumfrequenzspektren
aus Beobachtungen

Die Erzeugung von Ersatzquellen- und Streuzentrenverteilungen erfolgt mit Beobachtungen von
elektromagnetischen Feldern. Die Gewinnung der Daten ist schematisch in den Abbildungen 5.1
und 5.2 dargestellt. Die Beobachtung der Felder erfolgt demnach an vielen Punkten im Raum.
Wenn sich alle Punkte im Fernfeld der Anordnung befinden, so kann das im letzten Kapitel
vorgestellte Verfahren zur schnellen Prozessierung von im k-Raum vorliegenden Beobachtungen
direkt angewendet werden, denn Fernfelddaten lassen sich durch eine einfache Normierung in
den k-Raum tiberfithren; die notwendigen Gleichungen sind in (2.13), (3.4) und (3.10) gegeben.
Falls die Daten noch nicht an einem geeigneten Gitter ausgerichtet sind, kann allerdings eine
Interpolation erforderlich sein. Somit lassen sich Ortsbereichsdarstellungen aus Fernfeldern re-
lativ einfach berechnen. Im Gegensatz dazu erfordern Nahfeldbeobachtungen im Allgemeinen
die Losung eines inversen Problems, welches Gegenstand dieses Kapitels ist.

Beobachtung der abgestrahlten

)
Ur(rf))\ Um* Ur(r'f:(/ Felder mit Sonde
N Ave

&) ;
Um Vorwissen Uber ‘(Ur(n)

den Aufenthaltsort
der Quellen \

ul

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung des inversen Quellenproblems, wobei die Lage und
Grofle des Quellenbereichs bekannt sind und N die Anzahl an Beobachtungen
beziffert.

Fiir jedes der drei bereits in Abschnitt 3.1 beschriebenen Szenarien wird nun unter Beriick-
sichtigung von realistischen Einflussfaktoren ein Zusammenhang zwischen dem Spektrum ebe-
ner Wellen und den Beobachtungen hergestellt. Die Modellbildung geschieht auf Basis der
Maxwell’schen Gleichungen und resultiert schliellich in effizienten Darstellungen der Vorwérts-
operatoren. Darauf aufbauend lésst sich ein Transformationsproblem formulieren, welches {ib-
licherweise schlecht konditioniert ist. Griinde hierfiir sind zum Beispiel Naherungsfehler im
Vorwértsoperator, unvollstdndige Beobachtungen oder verrauschte Messdaten. Zur Lésung die-
ses Problems werden zwei unterschiedliche Losungsansétze priasentiert. Wie in den Abbildungen
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Beobachtung der rickgestreuten

4)
X Ur(S) L Ur * Ur(sl( / Felder mit monostatischem Radar

2
u® ¢(Ur(6)

(1) 7
Uy Vorwissen tiber ‘(U r( )

den Aufenthaltsort
der Streukérper \

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung des inversen Streuproblems, wobei die Lage und Gro-
Be der Streuobjekte bekannt sind und N die Anzahl an Beobachtungen beziffert.

5.1 und 5.2 skizziert, werden Kenntnisse tiber Position und Abmessung der Quellen beziechungs-
weise der Streukdrper bei der Berechnung mit eingebracht.

5.1 Ein Strahlungsoperator basierend auf hierarchischen Konzepten

Das Feld einer Quellenverteilung lésst sich, wie in Abb. 5.3 gezeigt, in drei Bereiche gliedern.
Im ersten Bereich spricht man vom reaktiven Nahfeld, im zweiten vom strahlenden Nahfeld
und im dritten und letzten Bereich vom Fernfeld. Im direkten Umfeld der Antenne ist das
Nahfeld reaktiv. Jede Beeinflussung in diesem Bereich, z.B. mit einer Messsonde, hat starke
Riickwirkungen auf die Quellenverteilung zur Folge. Durch die moglichen Wechselwirkungen
sind Beobachtungen des Feldes in diesem Bereich problematisch. Erst im Abstand von einigen
Wellenldngen kénnen reaktive Verkopplungen vernachléassigt werden, weil die Felder durch ab-
gestrahlte Feldanteile dominiert werden. Diese Zone heifit strahlendes Nahfeld und die Grenze
zum Bereich des reaktiven Nahfelds wird normalerweise bei [Balanis 2012b, S. 34 ff.]

0.62\/§ (5.1)

gezogen. Allerdings d&ndert sich die Richtwirkung der Quelle in diesem Bereich mit dem Abstand.
Diese Entfernungsabhéngigkeit wird iiblicherweise ab der Fernfelddistanz [Balanis 2012b, S. 34
ff.]

2D?
A

vernachléssigt. Fir Streuprobleme sind diese Werte zu verdoppeln, da der Weg zwischen Streu-
korper und Beobachtung zweimal zuriickgelegt wird.

(5.2)

5.1.1 Nahfeldeffekte

Die in Kap. 4 vorgestellte hierarchische Disaggregation ermoglicht die Berechnung von Ersatz-
quellenverteilungen mit Fernfelddaten. Beobachtungen im Nahfeld werden durch das Verfahren
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Reaktives Strahlendes Fernfeld
.Nahfeld . Nahfeld : 22,5°

>
D3 2D2 Entfernung

Abbildung 5.3: Das abgestrahlte Feld einer Antenne wird in drei Bereiche mit unterschiedlichen
Eigenschaften aufgeteilt.

nicht unterstiitzt. Hier soll die Losung eines inversen Quellenproblems, wie in Abb. 5.1 skizziert,
Abhilfe schaffen. Dabei ist man auf die effiziente Berechnung des Strahlungsoperators angewie-
sen. Ausgangspunkt fiir die folgenden Herleitungen und Ergebnisse ist der unbeschleunigte
Strahlungsoperator in (2.7),(2.8) und (2.9).

Die Beschleunigung von Nahfeldinteraktionen in der MLFMM basiert auf der Faktorisierung
der vollbesetzten Koppelmatrix A gemaf [Alvarez et al. 2011]

A =  Ap Ar Ay (5.3)

in die hierarchisch zerlegbaren Aggregations- und Disaggregationsmatrizen A 4 p sowie in die
diagonale Translationsmatrix A7. Um zu dieser Darstellung zu gelangen, wird die Green’sche
Dyade mit [Chew et al. 2001, p. 80]

~E / Jwp T _ 21 oiker! 27,
Gi(r—r\w) = —2" lim (T k) ey, (k,v) d*F, (5.4)
durch ein Integral iiber die sogenannte Ewaldkugel [Ewald 1969] dargestellt, wobei |r| > |r/|
zwingend erfillt sein muss. Die Multipolordnung L hat in der numerischen Implementierung
nur einen endlichen Wert und bestimmt daher die Genauigkeit [Ohnuki und Chew 2003]. Die
Darstellung der Green’schen Funktion in (5.4) basiert auf dem Translationsoperator

ZL: "2+ )b (k) Py (7)), (5.5)
=0

wobei hl(z) die sphérischen Hankelfunktionen zweiter Art und I-ter Ordnung und P; die Legendre-
Polynome I-ter Ordnung sind. Abb. 5.4 zeigt, wie das Hauptmaximum des rotationssymmetri-
schen Translationsoperators mit der Translationsdistanz grofier wird. Gleichzeitig schrumpfen
die Nebenkeulen. Die Translationsdistanz wird hier anlog zur FMM-Konvention in Pufferboxen
bemessen. Wie der Name besagt, entspricht dies der Anzahl an Boxen, welche sich bei einer
Translation zwischen Quell- und Zielbox befinden. Abb.5.5 zeigt den Einfluss der Multipol-
ordnung auf das Translationsoperatorspektrum. Mit steigender Multipolordnung werden die
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Haupt- und Nebenkeulen schméler. Dies fiihrt zu einem Anstieg der spektralen Bandbreite und
erfordert damit eine feinere Diskretisierung des Translationsoperatorspektrums.

& & O

(a) Eine Pufferbox (b) Zwei Pufferboxen (c) Vier Pufferboxen

Abbildung 5.4: Lineare Darstellung des Translationsoperatorspektrums fiir die Multipolord-
nung L = 5; die Pufferboxen haben eine Seitenlinge 0.4\ und die Translati-
onsrichtung 7 korrespondiert mit dem Maximum des Spektrums.

L &

(a) L=3 (b)L=5 (©)L=1

Abbildung 5.5: Lineare Darstellung des Translationsoperatorspektrums fiir verschiedene Mul-
tipolordnungen, der Translationsdistanz r = 0.4); die Translationsrichtung #
korrespondiert mit dem Maximum des Spektrums.

Der Strahlungsoperator in (2.7) kann mit (5.4) umgeformt werden zu

E(r,w) = -2 lim ¢hTy (k,r) V (k) d?k, (5.6)
T L—oo

wobei das Fernfeldspektrum V der Quellenverteilung J in (2.14) und (2.15) definiert ist. Wie
in Abb.5.6 gezeigt, entspricht die Multiplikation mit 77, im Integranden einer Verschiebung
des Spektrums ebener Wellen V zum Punkt r. AnschlieSend wird das Feld aus der Summe der
Beitrédge aller einfallenden ebenen Wellen bestimmt. Die kleinstmogliche Translationsdistanz
|r| > D/2 folgt aus dem Durchmesser D des Quellvolumens. Eine obere Grenze fiir diesen
Abstand existiert nicht. Der Translationsoperator lasst sich damit nicht nur im Nahfeld sondern
auch im Fernfeld auswerten. Letzteres fiihrt mit einer Grenzwertrechnung auf [Chew et al. 2002]

lim rel*"T; (kk rf) =5 (k; - f) , (5.7)
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wobei § die als Dirac-Impuls bezeichnete Distribution darstellt. Unter Fernfeldbedingungen
lasst sich (5.6) damit zu

: —jkr
E(r,w) ~ 321 ¢

yP— V (k) (5.8)
vereinfachen. Die Verwendung dieses Ausdrucks in der MLFMM wird als schnelle Fernfeldap-
proximation (FAFFA) [Chew et al. 2002] bezeichnet. Wie in Abb. 5.7 zu sehen, lésst sich das
elektrische Feld mit den schnellen Nah- und Fernfeldtranslationen an beliebigen Punkten aus-
werten. Bei diesen sogenannten ,direkten Translationen wird jeder Empfangspunkt getrennt
berticksichtigt. Allerdings ist die Berechnung vieler Nahfeldpunkte auf diese Weise sehr aufwén-
dig, da jeder Empfangspunkt die Berechnung eines anderen Translationsoperators erfordert.

Darstellung der Quellen als Spektrum
ausgehender ebener Wellen

Super position des Spektrums einfallender ebener
Wellen am Ort der Beobachtungen

Abbildung 5.6: Der Translationsoperator wandelt das Spektrum der ausgehenden ebenen Wel-
len des Quellbereichs in ein Spektrum einfallender Wellen im Beobachtungsbe-
reich um.

Um die Feldberechnung zu beschleunigen, wird, wie in Abb.5.8 gezeigt, eine hierarchische
Unterteilung des Beobachtungsgebiets vorgenommen. Analog zur hierarchischen Disaggregation
in Abschnitt 4.1.2 wird das Beobachtungsgebiet mit einem Octree aufgeteilt. Ausgehend von
(5.6) wird der Empfangspunkt r mit

r=r,+r), (5.9)

aufgespalten in ein Gruppenzentrum rj und einen Offset rj. Bei der Auswertung der Green’schen
Funktion in (5.4) wird der Offset rj dem Parameter r’ in der Exponentialfunktion zugeordnet
und rp entspricht r im Translationsoperator. Der resultierende Ausdruck
jw I N
E(r,w) = 2% Lim ¢p Ty (k1) e TV (k) 2k (5.10)
41 L—oo
ermoglicht es, den Translationsoperator T, fiir alle Empfangspunkte r in der gleichen Grup-
pe lediglich einmal auszuwerten, und zwar fiir das gemeinsame Gruppenzentrum rp. Es gilt
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Abbildung 5.7: Bei Benutzung direkter Translationen wird das Spektrum ausgehender, ebe-
ner Wellen fiir jeden Beobachtungspunkt separat mit dem Translationsoperator
multipliziert.

zu beachten, dass sich die Minimalkugeln von Quellenverteilung und Empfangsgruppe nicht
iiberschneiden diirfen, da sonst die Folge in (5.5) fir L — oo divergiert [Chew et al. 2001,
S.155]. Nach Durchfithrung einer Translation ldsst sich das elektrische Feld an jedem Punkt
in der Empfangsbox auswerten, indem das Spektrum der einfallenden Wellen phasenrichtig
iberlagert wird.

Das Spektrum einfallender Wellen in der Empféangergruppe wird durch die hierarchische Dis-
aggregation an die untergeordneten Gruppen weitergereicht. Dies garantiert eine hohe Effizienz
in elektrisch groffen Empfangsboxen. Fiir einzelne isolierte Beobachtungspunkte kann es sinnvoll
sein, die Translationen auf Gruppenebene mit direkten Translationen zu kombinieren.

Die MLFMM basiert auf einer hierarchischen Unterteilung des Quell- und Beobachtungs-
gebiets. Bisher wurden lediglich die Empfangspunkte hierarchisch gruppiert. Eine rekursive
Aufteilung der Ersatzquellen steht noch aus. Dies ist insbesondere dann vorteilhaft, wenn das
Beobachtungsgebiet nahe an die Ersatzquellen riickt. Grole Gruppen im Empfangsbaum iiber-
schneiden sich dabei mit den Quellen, weshalb Translationen nur mit hinreichend kleinen Grup-
pen moglich sind. In diesem Fall sind viele Translationen erforderlich, was zu einem unndétigen
Anstieg der Rechenzeit fiihrt. Im Extremfall kann der Abstand zwischen Ersatzquellen und
Beobachtungen so gering sein, dass Translationen zwischen den zugehorigen Gruppen nicht
moglich sind. Abb. 5.9 zeigt, dass eine Unterteilung des Quellbereichs auch in diesem Fall
Abhilfe schafft, da der minimal erforderliche Abstand der Beobachtungen verringert wird.

Um eine hohe Effizienz fiir beliebige Absténde zwischen Ersatzquellen und Beobachtungen zu
ermoglichen, sollen deshalb auch die Ersatzquellen unterteilt werden. Haben sowohl die Quellen
als auch die Beobachtungen eine hierarchische Struktur, so folgt die Organisation der Transla-
tionen dem Schema in Abb. 5.10. Der Berechnungsaufwand wird minimiert, indem die Interak-
tionen zwischen Quell- und Beobachtungsbaum so effizient wie moglich gestaltet werden. Die
Translationen werden beginnend bei den iibergeordneten Hierarchieebenen erzeugt, bei Bedarf
werden sukzessive die kleineren Gruppen genutzt. Eine effiziente Losung erfordert auflerdem,
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Ungruppierte
Beobachtung

- Unbekannte
Direkt
Quellen- o _HF&

Translatlon 5
anordnung -

7R - S . Voox - Rekursive
L AR L 'Unterteilung
Beliebig um das Indirekte | - . durch Octree
Objekt positionierte ™. Translation ‘7 K
Beobachtungspunkte .. ot ?‘ li
* Gruppierte
. ' Beobachtung

Abbildung 5.8: Reduzierung der benétigten Translationen durch eine hierarchische Unterteilung
der Beobachtungen mittels eines Octrees.

””— ~~~~~ . . - -
Nl p— ‘\\ Kleinste zuldssige Translationsdistanz
U e S S . .
SN NN ohne und mit Unterteilung
A, K \ \ \
A AV JopJy (o'
] ! Az z 1 \ . . . .
I s *,_) RN Die Auswertung der Felder in diesem Bereich
Y Jx] "y ‘,(') , erfordert die Unterteilung des Quellbereichs.
AN TAYAAVA i
AN A o
'~ Rd 1
“ “‘ ]X ]x Il’ [l . . . .
N n % a In diesem Bereich ist die Feldberechnung ohne
. AN ol Unterteilung des Quellbereichs mdglich.
\\\ ————— /,,
\~~ ”f

Abbildung 5.9: Eine Unterteilung der Ersatzquellen verringert den kleinstmdoglichen Abstand
von Beobachtungen bei Verwendung des Translationsoperators.
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dass die Translationen vorrangig zwischen &hnlich grofien Gruppen stattfinden. Andernfalls
steigt die Zahl der Rechenoperationen unnétig an. Direkte Translationen beispielsweise konnen
sehr ineffizient sein, da hier die gesamte Quellenanordnung direkt mit den kleinsten Elementen
in der Hierarchie — den Beobachtungspunkten — interagiert. In der MLFMM werden aus diesem
Grund nur Translationen zwischen Boxen gleicher Grofle zugelassen.

Ort der Quellen Ort der Beobachtungen

7 Direkte Translation >~
|7 | A= A
Jx Translation auf untergeordneter Ebene ;’ /'<:
Y

>~

A

AR

Translation auf Ubergeordneter Ebene

=

Abbildung 5.10: Eine hierarchische Strukturierung der Interaktionen fithrt zu einer effizienten
Auswertung des Strahlungsoperators.

X
Y

[ Vektorieller Strom Feldbeobachtung—]

5.1.2 Messsonde

In der Praxis erfolgt die Vermessung von Feldern mit einer Messsonde, welche in der Formu-
lierung berticksichtigt werden sollte. Im Allgemeinen ist dazu eine genaue elektromagnetische
Beschreibung der Sonde ndétig. Nur bei elektrisch sehr kleinen Messantennen oder bei sehr
groflen Messentfernungen kann das Modell so vereinfacht werden, dass sich das Empfangssignal
mit dem Skalarprodukt

Up = wp () - E (rp,w) (5.11)

berechnen lasst. Dabei wird ein komplexwertiger und frequenzabhéngiger Gewichtungsvektor
w, mit dem einfallenden Feld E an der Position der Antenne r,, multipliziert.
Im allgemeinen Fall kann das Ausgangssignal einer Sonde durch

Uy = // wn (r,w) - E (rm + ', w) d3r (5.12)
Vin

berechnet werden, wobei wy, im Volumenintegral nun eine Gewichtungsfunktion darstellt,
welche tiber die Reziprozitdtsbeziechung [Harrington 1993, S.118; Balanis 2012a, S.323] mit
der Quellenverteilung der Sonde im Sendefall zusammenhéngt. Die Ausgangsspannung ent-
spricht demnach einer gewichteten Feldverteilung. Das Oberflichenidquivalenztheorem in [Bala-
nis 2012a, S. 327ff.] besagt, dass eine vollstdndige Beschreibung der Abstrahlcharakteristik auch
durch die sogenannten Huygens-Strome auf einer geschlossenen Hiillfldche um die Sonde moglich
ist. Bei Aperturantennen wie der Rechteckhohlleitersonde in Abb. 5.11 ist eine Beschrinkung
auf die Aperturebene ausreichend. Die sondenabhéngige Gewichtsfunktion w’, wird durch eine
Koordinatentransformation an die Messposition ry, mit Orientierung €, verschoben, was dem
Ausdruck

wn (f,w) =RG - wh, (I_{Qm (v —ry) ,w) (5.13)
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entspricht. Dabei ist ﬁgm eine Rotationsdyade, welche im globalen Koordinatensystem defi-
nierte Vektoren ins Bezugssystem der Sonde umsetzt. Im Dreidimensionalen lésst sich die Ori-
entierung eindeutig durch drei Rotationen aus einem Referenzkoordinatensystem beschreiben.
Der Vektor €, beinhaltet diese Rotationswinkel.

Nahfeldverteilung
E(r,w)

Abbildung 5.11: Modellierung der Sonde durch Gewichtung der einfallenden Felder im Ortsbe-
reich. Bildquelle: Schmidt et al. [2011].

Die Auswertung des Integrals in (5.12) kann effizient iiber die spektrale Darstellung der
MLFMM erfolgen. Das Einsetzen von (5.10) in (5.12) ergibt
Un = —22 tim P Ty (k1) e "0 W, () - V (k) d?k, (5.14)

T L—oo

wobei ry, = ry, + r}, gilt und die spektrale Darstellung
W, (k) = // Wi (1, ke) e 5T 43y (5.15)
Vin

der Fernfeldcharakteristik der Messantenne entspricht. Damit ist es ausreichend, eine Sonde im
Fernfeld zu charakterisieren, um auch ihr Verhalten im Nahfeld exakt zu beschreiben.

5.2 Ein lineares Modell des Streuproblems

5.2.1 Modellierung im Ortsbereich

Die Herleitung einer bistatischen Formulierung erfolgt mit dem Modell in Abb.5.12. FEine dhn-
liche Modellierung des Streuverhaltens wird in [Cown und Ryan 1989] vorgenommen. Die Ra-
darantenne im Sendefall wird durch die im Freiraum strahlende dquivalente Volumenstromver-
teilung

Ji (r,w) = Uywy (r,w) (5.16)

beschrieben, wobei wy analog zu wy, in (5.13) die Antennengewichtungsfunktion im Sendefall
(,transmit“) darstellt und Uy sowohl den Einfluss der Speisespannung als auch der Fehlanpas-
sung beriicksichtigt. Die Gewichtungsfunktion w entspricht dabei der Quellenverteilung der
Radarantenne im Sendefall.

Das einfallende Feld am Ort des Streukérpers kann mit der Green’schen Funktion in (2.8)
berechnet werden und lautet

E; (r,w) = // G? (I' o (rt + r‘/c) aw) -Jy (rt + ré,w) dsré’ (517)
Vi
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Abbildung 5.12: Ausgehende und einfallende Wellen bei einem linearen Streuvorgang, wobei
die tiefgestellten Zeichen t und r die gesendeten beziehungsweise gestreuten
Groflen bezeichnen.

wobei V; das Volumen beschreibt, in dem die dquivalenten Strome der Sendeantenne defi-
niert sind. Der Streukorper selbst wird durch die dyadische Reflektivitéitsverteilung s (r,w)
im Ortsbereich beschrieben, die jedem Punkt im Volumen des Streukorpers ein dyadisches
Streuzentrum zuordnet. Dabei geben die dyadischen Eintrage in s (r,w) fiir jede Polarisation
des einfallenden Feldes das entsprechende Streufeld an. Mehrfachinteraktionen werden nicht
berticksichtigt, damit die Formulierung linear bleibt. Diese Einschrinkung wird als Born-Ap-
proximation bezeichnet [Cheney und Borden 2009a, S. 54ff.]. Fiir das gestreute Feld ergibt sich
SO

E; (r,w) = // G (r—vw)-5(r,w) E(r,w)d®, (5.18)
v

wobei V' das Volumen des Streukdrpers bezeichnet. Das Ausgangssignal der Empfangsantenne
berechnet sich analog zu (5.12) aus dem gewichteten Feld am Ort der Antenne. Ohne spezielle
Vorkehrungen kann auch das direkt vom Sender ausgestrahlte Feld zu einem Signal in der
Sonde fiihren. Dieses Ubersprechen lisst sich aber hiufig durch spezielle Mafinahmen wie , time
gating“!
Empfangssignal

eliminieren, sodass nur das vom Streukoérper ausgehende Feld an der Messsonde zum

U, = // wy (rp + 1, w) - Eg (1, + 1, w) d3r! (5.19)
Vi

fihrt, wobei das Kiirzel r — fiir ,receive” — die relevanten Gréflen am Empfanger kennzeichnet.

Alle Schritte im Streuprozess sind nun durch lineare Operatoren beschrieben und kénnen zu
einem linearen Gesamtausdruck kombiniert werden. Nach schrittweisem gegenseitigem Einset-
zen von (5.16)-(5.19) lautet das Endergebnis

U, =U; ///% (r,w) -5 (r,w) - v; (r,w) d®r, (5.20)
14

!Entfernung von unerwiinschten Signalen im Zeitbereich [De Jough et al. 1997)
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wobei
Y (r,w) = // wy (1 + 1, w) - fo ((ry+1)) —r,w) d3r! (5.21a)
Vi
und
¢ (r,w) = // G (v — (ry + 1) ,w) - wy (1 + 1}, w) d3rf (5.21Db)

gilt. Bei elektrisch kleinen Radarantennen ist eine Vereinfachung der Gleichungen méglich da
sich der Streukérper im Fernfeld der Radarantenne befindet und |jr —
Green’schen Funktionen in (5.21a)-(5.21b) konnen in diesem Fall durch

Gi (r— (ry+1}),w) ~ G (r - rt,w)ejkll::—:z\\'ré, (5.22a)
GY (x4 17) = 1,0) = GF (ry — v, w)e T ™ (5.22b)

approximiert werden und fiihren auf den Gesamtausdruck

ve= Ut//W (ko) G x50

CGHr —ri,w) - Wy (k:

ry —

) d3r, (5.23)

wobei die Radarantennen durch die bereits in (5.15) verwendete Spektraldarstellung

// wp g (r,w) e T d3r (5.24)

Vit

[[es — x|

beschrieben werden. Wie in Abschnitt 5.1.2 erwéihnt, ldsst sich die Antennenkorrektur in diesem
Fall durch je ein Skalarprodukt mit den Richtcharakteristiken von Sende- und Empfangsantenne
bewerkstelligen.

Weitere Vereinfachungen werden moglich, wenn sich die Beobachtungen im Fernfeld des
Streukérpers befinden und ||r¢ .|| > ||r|| gilt. Unter Fernfeldbedingungen kann die verbleibende
Green’sche Funktion analog zu (5.22a) und (5.22b) approximiert werden. Der Zusammenhang
n (5.23) vereinfacht sich damit zu

WQ,MQ e—dk(re+rt)

Ur = —Ug
4272 oy

W (ki) - (L= 72 ) S (k (7 + 7) @) - (T= 7o) - Wi (K7, (5.25)

S (k,w) = /// 5 (r,w) *Td3r (5.26)
\%

die frequenzabhéngige Spektraldarstellung der dyadischen Streuzentrenverteilung ist. Durch

_ ~ A _ W A — aA A _ W A
(T- k)-8 <2Eks,w) (T= ko) = h(w) Vs (;k) (5.27)
kann ein Zusammenhang mit dem monostatischen Streuspektrum Vy in (3.11) hergestellt wer-
den. Die Antennencharakteristik der Sende- und Empfangsantenne wird durch zwei Skalarpro-

dukte mit dieser dyadischen Streucharakteristik beriicksichtigt und entspricht dem Vorgehen
in [Mott 2006].

wobei
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5.2.2 Bistatische Streuvorgange mit einer Einfallsrichtung

Nun soll das Szenario aus Abschnitt 3.1.2.1 untersucht werden. Dabei fillt eine ebene Welle
mit bekannter Richtung auf den Streukorper ein. In diesem Fall scheint das Streufeld von der
konstanten dquivalenten Ersatzquellenverteilung

S(r,w) -t (r,w) (5.28)

in (5.20) auszugehen. Ein Streuproblem mit einer einzigen Einfallsrichtung lasst sich somit auf
das inverse Quellenproblem in Abb. 5.1 zuriickfithren, welches auf dem Strahlungsoperator in
(2.7) basiert. Die Gleichungen (5.8) und (5.14) in Abschnitt 5.1 zeigen, wie sich dieser effizient
auswerten lasst.

5.2.3 Monostatische Streuvorgange

Die Rekonstruktion des im Fernfeld definierten Radarriickstreuquerschnitts aus Nahfelddaten
ist nur dann exakt und eindeutig moglich, wenn die vollstédndige bistatische Streucharakteristik
bekannt ist [LaHaie 2003]. Eine Messung dieser Daten wiére technisch schwierig umzusetzen
und extrem zeitintensiv. Eine weit verbreitete Vorgehensweise, welche auch hier zur Anwendung
kommt, ist die Beschrdnkung auf monostatische Nahfelddaten, wie in Abb. 5.2 skizziert.

Bei einem monostatischen Radar bilden Sender und Empfénger eine Einheit (vgl. Abb.5.13).
Als Ausgangspunkt fiir eine monostatische Formulierung dient wieder das in Abschnitt 5.2.1
hergeleitete, lineare Streumodell, welches durch die Gleichungen in (5.20), (5.23) und (5.25)
beschrieben ist. Die Anpassung fiir den monostatischen Fall erfolgt mit

Iy =y = Iy (5.29)

Die in Abschnitt 5.2.2 vorgestellte Moglichkeit zur Beschleunigung des Vorwértsoperators
flr bistatische Streuvorgéinge basiert auf der Definition von konstanten Ersatzquellen. Unter
monostatischen Bedingungen &ndern sich die Ersatzquellen jedoch bei jeder Ortsénderung des
Radars.

Zur Beschleunigung des Operators in (5.20)-(5.21b) unter monostatischen Bedingungen wer-
den zwei verschiedene Ansétze entwickelt und kombiniert. Zum einen wird eine Unterteilung des
Streukorpers vorgenommen, welche die Verwendung von Fernfeldndherungen erméglicht. Zum
anderen wird das gestreute Feld des Streukorpers durch eine geeignete Verteilung punktférmiger
Strahlungszentren modelliert, was schliellich zur Definition eines dquivalenten Quellenproblems
fahrt.

In herkémmlichen Verfahren werden die verschiedenen Polarisationen tiblicherweise getrennt
prozessiert [LaHaie 2003; Eyraud et al. 2011; Cheney und Borden 2009a, S. 89]. Deshalb werden
Wechselwirkungen zwischen unterschiedlich polarisierten Signalen nicht vollstdndig erfasst. Die
hier beschriebene dyadische Formulierung lésst eine vollstédndige Beschreibung der polarimetri-
schen Effekte zu. Aulerdem basieren die in den Referenzen aufgefiihrten Transformationsver-
fahren auf einem Vorverarbeitungsschritt, der breitbandige Nahfeldbeobachtungen erfordert.
Bei breitbandigen Daten ldsst sich die 1/r2-Abhéngigkeit schon vor der Transformation in eine
1/r-Abhéngigkeit abmildern, indem die Frequenzabhéngigkeit in den Ortsbereich transformiert
und dort mit der Entfernung R multipliziert wird. In dem hier vorgestellten Verfahren wird
der quadratische Ausbreitungsterm stattdessen direkt im Modell beriicksichtigt, weshalb auch
monofrequente Nahfelddaten transformiert werden kénnen.
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Abbildung 5.13: Monostatische Beobachtung eines Streukérpers.

5.2.3.1 Unterteilung des Streukorpers

Unter Fernfeldbedingungen kann die Kriimmung der Wellenfronten im Bereich des Streukorpers
vernachléssigt werden. Dies erlaubt die Verwendung der in (5.25) eingefiihrten Fernfeldappro-

ximation
w22 e~i%krm R
Ur ~ _Utmﬁns (krm) ) (530)
wobei die Definition des Ausdrucks
ng (k) = Wy (k) - (T—kk) - S (2k,w) - (T— kE) - W, (E) (5.31)

im Folgenden eine kompaktere Notation ermdglicht.

Wird das Streuobjekt als eine Einheit betrachtet, so ist die Fernfeldbedingung fiir Beobach-
tungen im Nahbereich normalerweise nicht erfiillt. Durch eine ausreichende Unterteilung des
Streukorpers wie in Abb.5.14 kann die Ndherung jedoch auf die Teilbereiche angewendet wer-
den. Abb. 5.15 verdeutlicht, wie sich der erforderliche Mindestabstand der Beobachtungen bei
Verwendung der Fernfeldapproximation durch eine Unterteilung verringert.

.................. -

)

Abbildung 5.14: Fernfeldannahmen sind legitim, wenn die Kriimmung der Wellenfronten ver-
nachléssigt werden kann. Dies gilt fiir kleine Teilbereiche des Streukorpers, da
die Wellen dort in guter Naherung eben sind.

Da Mehrfachinteraktionen nicht beriicksichtigt werden, kann das Verhalten des gesamten
Streukorpers durch eine Uberlagerung der Wirkung aller Teilgebiete beschrieben werden, was
der Berechnungsvorschrift

2,2 P o—iZkllrm—rp| _

W~ € 'm I‘p

U, ~ —U; S N5 <k7> (5.32)
427T2 p:1 ||rm - I'p||2 P ”I’m - I‘p”
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Abbildung 5.15: Der Minimalabstand fiir Fernfeldbeobachtungen kann durch eine Unterteilung
des Streukorpers verringert werden.

entspricht. Dabei ist P die Anzahl der Bereiche, und r, und Sp (k,w) sind der Mittelpunkt
beziehungsweise die dyadische Streumatrix der p-ten Doméne. Zum besseren Verstdndnis ver-
anschaulicht Abb.5.16 die Wechselwirkungen eines einzelnen Bereichs mit den Messpunkten.

Der Fernfeldabstand wéchst quadratisch mit den Abmaflen des Streuobjekts. Deshalb erfor-
dert ein gréferes Streuobjekt sehr viele Unterteilungen. Dies fithrt dazu, dass ein Algorithmus,
der ausschlieBlich auf Fernfeldtranslationen basiert, fiir elektrisch groie Streukorper ineffizient
ist. Im né&chsten Abschnitt wird dieses Problem durch die Verwendung von Nahfeldtranslationen
umgangen.

5.2.3.2 Modellierung mit strahlenden Reflektoren

Durch die Verwendung von schnellen Nahfeldtranslationen ist es moglich, auf eine feine Unter-
teilung des Streuobjektes zu verzichten. Allerdings muss der in (5.20)-(5.21b) definierte Vor-
wartsoperator zur Anwendung der MLFMM-Prinzipien umgeformt werden. Das Ziel ist da-
bei eine Darstellung dhnlich dem Strahlungsoperator in (2.7), welcher durch das zugehorige
MLFMM-Aquivalent in (5.6) ausgedriickt werden kann.

Dazu soll das aus der Geophysik stammende Konzept der explodierenden Reflektoren [Clae-
rbout 1985] verwendet werden. Streuzentren werden nun als Quellen betrachtet, was zur Folge
hat, dass statt der Zweiwegeausbreitung zwischen Radar und Streukoérper nur mehr eine einzi-
ge Ausbreitungsrichtung betrachtet wird. Zur Gewéhrleistung der korrekten Phasenbeziehung
wird die Ausbreitungsgeschwindigkeit halbiert [Fortuny 2001, S. 5].

Ohne das Modell der explodierenden Reflektoren stellt jede einzelne Messung mit dem Radar
ein separat zu losendes elektromagnetisches Problem dar. Jedes dieser separaten Teilprobleme
ist unterbestimmt, da jeweils nur eine Beobachtung des Streufeldes vorliegt. Im Modell der ex-
plodierenden Reflektoren werden alle Teilprobleme zu einem einzigen inversen Quellenproblem
vereint, welches eine eindeutige Losung hat [Fortuny 2001, S.5].

Zuerst sollen die Gleichungen fiir das skalare Streuproblem hergeleitet werden. Dazu werden
die Ausdriicke in (5.20)-(5.21b) durch ihr skalares Aquivalent ersetzt. Nach dem Umsortieren
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Abbildung 5.16: Das Streuverhalten eines ausreichend kleinen Teilbereichs des Streukorpers
kann durch die Fernfeldndherung berechnet werden.
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der Integrationsterme ergibt sich die skalare Formulierung

U, = —Uw?p ///////// r,w) Wy (fm + Thyw) W (T + T4, w)

VR Vr
9 ((tm + 1) —1.0) g (r — (1 +10) ) Pri’rd’r, (5.33)

wobei ¢ die skalare Green’sche Funktion in (2.9) darstellt. Das resultierende Produkt der
Green’schen Funktionen wird durch

g(r— (rm+1),),2w)

D - - t a2 5.34
g((rm+rr) r’w)g(r (rm+rt) ’w) 47T||I'm|| ( )
approximiert und beinhaltet die Definition der virtuellen Ortskoordinate
/ /
= % (5.35)

Die Auswirkungen dieser Umformung werden in Abb.5.17a und Abb.5.17b veranschaulicht.
Grundlage ist das Modell der strahlenden Streuzentren, bei dem der Hin- und Riickweg der
Wellenausbreitung von einem Punkt am Sender ry, + ri zu einem Streuzentrum r und zuriick
zu einem Punkt am Empfinger ry, +r) ersetzt wird durch den Weg von einer strahlenden Quelle
r zum virtuellen Empfangspunkt r, +r], bei halbierter Ausbreitungsgeschwindigkeit. Zur Nach-
bildung des quadratischen Dampfungsterms wird im Nenner zusétzlich die von r unabhéngige
Wegstrecke ||ry, || berticksichtigt. Passend zur MLFMM-Formulierung der Green’schen Funktion
weist der Gesamtterm mit Bezug zu r nur mehr eine !/r-Abhéngigkeit auf, im Gegensatz zum
urspriinglich quadratischen Term [Cafforio et al. 1991]. Damit lasst sich das Ergebnis aus (5.34)
durch Einsetzen der skalaren FMM-Entwicklung, welche aus der dyadischen Formulierung in
(5.4) hervorgeht, ausdriicken als

T 2k, ry,) VIO
lim # Mé%'reﬂk'rreﬂk*cd?k, (5.36)
L—oo 47THI‘mH
wobei die Ungleichung
Al H H
21; + Irf| < [zl (5.37)

erfiillt sein muss. Durch Benutzung dieser Umformungen wird (5.33) zu

wu? Tr, (2k,ry,) A N\ gr
Ui~ Uiy ngx;O# — () S (20) Wi (k) 2k, (5.38)

wobei S und Wy die skalaren Entsprechungen der dyadischen Strahlungscharakteristiken S
und W, ¢ in (5.24) und (5.26) sind. Natiirlich l4sst sich diese Gleichung auch mit der Strategie
zur Unterteilung des Streuobjekts in (5.32) kombinieren. Das Ergebnis lautet

2.2 P _ . o o
U, ~ —Ut% 3 lim # T Rkt = 1) (i) Sp (2) Wi () k. (5.39)
p=1

[rm — 1yl

Nsp (k)

Wie in Abb. 5.17¢ veranschaulicht, werden die Ausbreitungsverluste der einfallenden und re-
flektierten Signale durch die Unterteilung genauer approximiert, da der fir die Amplituden-
skalierung verantwortliche Term im Nenner nun nicht mehr dem Abstand des Messpunkts vom
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Ursprung (||ry||), sondern dem Abstand vom Zentrum der Teilbereiche (||ry, — r,||) entspricht.
Je feiner die Unterteilung, desto hoher ist die Genauigkeit der Approximation. Mit dieser For-
mulierung ist eine genaue und effiziente Berechnung des skalaren Vorwértsoperators moglich.

Fir vektorielle Felder wird ng, in (5.39) durch die vektorielle Entsprechung ng in (5.31)
ersetzt. Dies fithrt zum Ausdruck

w

2,2 P
1 . Ty, (2k, 1y — 1) 0n
R — E 1 s (k .
u Ue 4272 = Lgréo# lrm — 1| ns, (K)d’k

(5.40)

Eine Uberpriifung dieser Gleichung erfolgt durch Einsetzen des Fernfeldtranslationsoperators
in (5.7). Dies fithrt, wie erwartet, zu einem Ergebnis, das mit (5.32) iibereinstimmt.

>
*-:
=+~

/
ry+ry,—r

'm

(b) Einstufiger Operator mit Fehler

__— A T
ro;on

(¢) Mehrstufiger Operator

Abbildung 5.17: Resultierender Amplitudenfehler bei verschiedenen Implementierungen des
Vorwartsoperators.

5.2.3.3 Implementierungsspezifische Details

Um die effiziente Implementierung der skalaren und vektoriellen Formulierung in (5.39) be-
ziehungsweise (5.40) zu ermoglichen, sollen zunédchst die Beobachtungen analog zu (5.14) in
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Gruppen mit dem Zentrum r, gebiindelt werden. Dazu wird (5.40) umgeformt zu

wip? & Tr, (2k, 15 —Tp) s [Tl ;
U, ~ -U lim # ’ P/ o=kt = (k)d%k. 5.41
B 2P ] TN (54D

Wie schon in (5.14) ist eine hierarchische Zerlegung der Quell- und Beobachtungsregionen
erforderlich, um einen effizienten Algorithmus zu erhalten.

In der konventionellen MLFMM-Implementierung fiir elektromagnetische Probleme werden
die Spektren ebener Wellen mit den zwei Komponenten Ky und Ejp beschrieben. Bei der mo-
nostatischen Formulierung nehmen die kartesischen Komponenten der dyadischen Streumatrix
in (3.12) diese Rolle ein, im skalaren Fall ist eine einzige Komponente ausreichend. Bei der
Interpolation der Spektren ist normalerweise zu beriicksichtigen, dass die Einheitsvektoren an
den Polen ihre Orientierung sprunghaft dndern. Bei Komponenten der Streumatrix ist dies
nicht der Fall. Aulerdem wird die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Freiraum entsprechend dem
Modell halbiert. Dies bedingt die Verdopplung der Wellenzahl, welche wiederum die Abtast-
dichte der Spektren, die Multipolordnung des Translationsoperators sowie die Auswertung der
Exponentialfunktionen bei der Aggregation und der Disaggregation beeinflusst.

Aus (5.41) geht hervor, dass jede Translation neben dem Translationsoperator 77, eine Di-
vision mit der Translationsdistanz ||r;, —ry| beinhaltet. AuBlerdem sollte der Faktor I=ll/|r,|
bei der Disaggregation beriicksichtigt werden, indem das Empfangsspektrum mit dem Abstand
|lry|| der Empfangsgruppe zum Mittelpunkt des Streuobjekts multipliziert wird und durch den
Abstand |rp|| des hierarchisch untergeordneten Koordinatenpunkts zum Mittelpunkt geteilt
wird. Diese Vorgehensweise ist in Abb. 5.18 veranschaulicht, wobei die Amplitude vor und nach
der Korrektur mit r,q beziehungsweise rne bezeichnet wird. Diese Mafinahme hat das Ziel,
die Genauigkeit der Amplitude an den Beobachtungspunkten zu verbessern.

Die Dampfung der Zweiwegeausbreitung wird durch den verwendeten Operator grob ap-
proximiert. Die Genauigkeit kann dabei iiber die minimal erforderliche Anzahl an Pufferboxen
gesteuert werden. Je grofler diese Zahl, desto genauer ist die Naherung. Obwohl sich gleichzeitig
die Laufzeit des Algorithmus erhoht, bleibt die mathematische Komplexitit gleich. Man erhélt
so eine effiziente und schnelle Moglichkeit, den Vorwértsoperator fiir monostatische Streupro-
bleme mit beliebigen Nah- und Fernfeldbeobachtungen auszuwerten.

'm = Told"m

Ty (2k,ry—rp) -
llrp—rpll

Abbildung 5.18: Amplitudenkorrektur bei der hierarchischen Disaggregation zur Verbesserung
der Genauigkeit.

5.3 Konzepte zur Losung des Rekonstruktionsproblems

Die Berechnung einer Ersatzquellen- oder Streuzentrenverteilung aus beliebigen Beobachtungen
im Nah- oder Fernfeld lduft in zwei Schritten ab. Im ersten Schritt wird ein Spektrum ebener
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Wellen berechnet, welches im zweiten Schritt der hierarchischen Disaggregation in Kap.4 als
Eingangsgrofie dient.

Die Rekonstruktion des Spektrums ebener Wellen aus den Beobachtungen kann als inver-
ses Problem betrachtet werden, fiir welches im Folgenden zwei verschiedene Losungsanséitze
aufgezeigt werden. Als gegeben gilt in beiden Féllen der lineare Vorwartsoperator, die Beob-
achtungen sowie ein Diskretisierungsgitter fiir das gesuchte Spektrum. Auf die Herleitung des
Vorwartsoperators wird hier nicht erneut eingegangen, da diese bereits in Abschnitt 5.1 und
Abschnitt 5.2 ausfiihrlich behandelt wurde. In der Numerik wird diese Problemstellung typi-
scherweise als lineares Gleichungssystem formuliert und mit einem Standardverfahren geldst.
Dies entspricht dem ersten Losungsansatz. Fiir die weitere Unterscheidung ist wichtig, dass
dabei der Vorwartsoperator direkt diskretisiert und erst danach adjungiert angewendet wird.

Im zweiten Losungsansatz wird kein Gleichungssystem formuliert. Stattdessen wird der konti-
nuierliche Vorwirtsoperator, angelehnt an das MF-Prinzip?, analytisch umgekehrt, dhnlich wie
die inverse Fouriertransformation aus der konventionellen Fouriertransformation hervorgeht.
Das Beiwort ,analytisch® wird hier als Abgrenzung zu numerisch verstanden. Bei der analy-
tischen Inversion der Fouriertransformation wird aus dem Zeitbereichsintegral ein Integral im
Frequenzbereich. Ganz dhnlich verhélt es sich auch mit dem kontinuierlichen Vorwértsoperator
des vorliegenden Transformationsproblems, denn wihrend der Vorwértsoperator selbst, wie in
(5.14) ersichtlich, ein Integral tiber den k-Raum beinhaltet, weist der analytisch umgekehrte
Vorwartsoperator, wie spiter noch gezeigt wird, stattdessen ein Integral im Ortsbereich auf.
Dies ist fiir die Diskretisierung wichtig. Das Resultat unterscheidet sich somit vom direkt im
k-Raum diskretisierten und anschliefend adjungierten Vorwértsoperator, so wie er im ersten
Loésungsansatz verwendet wird. Dies ist ein Grund, warum die Losung des inversen Problems
in beiden Ansédtzen unterschiedlich ausféllt. Wird die Problemstellung als lineares Gleichungs-
system verstanden, so entspricht das Ergebnis bis auf ein geduldetes Fehlermafl der exakten
Losung des inversen Problems. Wenn dagegen der analytisch umgekehrte Operator zur Anwen-
dung kommt, so wird dhnlich wie auch beim MF eine signalangepasste Filterung durchgefiihrt,
mit der die Losung approximiert wird.

In der Praxis verhalten sich beide Anséatze teilweise sehr unterschiedlich. Bei der Losung des
Gleichungssystems werden auch lineare Abhéngigkeiten im Vorwértsoperator entflochten wie
sie beispielsweise bei nicht orthogonal polarisierten Messsonden entstehen, wihrend die signal-
angepasste Filterung auch mit sehr verrauschten Beobachtungen und einem schlecht konditio-
nierten Vorwiértsoperator nicht zu numerischen Instabilitaten fiihrt [Schnattinger und Eibert
2012a; Schnattinger und Eibert 2012c]. Besonders vorteilhaft ist deshalb eine Kombination
beider Anséitze. Bei Verwendung eines iterativen Gleichungslosers kann das signalangepasste
Filter zur Erzeugung eines geeigneten Startwerts genutzt werden. Alternativ wird das gesamte
Gleichungssystem von links mit dem signalangepassten Filter multipliziert, was bei iterativer
Losung des Gleichungssystems die Konvergenz verbessert und damit einer Vorkonditionierung
entspricht.

5.3.1 Formulierung der Problemstellung als lineares Gleichungssystem

In diesem Abschnitt soll das inverse Problem durch ein iteratives Verfahren gelost werden. Die
Modelle in Abschnitt 5.1 und Abschnitt 5.2 lassen sich durch eine Diskretisierung der Ersatz-
quellen und Beobachtungen in ein lineares Gleichungssystem iiberfithren, wobei A € CM*¥N
die Systemmatrix bezeichnet, x € CV die Unbekannten und b € CM die Beobachtungen. Das

2Wenn es sich nicht um zeitabhingige, sondern um ortsabhéngige Signale handelt, wird im Englischen oft der
Ausdruck ,spatial matched filter* zur Differenzierung genutzt.
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resultierende Gleichungssystem
Ax=Db (5.42)

ist im Allgemeinen nicht quadratisch. Da viele Losungsverfahren jedoch ein quadratisches Glei-
chungssystem erfordern, wird stattdessen die Normalengleichung

ATAx = Ap (5.43)

verwendet. Jede Losung dieser Gleichung minimiert die Norm des Fehlervektors ||Ax — b||.
Dabei kann nicht ausgeschlossen werden, dass die Systemmatrix A singulédr ist. Die vollstén-
dige Losung des vollbesetzten quadratischen Gleichungssystems erfordert im Allgemeinen den
Rechenaufwand O (N3) [Meister 2005, S. 43].

Unter bestimmten Umstédnden bietet die Wahl eines iterativen Losers Vorteile. Durch das
iterative Vorgehen stellen singulédre Systemmatrizen kein Problem dar, weil eine Abbruchbedin-
gung dafiir sorgt, dass singuldre Anteile des Operators ausgeblendet werden [Vorst 2003, S. 147].
Ein iterativer Gleichungsloser wird iiblicherweise beim Erreichen eines bestimmten Residuums
terminiert. Dieser vorzeitige Abbruch des Verfahrens kann als Regularisierung interpretiert
werden [Calvetti et al. 2002]. Auflerdem lasst sich durch die Wahl des Residuums zwischen
Genauigkeit und Rechenzeit abwégen. SchliefSlich verringert sich die mathematische Komplexi-
tat von iterativen Verfahren, wenn die Matrix A diinn besetzt ist, oder, wie in (5.3), in diinn
besetzte Teilmatrizen faktorisiert werden kann.

Durch die hierarchische Formulierung der Modelle in Abschnitt 5.1 und Abschnitt 5.2 lasst
sich das Produkt A" Ax laut (4.29) mit der Komplexitit O (N log? N ) oder geringer auswerten

[Bosch et al. 2007; Cecka und Darve 2011]. Dies entspricht auch der Gesamtkomplexitit des
Verfahrens, da in den meisten Situationen wenige Iterationen zum Erreichen des gewiinschten
Residuums ausreichen.

Nicht immer sind die Transformationsprobleme gut gestellt. Der Einfluss von Messfehlern
und verrauschten Beobachtungen auf das Transformationsergebnis wurde in [Schmidt 2009,
S.69f. Qureshi et al. 2013b] ausfithrlich untersucht. Um die Losbarkeit in schwierigen Fillen
zu verbessern, sollte das Verhéltnis zwischen der Anzahl an Beobachtungen und Unbekann-
ten moglichst grofl sein. Da die Beobachtungen typischerweise als gegeben betrachtet werden
miissen, verbleibt nur eine Verringerung der Anzahl an Unbekannten. Der Schliissel dazu liegt
in einer effizienten Diskretisierung der Ersatzquellen. Dabei hat sich sowohl die Abtastung
mit ebenen Wellen als auch die Darstellung durch sphérische Modenkoeffizienten als geeignet
erwiesen [Eibert et al. 2013].

Potenzial fiir weitere Mafinahmen zur Verbesserungen der Losbarkeit birgt die Vorkonditio-
nierung des Gleichungssystems mit der im néchsten Abschnitt vorgestellten signalangepassten
Filterung. Ausgehend von (5.42) lautet das resultierende Gleichungssystem dann

BAx=Bb, (5.44)

wobei B dem signalangepassten Filter entspricht. Diese Vorkonditionierung funktioniert erwar-
tungsgemaf dann besonders gut, wenn die resultierende Systemmatrix mit

BA~1 (5.45)

nah an der Einheitsmatrix ist. Ein vorgegebenes Fehlermafl wird so nach wenigen Iterationen
des Gleichungslosers erreicht.
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5.3.2 Approximative Losung durch signalangepasstes Filter

Die Ermittlung signalangepasster Filter fiir inverse Quellen- und Streuprobleme erfolgt hier
durch die analytische Umkehrung der zugehérigen Vorwértsoperatoren. Der resultierende Aus-
druck entspricht nur in Ausnahmeféllen dem inversen Operator. Die Vorgehensweise soll trotz-
dem zuerst an einem derartigen Fall gezeigt werden, da dies zusétzliche Einsichten erlaubt.
Wenn skalare Fernfeldbeobachtungen vorliegen, ldsst sich das Spektrum ebener Wellen durch
Umstellen der Gleichungen in (2.13), (3.4) und (3.10) berechnen. Fiir r — oo gilt somit

4 . .
(k) = ——rel"" B (rk,w) (5.46)
Jwp
wobei E dem beobachteten Feldwert entspricht. Der Ausdruck wurde durch die analytische
Umkehrung des Vorwértsoperators gewonnen und entspricht in diesem Fall auch dem inversen
Operator. Bei vektoriellen Feldern gilt die Gleichung jeweils fiir die transversalen Komponenten.
Im Fall von Nahfeldbeobachtungen ist der Zusammenhang zwischen Spektrum und Beob-
achtung komplexer. Wird die Fernfeldndherung unter diesen Bedingungen trotzdem fiir die
Rekonstruktion des Spektrums verwendet, so fithrt dies zu Fehlern. Um diese Fehler genau-
er zu untersuchen, wird der Nahfeldausdruck (5.6) in (5.46) eingesetzt. Dabei ergibt sich der
Integralausdruck
~ 4 jkr . T 7. N 3270
U (k) ~ —jw—MreJ E (rk,w) - ngréO#FL (kk: ,k:,r) V(K 2R, (5.47)
welcher verdeutlicht, dass jeder Abtastwert im rekonstruierten Spektrum durch eine Filterung
des Spektrums V mit der Funktion

Fy, (12: K, kr) = rel*r Ty, (k', ’I“];‘) (5.48)

hervorgeht. Abb. 5.19 vermittelt einen Eindruck von dieser Funktion, indem verschiedene
Richtcharakteristiken fiir die Messentfernung r = 0.4\ dargestellt werden. Diese Grafiken las-
sen sich als sphérische Punktantwortfunktionen interpretieren, welche das Spektrum V' glét-
ten. Die Farbskala der Richtcharakteristik entspricht dem Phasenwert. Die Multipolordnungen
und Abstédnde wurden wie in Abb.5.5 gewéhlt. Fiir eine fehlerlose Rekonstruktion miisste die
Punktantwortfunktion einem Dirac-Impuls entsprechen. Dies ist nicht der Fall. Des Weiteren
variiert die Funktion stark mit der Multipolordnung und der Messentfernung, womit auch das
Rekonstruktionsergebnis im gleichen Mafie von diesen Parametern beeinflusst wird. Dies ist
auch ein Nachteil, denn die resultierenden Fehler sind so von Art und Lage der verfiigharen
Beobachtungen abhéngig.

Bisher wurde fiir die Rekonstruktion des Spektrums der analytisch invertierte Fernfeldope-
rator verwendet, obwohl dies unter Nahfeldbedingungen zu erheblichen Fehlern fiihrt. Durch
die Umkehrung des zugehorigen Nahfeldoperators kann ein signalangepasstes Filter abgelei-
tet werden, welches eine genauere Rekonstruktion des Spektrums aus Nahfeldbeobachtungen
ermoglicht. Dazu wird, wie bei der inversen Fouriertransformation, der Integralkern komplex
konjugiert. Angewendet auf (5.6) ergibt sich der Ausdruck

4
U (k) ~ ——— i TF (k,v)r’E 25, 4
( ) ‘]wu Lgréo L( 71‘)7" (I‘,Ck)d r (5 9)

Im Gegensatz zu (5.46) wird das Spektrum ¥ an einem einzigen Punkt k nun aus allen bei der
Frequenz k verfiigharen Beobachtungen E berechnet. Wie bereits erortert, fithrt die analytische
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180°

(a) L =3 b)L=5

Abbildung 5.19: Phasenverlauf der Filterungsfunktion in (5.48), aufgetragen auf einer linea-
ren Darstellung des Spektrums fiir verschiedene Multipolordnungen L und der
Translationsdistanz r = 0.4); die Translationsrichtung stimmt mit dem Maxi-
mum iiberein.

Umkehrung des Vorwértsoperators dazu, dass das k-Raum-Integral durch ein Ortsbereichsinte-
gral ersetzt wird. Dieses Integral bewirkt eine Gewichtung der Beobachtungen mit dem jewei-
ligen Flichenelement d?#, was tendenziell die Genauigkeit des rekonstruierten Spektrums bei
ungleichméfiger Haufung der Messpunkte verbessert. Die Verwendung des konjugierten Trans-
lationsoperators wird in Abb. 5.20 als ein Vorgang begriffen, bei dem ein einfallendes Spektrum
ebener Wellen durch einen Optimalfilter in ein ausgehendes Spektrum an der Quelle umgewan-
delt wird. Um die Sinnhaftigkeit dieser Formulierung zu tiberpriifen, wird durch Einsetzen des
Ausdrucks E in (5.6) mit

U (k) ~ lim ¢pT;(k,r)r? lim Jp Ty (K,r)V (K)d*k'd*r (5.50)

L—oo L'—o00

eine zu (5.47) analoge Formulierung abgeleitet. Das Vertauschen der Integralgrenzen fiihrt zu

(k) ~ dim L¢P Fy (kB k) V(K) R, (5.51)

L—oo L'—00

wobei die Filterungsfunktion oder Punktantwortfunktion durch
Frp (k- k) =02 # T (k,r) Ty (K1) d2F (5.52)
definiert ist. Das Einsetzen der in (5.7) definierten Fernfeld-Translationsoperatoren fithrt zu
. / ] _ 7 ~\ jk 7! ~\ L —ik'r 24 7 7!
Tim Fy o (kK k) _#5@—7«)@ " (K — ) e Hrdte = 5 (k- ). (5.53)

Damit lasst sich zeigen, dass Fernfeldbeobachtungen auch in diesem Fall eine perfekte Re-
konstruktion des Spektrums zur Folge haben. Im Fall von Nahfeldbeobachtungen erfolgt die
Berechnung der Filterfunktion F7, ;» numerisch. Die daraus hervorgehenden Punktantwortfunk-
tionen in Abb.5.21 besitzen im Vergleich zu den Ergebnissen in Abb.5.19 die Eigenschaften,
dass zum einen die Funktion im Bereich der Hauptkeule fast ausschlielich reell ist und zum
anderen die Nebenkeulen kleiner ausfallen. Damit ist die Rekonstruktion des Spektrums nach
dem MF-Prinzip in (5.46) im Vergleich zur Rekonstruktion in (5.47) basierend auf der Fern-
feldapproximation genauer.
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Um zu untersuchen, ob sich dieser Vorteil auch als geringerer Fehler im Bild niederschlagt,
wurde die Bildberechnung mit der Formulierung in (5.49) fiir verschiedene Absténde durchge-
fihrt. Als Quellenverteilung dient eine im Freiraum strahlende Anordnung Hertz’scher Dipole
in einem Frequenzbereich von 0,31 GHz bis 10 GHz. Zur Berechnung des mittleren Pixelfehlers
wird ein Referenzbild aus Fernfelddaten verwendet. Weitere Details dieser numerischen Analyse
sind in [Schnattinger und Eibert 2012b] beschrieben. Fiir den mittleren Pixelfehler nach (4.20)
ergibt sich dabei der Verlauf in Abb. 5.22. Bei Benutzung der Fernfeldapproximation in (5.46)
skaliert der Fehler direkt mit der Entfernung. Dies fiihrt bei groflen Abstdnden zu entspre-
chend kleinen Fehlern. Im Gegensatz dazu stellt sich bei der Prozessierung mit dem konjugier-
ten Translationsoperator {iber einen weiten Entfernungsbereich eine konstante Genauigkeit ein,
die von der gewédhlten Multipolordnung abhéngt. Die adjungierten Nahfeldtranslationen sind
deshalb vor allem bei kleinen Abstdnden von Vorteil.

1. Darstellung der Beobachtungen als
Spektrum einfallender Wellen

(qu) <::| 3. Bildberechnung durch Superposition des
rekonstruierten Spektrums ausgehender Wellen

Abbildung 5.20: Der adjungierte Translationsoperator ermittelt aus den einfallenden ebenen
Wellen am Zielort nach den Prinzipien des MF das ausgehende Spektrum an
der Quelle.
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Abbildung 5.21: Phasenverlauf der Filterungsfunktion in (5.52), aufgetragen auf einer linea-
ren Darstellung des Spektrums fiir verschiedene Multipolordnungen L und der
Translationsdistanz r = 0.4); die Translationsrichtung stimmt mit dem Maxi-
mum {iiberein.
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FF Naherung
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Entfernung der Beobachtungen r [m]

Abbildung 5.22: Vergleich des mittleren Pixelfehlers bei der Benutzung von Fernfeld- (FF) be-
ziehungsweise Nahfeldmodellen (NF) in Abhéngigkeit des Abstands r von den
Feldbeobachtungen; L ist die Multipolordnung. Quelle: Schnattinger und Ei-
bert [2012b].

Die analytische Approximation der Losung durch adjungierte Translationen lasst sich auch
auf die Formulierung inklusive Sondenkorrektur in (5.14) anwenden und lautet dann

U (k) ~ —2 fim (b TE (k1) T2 (50) W (K) 2o, (5.54)
Jwp L—oo
wobei Wy, eine skalare Sondenkorrektur darstellt. Da das Integral eine aus der MLFMM be-
kannte Struktur aufweist, 1ldsst es sich mit den gleichen hierarchischen Methoden beschleunigen.
Zusammenfassend lédsst sich feststellen, dass die analytische Umkehrung des Vorwértsopera-
tors ein flexibles und schnelles Losungsverfahren fiir das Inversionsproblem darstellt, welches
sich das MF-Prinzip zu Nutze macht. In vielen Fallen wird eine sehr gute Approximation der
Losung erzielt. Wie bereits erortert, hat auch eine Kombination mit dem iterativen Losungs-
verfahren in Abschnitt 5.3.1 Vorteile.



6 Anwendungsbeispiele

Durch Anwendung der aufeinander aufbauenden Berechnungsschritte in den Kapiteln 3 bis 5
lassen sich beliebige Feldbeobachtungen je nach Szenario in eine Ersatz- oder Streuquellendar-
stellung {iberfiihren. Die Leistungsfahigkeit der vorgestellten Verfahren soll nun anhand einiger
Beispiele untersucht werden.

6.1 Synthetische Szenarien basierend auf linearen Modellen

Zur Beurteilung der Leistungsfahigkeit des Verfahrens im Optimalfall werden Testdaten ge-
nutzt, fiir die sichergestellt ist, dass die zugrunde liegenden Quellen oder Streuzentren linear
in die Beobachtungen eingehen. Damit werden unerwiinschte Beeintrachtigungen durch Ver-
kopplungen und Mehrfachinteraktionen vermieden. Eine Analyse dieser Effekte findet erst im
néchsten Abschnitt statt.

6.1.1 Dipole im Freiraum

Jede elektrische Stromverteilung kann durch eine diskrete Verteilung Hertz’scher Dipole appro-
ximiert werden. FEin Hertz’scher Dipol ist ein infinitesimal kurzes Stromelement im Freiraum.
Auf dieser Grundlage basiert das Szenario in Abb. 6.1a, wobei die Anordnung der Stréme der
Zeichenfolge , TUM“! folgt. Die Dipole befinden sich in einem Quader mit den Abmessungen
40cm x 10 ecm x 20 cm. Die Anordnung befindet sich im Vakuum, sodass die Abstrahlung unter
Freiraumbedingungen erfolgt.

Da die zeitliche Anregung der Stromelemente durch einen Dirac-Impuls fest vorgegeben ist,
wird eine gegenseitige Beeinflussung benachbarter Dipole nicht modelliert. Diese Annahme
entspricht dem Ansatz in (2.19), welcher fiir die Rekonstruktion verwendet wird. Eine impuls-
formige Anregung der Quellen erzeugt Feldanteile bei allen Frequenzen. Beobachtungen liegen
im Frequenzbereich von 0 GHz bis 10 GHz vor. Die Abmessungen der Stromverteilung werden
mit 13.3A\min X 3.3Amin X 6.7Amin in elektrischen Gréflen ausgedriickt, wobei Ay, die Freiraum-
wellenldnge bei 10 GHz ist.

Die Berechnung der Ersatzquellendarstellung soll getrennt mit Fern- und Nahfeldbeobachtun-
gen erfolgen. In beiden Féllen werden die Transversalkomponenten der Felder auf einem Gauf3-
Legendre-Gitter sphérisch abgetastet, wobei sich die Nahfeldbeobachtungen auf einer Kugel
mit dem Radius 57 cm befinden. Die Transversalkomponenten werden durch ihren ¢- und 6-
Anteil charakterisiert. Die punktuelle Beobachtung der Felder entspricht der Verwendung eines
Hertz’schen Dipols als Sonde. Wenn die Anzahl der Abtastpunkte durch Ny = 29, Ny = 89 und
Ny = 178 festgelegt wird, dann ist das Abtasttheorem in (4.8) fiir die beschriebene Quellen-
verteilung und den gegebenen Frequenzbereich genau erfiillt. Das entspriache dem Verzicht auf
eine Uberabtastung und hétte damit einen gewissen Approximationsfehler zur Folge. Um eine
hohere Genauigkeit gewéhrleisten zu konnen, wird die Diskretisierung auf Ny = 32, Ny = 128
und Ny = 256 erhoht. Dies fiihrt zu einer Gesamtzahl von 1048576 Punkten.

!Das Kiirzel ,,TUM* steht fiir Technische Universitit Miinchen.
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Im ersten Schritt wird das Spektrum der ebenen Wellen aus den Beobachtungen rekonstruiert,
wie in Kap.5 beschrieben. Im zweiten Schritt wird die hierarchische Disaggregation in Kap. 4
eingesetzt, welche ein sphérisches Abtastgitter verlangt. Wahrend die Fernfelddaten lediglich
analog zu (5.46) skaliert werden miissen, um diese Voraussetzung zu erfiillen, erfordert die
Rekonstruktion des Spektrums ebener Wellen aus den Nahfelddaten einen deutlich gréferen
Aufwand und erfolgt mit dem Einschrittverfahren in Abschnitt 5.3.2. Der Einfachheit halber
wird dabei die Formulierung in (5.49) basierend auf direkten Translationen eingesetzt.

Die Berechnung der volumetrischen Ersatzquellendarstellungen im Ortsbereich erfolgt mit
dem hierarchischen Verfahren in Kap.4. Fiir die Prozessierung der vorliegenden Daten werden
vier Hierarchieebenen und das lokale Interpolationsverfahren mit Ordnung 4 verwendet. Die
aus den Fernfeldbeobachtungen berechneten Ersatzquellen sind in Abb.6.1b dargestellt. Dabei
werden die Maximalwerte der Volumenverteilung mit

max [¢ (r)], max [¢ (r)], max [¢) (r) (6.1)

entlang der kartesischen Koordinatenachsen auf die Seitenflichen eines Wiirfels projiziert. Dies
gilt mit ¢ = jx,y,z separat fir jede kartesische Komponente der Ersatzquellenverteilung. Diese
Klarstellung ist wichtig fiir die Interpretation der Ergebnisse und hat auch fiir alle bereits
gezeigten volumetrischen Verteilungsfunktionen Giiltigkeit. Zusétzlich wird der volumetrische
Absolutwert

N 2

L@[ +] 3,0

jy (r)‘ + i

v =[aw], =/ 7. o) (62)
berechnet und analog visualisiert. Bei Betrachtung dieser Komponente ldsst sich die Anordnung
der Dipole in Form der Zeichenfolge ,, TUM* besonders einfach entziffern.

Die Orientierung der Dipole setzt sich entsprechend der Intensitéit aus den kartesischen Kom-
ponenten zusammen. Interessanterweise ist die y-Komponente der Ersatzquellen in Abb. 6.1b
nicht Null. Dies folgt aus den Nebendiagonaleintragen der Punktantwortfunktion in Abb. 3.8
und Abb. 3.9. Alternativ ldsst sich das Phdnomen damit erklédren, dass der nichtstrahlende An-
teil der Quellenverteilung keinen Beitrag zum ausgestrahlten Feld liefert und damit auch im
Bild fehlt. Dies lésst sich zeigen, indem der nichtstrahlende Radialanteil des Quellenspektrums
entgegen der bisherigen Vorgehensweise bei der Bildberechnung mit beriicksichtigt wird. In
diesem Fall verschwinden die Signalanteile in der y-Komponente des Bildes.

Die Bildberechnung wird nun mit Nahfelddaten wiederholt. Im Optimalfall unterscheidet sich
das Ergebnis nicht. Wenn allerdings auf eine Kompensation der Nahfeldeffekte verzichtet wird,
fiihrt dies zu Fehlern und Abweichungen. Werden Nahfelddaten zum Test wie Fernfelddaten
prozessiert, so zeigt sich, dass das berechnete Bild der Ersatzquellen in Abb. 6.2a deutlich von
der Referenz in Abb. 6.1b abweicht. Im Gegensatz dazu fiihrt eine Kompensation der Nahfeldef-
fekte durch den Rekonstruktionsschritt in (5.49) zum Ergebnis in Abb. 6.2b. Die Abweichungen
der berechneten Verteilungsfunktion reduzieren sich deutlich, sodass die Ersatzquellendarstel-
lungen aus Nah- und Fernfelddaten kaum zu unterscheiden sind.

Der Vollstindigkeit halber sei erwéhnt, dass der Einfluss von Rauschen in den beobachteten
Feldern hier vernachléssigbar ist, da das eingesetzte Verfahren auf den MF-Prinzipien basiert
und damit in dieser Hinsicht sehr robust ist. Die numerischen Untersuchungen in [Schnattinger
und Eibert 2012¢| haben beispielsweise gezeigt, dass bei einem Signal-Rausch-Verhéltnis (SNR)
von 0dB keine visuellen Abweichungen in den resultierenden Bildern feststellbar sind.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass die in Abschnitt 5.3.2 vorgestellten adjungierten
Nahfeldtranslationen bei der Berechnung der Ersatzquellen eine wirksame Kompensation der
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(a) Réumliche Darstellung der Zeichenfolge
, TUM* als diskrete Dipolverteilung
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(b) Projektionen der aus dem Fernfeld berechneten volumetrischen Er-
satzquellenverteilung

Abbildung 6.1: Im Freiraum strahlende Hertz’sche Dipole mit der aus den zugehorigen Feldern
berechneten Ersatzquellenverteilung.
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(b) Berechnete Ersatzquellenverteilung bei Berticksichtigung von Nah-
feldausbreitungseffekten

Abbildung 6.2: Vergleich der aus Nahfelddaten berechneten Ersatzquellenverteilungen mit und
ohne Beriicksichtigung der Nahfeldausbreitungseffekte.
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Nahfeldeinfliilsse bewirken. Das Ergebnis ist damit kaum vom Abstand der Beobachtungen
abhéngig. Auflerdem ermoglicht das volumetrische Bild eine dreidimensionale Lokalisierung
der vektoriellen Quellen. Je nachdem, wie grofl der Einfluss des nichtstrahlenden Anteils der
Stromverteilung ist, geht auch die Orientierung der Quellen aus der Verteilungsfunktion hervor.

6.1.2 Streuzentren im Freiraum

Bei den weit verbreiteten SAR-Verfahren wird der Streukorper als Ansammlung von unabhén-
gigen Streuzentren dargestellt. Dabei wird das einfallende Feld an jedem Streuzentrum mit
einem Streukoeffizienten multipliziert und isotrop gestreut. Wechselwirkungen zwischen be-
nachbarten Streuzentren werden nicht berticksichtigt. Dieses Streumodell soll nun im folgenden
Beispiel Anwendung finden.

An den Kreuzungspunkten eines 6 x 6 x6 Gitters befinden sich isotrope Streuzentren mit zufél-
ligen komplexwertigen Streukoeffizienten. Die Anordnung mit den Abmessungen Imx1mx1m
soll mit einem monostatischen Radar bei 1 GHz untersucht werden. Die elektrische Grofle des
Objekts, welche ausschlaggebend fiir die Dimension des resultierenden Gleichungssystems ist,
bemisst sich somit auf 3.3\ x 3.3\ x 3.3\. Ein exemplarisches Bild dieser Streuzentrenvertei-
lung ist in Abb. 6.3a dargestellt. Das mit dem SAR-Streumodell ermittelte Streuspektrum der
Gesamtanordnung entspricht dem normierten Radarriickstreuquerschnitt und ist in Abb.6.3b
zu sehen.
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(a) Ortsbereichsdarstellung als Streuzen- (b) Streucharakteristik im Ortsfrequenzbe-
trenverteilung reich

Abbildung 6.3: Regelméflig angeordnete isotrope Streuzentren mit komplexwertigen Reflexions-
koeffizienten, dargestellt im Ortsbereich und im k-Raum.

Der Radarriickstreuquerschnitt (radar cross section, RCS) ist eine wichtige praxisrelevan-
te Grofle, deren messtechnische Erfassung eine hidufige Aufgabenstellung darstellt. Besonders
schwierig ist die direkte und genaue Messung von Fernfeldgréflen bei elektrisch groien Objekten.
In diesem Fall ist es von Vorteil, eine andere Vorgehensweise zu wéihlen. In Abschnitt 5.2.3 wurde
ein Verfahren vorgestellt, das es erlaubt, den Radarriickstreuquerschnitt aus Nahfeldbeobach-
tungen zu berechnen. Die Gewinnung von Nahfelddaten ist in vielen Fallen kostengiinstiger
und einfacher als die direkte Vermessung von Fernfelddaten. Fiir elektrisch grofle Streuobjekte
wiegt dies den zusétzlichen Aufwand fiir die Transformation in der Regel auf.
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Um die Flexibilitdt des Algorithmus zu verdeutlichen, sind 14400 monostatische Streufeld-
messpunkte zufillig in der Umgebung des Streukorpers verteilt. Wie in Abb. 6.4 veranschaulicht,
befinden sie sich zwischen zwei Kugeln mit dem Radius 13\ beziehungsweise 26\ um die Streu-
zentrenverteilung, was einer deutlichen Unterschreitung der Fernfelddistanz bei 4D?/x = 133\
entspricht. Abb.6.5 zeigt die Abweichungen der normierten Nahfeldbeobachtungen vom nor-
mierten RCS bei einer Entfernung von 20\ am Beispiel des sphérischen Schnitts § = 90°. Neben
den beiden normierten Kurven fiir das Streuspektrum im Nah- und Fernfeld enthélt das Dia-
gramm auch eine Fehlerkurve. Dartiber hinaus ist der Maximalwert der Fehlerkurve zusammen
mit den Maximalfehlern in den Schnitten ¢ = 0°,30°,60°,90°,120° und ¢ = 150° in Tabelle 6.1
aufgelistet, um sie spater mit dem Transformationergebnis vergleichen zu kénnen.

- —
- Sy

1332

Fernfeld-
distanz

Zufallig angeordnete
Messpunkte

Abbildung 6.4: Entfernung der Streufeldbeobachtungen und Fernfeldabstand in Relation zum
Streuobjekt; Angabe in elektrischen Grofien.

Da Nahfeldeffekte in diesem Fall einen grofien Einfluss auf die Beobachtungen haben, miissen
sie bei der Berechnung des RCS beriicksichtigt werden. Dies geschieht mit der Formulierung
in (5.39), welche eine Unterteilung des Streukérpers mit dem Modell strahlender Reflektoren
verbindet. Der kubische Bereich der Streuanordnung wird mit vier Hierarchieebenen in 4096
Bereiche unterteilt. Jedem Teilbereich wird ein Streuspektrum mit der Diskretisierung Ny = 3
und Ny = 4 zugeordnet. Da es sich um eine skalare Problemstellung handelt, bei der polari-
metrische Effekte nicht beriicksichtigt werden miissen, resultiert daraus eine Gesamtanzahl von
49152 Unbekannten. Um eine hohe Genauigkeit zu erreichen, wird die Anzahl an erforderlichen
FMM-Pufferboxen auf 10 festgelegt. Aulerdem finden Translationen in der héchsten Hierarchie-
ebene des hierarchisch unterteilten Streuobjekts zu Gunsten einer besseren Genauigkeit nicht
statt. Damit betragt der Speicherbedarf fiir alle Translationsoperatoren 32 GB.

Zur Ermittlung der Fernfeldstreucharakteristik wird das iterative Verfahren in Abschnitt 5.3.1
basierend auf der ,,Generalized minimal residual method* (GMRES) [Dongarra 1998, S. 159 ff.]
eingesetzt. Nach 1444 Iterationen betriagt der relative Fehler an den Beobachtungen

||AX—bH2

= 7,97 x 1074, (6.3)
[bll,

wobei die Matrix-Vektor-Nomenklatur aus (5.42) ibernommen wurde. Die mittlere Dauer einer
Iteration liegt bei 27 Sekunden, wobei zehn Threads auf einem Intel Prozessor mit 3,47 GHz
Taktfrequenz verwendet wurden. Abb. 6.6 zeigt den relativen Fehler des Transformationsergeb-
nisses im Vergleich zum normalisierten RCS. Es wird ersichtlich, dass der Transformationsfehler
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Abbildung 6.5: Abweichung des Nahfeldstreuspektrums vom Fernfeldstreuspektrum (dient als
Referenz) bei einer Entfernung von 20\ nach einer Normalisierung beider Kur-

vensatze.

deutlich geringer als in Abb. 6.5 ist, wo die untransformierten Nahfeldbeobachtungen im Ab-
stand von 20\ mit der Referenz verglichen wurden. Die Gegeniiberstellung der maximalen Fehler
vor und nach der Transformation in Tabelle 6.1 verdeutlicht die Wirksamkeit des eingesetzten

Verfahrens.

Tabelle 6.1: Wie an den maximalen Abweichungen der Schnitte erkennbar ist, geben die trans-

formierten Messdaten die Fernfeldreferenz deutlich besser wieder als unprozessierte
Nahfelder dies tun.

Schnitt Nahfeld | Transformiert
0 = 90° —-8,4dB —49,2dB
¢ =0° -7,8dB —49,7dB
¢ = 30° -8,4dB —47,4dB
¢ = 60° —8,2dB —45,3dB
¢ = 90° —-9,5dB —475dB
¢ =120° | —8,4dB | —45,5dB
¢ =150° | —7,1dB —48,1dB
Mittelwert | —8,3dB —47,6dB
Maximum | —7,1dB —45,3dB
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Abbildung 6.6: Abweichung des Transformationsergebnisses vom Fernfeldstreuspektrum (dient als Referenz) nach einer Normalisierung
beider Kurvensétze.
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6.2 Realistische Szenarien mit Verkopplungen und
Mehrfachinteraktionen

Fiir die Berechnung der Ersatzquellen oder Streuzentren wird ein Modell verwendet, bei dem
die Beobachtungen linear von der zu bestimmenden Verteilung abhéngen. Zusatzlich gilt die
Annahme, dass die Wellenausbreitung im Freiraum stattfindet und nichtstrahlende Stréme
nicht berticksichtigt werden. Diese notwendigen Vereinfachungen kénnen bei der Berechnung der
Ersatzquellen- oder Streuzentrenverteilungen zu Artefakten fithren, wenn Verkopplungen oder
Mehrfachinteraktionen auftreten. Im Rahmen der folgenden Szenarien soll genauer untersucht
werden, wie sich die erwdhnten Berechnungsfehler in der Praxis bemerkbar machen.

6.2.1 Breitbandiger Hornstrahler

Bei der Vermessung von breitbandigen Signalen mit einer einzigen Antenne ist es hilfreich,
wenn die elektromagnetischen Eigenschaften der Antenne im gesamten relevanten Frequenzbe-
reich sehr dhnlich sind. Der breitbandige Hornstrahler HF907 von Rohde & Schwarz?, welcher
in Abb. 6.7 dargestellt ist, besitzt im Frequenzbereich von 800 MHz bis 18 GHz ein Stehwellen-
verhéltnis (VSWR) von unter 3 : 1 sowie einen hohen Gewinn mit flachem Frequenzverlauf.
Im Folgenden soll die Berechnung von dquivalenten Volumenstromen einen Eindruck von der
Funktionsweise der Antenne liefern.

Abbildung 6.7: Offizielles Produktbild der Rohde & Schwarz Antenne ,HF907 Double-Ridged
Waveguide Horn“ [Rohde & Schwarz GmbH & Co. KG 2015].

Ausgangspunkt bei der Berechnung von Ersatzquellendarstellungen sind abgestrahlte Fel-
der. Die Charakterisierung des Strahlungsdiagramms wurde in der Antennenmesskammer des
Lehrstuhls fiir Hochfrequenztechnik an der Technischen Universitdt Miinchen durchgefiihrt.

2Rohde & Schwarz GmbH & Co. KG, Miinchen, Deutschland
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Der grundsétzliche Messaufbau zur Ermittlung der Nahfelder ist in Abb.6.8 zu sehen. Zur
Abdeckung des Frequenzbereichs von 1,15 GHz bis 18 GHz wurden die Rechteckhohlleiterson-
den WR650, WR430, WR284, WR187, WR137, WR90 und WR62 eingesetzt. Abb.6.9 und
Abb. 6.10 zeigen die ermittelten ko- und kreuzpolaren Komponenten der sphérischen Nahfeld-
messung fiir 1,15 GHz beziehungsweise 18 GHz, wobei die kreuzpolare Komponente durch Dre-
hung der Sonde um 90° zustande kommt. Aus den Diagrammen geht hervor, dass sich die linear
polarisierte Hauptkeule bei 8 = 0° befindet.
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Abbildung 6.8: Die Antenne HF907 in der Antennenmesskammer am Lehrstuhl fiir Hochfre-
quenztechnik, Technische Universitat Miinchen.

Das hierarchische Verfahren zu Erzeugung der Volumenstromverteilung erfordert Fernfeld-
daten. Daher wird zuerst eine Nahfeld-Fernfeld-Transformation der Messdaten durchgefiihrt.
Jede Frequenz wird separat prozessiert und der zugehorige Rechenaufwand héngt von der elek-
trischen Grofle der Antenne ab. Fiir die niedrigeren Frequenzen koénnen deshalb die direkten
Translationen aus Abb. 5.7 eingesetzt werden, wihrend dies bei den héheren Frequenzen durch
den starken Anstieg bei Speicherbedarf und Rechenzeit nicht sinnvoll ist. Die Verwendung von
direkten Translationen fiithrt bei 1,15 GHz zu einem Speicherverbrauch von insgesamt 56 MB,
wahrend bei 18 GHz bereits 31,7 GB alleine fiir die vorberechneten Translationsoperatoren be-
notigt werden. Durch die hierarchische Unterteilung der Nahfeldmessungen basierend auf einem
Octree (siehe Abb.5.8) sinkt der insgesamt benotigte Speicherverbrauch bei 18 GHz hingegen
auf 12,7 GB, wobei eine Iteration des Gleichungslosers im Mittel 363 Sekunden auf einem Intel
Prozessor mit 4 Kernen und einer nominellen Taktfrequenz von 3,47 GHz bendétigt. Eine stabile
Losung stellt sich bereits bei einem Residuum von 1072 nach der Definition in (6.3) ein. Zur
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Abbildung 6.9: Mit Rechteckhohlleitersonde WR650 gemessene ko- und kreuzpolare Nah-
feldamplitude in der sphérischen Messflache im Abstand 2,06 m bei 1,15 GHz.
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Abbildung 6.10: Mit Rechteckhohlleitersonde WR62 gemessene ko- und kreuzpolare Nah-
feldamplitude in der sphérischen Messfliche im Abstand 2,72 m bei 18 GHz.
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Erreichung dieses Residuums werden fiir die Messdaten bei der Frequenz 1,15 GHz 11 Iteratio-
nen oder 9,1 Sekunden benétigt, bei 18 GHz sind es 21 Iterationen oder etwas mehr als zwei
Stunden. Das zugrunde liegende Gleichungssystem besitzt im ersten Fall 160 Unbekannte und
2450 Messwerte, im zweiten Fall 23 760 Unbekannte und 90902 Messwerte.

Um die Genauigkeit des rekonstruierten Fernfeldspektrums abschétzen zu kénnen, wurde das
Nahfeld in zwei unterschiedlichen Konfigurationen vermessen. Durch einen Versatz der Sonde
um 180 mm entlang der Ausbreitungsrichtung wirken sich Interaktionen mit der Messumge-
bung in den beiden Messdatensédtzen unterschiedlich aus. Dies gilt natiirlich auch fiir andere
Einflussfaktoren wie Rauschen. Abweichungen zwischen den aus den jeweiligen Messdatensétzen
rekonstruierten Fernfeldern kénnen damit als grobe Abschatzung des Messfehlers interpretiert
werden. Die Gegeniiberstellung ausgewahlter Fernfeldschnitte bei den Frequenzen 1,15 GHz
und 18 GHz ist in Abb.6.11 und Abb.6.12 zu finden. Bei den dargestellten Diagrammen han-
delt es sich um orthogonale Schnitte durch die Hauptkeule, welche die ko- und kreuzpolaren
Komponenten zeigen. Der relativ hohe Pegel in der kreuzpolaren Komponente ist dabei darauf
zuriickzufithren, dass der breitbandige Hornstrahler mit einem Winkelversatz von 1,2° auf dem
Positionierer montiert war. Zur Rekonstruktion der Fernfelddaten kommt dabei das in die-
ser Arbeit vorgestellte Transformationsverfahren zum Einsatz, welches durch die Abkiirzung
FIAFTA (fast irregular antenna field transformation algorithm) [Schnattinger et al. 2014a;
Schnattinger et al. 2014b] gekennzeichnet ist.

Zum Vergleich wurden die Fernfelddaten zusitzlich noch mit einer Software der Firma NSI?
rekonstruiert, welche auf der etablierten sphérischen Nahfeld-Fernfeld-Transformation basiert
[Hald et al. 1988]. Abb.6.13 und Abb. 6.14 zeigen wiederum die zugehérigen Ergebnisse, welche
ein sehr dhnliches Fehlerniveau wie beim hierarchischen Transformationsverfahren aufweisen.

3 Nearfield Systems Inc., Torrance, CA, USA
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Abbildung 6.11: Mit FTAFTA berechnete Fernfeldschnitte bei 1,15 GHz fiir unterschiedliche Messentfernungen im Vergleich.
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Abbildung 6.13: Mit der NSI-Software berechnete Fernfeldschnitte bei 1,15 GHz fiir unterschiedliche Messentfernungen im Vergleich.
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Abschlielend werden noch die rekonstruierten Fernfeldschnitte beider Transformationsver-
fahren in Abb.6.15 und Abb. 6.16 verglichen, wobei der Messdatensatz ohne Sondenversatz zur
Anwendung kommt. Die resultierenden Abweichungen sind hauptséchlich darauf zuriickzufiih-
ren, dass sich Messungenauigkeiten, wie unerwiinschte Reflexionen und Rauschen, in den beiden
Verfahren unterschiedlich auswirken. In der hierarchischen Transformation fiihrt der Abbruch
des iterativen Losers bei der Erreichung des gewiinschten Residuums zu einer Regularisierung
der Loésung, was im Optimalfall mit der Unterdriickung von Fehlereinfliissen einhergehen kann
[Schmidt und Eibert 2010]. Auflerdem wiére es moglich, ein einziges Rekonstruktionsergebnis
aus allen verfiigbaren Daten zu bestimmen, anstatt fiir jeden Datensatz ein separates Ergebnis
zu berechnen. In diesem Fall existiert jedoch kein Referenzergebnis zur Fehleranalyse, da die
NSI-Software eine Kombination verschiedener Messdatensétze nicht zulésst.

Bei der Bilderzeugung wird der Bildinhalt hauptséchlich von dominanten Signalanteilen in
der Hauptstrahlrichtung bestimmt. Die geringen Unterschiede in den Transformationsergebnis-
sen haben somit keinen merklichen Einfluss auf die erzeugten Bilder. Fir die weiteren Berech-
nungen werden ausschlielich die mit der NSI-Software rekonstruierten Daten verwendet. Die
vorliegenen Fernfeldspektren im Frequenzbereich 1,15 GHz bis 18 GHz werden zur Bilderzeu-
gung in zwei Bereiche unterteilt: 1,15 GHz bis 8 GHz und 8 GHz bis 18 GHz. Die Berechnung
erfolgt jeweils mit der hierarchischen Disaggregation in Kap. 4. Diese Vorgehensweise fiihrt im
unteren Frequenzbereich zu den Abbildungen 6.17 und 6.18 sowie im oberen Frequenzbereich
zu den Abbildungen 6.19 und 6.20. Im Gegensatz zum Produktabbild in Abb.6.7 wird das
Koordinatensystem so definiert, dass die Hauptkeule nach oben zeigt und damit entlang der
z-Achse ausgerichtet ist. Wahrend aus den Fldchen mit konstanter Amplitude - auch genannt
Isoflichen - nur die grobe Form der Hornapertur hervor geht, gibt die vektorielle Darstellung
auch die lineare Polarisation korrekt wieder. Da sich die Antenne in einem weiten Frequenz-
bereich sehr dhnlich verhélt, gelten diese Beobachtungen sowohl fiir den unteren als auch fiir
den oberen Frequenzbereich. Die Intensitit der Ersatzquellen konzentriert sich vor allem im
Zentrum des Hornstrahlers, da sich dort der Speisepunkt befindet. Damit ldsst die Darstellung
mit volumetrischen Ersatzquellen einige grundsétzliche Aussagen iiber die Eigenschaften einer
breitbandigen Antenne zu, ohne dass Vorwissen iiber die Geometrie erforderlich wére.
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Abbildung 6.17: Projektionen der dquivalenten vektoriellen Volumenstromdichte fiir einen Fre-
quenzbereich von 1,15 GHz bis 8 GHz.

Abbildung 6.18: Isoflache der absoluten dquivalenten Volumenstromdichte fiir einen Frequenz-
bereich von 1,15 GHz bis 8 GHz.
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Abbildung 6.19: Projektionen der dquivalenten vektoriellen Volumenstromdichte fiir einen Fre-
quenzbereich von 8 GHz bis 19 GHz.

Abbildung 6.20: Isofliche der absoluten dquivalenten Volumenstromdichte fiir einen Frequenz-
bereich von 8 GHz bis 19 GHz.
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6.2.2 Antennenanordnung mit drei Elementen

Im Folgenden wird eine Anordnung mit drei unterschiedlich orientierten Antennen im Abstand
von 31 cm untersucht. Dabei kommt die von Ott und Eibert [2010] entworfene bikonische Ul-
trabreitbandantenne mit einem Frequenzbereich von 400 MHz bis iiber 10 GHz zum Einsatz.
Die drei Antennen sind, wie in Abb.6.21a zu sehen, an den kartesischen Koordinatenachsen
ausgerichtet. Die Berechnung der Fernfelder erfolgt mit dem Zeitbereichsloser in CST MWS
[Computer Simulation Technology 2011], wobei fiir alle Antennen die gleiche Anregung mit
einem Frequenzbereich von 400 MHz bis 3 GHz verwendet wird. Auch bei einer Gruppenanten-
ne erfolgt die Anregung an den einzelnen Elementen synchron. Der Phasenbezug dient dort
zur Einstellung der gewiinschten Abstrahlcharakteristik. Die durch die Simulation ermittelten
Fernfelder werden auf einem dquidistanten Gitter mit Ny = 16, Ny = 180 und Ny = 91 aus-
gewertet und anschliefend durch eine sphérische Interpolation in ein Gauf-Legendre-Gitter
mit Ny = 128 und Ny = 64 konvertiert. Jeder einzelne Abtastpunkt beinhaltet dabei ¢- und
f-Komponenten.

Die Fernfelder liegen nun auf einem sphérischen Gitter vor, welches sich fiir die hierarchische
Disaggregation in Kap.4 direkt verwenden lasst. Parameter wie die Anzahl der verwendeten
Hierarchieebenen und die Interpolationsordnung haben dank der zugrunde liegenden Uberab-
tastung keinen merklichen Einfluss auf die Bildqualitéit. Eine Visualisierung der resultierenden
Verteilungsfunktion ist in Abb.6.21b dargestellt. Im Bild kénnen die drei Gruppenelemente
eindeutig identifiziert und anhand ihrer Position und Orientierung unterschieden werden. Al-
lerdings geht die Geometrie der Antennen aus der diffusen Verteilung der Ersatzquellen nicht
hervor. Ein Grund hierfiir ist, dass die realen Quellen im Gegensatz zum Modell nicht un-
ter Freiraumbedingungen strahlen. Auflerdem werden die iiber die Antenne verteilten Strome
aufgrund von Dispersionseffekten nicht zeitgleich angeregt. Analog zum linearen Problem in
Abschnitt 6.1.1 wirkt sich auch die Vernachléssigung von nichtstrahlenden Strémen negativ im
Bild aus.

Die Berechnung von Ersatzquellen mit einer hoheren physikalischen Aussagekraft wéare bei-
spielsweise durch die Verwendung einer angepassten Green’schen Funktion, welche die Wellen-
ausbreitung im vorliegenden Szenario genauer modelliert, moglich. Diese problemangepasste
Vorgehensweise wurde hier jedoch nicht néher verfolgt, da der Schwerpunkt in dieser Arbeit
auf dem Entwurf eines universell einsetzbaren Verfahrens liegt.
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(b) Ersatzquellenverteilung, berechnet aus breitbandigen Fernfeldbeob-
achtungen

Abbildung 6.21: Anordnung breitbandiger Antennen mit zugehériger Ersatzquellendarstellung.
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6.2.3 Perfekt leitender Streukorper

Um die an einem idealen elektrischen Leiter (PEC) gestreuten Felder mit einem Integralglei-
chungsverfahren zu berechnen, miissen alle Oberflichen mit einem Gitter diskretisiert werden.
Die Fldchenelemente werden fiir die Definition von Basisfunktionen benétigt, deren Koeffizi-
enten die Unbekannten im zu lésenden Gleichungssystem darstellen. Unter der Voraussetzung,
dass die Diskretisierungsdichte unverdndert bleibt, steigt die Anzahl dieser Unbekannten bei
flachigen Korpern quadratisch mit der elektrischen Groéfle des Streuobjekts. Im Gegensatz da-
zu schlédgt sich die elektrische Grofie bei Drahtgittermodellen nur linear in der Dimension des
Gleichungssystems nieder.

Abb. 6.22 zeigt das Drahtgittermodell eines gedrehten Wiirfels mit der Kantenlinge 2m,
bei dem drei Kanten entfernt wurden. Zur besseren Vorstellung sind die entfernten Kanten
gestrichelt eingezeichnet. Eine zirkular polarisierte ebene Welle in Richtung der negativen z-
Achse dient als Anregung. Der simulierte Frequenzbereich umfasst 500 MHz bis 1 GHz, d.h. die
Kantenlénge des Wiirfels entspricht der elektrischen Grofie 6.7Anin.

Abbildung 6.22: Drahtgittermodell eines gedrehten Wiirfels, bei dem drei Kanten entfernt wur-
den.

Zur Berechnung des gestreuten Feldes wird EMSS FEKO [EM Simulation Software 2013]
verwendet, wobei die unbeschleunigte Momentenmethode zum Einsatz kommt. Die ¢- und 6-
Komponenten des Fernfelds werden auf einem regelméifligen sphérischen Gitter mit Ny = 10,
Ny = 360 und Ny = 181 abgetastet. Die Berechnung der Streuzentrenverteilung erfolgt mit
der hierarchischen Zerlegung in Kap. 4. Das resultierende Bild in Abb. 6.23a zeigt den zugrunde
liegenden Drahtwiirfel, wobei die fehlenden Kanten leicht zu identifizieren sind. Noch deutli-
cher wird dies in Abb.6.23b bei der Darstellung einer Isofliche, einer Fldche mit konstanter
Amplitude.

Obwohl die Polarisation der einfallenden Welle in die Berechnung nicht mit einflief$t, lasst
sich an den vektoriellen Komponenten der Streuzentren die Richtung der Ersatzstrome ablesen.
Aus dem Bild folgt, dass die Strome hauptséchlich in y- und z-Richtung angeregt werden. Dies
stimmt mit der Polarisationsebene der einfallenden Welle {iberein.

Zur Berechnung der Darstellungen in Abb. 6.23 wurden zehn Frequenzen zwischen 500 MHz
und 1 GHz verwendet. Um zu untersuchen, wie sich eine verminderte Bandbreite auf die be-
rechnete Streuzentrenverteilung auswirkt, wird das Verfahren auch auf reduzierte Datensétze
angewendet. Abb.6.24 zeigt, wie sich die erzeugten Bilder mit der Anzahl der verwendeten
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‘Qabs

(a) Projektionen der Maximalamplituden

(b) Darstellung einer Isofldche

Abbildung 6.23: Visualisierung der Ersatzquellenverteilung aus den bistatischen Beobachtun-
gen eines Drahtwiirfels.
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Frequenzpunkte dndern. Die Quellen im linken Bild werden beispielsweise nur mit den Beob-
achtungen an einer einzigen Frequenz berechnet. Die Form des Streukorpers bleibt erkennbar.
Daraus folgt, dass die Berechnung von volumetrischen Ersatzquellendarstellungen nicht unbe-
dingt breitbandige Signale erfordert, sondern auch monofrequent erfolgen kann. Ein Vergleich
mit den anderen Grafiken in Abb.6.24 zeigt, dass eine steigende Anzahl an Frequenzpunk-
ten flir ein kontrastreiches Bild sorgt. Daraus folgt, dass breitbandige Punktantwortfunktionen
tendenziell eine genauere Abbildung des unbekannten Objekts liefern.

1 Frequenzpunkt 2 Frequenzpunkte 10 Frequenzpunkte dB
1GHz 500 MHz, 1 GHz 500 MHz — 1 GHz

—10

-15

-20

Abbildung 6.24: Einfluss von Bandbreite und Frequenzraster auf die Ersatzquellendarstellung.
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6.2.4 Trihedral

FEin Tripelspiegel oder Trihedral zeichnet sich durch einen konstant hohen Riickstreuquerschnitt
in einem groflen Winkelbereich aus. Im Folgenden soll das Streuobjekt durch eine volumetrische
Ersatzquellenverteilung dargestellt werden.

Das Simulationsmodell des Trihedrals besteht aus PEC und ist in Abb.6.25 dargestellt. Die
Apertur wird durch ein gleichschenkliges Dreieck beschrieben und ist senkrecht zur z-Achse aus-
gerichtet, wobei sich der Fluchtpunkt am Ursprung des Koordinatensystems befindet. Eine in
y-Richtung polarisierte ebene Welle, die entlang der z-Achse und damit senkrecht zur Apertur
bei z = 0,6 m einféllt, dient als Anregung. Bei der Frequenz 64 GHz entspricht die lingste Kante
des Tripelspiegels 302\. Die elektromagnetische Simulation wird mit einem schnellen Integral-
gleichungsloser durchgefiihrt. Die transversalen Feldkomponenten E, und E, des gestreuten
Feldes werden in der Ebene z = 1m auf einer Fldche mit den Abmessungen 1,3m x 1,3m
ausgewertet. Die Amplitude des komplexen Feldvektors ist in Abb. 6.26 aufgetragen.

1414 mm

Abbildung 6.25: Geometrie des Tripelspiegels, wobei die z-Achse senkrecht auf der Aperturebe-
ne steht.

Zur effizienten Berechnung einer Ersatzquellenverteilung werden die 6,4 Mio. Beobachtun-
gen des gestreuten Feldes zuerst ins Fernfeld transformiert. Das dabei zugrunde liegende inverse
Problem mit 8,0 Mio. Unbekannten wird iterativ gelost. Der Speicherbedarf bei der Transfor-
mation betrigt 104 GB und die mittlere Iterationszeit mit zehn CPU-Threads liegt bei 544
Sekunden.

Das resultierende Fernfeldspektrum ist in Abb. 6.27 dargestellt. Es lédsst sich gut erkennen,
dass der Hauptanteil der Leistung entgegengesetzt zur Einfallsrichtung zuriickgestreut wird.
Dabei werden die einfallenden Strahlen im zentralen hexagonalen Bereich, welcher in Abb. 6.26
deutlich erkennbar ist, dreimal reflektiert. An den Ecken des Trihedrals sind nur zwei Reflexio-
nen moglich, welche den Strahl schliellich in eine andere Richtung lenken. Dies erklért die drei
Nebenkeulen in Abb. 6.27.

Das Transformationsergebnis soll nun mit dem Referenzergebnis aus dem Integralgleichungs-
verfahren verglichen werden. Abb. 6.28a zeigt Schnitte durch Haupt- und Nebenkeule, welche
dem Ergebnis nach einer Iteration beziehungsweise beim Abbruch des iterativen Losers nach
100 Tterationen? entsprechen. Dabei erleichtert der vergroferte Ausschnitt der Hauptkeule in
Abb. 6.28b die Analyse der Ergebnisse. Es wird ersichtlich, dass die Abweichungen der Kurven
im zentralen Bereich duflerst gering sind. Dies ist wichtig, damit die Ersatzquellendarstellung

“Das Residuum beim Abbruch bemisst sich auf 4,1 x 1072 nach der Definition in (6.3).
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Abbildung 6.26: Amplitude des elektrischen Feldes in der Messfliche.

mit hoher Genauigkeit berechnet werden kann. Die Abweichungen der Kurven an den Rén-
dern des Diagramms in Abb. 6.28a werden durch die endlichen Abmessungen der Messflache
verursacht.

Die Berechnung der Ersatzquellenverteilung erfolgt durch die hierarchische Methode in Kap. 4.
Abb.6.29 zeigt die Bilder, welche aus den vektoriellen Komponenten der volumetrischen Ver-
teilung erzeugt wurden. Die Isofliche in Abb.6.30 vermittelt einen plastischen Eindruck der
Absolutwertverteilung der Quellen. Die Quellen mit der gréffiten Amplitude befinden sich in
einer Rohre entlang der z-Achse, deren Durchmesser ungefihr der Groéfie des Hexagons in
Abb. 6.26 entspricht. Weitere Quellen befinden sich in drei diinneren Seitenarmen, welche in
Richtung der Nebenkeulen ausgerichtet sind. Die Ersatzquellenverteilung gibt damit nicht die
geometrische Form des Trihedrals wieder. Dies hat zwei Griinde. Zum einen werden hier nur
monofrequente Streudaten in einem schmalen Winkelbereich benutzt und zum anderen entste-
hen fast alle reflektierten Signalanteile durch Mehrfachreflexionen, welche sich im Bild durch
physikalisch unplausible Ersatzquellen bemerkbar machen.



Abbildung 6.27: Aus Nahfeldbeobachtungen rekonstruiertes Fernfeldspektrum des gestreuten Feldes mit Detailausschnitt.
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Abbildung 6.28: Vergleich der transformierten Nahfeldbeobachtungen mit einer Referenzlésung
aus dem Integralgleichungsverfahren.
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Abbildung 6.29: Projizierte Absolutwerte der volumetrischen Ersatzquellenverteilung des Tri-
hedrals.
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Abbildung 6.30: Isofliche der volumetrischen Ersatzquellenverteilung des Trihedrals.
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6.2.5 Dielektrisches Streuobjekt

Dielektrika sind in vielen Anwendungen unersetzlich, da sie eine gezielte Beeinflussung der
elektromagnetischen Felder erlauben. Die Permittivitdt bestimmt dabei, wie stark die Wechsel-
wirkung mit dem elektrischen Feld ausféllt.

Im Folgenden soll das Streufeld eines dielektrischen Koérpers unter Fernfeldbedingungen be-
rechnet und fiir die Bildgebung verwendet werden. Um zu gewéhrleisten, dass die einfallende
Welle das Streuobjekt ohne gréflere Beeintrachtigungen durchdringen kann, wird fiir die relative
Permittivitat der Wert &, = 1.01 verwendet. Dadurch sind nichtlineare Effekte wie Mehrfach-
interaktionen vernachlassigbar.

Als Inspiration fiir die Geometrie dient das Buchstabenkiirzel ,HFT“? Abb.6.31 stellt das
Modell in der Konstruktionsansicht von FEKO [EM Simulation Software 2013] dar. Die Buch-
staben haben eine Hohe von 0,5m und das Profil des Querschnitts hat die Abmessungen
S5mm X 5 mm.

it -
“%H‘*&um
s,
%m%
kﬂe&%ﬁ%tﬁ*
4
Xju

Abbildung 6.31: Das Buchstabenkiirzel ,HFT“ als dielektrisches Streuobjekt in der Konstruk-
tionsansicht von FEKO [EM Simulation Software 2013].

Bei der Berechnung des bistatischen Streufeldes dient eine zirkular polarisierte ebene Welle
als Anregung, die entlang der negativen x-Achse auf den Streukérper einféllt. Der simulierte
Frequenzbereich erstreckt sich von 2 GHz bis 3 GHz sowie von 8 GHz bis 9 GHz. Bei hoheren
Frequenzen muss die Diskretisierung entsprechend verfeinert werden. Fiir den niedrigeren Fre-
quenzbereich wird Ny = 11, Ny = 180 und Ny = 91 verwendet und fiir den hoheren Frequenz-
bereich Ny = 9, Ny = 1439 und Ny = 179. In der Simulation werden die ¢- und #-Komponenten
der Fernfelder ermittelt. Dies sind auch die Eingangsgréfien fiir das hierarchische Verfahren in
Kap. 4.

Die resultierenden Ersatzquellenverteilungen sind in Abb. 6.32 und Abb. 6.33 dargestellt. Die
Buchstaben in beiden Bildern lassen sich zweifelsfrei erkennen. Bei Verwendung der hoheren
Frequenzen sind die Quellen noch stéirker lokalisiert und ermoglichen deshalb eine exaktere
Rekonstruktion der Geometrie. Besonders deutlich wird dies beim Vergleich der entsprechenden
Isoflichen in Abb.6.34. Wahrend die Geometrie bei niedrigen Frequenzen in weiten Teilen eher
grob approximiert wird, ist die Ubereinstimmung bei hohen Frequenzen deutlich besser.

Das gleiche Modell wird nun auch genutzt, um monostatische Streuquellenverteilungen zu
erzeugen. Diese Berechnungen finden im Frequenzbereich von 2 GHz bis 3 GHz statt, da eine

SHFT ist das Kiirzel des Lehrstuhls fiir Hochfrequenztechnik an der Technischen Universitit Miinchen.



Abbildung 6.33: Projektionen der Ersatzquellen, welche aus bistatischen Beobachtungen zwischen 8 GHz und 9 GHz berechnet wurden.
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(a) Frequenzbereich 2 GHz bis 3 GHz (b) Frequenzbereich 8 GHz bis 9 GHz

Abbildung 6.34: Isoflichen der Ersatzquellenverteilungen, welche aus bistatischen Datensétzen
in unterschiedlichen Frequenzbereichen berechnet wurden.

monostatische Simulation zu héheren Frequenzen hin deutlich aufwindiger wird. Im Gegensatz
zur bistatischen Betrachtung besitzt die Streuquellenverteilung nun neun kartesische Kompo-
nenten, wobei durch die Reziprozitdt des Streuobjekts sechs Komponenten zur Beschreibung
ausreichend sind. Die resultierenden Verteilungsfunktionen sind in Abb. 6.35 dargestellt. Wie
erwartet, weisen die Diagonalkomponenten der Dyade die stidrksten Signalanteile auf. Unter
den Nebendiagonaleintrdgen der Dyade besitzt die §j2-Komponente eine besonders geringe Am-
plitude. Eine Erklarung hierfiir ist die Geometrie, welche nur in der §2-Ebene eine Ausdehnung
besitzt, aber entlang der z-Achse sehr flach ist.

Analog zu (6.2) konnen alle vektoriellen Komponenten zur Berechnung einer Absolutwertver-
teilung herangezogen werden, welche in Abb. 6.36a durch eine Isofliche veranschaulicht wird.
Die Verteilungsfunktion liefert im Vergleich zum bistatischen Ergebnis in Abb. 6.34a, welchem
der gleiche Frequenzbereich zugrunde liegt, iiber weite Strecken ein genaueres Bild der Kon-
tur. Lediglich an den Unstetigkeiten der Geometrie scheint der bistatische Datensatz weniger
Artefakte im Bild zu verursachen.

Zusammenfassend ldsst sich festhalten, dass die Berechnung von &quivalenten Ersatzquel-
len- oder Streuzentrenverteilungen Riickschliisse auf die Kontur eines schwach reflektierenden
Streuobjekts sowohl bei bistatischen als auch bei monostatischen Streufelddaten erlaubt. In
Abschnitt 3.3.2.1 wurde dieser Zusammenhang theoretisch hergeleitet. Das Ergebnis in (3.41)
besagt, dass das aus monostatischen Streudaten berechnete Bild dem Faltungsprodukt aus
Punktantwortfunktion und Objektfunktion entspricht. Im vorliegenden Beispiel soll dies nach-
vollzogen werden. Nach der Definition in (3.35) folgt die Objektfunktion mit

O (r) = eopo (- (r) — 1) (6.4)

direkt aus der relativen Permittivtatsverteilung ¢, (r) und damit den Geometriedaten des Streu-
objekts. Bei der Berechnung der Ortsfunktion auf dem Computer wird das Volumen mit einem
gleichméfBigen kartesischen Gitter abgetastet. Die Objektfunktion O (r) kann in diesem Fall
als Summe vieler Dirac-Impulse dargestellt werden. Diese Formulierung erleichtert die Auswer-
tung des Faltungsprodukts, da das Ergebnis der Summe verschobener Punktantwortfunktionen
entspricht. Die Punktantwortfunktion kann in diesem Szenario als analytischer Ausdruck an-
gegeben werden.

Bei der Berechnung der monostatischen Streuzentrenverteilung liegt das Streufeld zwischen
2 GHzbis 3 GHz an elf Frequenzpunkten vor, welche nun zur Auswertung der monofrequenten



Abbildung 6.35: Projizierte Maximalamplituden der dyadischen Streuzentrenverteilung, welche aus monostatischen Daten im Frequenz-
bereich 2 GHz bis 3 GHz berechnet wurde.
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Punktantwortfunktion in (3.77) genutzt werden. Die breitbandige Punktantwortfunktion ent-
steht durch eine Addition der elf resultierenden Ausdriicke. Wie im letzten Absatz beschrieben,
geht die Streuzentrenverteilung durch eine Faltung von Punktantwortfunktion und Objektfunk-
tion hervor. Die resultierende Verteilungsfunktion ist in Abb.6.37 dargestellt. Diese Losung
stimmt sehr gut mit der aus den Streudaten berechneten Version in Abb.6.35 iiberein. Dies
zeigt sich auch beim Vergleich der Isoflichen in Abb. 6.36.

0.2
w0
-0.2
0.4 02
0 -0.2 -0.05
y 0.4 05"
(a) Aus den Streudaten berechnet (b) Aus Punktantwortfunktion und Objekt-

funktion berechnet

Abbildung 6.36: Isoflichen der Ersatzquellenverteilungen, die einem Frequenzbereich von
2 GHz bis 3 GHz und einem monostatischen Szenario entsprechen.

Eine sehr dhnliche Streuzentrenverteilung lasst sich berechnen, indem die breitbandige Punkt-
antwortfunktion in (3.80) fiir n = 2 verwendet wird. Auf eine Darstellung der Ergebnisse wird
hier verzichtet, da keine Unterschiede zu Abb. 6.37 bemerkbar sind. Die zuvor verwendete Ab-
tastung mit elf Frequenzstiitzstellen fiihrt somit zum gleichen Ergebnis wie ein kontinuierliches
Frequenzband.



Abbildung 6.37: Projizierte Maximalamplituden der dyadischen Streuzentrenverteilung, welche aus der Punktantwortfunktion hervorgeht.
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6.2.6 Zweidimensionale Anordnung metallischer Platten

In diesem Beispiel soll die voll polarimetrische Transformation monostatischer Streufeldmes-
sungen ins Fernfeld gezeigt werden. Dazu wird das dyadische Streumodell in Abschnitt 5.2.3
verwendet, welches die polarimetrischen Effekte vollstdandig beriicksichtigt. Das zugrunde lie-
gende Streuobjekt ist in Abb. 6.38 dargestellt. Es besteht aus mehreren metallischen Platten, die
in der y-z-Ebene positioniert sind. Der Durchmesser der gesamten Anordnung betrigt 1,25 m.
Zur Erzeugung polarimetrischer Testdaten wurde FEKO genutzt. Bei einer Simulationsfrequenz
von 1 GHz entspricht dies einer elektrischen Gréfle von 4, 16 .

Abbildung 6.38: Streuobjekt bestehend aus mehreren metallischen Platten, die in der yz-Ebene
angeordnet sind.

Anhand dieses Szenarios soll nun gezeigt werden, dass das vorgestellte Verfahren in der Lage
ist, beliebig angeordnete und orientierte Beobachtungen des monostatischen Streufelds vom
Nahfeld ins Fernfeld zu transformieren. Abb. 6.39 zeigt den Radarriickstreuquerschnitt, welcher
im Folgenden als Referenz fiir die transformierten Ergebnisse dienen soll. Dazu werden die
Schnitte fiir ¢ = 0°,45°,90°,135° und 6 = 90° ausgewertet und auf das gemeinsame Maximum
normiert.

Im zweiten Schritt wird das monostatische Streufeld im Nahbereich simuliert. Die Beobach-
tungspunkte sind, wie in Abb.6.40 angedeutet, zufillig im Raum zwischen zwei Kugeln mit
den Radien 10\ beziehungsweise 11,7\ verteilt. Damit wird der zugehérige Fernfeldabstand
4D?/x = 70\ deutlich unterschritten. Als Sende- und Empfangsantenne dienen Hertz’sche Di-
pole. Um die Feldkomponenten des gestreuten Feldes moglichst vollstdndig zu erfassen, wird
ein Sendedipol mit drei orthogonalen Empfangsdipolen kombiniert. Eine Pseudozufallsfolge be-
stimmt die Orientierung des Sendedipols, wobei das Strahlungsmaximum immer auf das Zen-
trum des Streuobjekts ausgerichtet wird. So werden insgesamt 1,5 Mio. Beobachtungen des
gestreuten Feldes berechnet.

Bei der Transformation wird die Formulierung in (5.41) mit dem iterativen Ansatz in Ab-
schnitt 5.3.1 mit 103680 Unbekannten gelést. Das Residuum 4,8 x 1072 nach Definition (6.3)
wird nach 132 Iterationen erreicht. Anschlielend wird der geschétzte Radarriickstreuquerschnitt
mit den Referenzdaten verglichen, so wie in Abb. 6.39 dargestellt. Eine Ubersicht iiber die da-
bei auftretenden Maximalfehler ist in Tabelle 6.2 zu finden. Im Vergleich zum Beispiel in Ab-
schnitt 6.1.2 unterscheidet sich das Transformationsergebnis deutlich starker von der Referenz.
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Abbildung 6.39: Fehleranalyse des Transformationsergebnisses zeigt geringe Abweichung von der Fernfeldreferenz in allen Schnitten.
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Fernfeld-
distanz

P
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Zufillig angeordnete
Messpunkte

Abbildung 6.40: Messentfernung und Fernfelddistanz im Fall der metallischen Plattenanord-
nung.

Die Abweichungen sind den Verkopplungen und Abschattungseffekten zuzuschreiben, welche in
allen ISAR-&hnlichen Transformationsverfahren — und damit auch in dem hier verwendeten —
nicht beriicksichtigt werden. Fehler in dieser Gréflenordnung sind jedoch fiir viele Anwendungen
akzeptabel.

Tabelle 6.2: Maximalfehler in den Schnitten des aus Nahfelddaten berechneten Riickstreuquer-

schnitts.
Schnitt VA% HH HV
0 = 90° —42,6dB | —33,9dB | —52,6dB
¢ =0° —42,4dB | —27,6dB | —53,3dB

¢ = 30° —45,3dB | —32,4dB | —41,0dB
6 =60° | —31,2dB | —41,8dB | —35,8dB
¢ = 90° —25,9dB | —39,1dB | —60,6dB
¢ =120° | —31,0dB | —41,6dB | —35,6dB
¢ =150° | —44,5dB | —31,9dB | —40,1dB
Mittelwert | —37,6dB | —35,5dB | —45,6dB
Maximum | —25,9dB | —27,6dB | —35,6dB

Im Folgenden soll untersucht werden, wie sich das Fehlen von Daten in einem begrenzten
Winkelbereich auswirkt. Die bereits gezeigten Ergebnisse basieren auf einem zufélligen aber
vollstédndigen Satz an sphérischen Abtastwerten. Um einen Datensatz mit begrenztem Winkel-
bereich zu erzeugen, werden alle Beobachtungen im Bereich

¢ € [80°,100°) U [260°,280°] V 8 € [0°,10°] U [170°, 180°] (6.5)

von der Transformation ausgeschlossen. Dies betrifft sowohl die Polregionen als auch die Da-
tenpunkte im Bereich ¢ = 90° und ¢ = 270°. Die Schétzung des Streuquerschnitts mit diesem
reduzierten Datensatz verursacht die geringfiigig anderen Maximalfehler in Tabelle 6.3. Aus
einem Vergleich mit Tabelle 6.2 geht hervor, dass die damit einhergehenden Genauigkeitseinbu-
Ben gering sind. Diese positive Eigenschaft ist dem iterativen Transformationsansatz, basierend
auf ebenen Wellen, geschuldet. Ahnliche Beobachtungen bei der Transformation von Antennen-
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messdaten bestéitigen diese Sichtweise [Schmidt und Eibert 2010]. Beim Einsatz eines klassi-
schen, kanonischen Transformationsverfahrens, wie es beispielsweise fiir planare und sphérische
Geometrien verfiigbar ist, zeigt sich, dass eine Unempfindlichkeit gegeniiber unvollstdndigen
Daten nicht selbstverstdndlich ist. Die grofleren Fehler im Transformationsergebnis sind dort
der Tatsache geschuldet, dass fehlende Datenpunkte wie kiinstlich ergénzte Nullwerte wirken.

Tabelle 6.3: Maximalfehler in den Schnitten des aus den reduzierten Nahfelddaten berechneten
Riickstreuquerschnitts.

Schnitt vV HH HV
0=90° | —42,4dB | —34,0dB | —53,8dB
p=0° | —42,2dB | —26,8dB | —54,2dB

¢ = 30° —40,0dB | —30,6dB | —36,7dB
¢ = 60° —-31,7dB | —42,5dB | —39,4dB
¢ =90° —28,3dB | —38,3dB | —66,8dB
¢ =120° | —31,7dB | —42,4dB | —39,4dB
¢ =150° | —39,9dB | —30,6dB | —36,5dB
Mittelwert | —36,6dB | —35,0dB | —46,7dB
Maximum | —28,3dB | —26,8dB | —36,5dB







7 Schlussbetrachtung und Ausblick

Das Ziel der hier vorliegenden Arbeit war die Erarbeitung grundlegender Formulierungen und
Modelle, um die aus der Feldnumerik bekannten Prinzipien der mehrstufigen schnellen Multi-
polmethode fiir die Losung inverser Quellen- und Streuprobleme einsetzen zu kénnen. Dabei
sollte ein Algorithmus entstehen, der die aus der Feldnumerik bekannte Flexibilitdt und Effi-
zienz von schnellen Integralgleichungsverfahren auch fiir Problemstellungen der elektromagne-
tischen Bildgebung nutzbar macht. Abbildungen lassen sich damit aus beliebig angeordneten
Beobachtungen der abgestrahlten oder gestreuten Felder erzeugen, wobei die Messsonde und
ihre Orientierung am Messpunkt korrekt in die Berechnung eingehen. Dies erdffnet neuartige
Einsatzmdglichkeiten im Bereich der Antennendiagnose und Radarfernerkundung.

Fiir die Bilderzeugung aus elektromagnetischen Beobachtungen existieren eine Vielzahl von
Algorithmen, die haufig auf bestimmte Anwendungen zugeschnitten sind. Besonders leistungs-
fahige und komplexe Algorithmen sind typischerweise dann erforderlich, wenn es sich um elek-
trisch grofie Szenarien handelt. Ohne Beschleunigungsmafinahmen steigt die Anzahl der Re-
chenoperationen quadratisch mit der elektrischen Groéfle des Abbildungsbereichs. Mafinahmen
zur Verringerung der quadratischen Komplexitdt haben oft den Nachteil, dass sie spezielle An-
forderungen an Diskretisierung und Messabstand stellen und damit die Flexibilitdt einschrén-
ken. Dies fiihrt bisher zu einem Kompromiss zwischen Flexibilitdt und Effizienz in der Bild-
erzeugung. Das vielfach eingesetzte Riickprojektionsverfahren beispielsweise wird wegen seiner
Einfachheit und Genauigkeit in der Medizin- und Radartechnik eingesetzt [Desai und Jenkins
1992; Rosenthal et al. 2010]. In seiner iiblichen Variante gehort es nicht zu den effizientesten
Algorithmen, doch es gibt eine hierarchische Variante, die zu dieser Gattung zahlt [Bresler
und Brokish 2004]. Wenn die mehrdimensionale schnelle Fouriertransformation (FFT) auch als
hierarchisches Konzept aufgefasst wird, so lassen sich alle besonders effizienten Algorithmen
auf eine hierarchische Struktur zuriickfithren. Neben den hierarchischen Riickprojektionsver-
fahren und der mehrdimensionalen schnellen Fouriertransformation ist noch ein mehrstufiger
Zerlegungsansatz im Fourierraum zu nennen [Boag 2001]. Auch das hier vorgestellte Verfahren
zéhlt zu dieser Gattung und wird daher hinsichtlich Komplexitdt und Flexibilitdt mit diesen
etablierten Algorithmen verglichen. Es zeigt sich, dass konventionelle Verfahren entweder nicht
die gleiche Flexibilitdt bieten oder aber deutlich ineffizienter sind, da sie regelméflige Messdaten
voraussetzen oder keine Moglichkeit der Sondenkorrektur liefern.

Die vorliegende Arbeit beginnt mit einer Analyse inverser Quellenprobleme. Es zeigt sich,
dass bei der Losung volumetrischer Problemstellungen mit Mehrdeutigkeiten zu rechnen ist. Nur
durch das Einbringen von Vorwissen oder durch die Beriicksichtigung zusatzlicher Nebenbedin-
gungen ist eine eindeutige Losung moglich. Fiir das weitere Vorgehen wird eine Beschrénkung
auf nichtstrahlende Stréme und eine synchrone Anregung der volumetrischen Stréme angenom-
men. Dies ermdglicht die Definition einer universellen Abbildungsvorschrift fiir inverse Streu-
und Quellenprobleme. Die resultierenden Darstellungen lassen sich durch geeignete Punktant-
wortfunktionen mit den zugrunde liegenden physikalischen Eigenschaften der Abbildungsob-
jekte in Verbindung bringen. Zur effizienten Berechnung der Bilder aus beliebigen elektroma-
gnetischen Beobachtungen wurde ein neuartiges Verfahren entworfen, das von erfolgreichen
Algorithmen der Feldnumerik, wie zum Beispiel der schnellen mehrstufigen Multipolmethode
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(MLFMM) [Chew et al. 2001] inspiriert ist. Es ermoglicht eine korrekte Modellierung polarime-
trischer Nahfeld- und Sondeneffekte fiir Abstrahlungs- und Streuprobleme. Die Berechnung der
Bilder erfolgt in zwei Schritten: Zuerst wird das Spektrum ebener Wellen aus den Beobachtun-
gen der abgestrahlten oder gestreuten Felder rekonstruiert. Dieser Schritt entspricht dabei einer
schnellen Nahfeld-Fernfeld-Transformation basierend auf ebenen Wellen [Schmidt et al. 2008].
Fiir Streuprobleme ist dieses Verfahren ein Novum, Abstrahlungsprobleme dagegen wurden
bereits eingehend untersucht [Schnattinger et al. 2014b; Qureshi et al. 2013a]. Anschlieflend
wird die Ersatzquellen- oder Streuzentrenverteilung im Ortsbereich mit einer hierarchischen
Zerlegung berechnet. Der Algorithmus orientiert sich dabei an den Prinzipien der MLFMM,
welche fiir monofrequente Felder definiert ist. Durch eine Erweiterung der Disaggregation auf
breitbandige Spektren ebener Wellen wurde diese Einschrinkung aufgehoben. Beide Berech-
nungsschritte des neuartigen Verfahrens besitzen die Komplexitiat O (N log? N ) und sind somit
in ihrem Rechenaufwand mit anderen schnellen Algorithmen vergleichbar.

Bei der Erprobung mit simulativen Daten wurden zwei Félle unterschieden. Im ersten Fall
werden die bei der Herleitung des Loésungsansatzes getroffenen Annahmen vollstdndig erfiillt.
Die daraus resultierenden Beispiele mit synthetischen Dipol- beziehungsweise Streuzentrenver-
teilungen zeigen, wie genau und leistungsfahig der vorgestellte Ansatz im Optimalfall ist. In
der Praxis werden diese Bedingungen jedoch nicht erreicht. Deshalb beschéftigt sich der zweite
Teil der Erprobung mit den Auswirkungen realistischer Einfliisse auf die berechneten Ergeb-
nisse. Die untersuchten Beispiele umfassen eine breitbandige Hornantenne, eine Anordnung
mit drei breitbandigen Antennen, einen Drahtwiirfel, einen Tripelspiegel, einen dielektrischen
Korper sowie eine zweidimensionale Anordnung metallischer Platten. Bei der Abbildung der
breitbandigen Hornantenne konnte auf Messdaten zuriickgegriffen werden, in den anderen Fal-
len wurden die Testdaten durch eine elektromagnetische Vollwellensimulation erzeugt. Bei der
Hornantenne spiegelt die berechnete Ersatzquellenverteilung die Abmessungen der Hornaper-
tur sowie die Polarisation der Anregung eindeutig wider. Das aus den abgestrahlten Feldern
der dreiteiligen Antennenanordnung erzeugte Bild zeigt auf Grund von Dispersionseffekten nur
eine diffuse Darstellung der zugrunde liegenden Stromverteilung. Trotzdem lésst sich die Ori-
entierung und Position der einzelnen Antennenelemente eindeutig erkennen. Bei der Abbildung
des Drahtwiirfels wird deutlich, dass die Breitbandigkeit der Beobachtungen ein kontrastreiche-
res Bild ermoglicht. Nichtsdestotrotz lasst sich die Form des Wiirfels auch bei Beschrénkung
auf monofrequente Daten erkennen. Die Effizienz des Algorithmus zeigt sich ganz besonders
am Beispiel des Tripelspiegels. Hier werden die bistatischen Nahfelder eines Streukorpers mit
einer elektrischen Grofle von 302\ ins Fernfeld transformiert. Da bei einem Tripelspiegel natur-
gemif die problematischen Mehrfachreflexionen dominieren, spiegelt sich dessen geometrische
Form nicht in der Abbildung wider. Das Bild lésst sich stattdessen mit dem Streuspektrum in
Verbindung bringen. Im Gegensatz dazu lésst sich aus den mono- und bistatischen Streufeld-
beobachtungen des dielektrischen Untersuchungsobjekts dessen Geometrie eindeutig erkennen.
Der Zusammenhang zwischen Geometrie und Bild wird dabei durch eine analytische Punktant-
wortfunktion beschrieben. Zuletzt wird anhand einer Anordnung metallischer Platten gezeigt,
wie sich monostatische Nahfeldmessungen beliebiger Polaritdt durch eine voll polarimetrische
Prozessierung auch bei liickenhaften Beobachtungsdaten mit hoher Genauigkeit und Effizienz
ins Fernfeld transformieren lassen.

Die Erprobung des vorgestellten Ansatzes mit verschiedenen simulativ gewonnenen Daten
hat gezeigt, dass das Verfahren besonders fiir Anwendungen geeignet ist, welche prinzipbedingt
zu unregelméaBig angeordneten Feldbeobachtungen fithren. Auch die Konzepte in [Fritzel et al.
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2005; Fritzel et al. 2013] machen sich dies zu Nutze. Der néchste wichtige Schritt ist daher eine
Erprobung der Algorithmen mit derartigen Messdaten.

Fir die Weiterentwicklung und Verbesserung des Verfahrens gibt es zahlreiche aussichtsrei-
che Ankniipfungspunkte. Aus den Parallelen zur Nahfeld-Fernfeld-Transformation basierend
auf ebenen Wellen folgt, dass der Einfluss stérender Reflexionssignale im Ergebnis unterdriickt
werden kann [Yinusa und Eibert 2013]. Auch die Losung eines Transformationsproblems mit
phasenlosen und damit skalaren Beobachtungen ist moglich [Schnattinger et al. 2014a]. Auf
Streuprobleme wurde dies noch nicht iibertragen, und auch eine Untersuchung dieser Mdoglich-
keiten im Rahmen der Bildgebung steht noch aus.

Ein weiterer Aspekt ist die Effizienz bei der Transformation von Daten, welche Beobachtungen
an vielen Frequenzpunkten beinhalten. Wéhrend die hierarchische Zerlegung zur Berechnung
der Ortsbereichsdarstellung aus dem Spektrum ebener Wellen auch fiir breitbandige Daten
effizient ist, gilt dies fiir den Transformationsschritt bisher nicht, da jede Frequenz separat pro-
zessiert wird. Das Simulationsprinzip ,,Plane Wave Time Domain“ (PWTD) [Chew et al. 2001,
S.815 f.] zeigt, dass sich Spektraldarstellungen im Ortsfrequenzbereich und Berechnungsver-
fahren im Zeitbereich nicht ausschliefen. Aus diesem Grund ist zu erwarten, dass der Entwurf
eines breitbandigen Transformationskonzepts weitere Effizienzvorteile mit sich bringt. Zudem
wéaren die Beobachtungen damit nicht mehr an ein festes Frequenzraster gebunden, sondern
konnten stattdessen bei beliebigen Frequenzen durchgefiihrt werden.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass die Prinzipien schneller Integralgleichungsver-
fahren ein erfolgversprechender Ansatz zur Berechnung von Ersatzquellen- oder Streuzentren-
verteilungen sind, welcher sich durch ein besonders hohes Mafl an Flexibilitdt und Effizienz
auszeichnet. Auflerdem bieten sich viele Moglichkeiten, die Leistungsfihigkeit des Verfahrens
weiter zu steigern. Schlussendlich wiirde dies die Prozessierung von fast beliebig gearteten
Messdaten erlauben und eine Kompensation verschiedenster Storeinfliisse méglich machen. Die
weitere Erforschung des vorgestellten Konzepts ist deshalb sehr aussichtsreich.






A Anhang

A.1 Analytische Integrale

A.1.1 Berechnung des Ausdrucks f{w (k) l%l%}

Die Definition von w (k) ist in (3.74) zu finden und lautet

w(k) = (S(kT_QkO). (A1)

Das Ergebnis der Berechnungen
a(r) = F {w (k) bk} (A.2)

ist eine im Ortsbereich definierte Dyade. Zur Auswertung werden die sphérischen Koordinaten-
vektoren

cos ¢ sin © cos ¢sin 6
r=r |sin®sin® und k =k |sin¢sinf (A.3)
cos © cosf

im Orts- und Ortsfrequenzbereich bendtigt. Das Rotationsinvarianzprinzip der Fouriertransfor-
mation besagt, dass die Koordinatentransformation mit der Rotationsmatrix R

r = Rr/, 6 = RO/, $ = RY, #=Rr, (A.4)
k = RK, 6 =R0, »=RJ, k=RE. (A.5)
im Orts- und Frequenzbereich die Giiltigkeit von (A.2) nicht verletzt [Woods 2011]. Werden die

sphéarischen Einheitsvektoren im Ortsbereich mit

0 o' ©-kk-6 6 -kk-® O -kk-7
ol -qr) |&| =F{w(k) |®-kk-6 - kk-& - kk-7 (A.6)
7 7 Pokk-© @-kk-® 7okkei

von links und rechts an die dyadische Darstellung multipliziert, so erhélt man eine Matrixdar-
stellung der Dyade in sphérischen Komponenten, welche im weiteren Verlauf mit der Notation
[(j (r)}é b gekennzeichnet wird. Diese Darstellung hat den Vorteil, dass sie mit

)£y

= a0, (A7)

0,0,7

[c‘l (Rr')} R

6,d,7
im Gegensatz zur kartesischen Form invariant gegeniiber Rotationen ist. Der Beweis kann
durch das Einsetzen in (A.6) erbracht werden. Aus diesem Grund ist es auch moglich, die
Punktantwortfunktion im gesamten Ortsbereich mit

[aw], . =lac2)], . (A8)

0,07 0,07
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auf die positive z-Koordinatenachse abzubilden. Auf der z-Achse werden kartesische und sphé-
rische Einheitsvektoren bei ¢ = 0 durch

N

6=z, b =1, P=2 (A.9)

in Beziehung gesetzt. Nun wird die 3D-Fouriertransformation auf alle kartesischen Komponen-
ten des dyadischen Ausdrucks angewendet. Die kartesischen Komponenten der Dyade kk im
Integrand der Fouriertransformation lauten

cos® ¢sin? 0 cos ¢sin ¢psin® 6  cos ¢psin @ cos f
cos psin psin®f  sin® psin? 6 sin ¢sin f cos @ | . (A.10)

cospsinfcosf  sin¢psinbcosl cos® 6

Die analytischen Berechnungen fithren schlieflich zu

aea)], = Flowkk]
— (27:;#)3 [(sin (or) — kor cos (Kor)) (2 + §9) +
(k372 = 2) sin (kor) + 2kor cos (kor) ) 22]
= (2;#)3 [ (sin (kor) — kor cos (kor)) T+
((k3r? = 3) sin (kor) + 3kor cos (kor) ) 22]. (A.11)

Das Endergebnis

47

W { (sin (kor) — kor cos (kor)) I+

q(r) =
((kzérQ - 3) sin (ko) + 3kor cos (k‘or)) ff} (A.12)
lasst sich ableiten, indem die kartesischen Komponenten nach (A.9) auf der z-Achse durch ihr

sphérisches Aquivalent ersetzt werden. Dies entspricht einer Ersetzung von 2 durch #. Damit
ist der Ausdruck im gesamten Ortsbereich giiltig.

A.1.2 Berechnung des Ausdrucks F {1, (k) (T - kk)}

Die Definition von W,, (k) ist in (3.79) zu finden und lautet

1 f H kmin S k S kmax
W, (k) = k”{ A (A.13)
0, sonst.
Zur Losung wird der Ausdruck mit
FA{Wo (k) (1= k) } = F{Wo ()} T = F{ W, (k) bk } (A.14)

aufgespalten.
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A.1.2.1 Berechnung des Ausdrucks F{W, (k)}

Das vorliegende 3D-Fourierintegral wird in sphérischen Koordinaten analytisch gelost. Das
Ergebnis lautet

47 n kmax
FiWu (k)} = —gn~2 [041 (r, /f)} o (A.15)
wobei
sin (kr) — krcos (kr), n =20
ay (r k) = k™" ¢ —krcos (kr), n=1 (A.16)
2k2r2 Si (kr) , n=2
und
xT » t
Si (z) = / %dt. (A.17)
0

gilt. Die Losung fiir F {W, (k)} ist auch in [Rade und Westergren 2004, p. 324] angegeben. Fiir
n = 2 lasst sich die Gewichtungsfunktion durch

. 1 kmax - kO + Ak,
w (k) = A1]16120 EWQ (k) und b — ko (A.18)

auf das monofrequente Aquivalent w (k) in (3.74) zuriickfithren. Aus dem gleichen Zusammen-
hang geht die zugehdrige Punktantwortfunktion

Flw k) = lim ——

AbS0 Ak}—{Wz (k)} = 4msi(kor) (A.19)

in (3.76) hervor.

A.1.2.2 Berechnung des Ausdrucks J {W,, (k) kk }

Die Losung wird analytisch mit einer zu Anhang A.1.1 analogen Vorgehensweise hergeleitet.
Das Endergebnis lautet

aa 47 _n = A kmax
F{W, (k) kk} = —n o (r, k) T+ a3 (1, k) 77] s (A.20)
wobei
Si (kr) — sin (kr), n=0

ag (r, k) =k™" ¢ (—sin (kr)), =

k%2 Si (kr) — sin (kr) + krcos (kr), n =2,
—38Si (kr) + 4sin (kr) — kr cos (kr), n=20
as (r k) = k™" ¢ 3sin (kr) — kr cos (kr), =
—k%r2Si (kr) + 3sin (kr) — 3krcos (kr), n=2.
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Der Ausdruck

F{Wo (k) (T kk) } = i—gn*% [ (1 (r, k) = 0o (1, k) T = a5 (1, k) #7] fme (A.21)

k?min

ergibt sich nach (A.14) aus (A.15) und (A.20), wobei

—Si(kr)+ 2sin (kr) — krcos (kr), n=20
ay (r k) — oo (r,k) = k7" 4 sin (kr) — kr cos kr, n=1 (A.22)
k%72 Si (kr) — krcos (kr) + sin (kr), n =2,

ist.

A.2 lIsotrope Punktstrahler und ihre bandbegrenzten Felder

Das skalare Fernfeld von isotropen Punktstrahlern in einer Minimalkugel mit dem Radius ppq.
kann mit

E(k):—ijF // KT T (1) dr! (A.23)

47
Ir’|<pmaz
berechnet werden, wobei
cos ¢ sin 6
k =27= |sin¢sinf (A.24)
cos 6

der im spharischen Koordinatensystem definierte Wellenvektor ist. Die Bandbreite der abge-
strahlten Felder wird wie in [Vaupel und Eibert 2006] durch Benutzung des Zusammenhangs

m(z) ~ 2™ — fm - — max on(z)

T,max ox

(A.25)

ermittelt. Der Zusammenhang beschreibt, wie die Bandbreite einer Exponentialfunktion anhand
ihres Exponenten abgeschétzt werden kann. Angewendet auf die sphérischen Komponenten
fithrt dies zu

Ok-r 1.
ffmax = max a_f 27: = |I"TI<1(?;X - k-r'= 'OWCLM, (A.26a)
0Ok-r N
ffmax = max % 5 = \r’\H<1%X %9 v = Pmax%a (A.26b)
0 k-r f . f
E _ 9 _ . o I
féimaz = Max 96 2r Ir/?ggr}rfaac . sinf ¢ - r' = pmaz . sin 6. (A.26¢)

Aus der Bandbegrenzung der sphérischen Komponenten folgen die maximal zuldssigen Abtast-
intervalle

c c c
Af < , A < , Ap < —————. A27
2pmax 2pmax f 2pmax.f sin 6 ( )
In der Praxis wird héufig ein regelméfliges Gitter in ¢, 8 und k£ verwendet, was der Festlegung
c c
Af < A ——— A o — A.28
us 2Pmax 2pmax fmax ¢ 2pmax fmax ( )

entspricht und zu einer Uberabtastung fithrt. In [Fortuny 2001, p. 42] werden die sphérischen
Abtastintervalle fiir einen quaderférmigen Quellbereich und isotrope Streuzentren bestimmt.
Die Ergebnisse unterscheiden sich nur geringfiigig, was den unterschiedlichen Annahmen zuzu-
schreiben ist.
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A.3 FFT-basierte Inter- und Anterpolation

Die 1D-Interpolation mit der FFT kann durch das Matrix-Vektor-Produkt

1

MF%GNxMFMX = AnNxuX (A.29)

y _=
ausgedriickt werden, wobei x € CM und y € CV der Quell- bezichungsweise Zielvektor sind
und N > M gilt. Die zugehérige Anterpolationsvorschrift lautet A%X - Die Multiplikation
mit den Matrizen

1 1 1
: 1 . N—-1
1 ey L ey
Fy = (A.30)
1 eizn N1\71 6*52”(1\]713\51\]71)

und %F% entspricht der diskreten Fouriertransformation beziehungsweise ihrer Inversen. Bei
der Interpolation wird der Datenvektor im Frequenzbereich mit Nullen aufgefiillt. Dies wird
durch die Matrix

_IJVI+1 M+1 O M+1 M-1
2 XT3 (F5 )< (45)

O(N—M)xM , falls M ungerade

0M—1 M+1 I]Mfl M-—1

L 2 X7z T XT3

Grxar = 4 [Ty 1) OaLinyx(i ) (A.31)

O(N—M—1)xM , falls M gerade

O -2x(4+2)  T(¥-2)(¥-2)]
erreicht. Bei der effizienten Implementierung der Inter- und Anterpolation kommt die FFT
zum Einsatz. Auflerdem wird ausgeniitzt, dass Gyxas dinn besetzt ist. Die resultierenden
Algorithmen weisen so die Komplexitit O (N log N) auf.
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