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Passivitätsbasierte Regelung
schaltender nichtlinearer Systeme
Passivity-Based Control of Switched Nonlinear Systems

Tobias Kloiber, Paul Kotyczka, Technische Universität München

Zusammenfassung Es wird eine konstruktive Reglerent-
wurfsmethode für schaltende nichtlineare steuerungssaffine
Systeme vorgestellt, die dem geschlossenen Regelkreis eine
schaltende Port-Hamiltonsche Struktur mit gemeinsamer Ener-
giefunktion zuweist und so (asymptotische) Stabilität der Ruhe-
lage erzielt. Die Methode generiert alle schaltenden Zustands-
rückführungen, welche die Strecke unter beliebigem Schalten
asymptotisch stabilisieren. Für eine spezielle Systemklasse wird
ein systematisches Vorgehen für den Reglerentwurf präsen-
tiert. Dabei wird ein neues Ergebnis zur Matrixgleichung AX+
XTAT =Q vorgestellt. ��� Summary A new construc-

tive controller design methodology for switched nonlinear
input affine systems is presented which achieves (asympto-
tic) stabilization of a desired equilibrium point by assigning
a switched port-controlled Hamiltonian structure with com-
mon energy function to the closed-loop system. The pro-
posed method generates all switching state feedback laws
that asymptotically stabilize the system under arbitrary swit-
ching. For a special class of systems a systematic proce-
dure for the controller design is proposed. In this context,
a new result on the matrix equation AX + XTAT = Q is
presented.

Schlagwörter Schaltende Systeme, passivitätsbasierte Regelung, nichtlineare Regelung ��� Keywords Switched systems,
passivity-based control, nonlinear control

1 Einleitung
In den letzten Jahrzehnten hat die Klasse der schal-
tenden Systeme große Aufmerksamkeit erfahren. Einer
der Hauptgründe hierfür ist, dass zahlreiche technische
Systeme schaltender Natur sind, z. B. hydraulische Sys-
teme [10], chemische Prozesse [18] oder Anwendungen
aus dem Automobilbereich [21]. Während sich zahlreiche
Beiträge mit der Stabilitätsanalyse schaltender Systeme
beschäftigen (siehe z. B. [13] für einen Überblick), exis-
tieren nur wenige Ergebnisse zum Reglerentwurf. Dieser
wird dadurch erschwert, dass schaltende Systeme in-
stabiles Verhalten aufweisen können, selbst wenn alle
Teilsysteme asymptotisch stabil sind. Daher reicht es
nicht aus, jedes Teilsystem für sich zu stabilisieren.

In den meisten Beiträgen wird ausschließlich die
Reglersynthese für schaltende lineare Systeme behan-
delt, siehe z. B. [6; 27]. Zur Stabilisierung schaltender
nichtlinearer Systeme unter beliebigem Schalten exis-

tieren hingegen nur wenige Ergebnisse. In [25] wird
ein Ansatz vorgestellt, der auf einer gemeinsamen
Control-Ljapunow-Funktion für zwei Teilsysteme basiert.
Allerdings existieren keine systematischen Verfahren, um
für ein allgemeines schaltendes nichtlineares System eine
solche Funktion zu bestimmen. In [26] wird die Backstep-
ping-Technik auf die Klasse der schaltenden Systeme in
Strict-Feedback-Form übertragen, um in systematischer
Weise ein Regelgesetz sowie eine zugehörige gemeinsame
Ljapunow-Funktion zu konstruieren. Die Reglersynthese
für schaltende Systeme in Feedforward-Form, basierend
auf der Integrator-Forwarding-Technik, wird in [14] vor-
gestellt. In [4] wird die Stabilisierung einer weiteren
speziellen Systemklasse untersucht, bei der sämtliche Teil-
systeme in verallgemeinerter Byrnes-Isidori-Normalform
vorliegen. Die Einschränkung auf diese speziellen Klassen
von Systemen ist jedoch relativ restriktiv. Darüber hin-
aus besteht selbst für lineare schaltende Systeme weiter
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Bedarf an transparenten analytischen Reglerentwurfsme-
thoden, da viele der existierenden Ansätze auf der Lösung
linearer Matrix-Ungleichungen basieren [27].

Interconnection and Damping Assignment Passivity
Based Control (IDA-PBC) [19; 20] ist eine Reglerent-
wurfmethodik für nichtlineare Systeme, welche dem
geschlossenen Regelkreis mittels Zustandsrückführung
Port-Hamiltonsche Struktur zuweist. In [8] ist der
IDA-PBC-Ansatz für die Regelung impulsiver Port-
Hamilton-Systeme adaptiert worden. In [11] wird die
Methode herangezogen, um eine schaltende Reglerstruk-
tur für eine nicht-schaltende Strecke zu entwerfen.

In diesem Beitrag wird eine analytische und konstruk-
tive Reglerentwurfsmethode für schaltende nichtlineare
steuerungsaffine Systeme, die beliebigen Schaltvorgängen
unterliegen, präsentiert. Dazu wird die Klasse der schal-
tenden Port-Hamilton (SPH) Systeme eingeführt, deren
Stabilität auch in [28] unter gewissen Voraussetzun-
gen betrachtet wird. Motiviert durch die Eigenschaften
von SPH-Systemen wird die IDA-PBC-Methode auf
die Klasse der schaltenden Systeme erweitert, um dem
geschlossenen Regelkreis SPH-Struktur mit einer ge-
meinsamen Energiefunktion zuzuweisen und auf diese
Weise (asymptotische) Stabilität zu erzielen. Wie beim
konventionellen IDA-PBC wird zunächst die Struk-
tur der gewünschten Struktur- und Dämpfungsmatrizen
festgelegt. Anschließend muss die Menge der Ener-
giefunktionen, welche dem geschlossenen Regelkreis
zugewiesen werden können, aus einem System linea-
rer partieller Differentialgleichungen (PDgln) bestimmt
werden. Allerdings ist es häufig schwierig, für alle Sub-
systeme zulässige Struktur- und Dämpfungsmatrizen zu
finden, so dass zum einen diese PDgln lösbar sind und
zum anderen auch noch ausreichend Freiheitsgrade für
die Formung der Energiefunktion zur Verfügung stehen.
Deshalb wird für eine Klasse von Systemen eine syste-
matische Vorgehensweise für die Wahl dieser Matrizen
sowie den anschließenden Reglerentwurf vorgestellt. In
diesem Zusammenhang wird ein neues Ergebnis zur Ma-
trixgleichung AX + XT AT =Q präsentiert.

Der Beitrag gliedert sich wie folgt: In Abschnitt 2
wird die Klasse der SPH-Systeme eingeführt. Abschnitt 3
stellt die Reglerentwurfsmethode in allgemeiner Form
dar. In Abschnitt 4 wird für eine spezielle Klasse von
schaltenden Systemen eine systematische Vorgehensweise
für den Reglerentwurf vorgestellt. Die Methodik wird in
Abschnitt 5 anhand eines numerischen Beispiels veran-
schaulicht.

Notation. M–T und M–∗ sind die transponierte In-
verse bzw. die hermitesche Inverse einer Matrix
M ∈ Cn×n. M= [mik], i ∈ {1, ..., n}, k ∈ {1, ..., m} ist eine
n×m-dimensionale Matrix mit den Einträgen mik und
M= diag{m11, ..., mnn} eine n×n-dimensionale Diago-
nalmatrix. Für Blockmatrizen wird dieselbe Notation
verwendet. Die Moore-Penrose-Pseudoinverse von M
wird mit M† bezeichnet und |x| ist die Euklidische

Vektor-Norm. Mit dim Δ wird die Dimension einer Dis-
tribution Δ bezeichnet und C k ist die Menge von k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen. Falls nicht explizit
anders angegeben, sind alle Aussagen lokal gültig und
es wird angenommen, dass alle Funktionen hinreichend
glatt sind. Die Definitionen der verwendeten Stabilitäts-
begriffe sind z. B. in [17] nachzulesen.

2 Schaltende Port-Hamilton-Systeme
In diesem Abschnitt wird die Klasse der schaltenden Port-
Hamilton (SPH) Systeme als Verallgemeinerung der Port-
Hamilton (PH) Systeme (siehe z. B. [19; 20]) eingeführt
und ihre Stabilitätseigenschaften werden diskutiert. Ein
SPH-System besitzt die Form

ẋ= [Jσ (x) – Rσ (x)]∇Hσ (x) + Gσ (x)u , (1a)

y = GT
σ (x)∇Hσ (x) (1b)

mit dem Zustandsvektor x ∈ Rn, der Stellgröße u ∈ Rm

und dem kollokierten Ausgang y ∈ Rm. Dabei wird der
Einfachheit halber angenommen, dass alle Teilsysteme
die gleiche Anzahl von Ein- und Ausgängen besitzen.
Für alle p ∈ P = {1, ..., N} sind die Strukturmatrizen
Jp(x) :Rn →Rn×n schief-symmetrisch JT

p (x)= –Jp(x), die
Dämpfungsmatrizen Rp(x) : Rn → Rn×n positiv semide-
finit RT

p (x)= Rp(x) ≥ 0 und für die Eingangsmatrizen
Gp(x) : Rn → Rn×m gilt Rang Gp(x)=m. Für die Ener-
giefunktionen Hp(x) wird im Folgenden angenommen,
dass sie ein gemeinsames striktes lokales Minimum in x∗
besitzen, d. h. es existiert eine offene Umgebung Ω ⊂ Rn

von x∗, so dass

Hp(x) > Hp(x∗) ∀ x ∈ Ω\{x∗} (2)

für alle p ∈ P gilt. Das stückweise konstante Schaltsignal
σ(t) : [0, ∞) → P spezifiziert das jeweils aktive Teilsys-
tem und besitzt eine endliche Anzahl von Unstetigkeiten
in jedem endlichen Zeitintervall.

Aufgrund der PH-Struktur gilt

Ḣp(x)= –
(∇Hp(x)

)T
Rp(x)∇Hp(x) + yTu ≤ yT u (3)

für alle p ∈ P , d. h. jedes Teilsystem für sich ist pas-
siv. Mit u= 0 geht aus Gleichung (3) hervor, dass Hp(x)
eine Ljapunow-Funktion für das einzelne Teilsystem ist.
Leider folgt daraus nicht, dass x∗ für beliebige σ(t)
eine stabile Ruhelage des gesamten schaltenden Systems
ist (siehe z. B. [3] für Gegenbeispiele). Jedoch können
die Energiefunktionen Hp(x) verwendet werden, um mit
Hilfe der Multiple-Ljapunow-Function-Methode [3] Sta-
bilität für eine Familie von zulässigen Schaltsignalen
nachzuweisen.

Beschränkt man sich allerdings auf SPH-Systeme
mit gemeinsamer Energiefunktion Hp(x)=H(x)∀ p ∈P ,
dann ist das gesamte schaltende System (1) passiv mit der
Speicherfunktion H(x) und es kann folgende Stabilitäts-
aussage formuliert werden:

Satz 1. Die Ruhelage x∗ des Systems (1) mit Hp(x)=
H(x)∀ p ∈ P und u= 0 ist gleichmäßig stabil für beliebige
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Schaltsignale. Wenn Rp(x) > 0 ∀ x ∈ Ω für alle p ∈ P gilt,
so ist x∗ gleichmäßig asymptotisch stabil. Wenn (2) und
Rp(x) > 0∀ p ∈P global erfüllt sind und zusätzlich H(x) →
∞ für |x – x∗| → ∞ gilt, dann ist x∗ global gleichmäßig
asymptotisch stabil.

Stabilität folgt dabei aus der Tatsache, dass H(x) eine
gemeinsame Ljapunow-Funktion für alle Teilsysteme ist.
Wenn Rp(x) > 0∀ x ∈ Ω für alle p ∈ P gilt, nimmt inner-
halb Ω die Energie H(x) entlang der Trajektorien aller
Teilsysteme streng monoton ab (vgl. (3)), woraus gleich-
mäßige asymptotische Stabilität folgt. Falls Rp(x) ≥ 0 für
ein oder mehrere p gilt, ist möglicherweise nur Ḣ(x) ≤ 0
für x ∈ Ω\{x∗} erfüllt. Für diesen Fall existieren in der
Literatur LaSalle-ähnliche Stabilitätskriterien für schal-
tende Systeme, um asymptotische Stabilität nachzuweisen
(siehe z. B. [17] und die enthaltenen Quellen).

Anmerkung 1. Wenn Rp(x) > 0 ∀ x ∈ Ω für alle p ∈ P
gilt, ist eine Abschätzung des Einzugsbereiches durch den
zusammenhängenden Teil Ωc der Menge {x ∈Rn|H(x) < c}
gegeben, welcher x∗ enthält. Dabei ist c der größte Wert, für
den Ωc sowohl beschränkt als auch in Ω enthalten ist und
keine kritischen Punkte von H(x) enthält außer x∗.

3 Reglerentwurf
Motiviert durch die Stabilitätseigenschaften von SPH-
Systemen mit gemeinsamer Energiefunktion, wird in
diesem Abschnitt eine konstruktive Methode für den
Entwurf schaltender statischer Zustandsrückführungen
u= βσ (x) vorgestellt, die ein schaltendes nichtlineares
steuerungsaffines System

ẋ= fσ (x) + Gσ (x)u , σ(t) : [0, ∞) → P (4)

mit u ∈ Rm und Rang Gp(x)=m in ein SPH-System mit
gemeinsamer Energiefunktion überführen. Dabei seien
fp(x) und die Spalten der Matrizen Gp(x) für alle p ∈ P
lokal Lipschitz-stetige Vektorfelder. Es wird folgende An-
nahme getroffen1:

Annahme 1. Das Schaltsignal σ(t) sei nicht a priori be-
kannt, aber sein aktueller Wert steht dem Regler zu jedem
Zeitpunkt zur Verfügung.

Der folgende Satz präsentiert die Methode in allgemei-
ner Form. Eine systematische Vorgehensweise für den
Reglerentwurf wird in Abschnitt 4 für eine spezielle Sys-
temklasse vorgestellt.

Satz 2. Es seien Matrizen G⊥
p (x), Jp(x) = –JT

p (x),
Rp(x)= RT

p (x) ≥ 0 und eine Funktion H(x) : Rn → R ge-
geben, welche für alle p ∈ P das System von linearen
partiellen Differentialgleichungen

G⊥
p (x)

[
Jp(x) – Rp(x)

]∇H(x)= G⊥
p (x)fp(x) (5)

erfüllen, wobei G⊥
p (x) : Rn → R(n–m)×n ein Linksannihi-

lator von Gp(x) (d. h. G⊥
p (x)Gp(x)= 0) vollen Ranges sei.

1 In einigen Fällen wird es möglich sein, die Parameter beim Reg-
lerentwurf so zu wählen, dass βp(x)= β(x) ∀ p ∈ P gilt. Dann kann
diese Annahme fallen gelassen werden.

Darüber hinaus gelte (2) für die gewünschte Ruhelage x∗ ∈
Rn. Dann überführt das schaltende Regelgesetz u= βσ (x)
mit

βσ (x)=
[
GT

σ (x)Gσ (x)
]–1

GT
σ (x)

×{[Jσ (x) – Rσ (x)]∇H(x) – fσ (x)
}

(6)

das System (4) in die Form

ẋ = [Jσ (x) – Rσ (x)]∇H(x) (7)

und x∗ ist eine stabile Ruhelage.

Beweis. Analog zum Beweis von Proposition 1 in [19]
erhält man durch Gleichsetzen der rechten Seiten von
(4), mit u= βp(x), und (7) den Satz von Bestimmungs-
gleichungen

fp(x) + Gp(x)βp(x)=
[
Jp(x) – Rp(x)

]∇H(x) , (8)

p ∈ P . Multipliziert man (8) für alle p ∈ P mit G⊥
p (x),

ergeben sich die Restriktionsgleichungen (5). Das Regel-
gesetz (6) erhält man durch Auflösen von (8) nach βp(x)
mit Hilfe der Pseudoinversen von Gp(x). Stabilität folgt
unmittelbar aus Satz 1. �
Wird, wie auch beim konventionellen IDA-PBC üblich,
die Struktur der Entwurfsmatrizen Fp(x) := Jp(x) – Rp(x)
festgelegt, muss die Menge zulässiger (gemeinsamer)
Energiefunktionen, welche dem geschlossenen Regelkreis
zugewiesen werden können, aus (5) bestimmt werden.
Die Lösbarkeit von (5) vorausgesetzt, besitzen die Lösun-
gen die Gestalt

H(x)= Ψ (x) +Φ
(
ξ(x)

)
. (9)

Sie setzen sich zusammen aus einer partikulären Lö-
sung Ψ (x) und einer homogenen Lösung Φ

(
ξ(x)

)
, wobei

ξ(x) : Rn → Rl der Vektor charakteristischer Koordina-
ten ist. Als charakteristische Koordinaten werden die
unabhängigen Lösungen des zugehörigen Systems homo-
gener linearer partieller Differentialgleichungen (PDgln)
G⊥

p (x)Fp(x)∇ξi(x)= 0, p ∈ P bezeichnet. Da auch jede
Funktion von ξ(x) eine Lösung dieses homogenen PDgl-
Systems ist, kann Φ

(
ξ(x)

)
in (9) beliebig gewählt werden

und enthält folglich Entwurfsfreiheit für die Reglerausle-
gung. Im Zuge dieser muss Φ

(
ξ(x)

)
dann so festgelegt

werden, dass (2) erfüllt ist. Ein hinreichendes Kriterium
dafür ist

∂H(x)

∂x

∣∣∣∣
x∗
= 0T ,

∂2H(x)

∂x2

∣∣∣∣
x∗

> 0 . (10)

Eine zentrale Frage ist die nach der Lösbarkeit des PDgl-
Systems (5), welches in der Form
⎡

⎢
⎣

G⊥
1 (x)F1(x)

...
G⊥

N(x)FN(x)

⎤

⎥
⎦

︸ ︷︷ ︸
W(x):Rn→RN(n–m)×n

∇H(x)=

⎡

⎢
⎣

G⊥
1 (x)f1(x)

...
G⊥

N(x)fN(x)

⎤

⎥
⎦

︸ ︷︷ ︸
s(x):Rn→RN(n–m)

(11)
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dargestellt werden kann. In [5], [22] wird eine notwen-
dige und hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit eines
solchen PDgl-Systems formuliert2:

Satz 3. Es seien die involutiven Abschlüsse Δ̄W , Δ̄W ,s der
Distributionen

ΔW = span{WT(x)}, ΔW ,s = span

{[
WT(x)
sT (x)

]}
(12)

regulär. Das PDgl-System (11) ist genau dann lösbar, wenn
gilt

dim Δ̄W = dim Δ̄W ,s . (13)

Offensichtlich ist für die Lösbarkeit von (11) notwendig,
dass s(x) ∈ Bild

(
W(x)

)
erfüllt ist, oder äquivalent, dass

dim ΔW = dim ΔW ,s = r ≤ n gilt. Aufgrund der Regula-
rität der beiden Distributionen existieren dann Indizes
ki, i ∈ {1, ..., r}, so dass (11) äquivalent ist zu
⎡

⎢
⎣

wT
k1

(x)
...

wT
kr

(x)

⎤

⎥
⎦

︸ ︷︷ ︸
W̃(x):R→Rr×n

∇H(x)=

⎡

⎢
⎣

sk1 (x)
...

skr (x)

⎤

⎥
⎦

︸ ︷︷ ︸
s̃(x):R→Rr

, (14)

wobei mit wT
i (x) die Zeilen von W(x) und mit si(x)

die Einträge von s(x) bezeichnet sind. Ist (11) lösbar,
existieren l charakteristische Koordinaten ξi(x), wenn die
homogene PDgl W(x)∇ξi(x)= 0 l unabhängige nicht-
triviale Lösungen besitzt. Nach dem Satz von Frobenius
(siehe z. B. [15]) ist l= n–dim Δ̄W bzw. l= n–dim Δ̄W̃ .

Wie die konventionelle IDA-PBC-Methode für nicht-
schaltende Systeme besitzt auch die hier vorgestellte
Verallgemeinerung die Eigenschaft, alle schaltenden stati-
schen Zustandsrückführungen, durch die das System (4)
gleichmäßig asymptotisch stabilisiert wird, zu generieren
(universal stabilizing property).

Lemma 1. Gegeben sei die endliche Familie von C1-stetigen
Vektorfeldern {fp(x), p ∈ P}. Besitzt das schaltende System
ẋ= fσ (x) für beliebige Schaltsignale σ(t) eine gleichmäßig
asymptotisch stabile Ruhelage x∗, dann existieren eine C∞
Funktion H(x) und matrixwertige C0 Funktionen Jp(x)=
–JT

p (x) und Rp(x)= RT
p (x) ≥ 0, so dass für alle p ∈ P gilt

fp(x)=
[
Jp(x) – Rp(x)

]∇H(x) . (15)

Beweis. Aus dem Ljapunow-Umkehrsatz für schaltende
Systeme in [16] folgt, dass eine Umgebung Ω von
x∗ existiert, so dass alle Teilsysteme eine gemeinsame
C∞ Ljapunow-Funktion H(x) mit einem strikten loka-
len Minimum in x∗ und (∂H(x)/∂x)fp(x) < 0 für alle
x ∈ Ω\{x∗} und alle p ∈ P besitzen. Der Rest des Bewei-
ses folgt aus der Anwendung des Beweises von Lemma 1
in [20] auf jedes einzelne Teilsystem. �

2 In [5] ist die Bedingung für W(x) : Rn → Rq×n und s(x) : Rn →
R

q mit q < n formuliert. Diese Voraussetzung ist allerdings nicht
notwendig.

Als unmittelbare Konsequenz aus diesem Lemma er-
gibt sich folgender Satz:

Satz 4. Gegeben sei das schaltende System (4), wobei fp(x)
und die Spalten von Gp(x) C1-stetige Vektorfelder seien.
Existieren C1-stetige Funktionen βp(x) :Rn →Rm, p ∈ P ,
so dass das geregelte System ẋ = fσ (x) + Gσ (x)βσ (x) für
beliebige Schaltsignale σ(t) eine gleichmäßig asymptotisch
stabile Ruhelage x∗ besitzt, dann existieren Matrizen G⊥

p (x),
Jp(x), Rp(x), p ∈ P und eine Funktion H(x), welche die
Bedingungen von Satz 2 erfüllen.

4 Eine spezielle Klasse von Systemen
In diesem Abschnitt wird für eine Klasse schaltender
Systeme ein systematisches Vorgehen zur Wahl der Ent-
wurfsmatrizen Fp(x) präsentiert.

4.1 Problemformulierung
Es werden schaltende Systeme der Form
[

ẋα

ẋν

]
=

[
fα
σ (x)

fν
σ (x)

]
+

[
Gα

σ (x)
0

]
u (16)

mit xα ∈ Rm, xν ∈ Rn–m, u ∈ Rm betrachtet, die aus
zwei Teilsystemen bestehen, d. h. P = {1, 2}. Ein schal-
tendes System (4) mit P = {1, 2}, welches nicht in
dieser Form vorliegt, kann genau dann durch eine
Koordinatentransformation in diese Gestalt überführt
werden, wenn ΔG,p = span{Gp(x)}, p ∈ {1, 2} reguläre in-
volutive Distributionen der Dimension m sind, für die
ΔG,1 =ΔG,2 gilt. Andernfalls kann die Form (16) mit
Gα

p = Im erzeugt werden, indem man beide Teilsysteme
mit xn+1 = u1, ..., xn+m = um und ẋn+1 = v1, ..., ẋn+m = vm

dynamisch erweitert.
Partitioniert man die Entwurfsmatrizen entspre-

chend (16) in Submatrizen Fα
p (x) : Rn → R

m×n und
Fν

p(x) :Rn → R(n–m)×n, erhält man die Bestimmungsglei-
chungen
[

Fα
p (x)

Fν
p(x)

]
∇H(x)=

[
fα

p (x)
fν

p(x)

]
+

[
Gα

p (x)
0

]
βp(x) , (17)

p ∈ {1, 2}. Mit den einfachsten Linksannihilatoren G⊥
p =

[0 I] lauten die Restriktionsgleichungen (5)
[

Fν
1(x)

Fν
2(x)

]

︸ ︷︷ ︸
W(x)

∇H(x)=

[
fν

1(x)
fν

2(x)

]

︸ ︷︷ ︸
s(x)

. (18)

Die Matrizen Fν
p(x) sind so zu wählen, dass

die von ihren Zeilen aufgespannten Distributionen
ΔF,p = span{(Fν

p(x))T} in einer Umgebung der gewünsch-
ten Ruhelage x∗ die konstante Dimension n – m besitzen.
Dies ist notwendig, damit Rang Fp(x)= n in einer Um-
gebung von x∗ gilt. Wenn die Entwurfsmatrizen Fp(x)
Rangabfall aufweisen, kann das geregelte System Ruhela-
gen besitzen, die keine Extrema der Energiefunktion sind.
Im Falle konstanter Entwurfsmatrizen ist Rang Fp = n so-
gar notwendig dafür, dass x∗ eine isolierte Ruhelage des
geregelten Systems ist.
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Aus dieser Forderung folgt wegen ΔF,p ⊆ ΔW ,
dass dim Δ̄W ≥ dim ΔW ≥ dim ΔF,p = n – m gilt. Damit
erhält man für die Anzahl der verfügbaren cha-
rakteristischen Koordinaten l = n –dim Δ̄W ≤ m. Im
Sinne maximaler Entwurfsfreiheit wäre es wünschens-
wert, dass (18) mit der maximalen Zahl charak-
teristischer Koordinaten l = m lösbar ist. Dazu ist
nach dem Satz von Frobenius und Satz 3 erforder-
lich, dass dim Δ̄W ,s = dim Δ̄W = n – m. Zusammen mit
dim ΔF,p = n – m folgt die Forderung Δ̄W = ΔW =
span{(Fν

1(x))T} = span{(Fν
2(x))T} und Δ̄W ,s= ΔW ,s=

span{[Fν
1(x), fν

1(x)]T} = span{[Fν
2(x), fν

2(x)]T}. Dem-
nach muss eine reguläre Matrix C(x) existieren, so
dass [Fν

2(x), fν
2(x)]= C(x)[Fν

1(x), fν
1(x)] gilt. Während

Fν
2(x)= C(x)Fν

1(x) durch die Wahl der Entwurfsparame-
ter sichergestellt werden kann, sind die fν

p(x) durch die
Systemdynamik (16) gegeben. Daher wird für die be-
trachteten Systeme folgende Annahme formuliert.

Annahme 2. Es existiert eine Funktion C(x) : Rn →
R(n–m)×(n–m) mit Rang (C(x))= n – m in einer Umgebung
von x∗, so dass fν

2(x)=C(x)fν
1(x) gilt. Eigenwerte von C(x)

mit nichtpositivem Realteil besitzen gleiche algebraische und
geometrische Vielfachheit.

Aus dem ersten Teil der Annahme folgt bei entsprechen-
der Wahl der Matrizen Fν

p(x), dass (18) äquivalent zu

Fν
p(x)∇H(x)= fν

p(x) (19)

mit p= 1 oder p= 2 ist. Beim zweiten Teil handelt es sich
um eine technische Annahme, die im Beweis von Satz 7
verwendet wird.

4.2 Definitheit der Dämpfungsmatrizen
Damit das zu entwerfende Regelgesetz das System (16) in
SPH-Form überführt, ist die positive Semidefinitheit der
beiden Dämpfungsmatrizen erforderlich, d. h.

Rp(x)= –
1

2

[
Fp(x) + FT

p (x)
]

≥ 0 , p ∈ {1, 2}. (20)

Im Folgenden wird daher untersucht, wann Entwurfsma-
trizen F1(x), F2(x) mit Fν

2(x)= C(x)Fν
1(x) existieren, so

dass beide Dämpfungsmatrizen positiv definit sind. Falls
nur positive Semidefinitheit möglich ist, soll geklärt wer-
den, wie viele positive Eigenwerte den beiden Matrizen
zugewiesen werden können. Dazu werden zunächst die
Entwurfsmatrizen gemäß

Fp(x)=

[
FA

p (x) FB
p (x)

FC
p (x) FD

p (x)

]
, p ∈ {1, 2} (21)

partitioniert mit FD
p (x) : Rn → R(n–m)×(n–m). Es gilt

Fα
p (x) = [FA

p (x), FB
p (x)] und Fν

p(x) = [FC
p (x), FD

p (x)].
Dann kann folgendes Lemma formuliert werden:

Lemma 2. Es sei Fν
2(x)= C(x)Fν

1(x). Für ein gegebenes
C(x) können R1(x) und R2(x) genau dann gleichzeitig po-
sitiv semidefinit (definit) gewählt werden, wenn

FD
1 (x) +

(
FD

1 (x)
)T ≤ 0 (< 0) , (22)

C(x)FD
1 (x) +

(
FD

1 (x)
)T

CT(x) ≤ 0 (< 0) . (23)

Beweis. Mit (21) und FC
2 (x)= C(x)FC

1 (x) sowie FD
2 (x)=

C(x)FD
1 (x) folgt

R1= –
1

2

[
FA

1 +
(
FA

1

)T
FB

1 +
(
FC

1

)T

FC
1 +
(

FB
1

)T
FD

1 +
(
FD

1

)T

]

, (24)

R2= –
1

2

[
FA

2 +
(
FA

2

)T
FB

2 +
(

FC
1

)T
CT

CFC
1 +
(
FB

2

)T
CFD

1 +
(

FD
1

)T
CT

]

, (25)

wobei die x-Argumente weggelassen worden sind. Ange-
nommen, es seien R1(x) ≥ (> 0) und R2(x) ≥ (> 0).
Dann folgen (22) und (23) mit Proposition 16.1
und Theorem 16.1 in [7], was die Notwendigkeit
der Bedingungen zeigt. Zum Beweis, dass sie auch
hinreichend sind, sei darauf hingewiesen, dass die
Matrizen Fα

p = [FA
p , FB

p ], p ∈ {1, 2} unabhängig vonein-
ander vorgegeben werden können. Wählt man z. B.
FA

p = diag{αii,p}, i ∈ {1, ..., m}, p ∈ {1, 2} mit αii,p < 0, und
FB

1 (x)= –(FC
1 (x))T sowie FB

2 (x)= –(FC
1 (x))TCT(x), so er-

hält man

R1 = diag

{
RA

1 , –
1

2

(
FD

1 + (FD
1 )T
)}

, (26)

R2 = diag

{
RA

2 , –
1

2

(
CFD

1 + (FD
1 )TCT

)}
(27)

mit RA
p = –diag{αii,p}. Wenn (22), (23) erfüllt sind, ist

offensichtlich R1(x) ≥ 0 (> 0) und R2(x) ≥ 0 (> 0). �
Im Folgenden sei mit i+(A), i–(A) und i0(A) die Anzahl

der Eigenwerte einer Matrix A in der rechten komple-
xen Halbebene, in der linken komplexen Halbebene und
auf der imaginären Achse bezeichnet. Analog seien ir

+(A),
ir
–(A) und ir

0(A) für reelle Eigenwerte definiert.

Lemma 3. Es sei RA ∈ Rm×m, RB ∈ Rm×(n–m), RD ∈
R(n–m)×(n–m) und

R=

[
RA RB

(
RB
)T

RD

]
. (28)

Wenn R ≥ 0 und RD ≥ 0, dann ist

max
RA , RB

i+(R)=m + i+(RD) . (29)

Beweis. Siehe Anhang A.1. �
Um positive Semidefinitheit beider Dämpfungsmatri-

zen zu gewährleisten, muss FD
1 (x) gemäß Lemma 2 die

Matrixungleichungen (22) und (23) erfüllen. Letztere
lässt sich mit X(x)= –FD

1 (x) äquivalent als Gleichung

C(x)X(x) + XT(x)CT(x)=Q(x) (30)

mit (beliebiger) Matrix QT(x)=Q(x) ≥ 0 formulieren.

4.3 Die Gleichung AX + XTAT =Q
Die Gleichung

AX + XT AT =Q (31)

ist in mehreren Veröffentlichungen untersucht worden,
z. B. in [24]. Es seien A, X, Q ∈ Rn×n und Q= QT . Der
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folgende Satz beschreibt die Lösbarkeit sowie die Struktur
der Lösung (siehe [24]).

Satz 5. (a) Die Matrixgleichung (31) ist genau dann lösbar,
wenn EAQEA = 0 gilt, wobei EA = I – AA† der orthogonale
Projektor auf den Kern von A ist. Die Lösung X= Xp + Xh

setzt sich aus einem partikulären Anteil Xp und der Lösung
Xh der zugehörigen homogenen Matrixgleichung (d. h. Q=
0) zusammen.
(b) Es sei Q ≥ 0. Dann ist (31) genau dann lösbar, wenn
Bild(Q) ⊆ Bild(A) gilt.
(c) Wenn A regulär ist, gilt Xh = UAT mit einer beliebigen
Matrix U= –UT.

Soweit den Autoren bekannt, existieren keine Ergebnisse
zur Definitheit des symmetrischen Anteils 1

2 (X + XT) der
Lösung. Es kann folgender Satz formuliert werden.

Satz 6. Gegeben sei Gleichung (31) mit Q= QT ≥ 0. Die
algebraische und geometrische Vielfachheit nichtpositiver
Eigenwerte von A sei gleich. Es existieren genau dann Lö-
sungen X mit X + XT ≥ 0, wenn alle Linkseigenvektoren von
A zu reellen nichtpositiven Eigenwerten in Kern(Q) liegen.
Dann gilt

max
Xh,Q

i+

(
X + XT

)
= n – ir

–(A) . (32)

Insbesondere gilt für alle Q, deren Kern genau von diesen
Linkseigenvektoren aufgespannt wird

max
Xh

i+

(
X + XT

)
= n – ir

–(A) . (33)

Beweis. Siehe Anhang A.2. �
Anmerkung 2. Die Annahme in Satz 6, dass die al-
gebraische und geometrische Vielfachheit nichtpositiver
Eigenwerte von A gleich sei, ist technischer Natur und dient
dazu, den Beweis zu vereinfachen.

Im Zusammenhang mit der Wahl geeigneter Entwurfs-
matrizen für den Reglerentwurf folgt damit:

Satz 7. Für ein gegebenes C(x), welches Annahme 2
erfüllt, existieren Matrizen F1(x) und F2(x) mit
Fν

2(x)= C(x)Fν
1(x), so dass R1(x) ≥ 0 und R2(x) ≥ 0 und

es gilt

max i+

(
Rp(x)

)
= n – ir

–

(
C(x)

)
, p ∈ {1, 2} . (34)

Beweis. Im Weiteren sei X(x) := –FD
1 (x). Aus Lemma 2 ist

bekannt, dass Rp(x) ≥ 0, p ∈ {1, 2} genau dann möglich
ist, wenn X(x) + XT(x) ≥ 0 und

C(x)X(x) + XT(x)CT (x)=Q(x) (35)

für ein Q(x) ≥ 0 erfüllt ist. Solche Matrizen existie-
ren immer, z. B. X(x)= 0, Q(x)= 0. Mit X(x)= –FD

1 (x)
und (25), (35) erkennt man, dass RD

2 (x)= 1
2 [C(x)X(x) +

XT (x)CT(x)]= 1
2 Q(x) gilt. Demnach folgt aus Satz 6, dass

eine Lösung X(x) von (35) mit X(x) + XT (x) ≥ 0 genau
dann existiert, wenn die Linkseigenvektoren von C(x) zu
reellen nichtpositiven Eigenwerten in Kern(RD

2 (x)) ent-
halten sind. Gemäß Annahme 2 besitzt C(x) vollen Rang

und folglich keine Eigenwerte in Null. Demnach gilt
max i+(RD

2 (x))= (n – m) – ir
–(C(x)). Außerdem geht aus

Satz 6 hervor, dass für RD
1 (x)= 1

2 (X(x) + XT(x)) eben-
falls max i+(RD

1 (x)) = (n – m) – ir
–(C(x)) gilt. Da RA

p (x)
und RB

p (x), p ∈ {1, 2} mit Fα
p (x) unabhängig voneinander

vorgegeben werden können (siehe (24), (25)), folgt die
Behauptung aus Lemma 3. �
Korrolar 1. Für ein gegebenes C(x), welches Annahme 2
erfüllt, existieren genau dann Matrizen F1(x) und F2(x)
mit Fν

2(x)= C(x)Fν
1(x), so dass sowohl R1(x) > 0 als auch

R2(x) > 0 gilt, wenn ir
–(C(x))= 0.

Anmerkung 3. Satz 7 bzw. Korrolar 1 basieren auf der
punktweisen Anwendung von Satz 6 und treffen demnach
keine Aussage über die Glattheit von Rp(x), p ∈ {1, 2}. Um
für C(x), Q(x) ∈ C∞ in einer Umgebung D von x∗ die
Existenz glatter Funktionen Rp(x), welche (34) erfüllen,
sicherzustellen, können z. B. folgende hinreichenden Bedin-
gungen formuliert werden.
1. Für x ∈ D sind die Eigenwerte von C(x) reell und

einfach, d. h. λ1(x) < ... < λn–m(x). Dann sind die Ei-
genwerte λi(x) und Eigenvektoren vi(x) von CT(x) glatte
Funktionen von x [9], so dass die im Beweis zu Satz 6
verwendete Eigenzerlegung eine glatte Operation ist.

2. Für x ∈ D sind die Realteile aller Eigenwerte von C(x)
positiv. Dann besitzt (30) eine eindeutige symmetrische
Lösung X(x)= XT (x) ≥ 0, die glatt von den Matrizen
C und Q abhängt.

4.4 Konstruktion der Entwurfsmatrizen
Um geeignete Entwurfsmatrizen Fp(x), p ∈ {1, 2} zu er-
halten, für die Rp(x) ≥ 0, p ∈ {1, 2} gilt, ist eine Menge
von Matrizen X(x)= –FD

1 (x) zu bestimmen, die X(x) +
XT(x) ≥ 0 sowie (30) für eine positiv semidefinite Matrix
Q(x) erfüllen. Unter den gegebenen Voraussetzungen be-
sitzt (30) für jedes Q(x) ≥ 0 unendlich viele Lösungen
der Form X(x)= Xp(x) + Xh(x) mit einer partikulären
Lösung Xp(x) und der Lösung

Xh(x)= U(x)CT (x) (36)

der zugehörigen homogenen Gleichung C(x)X(x) +
XT(x)CT (x)= 0, wobei U(x)= –UT(x) beliebig ist (siehe
Satz 5). Darüber hinaus existieren unendlich viele Matri-
zen Q(x) ≥ 0.

Es ist bekannt, dass eine Matrix Q genau dann posi-
tiv semidefinit ist, wenn sie sich als Q= TT T mit einer
oberen Dreiecksmatrix T darstellen lässt3 [2]. Für den
weiteren Verlauf werden die Matrizen Tij ∈ R(n–m)×(n–m)

und Qij ∈R(n–m)×(n–m) wie folgt definiert:

Tij = [tkl] , tkl =

{
1 , k= i∧ l= j ∧ k ≤ l

0 , sonst
,

Qij = Tij + TT
ij .

3 Für den Fall Q > 0 ist T der Cholesky-Faktor. Er ist eindeutig und
regulär.

492
Bereitgestellt von | University Library Technische Universitaet Muenchen

Angemeldet | 10.248.254.158
Heruntergeladen am | 14.08.14 04:41



Regelung schaltender Systeme ���

Dann kann jede obere Dreiecksmatrix T(x) in der Form

T(x)=
n–m∑

i=1

n–m∑

j=i

kij(x)Tij (37)

dargestellt werden mit (lokal) reellwertigen Funktionen
kij(x) : Rn → R. Folglich ist durch

Q(x)=

⎛

⎝
n–m∑

i=1

n–m∑

j=i

kij(x)Tij

⎞

⎠

T

︸ ︷︷ ︸
TT (x)

⎛

⎝
n–m∑

i=1

n–m∑

j=i

kij(x)Tij

⎞

⎠

︸ ︷︷ ︸
T(x)

=
n–m∑

i=1

n–m∑

j=i

i∑

k=1

kki(x)kkj(x)Qij (38)

eine Menge von positiv (semi-)definiten Matrizen Q(x) :
Rn → R(n–m)×(n–m) gegeben.

Nun sei Xp
ij(x) :Rn →R(n–m)×(n–m) eine partikuläre Lö-

sung von (30) für Q(x)=Qij. Da C(x) gemäß Annahme 2
vollen Rang besitzt, ist die Lösbarkeit nach Satz 5 (a) si-
chergestellt. Wegen der Linearität der Matrixgleichung
(30) beschreibt dann

Xp(x)=
n–m∑

i=1

n–m∑

j=i

i∑

k=1

kki(x)kkj(x)X
p
ij(x) (39)

eine Menge von partikulären Lösungen von (30) für alle
Matrizen in (38). Durch Addition der homogenen Lösung
(36) erhält man schließlich eine Menge von Matrizen, für
die C(x)X(x) + XT(x)CT (x) ≥ 0 gilt, als

X(x)=
n–m∑

i=1

n–m∑

j=i

i∑

k=1

kki(x)kkj(x)Xp
ij(x)

︸ ︷︷ ︸
Xp(x)

+ U(x)CT(x)︸ ︷︷ ︸
Xh(x)

. (40)

Leider kann im Allgemeinen jedoch keine Aussage über
die Definitheit der symmetrischen Anteile der Lösungen
(39) und (40) getroffen werden. Um X(x) + XT(x) ≥ 0
zu gewährleisten, ist es notwendig, Bedingungen an die
Funktionen kij(x) und U(x) bzw. deren Parameter zu
formulieren, z. B. mit Hilfe des Sylvester-Kriteriums. Im
Folgenden werden verschiedene Eigenwertkonfiguratio-
nen von C(x) diskutiert.

Wenn man Xp
ij(x)= (Xp

ij(x))T wählt, so erfüllt jede der
partikulären Lösungen (39) eine Ljapunow-Gleichung

C(x)Xp(x) + Xp(x)CT(x)=Q(x) ≥ 0 . (41)

Diese Wahl ist immer möglich, wenn für die Eigen-
werte von C(x) gilt λi +λ∗

j �= 0 ∀ i, j, da (41) dann eine
eindeutige symmetrische Lösung besitzt [1]. Wenn nun
das Paar [C(x), Q(x)] punktweise steuerbar im linea-
ren Sinne ist, folgt aus Theorem 6.19 in [1], dass
i±(Xp(x))= i±(C(x)). Für den Fall, dass alle Eigenwerte
von C(x) in der rechten komplexen Halbebene liegen,
gilt also Xp(x)= (Xp(x))T > 0. Über X(x) kann man

im Allgemeinen nur aussagen, dass X(x) + XT (x) ≥ 0 für
hinreichend kleine U(x) gilt, außer U(x) kann so ge-
wählt werden, dass Xh(x) + (Xh(x))T ≥ 0 ist. Für den Fall,
dass C(x) nur komplexe Polpaare mit negativem Realteil
besitzt, folgt entsprechend Xp(x)= (Xp(x))T < 0. Da po-
sitive Definitheit von X(x) + XT(x) gemäß Satz 6 möglich
ist, kann diese allein durch eine geeignete Wahl von U(x)
erreicht werden, die sicherstellt dass Xh(x) + (Xh(x))T > 0
hinreichend groß ist.

Für ir
–(C(x))= 0 kann X(x) + XT(x) ≥ 0 gemäß Satz 6

unabhängig von den kij(x) in (38) bzw. (39) immer durch
entsprechende Wahl von Xh(x) erreicht werden. Besitzt
C(x) allerdings reelle negative Eigenwerte, müssen die
kij(x) so gewählt werden, dass die Linkseigenvektoren zu
diesen Eigenwerten in Kern(Q(x)) enthalten sind. In die-
sem Fall ist es einfacher, die Gleichung (30) zunächst in
die Form

D∗(x)X̂(x) + X̂
∗
(x)D(x)= Q̂(x) (42)

mit X̂(x)= V∗(x)X(x)V(x), Q̂(x)= V∗(x)Q(x)V(x) zu
transformieren (vgl. den Beweis von Satz 6). Dabei
werden die Spalten von V(x) von den Eigen- bzw.
Hauptvektoren von CT(x) gebildet und D(x) ist eine
Jordan-Matrix. Bei geeigneter Wahl von V(x) kann
eine Partitionierung D(x)= diag{D11(x), D22(x)} gewählt
werden, so dass ir

–(D11(x))= 0 gilt und D22(x) die reel-
len negativen Eigenwerte von C(x) enthält. Die Matrizen
X̂(x)= [X̂ik(x)], Q̂(x)= [Q̂ik(x)], i, k ∈ {1, 2} werden ent-
sprechend partitioniert. Mit X̂ik = 0, Q̂ik = 0 außer für
i = k = 1 reduziert sich (42) dann auf D∗

11(x)X̂11(x) +
X̂

∗
11(x)D11(x) = Q̂11(x). Nachdem für diese Gleichung

gemäß (40) eine Menge von Lösungen X̂11(x) mit
X̂11(x) + X̂

T
11(x) ≥ 0 konstruiert worden ist, erhält man

aus X(x)= V–∗(x)X̂(x)V–1(x) eine Menge von Lösungen
zu (30) mit X(x) + XT(x) ≥ 0.

Wenn eine Menge geeigneter Matrizen X(x) bestimmt
worden ist, wählt man Fν

1(x)= [FC
1 (x), –X(x)]. In [12] ist

der Entwurfsprozess eines (einzelnen) IDA-PBC Reglers
in mehrere Schritte gegliedert worden. Basierend darauf
wird im Folgenden eine systematische Prozedur für die
Bestimmung der Regelgesetze β1(x) und β2(x) vorge-
stellt.

4.5 Systematisches Vorgehen
Im ersten Schritt muss die Struktur der Funktionen FC

1 (x),
kij(x) und U(x) so gewählt werden, dass die Restrikti-
onsgleichungen (19) gemäß Satz 3 lösbar sind. Dies ist
besonders einfach, wenn die Struktur der Funktionen
so gewählt werden kann, dass eine der beiden Matri-
zen Fν

1(x), Fν
2(x) konstant wird. In diesem Fall sind die

Restriktionsgleichungen genau dann lösbar, wenn

∂

∂x
fν

k,i(x)νk,j –
∂

∂x
fν

k,j(x)νk,i = 0 (43)

für alle i, j = 1, ..., n – m gilt, wobei k ∈ {1, 2} der Index
der konstanten Entwurfsmatrix und νk,i die i-te Spalte
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von (Fν
k)T ist [12]. Basierend auf (43) ergeben sich Be-

dingungen an die (konstanten) Einträge von Fν
k .

Im zweiten Schritt werden Anforderungen an F1(x)
und F2(x) formuliert, um Rp(x) ≥ 0, p ∈ {1, 2} zu gewähr-
leisten. Dazu werden zunächst Bedingungen abgeleitet,
so dass RD

1 (x)= X(x) + XT(x) ≥ 0 erfüllt ist (siehe obige
Diskussion). Positive Semidefinitheit von RD

2 (x)= 1
2 Q(x)

ist per Konstruktion gegeben. Im Anschluss werden Be-
dingungen an FC

1 (x), Fα
1 (x) und Fα

2 (x) formuliert, um
die positive Semidefinitheit der Dämpfungsmatrizen zu
gewährleisten. Dies kann anhand des folgenden Satzes
geschehen.

Satz 8. [7] Wenn RD
p > 0 ist, dann ist Rp > 0 genau dann,

wenn gilt

RA
p – RB

p

(
RD

p

)–1 (
RB

p

)T
> 0 . (44)

Wenn RD
p ≥ 0 ist, dann ist Rp ≥ 0 genau dann, wenn gilt

(
I – RD

p

(
RD

p

)†
)(

RB
p

)T
= 0 , (45a)

RA
p – RB

p

(
RD

p

)† (
RB

p

)T ≥ 0 . (45b)

Die Bedingung (44) erlaubt es, die positive Definitheit
der n×n-dimensionalen Matrix R nachzuweisen, in-
dem man die positive Definitheit einer kleineren m ×m
dimensionalen Matrix überprüft. Im Falle positiver Se-
midefinitheit tritt zusätzlich (45a) hinzu. Es handelt
sich hierbei allerdings um eine Gleichungsbedingung, die
weitaus einfacher zu handhaben ist als Ungleichungs-
bedingungen, wie man sie beispielsweise mittels des
Sylvester-Kriteriums erhält. Es sei angemerkt, dass durch
die Wahl der Matrizen Fα

p (x), die im Beweis zu Lemma 2
getroffen worden ist, sämtliche Bedingungen von Satz 8
erfüllt werden.

Im dritten Schritt wird (19) für p = 1 oder p = 2
gelöst, um die Menge der (gemeinsamen) Energiefunk-
tionen H(x)= Ψ (x) +Φ(ξ(x)) zu bestimmen, die dem
geschlossenen Regelkreis zugewiesen werden können. Die
Parameter in Fν

1(x) und die Funktion Φ(ξ(x)) werden
so festgelegt, dass die Bedingungen (10) erfüllt sind.
Die Parameter in Fα

1 (x) und Fα
2 (x) sowie die übrigen

Freiheitsgrade in Fν
1(x) werden verwendet, um die Reg-

lerperformance zu optimieren oder die Größe des gemäß
Anmerkung 1 abgeschätzten Einzugsbereiches zu vergrö-
ßern.

Anmerkung 4. Aufgrund der großen Anzahl von Para-
metern in den Entwurfsmatrizen sowie in der homogenen
Lösung Φ(ξ(x)) ist es meist schwierig geeignete Parame-
terwerte zu bestimmen. In [12] wird die Methode der
Zuweisung lokal linearer Dynamik vorgestellt, die eine sys-
tematische und transparente Wahl der Parameter eines
(nicht-schaltenden) IDA-PBC-Reglers ermöglicht. Im fol-
genden Beispiel wird diese Methodik herangezogen, um
eine geeignete Parametrierung für β1(x) zu ermitteln. Die
Grundidee hierbei ist, die Linearisierung des geregelten Sys-

tems mit lokal linearer Wunschdynamik – spezifiziert durch
eine Hurwitz Matrix Ad – zu vergleichen:

∂

∂x

(
F(x)∇H(x)

)
∣∣∣∣

x∗
!
= Ad . (46)

In [12] wird aus dieser Forderung ein (in der Regel
unterbestimmtes) lineares Gleichungssystem für die Ent-
wurfsparameter abgeleitet. Falls diese Gleichungen erfüllt
sind und die Parameter in H(x) so gewählt werden, dass
die erste Bedingung in (10) gilt, dann impliziert R(x∗) ≥ 0
die zweite Bedingung in (10). Damit kann relativ einfach
gewährleistet werden, dass H(x) in x∗ ein striktes lokales
Minimum besitzt.

5 Numerisches Beispiel
Um das Vorgehen für den Reglerentwurf zu veranschau-
lichen, wird das Beispiel-System

ẋ= fσ (x) + Gσ (x)u (47)

mit

f1(x)=

⎡

⎣
–x1x2

3 + 4x2

3x1

5x2 – 7x3
3

⎤

⎦ , f2(x)=

⎡

⎣
–x2x3 – x1

3x1

9x1 + 5x2 – 7x3
3

⎤

⎦

G1(x)=
[
1 + x2

1 0 0
]T

, G2(x)=
[
3 + x3 0 0

]T

betrachtet. Das System ist in der Form (16) gegeben und
es gilt

fν
2(x)=

[
1 0
3 1

]
fν

1(x) . (48)

Folglich liegen beide Eigenwerte λ1,2 = 1 von C in
der rechten komplexen Halbebene. Löst man (30) mit
X

p
ij(x)= (Xp

ij(x))T bzw. (41) für die rechten Seiten Q11,
Q12, Q22, erhält man die Matrizen

Xp
11 =

⎡

⎢⎢⎢
⎣

1

2
–

3

4

–
3

4

9

4

⎤

⎥⎥⎥
⎦

, Xp
22 =

⎡

⎢
⎣

0 0

0
1

2

⎤

⎥
⎦ , Xp

12 =

⎡

⎢⎢⎢
⎣

0
1

2
1

2
–

3

2

⎤

⎥⎥⎥
⎦

.

(49)

Die schief-symmetrische Matrix in (36) wird konstant
gewählt und es folgt

Xh =

[
0 ρ

–ρ 0

]
CT =

[
0 ρ

–ρ –3ρ

]
. (50)

Damit kann gemäß (40) eine Menge von Lösungen der
Gleichung (30) angegeben werden als

X= k2
11Xp

11 +
(
k2

22 + k2
12

)
Xp

22 + k12k11Xp
12 + Xh , (51)

wobei k11, k22, k12 konstant gewählt worden sind. Um
positive Definitheit von X(x) + XT(x) zu gewährleis-
ten, können mittels Sylvester-Kriterium die Bedingungen
k11 �= 0 und

24ρ < 9k2
11 + 4k2

22 (52)

494
Bereitgestellt von | University Library Technische Universitaet Muenchen

Angemeldet | 10.248.254.158
Heruntergeladen am | 14.08.14 04:41



Regelung schaltender Systeme ���

Bild 1 Zeitverläufe der Zustände des geregelten schaltenden Systems
für x(0)= [2, 1, –1]T und ein zufälliges Schaltsignal (oben) sowie
zugehöriger Verlauf der Stellgröße (unten).

abgeleitet werden. Indem man Fν
1 = [FC

1 , –X] mit einer
konstanten Matrix FC

1 = [ν11,1 ν21,1]T wählt, erhält man
schließlich eine Menge von geeigneten Matrizen Fν

1.
Da Fν

1 konstant ist, kann (43) zur Überprüfung der
Lösbarkeit herangezogen werden und es folgt

3ν21,1 +
5

2
k2

11 + 21x2
3

(
3

4
k2

11 –
1

2
k12k11 – ρ

)
!
= 0 , (53)

was mit ν21,1 = – 5
6 k2

1,1 und ρ = 3
4 k2

11 – 1
2 k12k11 gilt.

Um Rp > 0, p ∈ {1, 2} zu erreichen, wird FB
p =

–(FC
p )T , p ∈ {1, 2} gewählt, so dass die beiden Dämp-

fungsmatrizen in der Form (26), (27) vorliegen. Es ist
dann R1 > 0, wenn FA

1 = α11,1 < 0 und X(x) + XT(x) > 0
gilt. Für letzteres folgt mit der oben getroffenen Wahl für
ρ aus (52) die Bedingung

–4k2
22 + 9k2

11 – 12k12k11 < 0 . (54)

Für positive Definitheit von R2 muss entsprechend FA
2 =

α11,2 < 0 und CX + XTCT = Q > 0 sein. Letzteres ist per
Konstruktion erfüllt, wenn k11, k22 �= 0 gilt.

Da ΔF,1 von den konstanten Zeilen der Matrix Fν
1

aufgespannt wird, kann leicht eine Lösung von (19)
bestimmt werden, indem man ΔF,1 begradigt4 (engl.
straightening out, siehe z. B. [15]). Eine entsprechende
lineare Koordinatentransformation ist durch z= Tx mit
T= [(Fν

1)T t3]–1 gegeben, wobei t3 = [ 1
k2

11(k2
22+k2

12)
0 0]T ist.

Dann ist z3 eine charakteristische Koordinate und es wird
Φ(z3)= μ2z2

3 gewählt.
Zur Wahl der Parameterwerte wird die Zuweisung

lokal linearer Dynamik auf das erste Teilsystem an-
gewandt, wobei Ad,1 drei Eigenwerte in –3 besitzt.
Aus dem zugehörigen linearen Gleichungssystem fol-
gen Abhängigkeiten der Form α11,1 = α11,1(k11, k12, k22),
ν11,1 = ν11,1(k11, k12, k22), μ2 = μ2(k11, k12, k22). Der Pa-
rameter k12 wird der Einfachheit halber zu –1 festgelegt.
Die verbleibenden Freiheitsgrade α11,2, k11 und k22 wer-
den so gewählt, dass die Linearisierung des zweiten

4 Wenn eine Koordinatentransformation z= t(x) eine Distribution Δ

mit konstanter Dimension s begradigt, dann ist die transformierte
Distribution in z-Koordinaten durch Δ̃= span{ ∂

∂z1
, . . ., ∂

∂zs
} gegeben.

Teilsystems im geschlossenen Regelkreis die Eigenwerte
λ1,2 = –0,91, λ2,2 = –7,9 und λ3,2 = –12,9 besitzt. In Bild 1
sind die Zeitverläufe x1(t), x2(t), x3(t) des geregelten Sys-
tems sowie die Stellgröße u(t) für den Anfangszustand
x(0)= [2, 1, –1]T und ein zufälliges Schaltsignal darge-
stellt.

6 Zusammenfassung
In diesem Beitrag ist eine konstruktive Reglerentwurfs-
methode für schaltende nichtlineare steuerungsaffine
Systeme vorgestellt worden, die für beliebige Schalt-
signale (asymptotische) Stabilität erzielt. Dazu ist die
Klasse der SPH-Systeme eingeführt und die IDA-PBC-
Methode entsprechend erweitert worden. Es ist gezeigt
worden, dass die vorgestellte Methode alle schaltenden
(stückweise C1-stetigen) Zustandsrückführungen gene-
riert, für die der geschlossene Regelkreis eine gleichmäßig
asymptotisch stabile Ruhelage besitzt. Für eine spezielle
Klasse von schaltenden Systemen ist eine systemati-
sche Vorgehensweise für die Wahl der Struktur- und
Dämpfungsmatrizen sowie für den anschließenden Reg-
lerentwurf präsentiert worden.

A Anhang
A.1 Beweis von Lemma 3
Aus Theorem 2.3 in [23] ist bekannt, dass

i±(R)= i±(RA)+ i±
[

0 EA
RRB

(RB)TEA
R SA

R

]
(55)

gilt, wobei SA
R = RD – (RB)T(RA)†RB das Schurkomple-

ment von RA und EA
R = I – RA(RA)† den orthogonalen

Projektor auf Kern(RA) bezeichnet. Mit Theorem 16.1
in [7] folgt aus R ≥ 0, dass RA ≥ 0, EA

RRB = 0 und
SA

R ≥ 0 gilt. Da aus RA ≥ 0 folgt, dass (RA)† ≥ 0 ist, ist
klar, dass i+(SA

R) ≤ i+(RD). Folglich gilt i+(R)= i+(RA) +
i+(SA

R) ≤ i+(RA) + i+(RD). Dass das Maximum tatsächlich
angenommen werden kann, folgt mit RB = 0 aus (55).

A.2 Beweis von Satz 6
Zunächst sei angenommen, dass eine Matrix X0 mit X0 +
XT

0 ≥ 0 gegeben ist, welche

AX0 + XT
0 AT =Q ≥ 0 (56)

erfüllt. Es seien vi die Linkseigenvektoren von A, d. h.
v∗

i A = λiv∗
i , 1 ≤ i ≤ n. Multipliziert man (56) von links

mit v∗
i und von rechts mit vi erhält man für reelle Eigen-

werte, d. h. λi = λ∗
i ,

λiv
∗
i

(
X0 + XT

0

)
vi = v∗

i Qvi ≥ 0 . (57)

Wegen v∗
i

(
X0 + XT

0

)
vi ≥ 0 und v∗

i Qvi ≥ 0 muss für re-
elle Eigenwerte λi < 0 gelten, dass vi ∈ Kern(X0 + XT

0 ) und
für reelle Eigenwerte λi ≤ 0, dass vi ∈ Kern(Q). Es folgt
unmittelbar, dass X0 + XT

0 ≥ 0 nicht mehr als n – ir
–(A)

positive Eigenwerte besitzen kann.
Im Folgenden wird gezeigt, dass für jedes Q, des-

sen Kern von den Linkseigenvektoren von A zu reellen
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nichtpositiven Eigenwerten aufgespannt wird, eine Lö-
sung existiert, welche (32) erfüllt. Zunächst sei darauf
hingewiesen, dass unter den formulierten Bedingungen
Bild(Q) ⊆ Bild(A) gilt und dementsprechend (31) gemäß
Satz 5 lösbar ist.

Es seien die Spalten der Matrix V die Eigen- bzw.
Hauptvektoren von AT . Gleichung (31) kann in die Form

D∗X̂ + X̂
∗

D= Q̂ (58)

transformiert werden mit X̂ = V∗XV und Q̂= V∗QV.
Die Matrix D ist eine Jordan-Matrix, die gemäß
D = diag {D11, D22, D33, D44} partitioniert sei, wobei
D11 ∈ Cn1×n1 alle Eigenwerte in der rechten komple-
xen Halbebene enthält, D22 ∈ Cn2×n2 alle komplexen
Eigenwerte mit nichtpositivem Realteil, D33 ∈ Cn3×n3 die
Null-Eigenwerte und D44 ∈ Cn4×n4 die reellen negativen
Eigenwerte. Durch eine entsprechende Anordnung der
Spalten von V kann diese Form immer erreicht werden.
Nachdem X̂ und Q̂ entsprechend in Blöcke partitioniert
worden sind, d. h.

X̂=
[
X̂ik

]
, i, k ∈ {1, ..., 4} , X̂ik ∈ Cni×nk , (59)

Q̂=
[
Q̂ik

]
, i, k ∈ {1, ..., 4} , Q̂ik ∈ Cni×nk , (60)

und unter Berücksichtigung der Tatsache, dass beide Sei-
ten von (58) hermitesch sind, kann die Gleichung in
10 Matrixgleichungen

D∗
iiX̂ik + X̂

∗
kiDkk = Q̂ik , i ∈ {1, ..., 4}, k ∈ {i, ..., 4}. (61)

aufgespalten werden. Im Folgenden sei X̂[1,l] = [X̂ik],
i, k ∈ {1, ..., l}. Für i= k= 1 und mit der Wahl X̂11 = X̂

∗
11

erhält man aus (61) eine Ljapunow-Gleichung, die we-
gen i+(D11) = n1 und Q̂11 > 0 eine eindeutige Lösung
X̂11 = X̂

T
11 > 0 besitzt. Für i= k= 2 zeigt sich, dass die

Diagonalelemente von X̂22 + X̂
∗
22 beliebig positiv gewählt

werden können und zwar unabhängig von den übrigen
Einträgen in X̂[1,2] + X̂

∗
[1,2]. Für i = k = 3 ist (61) tri-

vial erfüllt, da unter den gegebenen Vorraussetzungen
Q̂33 =D33 = 0 gilt. Folglich kann X̂33 so gewählt wer-
den, dass X̂33 + X̂

∗
33 > 0. Für k= 3, i ∈ {1, 2} vereinfacht

sich (61) zu D∗
iiX̂i3 = 0. Da Dii für i ∈ {1, 2} vollen Rang

besitzt, muss X̂i3 = 0 sein, während X̂3i beliebig gewählt
werden kann. Zusammenfassend zeigt sich, dass unter
den gegebenen Voraussetzungen X̂[1,3] + X̂

∗
[1,3] > 0 immer

möglich ist. Nun wählt man X̂i4 = X̂
∗
4i = 0. Damit ist we-

gen Q̂i4 = 0 Gleichung (61) für k= 4, i ∈ {1, ..., 4} erfüllt.
Außerdem ist X̂ + X̂

∗
eine positiv semidefinite Matrix

mit n4 = ir
–(A) Eigenwerten in Null und n – n4 = n – ir

–(A)
positiven Eigenwerten. Folglich ist X = V–∗X̂V–1 eine
reellwertige Lösung von (31) so, dass X + XT ≥ 0 eine
Anzahl von ir

–(A) Null-Eigenwerten und n – ir
–(A) positi-

ven Eigenwerten besitzt. Es sei angemerkt, dass, um aus
X̂ eine reellwertige Lösung X= V–∗X̂V–1 zu erhalten, die
spezielle Struktur der Matrizen X̂12, X̂22 und X̂21 berück-

sichtigt werden muss, die sich sich aufgrund der Tatsache
ergibt, dass X eine reellwertige Matrix ist und die Links-
eigenvektoren zu komplexen Eigenwerten in konjugiert
komplexen Paaren auftreten.
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