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Einfiihrung

Dieser Text befasst sich mit Faser Bragg Gitter als Sensoren bzw. Messsysteme.

Wir betrachten dabei Glasfasern die in Materialien eingebettet sind auf die defor-
mierende Krifte einwirken. Diese Krifte wirken somit auch auf den Abschnitt der
Glasfaser in dem sich ein Bragg Gitter befindet. Dadurch verédndert sich die Dielek-
trizitdtskonstante des Materials aus dem das Faser Bragg Gitter besteht, geméafl dem
photoelastischen Effekt.

Dies verursacht wiederum eine Verdnderung des Reflexionsverhaltens des Faser Bragg
Gitters selbst.

Anhand des gemessenen und von dem Faser Bragg Gitter reflektiertem Licht, werden
wir erst die genauen Werte fiir den Dielektrizitatstensor (fiir das Material im Abschnitt
des Bragg Gitters) rekonstruieren und daraus den Strain Tensor bestimmen fiir die De-
formationen des Materials, in dem das Faser Bragg Gitter eingebettet ist.

Wir werden also ein Sensor aufbauen und modellieren, der in der Lage ist, den Strain
Tensor in einem Material, im Abschnitt wo das Bragg Gitter (FBG) eingebettet ist,
anhand des gemessenem vom dem Faser Bragg Gitter reflektiertem Licht, zu ermitteln.

Die Bedeutung eines solchen Sensors ist grof}, da die Dimensionen einer Glasfaser sehr
klein sind: es ist unproblematisch eine Glasfaser in einem Material an beliebiger Stelle
einzubetten.

Dariiber hinaus ist unser Sensor “einfach”, da das Kernstiick eben nur aus einer Glas-
faser besteht!.

Daraus resultiert eine grofie praktische Bedeutung in Hinblick auf die Anwendungen.

Der Abschnitt des Bragg Gitters befindet sich eingebettet im Material fiir das wir
den Strain Tensor ermitteln werden: bis zum Gitter wird das Licht durch eine Zuleitung
transportiert die aus einer einfachen PMF Faser besteht?.

Das Bragg Gitter wurde im Material der PMF Faser erzeugt und das ganze System
bildet eine Einheit.

Die Kréfte sollten idealerweise auf den Abschnitt des FBG (Faser Bragg Gitter) wir-
ken und nicht auf die Zuleitungs PMF Faser: jedoch beobachten wir keine Konsequenzen

Inatiirlich muss aber das Spektrum des reflektierten Lichtes ermittelt und ausgewertet werden und es
miissen entsprechende Rechnungen durchgefiihrt werden. Aber all diese Aufgaben betreffen nicht in
erster Linie das “Kernstiick” des Sensors, das aus einer einfachen Faser besteht die entsprechend an
der passenden Stelle im Material eingebettet ist.

2PMF bedeutet “polarisation mantaining fiber”
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falls diese Anforderung nicht exakt eingehalten wird.

Dieser Text beschreibt also den Aufbau des Systems PMF plus FBG und modelliert
den gesamten Sensor, bis zur expliziten Rekonstruktion der Dielektrizitdtskonstante des
Materials des FBG (auf das die Kraft einwirkt). Dadurch ist es dann méglich den Strain
Tensor zu rekonstruieren.

Es ist wichtig zu betonen, dass wir hier das allgemeine Problem betrachten, in dem
die Dielektrizitédtskonstante des Materials des FBG (bzw. der Strain Tensor im Material
des FBG) nicht diagonal ist, mit beliebigen Eintréigen.

Das wichtigste Ergebnis dieses Textes ist (5.50), und dessen Herleitung.

Mit (5.50) kénnen wir die Dielektrizitdtskonstante fiir das Material des belasteten
FBG rekonstruieren (und dadurch dann den Strain Tensor) anhand von gemessenen
und bekannten Grofien®.

Und (5.50) liefert uns auch die Elemente aufierhalb der Hauptdiagonale (man bedenke
auch, dass der Dielektrizitétstensor symmetrisch ist, siche (A.45)).

Fiir den Strain Tensor siehe Tabelle 5.1.

Es ist wichtig zu betonen, dass all diese Ergebnisse ausfiihrlich und vollstandig herge-
leitet worden sind, ausgehend von den Mazwell Gleichungen.

Die Ergebnisse aus den Literaturquellen wurden vollstdndig und liickenlos nachvoll-
zogen, und im Text findet sich immer eine explizite und ausfiihrliche Herleitung der
Ergebnisse und niemals ein Verweis auf Literaturquellen ohne komplette Herleitung in
diesem Text.

Die wichtigsten Literaturquellen bestehen aus den Publikationen von meinem Betreu-
er, Dipl.Ing Mathias S. Miiller, in erster Linie aus [17], [16], [15], [13].

Auflerdem sind die Arbeit von Erdogan [18] und die Publikationen [23] und [24] wich-
tig.

Die Arbeit von [10] diente als Anleitung zu einer analogen Herleitung (der gekoppelten
Moden Gleichungen) die unser Fall betrifft.

Als Lehrbiicher sein in erster Linie [4], [12] und [11] erwé&hnt.

Wichtig war fiir mich auch das Textbuch meiner fritheren Dozenten [2] was elektro-
dynamische Grundlagen betrifft.

Dieser Text beinhalten allerdings viele Ergebnisse die, zumindest in der angegebenen
Form, nicht in der Literatur zu finden sind, und die neue Ergebnisse darstellen.

3also anhand der Intensititen des von System PMF plus FBG reflektierten Lichtes bzw. anhand
Verhiltnisse dieser Intensitéiten.
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So ist der Ausdruck (5.50) und dessen ausfiihrliche Herleitung in dieser Form nicht in
den Literaturquellen zu finden und stellt somit ein neues Ergebnis dar.

Auch sind die Ergebnisse von Abschnitt 5.2, und insbesondere von Anschnitt 5.2.2,
nicht in den Literaturquellen angegeben.

Ein Problem des beschriebenen Sensors ist, dass fiir bestimmte Fille wir eine Uberlappung
von Gauss Glocken beobachten (was das reflektierte Licht betrifft), Uberlappung die es
schwieriger macht bestimmte wichtige Parameter zu rekonstruieren.

Dieses Problem wurde aber behoben mit dem Einsatz von numerischen Verfahren: die
Losung eines bestimmten Minimierungsproblems (auf numerischem Weg) erméglicht es
uns in allen Fillen die wichtigen Parameter zu rekonstruieren (und dadurch den Dielek-
trizitdtstensor und den Strain Tensor).

Dies alles ist in Abschnitt 5.2 und in Abschnitt 5.2.2 ausfiihrlich beschrieben und
hergeleitet®.

Die prasentierten Verfahren miissen allerdings noch den “Praxistest” bestehen und
es werden weitere Simulationen und Labormessungen und numerische Berechnungen
notwendig sein, um die “Brauchbarkeit” der Ergebnisse zu bekraftigen.

Die genaue Wahl der Algorithmen und der Anfangswerte fiir die Minimierungsalgo-
rithmen wird auch wichtig sein und bedarf weiterer Aufmerksamkeit.

Allerdings sind die hier prasentierten Ergebnisse allgemein giiltig.

Insbesondere ist (5.50) ein wichtiges und allgemein giiltiges Ergebnis zur Rekonstruk-
tion des Dielektrizitatstensors.

In diesem Text wurde sehr groflen Wert auf die logische Korrektheit und Ausfihrlichkeit
der Beweise gelegt und jedes Ergebnis ist in detaillierten Schritten bewiesen worden.
Auch wurde sehr darauf geachtet, dass die Bedeutung der benutzten Symbole klar ist’.

Der Leser der sich nicht gut mit der Elektrodynamik auskennen sollte (oder mit den
mathematischen Grundlagen), findet in den Anhéngen eine in sich geschlossene Abhand-
lung, ausgehend von den Maxwell Gleichungen, die die wichtigen Grundlagen zusammen-
fasst oder herleitet.

In Anhang A werden die Grundlagen der Elektrodynamik zusammengefasst und es fin-
det sich auch eine Herleitung des Ausdrucks fiir die elektrische Energiedichte die nicht
leicht in Standard Textbiichern zu finden ist.

4auch diese Ergebnisse sind eben in der Literatur nicht zu finden. ..
®man bedenke iibrigens, dass in diesem Text wir die absoluten Dielektrizititskonstanten betrachten.
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In Anhang B sind die Grundlagen der Vektoranalysis beschrieben und intuitiv be-
griindet. Es wird auch die Theorie der komplexen Vektoren présentiert, die auch nicht
leicht in der Standard Literatur zu finden ist. Auf die logische Korrektheit bei der Dar-
stellung von elektrodynamischen Groéflen mit komplexen Vektoren wurde groflen Wert
gelegt. Die Theorie der Polarisation des Lichtes wird auch angesprochen.

Anhang C liefert wichtige Behauptungen und Ergebnisse zur Bestimmung des Haupt-
koordinatensystems Oxzyz des belasteten FBG, ausgehend von dem Dielektrizitétstensor
ausgedriickt im Koordinatensystem Oxuv( fiir das unbelastete Faser Bragg Gitter.

Die Ergebnisse von Anhang C sollten immer beriicksichtigt werden, wihrend oder vor
dem Betrachten der anderen Kapitel.

In Anhang D wird die Theorie der Polarisation des Lichtes nach [20] présentiert (oder
besser eine Zusammenfassung davon fiir die uns betreffenden Ergebnisse...) und auch
hier wird zumindest auf eine intuitive Begriindung nicht verzichtet. In diesem Anhang
lernen wir mit unpolarisierten Lichtstrahlen umzugehen (fiir das was unsere Ergebnisse
betrifft).

Der Text beginnt mit Kapitel 1, dass die Ausbreitung von ebenen elektromagnetischen
Wellen in anisotropen (homogenen und nicht dissipativen) Medien behandelt: es werden
die Ergebnisse hergeleitet, die wir im spéateren Textverlauf brauchen werden.

Dieser Text beinhaltet keine neuen Ergebnisse gegeniiber der Standard Literatur, bis
auf eine ausfiihrliche Angabe der Gleichungen die die normale Oberfliche definieren,
Gleichungen die in dieser Form in der Standard Literatur nicht (oder selten) zu finden
sind.

Siehe Tabelle 1.1 und Abbildungen 1.2, 1.2 und folgende.

Kapitel 2 beinhaltet eine Herleitung der gekoppelten Moden Theorie, die fiir unser
Fall passend ist. Die Herleitung ist eine modifizierte Version der Abhandlung von [10],
so dass wir auch tensorielle Dielektrizitdtskonstanten handhaben kénnen ohne auf die
allgemeine Theorie von [11] zuriickgreifen zu miissen, die sehr komplex ist.

Diese Abhandlung funktioniert nur deshalb, weil unsere anisotrope Medien den gan-
zen Raum fiillen® und in der Oxy ebene homogen sind. Die nicht Homogenitit besteht
nur mit z.

Kapitel 3 ist eine Anwendung der (hergeleiteten) gekoppelten Moden Theorie auf Fa-
ser Bragg Gitter. Es werden letztendlich die Reflexionskoeffizienten hergeleitet und die
Ergebnisse von [18] nachvollzogen, mit ausfiihrlicher Angabe aller logischen und rechne-
rischen Schritte.

Kapitel 4 und Kapitel 5 sind die wichtigsten Kapitel dieses Textes.

Swir modellieren so den Kern der Faser in Bezug auf die Grundmoden. ..
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In Kapitel 4 wird unser Messsystem modelliert und ausfiihrlich beschrieben. Siehe
auch Abbildung 4.1. Es werden alle Ergebnisse hergeleitet die zur Beschreibung und
Modellierung des Systems aus PMF und (belastetem) FBG dienen.

In Behauptung 4.2.1 wird das System ausfiihrlich beschrieben, anhand der hergeleite-
ten Ergebnisse.

In Abschnitt 4.3 werden die Ausdriicke die das System charakterisieren dann explizit
berechnet und hergeleitet.

Danach wird die Verwendung von unpolarisiertem Licht betrachtet, geméfl der Theorie
in Anhang D.

Die wichtigsten Ergebnisse werden (4.42) und (4.44) sein, gemé&f [17].

Das wichtigste Kapitel ist Kapitel 5 in dem beschrieben wird, wie der Sensor benutzt
wird und wie die Messung durchgefiihrt wird.

Es wird beschrieben wie man wichtige Parameter rekonstruiert: siche Abschnitt 5.2
und insbesondere Abschnitt 5.2.2. Die Symbole werden in einer etwas kompakteren No-
tation umgewandelt, die am Anfang des Kapitels eingefiihrt und erkléart wird.

Die zentralen Ergebnisse dieses Kapitels und des ganzen Textes sind (5.50), womit
der Dielektrizitéitstensor des belasteten FBG rekonstruiert werden kann, anhand von
gemessenen oder rekonstruierten bekannten Gréfien, und die Behauptungen 5.3.1 und
5.3.2.

Die folgenden Abschnitte geben Anregungen zur Rekonstruktion des vollen Strain
Tensors und zur Ermittlung der Temperatur des Materials des FBG.

Wichtig sind Tabelle 5.1 und Abschnitt 5.4.2.

Abschlieflend sind noch Bemerkungen zu finden zu dem optimalen Arbeitsbereich des
Sensors, siche Abschnitt 5.5, und zur Verdeutlichung einiger Konzepte in Bezug auf die
Notation, siehe Abschnitt 5.6.

In Kapitel 6 finden sich dann numerische Beispiele zur Verdeutlichung und zur Be-
kriftigung der gefundenen und hergeleiteten Ergebnisse.

Abschlieflend folgt eine kurze Zusammenfassung und ein Ausblick.

Dieser Text ist in sich geschlossen, und auch jedes Kapitel ist in sich geschlossen.

Der Leser der den Text nur iiberfliegen mochte, kann an beliebiger Stelle anfangen zu
lesen. Uberall sind zusammenfassende Behauptungen aufgestellt, die die hergeleiteten
Ergebnisse in kompakter, in sich geschlossener, Weise présentieren.

Diese Behauptungen sind in sich geschlossen und auf die Bedeutung und Verstéandlichkeit
der Symbole und der Notation wurde groflen Wert gelegt, so dass es im Idealfall geniigt
allein eine Behauptung zu betrachten um eine entsprechende Erkenntnis iiber das be-
schriebene Thema zu erwerben. . .

Dies sollte es ermoglichen an die wichtigen Ergebnisse dieses Textes in sehr kurzer
Zeit zu gelangen. . .
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Allein Kapitel 5 sollte moglichst, aber nicht notwendigerweise, ausfiihrlich betrachtet
oder gelesen werden. . .

Da die Berechnungen in diesem Text teilweise sehr komplex sind, wurde ein Computer
Algebra System zur Hilfe benutzt.

Allerdings wurden die Ergebnisse immer verifiziert, und der Weg der Herleitung ist
immer angegeben und nachvollziehbar.

Bei der Durchfiihrung der Messung sollte der Leser auch die Ergebnisse von Ab-
schnitt 5.6 (siche auch die Bemerkungen zu den Simulationen in Abschnitt 6.2.1 und
6.2.2) betrachten.

In diesem Text wurden die Gréfen in Abhéngigkeit der Pulsation w angegeben, wie in
vielen Texten iiber Elektrodynamik iiblich. Allerdings wird in vielen Publikationen iiber
FBG die Wellenlénge des Lichtes im Vakuum )\ angegeben.

Die Umrechnung’ erfolgt sofort mit (A.116) in Abschnitt A.7.

Dieser Text wurde in IXTEX geschrieben mit dem hyperref Paket®. Die resultierende
pdf Datei kann daher wie ein Hypertext benutzt werden und die Referenzen an Formeln
oder Behauptungen koénnen “angecklickt” werden: um zuriick zu gelangen sollte man
entsprechende Buttons der Software benutzen®.

Dies ermoglicht eine schnelle und unkomplizierte Betrachtung der ausfiihrlichen Refe-
renzen.

Der Leser der Fehler melden will oder Anregungen und Kommentare abgeben mochte,
erreicht mich unter der Emil Adresse alessandro.bernardini.1979@gmail.com
Ich bin dankbar fiir jede Anregung.

Auch bedanke ich mich bei meinem Betreuer, Dipl.Ing. Mathias S. Miiller vom MST
Lehrstuhl der T.U. Miinchen, der diese Arbeit moglich gemacht hat U

Miinchen, Januar 2010

Alessandro Bernardini

in den numerischen Beispielen in diesem Text wurde dann g als Variable benutzt.

8mit Hilfe des Editors gvim unter dem Betriebssystem Linux.

Yes sind im Adobe Acrobat Reader die Buttons “previous/next page view” die oftmals nicht per default
angezeigt sind und mit der Option “Page Navigation” aktiviert werden miissen. ..So kann dann das
pdf wie eine html Datei navigiert werden.
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1 Wellenausbreitung in anisotropen
Medien

In diesem Kapitel soll die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen in anisotropen
Medien betrachtet werden.

Anisotrope Medien sind Materialien in denen sich elektromagnetische Wellenphénomene
mit unterschiedlichen Eigenschaften ausbreiten, je nach dem in welche Richtung das Ma-
terial orientiert ist!.

Fiir die Bedeutung der Symbole und eine Ubersicht iiber wichtige Grundlagen der
Elektrodynamik sei auf den Anhang A verwiesen.
Fiir wichtige mathematische Grundlagen® sei auf Anhang B verwiesen.

Als Literaturquellen und Literaturempfehlung seien [2], [3] und [4] erwéhnt.

1.1 Ebene elektromagnetische Wellen in
anisotropen Medien

Wir nehmen an, dass in einem linearen, (eventuell) elektrisch anisotropen, stationdren
und nicht zeitdispersivem Medium sich eine ebene elektromagnetische Welle ausbreitet.
Wir nehmen an, dass das Medium nicht dissipativ (und nicht leitend) ist und das die
Permeabilitdtskonstante des Mediums ein skalar ist.

Das elektrische Feld, als komplexer Vektor ausgedriickt, einer ebenen Welle hat die
Form 4
E(r) = Ege™ "7 (1.1)

mit Ey und 7 komplexe und konstante Vektoren. j ist die imagindre Einheit, so dass
2
7 = —1.

Der Ausdruck (1.1) ist also der komplexe Vektor der (positionsabhéngig) dem elektri-
schen Feld zugeordnet ist, geméfl Anhang B.5.

lgegeniiber den Systemen die das elektromagnetische Phinomen erzeugen.
22.B. in der Vektoranalysis
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Ebene elektromagnetische Wellen im Vakuum (oder in Luft) sind in Texten iiber
elektromagnetische Wellenausbreitung ausfiihrlich beschrieben, siehe z.B. [2].

Wir analysieren hier ebene Wellen in einem anisotropischen Dielektrikum, suchen also
nach Losungen der Maxwell Gleichungen® die die Form (1.1) haben. Wir werden auch
die Eigenschaften dieser Losungen beschreiben.

Aus der (transformierten) Maxwell Gleichung® (A.52) wird:
VXxE =—jixE =—jwB = —jwuH (1.2)
=

unter Beriicksichtigung von (A.55) und der Tatsache dass fiir ein Feld der Form (1.1)
gilt:

—

VxE =—jRxE (1.3)

und

—

V-E = —ji-E (1.4)
wie man durch einfache Rechnung sofort zeigen kann, wenn man die Definition von Ro-

tation und Divergenz (bzw. vom Nabla Operator) beachtet.

Wir haben auflerdem angenommen, dass

—

B = uH (1.5)

also dass in (A.55) die absolute Permeabilitdtskonstante = p1d ist, mit Id der iden-

titats-Tensor’.

Aus (1.2) ergibt sich sofort

— K E — —
i =25 iR (1.6)
Wi
mit R
— K E
Hy = B0 (1.7)

W
Wir sehen also, dass auch das magnetische Feld eine ebene Welle darstellt, die eben-
falls die Form (1.1) annimmt®.

3im elektrisch anisotropen Dielektrikum. Dagegen sei die Permeabilititskonstante ein Skalar.

4fiir die Bedeutung der Symbole siehe immer Anhang A.

°bzw die identitits-Abbildung oder die Einheitsmatrix, je nach bevorzugter “Betrachtungsweise”.

Sgenauer genommen sind die angegebenen Wellen nur Kandidaten fiir eine Losung des gegebenen
elektromagnetischen Problems die aus dem Ansatz (1.1) hervorgehen. Welche Losungen physikalisch
tatséichlich moglich und sinnvoll sind werden wir im spéteren Verlauf beschreiben. Fiir eine genaue
und logisch rigorose Einfithrung siehe ein Text iiber Elektrodynamik aus Sicht der Theoretischen
Physik. Siehe auch [2] und [3].
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Somit gelten auch analoge Ergebnisse fiir H wie fiir E in (1.3) und in (1.4), wie man
sofort sieht.

Einsetzen in (A.53) ergibt

— — e E
VxH:—jﬁxH:—jEx(Hx
Wi

unter Beriicksichtigung von (1.6), (A.54) und der Tatsache das wir ein nicht leitendes
Dielektrikum betrachten (¢ = 0), so dass J = 0, wie aus (A.56) folgt.

Aus (1.8) und (B.12) folgt”
wnD = —R(R-E)+ E(R-R) (1.9)
Wir nehmen im Folgendem an, dass K ein reeller Vektor ist der durch
R =0 = Bh (1.10)

gegeben ist, mit § € R und Bg ein (reeller und konstanter) Einheitsvektor.

Wir nehmen also an, dass die Welle (1.1) nicht geddmpft wird (das Medium soll
nicht dissipativ sein), und dass sie sich in Richtung Bo ausbreitet. Diese Aussagen folgen
leicht, falls man (1.1) mit (1.10) betrachtet und das resultierende (gem&f (?77?) zeit-
riicktransformiertes) Wellenphédnomen betrachtet, das sich als ebene Welle in Richtung
Bo ausbreitet ohne gedimpft zu werden, da die Intensitéit nicht abnimmt®.

Einsetzen in (1.9) ergibt

- A A — w —
E—pBo(fBo-E) = B_QMD (1.11)
Bekanntlich gilt’ ~ L .
E = By(E- o) + E, (1.15)

"Das Produkt - ist bei komplexen Vektoren gegeben durch (B.19). Die Gleichung (B.12) gilt auch fiir
komplexe Vektoren, unter Beriicksichtigung von (B.19).

8bei komplexen & wire dies anders, wie man leicht sieht.

9 Man bedenke immer, dass das Produkt - zwischen komplexen Vektoren (und wir haben es ja mit
komplexen Vektoren zu tun) gegeben ist durch (B.19). In unserem Falle folgt also, wie man sofort
sieht

E-Bo=Er-Bo+jEs; BheC (1.12)

und
Er = (Eg - fo)Bo + Et,R (1.13)
E; = (Er- Bo)Bo+ Ers (1.14)

wobei R und I fiir Real- und Imaginérteil stehen. Das - Produkt zwischen reellen Vektoren ist das
iibliche Skalarprodukt zwischen reellen Vektoren.
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wobei selbstversténdlich Et die Komponente von E bezeichnet die orthogonal zur Aus-
breitungsrichtung Bo steht, also die transversale Komponente von E gegeniiber der Aus-
breitungsrichtung'”.

Aus (1.11) folgt somit

E, = —-D (1.16)
Aus alldem folgt die

Behauptung 1.1.1 Fir eine elektromagnetische Welle der Form (1.1), mit der An-
nahme (1.10) (nicht dissipatives Medium und ungeddmpfte Welle), die sich in ein li-
neares, eventuell elektrisch anisotropes (aber magnetisch isotropes), stationdres, nicht
zeit-dispersives und nicht dissipatives Medium ausbreitet, gilt dass

o H (in jedem Punkt) senkrecht zur Ausbreitungsrichtung Bo und zu E steht, wegen
(1.6) und (1.10)

o D ist orthogonal zur Ausbreitungsrichtung BO, wegen (1.16), da D mit einem reel-

len skalar multipliziert Et ergibt (und Et ist per Definition und per Konstruktion
senkrecht zu ()

o L ist nicht im Allgemeinem transversal zur Ausbreitungsrichtung Bo

Man bedenke tmmer, dass man es hier mit komplexen Vektoren zu tun hat. Die Aussa-
gen tber die Orthogonalitit gelten in diesem Satz auch fiir Real- und Imagindrteil, wie
man aus (B.19) und der Fufnote 9 leicht ersehen kann''. Im Allgemeinem sind aber
aussagen tiber Orthogonalitdt und Parallelismus von komplexen Vektoren mit Vorsicht
zu betrachten. Der Leser sollte (auch um die Beweisfiihrung und die Bedeutung der Aus-
sagen besser einsehen zu konnen) beziglich dieser Themen den Anhang B.4.2 und B.J.1
betrachten.

Aus den abgeleiteten Ergebnissen'?, und unter Beriicksichtigung insbesondere von (1.6)
und (B.40) und (1.10) kann man leicht zeigen, dass auch fiir die riicktransformierten
von der Zeit abhiingenden (reellen) Gréfien eine analoge Behauptung gilt'® wie Behaup-
tung 1.1.1.

104 steht selbstverstindlich fiir transversal.
"und aus (1.6).

12mit entsprechenden Bemerkungen

Bin diesem Fall !
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1.2 Berechnung des elektrischen Feldes
einer ebenen Welle in einem
anisotropen Medium im
Hauptkoordinatensystem

Es gelten in diesem Abschnitt die gleichen Voraussetzungen wie in Abschnitt 1.1. Als
Literaturquelle sei [4] erwdhnt. Wir werden aber auch zusétzliche Ergebnisse herleiten
die iiblicherweise in der Standard Literatur nicht angegeben sind.

Wir nehmen an, dass wir im Hauptkoordinatensystem des anisotropen Dielektrikums
arbeiten.
Wir nehmen also an, dass ¢ diagonal ist'".

Falls dies nicht so ist, falls also ein anderes Koordinatensystem verwendet wird, so
muss eine entsprechende Diagonalisierung vorgenommen werden, also eine Koordinaten-
transformation. Diese Diagonalisierung von € (bzw die Verwendung des Hauptkoordina-
tensystems fiir das gegebene Dielektrikum) ist immer méglich.

Da die Dielektrizitdtskonstante im Allgemeinem immer symmetrisch ist, siehe (A.45)
und aus reellen Elementen besteht, siehe Anhang A .4, ist die besprochene Diagonalisie-
rung immer moglich mit Hilfe von einer orthogonalen Matrix'®.

Daraus folgt, dass das gewiinschte Hauptkoordinatensystem immer existiert und dass
es ein orthonormales Kartesisches Koordinatensystem ist.

Die besprochene Koordinatentransformation ist also eine einfache Kongruenzabbil-
dung, also eine Spiegelung und/oder eine Drehung.

Dies folgt aus dem Spektraltheorem fiir reelle symmetrische Matrizen: siehe ein Text
tiber Lineare Algebra, z.B. [6]. Oder siehe auch [9].

Wir schreiben also im Hauptkoordinatensystem des anisotropen Dielektrikums:

ez 0 0
€= 0 ¢ O (1.17)
0 0 e,
Aus (1.8) folgt: ) )
Rx (Rx E)+wue-E =0 (1.18)

14Das Hauptkoordinatensystem des Dielektrikums ist per Definition das Kartesische Koordinatensystem
in dem ¢ diagonal ist, mit klarer Bedeutung. Man siehe auch die Bemerkungen zu (A.16).

15die Eigenvektoren der Matrix die die Dielektrizititskonstante darstellt (in einem beliebigen ortho-
normalen Koordinatensystem) formen ein Ortonormalsystem des R?® bzw. es existiert ein solches
Orthonormalsystem aus Eigenvektoren (das auch gefunden werden kann)
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Man kann leicht nachrechnen, dass (mit klarer Bedeutung der Symbole'®)

(

+00(k:(ky By — Kk By) — Ky (ke By — Ky Ey))+ (1.19)
+20(Kg (K By — ko B,) — ky(Ky B, — K,Ey))

Aus (1.18) mit (1.17) und (1.19) ergeben sich drei skalare Gleichungen (fiir die z,y, 2

Komponenten).
Diese drei Gleichungen fithren zu folgendem System, das wir in Matrix Form schreiben:

W e, — K — K2 Kk Kyhky E,
Kaky w2pe, — K2 — K2 Kyhs E, | =0 (1.20)
Kyhy Kyhs w e, — Ko — K, E,
NS >
Vv

::M(K/Ivﬁyzﬁz ;w,,u,ez,ey,ez)

Fiir nicht triviale Losungen dieser Gleichung (in den Unbekannten E,, E,, E,) muss
bekanntlich die Determinante der angegebenen Matrix M gleich Null sein. Ansonsten
wiirde nur die triviale Losung EF, = F, = E, = 0 existieren, die besagt, dass das elek-
trische Feld verschwindet und dass somit sich keine ebene Welle ausbreiten kann.

Aus (1.1) folgt sofort

E; = Ege 7 i=uay,2 (1.21)
und somit ergibt sich auch, mit M wie in (1.20):
Eo s
M| E, | =0 (1.22)
Eo,

)

Also ist diese Gleichung dquivalent und sogar (formal) identisch zu (1.20).

Die Matrix M besitzt mit der Annahme (1.10) nur reelle Elemente. Daher geniigt es
auch nur nach reellen Losungen fiir Ey zu suchen (bzw fiir F, was ja mit (1.1) dquivalent
ist).

Mit Hilfe von (1.20) bzw. (1.22) kénnen wir die Eigenschaften von ebenen Wellen in
anisotropen Medien vollsténdig bestimmen.

Unter der Annahme (1.10) und fiir eine gegebene Ausbreitungsrichtung Bo der ebenen
Welle muss also gelten, wie wir gesehen haben

det (M (BBo, B0,y 80,2 w, ks €, €5 €2)) = 0 (1.23)

so ist A, die x Komponente von A und Zo der Einheitsvektor entlang der x Achse (des Hauptkoor-
dinatensystems des Dielektrikums).

16
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mit klarer Bedeutung der Symbole'”.

Fiir ein gegebenes Material und eine gegebene Pulsation w folgt aus Gleichung (1.23)
dass es nur bestimmte Werte von 3 geben kann, ndmlich eben die Werte die Losung von
Gleichung (1.23) sind.

Mit (1.10) ergeben sich also nur bestimmte moglich Werte fiir den Ausbreitungsvektor
K der ebenen Welle. Wir werden sehen, dass es fiir eine bestimmte Ausbreitungsrichtung
zwei'® Werte fiir den Ausbreitungsvektor gibt, und dass es somit zwei unterschiedliche
Wellenphénomene pro Richtung gibt.

Aus (1.20) kann dann auch E bestimmt werden, oder besser die Polarisationseigen-
schaften (die Richtung) von E, da selbstverstéindlich die Intensitiit des elektrischen Fel-
des (je nach Intensitét der Quellen bzw. Ursachen des elektromagnetischen Phdnomens)
variieren kann.

Auflésen von (1.23) nach ( mit Hilfe eines Computer Algebra Systems, in unserem
Falle Mathematica, ergibt vier Losungen, die wie in Tabelle 1.1 zusammenfassen®”.

Da (3, ein Einheitsvektor ist, ergibt sich ﬁ§7$+ﬁ§,y+ﬂ§,z = 1, was eine leichte zusétzliche
Vereinfachung der Losung ermoglichen konnte.

Die in Tabelle 1.1 angegebenen vier Losungen (i, 32, 33, 34 von Gleichung (1.23)
konnen auch graphisch dargestellt werden, in Abhéngigkeit von der Ausbreitungsrich-
tung Bo.

Man betrachte dazu (im Kartesischen Hauptkoordinatensystem Ozyz) den generi-
schen Einheitsvektor 3;. Man zeichne alle Vektoren (bzw. Vektorextremitiiten) & = 30,
die sich fiir die Ausbreitungsrichtung 3y durch (1.24)-(1.27) ergeben.

Somit kann man 3 in Abhéngigkeit von Bo lesen und darstellen.

Fiir eine gegebene Ausbreitungsrichtung 30 bestimme man die Intersektionen der Ge-
raden die durch 3y lduft mit den Oberflichen in der graphischen Abbildung?’. Wir
erhalten vier Intersektionspunkte Py, P, P, P;.

Die verschiedenen reellen Werte fiir 3 (siche Tabelle 1.1) sind dann die Langen der
Segmente 0731, Oﬁg, 0733, 0734, wobei die Léange als positiv betrachtet wird falls OP die-
selbe orientierte Richtung besitzt wie BO, und als negativ falls die orientierte Richtung
von OP entgegengesetzt zu der von Bo ist (fiir P = Py,..., Py).

Wir beobachten, dass wir es in Wirklichkeit nur mit zwei verschiedenen Werte fiir 3
zu tun haben, da die anderen zwei sich nur um ein Vorzeichen unterscheiden, und wegen

1750, i ist die Komponente von Bo entlang i, fiir i = x, y, 2.

18oder besser vier Werte, falls man die hin- und ruecklaufenden Wellen separat zihlt.

19zur Bedeutung der Symbole sei erwihnt, dass Bl = 0o, = ﬁAoyi, i = x,y, z, mit klarer Bedeutung.

20siehe weiter vorne in diesem Abschnitt. Wie diese Oberfliichen bestimmt werden wurde soeben ge-
schildert. . .
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der Symmetrie der Losungen.
Es gilt ndmlich

P = —pa Pz = —pu (1.28)

Physikalisch ist dies offensichtlich, da wir fiir jede (mogliche) hinlaufende Welle in eine
bestimmte Richtung auch eine (mogliche) riicklaufende Welle erwarten die sich in nichts
zur hinlaufenden Unterscheidet bis auf die Orientation der Ausbreitung.

Wir wihlen in den folgenden Graphiken, auf natiirliche Weise, die positiven Werte?!

B2 und fy.

Um eine konkrete Graphik zu zeichnen withlen wir die realistischen Parameter Werte??,
die dem Material SbSI entsprechen:

€ = 2.7%0, €, = 3.2%9, €, = 3.8%), w = 10" (1.29)

mit g = 471077 H/m und ¢y = 13?6;9 F/m.

Die Graphik die sich so ergibt ist Abbildung 1.2 dargestellt, und besteht aus zwei in-
einander verschachtelten geschlossenen Oberflachen (Schalen). Wir nennen diese Ober-
flichen die normale Oberfliche (normal surface).

Die einzelnen Schalen (in Rot und Blau dargestellt) geben die positiven Losungen (3,
und 3, wieder??.

Um die normale Oberflédche besser deuten zu kénnen “schneiden wir sie in Stiicke bzw.
wir schneiden Teile heraus”. Es ergeben sich Abbildungen 1.2 bis 1.2.

Die Schalen haben im Allgemeinem vier Kontaktpunkte und sind symmetrisch.

Aus (1.22) bzw. (1.20) kann auch E, bestimmt werden.
Mit (1.1) und (1.10) sind somit die Eigenschaften der sich ausbreitenden ebenen Welle
vollstéandig bekannt.

Man bedenke, dass es geniigt in (1.22) nach reellen Losungen zu suchen.
Fiir komplexe Ejy gilt ndmlich, dass Re[Ey] und Im[Ey] ebenfalls Losung von (1.22)
sein miissen, wegen der Linearitit der Gleichung?*.

Falls Ej eine (reelle) Losung von (1.22) ist, dann ist selbstverstéindlich auch z E mit
z € C eine (komplexe) Losung der selben Gleichung.

Fiir beide Losungen ergibt sich eine lineare Polarisation des elektrischen Feldes entlang
der selben Richtung: sieche Anhang B.6.

2lauch mit B; und 33 wire die Graphik identisch gewesen, da sie symmetrisch ist, und aus den oben
gemachten Bemerkungen

22fiir die MaBeinheiten im SI System siehe Anhang.

23fiir $; und 33 ergibt sich dieselbe Graphik aus Symmetriegriinden, wie oben besprochen.

24und M hat nur reelle Elemente.
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Somit kann man, genauer gesagt, aus (1.22) nur die Polarisationseigenschaften® des
elektrischen Feldes bestimmen?®®, da das tatséichliche elektrische Feld in der Intensitéit
natiirlich beliebig variieren kann?’.

1.x 10’

Abbildung 1.1: Die normale Oberflache.

Es gilt somit die folgende Behauptung:

Z5oder besser, die Richtung der linearen Polarisation. . .

26in Abhingigkeit von der Ausbreitungsrichtung /3’0 der betrachteten ebenen Welle.

27die Intensitét ist von den Anfangs bzw. Randbedingungen bestimmt, sprich also von den gegebenen
Quellen und Ursachen des elektromagnetischen Phidnomens.
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1.x 10’

Abbildung 1.2: Die normale Oberflache.
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Abbildung 1.3: Die normale Oberflache.
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Abbildung 1.4: Die normale Oberflache.
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1.x 10’

5. x 10°

Abbildung 1.5: Die normale Oberflache.
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Abbildung 1.6: Die normale Oberfléache.
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Behauptung 1.2.1 Se:i ein anisotropes lineares, homogenes, stationdres und nicht lei-
tendes (o = 0) dielektrisches Medium gegeben.

Man benutze das Kartesische Hauptkoordinatensystem Oxyz des Mediums in dem
(1.17) gilt.

Unter Beriicksichtigung der Annahme (1.10) kénnen sich fiir eine gegebene Ausbrei-
tungsrichtung Bo zwet unterschiedliche ebene elektromagnetische Wellen ausbreiten. Ebe-
ne Wellen sind durch (1.1) beschrieben.

Fiir eine gegebene Ausbreitungsrichtung Bo existieren ndamlich zwei (positive) Werte
fir B, die wir aus Tabelle 1.1 lesen konnen (und zwar Bo und By aus (1.25) und (1.27)).

Man setze diese Werte in (1.22) ein”® und man lése die Gleichung nach reellen Werten
fiir E auf.

Wir finden so zwei reelle Werte fiir Ey mit Liinge (also Norm) gleich Eins®, ein Wert
fiir jedes (3. Wir erhalten also zwei Tupel (EO, B).

Finsetzen dieser Werte in (1.1) mit (1.10) ergibt so die unterschiedlichen ebenen
Wellenausbreitungsarten (also die Polarisationseigenschaften) fir die Richtung Bo m
anisotropen Material im Hauptkoordinatensystem.

Wir beobachten daher im Dielektrikum zwei Arten (bzw Klassen von) linear polari-
sierten’’ ebenen Wellen fiir ein gegebenes 50- Man kann zeigen, dass die Polarisati-
onsrichtungen dieser beiden linear polarisierten Wellen(klassen) orthogonal zu einander
stehen.

Multiplikation® mit einer beliebigen Zahl z € C ergibt dann alle méglichen ebenen
Wellen die sich tatsdichlich im Medium in Richtung Bo ausbreiten kénnen: diese Wel-
len sind alle ebenfalls linear polarisiert (und zwar immer in Richtung von EO.) Siehe
Anhang B.6.

Wegen der Linearitit der Gleichungen kénnen wir im Medium auch beliebige Summen
von Wellen betrachten deren einzelnen Summanden ebene Wellen wie wir sie beschrieben
haben sind. Falls beide beschriebenen Wellenarten auftauchen (also mit verschiedenen
und orthogonalen Polarisationen) dann muss die resultierende Welle nicht mehr die
Form (1.1) haben. Im Spezialfall von isotropen Medien ergeben sich aus solchen Summen
allgemeine elliptisch polarisierte ebene Wellen.

Wir werden im néchsten Abschnitt all diese Tatsachen ausfiihrlich betrachten, fiir eine
Wellenausbreitung entlang der z Achse im Hauptkoordinatensystem des Mediums.

1.2.1 Ausbreitung entlang 2,

Wir werden im Folgendem die genauen elektromagnetischen Wellen(arten) bestimmen,
die sich in einem anisotropen Medium entlang einer der Achsen des Hauptkoordinaten-
systems ausbreiten konnen.

28die Matrix M hingt eben von diesen Werten ab, da sie von & abhingt. Man siehe (1.20) und (1.10).

29die allgemeine reelle Losung ist natiirlich ein beliebiger Vektor der zu Ey parallel ist, also cEy.
30siehe Anhang B.6
31des gefundenen elektrischen Feldes
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Ohne Beeintriachtigung der Allgemeinheit wéhlen wir als Ausbreitungsrichtung der

ebenen Welle die z Achse des Hauptkoordinatensystems des Mediums. Es gilt somit®?:
Bo = 2 (1.30)

Mit (1.10) folgt somit
Ky = 0 Ky = 0 K, = [ (1.31)

Einsetzen in (1.22) (siehe auch (1.20) fiir die Bedeutung der Symbole) ergibt

w e, — (37 0 0 Eo
0 wiue, — /%0 Eyy | =0 (1.32)
0 0 w2 e, Fo .

Die Determinante der Matrix muss verschwinden damit nicht triviale Losungen existie-
ren, also damit sich eine ebene Welle ausbreiten kann. Das heifit:

(wW?ne, — 0%)|(W e, — B*)w?pe.] = 0 (1.33)

Daraus folgen vier mogliche Werte fiir (:

B = —w\/ieg, Bo = wy/pey, B3 = —wy/1i€y, By = w1, (1.34)

Wir finden so ein Spezialfall vom Ergebnis wieder, das wir in Tabelle 1.1 aufgelistet hat-
ten und das wir mit einem Computer Algebra System (Mathematica) berechnet hatten.

Wir sehen sofort, dass die physikalisch interessanten Losungen (35 und (4 sind, die zwei
verschiedene fortlaufende Wellen beschreiben®® (8, und (33 sind dann die riicklaufende
Wellen).

Aus (1.32) folgt sofort
By, = 0 (1.35)

)

und somit ist die sich ausbreitende (generische) Welle transversal.

Einsetzen von [, in (1.32) ergibt

EQJ =ceR
(1.36)

FEyy =0 fallse, # €,

und Ey, = c; € R falls ¢, = ¢,.

32man beachte auch immer (1.17).

350 dass & dieselbe orientierte Richtung besitzt wie ;.
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Einsetzen von 4 in (1.32) ergibt

{ Ey, =0 falls €, # €,

(1.37)
E(Ly = cc R

und Ey, = cp € R falls ¢, = ¢,.

Wir beobachten also im anisotropen Medium eine lineare entlang = polarisierte® Wel-
le fiir die Losung (3, und eine lineare entlang y polarisierte Welle fiir die Losung (3, falls
€x 7 €,. Ansonsten, falls e, = ¢, sind auch zusétzliche transversale ebene Wellen moglich

mit orthogonaler Polarisationsrichtung (zu den eben beschriebenen Wellen).

Wir setzen daher

Bs, = P2 = wy/pes (1.38)

und
By, = P1 = w /e, (1.39)

und
Bs. = =B, Bp. = =By, (1.40)

Aus diesen Ergebnissen folgt mit (1.34) und (1.10) und (1.30) und (1.1) die

Behauptung 1.2.2 In einem anisotropen, linearen, stationdren, homogenen, nicht di-
spersivem und nicht leitenden und nicht dissipativem dielektrischem Medium kénnen sich
entlang der z Achse im Hauptkoordinatensystem des Mediums zwei verschiedene ebene
fortlaufende Wellen(arten) ausbreiten, falls €, # €,, und zwar:

E,, = A, doe d@VERT — A jiemiPi0T (1.41)

mit As, € C eine beliebige skalare Konstante.
Und
Ep+ — Ap+f&0€7j(w Rey)ZoT _ Ap+goe*jﬁp+ﬁo-7? (1.42)
mit A, € C eine beliebige skalare Konstante.

Diese beiden Wellen sind, wie man sieht, linear orthogonal zueinander polarisiert: E;+
entlang x und Ep+ entlang y.

Es konnen selbstverstindlich auch die ricklaufenden Wellen E, und Eqpf existieren,
die man erhdlt wenn man jeweils Bs, mit B, = —B,, = B und B,, mit 3, = —B,, = B3
ersetzt” in Gleichung (1.41) und (1.42).

Auch beliebige Summen dieser Wellen kinnen im Medium existieren, wegen der Li-
nearitit der Gleichungen.

Man beobachte aber, dass Summen der Wellen’® der Form (1.41) und (1.42) im All-
gemeinem fir Bs, # By, nicht mehr die Form (1.1) annehmen.

34siehe Anhang B.6

35es sein auch die komplexen Konstanten mit entsprechenden Symbolen dargestellt.

36diese Summen von Wellen konnen sich aber natiirlich im Medium ausbreiten wegen der Linearitit
der Gleichungen und des Problems.
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Die Berechtigung der komplexen Konstanten A ist offensichtlich®”: man siehe auch Be-
hauptung 1.2.1 und relative Bemerkungen. Man sieche auch Anhang B.6 {iber die Aus-
wirkungen auf die Polarisation von einer Multiplikation von einem komplexen Vektor
mit einem komplexen Skalar.

Es gilt auflerdem die

Behauptung 1.2.3 Unter denselben Voraussetzungen wie in Behauptung 1.2.2 gilt,
dass falls €, = €, (also speziell auch fir isotrope Medien) sich im Medium Wellen der
Form

By = (A0 + Ay, Go)e I WVHE=y)20 T (1.43)

ausbreiten kénnen mit A, , A, € C beliebige Konstanten.

Der Klarheit wegen haben wir gesetzt €y,—y = €, = €.

Diese ebenen fortlaufenden Wellen sind im Allgemeinem elliptisch Polarisiert und,
wie man sieht, transversal zur Ausbreitungsrichtung Z.

Wir erhalten entsprechende riicklaufende Wellen wenn wir im FExponential das Vor-
zeichen dndern.

Der Beweis dieser Behauptung ergibt sich sofort, wenn man die vorherige Abhandlung
betrachtet.

Zusammenfassend ergibt sich somit die

Behauptung 1.2.4 In einem anisotropem (wobei im Allgemeinem auch ein isotropes
Medium als ein Spezialfall von einem anisotropen angesehen werden darf), linearem,
stationdrem, homogenem, nicht dispersivem und nicht leitendem dielektrischem Medium
konnen sich folgende Wellen(arten) entlang der Ausbreitungsrichtung Zo (im Hauptko-
ordinatensystem des Mediums) ausbreiten:

E = A, doe 7@V 4 A, goetivE)z 4

: : (1.44)
+Ap+@0€—y(w “Ey)z—l-Apfg)ge“(“’ piey)z
:EP+ :2“{),
mit klarer Bedeutung. A, ..., A,_ € C sind beliebige komplexe skalare Konstanten.

Das Feld E besteht aus einer hinlaufenden und einer zuriicklaufenden entlang o pola-
risierten’® Welle ES L bzw. ES_ und aus einer hinlaufenden und zuricklaufenden entlang
Yo polarisierten Welle Ep+ bzw. E)pf. Die entlang x und entlang y polarisierten Wellen
haben, wie man sieht, unterschiedliche Ausbreitungseigenschaften™ falls €, # e,.

E édndert also seine Polarisationseigenschaften entlang z. Also ist E nicht mehr im
Allgemeinem eine ebene Welle von Typ (1.1).

37immer wegen der Linearitiit. . .
38siehe Anhang B.6
3%also unterschiedliche Werte fiir den Propagationsvektor &. Das heifit, wie wir gesehen haben, unter-

schiedliche Werte fiir 3.
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Aber im Spezialfall €, = €,, also auch fir isotrope Medien, ist E im Allgemeinem
ein elliptisch polarisierter Vektor (mit konstanten Polarisationseigenschaften entlang z).
Nur in diesem Spezialfall ist E' im Allgemeinem eine ebene Welle, also des Typs (1.1).

Auch der Beweis dieser Behauptung ist offensichtlich anhand unserer vorheriger Ab-
handlung.

Da E in (1.44) eine Summe von ebenen Wellen der Form (1.1) ist, kénnen wir fiir
jede einzelne dieser Wellen das zugehorige Magnetfeld aus (1.6) bestimmen®'. Wegen
der Linearitédt der Gleichungen ist dann das zu E zugehérige Magnetfeld H die Summe

der einzelnen Terme.

Wir schreiben H () um das zum Feld E zugehorige Magnetfeld H 7zu bezeichnen.

Somit, und mit der Tatsache, dass z = Z, - 7 ergibt sich:

— u),/lLLex . R o €r ~  _ —
Hz = A, ——(% X jwvpe)z — A |2 jwvie): — F 1.45
(Esy) + Wt (ZO xU)e + ,uyoe P+ ( )
Ganz analog ergibt sich
Hig, ) = ~Avy[Srine V" = B, (L6
AuBerdem beobachten wir, dass
7 Wy Hey ~ —Jj(wy/I€y)z €y~ —j(wypEy)z 7
Hig,,) = Ap =5 Go X o)e 107 = Ay [Pie V9 = H - (147)
und analog
Hg = +4, /%:&Oe“(wm)Z ~ H, (1.48)

Aus diesen Tatsachen und aus der Linearitét des Problems folgt die

Behauptung 1.2.5 Unter denselben Voraussetzungen wie in Behauptung 1.2.4, und mit
derselben Bedeutung der Symbole, ergibt sich fiir das dem Feld E in (1.4/4) zugehdrigen
Magnetfeld ﬁ, dass

H=H, +H, +H, +H, (1.49)

wobei die einzelnen Summanden durch (1.45), (1.46), (1.47) und (1./8) gegeben sind.

Wellenausbreitungen vom Typ (1.44) und (1.49) sind sehr wichtig und charakteristisch
in dielektrischen Medien und zur Modellierung von vielen Phénomenen.
Sie spielen auch in der Messtechnik mit Glasfasern eine wichtige Rolle.

40
41

man bedenke auch, dass Zg - 7 = z, mit klarer Bedeutung.
ansonsten, wenn wir es nicht mit ebenen Wellen zu tun hétten wére dies nicht der Fall da (1.3) nicht
mehr giiltig sein wiirde.
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1.3 Reflexion und Transmission an
transversalen ebenen Grenzschichten
von anisotropen Medien

Wir befassen uns nun mit den Eigenschaften von Reflexion und Transmission von elek-
tromagnetischen Wellen der Form (1.44) an Grenzschichten zwischen anisotrope Medien.

Ein isotropes Medium darf im Allgemeinem als ein Spezialfall von einem anisotropen
angesehen werden.

Wir befassen uns also mit der Frage iiber die Effekte von einem Ubergang von einem
(anisotropen) Medium 1 zu einem (anisotropen) Medium 2 (also einer Grenzschicht)
auf die Ausbreitung von elektromagnetische Wellen der Form (1.44), mit zugehorigem
magnetischem® Feld (1.49), in den beiden Medien.

Wir fixieren ein Koordinatensystem wie in Abbildung 1.7 wobei die z-Achse in der
Abbildung der z-Achse vom Hauptkoordinatensystem sowohl des Mediums 1 als auch
der z-Achse vom Hauptkoordinatensystem des Mediums 2 entspricht. Die beiden Medien
haben also die z-Achsen der jeweiligen Hauptkoordinatensysteme parallel zueinander, so
dass wie sie als iibereinstimmen ansehen koénnen*?.

Dagegen werden die x,y Achsen des Hauptkoordinatensystems des Mediums 1 nicht
im Allgemeinem den x,y Achsen des Mediums 2 entsprechen.

Wir schreiben also, mit Hinblick auf Abbildung 1.7, fiir das Hauptkoordinatensystem
des Medium 1 Oz™My™M z und fiir das Hauptkoordinatensystems des Mediums 2 Ox(2ly(?) »
da die z Achsen wegen unserer Annahme iibereinstimmen sollen.

Die Grenzfliche ¥ zwischen den Medien sei transversal zur z Achse, so dass Oz(My™M)
und Oz®y? in ¥ liegen, siche Abbildung 1.7. Sei o der Rotationswinkel zwischen den
beiden Koordinatensystemen in der Fliche 3, wie in der Abbildung gezeigt.

Der Fall den wir hier betrachten ist also nur ein (wichtiger) Spezialfall einer ebenen
Grenzschicht zwischen anisotrope Medien.

Wir haben, der Einfachheit wegen, den gemeinsamen Nullpunkt der beiden Hauptko-
ordinatensysteme auf ¥ gewéhlt. Es ist aber auch sinnvoll eine Translation entlang der
z Achse in Abbildung 1.7 zu betrachten fiir eines (oder beide) der Hauptkoordinatensy-
steme der Medien.

Da eine solche Translation keine physikalischen Unterschiede ausmacht**, nehmen wir
ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit an, dass der Nullpunkt O beider Koordinaten-
systeme auf ¥ liegt.

42siehe die Behauptung 1.2.5.
43eine Translation ist immer denkbar.
44und auch keine besonderen mathematischen Komplikationen beinhaltet. . .
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Medium 1

> ={z=0}

Abbildung 1.7: Die Grenzschicht ¥ zwischen zwei anisotrope Medien und entsprechende
Hauptkoordinatensysteme unter unseren Annahmen
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Die Groflen die im Folgendem mit (1) bzw. (2) gekennzeichnet sind beziehen sich auf
das Hauptkoordinatensystem des Medium 1 bzw. 2.

So ist z.B. EM das elektrische Feld im Medium 1, g)[(f) der Einheitsvektor entlang y®
also entlang der y Achse des Hauptkoordinatensystems des Mediums 2, und Agi) bezieht
sich auf das Hauptkoordinatensystem des Medium 2, geméf (1.44).

Analoges gilt natiirlich fiir alle anderen Grofien.

Wir nehmen an (wir machen also einen Ansatz), dass sich sowohl im Medium 1 als auch
im Medium 2 eine Welle der Form (1.44) mit (1.49) ausbreitet (unter Beriicksichtigung
von (1.45), (1.46), (1.47), (1.48)).

Dieser Ansatz erscheint verniinftig, da solche Wellenausbreitungen charakteristisch
sind, wie wir gesehen haben. Auflerdem zeigen physikalische Messungen, dass in Wirk-
lichkeit gerade solche Wellenausbreitungen stattfinden: falls eine fortlaufende ebene Wel-
le die sich in z Richtung ausbreitet auf eine Grenzschicht ¥ trifft die normal zu Z, liegt,
dann beobachten wir eine reflektierte (im Medium 1) und eine transmittierte (im Medi-
um 2) ebene Welle, die auch wieder transversal zu z sind. All diese Phdnomene lassen
sich mit Hilfe von (1.44) mit (1.49) modellieren, unter Beriicksichtigung von (1.45) bis
(1.48).

Daher erscheint der Ansatz berechtigt.

Die folgende Abhandlung entstammt einer direkten Rechnung und nicht einer Litera-
turrecherche.

Wir studieren die Randbedingungen an der Grenzschicht*” ¥, um zu sehen unter wel-
chen Bedingungen eine solche Wellenausbreitung maglich ist.

Aus der Stetigkeitsbedingung (A.61) fiir das transversale elektrische Feld folgt (da in
b_'eiden Medien das E Feld nur transversal zu z ist, was bedeutet, dass in beiden Medien
E parallel zu ¥ ist, wie man sofort sieht), dass:

EW = E® fir 2 — 0, also auf ¥ (1.50)
Somit folgt aus (1.44), nach Grenziibergang z — 0, dass
ARz + AV + AD g + AN gy =
(2) ~(2) (2) ~(2) (2)7(2) (2)5(2) (1.51)
= AJzy + ATz + A0 + Ay

AuBerdem folgt aus der Stetigkeitsbedingung (A.60) und aus der Tatsache, dass H in
beiden Medien transversal zu z ist (also parallel zu ¥), wie man sofort sieht, dass

HY = H® fir z — 0, also auf X (1.52)

4Ssiehe immer Abbildung 1.7.
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Somit folgt aus (1.49), mit (1.45) bis (1.48), mit Grenziibergang z — 0, dass

1) & (1) e (1) o, e (1) o, e (1)
AV uﬂ)g — AY PO A POk + AV PR
1.53
(2) (2) (2) (1:53)
— A® e _AD 8 @A) [ @) 4@, [ 50)
- u >y =\ u@% T A\ e T A\ e

Aus (1.51) und (1.53) ergeben sich vier skalare Gleichungen (man schreibe die Glei-
chungen komponentenweise entlang z und y in eines der Hauptkoordinatensysteme der
Medien) die den Ubergang durch die Grenzschicht ¥ charakterisieren.

Falls die Wellen bekannt sind, die sich auf die Grenzschicht “zubewegen”, dann ist es
moglich die reflektierten und die transmittierten Wellen aus dem Gleichungssystem zu
bestimmen, wie wir sehen werden.

Auch ist es moglich, die Welle im Medium 2 zu bestimmen, falls die Welle im Medi-
um 1 vollstédndig bekannt ist, wie wir sehen werden.

Um dies zu tun ist es notwendig xé ), y(() als Funktion von x(() ), y( ) (oder umgekehrt)
und des Winkels « zu schreiben.

Es gilt offensichtlich, dass fiir die betrachtete Rotation gilt

{ fc(()Q) = cos i(()l) + sin gj(()l)

g)(()Q) = —smaxg)—f—cosozy

" (1.54)

Einsetzen in (1.51) ergibt
(W ADD A -
— + APY) (cosa:vo +smozy< )>—|— (1.55)
A(Q 2 <

—smozxo +cosozy(() )>

und aus (1.53) folgt

(2)
Lo (A(2) — A(2)) <— sin «v :2(()1) + cos o g}él)> + (1.56)

A\ (A(Q_) - Aﬁ)) (cosax(() )+ sina@él))

Projektion entlang (bzw. Skalarprodukt mit) xo ) bzw. yo ergibt schlieBlich die vier
skalare Gleichungen:

AN + AN = (AD 4+ AP cosa — (AP + AD) sina (1.57)
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A&) + A](){) = (Ag? + Ag)) sin o + (Al(i) + A](i)) cos o (1.58)
g 1) _ A .’ (2) _ 4@ o’ 2) _ 4@
W (Ap7 - AP+) = = m (AS+ - As,) S & _I_ W (Ap7 - Aer) COS (¢ (159)
e 1) _ 4 e’ 2) _ 7@ & 2) _ 4@
W (As+ - As_) = W (As+ - As_) cos o + W (Ap_ - Ap+) s (160)

Es ist iiblich ALY, A,(,{), Agi), A,(i) als Funktion der anderen Gréflen darzustellen®.
Man kann aber auch die Groflen im Medium 2 als Funktion der Grofien im Medium 1
bestimmen, oder umgekehrt.

1.4 Die Drehmatrix

Aus (1.54) folgt*”, wenn wir das Koordinatensystem (1) mit Oxv( bezeichnen, und das

Koordinatensystem (2) mit Ozyz, fiir einen beliebigen Vektor @ des Raumes (siche auch
Anhang C), dass

(1 cosa —sina 0 Wy,
w, | = | sina cosa 0 w, (1.61)
we 0 0 1 w,
—— N ~ N——
System 1 =T-1 System 2

Somit ist die Transformation 7" definiert.
Wie man (auf unterschiedlichen Wegen) leicht zeigen kann, gilt

T=(YH"= (T (1.62)

also
" =T17! (1.63)

Die Matrix T ist eine orthogonale Matrix, und sie beschreibt die Drehung um die ge-
meinsame ( = z Achse.

1.5 Vernachlissigbare Reflexion

In manchen Féllen, kann die Reflexion an einer Grenzschicht vernachléssigt werden. Man
denke nur an eine Glasscheibe die fast komplett “durchsichtig” ist.

46oder auch umgekehrt

4Tman multipliziere die erste Gleichung mit w, und die zweite mit wy, summiere die beiden so erhal-
tenen Gleichungen, und man betrachte die Komponenten, mit der Bemerkung, das der Vektor w
unabhéngig von einem Koordinatensystem ist.
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Wir schreiben fiir das Koordinatensystem des Medium (1) Oxwv(¢ und fiir das Koordi-
natensystem des Medium (2) Ozyz.

Wir nehmen an, dass an der Grenzschicht ¥ keine Reflexion stattfindet®®, und dass
sich im Medium 2 keine riicklaufende Welle ausbreitet.
Unter diese Voraussetzungen gilt, mit (5.19) und (5.20):
1 ~ A@ — A®@) g
Ay = A cosa — A7 sina (1.64)
1) ~ A2 g (2)
A, = AT sina + A7 cosa (1.65)

in dem wir A, und A, gleich Null setzen in (5.19) und (5.20).

Wenn wir dagegen annehmen, dass sich nur riicklaufende Moden ausbreiten, dann
gelten dieselben Gleichungen und man soll die Symbole s, p, durch s_, p_ ersetzen.

Falls dann sowohl fortlaufende als auch riicklaufende Moden vorhanden sind, so er-
geben sich wegen der Linearitdt und des Superpositionsprinzips zwei unabhéngige Glei-
chungssysteme.

Wir fassen diese so zusammen

A ALY
AP | =T AP r=+,- (1.66)
0 0

mit der Matrix 7" aus (1.62) und (1.61).
In beiden Medien beobachten wir immer Wellenarten des Typs (1.44).

Das Hauptkoordinatensystem des Medium 1 sei, wie gesagt, Oxv(, und das Haupt-
koordinatensystem des Medium 2 sei Ozyz.

Wir beobachten daher im Ubergang der beiden Medien nur eine Koordinatentransfor-
mation (sprich also eine Projektion) die vom Winkel v bestimmt ist.

Was hier gesagt ist ist selbstversténdlich nur eine Approximation unter den gegebenen
Voraussetzungen.

48das heift, sie soll in Wirklichkeit vernachlissigbar sein.
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2 Gekoppelte Moden Theorie

2.1 Einfiihrung

Die gekoppelte Moden Theorie ist ein wichtiges mathematisches Werkzeug um elektro-
magnetische Wellenausbreitungen in nicht homogenen Wellenleitern zu bestimmen.
So ein Wellenleiter ist typischerweise eine Glasfaser und die nicht Homogenitét ent-
steht dadurch, dass sich die Eigenschaften der Glasfaser entlang seiner Achse veréandern.
Dies ist auch der Fall bei den so genannten Faser Bragg Gitter.

Im Allgemeinem wird vorausgesetzt, dass wir die Wellenausbreitungen in einem (ent-
lang seiner Achse) homogenen' Wellenleiter bestimmen konnen, und dass der nicht ho-
mogene Wellenleiter als eine Perturbation des homogenen angesehen werden darf.

Im Folgenden betrachten wir aber nur Medien die den ganzen Raum fiillen und deren
Eigenschaften konstant sind in der Ebene die transversal zur Ausbreitungsrichtung der
Wellen liegt. Diese Medien diirfen anisotrop sein.

Die genauen Annahmen werden im folgendem Abschnitt beschrieben werden.

Diese Vereinfachung ist dennoch akzeptabel um die so genannten Grundmoden in di-
elektrischen Wellenleitern wie Glasfasern zu beschreiben und mit guter Approximation
zu berechnen.

Als Literaturquelle bzw. Empfehlung sei [10] und [11] erwéhnt.

2.2 Herleitung der gekoppelten Moden
Gleichungen

Wir werden nun annehmen, dass das anisotrope Medium das wir in den vorangegangenen
Kapiteln betrachtet haben nicht mehr homogen ist.

Wir beschréanken uns auf eine alleinige Abhéngigkeit in z Richtung fiir die Dielektri-
zitdtskonstante.

Es gilt also
g(p)(z) —

Ien

+ Ac(z) (2.1)

Hfalls wir die Achse des Wellenleiters mit z bezeichnen, sollen sich also die Eigenschaften des Wellen-
leiters nicht mit z &ndern.
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wobei Ae nur von z Abhéngt. (p) steht fiir “perturbiert” (gestort) und die Perturbation
Ace soll hinreichend klein sein.

¢ ist dagegen konstant und beschreibt ein homogenes (anisotropes) unperturbiertes
Medium dessen Hauptkoordinatensystem Oxzyz sein soll. Wir werden wie immer alle
GroBen in diesem (Haupt)Koordinatensystem ausdriicken.

Wir nehmen an (wie immer in diesem Text), dass das Medium? auch linear, stationir,
nicht dispersiv’ und nicht dissipativ (mit g = 0) ist.
Wir studieren® nur elektromagnetische Wellen im betrachteten anisotropen und inho-
mogenen Medium, die sich in Richtung 2z ausbreiten.

Wir treffen den Ansatz, dass (1.44) mit (1.49) unter Beriicksichtigung von (1.45) bis
(1.48) immer noch giiltig sind® wenn die Koeffizienten A,,, m € {s,,s_,p,,p_} nicht
mehr konstant sind sondern als Funktion von z angesehen werden.

Dies ist verniinftig, da die Inhomogenitéat nur in Abhéngigkeit von z besteht, wie wir
angenommen haben.

Wie angedeutet, betrachten wir auch das zum Problem dazugehdrige unperturbierte
Medium, fiir das natiirlich gilt
€= (2.2)

mit ¢ konstant gemdf (2.2).

Dieses “dazugehorige” homogene elektromagnetische Medium (mit entsprechendem
elektromagnetischem Problem) ist hier natiirlich eine ideale Konstruktion, die nur zum
Zwecke der Modellierung und der Losung des reellen Problems im perturbiertem Medi-
um dient.

Die Losung fiir das (dazugehorige ideale) unperturbierte homogene anisotrope Medium
ist uns schon bekannt: wir wissen aus (1.44) in Behauptung 1.2.4 dass sich folgende
Wellen ausbreiten kénnen in z Richtung:

EM = goe 1047 (2.3)
EW = joe P2 (2.4)
EM = joe 0 (2.5)
EW = foe Pz (2.6)

unter Beriicksichtigung von (1.38) und (1.39) und (1.40).

sowohl das perturbierte als auch das ideale, dazu gedachte, unperturbierte Medium
es sollen also keine Hysterese Phinomene auftreten
wie immer in diesem Text

2
3
4
5zumindest mit guter Approximation bei kleinen Perturbationen
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Wir verwenden hier und im Folgendem, sowohl fiir das unperturbierte als auch fiir das
perturbierte Medium, das Hauptkoordinatensystem Oxyz des unperturbiertem Medium®,
mit klarer Bedeutung’.

Die oben aufgelisteten Wellen nennen wir Grundmoden des (unperturbierten) Medi-
ums und sie beschreiben wegen Behauptung 1.2.4 die typischen Wellenarten die sich im
Medium in z Richtung ausbreiten kénnen. Der Name “modus” bedeutet auf lateinisch
eben “Art”.

Diese Moden (Wellenarten) beschreiben auch mit guter Approximation die Grundmo-
den in dielektrischen Wellenleitern wie Glasfasern: aus diesem Grund ist alles was wir
im folgendem herleiten werden auch auf die Grundmoden von Glasfasern anwendbar.

Somit ist die gekoppelte Moden Theorie, die wir hier herleiten, ein wichtiges Werkzeug
in Betracht auf Faser Bragg Gitter.

Um die Notation zu vereinfachen definieren wir

M = {8+7S—7p+ap—} (27)
und wir setzen
€s, = €5_ = T (2.8)
und
€py = €p_ = o (2.9)

Fiir die unperturbierten Grundmoden kénnen wir also schreiben, in kompakter Notation
EW = ¢, 9n? Vm e M (2.10)

Die folgende Herleitung ist eine modifizierte Version der Abhandlung von Snyder, sieche
[10].

Als Literaturempfehlung fiir eine vollstindige Ubersicht der gekoppelten Moden Theo-
rie sei [11] erwéhnt.

Wir definieren
F, == EW*x H» £ E® 5 HW*  yme M (2.11)

wobei x komplexe Konjugation bedeutet und (p) bedeutet auf das perturbierte Medium
bezogen und (u) bedeutet auf das unperturbierte Medium bezogen. m steht fiir einen
Modus in M.

Sfiir das (2.2) gilt.

Tes ist also klar wie man dieses Koordinatensystem Ouxzyz fixiert, sowohl fiir das perturbierte als
auch fiir das unperturbierte Medium: wir betrachten einfach das dazugehorige ideale unperturbierte
Medium, bestimmen dessen Hauptkoordinatensystem Ozyz, und driicken auch die Groflen fiir das
perturbierte inhomogene Medium in diesem Koordinatensystem aus.
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Wegen (1.6) mit (1.10) gilt fiir 3, = 2, dass
HW = 6—’”(20 X €, )e IPm= Vm e M (2.12)

Mit (B.14) ergibt sich
V-F,=HP.VxEW — FW.vx P + W . v x EP) — E® . v x AW* (2.13)

fir alle m € M.

Einsetzen der (transformierten) Maxwell Gleichungen, mit (B.22) und (B.26) und
unter Beriicksichtigung von (B.15) und der Tatsache dass ¢ symmetrisch ist und aus
reellen Elementen besteht®, ergibt

V. Fy = jupH®  BO — E® (W) EP) — jopH®* . HE 4
FiwB® . (er . By = o <E<P) (™ E(u>*) B (o) . G) )
_ ) ) (2.14)

)
Y (ﬁg)»ﬂ (e . B®)Y — B (@) . o)

— B <(g(“) _g@)),g(p)) — jwE®* (A

m

1N
o]l
S
S~—

fir alle m € M.

Mit (B.10) konnen wir schreiben wegen (2.14)

/v-ﬁmdA: Q/Fm.zodA+7§ F -adl =
A 0z Ja La

(2.15)
= —jw / EW@* . (Ac- E®)dA
N <
fiir alle m € M.
A sei ein beliebiges einfach zusammenhéngendes Gebiet das ganz in einer Ebene liegt

die transversal zu z ist. Somit steht A senkrecht zu Z;. Sei L4 der Rand von A in der
Ebene in der A liegt’.

Wir beobachten, dass alle Groflen die wir betrachten nicht abhéngig sind von x und y.
Dies folgt aus (2.11), (2.10), (2.12) sowie aus den Ansétzen (2.18), (2.19) wie wir sehen
werden.

Einfacher kann man behaupten, dass die Geometrie des Problems diese Tatsache als
selbstverstandlich erscheinen lasst.

Also sind alle Integranden konstant gegeniiber den Integrationsvariablen (z und y)
und die Integrale konnen mit dem Mafl der Fldche A ersetzt werden.

8sieche Anhang
9die wie gesagt senkrecht zu % ist, also transversal zu z.
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Wir wéhlen fiir A eine Fliache mit Maf3 gleich 1.

Man sieht sofort, dass

f E,-ndL =0 Vm e M (2.16)
La

da F,, konstant ist gegeniiber den Integrationsvariablen. Dies folgt aus dem Divergenz-
satz im zweidimensionalem Raum, siehe [8].

Es folgt aus (2.15):

— JwEW* . (Ae- EW)) = (,i (E - 20) Vme M (2.17)

In Einklang mit (1.44) und unter Beriicksichtigung von (2.10) treffen wir den Ansatz

- Z Am(Z)E;r(:) = Z A (2)épe™3Pm= (2.18)

meM meM

fiir das elektrische Feld im perturbiertem Medium'’

Dies entspricht der Annahme, dass in (1.44) die Koeffizienten A,, durch Funktionen
ersetzt werden konnen die nur von z abhéngen, A,,(z), fir alle m € M (also fiir alle
Moden).

Diese Annahme erscheint verniinftig fiir kleine Perturbationen Ae¢ die nur Funktion
von z sind. -

Mit Hinblick auf (1.49) und (2.12) kénnen wir schreiben, wie man sofort sehen kann
auch wenn man die Linearitét des Problems betrachtet:

Z A zo X €y )e0mE = Z A (2.19)

meM meM

fiir das unperturbierte Medium.

Man beachte aber hier, dass HY mit ﬁ(ﬁm) in den Gleichungen (1.45) bis (1.48)
{ibereinstimmt und nicht mit H,, in denselben Gleichungen, mit m € M.

Der Zusatz (u) ist also in dieser Notation besonders bedeutsam.

(2.19) entspricht aber inhaltlich komplett der Gleichung (1.49) in Behauptung 1.2.5,
wie man sofort sieht.

Wir setzen auch )
Ry = Zo X €, VYme M (2.20)

0daher das Symbol (p). Dagegen steht (u) fiir “unperturbed”, also nicht gestort.
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wobel wir es selbstverstandlich nur mit reellen Einheitsvektoren zu tun haben.

Einsetzen von (2.18) in (2.17) mit (2.10) und (2.11) ergibt:

_]Wémejﬁmz . Ag . Z An(Z)énej'an> -

ned (2.21)
_9 [20. (E’W* « H®) 4 B0« ﬁ(u)*)]
82: m m
Wir beobachten nun, dass
2o (Em X (20 X €,)) = ém - én VYm,ne M (2.22)

Dies folgt sofort aus (2.8), (2.9) und (B.12).

Mit diesen Positionen und mit (2.18), (2.10), (2.12) und (2.19) folgt, mit Hinblick""
auf (2.21), dass

2, - <5§2‘)* « H® L E®) « u)*) _

= % [émejﬁmz X (Z An(z )f;(éo X e )e‘jﬁ"z> +
neM
+ (Z An(z)éne_jﬁ"z> X ﬁ—m(é’o X ém)ejﬁmz)] = (2.23)
W '
neM
— JBmz—jBnz ﬁn 5 *Jﬁnz+]ﬁmzﬁm _
Ze A() <€m €n +ZA (em 611)_
neM neM wH
: . 1 1
= 7 A=) 8 60) (B + Bu)— = An(2)2B0—
neM Wi “

Wir beobachten namlich, dass

206, , fallsm=m

(Em + €n) (B + Bm) = { 0. fallsntm (2.24)

Um dies zu zeigen, beobachten wir dass wegen (1.40) gilt

n==5sy, M==5_
n=s_,m=sy

Bn+ Bm =0 fiir (2.25)
n=py, m=p_

n=p_,m=p;

Hman siehe den Ausdruck den man ableitet auf der Rechten Seite. . .

44



KAPITEL 2. ALESSANDRO BERNARDINI, MASTER’S THESIS. BETREUER: DIPL.ING. M.MULLER
LEHRSTUHL FUR MESSSYSTEM- UND SENSORTECHNIK, T.U. MUNCHEN, UNIV.PROF.DR.ING. A.W.KoCH W.S.2009/10

und auflerdem wegen (2.8) und (2.9) gilt

m &€ {S+,S—5, N € P+, P—
b bn =0  fir teston € 4pep- (2.26)
m € {p+>p*}7n€ {S+7S*}

Es bleiben also die Falle fiir m = n, wo also m und n den gleichen Modus bezeichnen,
m,n € M, in denen das Ergebnis offensichtlich ist'?.

Mit Hilfe von (2.23) wird aus (2.21):

— jweépeiPn® . (Ag~ D Au(z)éne VYme M (2.27)

neM

_ 26,04,
wp Oz

Daraus ergibt sich das wichtige Gleichungssystem

0A,,
0z

Am (A : An ;
= —jwiu Z ‘ (22(2) ‘ )ej(ﬂm_B”)ZAn(z) Vme M (2.28)

neM

Aus (2.28) ergeben sich vier skalare Gleichungen, die das System der gekoppelten Moden
Gleichungen ergeben.

Wie man sieht haben wir ein System von linearen Differentialgleichungen der ersten
Ordnung'® mit nicht konstanten Koeffizienten.

Wir finden somit fiir unseren Fall das allgemeine Ergebnis wieder, das in [11] beschrie-
ben ist.

Siehe auch [13] und [14].

Aus diesem System kann man A,,(z) mit m € M bestimmen, falls entsprechende
Anfangs bzw. Randwerte gegeben sind.

Und dadurch kann man mit (2.18) und (2.19) die elektromagnetische Welle bestimmen
die sich in Richtung z ausbreitet im anisotropem, perturbierten, inhomogenem Medium
das wir betrachtet haben.

Wir fassen diese Ergebnisse zusammen in folgender

Behauptung 2.2.1 In einem anisotropem, nicht homogenem, stationdrem, nicht di-
spersivem und nicht leitendem Medium das durch (2.1) beschrieben ist, mit hinreichend
kleiner Perturbation Ae(z), das als eine Perturbation von einem entsprechenden idealen
homogenen Medium angesehen werden darf (siehe (2.2)) gilt folgendes:

e Das elektrische Feld E®) im perturbiertem Medium kann durch (2.18) dargestellt
werden

e Das magnetische Feld kann mit (2.19) dargestellt werden

12wir erhalten eben den Wert 203, in (2.24).
13und von Dimension vier
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e Die Koeffizienten A,,(z), m € M miissen das System der gekoppelten Moden Glei-
chungen (2.28) erfillen. Man kann dieses System eindeutig losen falls entsprechen-
de Anfangs- bzw. Randwerte bekannt sind.

Fiir die Bedeutung der Symbole siehe aufferdem (2.8), (2.9), (2.7), (1.538), (1.39), (1.40).

Das benutzte Koordinatensystem Oxyz ist fiziert durch das Hauptkoordinatensystem
des zum Problem dazugehirigen unperturbiertem Medium, gemdfS (2.2) (man beachte
auch (2.1)), mit klarer Bedeutung.

Die Ausbreitungsrichtung wurde immer parallel zu der z Achse angenommen.
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3 Faser Bragg Gitter

3.1 Beschreibung eines Faser Bragg Gitter

Ein Faser Bragg Gitter ist ein dielektrischer Wellenleiter (eine Glasfaser) in dem Inho-
mogenitéiten (Perturbationen) entlang der Achse (gezielt) erzeugt wurden. Diese Pertur-
bationen bilden das so genannte Gitter oder Grating in der Faser.

Wir kénnen die Grundmoden (Grund-Wellenarten) und dessen Kopplung miteinander
in einem Faser Bragg Gitter gut berechnen mit Hilfe der Theorie die wir bisher herge-
leitet haben.

Dazu benutzen wir die gekoppelte Moden Theorie die wie in Kapitel 2 hergeleitet
haben unter Beriicksichtigung der gegebenen Rand- bzw. Anfangswerte.

Wir kénnen annehmen, mit guter Approximation, fiir die Grundmoden in Faser Bragg
Gitter, dass das Faser Bragg Gitter selbst durch ein entsprechendes lineares, inhomoge-
nes (entlang der Achse der Faser), anisotropes, stationéres, nicht dispersives und nicht
leitendes Medium modelliert werden kann.

Siehe z.B. [13].

Die elektromagnetische Wellenausbreitung in diesem (unendlich ausgedehntem) ani-
sotropem inhomogenem Medium (die wie mit Hilfe der gekoppelten Moden Theorie
berechnen) entspricht dann mit guter Approximation der elektromagnetischen Wellen-
ausbreitung (der Grundmoden) im Kern des Faser Bragg Gitters.

Siehe auch [15], [16] und [18] und [14] fiir eine genaue Ubersicht.

Wegen der Inhomogenitét entlang der Achse der Faser (im Faser Bragg Gitter) ist die
gekoppelte Moden Theorie ein wichtiges und hilfreiches Werkzeug zur Berechnung der
Wellenausbreitungen (der Grundmoden im Bragg Gitter).

Wir treffen dieselben Annahmen wie in Kapitel 2 und verwenden dieselben Symbole
mit derselben Bedeutung'.

Die Richtung z entspreche der Achse der Glasfaser und der z-Achse des Hauptkoordi-
natensystems des Dielektrikums aus welchem der Faser Kern besteht?.

'bzw. analoge Symbole mit analoger und klarer Bedeutung.
2ohne die Perturbation des Gitters zu beriicksichtigen natiirlich
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Wie angedeutet, konnen wir das Faser Bragg Gitter durch ein unendlich ausgedehntes
Medium modellieren, dass durch folgende Dielektrizitédtskonstante charakterisiert ist

eP(z) = e +Ae +Ac (2) (3.1)
£ - & TEE
= GG

wobei die Abhéngigkeit nur von z besteht und wobei ¢ und Ae (also auch g(FlgG)
Konstanten sind.

Diese Grofien sollen den GroBen (also den Dielektrizitdtskonstanten) im Kern des
Faser Bragg Gitters entsprechen®.

Die resultierenden Wellenausbreitungen im unendlich ausgedehnten Medium entspre-
chen dann natiirlich den Wellenausbreitungen der Grundmoden im Kern der Faser.

Die genaue Bedeutung der Symbole wird im folgendem erklért werden.

Das benutzte Koordinatensystem Oxyz ist das Hauptkoordinatensystem fiir eFé o
Wir werden immer annehmen, dass die z Achse dieses Koordinatensystems mit der
geometrischen Symmetrieachse der Faser iibereinstimmt.

Dies bedeutet also, dass im Kern der Faser das Hauptkoordinatensystem Oxyz fiir
ggg o also fiir das Material des Kerns* der Faser, die z Achse parallel zur geometri-
schen Symmetrieachse der Faser haben muss, mit klarer Bedeutung. Dies soll fiir alle
betrachteten Werte von Ae  gelten”.

Wir studieren nur Wellen die sich in z Richtung ausbreiten®.

Uber die Legitimitit dieser Annahmen und fiir weitere wichtige Bemerkungen sei auf
Anhang C verwiesen und auf [16].

Siehe insbesondere Abschnitt C.2 und (C.23) und (C.20) und Abschnitt C.3.

In (3.1) ist € die Dielektrizitétskonstante des unperturbierten Materials aus dem der
Kern der Faser besteht. Diese Grofe sei konstant und unabhéngig von der Position.

Der Term Ae modelliert den Einfluss von mechanischen Einwirkungen auf den Kern
der Glasfaser unter Beriicksichtigung von photoelastischen Effekten, siche [16].

Wir kénnen hier annehmen, dass Ae eine konstante ist.

Falls das Faser Bragg Gitter als Messinstrument dienen soll, wollen wir gerade diesen
Term berechnen kénnen ausgehend von den gemessenen Reflektierten Amplituden des
elektrischen Feldes. Siehe auch Anhang C.

3also mit ihnen iibereinstimmen
4ohne die Gitter Perturbation mit einzubeziehen
Sund speziell auch fiir Agm = 0, sprich fiir E(F%)G =€, mit klarer Bedeutung.

Seben in diesem Koordinatensystem Ozyz.
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A€, (2) sei die (zusitzliche) Perturbation die das Bragg Gitter ausmachs.
Wir kénnen annehmen (siehe [16]), dass

A€, (z) = Aegcos(208az)1d (3.2)

mit den konstanten Aeg, ¢ € R. Mit Id bezeichnen wir den Identitétstensor.

Wir haben aulerdem die Konstante definiert:

Gnc = & T A, (3.3)

wobei wir nochmals betonen, dass das Hauptkoordinatensystem Ozyz beziiglich des
Mediums g(;g die z Achse parallel zur Symmetrie Achse der Faser haben soll. Diese
Annahme ist ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit moglich, sieche Anhang C. Wir
werden hier Ozyz benutzen.

3.2 Losung der gekoppelten Moden
Gleichung fiir ein (Faser) Bragg Gitter

Wir arbeiten im beschriebenen (Haupt)Koordinatensystem Oxyz, also im Koordinaten-
system der belasteten Faser'.

Der Einfachheit wegen werden wir die Symbole F'BG weglassen: die Bedeutung ist
dennoch offensichtlich® wenn man bedenkt, dass wir eben im Koordinatensystem der
belasteten Faser arbeiten.

Aus den gekoppelten Moden Gleichungen (2.28) ergibt sich

0Am _  jwip
dz  20m

Z ém - (Aeg cos(20¢z)1d) - enelPm=Bn)z A (2) VYmeM (3.4)

neM
mit der iiblichen Bedeutung der Symbole im System der belasteten Faser.

Da sich das Koordinatensystem Ozyz auf das Hauptkoordinatensystem fiir (3.3) be-
zieht, kénnen wir nédmlich fiir die Perturbation der Dielektrizitétskonstante” in (2.28)

den Ausdruck (3.2) annehmen (wegen (3.1)).

Unter Beriicksichtigung von (2.8) und (2.9) ergibt sich aus (3.4):

0A.,  jutu 2,
5t = o5 Acqcos(20az) (As, (2) + Ay (2)e72047) (3.5)
22
3143, _ jw NAEG COS(QﬁGZ) (As+<z)€*j2/38+z +As_ <Z>) (36)
82 2/68+

"wir hatten dieses mit FBG gekennzeichnet. Dies bedeutet, dass wir Agm beriicksichtigen.
8man siehe auch Kapitel 2.
9die die Inhomogenitit entlang z ausmacht
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und formal dieselben Gleichungen ergeben sich fiir die p Moden'’.

Wie man sieht gibt es keine Kopplung zwischen s und p Moden im Hauptkoordina-
tensystem Oxyz fiir die belastete Faser, das wie besprochen definiert ist.

Wir unternehmen eine Transformation und setzen, siehe [18]:
A,, = R(z)e!Pes—Pe)z (3.7)

und '

A, = S(z)edPertho)z (3.8)
Die angegebene Transformation ist selbstverstédndlich invertierbar, da das Exponential
fiir alle z verschieden von Null ist.

Einsetzen in (3.5) und (3.6) ergibt das System von Differentialgleichungen:

ie” 206 R(2) Aeqw?  ie¥* P uR(2) Aeqw?  ie*6 1S (2) Aequ?
255.,_ 268+ 2554—

‘ (3.9)
S(z)Aeqw?
+% — 2iR(2)Bg + 2iR(2)Bs, +2R(2) = 0
s+
und
ie~ 40 R(2) Aeqw?®  iuR(2)Aeqw? | ie P S (2) Aeqw?
+ +
405, 405, 40,
€206 1S (2) Aegw?® (3.10)
o CY _iS(2)Be +i8(2)Bs, — S'(2) = 0
405,
Wir haben diese Ausdriicke mit Hilfe des Computer Algebra Systems Mathematica be-
rechnet. 7 ist hier die imaginire Einheit > = —1 und der Strich ’ symbolisiert die

Ableitung nach z. Die trigonometrischen Funktionen wurden mit Hilfe von komplexen
Exponentiale ausgedriickt.
Diese Symbole werden auch im folgendem verwendet werden.

Wir machen nun die so genannte syncronous Approximation und lassen in den obi-
gen Differentialgleichungen die Terme weg die sehr schnell oszillieren, siehe [18] und [19].

Eine intuitive Begriindung fiir diese Approximation kann folgendermafien beschrieben
werden: falls wir eine Differentialgleichung haben der Form

% = f(2) +¢*%g(2) (3.11)

10wenn man das Symbol s durch p ersetzt, natiirlich.
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mit einem ausreichend groflien Wert fiir b, dann ist

] ) jbz
/ejbzg(z)dz ~ /e]bzgdz = gejb (3.12)

da g(z) als konstant angesehen werden kann im Vergleich zum schnell oszillierendem
Exponential und wir setzen g = g(z) ~ g(z) wobei der Uberstrich den Mittelwert sym-
bolisiert.

Es gilt daher
y = / F(2)dz + / 5 g(2)dz ~ / F(2)dz (3.13)

Diese Behauptung folgt aus der Tatsache, dass der periodische Term (3.12) keinen Bei-
trag zum Aufbau von y im Durchschnitt bringt und aus der Beobachtung das (3.12)
“klein” ist im Betrag, da sich jb im Nenner befindet, mit b “grofl”.

Dies impliziert, dass wir in (3.11) den schnell oszillierenden Term vernachldssigen
kénnen, und fiir die rechte Seite nur f(z) setzen konnen.

Daher ist die synchronous Approximation berechtigt.

Mit der synchronous Approximation wird aus (3.9) und (3.10)

M%ﬂ — 2iR(2)f + 2iR(2)Bs, + 2R (2) = 0 (3.14)
und , 9
WAL 52y + i8(2)6, — 51(2) = 0 (315

Es ergibt sich somit ein System von zwei linearen Differentialgleichungen erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten das bekanntlich analytisch 16sbar ist.
i = j ist die imaginére Einheit und der Strich ' symbolisiert Ableitung nach z.

Die analytische allgemeine Losung ist in Tabelle 3.2 angegeben, mit (3.17) und (3.17).

Aus (3.7) und (3.8) folgt somit (x bedeutet hier Multiplikation):

*

1
S+ T

A _
\/u2w4Aeé — 16 (ﬁ(; — 58+) 202,

z\/u2w4A€%; — 16 (B — ., ) 282,
z\/u2w4A€?; — 16 (Bc — Bs.) 282,

% { ¥+ | ¢; cosh

\/,ugw‘lAe%; — 16 (ﬁG — ﬁs+) 2062, —

(neaeqw® + 4e1 By, (Bs, — Ba))

7 sinh

(3.18)
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(61°¢)-(71°¢) woysAg wnz SunsQr oYosHATRUR SULWIS[[R (] :T°¢ d[[PR],

*e0z (Y1 - 20) o1 = owyerg )

(L1°¢) = (2)s
+ +s +
$05(Teo-2g)o1— %qqﬁi\( $05(T9-2g)o1—- %53%&
+
29 (Tog - Og) o1 - wwq%mx\/
(91°¢) = (2)y

AAOQ — +va +wQHov + N3©w4ﬂoiv +mnw

Te
20z Teo-2g)or-Qovmn

+ +s
\/ quise — T5g A..er — OQV 9T — Ww4w3wi\/ . fohd

NQNA.Tm.QIUvaHIUNwa}Ni\/N

ysoo To
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und

1
\/,u2w4A62G — 16 (ﬁg — ﬂsJ 203,
z\/,u2w4Ae?; — 16 (ﬁG — ﬁs+) 2032,
45,

As_(2)

*

R \/,u2w4AezG — 16 (ﬁG — ﬁs+) 232, cosh

z\/,u2w4Aeé — 16 (ﬁG — ﬁ5+) 2 82+

+4 sinh
443,

(nerAeqw® + 4eaBs, (Bs. — Bc))

(3.19)

Das Symbol * bedeutet hier Multiplikation.
Die Konstanten ¢y, ¢ folgen aus den Randbedingungen.

Falls das Bragg Gitter eine Lange L besitzt, falls es also in 2z = 0 beginnt und in z = L
endet, sind die iiblichen Randbedingungen:

As+ (O> = As+,0 (320)

und

A, (L) =0 (3.21)

da am Ende des Bragg Gitters keine zuriicklaufende Welle erzeugt wird, wie man aus
dem iiblichen Versuchsaufbau sehen kann.

Mit diesen Bedingungen ergibt sich
C1 = ASJ“O = Aer(O) (322)

und ¢y gegeben durch (3.23) in Tabelle (3.2).
Mit diesen Ausdriicken sind somit die Losungen vollsténdig bekannt.

Fiir die Anwendungen interessiert jedoch meistens nur der Reflexionskoeffizient p4(2) =
As_(2)

O] der sich folgendermaflen Ergibt:
s+
palz) = i
i\/ﬂ2w4A€% — 16 (ﬂG - BS-%—) 25§+ coth <(L_Z)\/H2w4AEZﬁ:16(ﬁG_BS+>2B§+> +4 (ﬁG - 5s+) 534—
(3.24)
mit d,, = B, — Pegund o5 = —fF,, + Ba.
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Insbesondere gilt am Anfang des Bragg Gitters, also fiir z = 0, dass

A;_(0)
p G,S = ps z = 0 = =
e ( ) As+(0)
_ pw? Aeg (3.25)
) L /p2wtAeZ, —16(Bc—Bs., )262
i\ A~ 16 (5 — Py ) 02, coth( i R ) (BB, B,

Somit ist alles gesagt.

Wir fassen alles zusammen in folgender

Behauptung 3.2.1 Fir ein (Faser) Bragg Gitter der Linge L (fir z € [0,L]) des
Typs (3.2) (uniform Grating), mit einer Dielektrizititskonstante gegeben durch (3.1),
im Hauptkoordinatensystem Oxyz des belasteten Materials (des Kerns der Faser) (3.3)
mit der z Achse gleich der Symmetrieachse der Faser gilt fiir Wellen des Typs (1.44) die
sich in z Richtung ausbreiten, dass:

FEs gelten die gekoppelten Moden Gleichungen (3.5) und (3.6) und identische Glei-
chungen fiir die p Moden'!. Es gibt somit keine Kopplung zwischen s und p Moden
im Hauptkoordinatensystem Oxyz der belasteten Faser bzw. des belasteten Mate-
rials.

Die Losung der gekoppelten Moden Gleichungen ist (3.18) und (3.19) und es gelten
identische Ausdriicke fiir die p Moden'”.

Mit den Randbedingungen (3.20) und (3.21) ergibt sich fir die Konstanten ¢y, cs
der Ausdruck (3.22) und (3.23)

Mit diesen Randbedingungen folgt fir den Reflexionskoeffizienten pgs(z) =
dass (3.24) gilt.

Am Anfang des Bragg Gitters ist der Reflexionskoeffizient gegeben durch pppa aus
(5.25) fir die besprochenen Randbedingungen.

fiir die p Moden gelten genau dieselben Ausdriicke’’, falls man das Symbol s durch
p ersetzt. Dies gilt natiirlich auch fir (3.25)

Beziiglich der Bedeutung vom benutzten Koordinatensystem Oxyz der belasteten Faser
und von (3.3) siehe auch (C.23) und Abschnitt C.2 und C.3 und Anhang C.

mit dem Symbol p statt s
12mit dem Symbol p statt s natiirlich
13da wir dieselben Gleichungen vorfinden wie wir besprochen haben
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Fiir die Ausdriicke 3,, und (,_ gilt hier immer noch (1.38) und (1.39) und (1.40) falls
man fiir €, und ¢, die entsprechenden Eintrage der Diagonalmatrix fiir g(F“]% G (in Oxyz)
betrachtet (annimmt).

Diese sind gegeben durch (C.30) bzw. (C.32) und die Wahl erfolgt wie in Abschnitt C.3
beschrieben.

Es gilt also (C.40) und (C.41) und diese Werte sind zu benutzten, mit klarer Bedeu-
tung.

Man berticksichtige nun (A.108) fiir die Wellenldngen der Moden im Medium.
Fiir die Bedeutung der Symbole sei auf Anhang A.7 verwiesen.

GeméS [18] beobachten wir, dass, fiir'*
A, = L (3.26)

also fiir'®

(3.27)

W = WMax,s ‘—
vV M€z

ergibt sich, dass der Betrag des Reflexionskoeffizienten pppg s aus (3.25) maximal wird:
wir haben daher fiir w = wyp., die maximale Amplitude des reflektierten s Modus (also
fir s_). Siehe [18].

Man bedenke, dass hier die Wellenlédnge A,, (bzw. A, sich auf die elektromagnetische
Welle im Medium bezieht.
Siehe Anhang A.7 fiir wichtige Bemerkungen.

Entsprechend, mit analoger Herleitung, gilt auch

Wty = o (3.28)

v/ Hey

Fiir diese Pulsation w = wytax,, wird der Betrag des Reflexionskoeffizient fiir die p Moden,
preG,p, Maximal, mit klarer Bedeutung.

Mmit Bg aus (3.2)
Bsiehe (A.108) und Anhang A.7, mit Auflssung nach der Pulsation.
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4 Faser Bragg Gitter als
Messsysteme

4.1 Einleitung

Ein Faser Bragg Gitter kann als Messsystem dienen fiir Kréfte die auf ein Material
einwirken. Dazu bettet man ein Faser Bragg Gitter im Material ein: falls auf das Material
Krifte wirken wird die Dielektrizitéitskonstante des Materials des Kerns des Faser Bragg
Gitter auf Grund des Photoelastischen Effektes (leicht) verdndert.

Diese Verdnderung verursacht eine Verdnderung im Reflexionsverhalten der Faser
selbst.

Mit Hilfe von Messungen des reflektierten Lichtes (unter geeigneten Bedingungen) ver-
sucht man die Dielektrizititskonstante im Kern der Faser zu bestimmen, und dadurch
die Krifte die auf das Material einwirken in dem die Faser eingebettet ist.

Das Bragg Gitter selbst hat nur eine begrenzte Lénge, und das Licht wird {iber eine
Zuleitungsfaser bis zum Gitter geleitet.

Wir diirfen annehmen, dass die Krifte auf den Bragg Gitter Abschnitt (in der Faser)
einwirken und nicht auf den Abschnitt der Zuleitung.

Die einwirkenden Krifte diirfen als Konstant angenommen werden, sowohl zeitlich'
als auch rdumlich tiber den Bragg Gitter Abschnitt (der Faser).

Fiir eine genaue Beschreibung siehe [16] und den Anhang C.2 und Anhang C.

Als wichtige Literaturquelle sei [17] angegeben und [15].

4.2 Aufbau der Faser

Im Folgendem betrachten wir eine Glasfaser, die wie in Abbildung 4.1 aufgebaut ist.
Wie immer werden wir die Faser? durch ein transversal unendlich ausgedehntes Me-
dium modellieren und wir betrachten (nur) die Ausbreitung der Grundmoden.

lda sie im Vergleich zum elektromagnetischen Phinomen viel langsamer variieren und also de facto
konstant sind.
?bzw. den Kern der Faser. ..
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Die Abbildung 4.1 verdeutlicht den Aufbau des Faserkerns®

N
I
N

Abbildung 4.1: FBG ist ein Faser Bragg Gitter. Oxuv( ist das Hauptkoordinatensystem
fiir die PMF Zuleitung wnd fiir das unbelastete FBG. Oxyz ist das
Hauptkoordinatensystem fiir das mit Kraft belastete FBG.

Die geometrische Symmetrie Achse der Faser ist die ( = z Achse.

Fiir ¢ €] — 00,0] sei der Kern der Glasfaser durch ein anisotropes, homogenes, li-
neares, nicht dispersives und nicht leitendes Medium gegeben, das durch die Dielektri-

zitatskonstante

Eprir = Empur fir z=(<0 (4.1)

beschrieben ist.
Das Hauptkoordinatensystem fiir dieses Medium sei Oxv( mit ¢ gleich der geometri-
schen Achse der Faser. Siehe Abbildung 4.1.

Von ¢ = 0 und bis ¢ = L (also fiir z € [0, L]) ist ein Bragg Gitter (Grating) erzeugt
worden, und in diesem Abschnitt ist die Dielektrizitidtskonstante gegeben durch (3.1)
also:

gggG(z) = o T A, ppg TA(2)  fiirz=( €0, L] (4.2)
:Egﬁ)e

3und entsprechend die Eigenschaften des transversal unendlich ausgedehnten Mediums mit den wir
den Kern modellieren, wie iiblich in diesem Text.
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Fiir z = ( > L geht die PMF Faser weiter.
Man beachte aber, dass dies keine Bedeutung hat solange die Randbedingungen (3.21)
gelten sowohl fiir den s_ als fiir den p_ Modus.

Ag,(2) ist durch (3.2) gegeben.
A€ pe folgt aus (C.23) mit (C.19) und modelliert die Kraftbelastung wegen des
photoelastischen Effektes.

Siehe [16].

Wir werden im Folgendem und im weiteren Textverlauf annehmen, dass E%UB)G,Q # 0
ist in Oywv(. Wir werden diese Annahme nicht mehr wiederholen.

Der Fall e(F“]%G,w = 0 kann trotzdem studiert werden mit Grenzwertbildung eggcﬂ —
0" bzw. mit bekannten Ergebnissen aus der Literatur, da in diesem Fall keine Drehung
der Hauptkoordinatensysteme stattfindet zwischen PMF und FBG.

(u) steht hier und im Folgendem fiir (mit Kréften) belastet aber unperturbiert, also
ohne die Gitter Perturbation®.

Im Allgemeinem diirfen wir annehmen, dass

EnFBG — Empmr T Acorrld (4.3)
mit Aeopr € R eine Konstante die ein Offset reprisentiert, das bei der Herstellung des
Gitters entsteht.

Siehe [18].

Das Hauptkoordinatensystem fiir (4.3) ist also immer noch Oxwv(, wie man sofort
sieht, wenn man bedenkt, dass die Summe von diagonalen Matrizen diagonal ist, und
dass die Identitdtsabbildung in jedem Koordinatensystem diagonal ist.

Dies ist eine wichtige Tatsache, weil wir so die Transitivitatseigenschaften ausnutzen
konnen: die Transformation 7" vom Hauptkoordinatensystem der PMF auf das Haupt-
koordinatensystem des (mit Kréften) belastetes FBG wird dieselbe sein wie die Trans-
formation 7" vom System des unbelasteten FBG auf das System des belasteten FBG,
mit klarer Bedeutung.

Sei Oxyz das Hauptkoordinatensystem fiir g](;g . Aus (4.2).

Es gilt z = ¢ (siehe auch Anhang C), und wir beobachten also nur eine Rotation um
die gemeinsame ¢ Achse.

Siehe Abschnitt C.3.

4in Bezug auf das Material des FBG
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Wir definieren ¥ := {z = 0} und bemerken natiirlich, dass die Achsen y,v,z,y in X
liegen.

Wir modellieren, wie immer, die ganze Faser allein mit der Dielektrizitdtskonstante
des Kerns und erhalten ein transversal unendlich ausgedehntes Medium: die Wellenaus-
breitungen in diesem Medium entsprechen mit guter Approximation die Wellenausbrei-
tungen der Grundmoden im Kern der Faser.

Wir diirfen auBlerdem annehmen, dass die Reflexion an Y vernachléssigbar klein ist.

Wir kennzeichnen die elektromagnetischen Gréfen mit PM F oder F'BG je nachdem
in welchem Abschnitt der Faser wir sie betrachten, mit klarer Bedeutung.
Die Bedeutung der Symbole ist die iibliche in diesem Text.

Wir nehmen an, dass sich in der Zuleitungsfaser PMF eine Welle der Form (1.44)
ausbreitet (im System Oxuv(, es sind also entsprechende Symbole einzusetzen), wobei
aber die riicklaufende Welle eine Funktion der hinlaufenden sein wird, wegen den ent-
sprechenden Randbedingungen.

An der Grenzfliche ¥ selbst findet aber keine nennenswerte Reflexion statt®, und so-
mit gilt (1.66) wobei das Symbol (1) die PMF Faser bezeichnet, und das Symbol (2) das
(unperturbierte aber belastete) Faser Bragg Gitter.

Die Amplituden der Moden fiir (1) (PMF) und (2) (belastetes FBG) beziehen sich auf
das jeweilige Hauptkoordinatensystem des Mediums, also auf Oyv( fiir die PMF und
Ozxyz fir das belastete Faser Bragg Gitter.

Die Matrix 7" ist die Transformationsmatrix (Drehmatrix) von Hauptkoordinatensy-
stem Oywv( der PMF auf das Hauptkoordinatensystem Oxyz des belasteten FBG.

Da das Hauptkoordinatensystem Oxv( der PMF dasselbe Hauptkoordinatensystem
ist wie fir e . in (4.2), so gilt fiir die Transformationsmatrix 7" der Ausdruck (C.17),
mit der Bedeutung der Symbole wie in Abschnitt C.3 beschrieben.

Siehe Anhang C.

Diese Matrix T' die eine Drehung reprasentiert (von Oxv( auf Ozyz um die gemein-
same ( = z Achse) ist eindeutig, und somit identisch mit (1.62) mit (1.61), wie man
sofort sieht wenn man die obigen Bemerkungen beachtet.

Aus Abschnitt 1.5 wissen wir dann, das sich auch in der FBG, fiir z — 0% (bzw fiir
z € [0,dz[ mit dz “klein”) eine Welle der Form (1.44) ausbreitet, mit Bezug auf das
Hauptkoordinatensystem Ozyz des (mit Kraft) belasteten FBG.

5die Reflexion wird allein durch das Gitter verursacht
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Die fortlaufenden und riicklaufenden Moden fiir das FBG sind aber (in Ozxyz) gekop-
pelt®, wie aus Kapitel 3 folgt und es gilt (3.25) fiir die s und p Moden” in Oxyz (weil
entsprechende Randbedingungen am Ende des Gitters zutreffen natiirlich).

Somit ist das ganze System beschrieben.
Wir fassen diese Ergebnisse zusammen:

Behauptung 4.2.1 Fir eine Faser die wie in Abbildung 4.1 aufgebaut ist, breitet sich
im der PMF Faser (also fir ¢ = z < 0) eine Welle der Form (1.//) aus mit Bezug auf
das Hauptkoordinatensystem Oxv( des Mediums (4.1) der PMF Faser. Es gilt also (mit

(=2z2):
= A( PME) $ e=i(@V pel M < APME) 5 €+J(W\/,ue(PMF))<+
+APMD) =i @V nel e 4 A(PMF)U iV el

EPMF

(4.4)

mit klarer Bedeutung.
Oxu( ist auch das Hauptkoordinatensystem des Materials € des unbelasteten

=m,FBG
FBG, siche Anhang C und Gleichung (4.2).

Oxyz ist dagegen das Hauptkoordinatensystem des belasteten FBG (mit z = (), also
fiir g;igG aus (4.2).

Ozxyz ist (siehe auch Anhang C.3) eine Drehung um z = ¢ von Oxv(. Der Drehwinkel
set Q.

Fiir die Transformationsmatriz T gilt (C.17) mit 01, 09, 03 gegeben durch (C.26), (C.37),
(C.38) (siehe auch (C.29) und (C.31)).

Diese Matriz T hat die Form (1.62) mit (1.61), wodurch der Winkel o berechnet wer-
den kann.

Wie man leicht sieht, gilt an ¥ = {z = 0} entsprechend (1.66)

AngG) AngF)
AFBG | = T | gPMP) r=4,— (4.5)
0 0

auf ¥ also fiir z — 0, mit klarer Bedeutung.
Die Matrix T ist dieselbe wie oben, da eben Oxv( auch das Hauptkoordinatensystem
der PMF ist, also das Hauptkoordinatensystem fir (4.1).

Swir haben aber keine Kopplung zwischen s und p Moden, wie wir gesehen haben.
"siehe auch Fufnote8
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Fiir z — 0% (also hinter X2) breitet sich in dem FBG immer noch eine Welle der Form
(1.44) aus.

Allerdings gibt es wegen dem Gitter eine Kopplung der hinlaufenden und ricklaufenden
Moden (aber nicht zwischen s und p Moden®) im System Ozyz der belasteten Faser, wie
in Kapitel 3 hergeleitet wurde’.

Diese Kopplung geht bis zur Totalreflexion (oder fast), in einem bestimmten Frequenz-
spektrum.

Aus (5.25) folgt'?, dass:

ABO) (0) PFBG.S 0 0 AgBG) (0)
AﬁBG) (0) _ 0 preGcy 0 A;{BG)(O) (4.6)
0 0 0 0 0
::ﬂ_;;c) (0) =P “Tnggg) (0)

Man bedenke, dass in der Berechnung von prpas und prpa, die Grofien Bs, und 3,
gegeben sind durch (1.38), (1.39) (und (1.40)) mit €,, €, aus (C.40), (C.41), unter
Beriicksichtigung von (C.30) und (C.32) und (C.25) mit (C.24). Siehe Anhang C.

FEs ergibt sich so aus (4.5) und (4.6):

AngMF) AgszF)
PMF _ —1 PMF

APV = T PT A1g+ ) (4.7)
0 = 0

—. A‘(_PMF) —. A‘S_PMF)

Mit (4.4) folgt dann das elektrische Feld in der PMF.

T und P sind wie beschrieben berechnet. Da T orthogonal ist gilt
Tt =17 (4.8)

Fiir die explizite Berechnung des Koordinatensystems Oxyz gilt (7?7), (C.538), (C.36)
mit (C.29), (C.31) mit derselben Bedeutung der Symbole wie hier.

In Oxyz ist E%G eben diagonal wie in (C.16) mit (C.40), (C.41), (C.27) mit (C.30)
und (C.32).

Die Bedeutung der Symbole in diesen Gleichungen ist dieselbe wie hier. Man siche
auch (C.25) und relative Bemerkungen.

8sei hier erwahnt das per Definition ein s Modus ein entlang # polarisierter Modus ist, und ein p
Modus ein entlang ¢ polarisierter Modus ist; deswegen bezieht sich die Bezeichnung s oder p Modus
immer auf ein spezifiziertes Koordinatensystem Ozyz.

wir haben auch den gesamten Verlauf von A, (z) bzw. A,, () und Ay (z) bzw. Ap_(z) hergeleitet
fir z € [0, L.

10derselbe Ausdruck gilt fiir die p Moden in Ozyz
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Diese Abhandlung gilt falls efipe 1, # 0 (in Oxv().

Falls dies nicht so ist, dann gibt es keine Drehung der Hauptkoordinatensysteme und
Oxv( ist identisch mit Oxyz.

Somit ist 1" die Identitdtsmatrix und entsprechende Abhandlung folgt auf triviale Wei-
se, mit leichten Bemerkungen.

Somit ist alles gesagt und der Aufbau des Messsystems ist vollstindig beschrieben.

4.3 Berechnung von 7' und P

In diesem Abschnitt wollen wir die Elemente der Matrizen T und P explizit berechnen,
in Hinblick auf die wichtige Gleichung (4.7), die das Ganze System des'' belasteten Faser
Bragg Gitter (mit Beriicksichtigung der PMF Zuleitungsfaser'?) beschreibt.

Als erster Schritt werden wir die Fallunterscheidungen in (C.37), (C.38), (C.40) und
(C.41) verschwinden lassen, durch eine passende Umformulierung der Gleichungen mit
Hilfe der Signum Funktion, wie wir sehen werden.

4.3.1 Eliminierung der Fallunterscheidung fiir das
. (u)
Vorzeichen von eppg ;5.
T und P wurden in Behauptung 4.2.1 klar beschrieben und definiert: wir werden nun die
Elemente explizit ausschreiben unter Beriicksichtigung eben der entsprechenden Aussa-
gen in Behauptung 4.2.1 und in Abschnitt 4.2.
Fiir P siehe!® speziell auch (4.6).

Man berticksichtige auch immer Anhang C.3, (C.17) und den gesamten Anhang C.

Aus (C.37) und (C.38) mit (C.29) und (C.31) folgt, dass wenn wir setzen

() () () (w) 2o (w (u) W 2, (w2

_EFBG,11+EFBG,22_Sgn(€FBG,12)\/EFBG,ll —2€pBG 22FBG, 11 T4€FBG,12 T€FBG 22
(u)

N L 2€pBaG,12

VU1,unnormiert = 1

0
(4.9)

Umit Kréften
12auf der keine Kraft einwirken soll. . .
Bhier soll P der griechische Grofibuchstabe fiir p sein, und nicht der lateinische Grobuchstabe fiir p.
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mit der {iblichen Bedeutung der Symbole'*, dann ist

b = M (4.10)
‘ ‘/Ul,unnormiert ’ |

Wir stellen fest, dass ¥ unnormiert €in Teeller Vektor ist, siche Anhang C.3.

Analog gilt'?, dass wenn wir setzen

() () (w) (w 25 (w) (w) (w 2w 2
*6FBG,11+5FBG,22+Sgn(5FBG,12)\/EFBG,H *QGFBG,22€FBG,11+4€FBG,12 terBa,22

— 26;‘1;326‘, 12
V2 unnormiert -=— 1 '
0
(4.11)
gilt:
@2 _ V2 unnormiert (4 12)
| |172,unn0rmiert | |
Auch U ynnormiers ist ein reeller Vektor, siehe Anhang C.3.
05 folgt selbstversténdlich aus (C.26).
Mit diesen Positionen folgt T" aus (C.17) ohne Fallunterscheidungen'.
Die Funktion sgn ist natiirlich die Signum Funktion'”.
v;; ist die j Komponente des Vektors o; (wie oben angegeben), mit ¢ = 1,2,3 und
7 =X,v,(, mit klarer Bedeutung.
Somit ist T" vollstéandig angegeben.
Aus (C.30), (C.32), (C.40) und (C.41) (mit (C.25)) folgt entsprechend fiir die Dielek-
trizitdtskonstante
€ = A = ) (E%}%G,u + 6%]%&22 + Sgn(e%}%G,lz)\/E%}%C,u - QG%I%G,ZZE%]%G,H + 46%]%&12 + 6%]%&22
(4.13)

1480 ist Oxv( das Hauptkoordinatensystem der PM F Faser, und ngng ist die Dielektrizitdtskonstante
des (mit Kraft) belasteten FBG (ohne die Gitter Perturbation zu berticksichtigen (daher das Symbol
(u) fir unperturbiert d.h. ohne Gitter Perturbation aber mit Kraftbelastung !), wie iiblich in diesem
Text). Da wir die Dielektrizitétskonstante diagonalisieren wollen (um das Hauptkoordinatensystem
Oxyz zu finden des belasteten Materials des FBG), suchen wir eine orthonormale Basis von Eigen-
vektoren um die Transformationsmatrix 7" zu finden, gem#éfl Anhang C und Abschnitt 4.2, wie wir
schon wissen (siehe immer (C.17))...

15der einzige Unterschied ist das Zeichen (hier + Zeichen) vor der Signum Funktion.

patiirlich fiir E%B)G 12 7 0 wie man sofort sieht. Ansonsten ist der behandelte Fall ziemlich trivial, da
keine Drehung der Hauptkoordinatensysteme stattfindet. . .

sen(z) = +1 fiir 2 > 0 und sgn(x) = —1 fiir x < 0
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und
. — (w) (u) (u) (u) (u) (u) w 2w
€y = Ay = 3 <€FBG,11 + €pBG 22 — Sgn(eFBG,m)\/EFBG,ll — 2€pBG 226 FBG11 T 46FBG,12 + €pBG 22
(4.14)

mit der iiblichen Bedeutung der Symbole!®.

Wir kénnen nun eine wichtige zusammenfassende Behauptung formulieren, um diese
wichtigen Ergebnisse auf kompakte Weise iiberschaubar zu machen.

Behauptung 4.3.1 Unter denselben Voraussetzungen wie in Behauptung 4.2.1 gilt (4.7)
mit T aus (C.17) mit v;, i = 1,2,3 aus (4.10), (4.12), (C.26) mit (4.9) und (4.11) (in
Oxv(, das Hauptkoordinatensystem der PMF Zuleitungs-Faser bzw. des unbelasteten
FBG), ohne Fallunterscheidungen'®.

Man beachte (4.2) und Anhang C.

T ist eine Drehmatriz und es gelten T—' =TT mit (1.61), fiir ein Winkel « € R der
somit berechnet werden kann.

Daraus resultiert (wie man auch direkt nachrechnen kann), dass

Th="Tyn To=-Ty THL+Th =1 (4.15)

Die Matriz®® P folgt aus (4.6) und (3.25) (und analoge Gleichung fiir die p Moden nach
ersetzen des Symbols s durch p) mit

Bs, = wy/li€y Bp, = wy/11€y (4.16)

mit €, €, aus (4.13) und (4.14).

Im Hauptkoordinatensystem Oxyz fir das Material des belasteten FBG (siehe (C.17)
ist die Dielektrizitatskonstante selbstverstandlich diagonal gemdafS (1.17) mit (4.13), (4.14)
und (C.27).

Man siehe auch Anhang C (mit (C.25)) fir wichtige Zwischenergebnisse.

Der Beweis folgt aus der vorausgegangenen Abhandlung.

4.3.2 Vereinfachung der Notation und Berechnung
der Elemente von T

Da die bisher verwendete Notation etwas aufwendig ist und “schwer” wirkt, werden wir
sie im Folgendem vereinfachen.

1850 bezieht sich natiirlich « und y auf das Hauptkoordinatensystem des belasteten Materials Ozyz.
Man siehe auch Anhang C.3 und (C.25).

fiir e(u) 0 wir wir immer annehmen.
FBG,12

20P ist der Grofibuchstabe fiir p
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Da wir uns nur auf Groflen fiir das Faser Bragg Gitter beziehen (es sei denn es wird
ausdriicklich anders behauptet), lassen wir die Symbole FBG weg,.

Wir lassen auch das (u) weg fiir unperturbiert (aber mit Kraft belastet), da es klar
ist, dass wir uns nicht (mehr) auf die Gitter-Perturbation beziehen, sondern auf das
(belastete) Grundmaterial.

Wir schreiben auch y, v, ¢ an Stelle von 1,2, 3 in Hinblick auf (C.25). Somit ist

_ (v () () ()
€xv = €rBGg,12 &x T ¢FBG,11 fwv T €rBGg2  €¢ T €FBG,33 (4.17)

natiirlich in Bezug auf Oxv(.
Mit der so vereinfachten Notation berechnen wir explizit die Elemente von T'.

In diesem Text treffen wir die Annahme, dass €,,, # 0: wir werden diese Annahme im
Folgendem nicht mehr wiederholen.

Der Fall €,,, = 0 bereitet keine Probleme, da das Hauptkoordinatensystem der PMF
Faser und das des FBG {ibereinstimmen, siche Abbildung 4.1, mit klarer Bedeutung.
Dieser Fall ist in der Literatur weitgehend bekannt.

Wenn wir aber unsere Ergebnisse fiir €,,, — 07 betrachten, so konnen auch diese ge-
nutzt werden um den Fall €,,, = 0 handzuhaben?'.

Wir werden diese Bemerkungen nicht wiederholen.

Falls nicht anders spezifiziert, ist das benutzte Koordinatensystem Oyv(.
Falls aber = oder y (oder z) angegeben wird, wie z.B. in €,, €, so beziehen wir uns auf
Ozyz, mit der {iblichen Bedeutung?’. ..

Wenn wir nun die Berechnungen explizit durchfiihren, ergibt sich, mit klarer Bedeu-
tung

de2 ,+(evv—exx)?sgn(exv) —€vvtexx

( 4e2+(evv—exx ) Zsgn(exv) —evv +€xx> 2
2€xv

2
4EXU

+1

b = 1 (4.18)
\J( 463@}*(5%*GXX)QSE“(EXU)*EUU+EXX)2
4e2 +1
XU
0

2lpatiirlich wegen Uberlegungen die mit der Stetigkeit zu tun haben
22und wenn das benutzte Koordinatensystem weiterhin explizit angegeben wird, so ist ja nichts zu
sagen. . .
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in Oxv(.
Und
RV 45?@ +(€vo—€xx)?sgn(exv) —€vutexy

( 453(’U+(€’U’U76XX)2Sgn(6X'U)+EU’U7€XX)2
2eyv

45%,”

+1

02 = . (4.19)
< 4€§<u+(€vv—GXX)ngn(eXU)+eUU_GXX>2 )
45%,0 +
0
in Oxu(.
Und .
& =3 <\/G%U — 26\ Cop + 462, + €2 sgn (€y,) + €uy + Exx) (4.20)
und .
€& =3 (—\/efw — 26\ Cop T 462, + €2 5gn (€4,,) + €y + 6xx> (4.21)

Mit (C.17) und (C.26) folgt*

\/453@1 + (€vv = €xx) 2880 (€x0) — €uu + €y

T11 - (422)
2exu\/( 46?(“H%U_exxijgfn(exv)_ewe""y +1
1
T12 - (423)
( 4€iv+(5vv—EXX)QSgn(exv)_fvv"‘fxx)2
4e2, +1
_\/4€?<u + (€vv = €xx) 2880 (€x0) — €vu + €4y
Ty = (4.24)
ZEXU\/(w /46?(1}+(€UU—EXXZ:QSgH(EXU)+6UU—eXX)2 1
XU
und ]
T22 - (425)
( 4€§<v+(5vv_EXX)QSgn(exv)"‘fvv_fxx)2
4e2, +1
Auflerdem
T13 - 0 T23 = 0 T31 = 0 T32 = O (426)

Zman bedenke, dass in den folgenden Gleichungen ,/-sgn(-) = sgn(-),/--- = (,/--)sgn(-) ist, mit
klarer Bedeutung.
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und

Man sieht, dass, wie erwartet:
Ty =T Tyu=T, T4+T5=1 (4.28)
Mit (1.61) und der Tatsache, dass T~! = T7 folgt ndmlich
cos a = Ty sin o« = Ty (4.29)

wodurch der Drehwinkel o berechnet werden kann.

Alle Elemente T3, ,j = 1,2, 3 sind reelle Zahlen.
Auch €,,¢, € R.

Siehe Anhang C.3.

4.3.3 Berechnung von P

Die Matrix P (griechischer Grofibuchstabe fiir p) besteht aus den Reflexionskoeffizienten
prBG,s und prpg, geméaf (4.6).

Der Verlauf dieser Reflexionskoeffizienten ist gegeben durch (3.25) und analoge Glei-
chung fiir den p Modus (nach Ersetzen des Symbols s durch p), wie wir wissen.

Wichtig ist zu beriicksichtigen, dass (4.16) gilt, mit €,, €, aus (4.20) und (4.21).

Mit diesen Positionen haben die Reflexionskoeffizienten ihr Maximum (natiirlich im
Betrag) fiir w = wyax,s (fiir den s Modus®) bzw. fiir w = wypay, (fiir den p Modus®).

Die Ausdriicke sind gegeben durch (3.27) bzw. (3.28).

Die Laborpraxis hat aber gezeigt, dass es sinnvoll (und praktisch) ist die Reflexions-
koeffizienten (im Betrag) durch Gauss-Glocken (dhnliche) Funktionen zu approximieren.

Wir setzen also
_ (“J_“’Max,s)Q

gs(w> = |p5(w)| = mse 203 (430)

und analog
_ ("-"*“’Max,p)2

(@) = pp@)| = mpe (4.31)

wobei m;, 0; € R fiir ¢ = s, p.

24mit Bezug auf Oxyz im FBG
25mit Bezug auf Ozyz
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Diese Gleichungen sind natiirlich eine Approximation der Realitét.

Wir diirfen annehmen, dass
Oy =0y, =0 (4.32)

mit ¢ anndhernd konstant und unabhéingig von der einwirkenden Kraft bzw. vom Di-
elektrizitétstensor.

Auch darf
my, = ms =:m (4.33)

sein, wobei auch m konstant ist und unabhéngig ist von der einwirkenden Kraft bzw.
vom Dielektrizitédtstensor.

Auch diese sind Approximationen.

Dagegen ist wypax,; fiir ¢ = s, p nicht konstant, wie wir wissen?’.

4.4 Verwendung von unpolarisiertem Licht

Um unsere Messungen durchzufiithren, hat sich der Einsatz von unpolarisiertem Licht
als besonders giinstig bzw. notwendig erwiesen.

In diesem Abschnitt werden wir deswegen wichtige Gleichungen herleiten, um das
System zu modellieren bei Verwendung von unpolarisiertem Licht.

Siehe Anhang D und [20].

Wie wir wissen ist unser Messsystem beschrieben durch (4.7) und durch Behaup-
tung 4.2.1.

Mit P aus (4.6) und mit (4.28) ergibt sich

A(PME)
2(PMF) . (T T12ps — T11T12Pp) Ap, (PMF) 1 (psT121 + T122/0p) AS+ (PME)
AY - AgMF) = (PpT121 + T122P5) Ap+(PMF) + (T Tiaps — Tlllepp) AS+ (PME)
0
0

(4.34)
Fiir die Intensitéit der Felder gilt bekanntlich?”
Mit (4.4) in Behauptung 4.2.1) folgt, wie man leicht sieht, dass
I = AP = APAPET sy (4:36)

1

2665 gelten (3.27) und (3.28).
2Tpatiirlich darf hier ¢ auch eine beliebige Richtung symbolisieren, also x, v, {, z, y, 2 bzw. s, p, mit klarer
Bedeutung.
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wobei s fiir x und p fiir v steht in Oywv(, mit der iiblichen Bedeutung in diesem Text.

Wir beriicksichtigen (4.28) und gehen von (4.34) aus um die Intensitdten zu berechnen.
Anschlielend werden wir den zeitlichen Mittelwert betrachten.

Bei der Bildung der komplexen Konjugation®®, ist es wichtig zu bemerken, dass 7" nur
aus reellen Elementen besteht, wie wir gezeigt haben.

Es ergibt sich

IPMF) — o4, (PMF), g (PMF)sqd _ oA (PMP), x4 (PMF)xqd _
~TyrppAs, M) p ¥ A, PMFITS 4 Ty 5 A, (PMF)p x4 (PMP)xs 4
+Ti1ppAs, PMP p x4, (PMP)sT3 _ 1y 5 4 (PMP), xg  (PMF)<q3

—TuppAp,
+T11PSAP+(PMF)/JP*AS+ PV T, + T ppAp, (PMF)PP*Am (PN Ty —
_T121PsAp+(PMF)Pp*Am(PMF)*Tle - TfleAer (PMF)PS*Am (PMF)*T122+ (4.37)

T2 py Ay, PMF) p x4, (PMP)sT2 o g (PMF), x g (PMF)sp2 |
Ty, PV 4, PO T, g, (PR,
~TiipsAs, P p* A, PMEO*T, 4 Ty pg A, PV p x4, (PME)*py,
—T3 pp Ay, PMP g A, (PMPYsy 3 o4 (PMP) g (PMF)sy, ¢
T2 p, A, (PMF)p x4 (PMF)+

s+
(PMF)pp*As+ (PMF)*T132+

54

Dieser Ausdruck kann erheblich vereinfacht werden, wenn wir unpolarisiertes Licht ver-
wenden und den zeitlichen Mittelwert betrachten.
In der Laborpraxis wird schliefilich der Mittelwert der Intensitdten gemessen.

Fiir unpolarisiertes Licht gilt (D.14). Fiir die Bedeutung der Symbole siehe (D.6) und
Anhang D bzw. [20] und [22].

Wir bilden nun den zeitlichen Mittelwert.

Mit (4.4), (1.1), (1.10), der Tatsache dass 3y?% = o (und den bekannten Ausdriicken
fiir 3), folgt sofort® dass

(PMF)* 4 (PMF)\ _
(AP APIE) — (4.38)
und (man bilde die komplexe Konjugation):
PMF)* 4(PMF)\ _
(AP AR — g (4.39)

Die Klammern < > bedeuten eben den zeitlichen Mittelwert, siehe (D.6).

28durch * symbolisiert, wie immer
Psiehe auch (D.5) und (D.13)

70



KAPITEL 4. ALESSANDRO BERNARDINI, MASTER’S THESIS. BETREUER: DIPL.ING. M.MULLER
LEHRSTUHL FUR MESSSYSTEM- UND SENSORTECHNIK, T.U. MUNCHEN, UNIV.PROF.DR.ING. A.W.KoCH W.S.2009/10

Fiir unpolarisiertes Licht gilt auflerdem (D.18). Mit (D.7) gilt
<I, >=<1I), >=<Iy>=: Iym (4.40)

wobei hier s sich auf y bezieht und p auf v in Oyv(, das Hauptkoordinatensystem der
PMF Faser?".

Das heifit (unter Beriicksichtigung von (4.4)):

S+ P+ P+

<A(PMF A(PMF > _ <A(PMF)*A(PMF)> =<Iy>= Iy (4.41)

Wenn wir beim bilden des zeitlichen Mittelwerts von (4.37) diese Tatsachen berticksichtigen
(mit (4.28)) und der Tatsache das T eine reelle Matrix ist, erhalten wir nach Simplifika-
tion die wichtige Gleichung

< I > = | T p P + (L= T0) |p,l* | < 1o > (4.42)
—_——
:T121
Wir gehen ganz analog vor fiir < I (PME)
Aus (4.36) mit (4.34) folgt™':
II(;IjMF) — —PpAp+ (PMF)ps*Ap+ (PMF)*T142 + PsAp+ (PMF)p *A (PMF)*T4 _

Ty Ay, M) p e A, (PMESTS Ty o oA (PMF) g (PME)STS 4
T pp Ay, (PMP) g s 4, (PME)spd o g (PMF) ) < g (PMF)*T3 B
~TippA,. (PMF) g (PME)<p3 oy ) g (PMF) Pt Ay, (PME)+ 3 _

_T121ppAp+(PMF)p;D*Aer(PMF)*TIQQ + TflpsAzu(PMF)pp*Ap+(PMF)*T122+

(PMF)  * (PMF) * 2 2 (PMF) % 4 (PMF)*2 (4.43)
+ppAp, ps Apy T75 + TrippAs, pp" As, Ti—

_T121pSAS+(PMF)pp*AS+(PMF)*T122 _ T121ppAs+(PMF) A, (PMF)*TQ n
+T121pSAS+(PMF)pS*AS+(PMF)*T122 _ Tf’lppAs+ (PMF) ot A, (PMF Tyt
+T1:31pSAS+(PMF)pp*Aer(PMF)*TH — TippAp, (PMF)pp*AS+(PMF)*T12+

+T11ppAp, (PMF)pS*AS+(PMF)*T12 + T121ppAp+ (PMF)pp*Ap+ (PMF)*

Wir bilden den Mittelwert und wenden die tiblichen Simplifikationen an, gemé&f (4.38)
und (4.39) und (4.41) und (4.28).
Nach Durchfiithrung der Berechnung erhalten wir

< LMY >= | (1L=TE) o + Tl | <1 > (4.44)
——

—T2
_Tll

30und des unbelasteten Faser Bragg Gitters. ..
3man bedenke immer, dass (ab)* = a*b* und (a + b)* = a* + b* fiir alle a,b € C.
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Wenn wir diese Gleichung mit (4.42) summieren, ergibt sich
< I > 4 < 1P > = (g + |psf) < 1o > (4.45)

was uns nicht verwundern soll, wegen (4.40).

4.5 Durchfiihrung der Messung

Um nun das beschriebene System (siehe immer Abbildung 4.1) als Messsystem zu ver-
wenden konzentrieren wir uns auf die Gleichungen (4.42) bzw. (4.44).

Dazu ist es notwendig das Reflexionsverhalten des Systems in Abhéngigkeit der Pul-
sation w zu messen.

Das heifit, dass die Frequenz des eingestrahlten (unpolarisierten quasi monochroma-
tischen) Lichtes ** variiert werden soll**, mit gleich bleibender Intensitit, und dass

< I S baw. < I > gemessen werden soll*.

Anhand dieser gemessenen Reflexionspektren mochten wir gerne die Dielektrizitédtskonstante
des FBG rekonstruieren, um so Riickschliisse auf die auf die Faser wirkende Kraft zu
ziehen.

Wir verwenden dabei immer unpolarisiertes Licht.

In der Labor Praxis ist es einfacher breitbandiges Licht zu verwenden (also in die
Faser einzustrahlen) und dann das reflektierte Licht in einem Spektrometer zu analy-
sieren, statt einen quasi monochromatischen (unpolarisierten) Lichtstrahl zu verwenden

mit einer langsam variierenden (mittleren) Frequenz.

Wegen der Linearitét des Problems sind diese beiden Methoden dquivalent und liefern
das gleiche Ergebnis.

Wir befassen uns mit diesen Themen ausfiihrlich im néchsten Kapitel.

32langsam
33damit das Phinomen als quasi statisch angesehen werden darf. ..
34natiirlich mit Beriicksichtigung der Frequenz- bzw. Pulsationsabhingigkeit.
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5 Durchfiihrung der Messung und
Berechnung der
Dielektrizititskonstante bzw. des
Strain Tensors

In diesem Kapitel wollen wir das System das wir in Kapitel 4 ausfiihrlich beschrieben
haben (bestehend aus eine PMF Zuleitungsfaser und aus einem Faser Bragg Gitter)
nutzen um anhand des gemessenen Reflexionsverhalten (des Lichtes) Riickschliisse auf
die Dielektrizitdtskonstante im Abschnitt des Faser Bragg Gitter zu ziehen: dadurch soll
die Kraft bestimmt werden die auf das FBG einwirkt.

Siehe Abbildung 4.1.

Als Literaturquelle siehe [17] und [16].

5.1 Einleitende Bemerkungen

In diesem Text verstehen wir unter Gauss-Glocke (oder besser Gauss-Glocken dhnliche
Funktion) eine Funktion des Typs

(w—whax)?

g(w) = me” 202 (5.1)

mit m,o € R konstanten. Siehe Abschnitt 4.3.3.

WhMax 1St unabhéngig von w, wird aber von anderen Groflen abhéngen, also von der
Dielektrizitatskonstante.

Das integral iiber R von g(w) ist hier nicht im Allgemeinem gleich 1, so dass wir keine
echte Normalverteilung betrachten, daher auch die Bezeichnung Gauss-Glocken dhnliche
Funktion.

Aus (4.42) mit (4.30) und (4.31) folgt

< I S(f)MF) >

= cq>+ (1 —-10¢)¢? 5.2
ST =+ (1-0g (5.2)

is(w) ==

mit g, = g,(w) und g5 = gs(w) Gauss-Glocken dhnliche Funktionen.
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Es ist natiirlich!
c=ThL =T = sin*a (5.3)
gemaB (4.28) und (4.23) (und auch (4.24) und (4.29)).
c ist eine reelle nicht negative Konstante die von w unabhéngig ist.

Wir wissen auch, dass sich die beiden Gauss Glocken g und g, nur durch wyax unter-
scheiden, sieche Abschnitt 4.3.3.

Wichtig ist fiir uns folgende

Behauptung 5.1.1 Die Grifle is(w), siehe (5.2), ist als Funktion von w bekannt, da
sie im Labor gemessen wird

Natiirlich wird in erster Linie < I\"") > (und auch < 1{PME) >) in Abhéngigkeit von

w gemessen, aber die Eingestrahlte Intensitdt < I > ist ja bekannt, also ist i; bekannt.

Um die Messung zu realisieren kann man entweder langsam die Frequenz des einge-
strahlten Lichtes variieren” und dabei die reflektierte mittlere Intensitéit der s (und p)
Moden messen in Abhéngigkeit von w oder man kann breitbandiges unpolarisiertes Licht
verwenden und das reflektierte Licht in einem Spektrometer analysieren lassen.

Wegen der Linearitéit des Problems sind beide Methoden &dquivalent. Die zweite Me-
thode ist vorteilhafter, aus nahe liegenden Griinden der Schnelligkeit und der Praktischen
Durchfiithrung.

Natiirlich kénnen wir auch i, analog zu i, definieren. Mit (4.44), (5.3), (4.30) und
(4.31) ergibt sich

< [[PMP)

< Iy >

ip(w) = = (1-0g W) +cg(w) (5.4)

Behauptung 5.1.2 Auch die Funktion i,(w) ist bekannt aus den Labormessungen

In der Laborpraxis wird oft statt w die Wellenldnge A\, = A\g des verwendeten Lichtes
im Vakuum benutzt als unabhéngige Variable.

Die Umrechnung erfolgt leicht wenn man die Ergebnisse von Abschnitt A.7 betrach-
tet”.

Der Vollstéandigkeit und der Ubersichtlichkeit wegen schreiben wir nochmals, mit
(4.30) und (4.31), dass

2
(waMax,s>

gow) = me™ 2T [p,(w)| (5.5)

man soll im Folgenden ¢ natiirlich nicht mit der Lichtgeschwindigkeit verwechseln. . .

2als quasi monochromatischer unpolarisierter Lichtstrahl der sich in der Faser entlang der Achse ¢ = z
ausbreitet mit einer langsamen Variation der mittleren Pulsation, so dass wir ein quasi statisches
Phénomen haben.

3man vergesse nicht die Umrechnung mit neg durchzufiihren. ..
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und
(“’7"‘)Max,p)2

gp(w) = me™ 27 =~ [py(w)] (5.6)
mit m,o € R, nahezu konstant, um zu betonen, dass die beiden Gauss-Glocken g, und
gp sich nur durch wyiax unterscheiden.

Also sind m und o in etwa gleich fiir die g, und g, in erster Approximation.

Natiirlich ist, wegen mit (5.3)
0<c<1 (5.7)

Wir wollen nun anhand des gemessenen Verlaufs fiir is(w) die Werte ¢ = T12, Whlax,s
und wWyiaxp bestimmen, ausgehend von (5.2) und (5.5) und (5.6).

Dies ist banal, falls sich die beiden Glocken gs; und g, nicht iiberlappen: in diesem
Falle existiert auch eine grofie Fehlertoleranz.

Wir sagen hier, dass sich zwei Gauss-Glocken &hnliche Funktionen des Typs (5.1) nicht
iiberlappen, falls

|wMax,1 - WMaX,2| > k(al + 0-2) (58)

mit & € R, hinreichend grof}, aber in unserem Falle nicht zu grof§ (ansonsten gilt die
Umkehrung der folgenden Behauptung nicht mehr).
Fiir unsere Zwecke ist es geeignet anzunehmen, dass

k=3 (5.9)
Wir formulieren also die
Behauptung 5.1.3 FEs gilt folgendes

o Fulls sich g5 und g, nicht iberlappen, also falls |wprazs — Waz,p| > 3(20) = 60 und
falls ¢ und 1 — ¢ nicht verschwinden (es sei ¢ € [0.1, 0.9]) dann hat i, zwei deut-
liche Maxima fiir w = Warez,s UNd W = Whrae,p 2wischen denen sich ein deutliches
Minimum befindet das viel kleiner ist als die (Werte der) beiden Mazima’.

o Umgekehrt gilt dass, falls is(w) zwei (deutliche) Mazima besitzt zwischen denen ein
(deutliches) Minimum liegt (das viel kleiner ist als die Mazima), dann berlappen
sich gs und g, nicht und ¢ und 1 — ¢ sind nicht verschwindend gering.

Daraus folgt wiederum, dass die beiden Mazima von is gerade in Wyryys und in
WMaz,p angenommen werden. Diese Werte kénnen also dann vom Verlauf von is(w)
ermittelt werden.

o Analoge Behauptungen gelten fiir iy, also fiir den p Modus.

4also kleiner sowohl als das erste wie auch als das zweite Maximum, im angenommenen Wert

75



KAPITEL 5. ALESSANDRO BERNARDINI, MASTER’'S THESIS. BETREUER: DIPL.ING. M.MULLER
LEHRSTUHL FUR MESSSYSTEM- UND SENSORTECHNIK, T.U. MUNCHEN, UNIV.PROF.DR.ING. A.W.KoCH W.S.2009/10

Bewies: die direkte Behauptung ist trivial und folgt leicht aus der Tatsache, dass die
Gaussglocken sehr schnell abklingen. Fiir eine Normalverteilung gilt, dass fiir x = p430
die Funktion nur noch % ihres Maximalwertes annimmt (dass fiir z = g angenommen
wird), mit klarer Bedeutung.

Der umgekehrte Beweis ist fiir die logische Korrektheit unserer Argumentation sehr
wichtig.
Er folgt als Wiederspruchsbeweis (reductio ad absurdum).

Falls sich nédmlich g, und g, iiberlappen oder ¢ ~ 0 oder ¢ ~ 1 dann hat i, kein
deutliches Minimum zwischen zwei deutliche Maxima®.

Dies impliziert natiirlich wiederum, dass falls i, ein deutliches Minimum zwischen zwei
deutliche Maxima besitzt, dann werden diese Maxima gerade fiir wyax,s und wyax,p ange-
nommen, wegen der Eindeutigkeit dieser zwei Maxima (is hat hochstens zwei Maxima)
und wegen dem ersten Teil des Satzes.

Die Aussage fiir i, folgt sofort, wenn man (5.4) betrachtet.
So ist die Behauptung bewiesen. U

Wie man sieht ist der rigorose und logisch Korrekte Beweis der formulierten Aussage
nicht ganz trivial, obwohl die Aussage intuitiv als trivial erscheint.

Zum Verstandnis sei noch erwéihnt, dass deutliches Minimum zwischen zwei deutliche
Maxima heiflen soll, dass das Minimum viel kleiner sein soll sowohl als das erste als
auch das zweite Maximum (sagen wir mindestens 10 mal kleiner). Die Maxima selber
sollten einen Wert gréfer als 0.1 Ry, haben, damit sie als “deutlich” klassifiziert werden
konnen. Ry soll ein passender Referenzwert sein. Typische Werte konnen Ry = 1 oder
Rw = 0.5 (oder vielleicht auch Ry, = 0.25) sein, je nach Eigenschaften des FBG.

Die ganze Argumentation ist hier eher qualitativer Natur und dient lediglich zur Ver-
deutlichung der Ideen.
Wir machen nun eine Fallunterscheidung, fiir die Félle

e das is(w) aus zwei deutlichen Maxima besteht, zwischen denen ein deutliches Mi-
nimum zu finden ist, geméafl der oben erklarten Ausdrucksweise

e das der eben genannte Fall nicht eintritt

Welcher Fall eintritt ist natiirlich sofort erkennbar anhand des gemessenen Verlaufs von
is(w) (oder von i,)

5siehe auch weiter vorne im Text
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In den folgenden Abschnitten werden die Félle ndher untersucht.

5.2 Rekonstruktion von wyfax s, WMaxp und

. . . . _ 2 o .
In diesem Abschnitt wollen wir die Werte von wyiax s, Wmax,p und ¢ = 17, = sin
des gemessenen Verlaufs von i4(w) (und von i,) ermitteln.

2 v anhand

Mit diesen Werten soll dann der Dielektrizitétstensor des (belasteten) FBG rekon-
struiert und ermittelt werden, was uns wiederum ermoglichen wird den Strain Tensor zu
rekonstruieren fiir das Material des FBG (Kerns).

Wir machen, wie gesagt, eine Fallunterscheidung fiir die Félle, dass i; zwei “deutliche”
Maxima zwischen denen ein “deutliches” Minimum zu finden ist besitzt oder nicht.

Siehe auch die Bemerkungen aus Abschnitt 5.6.

5.2.1 Die Funktion i (w) besteht aus zwei sichtbaren
“Glocken”

Falls is(w) in der Messung zwei deutliche Maxima besitze (beide groer als z.B. 0.1 Ry,
mit Ry passender Referenzwert®) zwischen denen ein deutliches Minimum besteht (klei-
ner als z.B. % sowohl des einen als auch des anderen Maximum), dann folgt aus Behaup-
tung 5.1.3, dass die beiden Maxima von i, in Wifax,s Uund in wirax, angenommen werden.

Die Messung von i, als Funktion von w (oder A¢ natiirlich), erméglicht uns also die
direkte Ermittlung von waiax,s und wiax,p-

Bleibt nur die Ermittlung von ¢ = T%.
Die Ermittlung von ¢ kann folgendermaflen geschehen.
Aus Behauptung 5.1.3 wissen wir, dass im betrachteten Fall, die Glocken g, und g,

sich nicht iiberlappen.
Insbesondere gilt also, wie man sofort sieht, dass

gs(wMaX,p) ~ 0 (510)

und
gp(wMax,s) ~ 0 (511)

6typische Werte konnten Ry = 1 oder Ry = 0.5 oder auch Ry = 0.25 sein. ..
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in diesem Fall.

Mit (5.2) folgt somit

is(WMax,p) = Cg;(wMax,p> (5.12)
und aus (5.4) folgt
ip(Whaxp) = (1 = €)gp (Watax,p) (5.13)
Dies impliziert, dass
bp — Z:s(wMax,p> _ < ](I_DMF) > _ C (5'14)
pwmacp) <[ S| (1-0)

Das Symbol b, soll hier eine kompakte Schreibweise ermdglichen. p soll hier heiflen, dass
Wir whax,p betrachten, und b soll fiir “Bruch” stehen, also Verhaltnis’.

Die Gleichung kommt zustande, da sich < I, > simplifiziert. Siche (5.4) und (5.2).

Dieser Weg um b, zu errechnen ist sehr robust.

Auch wenn g, und g, in Hinblick auf die Werte o und m, also in Hinblick auf
Mg, 0s, My, 0p, vom idealisierten Modell abweichen sollen, dann ist die hier beschrie-
bene Methode immer noch giiltig und brauchbar®

Es gilt auflerdem

is(WMax s) < I(I_DMF) > (1 - C) 1
by = S = s = = b (5.15)
Zp(WMax,s> < I > C

- W=WMax,s

Deswegen ist es wichtig, dass man weifl welches Maximum von 75 an wyax p anzurechnen
ist und welches an wyrax,s-

Mit Behauptung 5.3.2 auf Seite 95 und mit (5.14) und (5.15) kénnen wir aber in die-
1

sem Kontext die besprochene Fallunterscheidung ignorieren’
Man achte auf die wichtigen Bemerkungen in Abschnitt 5.6 und in Anhang C.

So bereitet uns die Unkenntnis des Vorzeichens von €,,, (und von €,, — €,,,) hier keine
Probleme in Hinblick auf die praktischen Anwendungen.

Fiir sehr grofle Krafteinwirkungen konnen sich dagegen die Maxima “vertauschen”.

"das Symbol r fiir “ratio” oder v fiir Verhéltnis hitte mit anderen betrachteten GroéBen verwechselt
werden koénnen. ..

8unter den getroffenen Annahmen. ..

9man soll aber nicht “nochmals” die Werte von wi.x gegenseitig vertauschen ohne auch ¢ mit 1 — ¢
und umgekehrt zu vertauschen, ansonsten entsteht ein “tatséichlicher” Fehler. ..
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Anders ausgedriickt kann sich, theoretisch, das Vorzeichen von wyax s — Waax,p dndern.

Dieser Fall kann aber erkannt werden, falls man die “Aktivitdt” des Sensors kontinu-
ierlich iiberwacht, ausgehend von einem bekanntem und kalibriertem Anfangszustand.
Sobald die Glocken (also die Maxima) von i, sich “zu nahe” kommen oder gar “ver-
tauschen” so soll die Messung verworfen werden, da auch die Linearisierung in [16]
moglicherweise nicht mehr ausreichen exakt ist. ..

Wir gehen hier auf diesen Fall nicht mehr ein.

Zusammenfassend behaupten wir die

Behauptung 5.2.1 Fulls iy zwei deutliche Mazima aufweist, zwischen denen ein deut-
c o T2 . T2
I-c — 1753122 - 17?221
bekannt und eindeutig bestimmt und (korrekt) ermittelt. Mit b, ist natirlich auch ¢ =

T2, = sin® a bekannt

liches Minimum zu finden ist, so sind Wrazs, WMazp und b, =

Es gilt 1 — TE = T}, siehe (4.15).

Mit diesen Daten werden wir den Dielektrizitatstensor des FBG rekonstruieren und
dadurch den Strain Tensor ermitteln.

Vorher aber eine kurze Erlduterung fiir den Fall, dass sich die Gauss Glocken iiberlappen.

5.2.2 Die Funktion 7, besteht nicht aus zwei sichtbar
getrennten “Glocken”

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dass die Annahme von Abschnitt 5.2.1

nicht zutrifft.

Wegen Behauptung 5.1.3 wissen wir, dass sich die Gauss-Glocken iiberlappen.

Dies hat zur Folge, dass die Maxima von is(w) nicht mehr fir w = wyaxs und w =
Wiax,p auftreten.
Daher kénnen diese Grolen nicht mehr direkt von Verlauf von i abgelesen werden.

Dies stellt aber dennoch kein grofleres Problem dar fiir die Praxis der Messung, wie
wir sehen werden.

Probleme ergeben sich aber, falls es Stérungen gibt in der Leitung des Lichtes in der

Faser, also falls Dimpfungen stattfinden'’.

107 B. bei Verbindungen. . .
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Am Ende dieses Abschnittes wird aber dennoch versucht, auch diese Probleme zu um-
gehen, die im Falle von einer Dampfung des Lichtes in der Faser entstehen kénnen.

Leider lassen sich die Ausdriicke fiir die Maxima von i,, siche (5.2), bzw. fiir die
Pulsationen in denen eben die Maxima angenommen werden, nicht mehr analytisch be-
stimmen (zumindest nicht auf einfache Weise), da die Berechnung der Nullstellen der
Ableitung eine transzendente Gleichung ergibt die nicht einfach analytisch l6sbar zu sein
scheint.

Mit numerischen Methoden, wie wir sehen werden, ist es dennoch einfach wyax s, Wtax p
und ¢ zu bestimmen.

Als erstes soll bemerkt werden, dass eine “Zerlegung” von i in Form von (5.2) mit
(5.5) und (5.6) eindeutig ist.

Der Beweis dieser Behauptung dient lediglich der mathematischen und logischen Kor-
rektheit und Vollstandigkeit: wir werden diesen Beweis im folgendem skizzieren.

Eindeutigkeit bedeutet hier, dass falls'!
is(w) = isaw) == cagoa+ (1 —ca)gos VweR, (5.16)

mit 0 < cyq <1 und
_(waMax,s,A)2

gs,a(w) = me 207 (5.17)
und
_ (W*“’Max,p,A)2

gpa(w) == me” 20 (5.18)

mit m, o gleich wie in (5.5) und (5.6), dann muss entweder

Cp = C WMax,p,A — WMax,p WMax,s,A — WMax,s (519)

11dje Definition von is,4(w) in Abhéngigkeit von den Parametern wyax s, 4, Whax,p,4 und c4 ist anhand
der rechten Seite der folgenden Gleichung (5.16) klar, fiir beliebige Werte dieser Parameter. Wir
nehmen dann an, dass fiir einen bestimmten Wert dieser Parameter i5 4 = 5 ist fiir alle w. Dieser
eine Wert ist hier immer noch mit wyiax s, 4, WMax,p,4 Und c4 symbolisiert.

Die Definition von 4, 4 soll natiirlich aber im Allgemeinem, fiir alle méglichen Werte der Parameter
WMax,s,A» WMax,p,4 und ca gelten.

Die Bedeutung wird immer aus dem Kontext klar sein: es ist klar wann wir die Funktion i, 4
im Allgemeinen betrachten (als Funktion der Parameter im Allgemeinem), und wann wir sie fiir
die bestimmten optimalen Parameter betrachten die sie mit ¢, {ibereinstimmen lassen, die also das
Minimierungsproblems (5.25) 16sen.

Diese optimalen Werte werden dann fiir die gesuchten Werte von whyax,s, WMax,p und ¢ angenom-
men, geméf (5.19) bzw. (5.20).

Mit dieser Bemerkung brauchen wir ¢5; 4 nicht nochmals explizit zu definieren in Abhéngigkeit
von den Parameter und von w (und wir verwenden keine zusétzlichen Symbole).

Ganz analoge Bemerkungen werden fiir b4 gelten. Wir werden diese nicht mehr wiederholen.
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oder

Cp = 1-c WMax,p,A = WMax,s WMax,s,A — WMax,p (520)
sein.

Der Buchstabe A soll hier “alternative” symbolisieren.

Die zweite Moglichkeit ist dquivalent zur ersten, wenn man bedenkt, dass man nur die
Werte vertauscht. Man beachte auch Abschnitt 5.6 und Anhang C.

Die Zerlegung von i, in Form von (5.2) ist also eindeutig.

Dies verwundert und nicht, denn (5.16) soll ja fiir alle w € R gelten, und wir haben
nur drei Parameter, denn m und o sind fix.
Siehe (5.2).

Um diese Behauptung dennoch rigoros zu beweisen, betrachte man folgende Argu-
mentation'?.

Es muss natiirlich per Annahme
A (w) = is(w) —isalw) =0 VweRy (5.21)
sein.
Deswegen verschwinden alle Ableitungen dieser Funktion in jedem Punkt.
Fixieren wir einen beliebigen Punkt w;.

Wenn wir bis zur dritten Ableitung rechnen, und diese alle gleich Null setzen, so er-
gibt sich ein System von algebraischen Gleichungen in den Unbekannten (wq — whiax,s,4),

_(““'1_""Max,s,A)2 _(“"l_wMax,p,A>2 . . .
(W1 — Whaxp,A), € o2 und e o2 das leicht analytisch gelost werden

kann in diesen Unbekannten.

Es ist auch moglich w; — 0, (also wy = 0 wegen der Stetigkeit) zu betrachten um die
Berechnungen zu vereinfachen, dies ist aber nicht wesentlich.

Die Losung diese algebraische Gleichungssystems ergibt sofort, dass wiaxp,a = Whiaxp
und Wyfaxs, 4 = WMax,s (0der umgekehrt) sein muss.

Es folgt sofort auch, dass c4 = ¢ (oder ¢4 = 1 — ¢) sein muss, wenn wir die Gleichheit
der Pulsationen auf die Werte der Exponentiale {ibertragen und eine triviale Simplifika-
tion durchfiihren.

1265 moge mit Sicherheit noch andere Argumentationen geben. . .
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Unabhéngig von dieser Argumentation, sollte dennoch die Eindeutigkeit der Zerlegung
von 7, in Form von (5.2) klar sein, falls wie hier m, o € R, gegeben sind und (in etwa)
gleich sind fiir die Glocken g5 und g,.

Wegen dieser Eindeutigkeit ist es dennoch leicht wyax, s, Wiaxp und c auf numerischen
Weg zu bestimmen.

Wir setzen
iS’A = iS,A (w; WMax,s,A s WMax,p,As CA) (522)

in Hinblick auf (die rechte Seite von'?) (5.16), um die Abhéingigkeit von den Parametern
zu betonen.

is(w) ist uns dagegen aus der Messung vollstdndig bekannt.
Wir definieren die Funktion

M(wMax,s,A7 Whax,p,A» CA) = ||Z3 - iS,A| |L2(R+) (523)

Anstelle der L?*(R, ) Norm kénnen wir natiirlich auch andere passende Normen wéhlen.
Wir kénnen'? natiirlich die Berechnung nur auf das Intervall beschrinken in dem i, nicht
verschwindend gering ist'®.

Die Funktion (5.23) kann leicht numerisch evaluiert werden, da nur drei Parameter
vorkommen. Auch ist es kein Problem den Gradienten davon zu bestimmen, zumindest
in erster Approximation, was fiir unsere Zwecke ausreicht.

Wir kénnen auch leicht sinnvolle Anfangsparameter schétzen fiir unser numerisches
Verfahren, man setze einfach wyjax 5,4 Und wWyax p, 4 in der ndhe der Werte von w fiir die
1, maximal wird.

Wir erinnern dass die L? Norm folgendermafen definiert ist, siehe ein Text iiber Funk-
tionalanalysis'®

1|2 = (/Q|f(w)|2dw>é (5.24)

mit klarer Bedeutung der Symbole.

13 das Zeichen := in (5.16) soll selbstverstindlich is 4 definieren fiir alle Werte der betrachteten Va-
riablen und nicht nur fiir die speziellen Werte fiir die i, = 54 gilt. Siehe auch Fufinote 11 auf
Seite 80.

14die Exponentialfunktionen klingen sehr rasch ab. ..

15mit passender Wahl fiir die unabhiingigen Parameter, so dass alle Gauss Glocken nicht aus dem

betrachteten Intervall “raus rutschen”, mit klarer Bedeutung und mit trivialen Bemerkungen. ..

in unserem Fall ist es natiirlich egal ob wir die Quadratwurzel bilden. Wir kénnten auch eine andere

LP Norm wéhlen.

16

82



KAPITEL 5. ALESSANDRO BERNARDINI, MASTER’'S THESIS. BETREUER: DIPL.ING. M.MULLER
LEHRSTUHL FUR MESSSYSTEM- UND SENSORTECHNIK, T.U. MUNCHEN, UNIV.PROF.DR.ING. A.W.KoCH W.S.2009/10

M ist eine nicht negative Funktion der drei Variablen wyax s, 4, Whax,p,4 und ca.

Wegen der besprochenen Eindeutigkeit besitzt M nur zwei globale Minima fiir (5.19)
und (5.20) in denen M = 0, wie man sofort sicht anhand der bisherigen Abhandlung.

Es ist kein Problem diese Minima (oder eins von beiden, mit der Bemerkung das sie fiir
unsere Zwecke dquivalent sind) mit einem numerischen Verfahren zu finden da sowohl M
als auch der Gradient davon leicht auf numerischem Wege berechnet werden kénnen mit
einem Computer, Punkt fiir Punkt wéhrend der Durchfithrung des Algorithmus. Es ist
also nicht Notwendig die Werte dieser Funktionen fir alle Punkte im Voraus (a priori)
explizit zu kennen, was wichtig ist.. Auch kénnen die Werte der Variablen nur in einem
begrenzten Bereich variieren, was die Suche natiirlich méglich macht.

Wir wollen also die Minimierungsaufgabe 16sen

M(wMaX,s,A7 WMax,p,A» CA) = ||Zs - is,A| ’LQ(RJr) — min (525)

mit'!” min ~ 0 bzw. im Idealfall min = 0, mit Hilfe von einem Gradientenverfahren oder

einer passenden Variante davon'®.

Beziiglich des Integrationsintervall ber Berechnen der Norm, ist es wichtig zu betonen,
dass nicht auf ganz Ry integriert werden muss, was ja numerisch nicht machbar ist. Es
reicht der Bereich [a,b] in dem die Funktionen nicht verschwinden, wie man sofort sieht
mit einfachen Bemerkungen.

Die gefundenen optimalen Werte werden dann fiir wyray s, Wnaxp, ¢ = Ti5 angenom-
men, mit den iiblichen Bemerkungen und auch in Hinblick auf (5.19) und (5.20).

Somit? kénnen wir die gesuchten Parameter wyray s, Wnaxp und ¢ rekonstruieren.
Wegen Behauptung 5.3.2 wissen wir auflerdem a posteriori, dass die Vertauschung von
WMax,s Mit Wyax,p und umgekehrt und von ¢ mit 1 — ¢ und umgekehrt keine Probleme

bereitet.

Als numerische Algorithmen kommen verschiedene Abstiegsverfahren in Frage (siehe
ein Text {iber Optimierung), also das Gradientenverfahren oder eine Variation davon.

17das Minimum sollte zumindest viel kleiner sein als die Fliiche von i, also viel kleiner als fR+ isdw

18die Anfangswerte fiir den Algorithmus kann man leicht schéitzen mit Hilfe der Maxima von is bzw. iy,.
Der Anfangswert fiir ¢ kann in erster Approximation durch die Amplituden von is bzw %, geschéatzt
werden, im Vergleich zum unbelasteten Fall. .. Siehe auch die Bemerkungen weiter vorne

wir  werden, hier und im folgendem, diese micht mit einem  Symbol wie
WMax,s, A optimal, WMax,p, A,optimals CA,optimal D€zeichnen, der Kompaktheit wegen. Die Bedeutun-
gen sind Kklar. ..

2also durch Lésung des Minimierungsproblems und wegen (5.19) und (5.20), mit klarer Bedeutung. ..

19
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Bei guter Implementierung auf einem schnellen Rechner kénnen diese Algorithmen
sehr schnell arbeiten.

Der Gradient von M kann leicht numerisch evaluiert werden, in erster Approximation.

Falls wir Werte finden fiir die M ~ 0, dann haben wir die Losung gefunden, wegen
der gezeigten Eindeutigkeit, siehe (5.19) bzw. (5.20).

Wir miissen nur wyiax,s Von Wiax,p unterscheiden kénnen, das heifit das Vorzeichen von
Whlax,s — WMax,p Kennen.

Diesbeziiglich gelten dieselben Uberlegungen wie in Abschnitt 5.2.1.

Die Messung sollte stéindig von einem Rechner iiberwacht werden, der entsprechende
Berechnungen durchfiihrt, und der in der Lage ist zu melden, falls der Sensor aus seinem
Arbeitsbereich geriet. ..

Bei einem guten Rechner sollte dies in Echtzeit erfolgen konnen, vorausgesetzt natiirlich
die Kraft variiert nicht “zu schnell” (wir nehmen hier eine quasi statische Variation der
einwirkenden Kraft auf das FBG an...).

Aus alldem folgt die

Behauptung 5.2.2 Auch in diesem Fall kennen wir wiag,s, Wsazp und c = TIQ2 wegen,
(5.19) und (5.20) und wegen der besprochenen Eindeutigkeit, falls wir, wie beschrieben,
ein passendes numerisches Verfahren implementieren.

Wie man sieht, brauchen wir nicht i, zu kennen. Das bedeutet, dass 7, keine wesent-
liche Information liefert, was uns nicht verwundern soll, wenn wir die Ausdriicke von i,
und 4, betrachten.

Das beschriebene Verfahren erscheint jedoch in dieser Form fehleranfillig, und wir
werden eine Abdnderung vornehmen um es robuster zu machen.

Falls ndmlich die beiden Gauss Glocken Verdnderungen aufweisen (auBer des Wertes
der mittleren Pulsation, der ja verschieden ist fiir die beiden Glocken. .. ), so kann dies
eine Fehlerquelle sein.

Auch kénnen Dampfungen?! in der Lichtleitung problematisch werden, da sie die Er-
gebnisse verzerren.

Man konnte denken, das man das Verfahren einfach analog fiir ¢, wiederholen kann
(um dann z.B. die Mittelwerte der gefundenen Parameter anzunehmen...), was auch
ein Versuch sein kénnte.

21die bei guter Konstruktion aber minimiert werden sollten
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Die Losung kénnte folgendermafien aussehen. Wie im Fall der sich nicht {iberlappenden
Gauss Glocken, konnen wir das Verhéltnis von i zu 4, betrachten, wodurch eine Dampfung
“ausgeblendet” wird.

Wir definieren, siehe wie immer (5.2) und (5.4):

(W) egpt(1—0)gl
ip(w) (1 _C)gg‘f‘ng

(5.26)

b ist natiirlich aus den Labormessungen bekannt (wenn wir das Verhéltnis ausrechnen).

Ganz analog zum oben betrachteten Fall, wenden wir denselben numerischen Algo-
rithmus an.

Wir definieren, mit klarer Bedeutung?*:

2 2
cagoa+ (1 —ca)gsa
ba(w; Whtax,s, A, Whax.p,A, CA) = § —pcA)QQ Tend? (5.27)
p,A s,A

und Losen eine ganz analoge Minimierungsaufgabe wie die oben beschriebene.

Wir wollen also mit einem numerischen Abstiegsverfahren (Gradientenverfahren oder
Variante davon) Wiiax,s 4, WMax,p,4; €4 SO bestimmen, dass, mit [a, b] C Ry ein hinreichend
grofies Intervall®® (aber nicht zu gro8...) das den Bereich umschlieft in dem i, 4, und
die beiden Gauss Glocken g5 4 und g, 4 verschieden von Null sind (oder besser grofier
als € << 1 sind?"), gilt:

||b - bA||L2(}a,b[) — min (528)

Das Minimum?® soll natiirlich annihernd Null sein®®, min ~ 0.

Bei der Norm Berechnung?” wird natiirlich iiber w (numerisch®®) integriert.

2Zsiehe auch Fufinote 11 auf Seite 80, wobei hier analoge Bemerkungen gelten.

Znatiirlich soll hier und im Folgendem die Zahl b € R die das Intervall [a,b] charakterisiert nicht mit
der Funktion b verwechselt werden die wir betrachten. .. Diese Verwechslungsgefahr ist aber in der
Praxis nicht vorhanden, da es immer klar ist was wir bezeichnen (aus dem Kontext heraus).

24mit € > 0 natiirlich

25Man bedenke, dass b und b4 nicht abklingen fiir |w| — oo, was aber auch kein Problem darstellt.
Diese Funktionen tendieren zu einem konstanten Wert, wie man mit leichten Uberlegungen sieht.
Man Bedenke auch, dass alle Gaussglocken und alle Koeffizienten positiv sind, mit ¢ und ¢4 zwischen
0 und 1.

26und zumindest viel Kleiner als die Integrale von b und b4 (also die Flichen) auf dem Intervall [a, b].

ZTselbstverstindlich ist auch ||b — ballz2(a,p)) eine Funktion (nur) von wmax,s, 4, WMax,p,a Und c4, mit
den {iiblichen Bemerkungen, siche auch Fufinote 11 auf Seite 80.

28und nicht unbedingt mit groBer Prizision, da es geniigt festzustellen, dass das nicht negative Integral
verschwindet. . .

85



KAPITEL 5. ALESSANDRO BERNARDINI, MASTER’'S THESIS. BETREUER: DIPL.ING. M.MULLER
LEHRSTUHL FUR MESSSYSTEM- UND SENSORTECHNIK, T.U. MUNCHEN, UNIV.PROF.DR.ING. A.W.KoCH W.S.2009/10

Die gefundenen optimalen Werte werden dann fiir wytax, s, Wtax ps ¢ = T? angenommen,
mit den iiblichen Bemerkungen und auch in Hinblick auf (5.19) und (5.20).

Es gelten analoge Bemerkungen wie oben, was dieses Verfahren angeht. So kann man
die Funktion (in den drei betrachteten Variablen) ||b—ba||.2 und den Gradienten davon,
leicht numerisch auswerten (Punkt fiir Punkt) wdhrend der Durchfithrung des Algorith-
mus. Also miissen die Werte nicht im Voraus bekannt sein.

Bei schnellen Rechnern, kann diese Verfahren in Echtzeit implementiert werden.

Dieses Verfahren ist weniger anfillig fiir Storungen in der Leitung des Lichtes, da wir
nur Verhdltnisse von reflektierten Intensititen betrachten.

Ein rigoroser Beweis der Eindeutigkeit der Darstellung in der Form (5.26) wurde aber
nicht hergeleitet.

Diese Eindeutigkeit erscheint dennoch sinnvoll und intuitiv plausibel, denn die Ein-
deutigkeit besagt, dass by = b fiir alle w € R, , und wir haben nur drei unabhéngige
Parameter die wir variieren konnen, wyiax s, 4, WMax,p, 4, CA-

Nur falls wyrax,s = Wnax,p 50 ist sicherlich keine Eindeutigkeit gegeben, und diese Me-
thode ist unbrauchbar. Denn in diesem Fall ist b(w) = 1. Und es gilt , dass ba(w) =1
fiir alle Werte so dass whaxs,A = WMax,p,4, ohne Eindeutigkeit. Also falls die gefundenen
Werte flir wyrax gleich sind, also falls witax s gefunden = Whiax p,gefunden 15t Und diese Werte
das Minimierungsproblem 16sen®’, so muss das Ergebnis verworfen werden, mit klarer
Bedeutung.

Wir kénnen aber die gefundenen Werte mit Hilfe des Verfahrens bestétigen lassen,
das wir als erstes beschrieben haben. Bei Ubereinstimmung ist das Ergebnis ausreichend
bekraftigt.

Oder umgekehrt kénnen wir die Ergebnisse vom ersten Algorithmus als Anfangswerte
fiir den zweiten Algorithmus einsetzen, der uns dann genauere Werte liefern soll, da er
Fehler ausblendet, die durch Dampfungen entstehen.

Wir wissen also, dass

Behauptung 5.2.3 Die eben beschriebene Methode ist auch ber Dimpfungen in Bezug
auf die Leitung des Lichtes in der Faser anwendbar.

Es wére auch noch eine alternative Vorgehensweise denkbar.

Wir beobachten, dass mit (5.2) und (5.5) und (5.6) gilt

/Ris(w)dw = /R(cg; + (1 —c)gH)dw = ecm*ov/7+ (1 — c)m*ov/7m = m*Vro (5.29)

29mit cq bzw. ¢ beliebig
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Da o bekannt ist und das Integral leicht numerisch evaluiert werden kann, so kann man
m mit dieser Gleichung berechnen.

Dieses m wird dann in (5.5) und (5.6 eingesetzt und es wird das Verfahren angewen-
det, dass wir als erstes beschrieben haben.

So wird mehr Robustheit erreicht was Fehlern betrifft, die durch Dampfungen in der
Leitung entstehen.

Diese Dampfungen verringern ndmlich den Mittleren wert der Reflexionskoeffizienten,
also m, siehe (5.5) und (5.6), so dass es Schwankungen gibt in realen Wert fiir m, der
dann nicht mehr bekannt ist.

Mit der eben besprochenen Methode, kann man dennoch m bestimmen, wodurch wir
die gesuchten Groflen wie beschrieben bestimmen kénnen.

Auch kann das Integral von ¢, (mit) evaluiert werden. . .

Auch kénnen wir ¢ abschitzen, durch folgende Uberlegung.

Es gilt?
1. b 1207 (wMax,s > wMax,p Nw— +OO) \/(WMax,s < wMax,p N w— _OO) (5 30)
1m = .
w—too lic’ (WMax,s > WMax,p Nw— —OO) \/(WMax,s < WMax,p N w— +OO)

je nach Vorzeichen von wyax s — Wihax,p und Richtung in dem der Grenzwert gebildet
wird, wie man sofort sieht?'.

Daraus ergibt sich eine Moglichkeit ¢ abzuschéitzen, und/oder als Anfangswert fiir die
Algorithmen einzusetzen.

Wir fassen all diese Ergebnisse zusammen in folgender abschlielender

Behauptung 5.2.4 Falls is nicht aus zwei sichtbar getrennten “Glocken” besteht, so
kann man waress, Wazp und ¢ = T = sin? o auf folgenden alternativen Wegen rekon-
struieren:

o wir ldsen numerisch die Minimierungsaufgabe in den Variablen Wareg s A, WhMazp, A, CA
die gegeben ist durch

M (Whtazs.As Whazp,A, Ca) = ||is — isallr2 — min ~ 0 (5.31)

gemdfS (5.23) mit is 4 wie in der rechten Seite von (5.16) angegeben™.

30dies gilt vor allem, falls g5 und g, sich gut an eine Gauss Glocken Form annihern. Ansonsten, fiir
Funktionen wie in Abbildung 6.1 mit (3.25) konnte die folgende Uberlegung ihre Giiltigkeit verlieren,
wegen der Schwankungen der Funktionen, sieche Abbildung 6.13.

3lhier V bedeutet “oder”, und A bedeutet “und”, wie iiblich. Der Fall whax,s = WMax,p ist trivial, denn
die Funktion b wird konstant gleich 1 sein, wie man sieht. Die Unstetigkeit des Grenzwertes ist hier
kein Problem, da in der L? Norm Bildung wir auf ]a, b[ integrieren.

32siehe Bemerkung in Fufinote 13.
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Dann gilt (5.19) bzw. (5.20), was fiir unsere Zwecke kein Unterschied macht (da
wie die beiden Werte fir wyass und wye, unterscheiden kénnen. . . ).

Wegen der besagten Eindeutigkeit kennen wir also wares,s, Wiag,p, C-

Als numerisches Verfahren kommt das Gradientenverfahren® in Frage oder eine
geeignete Variante davon.

Es ist natiirlich wichtig, dass min ~ 0, da so aus der Findeutigkeit die Korrektheit
des Ergebnis folgt.

o Wir l6sen mit analogem Verfahren (5.28) (mit min ~0). Siehe (5.26) und (5.27).

Diese Methode soll resistenter sein gegen Fehler die entstehen, falls die Leitung
des Lichtes gedampft wird, da wir nur das Verhdltnis von Z—p beriicksichtigen.

Als Anfangswerte fiir den numerischen Algorithmus (Gradientenverfahren oder Va-
riante davon) kinnen (eventuell) die Werte dienen, die mit dem Verfahren gefun-
den worden sind, das wir im ersten Punkt dieser Behauptung beschrieben haben .

Falls aber die gefundenen Werte fir wy, gleich sind, also falls wisag,s, gefunden =
w (diese Werte sein natiirlich Losungen des Minimierungsproblems™ )

Maz,p,gefunden g gsp ,
so muss das Ergebnis verworfen werden”®.

o wir schitzen erst m durch (5.29) bzw. ¢ durch (5.30) ab, setzen dann diese Werte
in (5.5) und (5.6) ein und fiihren dann die erste hier beschriebene Methode durch
(bzw. die zweite Methode), also die Minimierung der Funktion ||is — isal|r2 (bzw.

der Funktion ||b — bal|r2).

Auch so soll eine Fehlertoleranz entstehen, gegentiber Dampfungen in der Leitung
des Lichtes.

Siehe auch die Bemerkungen weiter vorne in diesem Abschnitt’”.

Wir konnen natiirlich auch mehrere der hier beschriebenen Methoden gleichzeitig ein-
setzen und die Ergebnisse vergleichen.

Anstelle der L* Norm kénnen andere Normen verwendet werden. Die Integrationsva-
riable bei der Berechnung der Norm ist natirlich w und es wird tiber Ry integriert bzw.
tber die Intervalle [a,b] in denen is nicht und is a nicht verschwindend gering sind, also
grofier sind als ein positives € << 1, da die Funktionen nie ganz verschwinden, son-
dern exponentiell abklingen; aufSerdem tendieren b und by zu konstanten Werten, wie

33siehe ein Standardtext iiber Optimierung bzw. iiber numerische Methoden der Suche nach Minima
von Funktionen (numerische Optimierungsverfahren). ..

34die passende Einschrinkung des Integrationsintervalls auf [a,b], damit der Algorithmus numerisch
durchfithrbar ist, ist auch hier kein Problem (auch nicht wenn, wie in diesem Fall by, b 4 0 fiir
|w| — 00), wie wir angedeutet haben und wie man mit einfachen Bemerkungen sehen kann. . .

35mit c4 beliebig. ..

36djese Uberlegung folgt aus der Tatsache, dass in diesem Fall b(w) = 1 ist, und dass fiir alle Werte so
dass Wiax,s,4 = WiMax,p,4 die Funktion b4 (w) =1 ist. Also ist hier die Eindeutigkeit nicht gegeben.
¢ bzw. c4 kann hier beliebig sein. ..

37auch was die Wahl der Anfangswerte fiir die Algorithmen betrifft
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wir gesehen haben und in diesem Fall kann nur dber |a, b| integriert werden, man siehe
(5.30). ..

Dies ist kein Problem, da is aus der Messung bekannt ist, und da die Gaussglocken
von is 4 (bzw. die in by) sehr rasch abklingen. So ist die Durchfihrung des Algorithmus
maoglich.

Die Funktion M (Wtass A, WMazp.as CA) und die linke Seite von (5.28) und deren Gradi-
enten (in erster Approzimation) kénnen leicht numerisch berechnet werden wihrend der
Durchfithrung des Algorithmus, wodurch man auf einem schnellen Rechner Ergebnisse
in Echtzeit bekommt™.

Die Evaluierung der Integrale (in der Integrationsvariable w) beim berechnen der L?
Norm, siehe (5.24) muss keine hohe Prdzision aufweisen.

Der Integrationsbereich kann problemlos eingeschrankt werden auf das Intervall ]a, b
in dem i, i, bzw. die Gauss-Glocken” nicht verschwinden (also gréfer sind als ein hin-
reichend kleines positives € € R, , da sie nie ganz verschwinden sonder nur exponentiell
abklingen. .. ). So erst kann natiirlich die Integration numerisch erfolgen®’.

Wir miissen aber in der Lage sein wprqzs V0N Wirazp 20 unterscheiden, also das Vor-
zetchen von wirags — Wiazp 2U kennen. Diesbeziiglich gelten dieselben Bemerkungen wie
in Abschnitt 5.2.1.

Es 1st auch kein Problem, die Funktionen is g4 bzw. by so abzudndern, dass der Tatsdchliche
Verlauf der Reflexionskoeffizienten, siehe Abbildung 6.1, beriicksichtigt werden kann. Al-
ternativ (oder zusdtzlich) kann man auch, teilweise, iy bzw b “zurecht schneiden” in dem
Mann seitliche kleinere “Glocken” heraus filtert:!.

Dies alles folgt, wenn man einfache Bemerkungen beriicksichtigt, was diese “Zurecht-
schneidung” und die Minimierungsprobleme angeht’”. . .

An dieser Stelle wiahren auch numerische Methoden denkbar, die keine Berechnung
von Normen fiir Funktionen bené6tigen.

Man konnte z.B. die Maxima und Minima von s 4 und/oder von b4 (numerisch)
errechnen (und auch die Werte der Pulsationen in denen diese Maxima und Minima
angenommen werden), in Abhéngigkeit der Variablen wypax s 4, Whiax.p.4, CA-

Man kann die gefundenen Werte dann mit den tatséchlichen Maxima und Minima
von ig und b vergleichen (und mit den Pulsationen in denen diese Werte angenommen
werden), da diese aus der (spektroskopischen) Messung bekannt sind.

38das Integrationsintervall ist ja beschrankt
3auch fiir das was by und is 4 betrifft. . .
4Owobei keine grofie Prizision notwendig ist, wie gesagt.
4lsiehe Abbildung 6.1. Man sollte zumindest die seitlichen “Glocken” heraus filtern, die ab einer gewissen
Entfernung von der Hauptglocke auftreten, also ab einer gewissen Entfernung von wyrax.
Dies alles gilt fiir den s als auch fiir den p Modus und folgt mit einfachen Bemerkungen.
Sieche Abbildung 6.1 und (3.25) und analoge Abbildungen bzw. Gleichungen fiir den p Modus.
42yund die Eigenschaften der betrachteten Normen.
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Die Parameter"wMaX@ A, WMax,p, A, C4 Wiirden dann mit einem Suchalgorithmus variiert
werden bis eine Ubereinstimmung der Maxima und Minima stattfindet (und der Pul-
sationen in denen sie angenommen werden): dann hitten wir mogliche Kandidaten fiir

WMax, s u)Maux,pu C.

Wir werden aber auf diese Alternativen hier nicht eingehen.

Wichtige Bemerkungen

Bei der praktischen Implementierung der hier beschriebenen Methoden wird es sehr
wichtig sein, ob man fiir gs 4 und g, 4 Gauss Glocken verwendet oder Translationen von
Funktionen wie in Abbildung 6.1 gemé8 (3.25) dargestellt.

Auch wird die genaue Wahl des Integrationsbereichs [a, b] auf dem die Funktionsnor-
men berechnet werden, siche (5.25) und (5.28), von grofier praktischer Wichtigkeit
sein, auch was Konvergenzfragen des Algorithmus betrifft.

[a,b] soll die Bereiche beinhalten in dem iy und 4, nicht verschwindend gering sind,
es soll aber auch nicht “zu grofl” sein, damit eine rasche Konvergenz des Algorithmus
moglich ist.

Natiirlich wird auch die Wahl und die Implementation der Algorithmen von grofier
Bedeutung sein.

Auch wird es sehr wichtig sein die Anfangswerte fir die numerischen Algorithmen
sorgfiltig zu wdhlen.

Dabei sollen die Anfangswerte filr wyrax s/ S0 gewihlt werden, dass sie mit den Maxima
von s in etwa iibereinstimmen und der Anfangswert fiir ¢ soll in Bezug auf die Amplitude
von ig bzw. i, auf “verniinftige” Weise gewihlt werden®*.

Das gefundene Minimum soll auerdem ~ 0 sein, also viel kleiner als die Fliche®

fR+ 1sdw.

Diese numerische Algorithmen konvergieren ndmlich zu ein lokales Minimum: wir sind
aber in der Lage zu wissen ob das Minimum lokal oder global ist, anhand seines Wertes.
Wenn es ~ 0 ist, also viel kleiner als f[a’b] isdw ist, so ist es mit Sicherheit eines von den
beiden globalen Minima.

Wenn wir dagegen nur ein lokales Minimum gefunden haben, so kann es geniigen etwas
andere Anfangswerte zu benutzen, solange bis das gefundene Minimum ein Wert ~ 0
besitzt, und somit global ist. ..

Es wére auch denkbar, Teile von 7, und ¢, zu glétten, um den Algorithmus besser

43natiirlich integrieren wir nicht iiber ganz R, sonder nur auf einem beschrinkten Intervall
4“natiirlich im Bereich ]0, 1]
“es wird in der Praxis natiirlich auf [a, b] integriert
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durchfithren zu konnen.

Siehe Abschnitt 6.2.2 fiir ein wichtiges numerisches Beispiel und fiir wichtige Bemer-
kungen. Siehe auch die Bemerkungen aus Abschnitt 5.6.

5.3 Rekonstruktion des
Dielektrizitatstensor des FBG

Wir sind nun in der Lage, da Wir Wyfax.s, Wiaxp Und ¢ = T2 = T = sin® a kennen® (sie-

he vorhergehende Abschnitte), den Dielektrizitétstensor ggg ., Zu ermitteln, siehe (C.25)

und Anhang C.2 und C.3 fiir die genaue Bedeutung der Symbole*”.

46(

Wir werden die Eintrage des Dielektrizitatstensors des FBG im System Oxwv( angeben,
in Funktion von bekannten Grofien.

Falls (g nicht bekannt sein sollte, so kann man diese Grofie ermitteln, mit einer Me-
thode die wir in den néchsten Abschnitten angeben werden.

Aus (3.27) und (3.28) folgt mit Einsetzen von (4.20) und (4.21) (unter Beriicksichtigung
der vereinfachten Notation (4.17)), dass

V206¢

\/,u (\/egv — 26,y €00 T 463@) + eixsgn (€xv) + €0 + exx)

(5.32)

WMax,s —

und
V206a

(5.33)
\/M (_\/E%u — 2exx€uv + 465, + €3 580 (exv) + €vv + 6xx)

WMax,p —

wobei, wie immer, wir die absoluten Dielektrizitéitskonstanten verwenden*®

Das System Oxwv( ist wie immer, das Hauptkoordinatensystem der PMF bzw. des
unbelasteten FBG.

Wir benétigen noch eine dritte Gleichung. Diese wird ¢ = T3, sein.

Vorher aber noch eine Bemerkung.

46mit der iiblichen Bedeutung der Symbole in diesem Text
47die dieselbe ist wie im iibrigen Text
48und die absolute Permeabilitiitskonstante.
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Falls, geméf Behauptung 5.2.1 b, aus (5.14) bekannt ist, sieche Abschnitt 5.2.1, so ist
natiirlich

by
= 5.34
c= (5.34)
Im Folgenden setzen wir auch
cpi=c (5.35)

um zu betonen, dass cp = ¢ ein bekannter Parameter ist, der aus den Messungen hervor-
geht. Diese Grofle soll natiirlich nicht mit der Lichtgeschwindigkeit verwechselt werden. . .

Wir betonen nochmals, dass witax,s und wyiaxp und cp = ¢ = Tf2 = sin« in jedem
Fall aus den Messungen von i, und %, bekannt sind, wie wir gezeigt haben.
Mit Gleichung (4.23) fiir Ty folgt™
cp=c=Th =Ty =sin*a= ! (5.36)
( ‘JLE?(UJF(CUU*exx)QSgn(‘Exv)*GWJJFCXX)2
42 +1
XU

Um nun diese Gleichungen nach €, €,., €,, auf eindeutige Weise aufzulésen, werden wir
sie in einer “bequemere” Form bringen.

Um die Radikale handhaben zu konnen ist es praktisch, die Gleichungen (5.32) und
(5.33) in der Potenz mit Exponent —2 zu nehmen®’.

Es ergeben sich die Gleichungen

1 M (\/G%U — 26y €vo + 463, + €,580 (60) + €vo + €xx) (5.37)
wl%/[ax,s 25%
und
L _n (=€) — 2601 €00 + 4€2, + €2 580 (60) + €vu + €4y ) (5.38)
wl%/lax,p Qﬁé’
Wir setzen, um die Berechnungen zu vereinfachen
2 2
M, = f & (5.39)
/‘LwMaX,s
und erhalten aus (5.37)
M, = \/egv — 26y €0v + 462, + €2 58N (€x0) + €uu T+ €y (5.40)

Hes ist also ¢ € [0, 1]
50wir nehmen also selbstverstéindlich LHS ™2 = RHS ™2 von diesen Gleichungen mit LHS die linke und
RHS die rechte Seite davon.
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Und mit )
20,
My = —5¢ (5.41)
MwMaX,p

folgt aus (5.38)

M,y = —\/efw — 264y €v0 + 46§<U + eixsgn (6x0) + €vo + Exy (5.42)

Wir brauchen nur noch eine dritte handhabbare Gleichung, die wie folgt gefunden wer-
den kann.

Aus (4.15) folgt mit (5.3):

—i = 5.43
T 7, cp ( )
wobei natiirlich die rechte Seite bekannt ist, da ¢ = cp bekannt ist.
Die linke Seite nimmt wegen (4.22) und (4.23) eine handhabbare Form an.
Wir setzen 1 1
My=-—P - 2"°¢ (5.44)
Ccp C
dann ergibt sich die Gleichung
(\/463(11 + (€vu — €xx) 2880 (€x0) — €vp + 6><><> ?
M; = (5.45)

46?@)
die eine handhabbare Form annimmt.

Wie man sieht, sind die Werte M, My, M3 aus den Messungen bekannt.

Man siehe auch Gleichung (5.15), die aber nur im beschriebenen Spezialfall®! gilt von
Abschnitt 5.2.1.

Auflésen von (5.40), (5.42) und (5.45) nach €y, €.y, €y, ergibt die Losungen

My + M, M,
= 21T 4
EXX 2(M3—|—1) (5 6)
d
- Myt MMy 5.47)
Y 2(Ms + 1) ‘

Slunsere Argumentation gilt natiirlich im Allgemeinem
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und
L | (My+ MaMz)? My (M + MyMs) My (M + MyMs)
Exv = +— — B — M1M2
2 <M3+1) M3—|—1 M3‘|—1
(5.48)

Hier soll £+ betonen, das beide Werte Losungen des (durch unsere Manipulationen
verdndertes) Gleichungssystems sind, mit klarer Bedeutung und offensichtlichen Bemer-
kungen.

Natiirlich ist es klar das der reale Wert von €,, einer von den beiden Werten ist, er
ist also in der Losungsmenge der manipulierten Gleichungen enthalten, da diese von den
Ausgangsgleichungen impliziert werden. . . .

Wir kénnen daher hier + als “oder” interpretieren, mit der Bedeutung das entweder
der 4+ oder der — Wert gilt. Ndheres am Ende dieses Abschnittes.

Diesen Ausdruck kann man simplifizieren, und wir erhalten

1 \/(Ml — M) 2M;

(5.49)

v = -
x 2\l (v 1 1)2

Die Gleichungen (5.46), (5.47) und (5.49) ergeben die gesuchten Lisungen und ermdglichen
eine explizite Ermittlung des Dielektrizitatstensors des belasteten FBG (bis auf das Vor-
zeichen von €y, ).

Mit den Ausdriicken fiir My, My und Mj aus (5.39), (5.41), (5.44) ergibt sich schlieflich
die endgiiltige Losung

(
2 2
(1_0) 2ﬁG _ 2ﬁG 2
w2 w2
‘E ‘ _ 1 HMax,s M Max,p
wl =3 (o)
o 200
< € . MwMa)gp /”LcwMax,s <55O>
XX 2(1—c)
— 12
2(1—C)Bé+ 25%
2 2
€ - ”CwMax,p “wMaX,s
vV T 2(1—c)
\ — 12

mit ¢ = cp =T, = sin? v sowie WMax,s UNd Wiiax p bekannt aus den Messungen von 7, (w)
und 4,(w) wie wir in den vorherigen Abschnitten gezeigt haben, siche Abschnitt 5.2.
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Somit ist alles gesagt.

Oxv( ist das Hauptkoordinatensystem der PMF und des unbelasteten FBG, wie wir
wissen.

Die Dielektrizititskonstanten sind hier die absoluten Dielektrizititskonstanten, wie im-
mer in diesem Text. Auch p ist absolut.

In der Herleitung wurde €,,, # 0 angenommen.
Der Fall €,,, = 0 impliziert keine Drehung der Hauptkoordinatensysteme der PMF
und des belasteten FBG.

Whax,s UNd Whiaxp sind m’ch? im Allgemeinem die Werte der Pulsationen in denen i,
maximal wird. Im Falle einer Uberlappung gelten die Ergebnisse von Abschnitt 5.2.2.

Exyxs Evvs Exo sind die Elemente des Dielektrizitatstensors des belasteten FBG im System
Oxv(.

Als kurze Zusammenfassung gilt die folgende

Behauptung 5.3.1 Der Dielektrizititstensor des belasteten FBG kann anhand der uns
bekannten® Griflen Wyans, Wiasp Und ¢ = cp = T7 = sin? a auf eindeutige Weise”
rekonstruiert werden (in Abhdngigkeit von Bg) mit Hilfe der Gleichungen (5.50).
Der hier betrachtete Dielektrizititstensor ist, wie immer in diesem Text, der absolute™.
Wir benutzten das Koordinatensystem Oxv(.

AuBlerdem beobachten wir, dass

Behauptung 5.3.2 Falls wir in (5.50) Waazs Mit Waazp und umgekehrt vertauschen,
und falls wir ¢ mit 1 — ¢ vertauschen (oder umgekehrt’”), so erhalten wir dieselben
Ausdrucke, also dieselbe Lisunyg.

Der Beweis dieser Behauptung folgt durch simples Einsetzten, mit einfachen Bemerkun-
gen. U

Wir sehen also, dass die angesprochene Vertauschung keinerlei Auswirkungen hat. So
sind unsere Bedenken aus Abschnitt 5.2 a posteriori aus dem Weg gerdumt worden.

Es bleibt nur noch die explizite Bestimmung von (g die wir uns im néchsten Abschnitt
vornehmen.

52und aus dem gemessenen Verlauf von iy bzw. i, ermittelten
53bis auf das Vorzeichen von €yo Wie man sieht. ..

54auch p ist absolut fiir das Medium der Faser.

®*man bedenke auch, dass ¢ € [0, 1]
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Siehe auch die Bemerkungen aus Abschnitt 5.6.

Ob es moglich ist mit dieser Methode auch das Vorzeichen von €,, zu bestimmen
erscheint sehr fraglich. Man bedenke, dass mit unserer Methode eine Vorzeicheninderung
von €,,, eine Vertauschung der Werte fiir wyax zur Folge hat, siehe Abschnitt 5.6 und
Anhang C.

AuBerdem erscheint in (5.32) (?7) und (5.36) €, nur im Quadrat, auBerhalb der sgn
Funktion. ..

5.4 Rekonstruktion des Strain Tensors

In diesem Abschnitt wollen wir endlich den vollen Strain Tensor rekonstruieren.

Als erstes driicken wir die Eintrage des Strain Tensors in Funktion von (g aus, und
implizit auch von der Temperatur 7. Danach skizzieren wir eine Methode mit der man
auch diese Groflen explizit bestimmen kann.

5.4.1 Bestimmung der Eintrige des Strain Tensors
in Funktion von j3g

Wir sind nun in der Lage den Strain Tensor zu rekonstruieren, in Funktion von g und
(implizit) von der Temperatur 7" des Materials aus dem das Fiber Bragg Grating (FBG)
besteht.

Nach der expliziten Bestimmung von 5 und 7T sind somit alle Groflen explizit bekannt.

Wir werden hier eine Methode beschreiben, mit der man auch G und T bestimmen
kann, anhand der uns aus den Messungen schon explizit bekannten Grofien witax,s, Wmax,p, ¢ =

2 _ o2
17, = sin” .

Dazu losen wir das System der Gleichungen®® (3), (4), (8) und (14) aus [16].

56 Der Vollstindigkeit wegen schreiben wir diese Gleichungen aus [16] hier nochmals auf, mit unserer

Notation

AGXXJ" = _(Eggz,r)2(pllexx +p12(euv + 6(()) (551)
AGUU”" = _(67(101)),7‘)2(191161)11 + p12(exx + €gg)) (552)

1
AEXUW = _eg(o)z,regij),ri(pll _p12>exv (553)

Y
= AT 5.54
Pa A(l + ecc) ( )

fiir die Bedeutung der Symbole siehe auch [16] mit der Bemerkung, dass wir hier Oxv( als Koordi-
natensystem verwenden. r bedeutet relative Dielektrizitédtskonstante. Siehe auch (5.56) und (5.57).
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Wir erhalten somit die Lésung

( e o 20 ey u,r
XV (pll_p12)evv,r(0)exx,r(0>

A A

e =
N S W o Aexx,r
(o)) e (e () + 55
ve pi1—Pia

_
L € = Rie 1
wobei p11, p12 elastooptische konstanten sind wie in [16] definiert.

Exx» Cov, €¢C, Exv Sind die Eintrége des Strain Tensors im Koordinatensystem Oxuv(,
mit der iiblichen Bedeutung.

6;22,“ éﬁ?,r, eé%)m sind die Eintrage des relativen Dielektrizitétstensor des Mediums des
FBG ohne Krafteinwirkung, also fiir das unbelastete’” Material des FBG (ausgedriickt
in Oxv().

Da gerade Oxv( das Hauptkoordinatensystem fiir dieses unbelastete Medium ist, ha-
ben wir selbstverstindlich nur die Diagonalelemente die verschieden von Null sind®®.

Es ist
0 ..
Deiyr = €jr =€ b =x0.C (5.56)
wobei r symbolisiert, dass wir es mit relativen Dielektrizitdtskonstanten zu tun haben.
Es ist e§22,r = 0, wie gesagt, und analoges gilt fiir andere Elemente die nicht auf der

Hauptdiagonale sind.

Es gilt bekanntlich
1
€ = —¢ (5.57)
=r 60_
Wir kénnen, um die Notation zu vereinfachen, die Ergebnisse von (5.55) in Matrix
Form schreiben

= E (6)(1)7 EXX7 €vv) 5G7 A7 g(O);p117p12) (558)

€¢¢
Die Funktion E ist natiirlich bekannt und folgt aus (5.55), (5.56) und (5.57).

Tdaher natiirlich das Symbol (0)
58also sind alle anderen Elemente gleich Null.
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AuBlerdem ist eine implizite Abhéngigkeit von der Temperatur 7" vorhanden.
P11, P12, g(o), A sind bekannte Groflen in Funktion der Temperatur.

A ist die Nennperiode (nominal period), siche [18].

Wir kénnen nun die Ergebnisse (5.50) einsetzen, und erhalten (nach Berechnungen

und Simplifikationen) so die Losungen in Tabelle 5.1 mit klarer Bedeutung der Symbole.
Es ist wi, = WMax,s) WM, = WMax,ps C = Cp = Tf2 = sin? @ mit der iiblichen Bedeutung.
Wir fassen dieses wichtige Ergebnisse zusammen in

Behauptung 5.4.1 Der Strain Tensor, in Funktion von den bekannten und gemessenen
Grofen wy, = Wiazs: WM, = WMazp, C = Cp = T2, = sin® o und von Be und (implizit)
in Funktion von der Temperatur T st gegeben in Tabelle 5.1. Es ist natiirlich e§<°3 =0
wegen der Definition von Oxv(.

Wie schreiben auch hier eine vereinfachte Notation

|exol
Exx .
= E(ﬁGv T7 WMax,s ) WMax,ps C) (559)
Evv N ~~ -
bekannt
€¢¢

Die Funktion E folgt natiirlich aus Tabelle 5.1. Wir beriicksichtigen auch die implizite
Abhéngigkeit von der Temperatur.

Wir werden nun g und die Temperatur bestimmen.

5.4.2 Bestimmung von (s und von T

Wenn wir unsere Glasfaser so konstruieren, dass ein doppeltes superponiertes Gitter vor-
handen ist, mit deutlich verschiedenen Gitterkonstante bzw. Wellenlénge fiir das Gitter,
so kénnen wir den vollen Strain Tensor (und die Dielektrizitdatskonstante) und die Tem-
peratur explizit rekonstruieren.

Diese Methode ist in [23] und [24] beschrieben.

Sie beruht auf der Tatsache, dass das Material der Faser nicht ganz linear ist, wie in
[23] deutlich betont ist.

Da die beiden Gitter sich nicht gegenseitig beeinflussen gilt, mit ganz analoger Vor-
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gehensweise wie bisher, dass

|exol
eXX ~
= EG2 (ﬁG,Gza Ta WMax,s,G2 1y WMax,p,Ga CGQ) (560)
e ~ -~ 4
v bekannt
€¢c

mit klarer Bedeutung®®. Natiirlich ist und die Funktion EG2 bekannt, mit einer analogen
Vorgehensweise wie bisher beschrieben (fiir das Gitter 1).

Die Eintrége des Strain Tensors miissen dieselben sein wie in (5.59), da nur eine Kraft
auf beide Gitter gleichermafien einwirkt. Auch die Temperatur 7" wird dieselbe sein fiir

beide Gitter.

G5 symbolisiert Grofien und Funktionen die sich auf das zweite (superponierte) Gitter
beziehen.

Das Verhiéltnis zwischen 3¢ und B¢ g, ist bekannt aus der Konstruktion der superpo-
nierten Gratings in derselben Faser, mit B¢ ¢, = r B¢ mit r € R, bekannt.

Man sieht also, mit (5.59) und (5.60), dass gelten muss

E(ﬁGu Ta &UMax,sa Whax,p» g) = EG2 (T ﬁGv Tu &QMaX,S,GQ’ WMax,p,G2) CGQ) (561)
bek;rnnt bek;rrmt

“bekannt” bedeutet, dass die entsprechenden Groflen aus den Messungen der reflektier-
ten mittleren Intensititen (der Moden in der PMF Faser) hervorgehen, wie wir gesehen
haben.

Die Auflosung dieses Gleichungssystems liefert uns explizit die Werte fiir S5 und fiir 7T'.

Dies ist moglich wegen der besprochenen leichten nicht Linearitdt des optischen Me-
diums, siehe [23].

Einsetzen des Wertes von ¢ in (5.50) liefert somit explizit die numerischen Werte fiir
Exvs Exys Evo-

Einsetzen dieser Grofen in (5.58) bzw. in Tabelle 5.1 (mit S bzw. T') bzw. in (5.55)
liefert somit die expliziten numerischen Werte fiir den Strain Tensor, die somit bekannt
sind.

Wir haben somit €y, €y, €uu, €¢¢ rekonstruiert und kennen diese (numerischen) Werte
explizit.

auch hier soll gelten cq, = cpa, = It g, = sin? ag, -
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Man beachte auch immer (5.56) mit (5.57) bei der Bestimmung der Funktionen E
bzw. E.

Wir fassen diese Ergebnisse im folgenden zusammen.

5.4.3 Zusammenfassung der Rekonstruktion des
Strain Tensors

Zusammenfassend gilt also die

Behauptung 5.4.2 Wir haben somit den vollen Strain Tensor rekonstruiert® und ken-
nen explizit die numerischen Werte fiir ey, €xy, €vu, €cc, ausgehend von den reflektier-
ten mittleren Intensititen in der PMF Faser (also von den mittleren Intensititen der
ricklaufenden Moden in der PMF), mit der Methode die in diesem Text beschrieben und
hergeleitet wurde.

Man beachte die Ausdriicke in Tabelle 5.1 bzw in (5.55) die den Strain Tensor angeben,
in Funktion von bekannten Grofen.

Man beachte auch (5.50) fir die Eintrige des Dielektrizititstensors des belasteten
FBG.

Man beachte, wie immer, die Definition der Koordinatensysteme Oyv( und Oxyz.

Siehe Abbildung 4.1.

5.5 Optimaler Arbeitsbereich des Sensors

Wir wissen, dass der Sensor® den wir betrachten “am brauchbarsten” ist, falls die Si-
tuation von Abschnitt 5.2.1 vorhanden ist: wir brauchen dann keinerlei numerische Ver-
fahren anzuwenden und die Ergebnisse werden schnell, einfach und robust geliefert, wie
wir hergeleitet und gezeigt haben.

Mit Behauptung 5.1.3 wissen wir, dass diese Lage dquivalent ist zu dem Fall, dass sich
die Gauss Glocken g und g, nicht iiberlappen.
Siehe Abschnitt 5.2.1.

Hier wollen wir eine Bedingung herleiten um zu wissen, wann sich die Gauss Glocken
gs und g, nicht iiberlappen, so dass wir den optimalen Arbeitsbereich des Sensors ermit-
teln konnen.

AuBerhalb dieses optimalen Bereiches bzw. wenn sich die Glocken g, und g, iiberlappen
konnen wir aber natiirlich trotzdem zu einem brauchbaren Ergebnis kommen, mit Hilfe

60das soll heiflen, das wir eben die Elemente €xvs Exx> Cuus €¢¢ Kennen. ..
61also natiirlich das System, das wir bisher betrachtet haben, siche Abbildung 4.1...
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auch von numerischen Verfahren, wie wir ausfiihrlich in diesem Text gezeigt haben. Siehe
Abschnitt 5.2.2.

Wir wollen nun also den optimalen Arbeitsbereich des Sensors ermitteln, fiir den g,
und g, sich® eben nicht iiberlappen.

Dies bedeutet, dass
|WMax,s - wMax,p| > ]{Z(ZO') (562)

sein soll, sieche Behauptung 5.1.3. Es ist, wegen unseren Annahmen, k = 3.

Einsetzen von (5.32) und (5.33) in (5.62), liefert somit eine Bedingung die €, €y, €xo
und (g erfiillen miissen damit g5 und g, (als Funktionen von w) sich nicht tiberlappen
und damit also der Sensor optimal arbeitet.

Wenn wir nun die Gleichungen (3), (4), (8) und (14) aus [16] betrachten, und somit
Exxs €vvy Exo Und S in Funktion der Elemente des Strain Tensors ausdriicken®®, erhalten
wir eine Bedingung, die die Elemente des Strain Tensors erfiillen miissen, damit sich g,
und g, nicht iiberlappen.

Die Gleichungen aus [16] sind nochmals in Fufinote 56 auf Seite 96 aufgelistet, mit
Beriicksichtigung der in diesem Text iiblichen Notation®*.

Die so gefundene Bedingung (die natiirlich aus (5.62) folgt) ist eine Ungleichung: fiir
alle Strain Tensoren die diese Ungleichung erfiillen arbeitet der in diesem Text beschrie-
bene Sensor robust und optimal und “am einfachsten”, da sich eben g; und g, nicht
iiberlappen und somit die Ergebnisse aus Abschnitt 5.2.1 gelten, fiir die nur einfache
Schritte notwendig sind, ohne Einsatz von numerischen Verfahren, wie wir gezeigt ha-
ben.

Wir werden aber hier diese “Optimalitéitsbedingung” nicht explizit herleiten, da auch
die notwendigen Schritte einfach sind.

Man beachte aber in der Herleitung (5.56) und (5.57) und die genaue Definition des
(von uns verwendeten) Koordinatensystems Oxv(.

5.6 Wichtige Bemerkungen

In unserer Abhandlung ist Oxyz immer ein Koordinatensystem mit der iiblichen ge-
genseitigen Orientierung der Achsen, sieche Abbildung C.1. Siehe auch Fufinote 10 auf
Seite 166.

62als Funktion von w
53in unserem Koordinatensystem Oyv( natiirlich. ..

64siehe auch (5.56) und (5.57) mit der Bemerkung, dass e§<°37r = 0 wegen der Eigenschaften von Oxv(.
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Natiirlich gilt dies auch fiir Oyv(.
Auflerdem ist immer z = (, wie wir wissen, sieche Anhang C.

Es sind allerdings zwei Situationen moglich®, die in Abbildung 5.1 gezeigt sind.
Siehe auch Abbildung 4.1.

y U

Situation (1) Situation (2)

Abbildung 5.1: Die zwei Moglichkeiten fiir die Lage von Ozyz und Oxv(. Falls €,,, oder
€xy — €vv das Vorzeichen éndern, so erfolgt ein unstetiger Ubergang zwi-
schen den beiden abgebildeten Situationen. Dies widerspricht nicht phy-
sikalischen Gesetzen und ist kein Absurdum: es folgt aus unserer Nota-
tion

Es ist moglich das man unstetig von der einen Situation in die andere gelangt, wenn
€xw und/oder €, — €,, das Vorzeichen wechseln®.

Diese sprunghafte Unstetigkeit von o (mit einem Sprung von 7) ist aber nicht wider-
spriichlich und es folgt kein physikalisches Absurdum.
Die Lage folgt allein aus unserer Notation.

Wenn wir in Abbildung 5.1 (2) erst die Orientation der y Achse vertauschen (also y
durch —y ersetzen, und wir erinnern, dass falls ¢ Eigenvektor ist von ¢, dann ist auch —v
ein Eigenvektor (mit derselben Lénge) fiir denselben Eigenwert) und dann die Achsen

55und nur diese zwei. . .
66also von negativ positiv werden oder umgekehrt.
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umbenennen kehren wir zur Lage (1) zurtick.

Dies impliziert auch eine Umbenennung von €, und €, (also eine Vertauschung der
Werte) und, mit (3.27) und (3.28) eine Vertauschung von wyiax,s mMit wyax, (und umge-
kehrt), mit unserer Notation®’.

AuBlerdem wiirde o durch o — g ersetzt werden.

Es gilt
sin? (a — g) =1-sin*a (5.63)
Das bedeutet, dass mit (5.3) aus cay; = sin? @, cpey = sin’(a — 7)=1- sina = 1—cy
wird.

Entsprechendes gilt fiir 7', siehe (4.28).

Wir werden aber a posteriori sehen, dass so eine Vertauschung bzw. Uneindeutigkeit
keinerlei Konsequenzen auf die Ergebnisse haben wird, da diese in sich selbst transfor-
miert werden.

Siehe Behauptung 5.3.2 und (5.50).

Man sieht also sofort, dass wenn wir nicht a priori wissen ob die Situation (1) oder
(2) von Abbildung 5.1 eintritt, dies keine Rolle spielt fiir unsere Zwecke®.

Wir bestimmen mit der Methode die wir im Text hergeleitet haben die beiden Werte
fiir wyax ohne sie dem s oder p Symbol zuzuordnen. . .
Oder besser wir wahlen eine willkiirliche Zuordnung.

Wir bestimmen ¢ = ¢p wie in Abschnitt 5.2.2 oder mit (5.14) bzw. (5.15) beschrieben
(man beachte, dass eine Vertauschung von den wy,, Werten immer eine Vertauschung
von ¢ und 1 — ¢ zur Folge hat...).

Mit Behauptung 5.3.2 folgt dann aus der Losung (5.50) fiir alle Félle das korrekte
Ergebnis®.

Also stellt die Uneindeutigkeit kein Problem dar.

Dies erklart auch, warum in manchen Graphiken im Kapitel 6 die Funktionen g, und
gp bzw. 15 und ¢, vertauscht erscheinen.

In Wirklichkeit ist dies nur eine Frage der Notation™.

Wir werden diese Bemerkungen nicht mehr wiederholen.

67siehe Anhang C und die bisherigen Ergebnisse.
68]etztendlich beobachten wir keinen Unterschied
69%wobei €y nur im Betrag bestimmt wird.
“Ogpeziell von unserer Notation
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6 Numerische Beispiele

Wir wollen in diesem Kapitel einige numerische Beispiele angeben was die in diesem
Text hergeleiteten Ergebnisse betrifft.
Dies sowohl zur Verdeutlichung als auch zur Bekraftigung dieser Ergebnisse.

Wir fangen mit dem einfachen Fall an, dass auf das FBG keine Kraft einwirkt, und
studieren dann die Effekte der Krafteinwirkung auf das Material des FBG.

6.1 Keine Krafteinwirkung auf das FBG

Wir nehmen als erstes an, dass auf das FBG keine Kraft einwirkt, wie gesagt.
Es sei
L=5x10"m (6.1)
fiir die Lénge des Gitters.

Fiir die Dielektrizitdtskonstante des unbelasteten Materials gelte in Oyuv(

& =

F
1.46%¢) = 1.88475 x 107! — (6.2)
m

F
el = 1.88395 x 107! — (6.3)

m

und es sei P
Aeg = 2.58194 x 1071 — (6.4)

m

Wir berechnen nun die Antwort das Messsystems fiir dieses unbelastete Material.

Dazu setzen wir die Werte von el und e§32 fiir ¢, und €, ein in (1.39) und (1.38) und
setzen die gefundenen Ausdriicke in (3.25) ein und in die analoge Gleichung fiir den p
Modus.

Wir diirfen (4.20) und (4.21) dagegen nicht verwenden, da diese Gleichungen nur fiir
€xv 7 0 gelten, wie wir immer angenommen haben, explizit oder implizit.

Es ist natiirlich 4 = po und
Ba = % — 5.91836 x 108 m ™! (6.5)
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fiir das unbelastete Gitter (so ist ecc = 0), mit
A = 5.30822 x 107" m (6.6)

Der Betrag des Reflexionskoeffizienten pppg s ist in Funktion von w (in s7!) in Abbil-
dung 6.1 gezeigt. In Abbildung 6.2 ist nochmals |pppg s| zu sehen in Funktion von Ag (in

|OFBG S unbelastet|
0.8+

06

04

1.2155x 10 1.216x10"®° 1.2165x10®° 1.217x10®° 1.2175x10%

Abbildung 6.1: Der Betrag von pppg,s in Funktion von w (in s7!) fiir das unbelastete
FBG

m), gemifl (A.116). Man beachte das Maximum fiir Ay = 1.5497 x 107 m circa.

Die Breite der Glocke in Abbildung 6.2 ist etwas kleiner als 3 x 1071 m. An diesem
Wert kénnen wir uns orientieren fiir die Berechnung von o.

In Abbildung 6.3 ist auch der Verlauf von |pppg,| eingezeichnet (gestrichelte Linie)
in Funktion von w in s~!. Entsprechend ist in Abbildung 6.4 der Verlauf des Betrages
der beiden Reflexionskoeffizienten gezeichnet in Funktion von X (in m).

Man sieht, dass ohne Krafteinwirkung sich die beiden Glocken nicht iiberlappen. Auch
fiir hinreichend kleine Belastungen des FBG werden sich entsprechend die Glocken nicht
iiberlappen bzw. nur vernachliassighbar wenig iiberlappen.

Man sieht, dass fiir den Fall ohne Krafteinwirkung |prpg, nur eine Translation von
|prBG,s| ist.

Wir sehen, dass das Maximum fiir den Betrag des Reflexionskoeffizienten des p Modus
fiir Wellenldngen um 1.550 x 10—6m circa stattfindet.

Fiir die Werte der Maxima finden wir

Whaxs = 1.21636 x 10'° 57! (6.7)
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|0FBG sunbelastet|

08—

0.6

04

0.2+

L L | L L | L L | L L | L L L | L
1.549% 1076 1.5492x 10°° 1.5494x 10°° 1.5496x 107° 1.5498x 10°° 1.55%107° 1.5502x 10°°

Lo

Abbildung 6.2: Der Betrag von pppgs in Funktion von )¢ (in m) fiir das unbelastete
FBG

|orBG sunbeiastet] = StetigeLinie;; |pppg punbaasetl = — — — —

08

06

04

02

‘H 1
1.2155% 10%° 1.216x 10" 1.2165x 10%° 1.217x 10% 1.2175x 10%°

Abbildung 6.3: Der Betrag von prpg s und von pppg,, in Funktion von w (in s71) fiir das
unbelastete FBG. Fiir den p Modus gilt die gestrichelte Linie.
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|PFBG s unbelastet] = StEtigeLinie; |ppag punbetastetl = = — = =

0.8

0.4

\
v

a
1 1

L L L L L L |
1.5492% 1078 1.5494x10°° 1.5496% 10°°

L L |
1.5498x 1078

. .
1.5502x 1078

Ao

. . .
1.549x10°° 1.55x10°°

Abbildung 6.4: Der Betrag von pppg,s und von pppg,, in Funktion von ¢ (in m) fiir das
unbelastete FBG. Fiir den p Modus gilt die gestrichelte Linie.

AoMaxs = 1.54967 x 107%m (6.8)
WMaxp = 1.2161 x 10" 571 (6.9)
AoMaxp = 1.550 x 107%m (6.10)

wobei wir natiirlich (A.115) bzw. (A.116) berticksichtigt haben.
Fiir diese Werte gilt

lpFBGp(Whaxp)| = |prBG,s(WMax,s)| = 0.7673 (6.11)

Diese Ergebnisse sind graphisch in Abbildung 6.5 gezeigt.
Siehe auch die Bemerkungen aus Abschnitt 5.6.

Wir werden nun eine Kraft auf unser FBG einwirken lassen

6.2 Krafteinwirkung auf das FBG
6.2.1 Erstes Beispiel

Wir werden nun eine Kraft auf das FBG einwirken lassen, sieche Abbildung 4.1.
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|OFBG sunbelastet| = StEtigELINI€; |pEpG punbelastetl = = — — =
0.8
0.6

0.4

N

| I I L Vi

1.2158x 10% 1.216x 10 1.2162x 10%° 1.2164x 10'° 1.2166 x 10*®

Abbildung 6.5: Die Maxima der Betridge der Reflexionskoeffizienten fiir den s Modus
(stetige Linie) und den p Modus (gestrichelte Linie) in Funktion von w
in s~! fiir das unbelastete FBG.

Mit Hinblick auf (3), (4), (8) und (14) aus [16], siche Fuinote 56 auf Seite 96, nehmen
wir an, dass
pi = 0.11 Py = 0.25 (6.12)

Wir nehmen als erstes Beispiel an, dass
ey =107 6, =025x10"% ¢, =075x10"%  e; =0 (6.13)

um unsere Ergebnisse zu testen.

Die Bedeutung der Koordinatensysteme Oyv( und Ozyz ist die iibliche in diesem
Text, siche auch Abbildung 4.1.

Mit diesen Positionen folgt mit (5.56) und (5.57) und (6.2) und (6.3) und der Tatsache,

dass 6;03 =0:

F
€y = 1.88276 x 107" — (6.14)

F
€vo = 1.88341 x 1071 — (6.15)

m

F
6o = T7.0277 X 10716% (6.16)

und

Be = 5.91835 x 10° (6.17)
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in internationalen Einheiten.
Die Dielektrizitatskonstanten sind, wie immer in diesem Text, absolut.

Mit diesen Werten ergibt sich mit (4.20) und (4.21) im Hauptkoordinatensystem Ozyz
des belasteten Mediums des FBG

F
€, = 1.88342 x 1071 — (6.18)
m
1 F
e, = 1.88275 x 107* — (6.19)
m
und mit (4.23) folgt
Tis = sina = 0.99446 (6.20)
Damit ergibt sich, mit (5.36) dass
c = T2 = 0.988923 (6.21)

Es soll nicht verwundern, dass dieser Wert sich 1 ndhert und nicht 0, da die x Achse
nicht unbedingt zur y Achse tendieren muss, fiir « — 0, sondern eventuell auch zur v
Achse tendieren kann. Sieche Anhang C.3 und Abschnitt 5.6.

Mit (3.27) und (3.28) ergibt sich, siehe auch (5.32) und (5.33):

Whaxs = 1.21653 x 10'° 571 (6.22)

WMaxp = 1.21675 x 10 71 (6.23)
Umrechnung mit (A.115) bzw. (A.116) folgt

AoMaxs = 1.54945 x 107%m (6.24)

MoMaxpy = 1.54918 x 107 %m (6.25)

Die Reflexionskoeffizienten sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Wie wir sehen, haben wir
es mit einer leichten beginnenden Uberlappung zu tun.

Die Vertauschung der Kurven der s und der p Moden gegeniiber Abbildung 6.4 ist
hier korrekt und héngt allein mit der passenden Wahl von Zy und ¢, ab, sieche Anhang C
und Abschnitte C.3 und 5.6.

Der Verlauf von i5(\g), siehe (A.115) bzw. (A.116) und (5.2) ist in Abbildung 6.7 ge-
zeigt Die Punkte entsprechen den Werten fiir A pax,s und Ao max,p mit klarer Bedeutung.
Wie man sieht entsprechen diese Punkte nicht ganz den Werten fiir die 7, maximal wird,
wie wir wissen.

Wir diirfen hier annehmen, dass es keine Uberlappung gibt, da diese hinreichend klein
ist wie aus einfachen Bemerkungen folgt, siche Behauptung 5.1.3.

110



KAPITEL 6. ALESSANDRO BERNARDINI, MASTER'S THESIS. BETREUER: DIPL.ING. M.MULLER
LEHRSTUHL FUR MESSSYSTEM- UND SENSORTECHNIK, T.U. MUNCHEN, UNIV.PROF.DR.ING. A.W.KoCH W.S.2009/10

loraGsl = StetigeLinie; [pppg pl = — — — -

1.549x 1078 1.5495x 10°° 155%x10°®

Abbildung 6.6: Die Betriage der Reflexionskoeffizienten fiir den s Modus (stetige Linie)
und den p Modus (gestrichelte Linie) in Funktion von Ay in m fiir den
belasteten Fall aus Beispiel 6.2.1.

1s(Ag)
0.8+
0.6
0.4+
0.2
% 1 —— | . AO
1.549% 10°° 1.5495x% 10°° 1.55% 10°°

Abbildung 6.7: Die Funktion is(\g) (fiir Ag in m) fiir Beispiel 6.2.1. Siehe (5.2).
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ip(Ao)

0.8

1.549x 10°° 1.5495% 10°° 1.55%10°°

Abbildung 6.8: Die Funktion 4,(\g) (fiir Ap in m) fiir Beispiel 6.2.1. Siehe (5.4).

In Abbildung 6.8 ist dagegen 4, in Funktion von Xy zu sehen, siehe (5.4) und wie
immer (A.116). Die Punkte haben dieselbe Bedeutung wie oben.

Die Reihenfolge der Maxima ist korrekt anhand unserer Notation.
Die Punkte haben dieselbe Bedeutung wie fiir i,.

Das Verhaltnis ;—p ist in Abbildung 6.9 zu sehen, in Funktion von Ay (in m) um Xy =
Ao, Max,s herum. Fr Ao yax,s gilt mit (5.15)
1—c¢

by = = 0.011 (6.26)
C

Die Werte fiir Ao Max,s Und Ao Maxp (b2W. Whax,s Und wiraxp) sind leicht mit guter Appro-
ximation aus den Graphiken ablesbar, wie wir im Text besprochen haben.

Aus Abbildung 6.9 geht hervor, dass
by = = ~ 0.06 (6.27)
Zp )\O:AO,Max,s

Entweder wir nehmen in erster Approximation diesen Wert an, woraus sich ¢ = 0.943
ergibt (wie man sieht) oder wir wenden die Methoden von Abschnitt 5.2.2 an um ge-
nauere Ergebnisse zu erzielen.
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is(Ag) / 1p(Ag) UM Ag pax s (PUNKL)

0.10
0.08 -

0.06

0.04 -

0.02

I I I I I | I I I I | I I I I | I I I I AO
154944x 10°® 1.54945%x10® 1.54946x10°® 1.54946x 10°°

Abbildung 6.9: Die Funktion 7’;:5()\0) (mit A\ in m), fiir Beispiel 6.2.1 um Mg paxs (mit
Punkt dargestellt).

Diese Methoden sollten eventuell so abgeéindert Werden, dass wir Verlaufe wie in Ab-
bildung 6.1 beriicksichtigen konnen statt “reine” Gauss Glocken, mit klarer Bedeutung.
Dies ist nicht schwierig’.

Wir werden annehmen, dass wir den wahren Wert ¢ = T2 = sin® a = 0.988923 gefun-
den haben? um unsere Ergebnisse so zu testen. Siehe (6.21).

Einsetzen von (6.22) (6.23) (6.21) in (5.50) mit (6.17) ergibt, dass

F
lexo| = 7.0277 x 10710 — (6.28)
m
F
€y = 1.88276 x 107" — (6.29)
F
€oo = 1.88341 x 107 M — (6.30)
m

Wir finden so die korrekten Anfangswerte wieder, wie erwartet und erhofft. Siehe (6.14)-
(6.16).

Siehe auch die Bemerkungen aus Abschnitt 5.6 was die Anordnung der Glocken be-
trifft.

les konnen auch noch Filter eingesetzt werden, um unerwiinschte Frequenzbereiche auszublenden
2mit entsprechenden Methoden
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Wichtige Bemerkungen

Nehmen wir nun an, dass wir die Werte fiir A max,s/p falsch benannt haben (wir konnen
namlich aus den Messungen die genaue Reihenfolge nicht bestimmen, wie wir besprochen
haben. Siehe Abschnitt 5.6).

Nehmen wir also an die beiden Werte (fiir den s und den p Modus) seien (félschlicher
Weise) vertauscht worden. ..

Wir werden sehen, dass dies keinerlei Konsequenzen zur Folge hat und dass wir dassel-
be (korrekte) Ergebnis bekommen fiir die Elemente des Dielektrizitétstensors des FBG
(in Oxv( beschrieben, wie immer). Wir werden also die Ergebnisse von Abschnitt 5.6
verdeutlichen.

Es sei also im Folgendem
WMaxsvert = 1.21675 x 1017 571 (6.31)

WMaxpvert = 1.21653 x 10'? 571 (6.32)

Wir haben also die Werte vertauscht.

Mit diesen Werten folgt aus (5.15)
by vers = 16.22 (6.33)

wobei “vert” fiir die Vertauschung der “wahren” Werte fiir wyax steht.

Daraus folgt, mit klarer Bedeutung
Cyert = 0.058 (6.34)

Wir sehen dass
Cvert = 1—0.943 = 1—¢ (6.35)

ist, wobei ¢ der im voraus in diesem Abschnitt 6.2.1 angegebene Wert ist.
Dieser Wert ist aber, wie wir gesehen hatten, nur eine Approximation der Realitét.

Wir setzen daher, mit klarer Bedeutung
Cvert = 1 —c = 1—0.988923 = 0.0110772 (6.36)

Einsetzen dieser Werte® in der Losung (5.50) ergibt

F
lexo| = 7.0277 x 10710— (6.37)

m

3also der Werte fiir die “Vertauschung”
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€y = 1.88276 x 10711 — (6.38)
m
F

o = 1.88341 x 107! (6.39)

m
Wir sehen also, dass wir mit den “vertauschten” Werten dieselbe Losung erhalten wie
im voraus in diesem Beispiel®.

Dies Bekriftigt also die Behauptung 5.3.2 und die Aussagen aus Abschnitt 5.6.

Wir wissen auflerdem aus Abschnitt 5.2.2, dass die dort betrachteten Minimierungs-
probleme zwei (absolute) Losungen besitzen, namlich (5.19) und (5.20).

Aus Behauptung 5.3.2 (und aus Abschnitt 5.6 und aus dem hier betrachteten Bei-
spiel...) wissen wir, dass wir fiir die beiden Alternativen mit (5.50) dieselbe Losung
erhalten.

Wir kénnen daher fiir die Werte von wyax,s/p und ¢ willkiirlich eine der beiden Alter-
nativen wéhlen (die hier mit “vertauscht” oder nicht bezeichnet wurden) und erhalten
mit (5.50) immer die korrekte Losung.

Dies folgt aus der Tatsache das aus ¢ eben 1 — ¢ wird®. Siehe Abschnitt 5.2.

Daraus folgt sofort, dass bei der Durchfithrung der Messung es egal ist, ob wir wissen
bzw annehmen, dass Wyax,s = Waaxp Wahr ist oder umgekehrt: beide Alternativen fithren
zum selben korrektem Ergebnis®.

6.2.2 Zweites Beispiel

Wir betrachten nun ein Zweites, sehr interessantes Beispiel.
Dazu veridndern wir wie folgt die Parameter” von Beispiel 6.2.1:
ey =2%x107% e, =-03x10"7" ¢, =05%x10"% e =0 (6.40)

Mit analoger Vorgehensweise wie im vorherigen Beispiel ergibt sich fiir die Dielektri-
zitédtskonstante des FBG in Oyv(:

€y = 1.88257 x 107" (6.41)

o = 1.88252 x 107! (6.42)

Sl 3

4diese Tatsache gilt natiirlich im Allgemeinem, wie wir auch hier wieder betonen werden. . .
Swir erinnern auBerdem, dass 0 < ¢ < 1.

6da eben cyert = 1 — ¢. Siehe Abschnitt 5.2.

"die nicht angegebenen GroBen sind dieselben wie im Beispiel aus Abschnitt 6.2.1.
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_16 F
€o = —8.43324 x 10 — (6.43)
m
Es ist B¢ = 5.91835 x 10° wie im vorhergehenden Beispiel.
Es ergibt sich
Tis = sina = 0.795796 (6.44)
und somit
c = T2 = 0.633291 (6.45)
Des weiteren ist
AoMaxs = 1.54906 x 10~%m (6.46)
und
MoMaxp = 1.54913 x 107 m (6.47)

und hier findet keine Inversion der Reihenfolge statt.

Siehe Auch Behauptung 5.3.2 und Abschnitt 5.2.

Fiir diese Werte iiberlappen sich die Gauss Glocken, so dass die entsprechenden Pa-
rameter nicht mehr auf einfache Weise aus den Verldufen von i, und ¢, rekonstruiert

Werden konnen.

Wir gehen daher vor wie in Abschnitt 5.2.2 beschrieben.

Die Reflexionskoeffizienten sind in Abbildung 6.10 zu sehen.

Der Verlauf von i4 ist in Abbildung 6.11 dargestellt.

Der Verlauf von 1, ist in Abbildung 6.12 dargestellt.

Der Verlauf von Z’—p in Funktion von )¢ (in m) ist in Abbildung 6.13 zu sehen.

Es ergibt sich, mit (4.20) und (4.21)

F
€, = 1.88245 x 107 —
m

und

—11 F
e, = 1.88263 x 10711 —
m

Wir gehen nun vor wie in Abschnitt 5.2.2 angegeben.

(6.48)

(6.49)

Wir erinnern aufferdem an die Tatsache, dass statt Gauss Glocken fiir g5 4 und g, a
zu wihlen, wir auch eine Translation der Funktion aus Abbildung 6.2 wihlen konnten,

Funktion die uns vollsténdig bekannt ist mit (3.25), fiir den unbelasteten Fall.
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lPrecsl = StetigeLinie; [ppgg pl = — — — —

Abbildung 6.10: Die Betrige der Reflexionskoeffizienten fiir den Fall aus Abschnitt 6.2.2.

is(AO)

08F

| 1 n " N — L L ! AO
1.549% 1076 1.5495x% 1078 1.55% 10°°

Abbildung 6.11: Der Verlauf von i4(\g) fiir das Beispiel aus Abschnitt 6.2.2. Wellenlange
in Meter.
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ip(Ao)

0.8

— L L L L ! AO
1.549x 10°° 1.5495%x 108 1.55% 107

Abbildung 6.12: Der Verlauf von 4,()¢) fiir das Beispiel aus Abschnitt 6.2.2. Wellenlénge,
wie immer, in m.

is(Ag) / 1p(Ao)
20r

I I I | I I I | I I | | AO
1.5485x 1078 1.549x% 10°° 1.5495x% 10°° 1.55x 1078

Abbildung 6.13: Der Verlauf von ng;\\gg fiir das Beispiel aus Abschnitt 6.2.2. )\ ist, wie

immer in m angegeben.
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Diese Translation soll so konstruiert sein, dass das absolute Maximum gerade fiir
Ao, Max,i,A vorkommt, 7 = s, p, mit klarer Bedeutung®. Ganz analog zu dem Fall mit den
Gauss Glocken.

Fiir dieses Beispiel wihlen wir dennoch Gauss Glocken fiir g 4 und g, 4 und wir wer-
den schen, dass die Wahl zufriedenstellend ist”.

Als passende Werte ergeben sich
o = 100 x 1072 m (6.50)

und
m ~ 0.8 (6.51)

Die Bedeutung der Symbole ist dieselbe wie in Abschnitt 5.2.2, nur dass wir hier die
GroBlen in Funktion von \g = Ay (der Wellenldnge des benutzten Lichtes im Vakuum)
angeben und nicht von w.

Somit ergibt sich

2
(Ao—*0,Max,i,A)

Gi.A(A0; Ao Max,ia) = me 207 1=35,p (6.52)

wobei Ao wMax,i 4 €in Parameter ist und A wie iiblich fiir alternativ steht.

In Abbildung 6.14 ist ein Vergleich zu sehen zwischen dem tatséchlichen Verlauf des
(Betrags des) Reflexionskoeffizienten und seiner Approximation mit einer Gauss Glocke
des Typs (6.52).

Die Maxima werden in der Abbildung natiirlich fiir denselben Wert angenommen
um einen Vergleich zu ermoglichen. Fiir beliebige Situationen werden wir entsprechende
Translationen der Verldufe von Abbildung 6.14 vorfinden.

Eine numerische Losung des Minimierungsproblems (5.25), wobei wir als Integrations-
intervall [1548.9 x 107 m, 1549.3 x 1072 m] wihlen'!' (statt R, ), ergibt die Werte

Ao Max.s, Aopt = 1.54907 x 107%m (6.53)
NoMaxpAopt = 1.54914 x 107%m (6.54)
Caopt = 0.5 (6.55)

die den Tatsdchlichen Werten fiir Ao max,s und Agnaxp und ¢ sehr nahe kommen. opt
steht hier fiir “optimal”, und betont die Tatsache, dass die betrachteten Werte Losung

8siche auch weiter Vorne und vergleiche mit Abschnitt 5.2.2.

9der Buchstabe A soll fiir alternativ stehen.

OWir erinnern aber, dass fiir das unbelastete System die Mittelwerte bekannt sind.
Hnatiirlich mit Ag als Integrationsvariable
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|pFBG,sunbe|ma| = Setige Linie; gs,A(AO; AO,Max,s, unbdasa) =-—---

0.8

06

0.4

P
—1

1.549x10°° 15492x10°®  15494x10°°  15496x10°°  1.5498x107° 1.55x107° 1.5502x 107°

Ao

Abbildung 6.14: Approximation des Reflexionskoeffizienten (stetige Linie) durch eine
Gauss Glocke (gestrichelte Linie). In der Abbildung sind die Werte fiir
das unbelastete System zu sehen. Bei Belastung findet eine Translation
statt.

des Minimierungsproblems (5.25) sind.

Wir hétten auch (5.28) losen konnen: in diesem Fall wihre es aber vielleicht besser
gewesen Translationen von (bekannten !) Funktionen des Typs von Abbildung 6.2 statt
Gauss Glocken zu benutzen, fiir gs 4, g, 4, da wir ansonsten hohe Schwankungen hétten.

In Abbildung 6.15 ist der Verlauf von ¢, im Vergleich zu dem von i, 4 optimal gezeichnet.

is,A,0ptimal fOlgt natiirlich aus der rechten Seite von (5.16) nach Einsetzen der optimalen
Werte (6.53) (6.54) (6.55), mit (6.52).

Ao ist wie immer in m.

Abbildung 6.16 zeigt die einzelnen “Bestandteile”, also die Summanden, aus denen
is(Ao) bzZW. @5 4 optimal(Ao) bestehen, mit klarer Bedeutung.

Fiir 45 4 beobachten wir “echte” Gauss Glocken im Gegensatz zu ¢, geméfl der bishe-
rigen Abhandlung.

Falls wir dagegen das Problem (5.28) betrachten wiirden, wire es empfehlenswert ent-

weder i, und 7, zu glétten oder gs 4 und g, 4 als eine passende Translation der bekannten
Funktion in Abbildung 6.2 zu wihlen. Siehe (3.25) fiir den analytischen Ausdruck dieser
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0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

is = stetigeLinig; ig o optimal = ————

P T e T T T T T S ST IS T T S A e SO S S|

: A
L5487x10°  15488x10°  15480x10°  1549x10°  15401x10°  15402x10°  15403x10°°  15494x10°C

Abbildung 6.15: Der Vergleich von dem tatséchlichen Verlauf von ¢, und von dem Verlauf

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

VOI I5 A optimal: dieser wurde durch den beschriebenen Minimierungs-
algorithmus bestimmt, mit der Annahme, dass g; 4 und g, a Gauss
Glocken sind. Siehe auch die rechte Seite von (5.16) und (6.52)

Bestandteile von is (stetig) und vonig  optimal( ——— Linie)

=

| I —1 Aﬁ%

1.5489% 107° 1.549%107° 1.5491x 1076 1.5492% 1076 1.5493x 10

Abbildung 6.16: Die einzelnen Summanden aus denen i; und ¢ 4 optimal Destehen. Fiir 5 4

haben wir Gauss Glocken. i, besteht dagegen aus Funktionen des Typs
wie in Abbildung 6.2 gezeigt (jeweils mit ¢ und 1 — ¢ multipliziert. .. ).
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Funktion.

Auch sollte das Integrationsintervall [a, b] zur Berechnung der Funktionsnorm passend
und nicht zu gro§ (aber auch nicht zu klein) gewéhlt werden, damit der numerische
Algorithmus gut arbeiten kann. Das Integrationsintervall soll gerade den Bereich um-
schliefen in den 45 und 4, nicht verschwindend gering sind (diese Gréflen sind aus der
Messung bekannt).

Mit (5.50) erhalten wir schliefllich

F

leyo| = 8.43324 x 10716 — (6.56)
F

€y = 1.88257 x 107" — (6.57)
F

€ = 1.88252 x 1071 — (6.58)

Wir finden also wie erwartet und erhofft die Werte (6.41) (6.42) und (6.43) wieder.
Man beachte auch immer Behauptung 5.3.2.
Die Rekonstruktion des Strain Tensors erfolgt dann wie in Abschnitt 5.4 beschrieben.
Siehe auch die Bemerkungen aus Abschnitt 5.6.

Wichtige Bemerkungen

Es gelten hier dieselben Bemerkungen wie fiir das Beispiel in Abschnitt 6.2.1.
Eine analoge Vertauschung der Werte fiir wyp., ergibt auch hier ¢y =1 — c.

Mit (5.50) folgen auch hier dieselben Werte fiir die Elemente des Dielektrizitatstensors
des FBG (in Oxv() wie im “unvertauschtem” Fall'?, gem#f 5.3.2.

Deswegen gelten dieselben Bemerkungen wie in Abschnitt 6.2.1.

12nd wir betonen nochmals, dass dies im Allgemeinem gilt
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Das wichtigste Ergebnis dieses Textes ist die Rekonstruktion des Dielektrizitéitstensors
geméf (5.50). Siehe auch die Behauptung 5.3.1 in Kapitel 5.

Wichtig ist natiirlich auch die Ermittlung von wyaxp, und wiyaxe und ¢ = cp = T =
sin? & mit den Methoden die wir in Abschnitt 5.2 beschrieben haben.

Insbesondere der Fall aus Abschnitt 5.2.2 fiir den sich die “Glocken” iiberlappen ist
interessant.
Die Methoden von Abschnitt 5.2.2 kénnten sich somit als wichtig erweisen.

Der Strain Tensor wird in Abschnitt 5.4 rekonstruiert.
Abschnitt 5.4.2 gibt wichtige Ansétze zur Bestimmung von 35 und der Temperatur.

Abschnitt 5.5 beschreibt eine Gleichung mit der der optimale Arbeitsbereich des Sen-
sors (moglicherweise) festgelegt wird, falls die numerischen Methoden sich nicht als ro-
bust erweisen sollten.

Es ist wichtig, dass die hier beschriebenen und hergeleiteten Ergebnisse durch Simu-
lationen und Labormessungen bestéatigt werden.

Es ist auch wichtig, dass die numerischen Methoden die in Abschnitt 5.2.2 beschrie-
ben worden sind optimal implementiert werden. Dazu gehort eine Passende Wahl fiir
gs.a und g, 4 (Gauss Glocken oder Translationen von bekannten Funktionen des Typs
(3.25) wie in Abbildung 6.1 dargestellt) und eine Passende Wahl des numerischen Inte-
grationsintervalls [a, b] € R, fiir die Berechnung der Funktionsnormen zur Lésung von
(5.25) (mit ]a, b] statt R, natiirlich, wie besprochen) bzw. von (5.28).

Wir haben diese Themen im Text besprochen in Abschnitt 5.2.

Die passende Wahl des numerischen Algorithmus ist auch wichtig: in Frage kommen
Varianten des Gradientenverfahrens oder andere Algorithmen zur Suche nach Minima.

123



A Elektrodynamische Grundlagen

A.1 Fundamentale Gleichungen

Elektromagnetische Phéanomene sind von den Maxwell Gleichungen beschrieben, siehe

2]

V-D = p (A.1)

V-B =0 (A.2)
- OB

VxH = f+88—1; (A.4)

wobei die Symbole folgende Bedeutung besitzen, mit entsprechenden internationalen
MafBeinheiten

£ elektrische Feldstirke in Volt/meter V/m

H magnetische Feldstirke in Ampére/meter A/m

B magnetische Induktion in Weber /meter? Wb/m? (A5)
D dielektrische Verschiebung in Coulomb/meter? C/m?

J  Stromdichte in Ampére/meter? A/m?

p Ladungsdichte in Coulomb/meter? C/m3

Diese Groflen sind im Allgemeinem abhéngig von der Zeit ¢ und von der Position 7.

Um die Maxwell Gleichungen zu deuten ist es wichtig die vektoranalytischen Glei-
chungen (B.2) und (B.8) zu betrachten.

Aus dem Satz von Gauss (B.2) wird ersichtlich, dass die Maxwell Gleichungen implizie-
ren, dass es keine Quellen fiir die magnetische Induktion gibt, wiahrend die dielektrische
Verschiebung die elektrische Ladung als Quelle besitzt.

Aus (B.8) wird ersichtlich, dass die Maxwell Gleichungen implizieren, dass das Li-
nienintegral von £ entlang einer infinitesimalen geschlossenen Linie' s (Rand von einer
infinitesimalen Fliche S) von der Zeitvariation der magnetischen Induktion abhéngt.

Loder besser die Wirbelstérke limg_.q % §, 80 - Ads gemiB (B.g).
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Analoges gilt gemaf (B.8) fiir die magnetische Feldstirke gegeniiber der dielektrische
Verschiebung, wobei aber zusétzlich eine Abhéngigkeit zur Stromdichte besteht.

Es erscheint daher natiirlich, dass sich elektromagnetische Ph&nomene in Wellen aus-
breiten: eine zeitliche Variation des magnetischen Feldes verursacht in ihrer Umgebung
eine Variation der elektrischen Feldstiarke (bzw. des Linienintegrals der elektrischen
Feldstérke). Dies wiederum erzeugt letztendlich eine zeitliche Variation des magneti-
schen Feldes in der Umgebung, und so baut sich eine Welle auf die sich ausbreiten kann.

Es gelten die Fundamentalen Relationen:

—

D = e+7P (A.6)
B = uwH+M (A.7)
wobei die Symbole folgende Bedeutung haben:

Polarisierung

P
M Magnetisierun
& s (A.8)

€0 Dielektrizitdtskonst. des Vakuums in Farad/meter ¢, = 1306;9 F/m

to Permeabilitiitskonst. des Vakuums in Henry/meter po = 4710~" H/m

Polarisierung und Magnetisierung sind Funktionen der Zeit ¢ und der Position 7. Mit
ihnen beschreibt man elektromagnetische Phénomene in Materialien.

Fiir lineare, stationire, nicht Zeit-dispersive und nicht Raum-dispersive Medien?, gilt:

D(Ft) = e(f)-EF 1) (A.9)
B(it) = w(r)-H(7) (A.10)
JFt) = a(@-EF 1) (A.11)

wobei die Symbole folgende Bedeutung haben:

absolute tensorielle Dielektrizitatskonstante des Mediums

Ien

absolute tensorielle Permeabilitétskonstante des Mediums (A.12)

ISHIRS

tensorielle Leitfahigkeit des Mediums

Wir erldutern die Bedeutung dieser tensoriellen Grofien, anhand von e.

Die Gleichung (A.9) bedeutet nur, dass es eine lineare Abbildung gibt (fiir jeden Punkt
7 des Raumes), so dass D(7) die Abbildung von £(7) ist®. Diese lineare Abbildung wird

2und die sich nicht bewegen
3eben durch die betrachtete lineare Transformation
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durch e symbolisiert. Wenn ein Koordinatensystem festgelegt ist, kann man bekanntlich
die gegebene Lineare Abbildung mit Hilfe von einer Matrix (Tensor der zweiten Ord-
nung) repriasentieren. Daher die Bezeichnung “tensoriell”. Im Folgenden betrachten wir
als Beispiel Gleichung (A.9).

Sei ein orthonormales Koordinatensystem ¢, g2, g3 gegeben, wobei fiir jeden Punkt P
der Raumes (der durch 7 beschrieben wird) ein System von drei orthogonalen Einheits-
vektoren (ein System von orthonormalen Vektoren) definiert ist

Gi0(7),  Goo(7),  Gzo(7) (A.13)
Bekanntlich gilt dann fiir cine vektorwertige Funktion der Position A(7) dass
A() = Au(Pino(7) + As(7)dao7) + As(7)dso(7) (A.14)

mit A;(7) = A(7) - Gio(7), i = 1,2, 3.
Das Koordinatensystem kann beliebig sein (z.B. kartesisch, zylindrisch, sphérisch).

Mit dieser Notation bedeutet (A.9):

D, €11 €12 €13 &
DQ = €21 €29 €923 52 (A15)
D3 €31 €32 €33 Es

wobei alle Groen von der Position 7 abhéngen (D; und &;, ¢ = 1,2, 3 sind zusétzlich
von der Zeit t abhéngig).

€(7) wird also in einem Koordinatensystem g1, g, g3 durch eine 3 x 3 Matrix (Tensor
der zweiten Ordnung) beschrieben

€11 €12 €13
g = €21 €929 €923 (A16)
€31 €32 €33

wobei das Symbol = bedeutet das wir € mit der angegebenen Matrix identifizieren solange
wir das Koordinatensystem ¢, g2, g3 betrachten.

Diese Matrix ist immer symmetrisch?, wie wir in (A.45) gezeigt haben und sie besteht
aus reellen Elementen, wie man sofort sieht.

In einem anderen Koordinatensystem ¢, g, q/3 miissen entsprechende Transformatio-
nen durchgefiihrt werden, so dass die Matrix Représentation von € verschieden sein wird.
Die Gleichung (A.9) behilt aber natiirlich ihre Giiltigkeit, so wie auch (A.15) wenn alle
GroBen im neuen Koordinatensystem betrachtet werden.

4also fiir alle Koordinatensysteme
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Oft sucht man ein Koordinatensystem in dem e durch eine diagonale Matrix re-
priasentiert wird, so dass die Berechnungen vereinfacht werden. Dieses Koordinaten-
system ist ein orthonormales Kartesisches Koordinatensystem, da e im Allgemeinem
symmetrisch ist wegen (A.45) und aus reellen Elementen besteht (auch in transformier-
ten Gleichungen mit komplexen Vektoren wie wir sehen werden). Wir sprechen vom
(orthonormalem Kartesischen) Hauptkoordinatensystem.

Ausgehend von einem beliebigen (orthonormalem Kartesischen) Koordinatensystem
existiert immer eine Kongruenzabbildung (bestehend aus Spiegelungen und/oder Dre-
hungen) die uns das Kartesische orthonormale Hauptkoordinatensystem liefert, in dem
¢ diagonal ist.

Dies folgt aus der Tatsache, dass es fiir eine reelle und symmetrische Matrix immer
ein Orthonormalsystem gibt aus Eigenvektoren der Matrix (in diesem Fall fiir den drei-
dimensionalen Raum R3.).

Siehe ein Text iiber Lineare Algebra, z.B. [6].
Analoge Bemerkungen gelten auch fiir © mit entsprechenden Gleichungen.

Mit den angegebenen Gleichungen (die ein System von partiellen Differentialgleichun-
gen formen) kann im Prinzip ein elektromagnetisches Problem gelost werden, dass heif3t
dass das elektromagnetische Feld und dessen Ausbreitung im Raum berechnet werden
kann, in Abhéngigkeit von der Zeit. Um dies auf eindeutige Weise zu tun, miissen jedoch
Anfangs- und Randbedingungen gegeben sein. Voraussetzung ist natiirlich, dass man das
System von partiellen Differentialgleichungen 16sen kann, analytisch oder numerisch. Oft
werden nur bestimmte Losungen gesucht, z.B. so genannte ebene Wellen, die bestimmten
Anfangs- und Randbedingungen entsprechen.

Im Folgenden betrachten wir spezielle Randbedingungen, die es ermoglichen elek-
tromagnetische Phénomene zu beschreiben im Ubergang zwischen zwei lokal-homogene
Materialien. Dieser Ubergang entspricht z.B. der Situation von Medien die aus diinnen
homogenen Schichten bestehen. Man denke auch an eine Lichtwelle die sich aus dem
Vakuum (oder aus der Luft) in ein Kristall (oder in Glas) fortsetzt.

A.2 Randbedingungen an Grenzschichten

Betrachten wir zwei Medien die zumindest lokal als homogen gelten und die (lokal) durch
eine Grenzflache X getrennt sind. Im Ubergang iiber die Grenzschicht verdndern sich die
Eigenschaften der Medien (Materialien) unstetig.

Im Ubergang zwischen den zwei homogenen Medien gilt:

—

A (Dt =D = pg (A.17)
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wobei, mit Beziehung auf Abbildung A.1, 1?’ die dielektrische Verschiebung nahe der
Trennfldche ¥ im Medium 2 darstellt und D~ die dielektrische Verschiebung nahe der
Trennfléche > im Medium 1 darstellt.

Medium 2

Abbildung A.1: Ubergang zwischen zwei homogene Medien.

n ist die Normale von der Trennfliche ¥ die vom Medium 1 in Richtung vom Medium
2 zeigt, wie in Abbildung A.1 dargestellt.

ps ist die Oberflichenladungsdichte in C'/m?.

Falls die Medien keine perfekten Leiter sind (was bei Glasfasern zutrifft) gilt also

- (DY =D7) =0 (A.18)

analog gilt . .
n-(BF—B7) =0 (A.19)

Das heifit dass die normale Komponente von D und B stetig ist am Ubergang zwischen
zwei Medien (im Falle von D diirfen die Medien keine perfekten Leiter sein).

AuBerdem gilt:

Ax (HY—H") =0 falls die Medien keine perfekten Leiter sind (A.20)
und . .
nx(ET—E7)=0 (A.21)
das heifit: . .
H,” = H, falls die Medien keine perfekten Leiter sind (A.22)
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und

—

Er =& (A.23)
wobei t die tangentiale Komponente entlang der Trennfliche ¥ der Medien darstellt.

Das Symbol + (bzw —) bedeutet, dass die Grofie nahe der Trennfliche im Medium 2
(bzw 1) betrachtet wird.

Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Elektrodynamik sei [2], [1] und [3] erwédhnt.
Fiir einen verstindlichen Beweis® der Ergebnisse die in dieser Sektion beschrieben
wurden, siche ebenfalls ein Standardtext der Elektrodynamik, wie z.B. [2].

A.3 Elektrostatische Felder und Energie

A.3.1 Elektrostatisches Potential

Fiir ein elektrostatisches Feld gilt, gemafl (A.3), dass
VxE=0 (A.24)
also ist eine elektrostatisches Feld wirbelfrei.
GemifB Sektion B.3 existiert also (in einfach zusammenhéngende Gebiete) ein elektro-

statisches Potential V), so dass .
E=-VV (A.25)

A.3.2 Elektrostatische Arbeit

—

In einem vorhandenen elektrostatischen Feld £(7) wird auf eine Punkt férmige Ladung
q folgende Kraft ausgeiibt

F =q& = —qVV = —V(¢V) (A.26)

Falls sich diese Ladung ¢ von 7, nach 7, bewegt® (ohne dass sich restliche Ladungen
bewegen konnen bzw. fiir infinitesimale Probeladungen g = dq) wird folgende Arbeit A

geleistet:
7 . 7 R 2 .
A:/F-d§:/q€-d§:q/ E-ds =
7 1 1

0

. ‘& y (A.27)
——q [ Vveds = —q [ Tds = —qVIE = a V() - Vi)

Sdieser Beweis ist nicht schwierig und folgt leicht mit Hilfe der Ergebnisse von Sektion B.1 wenn man
die Maxwell Gleichungen betrachtet: dazu wahlt man eine geeignete Region um die Grenzschicht
herum, betrachtet dort die Maxwell Gleichungen, wendet die Ergebnisse von Sektion B.1 an und
bildet schliefllich den Grenziibergang fiir immer “diinner” werdende Regionen um die (unstetige)
Grenzschicht. So erhélt man leicht die beschriebenen Bedingungen. Siehe eben ein Standardtext der
Elektrodynamik um eine ausfiihrliche Beweisfiihrung, z.B. [2].

Sdiese Bewegung sollte unendlich langsam erfolgen, so dass wir immer in einer (quasi)statischen Si-
tuation bleiben
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wobei wir (A.25) und (B.6) benutzt haben und die Tatsache, dass dsS = ds§ mit §
Einheitsvektor.
Die Integrale sind weg unabhéngig, da das elektrostatische Feld wirbelfrei ist.

Das elektrostatische Feld & wird berechnet ohne den Einfluss der Ladung ¢ mit ein-
zubeziehen. ¢ soll sozusagen kein Einfluss auf £ besitzen, und das eigene Feld von ¢ soll
vernachlassigbar sein. Dies ist physikalisch sinnvoll fiir infinitesimale Probeladungen dgq
oder fiir den Fall das das Feld € von einer fixen Ladungsverteilung erzeugt ist die nicht
von q gestort wird.

A.3.3 Elektrische Feldenergie in dielektrischer
Materie

Wir wollen hier die Herleitung des Ausdruckes fiir die elektrische Feldenergie in dielek-
trischer Materie présentieren. Diese Herleitung ist nicht in allen Texten iiber elektroma-
gnetische Phénomene zu finden.

Wir lehnen uns im Folgenden an die Abhandlung von [1] an.

Die Feldenergie kann aus der Arbeit bestimmt werden, die notwendig ist, um alle
Ladungen aus dem Unendlichen an ihren Platz im Endlichem zu bringen, wobei wir an-
nehmen, dass sich das (eventuell nicht homogenes und/oder nicht isotropes) vorhandene
Dielektrikum schon in seiner endgiiltigen Position befindet.

V,(7) sei das (elektrostatische) Potential, das durch eine schon an ihrem Platz gebrach-
te Ladungsverteilung p(7) und die dadurch im Dielektrikum hervorgerufene Polarisation
erzeugt wird. Die ganze rdumliche Verteilung des Potentials und der Ladung ist von
Interesse.

Durch Hereinbringen” der zusitzlichen Ladungsdichte Ap wird das Potenzial V in
Vo, abgewandelt (in jedem Punkt des Raumes). Ap soll eine hinreichend kleine Verénderung
reprasentieren, und das Symbol A steht hier fiir eine (kleine) Differenz.

Dazu muss das System der bereits vorhandenen Ladungen an der nach 7 (in das
Volumenelement d7) zu bringende Ladung Ap dr die folgende Arbeit leisten (man siehe
(A.27)), die der Energie des Feldes verloren geht®:

AA = —Apdr V,(7) (A.28)

"wobei dieser Vorgang als (quasi)statisch angesehen werden soll.

8Man bedenke, dass die Effekte der Polarisation des Mediums in V, beriicksichtigt sind. So muss die
Polarisation nicht explizit im Ausdruck vorhanden sein. Die Variation der Polarisation durch das
Einbringen der zusétzlichen Ladung Ap wiirde nur Terme héherer Ordnung zu A A liefern. Siehe [1].
Beziehungsweise, der Beitrag zu AA den die Verinderung der Polarisation hervorruft (in Beziehung
auf das Hereinbringen der Ladung Apdr im betrachteten Punkt 7 aus dem Unendlichen), ist ver-
schwindend Klein gegeniiber dem Beitrag der geleistet wird um die Ladung selbst hereinzubringen.
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In (A.27) wurde natiirlich ¢ = Apdr eingesetzt und es wird berticksichtigt, dass V(o0) =
0.

Die Arbeit AA wird geleistet, um die Ladung Apdr aus dem Unendlichen in den
Punkt 7 zu bringen.

Diese Arbeit (Energie) wird vom elektrostatischen Feld geleistet und geht so dem
elektrischen Feld verloren. Das heif3t

AWe = —AA (A.29)

wobei We die Gesamtenergie des elektrischen Feldes ist. Das A représentiert hier nur die
Energiedifferenz die fiir das Hereinbringen der Ladung Apdr in den Punkt 7 gegeben
ist, also nur die Energiedifferenz fiir eine kleine (infinitesimale) Ladungsdifferenz Ap dr
in einem Punkt des Raumes !

Aus (A.1) folgt fiir jeden Punkt des Raumes
Ap = V- (AD) (A.30)

wobei A mit klarer Bedeutung eine (kleine) Differenz représentiert.

Um also in allen Punkten des Raumes 7 die Ladung von p(7) nach p(r) + Ap(7)
zu bringen (aus dem Unendlichen) benétigt das elektrische Feld die Energie (7 ist der
gesamte Raum):

AWERaum /AWE = /Ap fjv (fde =

i (A.31)

:/V (ADVdT—/ VADdT—/AD-VVpdT:
:]{ -(V,AD )dS—i—/S - ADdT = AWe Raum

R

wobei wir (A.29), (A.28), (A.30), (B.13), (B.2), (A.25) verwendet haben.

Das Oberflachenintegral das aus dem Satz von Gauss (B.2) resultiert ist vernachléssigbar
(— 0) falls S — S, also fiir Oberflichen die hinreichend grof sind und den gesamten
Raum einschliefen”.

10

Um nun die gesamte Ladungsverteilung pe,q zu erzeugen ergibt sich, mit klarer

Bedeutung
ﬁend end
WS,Raum,end = / AVVE,RaLum = / /5 ADdT =
0

end _’
/ / - dDdr

(A.32)

9mit einem Grenzwertiibergang natiirlich.
0am Anfang waren alle Ladungen im Unendlichen
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wobei wir dD schreiben, statt Aﬁ, mit AD — dD. We Raum,end gibt die gesamte Energie
des elektrischen Feldes wieder, im gesamten Raum, mit der betrachteten (End)Verteilung
der Ladungsdichte.

Die Bedeutung der Integrale ist klar: wir Integrieren einerseits iiber den gesamten
Raum 7 und andererseits betrachten wir die gesamte Entwicklung der dielektrischen
Verschiebung, die natiirlich durch die Zeit parametrisiert wird. Die Vertauschung der
Integrale ist begriindet. Alle Groflen sind implizit von Position und Zeit abhéngig.

Im Folgenden schreiben wir der Einfachheit wegen £(D) = 6_';)(23) da das Feld in
jedem Punkt nur von der dielektrischen Verschiebung abhiingt!!, wenn auch nicht un-
bedingt auf eindeutige weise (bei zeitdispersiven Medien): man denke an das Phinomen
der Hysterese.

Wir setzen

We Raum End = / wedT (A.33)

mit

—

Dend SN =
ws — / (D) . ap (A.34)
0

Wir interpretieren we als elektrische Energiedichte im Dielektrikum (im Punkt 7 und im
betrachteten (End)Zeitpunkt).

Diese Interpretation ist physikalisch Sinnvoll: wir kommen auf dasselbe Ergebnis wenn
wir z.B. planare Kondensatoren betrachten und auch das Poynting Theorem bekréftigt
diese Interpretation. Gleichung (A.34) gilt auch im allgemeinen elektrodynamischen Fall,
fiir nicht elektrostatische Felder.

Die Bedeutung des Integrals in (A.34) ist offensichtlich, ndmlich:

’

t
we = we(F,t) = / E(Ft) 0 D(7,t') dt (A.35)
0

ot

Wir formen Gleichung (A.35) folgender massen um, mit einfachen und offensichtlichen
Berechnungen

t
we = we(Ft) = /0 {% [5(?,t')~ﬁ(ﬁt')] D7 1) - %g(F,t')}dt' -
= l g N (ﬁt) g ’ pg ’
- [S(F,t)-D(F,t)] —/ D7, t) - dE(7,t)
0

mit der Bemerkung, dass wg(7,0) = 0.

Hgiehe (A.30) mit der iiblichen Bemerkung, dass A eine Differenz symbolisiert, und nicht den Laplace
Operator. Siehe auch (A.9).
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Die elektrische Energiedichte wg ist in einem zeitdispersivem Medium keine Zustands-
funktion, sondern héngt von der Transformation ab, die gewahlt wurde um nach dem

—

(End)Wert £(7,t) zu gelangen. Man denke an die Hysterese.

In einem linearen, stationéren, eventuell anisotropen aber nicht zeitdispersivem Me-
dium ist die Energiedichte wg eine Zustandsfunktion, sie héngt also nur vom Endwert
von & (7,t) ab, egal auf welchem Weg dieser erreicht wurde. Damit folgt, mit klarer
Bedeutung, und unter Beriicksichtigung von (A.36), dass

%ﬁ-dﬁ =0 (A.37)
fiir jede geschlossene Transformation c.

Aus der Vektoranalysis (sieche auch (B.8)) bzw. mit [2] folgt'* aus der oberen Glei-
chung, dass

Ve xD =0 (A.38)
wobei V¢ der Nabla Operator im Raum des Vektors £ ist, also
0 0 0
Vel ] = jOlﬂ‘Fﬁ g +iﬁo3ﬂ (A.39)

o0& 08, 0Es

mit Zo;, @ = 1, 2,3 orthonormale Vektoren'®.

Daraus ergibt sich

A A A

To1r To2 To3

VexD = |52 & 2 |=0 (A.40)
D, D, Dy
also
(oD, 0D\ . (0D, 0Dy\ . (0D, 0D
G 0% ) AL
%1(85’2 653)”02<853 asl)”(’?'(agl a&) 0 A4

Bei linearen, stationéren, (eventuell) anisotropen, nicht zeitdispersiven Medien gilt
(A.9) woraus folgt:

Di = Eilgl + 61‘252 + €i3€3 1= 1, 2, 3 (A42)
also gilt
oD; .
a—gj = €45 1,] = 1,2,3 (A43)

Aus (A.41) folgt somit

Zo1 (€32 — €23) + To2(€13 — €31) + Toz(€21 — €12) = 0 (A.44)

126in wirbelfreies Feld ist irrotational

3gie hitten selbstverstindlich einen beliebigen Namen haben kénnen.
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In (linearen, stationéren) anisotropen Medien gilt also
€ij = €5 ’L,j = 1, 2, 3 (A45)

und somit ist € ein symmetrischer'* Tensor.

Daher ergibt sich:
E-dD = £ (c-d) = (- €)-af (A.46)

Némlich aus (A.9) ergibt sich, mit der Symmetrie von ¢

i=1 \j=1

wie man sofort nachrechnen kann. Das ergibt (A.46).
Somit (und mit (A.9)) gilt
£.dD - %[5. (c-d&) +d€ - (c €)] = %d (¢-) (A.48)
Aus (A.34) (mit (A.9)) wird somit fiir die Energiedichte des elektrischen Feldes in

einem linearen, stationédren, (eventuell) anisotropen, nicht zeitdispersivem Medium

wg = 5 Z Ei€ii&; (A.49)

1]1

A.4 Transformierte Gleichungen mit
komplexen Vektoren

In der Elektrodynamik ist es iiblich mit komplexen Vektoren zu arbeiten (bzw. mit
Fourier Transformationen), so dass sich die Gleichungen vereinfachen, da die Ableitungen
nach der Zeit durch Multiplikationen ersetzt werden.

Fiir eine allgemeine Ubersicht iiber komplexe Vektoren, siche die Sektion B.5.

Aus der Sektion B.5 und aus den Maxwell Gleichungen (A.1), (A.2), (A.3) und (A.4)
folgen die transformierten Maxwell Gleichungen:

—

V-D = pg (A.50)
V-B = 0 (A.51)
VxE = —jwB (A.52)
VxH = J+jwD (A.53)

und aus reellen Elementen bestehender (wie wir gesehen haben)
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wobei € « E, D < D und p < pr im Sinne von Sektion B.5.

Die transformierten Grofien sind Funktionen der Position 7 und héngen vom Parame-
ter w (Pulsation) ab.

Aus der Transformation von (A.9), (A.10) und (A.11) folgt

D) = o) B (A54)
B = w)- A (A.55)
T = o B (A.56)

die Angabe der Pulsation w vervollstédndigt die Informationen des betrachteten elektro-
magnetischen Phénomens.

15

&, 14, o sind reelle Tensoren
Abbildungen).

Die Dielektrizitatskonstante € in (A.54) ist dieselbe wie in (A.9), sie wird also mit
demselben Tensor zweiter Ordnung (Matrix) reprisentiert sofern dasselbe Koordinaten-
system verwendet wird!'®. Sie besteht aus reellen Elementen.

Analoges gilt fiir die anderen Tensoren.

zweiter Ordnung (oder besser: sie reprisentieren lineare

Die Elemente von ¢ sind reell und ¢ ist symmetrisch wegen (A.45).

Fiir die Randbedingungen an Grenzschichten die in Sektion A.2 erldutert wurden, gilt
entsprechend

i- (DY —D7) = PS,K

D
n - (5+ — ﬁ_) = 0 falls Medien keine perfekten Leiter sind
B

(A.57)
(A.58)
i (BY-B7) = 0 (A.59)
Hf = ﬁt_ falls Medien keine perfekten Leiter sind ( )
Ef = B (A.61)

siehe auch Abbildung A.1 fiir die Bedeutung der Symbole 4+ und — und des Einheits-
vektors 7.

15da alle Elemente reell sind in einem beliebigen Koordinatensystem, wie man leicht sieht

16diese Behauptung ist offensichtlich: man betrachte die einzelnen Komponenten der Vektoren und man
gehe zu einer Reprisentation mit komplexen Phasoren iiber; unter Beriicksichtigung von (B.40) folgt
somit leicht die Behauptung.
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A.5 Der Satz von Poynting

Der Satz von Poynting folgt aus den Maxwell Gleichungen und mit seiner Hilfe ist es
moglich eine wichtige Aussage iiber den Energie Transport von elektromagnetischen Wel-
len zu formulieren.

Wir werden nun den Poynting Satz herleiten und deuten.

Multiplizieren wir die Maxwell Gleichung (A.3) skalar mit H und die Gleichung (A.4)
skalar mit £ und subtrahieren wir die so gewonnenen Gleichungen.
Wir erhalten

. . - . az? - 0D

Aus (B.14) und mit Integration iiber ein Volumen 7 mit Oberfliche S = 07 mit
auBerer Normalfliche n ergibt sich

. ﬁaB . oD
/v (€ x H)d /j EdT—/T( = 55>d7 (A.63)

Mit dem Satz von Gauf (B.2) folgt

%ﬁ-(fxﬁ)dSnL/j-ngnt/(ﬁ o8 +&. a—D>dT—o (A.64)
S ot ot

T T

Dies ist der Satz von Poynting.

Um ihn auf die {ibliche Weise zu deuten, setzen wir
j(f) = jUrsache(F) + j;nduziert (77) (A65)

wobei jUrsache = 0 falls jnduziert 7é 0 und jnduziert = 0 falls jUrsache 7é 0 sein soll.

Wir unterscheiden also konventionell zwischen Strome die zu den Ursachen des E.M.
Phénomen gehoren (z.B. Strome in Generatoren oder Sendeantennen) und zwischen
Strome die durch eben diese Ursachen hervorgerufen (induziert) werden (z.B. Strome in
einem passiven Widerstand oder in einer Empfangerantenne).

Mit (A.65) wird aus dem Satz von Poynting (A.64)

%ﬁ'(ﬁxﬁ)ds—i_/jnduzicrt'ng‘i‘/(ﬁ aa—lf g%-?)dT:
° " " (A.66)

= _/jUrsache : ng

In dieser Form ist der Satz von Poynting besonders sinnvoll im Sinne einer energetischen
Deutung.
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Wir setzen

— —

I :=ExH (A.67)

und nennen II den Poynting Vektor.
Wir setzen auflerdem:

Do = Tindusiert - £ v: verbraucht (A.68)
Dy = —jUrsaChe £ g: geliefert (A.69)
- 0B
. 9D
=& — A7l
pe =& 5 (A.71)

Aus dem Satz von Poynting (A.66) wird somit

%ﬁ-ﬁdS—l—/pvdT—i—/(pH +pe)dr = —|—/pgd7' (A.72)
S T T T

Wir beobachten nun, wie dieser Satz eine wichtige energetische physikalische Deutung
besitzt.

Auf eine Punktladung ¢ die sich mit einer Geschwindigkeit @ = fl—f bewegt, wirkt
bekanntlich die Kraft

F = q(+1ixB) (A.73)
Die Leistung £ die das elektromagnetische Feld der Ladung ¢ liefert betréigt also
d - ds - - - .
£=d—ytv:F-d—jz}"-ﬁ:q(ﬂ’-g—l—ﬁ-ﬁxB):qﬁ-S (A.74)

wobei dW = F-d3 die geleistete Arbeit darstellt, die die Kraft F die auf der Punktladung
q einwirkt leistet (beim zuriicklegen der Strecke d§ die in der Zeit dt zuriickgelegt wird).
Wir haben auflerdem (B.11) verwendet.

Wegen (A.73) gilt auch!”, mit klarer Bedeutung

—

= p(+ixB) (A.75)

mit p Ladungsdichte und f Kraftdichte, so dass dF = de. Der Ausdruck dF ist selbst-
verstidndlich die infinitesimale Kraft die auf die Ladung wirkt, die im Volumenelement
dr enthalten ist.

7man teile durch dr.
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Die Leistungsdichte p (mit dL = pdr, mit klarer Bedeutung) die das elektromagneti-
sche Feld leistet ist demnach, aus (A.74)

—

p=d-f=pla-E+a-aixB)=pi-&E=7T-E (A.76)

wobei J = pu gilt, wie man leicht zeigen kann.

Demnach beschreibt p, in (A.68) die Leistungsdichte die das elektromagnetische Feld
an die Ladung(sdichte) liefert, die die Stromdichte Jindugiers verursacht'®.

Dy in (A.68) beschreibt also die Leistungsdichte die durch den Joule Effekt verbraucht
(dissipiert) wird.

Analog beschreibt p, in (A.69) die Leistungsdichte die von der durch die Quellen ver-
ursachte Stromdichte Jypsache an das E.M. Feld geliefert wird (man beachte das Minus
Zeichen).

Aus (A.48) und (A.49) folgt dass'®:

— - £. = (A.77)

Somit folgt aus (A.71) dass
dwg
= = A.78
pe = — (A.78)
also ist pe in (A.71) die elektrische Leistungsdichte (Leistung pro Volumeneinheit die in

den Aufbau des elektrischen Feldes fliet).
Analoges folgt fiir ps; in (A.70).
Man bedenke immer, dass diese Gréflen von der Position 7 und von der Zeit t abhéngen.

Wir kénnen nun den Satz von Poynting (A.72) deuten.
Wir beobachten, dass

e die rechte Seite von Gleichung (A.72) beschreibt®” die Leistung die durch die Quell-
strome Jursache an das elektromagnetische Feld im Volumen 7 gegeben wird.

e wegen der Erhaltung der Gesamtenergie beschreibt somit die linke Seite von (A.72)
die verschiedenen “Wege” die die oben genannte Leistung einschlidgt. Der Term
fT pud7 ist die Leistung die in 7 durch den Joule Effekt verbraucht (dissipiert)
wird; der Term fT(pH + pe)dr reprisentiert die Leistung die im Volumen 7 im
elektromagnetischem Feld gespeichert wird.

18
19
20

eine Ladung die sich bewegt bildet einen Strom.
man teile durch dt
wie hervorgeht aus den vorherigen Ergebnissen.
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Der Term fs -7 dS repriasentiert somit die Leistung die durch die geschlossene Fléache
S (Rand von 7) ausgesendet (ausgestrahlt) wird.
Der Poynting Vektor Il heifit demnach auch Strahlungsvektor.

Der Poynting Satz ist ein Integralsatz. Es ist nicht in Allgemeinem korrekt, dem
Ausdruck II - n die Bedeutung einer Leistung die durch dS flieft zukommen zu lassen,
mit dS infinitesimales Flichenelement?' mit Normale 7.

A.6 Der transformierte Satz von Poynting

Wir leiten in diesem Abschnitt den Satz von Poynting fiir komplexe Vektoren her.
Dieser Satz besitzt ebenfalls eine interessante energetische Deutung.
Die Bedeutung der Symbole ist die {ibliche. Man bedenke, dass wir komplexe Vektoren
verwenden.

Multiplizieren wir Gleichung (A.52) skalar®* mit H* und die komplexe Konjugation
von Gleichung (A.53) mit E und subtrahieren die so gewonnenen Gleichungen.
Wir erhalten

H*-VXxE—-E-VxH = —jwB-H —J-E+ jwE - D* (A.79)

wobei wir (B.22) bzw (B.23) beriicksichtigt haben®’.
Wir gehen nun analog vor wie in Abschnitt A.5) und erhalten (wir teilen noch durch
2):

1 L o 1 - o 1 S Lo
_%ﬁ‘(EXH*)dS_'__/Jitlduziert.EdT—i_jw_/(H*.B_E'D*)dT ==
2 Js 2 /. 2 /.

X (A.80)
= _§/J6rsache'EdT

Die Bedeutung der Symbole ist analog zu Abschnitt A.5, nur dass wir es mit komplexen
Vektoren zu tun haben und ggf. mit zusétzlicher Konjugation.

Wir setzen )
Mg = EE x H* (A.81)
Pk = 5 ¥ mient - B v: verbraucht (A.82)

]_ — —
Pgk = —§J{}rsache D g: geliefert (A.83)

21das nicht Rand eines Volumens ist, sondern ein offenes infinitesimales Flichenelement, im Sinne der
Geometrie.

22das Symbol * bedeutet natiirlich die komplexe Konjugation.

23man bedenke, dass w reell ist.
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1 . —»* —

PHEK = §ij -B (A.84)
1 R — —»*

PEK = —§wa D (A.85)

Man achte auf das Minus Zeichen in der letzten Gleichung.
Der Buchstabe K steht fiir “komplex” und wir werden ihn weglassen, falls im Kontext
keine Gefahr von Doppeldeutigkeit besteht.

1 k ist der komplexe Poynting Vektor.

Aus (A.80) wird mit diesen Positionen der Poynting Satz fiir komplexe Vektoren

7{& . ﬁKdS+ /puKdT + /(pH,K + pepr)dr = /ng(dT (A.86)
s

T T T

Wir wollen nun diese Gleichung deuten.

Aus Abschnitt B.5 wissen wir, dass man komplexe Vektoren benutzt um periodische

sinusférmige Groflen darzustellen.
Die Periode T ist
1 2
T = —_ = —
f w

Wir schreiben den zeitlichen Mittelwert iiber eine Periode fiir eine®* Grofie A(t) mit
folgendem Symbol

(A.87)

A= % /O " At (A.88)

Wir bilden nun den zeitlichen Mittelwert (iiber eine Periode) von beiden Seiten der
Gleichung (A.66) und, nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge, erhalten wir

= - = ] ag 5 aﬁ
ﬁn'gXHdS‘i‘/Tsyinduziert'g_‘_/T(H-E_Fg‘E)dT_

(A.89)
- _/jUrsache ' ng
Wir beobachten nun, dass®®
Il = £ x H = Re[Ee™!] x Re|He™!] =
/= jw % —jw /= jw rTx —jw
= o (Bet 4 Bremsst) s o (Het 4 e 1) = (A.90)

1 /e o Yo A
:Z(ExHeQJ“’tJrExH*JrE*><H+E*><H*e‘2”t>

24gegebenenfalls Vektorwertige

2Bwobei II der reelle Poynting Vektor ist wie in Abschnitt A.5 definiert, wiahrend My der komplexe
Poynting Vektor ist, wie in diesem Abschnitt definiert. Analoges gilt fiir die anderen Grofien.
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Dieser Ausdruck stellt eine reelle Grofle dar, da I1 ein reeller Vektor ist.

Fiir den zeitlichen Mittelwert ergibt sich, wie man sofort sieht

—

1 = o o= 1~ - .
[ = (B x H + E* x H) = Re[5E x H'] = Re[lly] (A.91)
unter Beriicksichtigung von (B.22) und sonstiger Identitéiten von Abschnitt B.4.1.

Also ist der Realteil vom komplexen Poynting Vektor Tix der zeitliche Mittelwert2
vom (reellen) Poynting Vektor II.
Wir werden zeigen, dass dies auch fiir die anderen Terme des Poynting Satzes gilt.

Fiir die Bedeutung der Symbole vergleiche man auch immer Abschnitt A.5.

Wir beobachten dass

S . 1/ ‘ . ‘ 1/ . L
Py = _jUrsache € = _5 <JUrsacheQJWt + J[*Jrsachee_JWt> : 5 (EQJWt + E*e_JWt> (A92)
woraus man, analog wie oben, leicht schliefen kann, dass
_ L= =
pg = Re |i_§JUrsache ’ E:| = Re[pg,K] (A93)
Analog folgt auch
Po = Re[py k] (A.94)

fiir die durch den Joule Effekt verbrauchte (dissipierte) Leistungsdichte.

AuBlerdem gilt, unter Berticksichtigung von (B.45) bzw. (B.44) und (B.22) dass

pr=H- aa—lf — Re[He™" - Re[jwBe!] =

1/ . L 1 L L
= - (Hej“’t + H*e’”t> '3 (ijeJ“’t —ij*e’J“’t) = (A.95)

2
1 — — . — — N N 5 R )

Fiir den zeitlichen Mittelwert ergibt sich somit
]- oyd = d g 1 — -
PH = 1 <ij* - B+ (jwH")" - B*) = Re {§ij* : B} = Relpn k| (A.96)
was zu zeigen war.

Analog ergibt sich
1. - =
Pe = Re {—éwa : D*} = Re[pp K] (A.97)

Z6{iber eine Periode gemif (A.88).
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wobel man aber das Minus Zeichen beachte.

Aus (A.86) und (A.89), mit den hier hergeleiteten Ergebnissen, sieht man folgendes
wichtiges Ergebnis: der Realteil der Gleichung (A.86) des Poynting Satzes mit komplexen
Vektoren ergibt den zeitlichen Mittelwert (iiber eine Periode) der Gleichung des Poynting
Satzes (A.72) im zeitlichen Bereich.

Somit ergibt sich aus (A.86) eine Aussage iiber den zeitlichen Mittelwert der Energie-
bilanz fiir die Region T in Hinblick auf elektromagnetische Phénomene.

Diese Aussage erfolgt analog zu den Aussagen die wir in Abschnitt A.5 formuliert
haben.

A.7 Ausbreitungsgeschwindigkeit und

Wellenlange von elektromagnetischen
Wellen

Fiir eine (ebene monochromatische) Welle der Form (1.1) mit (1.10), folgt aus (B.40)
fiir das elektrische Feld in der Zeit, dass

(Cj = EO,R cos(wt - 530 : 7_") - E'()”] sin(u)t - ﬁﬁo : 7?) (A98)
Diese Welle breitet sich in Richtung BO aus.

Ohne Beeintréachtigung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass
Bo = % (A.99)

im Kartesischem Koordinatensystem Oxyz.

Somit gilt . . B
E = Eypcos(wt — Bz) — Ey ysin(wt — [z) (A.100)
da Zg - 7=z mit ¥ = xTg + yyo + 220.
Man siche (B.40) fiir die Bedeutung der Symbole.

Wir setzen
U = wt— (2 (A.101)

Mit einer Differentiation gilt bekanntlich, fiir eine infinitesimale Verédnderung dt und
dz, dass
d¥V = wdt — fBdz (A.102)

Fiir einen idealisierten Betrachter’” der sich (in z Richtung) mit einer Wellenfront
fortbewegt, also fiir einen idealisierten Betrachter der sich mit Lichtgeschwindigkeit (im

2Taus Sicht der klassischen, nicht relativistischen, Elektrodynamik. ..
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Medium) fortbewegt, gilt, siche [2], wie man intuitiv nachvollzieht, dass

dv =0 (A.103)
also
wdt = fdz (A.104)
Das bedeutet p
z w
c 7 3 (A.105)

mit ¢ Lichtgeschwindigkeit® im Medium.

In anisotrope Medien gilt, fiir Wellen die sich in z Richtung im Hauptkoordinatensy-
stem (sel es immer noch Ozxyz) ausbreiten, die Behauptung 1.2.4 mit (1.38) und (1.39)
somit gilt, mit klarer Bedeutung fiir die s, und p, Moden, dass

1 1
Cs, = Cp, = (A.106)

Ve Ve,

mit ¢; die Lichtgeschwindigkeit im Medium fiir die Moden i = s, p,. Die beiden Moden
breiten sich also mit verschiedenen Geschwindigkeiten aus, falls €, # €,.

In einer Periode T legt die Welle eine Wellenldange A (im Medium !) zuriick, also

w w 2T
A=cl=-T=— = — A.107
TSR S (A.107)
Wieder gilt also
21 21
Ag, = Ay, = A.108
== = e (A.108)

wegen (1.38) und (1.39) unter denselben Voraussetzungen wie oben. A symbolisiert die
Wellenlénge (der einzelnen Moden) im Medium.

Es gilt natiirlich

w=2rf = 2% (A.109)

mit w Pulsation, f Frequenz und T Periode der (ebenen monochromatischen elektroma-
gnetischen) Welle. Natiirlich ist f = 7.

Fiir eine Welle der Form (1.1) mit (1.10) und mit (B.40) betrachtet man auch oft die
zugehdrige Welle im Vakuum.
Fiir diese Gilt

By = wy/foo (A.110)

wobei wir in diesem Text immer annehmen, dass p ~ pqg.

28also die Geschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen
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Lo ist selbstversténdlich die absolute Permeabilitdtskonstante des Vakuums, und ¢
ist die absolute Dielektrizitatskonstante des Vakuums.

Wir definieren 5
Neffi = — i =S4,Ds (A.111)
Bv

mit klarer Bedeutung. Siehe [12].

Mit den Ausdriicken fiir 3 ergibt sich sofort

€ €
neﬁ,s+ — é — \/ 67'7:17 neﬁ"p+ - i - \/ET,y (A].]_Q)

im Hauptkoordinatensystem des Mediums, mit € relative Dielektrizitétskonstante des
Mediums (im Hauptkoordinatensystem). Man bedenke, dass 1 = po.

Aus (A.107) folgt sofort

g2 (A.113)
A
also \
Neffi = TV i =S1,pt (A.114)

mit Ay = g Wellenlédnge im Vakuum von einer Welle der Pulsation w, also der Frequenz

f=a

In Publikationen, wie z.B. in [18] wird tiblicherweise diese Wellenldnge im Vakuum
betrachtet.

In diesem Text verwenden wir dagegen die Wellenldnge im Medium (fiir die Pul-
sation w). Um die Konversion durchzufiithren sei der Ausdruck fiir nes daher immer
beriicksichtigt.

Wir verwenden im Text aulerdem die absolute und nicht die relative Dielektrizitatskonstante
fiir die betrachteten Medien.

Mit (A.107) und (A.110) folgt fir die Wellenlédnge im Vakuum Ay = A\ von einer
elektromagnetischen Welle mit Pulsation w, dass

2
N = Ay = — ot (A.115)

W/ Ho€o

also ist
27

B )\0\/,“060

Diese Umrechnungen sind wichtig, da in den Publikationen meist Ay statt w angegeben
wird.

w (A.116)
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B Mathematische Instrumente

B.1 Grundlagen der Vektoranalysis

Sei im Folgendem ®(7) eine skalare Funktion der Position 7 und A(7) eine vektorwertige
Funktion der Position.

Es gelten die Sdtze des Gradienten, der Divergenz (oder Satz von Gauss) und der
Rotation, die mit Hilfe des Nabla Operators V folgende Form annehmen, siehe [2]:

/vq>d¢ — ]{f@dS (B.1)
T S
/V-EdT:j{ﬁﬁds (B.2)
T S

/Vx/_de:j{ﬁxdeS (B.3)
T S

wobei 7 eine offene und zusammenhédngende Region des Raumes ist mit Rand S = 07.
S besitzt in jedem Punkt die (duflere) Normale 7.
Am wichtigsten ist der Divergenzsatz (Satz von Gauss) der durch (B.2) gegeben ist.
Er besagt, dass die Quellen von A durch die Divergenz V - A beschrieben werden
konnen: ein positiver Wert der Divergenz (in einem Punkt 7) bedeutet, dass wir es mit
einer Quelle von A 7u tun haben, wo Feldlinien “entstehen”; ein negativer Wert der Di-
vergenz bedeutet dass wir es mit einer Senke zu tun haben, wo Feldlinien “verschwinden”.

Die oberen Gleichungen kann man in der kompakten Form

/TV[]dT _ jiﬁ[]dS (B.A)
angeben.

Daraus folgt auch eine physikalische Deutung des Nabla Operators V die unabhéngig
ist vom verwendeten Koordinatensystem.
Wegen dem Mittelwertsatz folgt aus (B.4):

V(] = liml Vildr = liml n[]ds (B.5)

=0T J, =0T Jg

Daraus folgt sofort! eine physikalische Deutung des Gradienten von ®(7), V®, und der
Divergenz V - A und der Rotation V x A von A(r).

man ersetze die leeren Klammern [] mit entsprechenden Ausdruck
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Wir werden nun wichtige Gleichungen der Vektoranalysis angeben.
Man beobachte das

. 0®, . 0P, . 0P, 0P
VCD-T—%(x'r)%——(yw)—i-a(z-r)—E

5 (B.6)

wobei Z, 9, 2 die Einheitsvektoren entlang den x,y, 2 Achsen eines Kartesischen Koordi-
natensystems sind, wihrend 7 ein beliebiger Einheitsvektor ist. Man sieht also, dass das
Skalarprodukt eines Gradienten V& einer Funktion ® mit einem Einheitsvektor 7 eben
der Richtungsableitung von ¢ in Richtung r entspricht, also g—‘f.

Ein weiterer wichtiger Satz ist der Satz von Stokes

/ﬁ-foTdS:]{éo-/Tds (B.7)
S

S

wobei S eine zusammenhéngende Oberfliche im Raum ist mit Rand s. Der Einheits-
vektor n ist die Oberflichen Normale und sy ist der Einheitsvektor der Tangential zu
s verlauft (entsprechend der Orientierung von n. Dass heifit, dass ein Betrachter der
gemaf n orientiert ist, den Einheitsvektor 5, entlang s in umgekehrtem Uhrzeigersinn
verlaufen sehen wiirde.).

Aus dem Mittelwertsatz und aus dem Satz von Stokes (B.7) folgt nun:

. O B A U N SO
TL'VXA—}SVILI(I)E Sn-VxAdeélir(l)g Sso-Ads (B.8)

was eine wichtige physikalische Bedeutung der Rotation ermdglicht.
Man sieht, durch (B.8), wie die Rotation mit der Wirbelstéirke zusammenhéangt.

Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Vektoranalysis sei [5] erwéhnt.

B.1.1 Eine Anwendung des Divergenzsatzes

Aus dem Satz von Gauss (Divergenzsatz)

/V-ﬁdT = fﬁ-ﬁds (B.9)
T S
(mit klarer Bedeutung) folgt, dass, wenn 7 ein Volumen ist, dass aus einem Zylinder

besteht, mit (flacher) Basis A und infinitesimale Hohe dz (mit dz natiirlich entlang der
z Achse; also mit Basis A parallel zur z, y-Ebene), wir schreiben kénnen:

/v-ﬁdAdz :7{ ﬁ-ﬁdez+/(ﬁ(F+2dz)—ﬁ(f'))-,%dA(x,y)
A La A
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AuBlerdem

/(ﬁ(FJrédz)—ﬁ(F))-édA(x,y) :/ a—Fdz C2dA = ﬁ/ﬁ-sz dz
A A\ 0z 0z |4

Daraus folgt schliellich
ﬁ o [ = . L
/V-FdAz—/F-ZdA%-f F-ndL (B.10)
A 0z Ja Ly

wobei selbstversténdlich L 4 die (eindimensionale) geschlossene Kurve ist die die (zweidi-
mensionale) Fldche A umschlieft (im dreidimensionalen Raum). n ist die &uere Normale
zu der Kurve Ly, die in derselben Fliche wie L4 liegt. Natiirlich liegt A in einer Ebene,
ist also ,,flach* !

Z ist selbstverstédndlich der Einheitsvektor in z Richtung.

B.2 Wichtige vektorielle Identititen

Seien ff, B , C drei Vektoren? (bzw vektorwertige Funktionen der Position). Und sei ®
ein Skalar bzw eine skalare Funktion der Position. Dann gilt

— —

xB=C-(AxB)=B-CxA (B.11)

Qi
D>1

g.gxé:g.@xé):

x (BxC) = B(A-C)—C(A-B) (B.12)

V. (PA) = A-VO+ V- A (B.13)
-(AxB)zé-vXﬁ—fT-vXé (B.14)
( B) = B-(a- A) fiir o symmetrisch (B.15)

zum Beweis dieser Aussage betrachte man, dass

A (g-é) = iAi (i aiij) = iiAioziij =

i=1 j=1 i=1
. . (B.16)
— Z Z Bjaj A = Z B; <Z aﬂAz) = b-(a-A)
7j=1 =1
falls @ symmetrisch ist (au; = aq). O

2sie diirfen auch komplexe Vektoren sein, es sei denn es wird ausdriicklich anders behauptet.
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B.3 Wirbelfreie Vektorfelder und
Potentiale

Sei ein Vektorfeld F' gegeben und sei
VxF =0 int (B.17)

mit 7 ein einfach zusammenhingendes Gebiet® des Raumes.
Dann existiert eine skalare Funktion ® = ®(7), so dass in 7 gilt

F =Vd (B.18)
® wird skalares Potential vom Vektorfeld F genannt.

Es gilt auch die Umkehrung dieser Schlussfolgerung.

Wir behaupten also dass in einfach zusammenhéngende Gebiete ein wirbelfreies Vek-
torfeld ein Potentialfeld ist, und umgekehrt. B
Wirbelfrei bedeutet (siehe auch (B.8)) dass V x F' = 0. Und Potentialfeld bedeutet

eben, dass ein skalares Potential ® existiert, so dass F' = V.

B.4 Komplexe Vektoren

B.4.1 Niitzliche Identitaten

Sei A (und B, etc) ein komplexer Vektor A=A+ jfL, mit Ap und A; (dreidimensio-
nale) reelle Vektoren.
Es gilt*:

A B—B-A— Ap B Ay By j(An-Brs Ar-Br) €C (B.19)

daher ist - kein Skalarprodukt im Sinne der Hilbertraum Theorie, und wir definieren
ein Skalarprodukt im Sinne der Hilbertraumtheorie® zwischen komplexen Vektoren, wie
folgt

(A,B) .= A-B* (B.20)

wodurch der Raum der komplexen Vektoren normierbar ist, mit induzierter Norm

|A]]? = A- A* (B.21)

3wir haben ein einfach zusammenhingendes Gebiet falls jede einfache geschlossene Kurve (ohne mehr-
fach auftretende Punkte) in 7, Rand von einer offenen Fliche ist, die ganz in 7 enthalten ist. Z.B.
sind Quader, Kugeln, alle konvexen Gebiete einfach zusammenhéngend, selbst noch wenn sie “bla-
senartige” Locher enthalten.

4man sieht also, dass man mit komplexen Vektoren “genau so” rechnen kann, wie mit reellen

Ssiehe ein Text iiber Funktionalanalysis
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Wie bei komplexen Zahlen auch, gilt auflerdem, fiir alle z € C, dass
(zA)* = 2" A* (B.22)

so dass z.B., mit w reell, gilt

—

(jweE)" = —jwe E* (B.23)
Sei 2 ein reeller Einheitsvektor, dann gilt

-

- Re[A] = Re[A - Z] (B.24)

Fiir alle komplexen Zahlen oder komplexen Vektoren z gilt
z + 2" = 2Re[z] = 2Re[27] (B.25)

* bedeutet, wie immer in diesem Text, komplex konjugiert.

Es gilt auch, wie man sofort beweisen kann

(Vx A =V x A* (B.26)
und o . .

(Ax B)" = A" x B* (B.27)
und o L

(A-B) = A*-B* (B.28)

B.4.2 Parallele und orthogonale Komplexe Vektoren

Ein komplexer Vektor A= Ap+ J A kann nicht im dreidimensionalen Raum visualisiert
werden, da er 6 Freiheitsgrade besitzt. Man kann den Realteil A = Re[A] eines komple-
xen Vektors im dreidimensionalen Raum darstellen, und den Imaginéirteil A; = Im[ff],
aber nicht ein komplexer Vektor “als ganzes”. Dariiber hinaus, hat die imaginére Einheit
7 keine konkret “visualisierbare” physikalische Bedeutung.

Beziiglich Parallelismus und Orthogonalitit von komplexen Vektoren, gibt es keine
eindeutigen Definitionen.

In der Elektrodynamik setzt man® (meistens):
A = 2B <« die komplexen Vektoren A und B sind parallel (B.29)

mit z € C.

Sund wir folgen diese Konvention in diesem Text
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Und:
A.-B =0 < die komplexen Vektoren A und B sind orthogonal (B.30)

wobei - durch (B.19) definiert ist (also wie iiblich definiert ist).

Wir betonen aber nochmals, dass das - Produkt von komplexen Vektoren kein Skalar-
produkt im Sinne der Hilbertraumtheorie darstellt, da es entsprechende Definition nicht
erfiillt".

Das - Produkt von komplexe Vektoren® kann, wie {iblich, durch Summation der ein-
zelnen Komponenten berechnet werden.
Es gilt ndmlich, wie man sofort aus (B.19) sicht:

3 3

(Ar;Bri — AjiByi)+J Z(AR,Z‘BJ,Z' + AjyiBri) = Z A;B; (B.31)

=1 =1 i=1

NE

A-B =

Daraus folgt sofort, dass fiir beliebige komplexe Vektoren ff, B und fiir beliebige z € C
gilt

—,

3 3
A-(2B) =Y AizBi = 2y AB; = 2(A-B) = (z4) - B (B.32)
i=1 i=1
was wiederum impliziert?, dass auch fiir komplexe Vektoren

Cparallel zu B und  Aorthogonal zu B = A orthogonal zu C (B.33)

Falls zwei komplexe Vektoren orthogonal sind, bedeutet dies nicht im Allgemeinem,
dass die Realteile und die Imaginérteile der einzelnen Vektoren orthogonal sind, und
umgekehrt.

Wir betrachten folgendes
Gegenbeispiel:
A= (243))i+§ B =—ji+(-34+2j)3 (B.34)

GeméiB (B.30) (mit (B.19)) sind A und B orthogonal. Jedoch gilt, wie man leicht sieht
AR'BR:_3 und AJ'BJ:—B.

Auch die Umkehrung ist nicht allgemein giiltig.

"im Gegensatz zum Falle von reellen Vektoren.

8einige Autoren nennen dieses Produkt weiterhin Skalarprodukt, obwohl es im mathematischen Sinne
keines ist.

9da

— —

A.C=A-(2B) = 2(A-B) =0
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Sei z.B.

—

A=3+j2 B=2+4jj (B.35)
Man erkennt sofort, dass /TR . ER =0 und /_1:] . EJ =0.
Jedoch folgt aus (B.19) dass

AB=0+j0+2-2) =4 #0 (B.36)
Wegen (B.30) sind die beiden Vektoren also nicht orthogonal. U
Fiir das Vektorprodukt von zwei komplexen Vektoren /T, B gilt
AxB = (Ap+jA)x (Br+jB;) = Apx Br—A;x By+j(Apx B+ A, x Bg) (B.37)
also auch in diesem Falle rechnen wir wie mit reellen Vektoren.

Wir zeigen nun folgendes wichtige Ergebnis: auch fiir komplexe Vektoren gilt, dass:

A=Bx(C =A-B=0undA-C =0 (B.38)

also ist A orthogonal sowohl zu B als auch zu C.

Beweis: offensichtlich gilt, dass

A-B=(BxC)-B=Re[(BxC)-Bl+jIm[(BxC)-B] = &+ ;¥ =

/

— —
da, mit (B.19) und (B.37) gilt
® = (Re[B x C])- B — (Im[B x C])- B, =
= (BaxCr—B;xC)) - Bp— (BpxC;+ By xCg)- B, =
— —(By;x () -Bp—(BgxCy)-B; = =C; - (Br x By) —C; - (By x Bg) =
=C;-(ByxBgr)—Cy;x(B;yxBg) =0

unter Beriicksichtigung von (B.11). Man bedenke auch, dass die Vektoren die mit R und
J gekennzeichnet sind reelle Vektoren sind, fiir die die iiblichen Rechnungen gelten.

Ganz analog'’ gilt
v = EJ‘(ERXGR)+§R'(§JX6R) =0
Man wende ebenfalls (B.11) an und rechen analog wie zuvor.

Daraus folgt A-B=9 + ¥ =0.

Yywir iiberspringen die einzelnen Schritte
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Um zu zeigen, dass auch A-C=0 giiltig ist kann man analog vorgehen, oder man
kann beobachten, dass

A.C=BxC)-C=—CxB)-C=-0=0

mit einem Vergleich zum vorangegangenen Fall und mit der Bemerkung, dass B,C be-
liebige komplexe Vektoren sind.
Aus alldem folgt (B.38) O

Auch fiir komplexe Vektoren definieren wir die transversale Komponente gegeniiber
einer bestimmten Richtung die durch einen reellen Einheitsvektor 7 gegeben ist:

Ay = A—#(f- A) (B.39)
Dass A, orthogonal zu # ist folgt sofort, wenn wir A, - # berechnen'’.

Abschlielend sei noch erwidhnt, dass in der Mathematik eine andere Definition der
Orthogonalitdt von komplexen Vektoren zu finden ist. Man geht vom Skalarprodukt
(B.20) aus, und behauptet dass zwei komplexe Vektoren orthogonal sind falls dieses
Skalarprodukt Null ist. Diese Betrachtungsweise ist mathematisch konsistent (im Sinne
der Theorie der Hilbertraume), wird jedoch in der Elektrodynamik (fast) nie verwendet.

B.5 Darstellung mit komplexen Vektoren
Wir nehmen im Folgendem an, dass
£ = E(7,t) = Re|Ee™"] = Re[(Er + jE;)e™"] = Egcos(wt) — Eysin(wt)  (B.40)
wobei w die Pulsation darstellt, j die imagindre Einheit, ¢ die Zeit, 7" die Position und
E = Ep+jE; (B.41)

ein komplexer Vektor ist, mit Realteil E r und Koeffizient des Imaginéarteils E 7. Letztere
Groflen sind selbstverstandlich reelle Vektoren. E, Er, E; sind nur von der Position und
nicht von der Zeit abhéngig.

Wir haben also, mit anderen Worten, angenommen, dass die Abhéngigkeit des Feldes
von der Zeit (und vom Ort) die Form

E(F,t) = Epcos(wt) — E;sin(wt) (B.42)

besitzt, mit ER und E ; eben reelle Vektoren die nur von der Position abhdngen und
nicht von der Zeit.

das offensichtlich gleich 0 ist, mit der Bemerkung dass 7 - # = 1.
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Fiir eine tiefere Erkléarung siehe [2].

Im Allgemeinen werden wir annehmen, dass das elektrische (und das magnetische)
Feld in dem betrachteten Medium aus einer Summe von Summanden der Form (B.40)
besteht. Dies ist gerechtfertigt aus der Fourier Analysis und aus der Tatsache, dass in-
nerhalb linearer Medien das Superpositionsprinzip gilt.

Gelte also (B.40) bzw. (B.42), mit den oben angegebenen Erlduterungen. In diesem
Fall ist der komplexe Vektor E eindeutig bestimmt, wie man leicht sieht. Das heifit
also, dass dem Feld £ eindeutig ein komplexer Vektor E zugeordnet werden kann und
umgekehrt. Wir schreiben also

E(F,t) — E(F) (B.43)

wobei die zusétzliche Angabe der (fixen) Pulsation w die Daten vervollstéandigt.

In diesem Schreiben werden wir immer der Konvention folgen, die durch (B./0) Aus-
druck findet'”. Man bedenke immer implizit diese Tatsache.

Wir beobachten, dass

9 9

5" o <Re[Eej‘“t]> = Re {Q(Eej”t)} = Re[jwEe™!] (B.44)

ot

da E nicht von ¢ abhéngt. Aus der oben besprochenen Eindeutigkeit, folgt also, wie man
leicht sieht und mit klarer Bedeutung der Symbole, dass

OE .
— wl B.4
5 < ¢ (B.45)
Auflerdem . .
VxE—VxE (B.46)

12 man beachte, dass man statt e/“? auch e 7** betrachten kénnte, wobei aber fiir gleiches & wir ein

anderes E erhalten wiirden (ndmlich den komplex konjugierten Wert von dem komplexen Vektor bei
unserer Schreibweise). Die alternative Konvention wiirde aber selbstversténdlich auch eine eindeutige
Zuordnung hervorbringen.
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und13 B B
V- £oV-E (B.50)

Analoge Notation verwenden wir fiir die anderen Grofen.

Wichtig ist es zu betonen, dass jeder Grofle ein komplexer Vektor zugeordnet ist und
umgekehrt (auf eindeutige Weise) und dass aus dem Ableitungsoperator % eben eine
Multiplikation mit jw wird, geméf (B.45). Es wird also bequemer, mit den transfor-
mierten Groflen zu arbeiten, da die Differentiationsoperationen nach der Zeit wegfallen.

Fiir ein tieferes Versténdnis sei [2] empfohlen.

Wenn eine Gleichung gilt, kann man beide Seiten der Gleichung transformieren und
man erhélt (immer wegen der besprochenen Eindeutigkeit !) eine transformierte Glei-
chung die ebenfalls giiltig sein muss. So kann man dann das betrachtete transformierte
Problem l6sen, wo keine Zeitabhingigkeit mehr vorkommt (da man mit komplexen Vek-
toren arbeitet), und wo die urspriinglichen Ableitungen nach der Zeit eben Multiplika-
tionen mit jw werden. Wenn man die gefundenen Ergebnisse riicktransformiert, erhélt
man dann die anfianglich gesuchte Losung im Zeit-Domain (immer gemé$ (B.40)). Dies
folgt alles aus der Eindeutigkeit der Transformation.

Beziiglich der Intensitdten beachte man

17 e . 2 Lo 2 Lo

— [ &dt = = | (Egjicos(wt)— Ey;sin(wt))*dt = —(En,+ E7;) = =|Ei|° (B.51)
T J, T J, ’ ’ 20 ’ 2

fir i = x,y, 2. R und I symbolisieren Real- und Imaginérteil und |z| ist der Betrag von
z € C. Hier ist T' = 27“ die Periode der Welle.

13man beobachte dass man es in folgender Gleichung (B.50) in Wirklichkeit mit einer skalaren Gleichung

zu tun hat. Daher betrachten wir skalare Phasoren geméf folgender Gleichung
a = a(7,t) = Re[axe’™'] = ax pcos(wt) — ax rsin(wt) (B.47)
mit ax € Cund Ag g = Re[ax] und Ax ; = Imfak]. Wir schreiben also, mit klarer Bedeutung:
a(r,t) < ag () € C (B.48)

auf eindeutige Weise (die logischen Schritte sind ganz analog zu denen die wie fiir komplexe Vektoren
betrachtet haben). Es ist nun ganz leicht zu zeigen, dass

V- E(Ft) = Re|V - Ee/*!) (B.49)

Daraus folgt die Gleichung (B.50) mit der Bedeutung die durch (B.48) und (B.47) ersichtlich ist.
Ahnliche Bemerkungen gelten auch fiir andere &hnliche skalare Gleichungen, wie man leicht sehen
kann.
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B.6 Polarisationseigenschaften von
komplexen Vektoren

Aus (B.40) kann man folgern, dass fiir einen gegebenen komplexen Vektor E der zeitlich
riicktransformierte Vektor £ im Allgemeinem eine Ellipse beschreibt (bzw. die Extre-
mitdt von £ beschreibt eine Ellipse).

Diese Ellipse liegt in der Flédche in der ER und E 7 liegen.
Fiir einen mathematisch ausfiihrlichen Beweis dieser Aussage siehe [2].

Wir sehen auch, dass falls Ep-E; =0 (also falls sie orthogonal sind) und Er = E;
(also falls die beiden Vektoren die gleiche Lénge (Norm) haben) die besprochene Ellipse
zu einem Kreis wird.

Man redet dann von kreisformiger Polarisierung.

Falls dagegen ER parallel (oder antiparallel) zu E; ist, oder falls E R = =0 oder E; = =0,
dann beschreibt & ein Segment (entlang der Richtung von ER bzw. E J) und wir reden
von linearer Polarisierung (entlang der gegebenen Richtung).

Somit gibt der komplexe Vektor E Auskunft iiber das Verhalten von € und wir un-
terscheiden zwischen elliptischer, zirkularer und linearer Polarisation von (komplexen)
Vektoren.

Wir beobachten zum Schluss, dass der Vektor 2E digselbe Polarisation besitzt wie E,
fiir alle z € C, z # 0 und fiir alle komplexe Vektoren F.

Wenn wir namlich schreiben

z = |z] el (B.52)
folgt aus (B.40) dass

Re[zEe™!] = Re \Z|(ER+jEJ)ej(wt+¢z)} _

. - - (B.53)
= |z| | Egcos(wt + ¢,) — E;sin(wt + gzﬁz)] = &.5)
Wir haben natiirlich gesetzt (siche Anhang B.5):

Der Vektor E beschrelbt also dieselbe Ellipse wie 8 bis auf die Tatsache, dass diese
Ellipse um ein Faktor |z| grofer ist, was aber die Art der Polarisation nicht dndert.
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Auch wird diese Ellipse zeitlich versetzt beschrieben'! (gegeniiber der von 3 ), wegen
der Existenz der Phase ¢, in Gleichung (B.53).

Daraus folgt die Behauptung.

Es folgt auch, dass ebene Wellen wie in (1.1) beschrieben, immer dieselbe Polarisation
besitzen wie die von Ej.

Myas aber auf die Polarisationseigenschaften kein Einfluss hat.
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C Drehung des
Hauptkoordinatensystems in
anisotrope Medien unter
Krifteeinwirkung

C.1 Allgemeines zur Diagonalisierung von
symmetrischen Matrizen mit reellen
Elementen

Im folgendem werden wir uns mit der Diagonalisierung von symmetrischen Matrizen mit
reellen Elementen befassen.

Die Theorie der Diagonalisierung von Matrizen ist in jedem Text {iber Lineare Algebra
zu finden.

Hier wollen wir aber das Problem aus unserem speziellen Blickwinkel nochmals be-
trachten und zusammenfassen, der Klarheit wegen.

Wir werden nicht nur von Matrizen sprechen, sondern von Linearen Abbildungen
zwischen Vektoren des dreidimensionalen geometrischen Raumes.

Falls ein Koordinatensystem gegeben ist, dann kann man bekanntlich eine gegebene
Lineare Abbildung durch eine Matrix reprisentieren, geméfl (A.15) und (A.14).

Man sollte aber nicht die lineare Abbildung selbst mit seiner Représentation ver-
wechseln, genau so wie man einen Vektor des Raumes nicht mit seinen Koordinaten
(bzw. Komponenten) verwechseln darf. Wenn man das Koordinatensystem wechselt,
dann wechseln auch diese Darstellungen.

Vektoren und Lineare Abbildungen selbst sind aber Entitdten die unabhéngig von ei-
nem Koordinatensystem gedacht werden konnen: das Koordinatensystem dient lediglich
als ein Hilfsmittel um diese Entitéten zu beschreiben.

Im folgendem sei a eine lineare Abbildung zwischen Vektoren w des Raumes'.

Es ist iiblich die Menge der Vektoren des Raumes mit V3 zu bezeichnen.

lunabhingig vom benutzten Koordinatensystem.
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Bekanntlich gibt es eine injektive und surjektive Abbildung (eine bijektive Korrespon-
denz) zwischen V* und R3, sobald ein Koordinatensystem Oyuv( fixiert ist. Siehe ein
Text tiber Geometrie und lineare Algebra, z.B. [7].

Es gilt also, mit klarer Bedeutung
a: VP — VP (C.1)

Wir schreiben das Abbild durch a von einem beliebigen Vektor « € V3 mit den Sym-
bolen o - .

Sei nun ein beliebiges Koordinatensystem Oxv( gegeben, mit orthonormalen Einheits-
vektoren Yo, Vg, o, dann gilt bekanntlich

W = wyXo + Wy + welo (C.2)
mit R
Wy = w - }A(O Wy = w - 7)0 We = w - CO (03)

Mit diesen Positionen, kénnen wir (im Koordinatensystem Oxwv¢) den Vektor @ des
Raumes auf eindeutige Weise mit dem Element aus R? identifizieren das gegeben ist
durch (w,, w,,we)T.

Es gilt also, mit klarer Bedeutung

Wy
V33— | w, e R3 fiir das System Oxv( (C4)
w¢

Fiir ein anderes (orthonormales) System Ozyz gilt entsprechend

w = wxi'o + wygjo + U}Zﬁo <C5)
mit
U)z:U_j Zi'o wy:w’ @0 wzzu_)’ 7:’0 <C6)
und
wx
VP W e— | w, | €R? fiir das System Oxyz (C.7)
Wy

Um von den Koordinaten in Oyxv( auf die Koordinaten in Oxyz zu gelangen gibt es
bekanntlich die Matrix der Koordinatentransformation.
Es gilt also, mit klarer Bedeutung, dass fiir alle Vektoren @ € V? gilt

Wy Wy
wy, | =T w, (C.8)
w, we¢
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mit einer konstanten? Transformationsmatrix 7.
Die umgekehrte Transformation erfolgt selbstverstindlich mit 7.

Falls man ein Koordinatensystem Oyuv( fixiert hat, dann kann man bekanntlich die
Lineare Abbildung o durch eine Matrix (Tensor der zweiten Ordnung) reprisentieren

mit klarer Bedeutung.

Fiir alle @ € V? gilt dann, fiir die Abbildung durch a die wir mit wapp, symbolisieren,

Wapy = Q- W (C.10)
dass
WAbD,y Wy
WAbby | = (aij)@j:X,U,C Wy, fiir Oxv( (C.11)
WADbD,¢ We

mit einer konstanten Matrix (ay;); j—y. ¢ fiir alle @ € V3,

Entsprechendes gilt natiirlich in Ozyz, mit

WADbD,x Wy
Wabby | = (ij); jmay. | Wy fir Oxyz (C.12)
WADbD,z Wy

Wir definieren selbstversténdlich auch das Symbol

(C.13)

%O:cyz - (aij>i7j:x7yaz

Diese Repraesentationsmatrizen sind konstant und héngen nur vom Koordinatensystem

ab.

Es ist selbstverstédndlich, dass die Berechnungen besonders einfach sind falls die Li-
neare Abbildung durch eine diagonale Matrix reprasentiert ist.

Wir suchen also ein Koordinatensystem Ozxyz in dem o _ diagonal ist (und wir

Oxy

suchen natiirlich den Ausdruck fiir diese diagonale Matrix).
Fiir dieses Koordinatensystem wollen wir die Einheitsvektoren Zg, 3o, 29 (im Raum)

bestimmen und die Transformationsmatrix 7' finden die uns von den Koordinaten in

Oxv( eben auf die Koordinaten in Oxyz “bringt”, mit klarer Bedeutung.

%sie hingt nur von der Wahl fiir Oxv¢ und Ozyz ab.
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Oxv( darf ein beliebiges orthonormales Koordinatensystem im Raum sein.

Wir nehmen an, dass « im Allgemeinem symmetrisch ist und aus reellen Elemen-

ten besteht, siehe (A.45).

Oxv¢

Dann wissen wir aus der Linearen Algebra, siehe [6], dass eben ein orthonormales
Koordinatensystem Ozyz ewistiert fiir das eben o Ooys diagonal ist.

Bekanntlich muss man fiir die Diagonalisierung von Matrizen Eigenwerte und Eigen-
vektoren bestimmen: wir fassen diese Begriffe hier kurz zusammen.

Fiir die Lineare Abbildung a sagen wir das A; ein Eigenwert der Abbildung ist, mit
zugehorigem Eigenvektor v; # 0, falls

a- v = AU (C.14)

Ein Eigenwert ist in also in erster Linie eine Eigenschaft von einer Linearen Abbildung
und in zweiter Linie natiirlich auch entsprechend eine Eigenschaft der Matrix mit der
man die Lineare Abbildung reprisentiert in einem Koordinatensystem.

Wegen der Linearitdt des Problems gibt es zu einem Eigenwert )\; unendlich viele Ei-
genvektoren® (und die sich durch Multiplikation mit einem beliebigen Skalar ergeben,
oder auch als Linearkombinationen von Eigenvektoren die verschiedene Richtungen ha-
ben, falls zu \; Eigenvektoren gehoren kénnen die verschiedene Richtungen aufweisen
konnen. . . ).

Fiir unsere Annahmen gilt aber (siehe [6] bzw. das Spektraltheorem), dass es ein
System von orthonormalen Eigenvektoren gibt

071, Uy, U3 (C.15)

fiir die Eigenwerte A1, A2, A3 fiir a.

Diese Eigenvektoren (und die Eigenwerte natiirlich) sind als solche unabhéngig vom
benutzten Koordinatensystem® und bilden eine (sehr bequeme) Basis des dreidimensio-
nalen (geometrischen) Raumes.

Sei Ozyz = Ovyvyvs das Koordinatensystem das fixiert wird eben durch diesen ortho-
normalen Satz von Eigenvektoren v] = 01 = Iy, Vs = U9 = 7o und 3 = 03 = Zj.
Dann kann man leicht zeigen, dass

A 0 0
Qe = Loviges — 0 X O (C.16)
0 0 Xs

3die per Definition verschieden von Null sein sollen.
4sie sind eine Eigenschaft der Linearen Abbildung.
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Da der Beweis ganz einfach ist werden wir ihn hier nicht angeben bzw. wir verweisen
auf ein Text iiber Geometrie und Lineare Algebra, mit der Bemerkung, dass man die
Bijektion (C.7) immer im Sinn haben soll.

Fiir die Koordinatentransformationen von Oxv( auf Ozxyz gilt auBlerdem folgendes,
fiir alle Vektoren o € V3:

Wy Ux Viw Yig Wy
wy | = vay v, vac Wy, (C.17)
W, Usx V3w U3¢ W
N g
v
=T

Die umgekehrte Transformation erfolgt natiirlich durch 7-!.
In unserem Falle, mit « (reell) und symmetrisch gilt aber, da T' eine orthogonale
Matrix ist, dass B
Tt =17 (C.18)

was die Berechnungen erheblich vereinfacht. 77 ist natiirlich die transponierte Matrix
von 1.

Um zuriick zu einer vektoriellen Identitdt zu kommen (und umgekehrt zu der Koor-
dinatendarstellung) geniigt es (C.2), (C.5), (C.3), (C.6) anzuwenden, geméf} (C.4) bzw.
(C.7).

Entsprechendes gilt auch fiir die orthonormalen Eigenvektoren von q, 01,09, 03. Die
Bedeutung der Symbole fiir die Eintrige der Matrix 7" und 7! = T7 sind klar.

C.2 Modellierung photoelastischer Effekte
auf eine Faser

Falls auf ein anisotropes Material Kréfte einwirken, verdndert sich seine Dielektrizitatskonstante
und wir haben

e =¢ +Acg, (C.19)

wobei eben Ae den photoelastischen Effekt beriicksichtigt: wir diirfen hier diese Grofie
als eine Konstante annehmen in unserer Modellierung, siehe [16]. Dies folgt einerseits aus
der so genannten center strain Approximation und aus der Tatsache dass die Léange des
Bragg Gitters ausreichen klein ist> und anderseits aus der Tatsache, dass wir fiir unsere
Modellierung mit einem unendlich ausgedehnten Medium fiir die Dielektrizitatskonstante

SauBerdem sollen die Krifte nur auf den Gitterabschnitt selbst einwirken und nicht auf die Zuleitungs-
faser zum Gitter
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eben die Dielektrizitéitskonstante im Kern der Faser betrachten, wie wir besprochen ha-
ben. Siehe Kapitel 3.

Man beachte auflerdem, dass die zeitliche Verdnderung der einwirkenden Kraft sehr
viel kleiner ist als die Pulsation der elektromagnetischen Wellen, so dass man annehmen
darf, dass Ae p auch zeitlich konstant ist: wir modellieren also das Problem immer noch
mit einem stationdren Medium.

Fiir die Abhéngigkeit von Ae, gegeniiber der (konstanten) einwirkenden Kraft® siehe
Gleichungen (3) bis (8) in [16].

In einem Faser Bragg Gitter haben wir entsprechend

P(2) = ¢, + A, + Ac(2) (C.20)
—
=:Ae

gemaB (15) in [16]. e sei die Dielektrizitdtskonstante des unperturbierten und unbela-
steten Materials des Kern der Faser, mit Hauptkoordinatensystem Oxv( mit ( gleich
der geometrischen Achse der Faser.

Es gilt (3.2): siehe auch (13) in [16].

Wir kénnen nun die gekoppelte Moden Gleichung (2.28) verwenden um die Wellenaus-
breitung zu bestimmen, wobei wir die ganze Perturbation A¢ in (C.20) berticksichtigen.

Wir arbeiten hier im Koordinatensystem Oxv(, dass das Hauptkoordinatensystem fiir
€ sein soll, mit ¢ Achse gleich der geometrischen Achse der Faser.

In (2.28) mit (2.8) und (2.9) ergibt sich (wir schreiben hier natiirlich, gemé8 der
Annahmen, x, v, { statt z,y, 2):

émAgén = ém'(A€11)20+A€12@0+A63160) n=sy,s5, VYm € M in OXUC (021)
und
e Ag e, = ém'(A€12X0+A622@0+A63250) n=pg,p-Vm € M inOxv(¢ (C.22)

da é,, entweder xq oder 0y ist (fiir alle m € M) ergibt sich, dass die einzigen Elemente die
eine Wirkung auf die elektromagnetische Wellenausbreitung zeigen A€y, A€gs, Ae1y =
A€y sind da, wie man sieht, alleine diese Elemente in der gekoppelten Moden Gleichung
(2.28) vorkommen. Siehe auch [16].

Das impliziert, dass alle anderen Elemente keinen Einfluss haben auf das elektroma-
gnetische Phénomen und entsprechend vernachléssigt werden konnen.

6im Kern der Faser mit Hinblick auf unsere Modellierung
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Unter Beriicksichtigung von (C.20) und (3.2) kénnen wir daher in (C.20) Ae , ersetzen
mit einer (beliebigen) anderen linearen Abbildung Ae ~die in Oxv( (also im Hauptko-
ordinatensystem fiir gm) die gleichen Werte besitzt in der Matrixraepresentation fiir die
beschriebenen Elementen”.

Wir setzen natiirlich
AEP,H AEP,12 0
Agm = Aep1a Aepay 0 in Oyv( (C.23)
0 0 0

wobei sich selbstversténdlich die Elemente Aep,; auf die Matrixrepraesentation von Ag p
in Oyv( beziehen.

Wenn wir nun in (C.20) Ae,, durch A¢  ersetzen, erhalten wir nach Anwendung der
gekoppelten Moden Theorie mit (2.28) dasselbe Resultat. Es ergibt sich also dasselbe
Wellenphé&nomen.

Dies erkldrt warum aus (C.20) schlieflich (3.1) wird, und die Annahmen in Ab-
schnitt 3.1.

Bleibt zu zeigen, dass das Hauptkoordinatensystem Ozyz von (3.3), also von gm—l—Ag
eine Drehung von Oyv( darstellt um die gemeinsame Achse z = ¢ = geometrische Achse
der Faser.

Wir werden auch den Drehwinkel o bestimmen.

Somit sind die Annahmen von Kapitel 3 berechtigt.

C.3 Bestimmung des
Hauptkoordinatensystems fiir ein
belastetes Material

In diesem Abschnitt wollen wir die Bestimmung des Hauptkoordinatensystems fiir E(F% a
aus (3.3) ndher betrachten.

Die Bedeutung der Symbole sei hier analog wie in Abschnitt 3.1 und wie in Ab-
schnitt C.2.

Sei Oxv(¢ das Hauptkoordinatensystem fiir ¢ in (3.3) bzw. (3.1) und Ozyz das Haupt-
koordinatensystem fiir ¢ +Ae in (3.3) mit Ae  gegeben durch (C.23) mit (C.19), wie

"die gleichen Werte die eben fiir Ag,, gelten, immer in der Matrixdarstellung in Oxv(¢.
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wir gesehen haben. Siehe [16].

Somit gilt
€m,11 0 0 AGRH Aﬁp,lg 0
@ o= 0 enzm 0 |+ Aepir Aepm 0 | mOx¢  (C.24)
0 0 €m,33 0 0 0

Die gesuchte Koordinatentransformation von Oxv(¢ zu Ozyz ist durch (C.17) gege-
ben, wobei natiirlich v, v5, U3 ein orthonormaler Satz von Eigenvektoren fiir E(F%) a ist.
Deswegen schreiben wir auch 0;, ¢ = 1,2, 3 fiir diese orthonormalen Vektoren.

Die Koordinaten dieser Einheitsvektoren in Oyv( bilden dann die Eintrége der Trans-
formationsmatrix, geméaf (C.17).

Um die Notation zu vereinfachen, mit Blich auf (C.24) setzen wir

E(F%G,n EFuBG,u 0
ggﬁc - E(Fqgc;,m 5%(},22 0 in Oxvg (C.25)
0 0 5%(},33

Somit ist die Bedeutung der Ausdriicke e(Fu]%G7ij, 1,7 = 1,2,3 im Folgendem klar.

Mit diesen Positionen wiren auch zusétzliche Perturbationen beriicksichtighar, z.B.
kénnten wir Aep3s beriicksichtigen, oder ein Offset der Form Aeoprld: der Ausdruck
bliebe derselbe und die Abhandlung wére dieselbe.

Siehe auch Gleichungen (13),(14),(15),(16) und (5) in [16].

Mit diesen Positionen gilt fiir die Eigenvektoren und Eigenwerte von (C.25), die wir
mit ¥; und \;, i = 1,2, 3 kennzeichnen®, dass

0

U3=03=1 0 in Oxv(¢ (C.26)
1

A3 =€ = 6%(},33 (C.27)

Es gilt, wie besprochen Oxyz = Ovq, vo, v3 und somit gilt

Zo = U3 = éo = geometrische Achse der Faser (C.28)

84; ist natiirlich der Eigenvektor der zum Eigenwert \; gehort, fiir i = 1,2,3
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wie man sofort sieht.

Somit haben wir schon mal gezeigt, dass die Annahmen aus Abschnitt 3.1 in Kapitel 3
zutreffend sind und Sinn machen’.

Wir haben es tatséchlich mit einer Drehung um die ¢ = z (= geometrische Achse)
Achse zu tun, wie angenommen.

Es bleibt also nur noch die explizite Bestimmung von 9; und 05, so dass die Transfor-
mationsmatrix 7" aus (C.17) explizit bekannt wird.

Die Darstellung der Dielektrizitéitskonstante g%“]; G erfolgt dann in Ozyz natiirlich durch
die Eigenwerte, geméfl der diagonalen Matrix (C.16), was ja gewiinscht war.

Wir finden zwei andere Eigenwerte mit zusétzlichen Eigenvektoren fiir (C.25) und
kennzeichnen diese mit den Buchstaben a und b: eine Normierung auf Lange 1 und eine
geeignete Wahl aus diesen Eigenvektoren v, und vj ergeben dann mit o3 = 25 = fo das
gesuchte orthonormales Koordinatensystem.

Es ist
_ —erpa,11 " +erpa,20™ +1/erpa,11 (W2 —2erpa,20Werpa,11 (W +Heppa, 12 2 eppa,22 ()2
o 2erBG,12W
Vg — 1
0
(C.29)
in Oyv(, fiir den Eigenwert:
1
Aa = 3 <€FBG,11(u) + €FBG,22(U) - \/GFBG,M(U)2 — 2erBG.20WerBG .11 W + deppG 12(W2 + €ppG 20 (W2
(C.30)
und
. *fFBG,H(u)JFGFBG,QQ(u)*\/GFBG,H(u)2*2€FBG,22(u>5FBG,11<u)+4€FBG,12(u>2+€FBG,22(u>2
5 2eppG,12(W
Vp = 1
0
(C.31)
in Oxv(, fiir den Eigenwert:
1
Ap = By (eFBG,n(U) + EFBG,ZQ(U) + \/EFBG,H(U)2 - 2€FBG,22(u)€FBG,11(u) =+ 4€FBG,12(U)2 + €FBG,22(U)2)
(C.32)

Wie man sieht sind ¢, und v}, orthogonal zu v3 = 2y = (5 = geometrische Achse der
Faser. Und sie sind orthogonal zueinander, denn

Ty T = 0 (C.33)

9man bedenke auch, dass Ozyz immer existiert, wie aus dem Spektraltheorem folgt, wie wir gesehen

haben.
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S

Ug

oder

Damit gilt fiir 2y (mit 2o = 01), dass &y entweder
Wahl gilt dann fiir gy (= 02).

Die Wahl soll so getroffen werden, dass das Koordinatensystem orthonormal wird, mit
der richtigen Orientierung der Achsen.

bll ist. Die umgekehrte

g1
St

Wir beobachten, dass alle Eigenwerte reell sind, und alle Eigenvektoren auch, da die
Ausdriicke unter den Quadratwurzeln immer nicht negativ sind.

Wir wollen 2y und jy explizit berechnen.

Es soll sich natiirlich die iibliche Orientierung ergeben, die in Abbildung C.1 dargestellt
ist 10,

C
v
X

Abbildung C.1: Die Orientierung der Achsen in einem orthonormalen Koordinatensy-
stem Ozyz

Es soll also sein
Zi'o X ?JO = 20 (034)

Wir miissen also eine geeignete Auswahl aus v, und v, treffen, so dass diese Bedingung
erfiillt ist.

Es ist

0
g, xd = | 0 in Oxv¢ (C.35)

. \/EFBG,U (W2 _2eppg,20Werpa,11 W +4erpa,12(W2+eppa, 22 (W2
EFBG,IQ(u)

Dieser Ausdruck soll ein Vektor ergeben der Parallel zu Z, = CO ist und nicht antiparallel.

10 moglicherweise wire aber auch eine Vertauschung von der z und der y Achse zulissig oder konnte

gar den Formalismus vereinfachen, in dem Fallunterscheidungen wegfallen, sieche Abschnitt 5.6.
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Also soll die ¢ (= z) Komponente positiv sein.

Der Ausdruck unter der Quadratwurzel (die Diskriminante) ist immer nicht negativ
(und reell natiirlich).
Somit ergibt sich, dass die ( = z Komponente von v, X j positiv ist, falls E%UB))QH

negativ ist, und (umgekehrt) negativ ist, falls eggg’u positiv ist''.

Es folgt also, wie man sofort sieht

2 = o = 03 (C.36)
Al el 1a < 0
.@0 == 'lA11 - = () (C37)
AR €rBa,12 > 0
und umgekehrt:
o e eibaz <0
Yo = U2 = ) w (C.38)
AR ¢rBa,12 > 0

unter Beriicksichtigung von (C.29) und (C.31).

Bleibt noch der Fall eggqm = 0. Aber dieser Fall ist trivial, da die Matrix in (C.25)
schon diagonal ist.

Wir schreiben dennoch explizit fiir diesen Fall

?}1 = i’o = 60, Vg = QO = ’IA)(), @3 = éo = 50, falls 6%@(},12 = 0 (C39)

Aus (C.37), (C.38), (C.36) und (C.39) ergibt sich also das gesuchte Hauptkoordina-
tensystem Oxyz in dem e+ Ae in (3.3) diagonal ist, und auch die Koordinatentrans-
formationsmatrix 7" um von OXUC auf Ozryz zu kommen.

Diese ist aus (C.17) zu lesen, wenn wir die hier gefundenen Ausdriicke fiir v;,7 = 1,2, 3
(im Koordinatensystem Oyv() einsetzen.

In Oxyz gilt dann fiir e(“B der Ausdruck (1.17) mit der diagonalem Matrix gegeben
durch (C.16), wobei fiir die Eigenwerte \;, i = 1,2,3 dieselbe Wahl gilt wie fiir die Ei-
genvektoren (ohne Normierung natiirlich). Das helﬁt, dass (C.27) gilt, und Ay und Ay
sind aus (C.30) bzw. (C.32) gewihlt: die Wahl erfolgt analog zu'? (C.37) und (C.38)
(also passend zu den Eigenvektoren), mit klarer Bedeutung.

"wegen des Minus Vorzeichens

12aber natiirlich ohne Normierung. . .
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Es gilt also
(u)
Aa €rpg2 < 0
(u)
Abs €rpa,12 > 0
und umgekehrt:
(u)
Ab, €rpa,12 < 0
€y = )\2 = @ (C41)
u
Aas €rpa,12 > 0

unter Berticksichtigung von (C.30) und (C.32).

Wir beobachten, aus leichten geometrischen Uberlegungen, dass wir es mit einer Dre-
hung zu tun haben um die ( = z Achse. Dies folgt auch aus den Eigenschaften der

Matrix 7.

Die Matrix 7T ist eindeutig bestimmt'?.

Um den Drehwinkel o zu bestimmen geniigt es die gefundene Matrix 7" mit den Aus-
driicken in (1.62) und (1.61) zu vergleichen, die eine entsprechende Drehung beschreiben,

mit klarer Bedeutung!*.

Der Winkel « folgt dann aus trivialen trigonometrischen Bemerkungen.

Somit ist alles gesagt und begriindet.

Man bedenke aber auch die Bemerkungen in Abschnitt 5.6.

Bund es gilt 771 = T7 in diesem Fall (die Matrix ist orthogonal).
die Matrizen sind natiirlich identisch wegen der Eindeutigkeit. . .
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D Theorie der Polarisation des
Lichtes

Fiir eine monochromatische ebene elektromagnetische Welle gilt der Ausdruck (1.1) mit
(1.10).

Die Polarisation einer solchen monochromatischen Welle wurde in Abschnitt B.6 be-
schrieben.

In Wirklichkeit ist es unmoglich ein exakt monochromatisches Licht zu erzeugen mit
Eq konstant in Amplitude und Phase.

Deshalb muss die Fourier Analysis benutzt werden, um Wellen zu beschreiben, die
aus mehreren Frequenzkomponenten bestehen, mit einem kontinuierlichem Spektrum.

Wir betrachten im Folgendem quasi-monochromatische (ebene) Lichtwellen, also Wel-
len deren Fourier Transformation nur ein schmales Frequenzspektrum bzw. Pulsations-
spektrum B = Aw beinhaltet.

Eine solche Welle kann durch eine leichte Amplituden- und Frequenz- bzw. Phasen-
modulation von einer monochromatischen Welle dargestellt werden und modelliert sehr
gut das Licht von einem (realen) Laser.

Der Laser erzeugt nur im Idealfall konstantes monochromatisches Licht: es ist klar,
dass sowohl die Amplitude als auch die Frequenz- und die Phase des Lichtes des (realen)
Lasers leicht mit der Zeit variieren, auf zufillige Weise.

Genauer gesagt, setzen wir

Ey = Egaio+ Eoyi (D.1)
mit Hinblick auf (1.1) und (1.35).

Fiir eine quasi monochromatische Lichtwelle gilt

— PP (D.2)

Wm

mit B = Aw Bandbreite des Signals, und w,, der Mittelwert der Pulsationen im Spek-
trum des Signals (also der elektromagnetischen Welle).
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Mit diesen Annahmen, setzen wir
Eop = ay(1)e??*0) = |Ey ,|e/*Fos (D.3)

EO,y — ay(t>€j¢y(t) — |E0,y|ej¢E07y (D.4)

mit klarer Bedeutung.
Es folgt nun, dass mit (1.1) alle Resultate von Abschnitt B.5 immer noch giiltig sind,
fiir w = wy,, obwohl |Ey;| = a;(t) und ¢g,, = ¢;(t) mit i = x,y nun zeitabhingig sind !
Insbesondere gilt immer noch (B.40), (B.44) und (B.45) fiir den Mittelwert (des Pul-
sationsspektrums) w = wy,.

Dies ist so, da a;(t) und ¢;(t) mit i = z,y viel langsamer variieren als die Pulsation
Wy, diese langsame Variation modelliert eben die nicht Idealitéit der Lichtquelle!.

Mathematisch miissen wir die Fourier Analysis betrachten, mit der Annahme (D.2).

Siehe [20] und [2].
Als Literaturquellen und Literaturempfehlung fiir diesen Abschnitt seien auflerdem
[20], [21] und [22] erwéhnt.

Da eben a; und ¢; (mit ¢ = z,y) langsam variieren, kénnen wir behaupten, dass
alle Ergebnisse die wir fiir monochromatisches Licht hergeleitet haben, auch fiir quasi-
monochromatisches Licht gelten, wenn wir (D.3) und (D.4) in die Gleichungen einsetzen,
und zwar in die transformierten Gleichungen gemafl Anhang B.5 und (B.40) mit (1.1).

Da eben a;(t) und ¢;(t), mit i = x,y langsam variieren gegeniiber w,, konnen namlich
die zeitlichen Ableitungen dieser Grofien vernachléssigt werden, so dass unsere Herlei-
tungen berechtigt bleiben. Insbesondere bleibt (B.44) giiltig.

Wenn das Licht (vollstidndig) polarisiert ist, dann ist Ej zeitlich konstant und es gelten
die Ergebnisse vom Abschnitt B.6.

In der Realitét ist es aber oft der Fall, dass Ey in Abhéngigkeit von der Zeit durch
(D.3) und (D.4) mehr oder weniger zufillig variiert”.
Je zufilliger diese zeitliche Variation ist, desto unpolarisiertes ist das Licht.

Daher benétigen wir die Theorie der stochastischen Prozesse um die Eigenschaften
von E, zu beschreiben, also die Polarisation des (realen) Lichtes.

Ey, und Ey, sind dann statistische Signale (stochastische Prozesse). Also sind auch
a;(t) und ¢;(t) fiir i = z,y statistische Signale (stochastische Prozesse).

lalso z.B. des Lasers
2man bedenke immer auch (1.1) und (B.40) mit w = w,,
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Fiir die Theorie der statistischen Signale sei [21] empfohlen.
Fiir die Anwendung dieser Theorie auf die Polarisation des Lichtes sei [20] empfohlen.

Wir fassen im folgenden wichtige Ergebnisse zusammen und werden diese intuitiv be-
griinden: fiir eine rigorose Ableitung siehe die oben erwahnte Literatur.

Als erstes definieren wir die Polarisationsmatriz, auch Kohdrenzmatrix genannt, wie
folgt

< B (1) Eoq(t) > < Ej (1) Eoy(t) >
(BB > < B 0E, @ .
< B, () Eol(t) > < Ej, (1) Eoy(t) >
wobei * komplex konjugiert bedeutet und
1 /7
< X(t) >:= lim — X(t)dt (D.6)

fur alle Funktionen X (¢) den zeitlichen Mittelwert symbolisiert.

Wir befassen uns zuerst mit der Bedeutung der Diagonalelemente J;;, i = x,y der
Polarisationsmatrix (Kohdrenzmatrix) J und beobachten dass, fir i = x,y

* . 1 T * 1 1 ' 2
Ji =< EO,iEO,i > = qlggo ﬁ /T EO’iEO’idt B jlggo ﬁ /T |E07i| " (D 7)

1 T

T—o0 2T -7

mit I; = | Ey,|? Intensitit? der i Komponente von Ey, i = z,y.

Wegen (1.1) sind die Diagonalelemente von J die mittleren Intensitdten des elektri-
schen Feldes E in = bzw y Richtung in jedem Punkt 7 des Raumes.

Siehe auch (B.51) mit einfachen Bemerkungen.

Die Deutung der Elemente J,, = Ji3 bzw. J,, = Jo; der Polarisationsmatrix J bedarf
der Theorie der stochastischen Prozesse und gibt wichtige Informationen {iber den Po-
larisationsgrad des elektrischen Feldes.

Es gilt offensichtlich
Jye = J, (D.9)

so dass nur ein Element von Bedeutung ist.

3es gilt im Allgemeinem dass
Ii - |E0,i|2 1= x,Y,z (Dg)

fiir die Intensitédt der Komponenten eines Feldes. Mit I = I, + I, + I..
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Wir definieren folgenden Korrelationskoeffizienten

. J:Cy
Joy = —F/—— 77— (D.10)
! Vazr/ Jyy
mit Jxm = JH und Jyy = J22.
Betrachten wir nun J,,,. Es ist offensichtlich
1 (T
ny =< Ef)kxEOy >= lim — ESIEOydt =
’ ’ T—o0 2T _T ? ’
T (D.11)
i (6y(D)— (1)
= ,111_1)1;0 ﬁ = ax(t)ay<t)e‘7 v dt
Sei
0 1= ¢y — P (D.12)

Falls das Licht vollsténdig polarisiert ist, so sind Ey, und £y, konstant. Also ist J kon-
stant und (D.11) ist verschieden von Null falls* a,, a, # 0.

Andererseits, falls das Licht vollig unpolarisiert ist (also fiir das iibliche natiirliche
Licht), so wird § alle moglichen Zufallswerte annehmen konnen, da (die stochastischen
Prozesse) ¢, und ¢, zuféllig und unkorreliert verlaufen.

Dies hat die Folge, dass das Integral in (D.11) verschwindet, wie man intuitiv sehen
kann (positive und negative Beitriige® eliminieren sich gegenseitig).

Wir haben also intuitiv begriindet, dass
oy = Jpp = 0 fiir unpolarisiertes Licht (D.13)

Also
< Ey,Eoy>=0 fiir unpolarisiertes Licht (D.14)

wobei die Klammern < > den zeitlichen Mittelwert symbolisiert.

Wenn das Licht dagegen nur zum Teil polarisiert ist, so wird § um ein Mittelwert 6,
variieren, so dass das Integral in (D.11) im Betrag weder verschwindet noch maximal
ist. Wie nehmen an, dass a, # 0 und a, # 0 (im Mittelwert): falls dies nicht so sein
sollte, so ist die Polarisationsrichtung ja offensichtlich® und falls a, = a, = 0 so breitet
sich gar keine Lichtwelle aus, da die Felder verschwinden.

4genauer gesagt: falls dies im zeitlichen Mittelwert gilt, wenn wir annehmen, dass die Intensititen
variieren kénnen.

sowohl beim Real- als auch beim Imaginérteil

52 bzw. y

5
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Aus diesen Beobachtungen folgt eine Theorie mit der es moglich ist die Polarisation
des Lichtes zu behandeln.

Insbesondere ist j,, aus (D.10) ein Index fiir den Polarisationsgrad des Lichtes.

Man kann zeigen, siehe [20], dass

0 < |yl <1 (D.15)
gilt mit
7oyl = 1 fiir voll polarisiertes Licht (D.16)
und
Joy = 0 fiir unpolarisiertes Licht (D.17)

Fiir einen beliebigen Fall kann man zeigen, siehe [20], dass ein beliebiger Lichtstrahl
immer als Summe von ein voll polarisierter und ein unpolarisierter Lichtstrahl auf ein-
deutige Weise zerlegt werden bzw. gedeutet werden kann.

In der Theorie der Polarisation des Lichtes ist es auch bequem die Stokes Parame-
ter einzufithren. Mit den Stokes Parameter ergibt sich eine simple Beschreibung von
verschiedenen Arten der Polarisation des Lichtes, sei es vollstindig oder unvollstandig
polarisiert Licht.

Siehe [20]

Die hier intuitiv begriindeten Aussagen werden rigoros durch die Theorie der stocha-
stischen Prozesse (fiir komplexe Signale) begriindet.

Die zeitlichen Mittelwerte entsprechen dann (fiir ergodische Prozesse) den Erwartungs-
werten, und wir haben es mit Kreuzkorrelationen und Korrelationskoeffizienten zu tun.

a; und ¢; (i = x,y) sind entsprechend statistische Signale.

Fiir unpolarisiertes Licht sind Ej , und Ejy, im statistischen Sinn unkorreliert und wir
finden, nach Berechnung der Kreuzkorrelation das Ergebnis (D.14) wieder.

Siehe [20] und [21].

Fiir eine Beschreibung der Stokes Parameter sei auch [22] empfohlen.

Fiir natiirliches unpolarisiertes Licht gilt, wie man leicht intuitiv nachvollziehen kann
anhand der bisherigen Abhandlung, dass

oz = Jyy fiir unpolarisiertes Licht (D.18)
Aus alldem folgt, zusammenfassend, dass fiir natiirliches unpolarisiertes Licht gilt
10
J = Jux 01 fiir unpolarisiertes Licht (D.19)

Wir werden insbesondere das Ergebnis (D.14) benutzen.
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