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Kapitel 1EinleitungUm die Motivation f�ur diese Arbeit zu verdeutli
hen, betra
hte man einige Fragestel-lungen aus der Si
ht eines Versi
herungsunternehmens. Speziell im Berei
h der Kfz-Versi
herung ist man z.B. daran interessiert zu wissen, wieviele S
h�aden im Dur
h-s
hnitt f�ur das n�a
hste Jahr zu erwarten sind. Eine ebenfalls wi
htige Fragestellung vorallem f�ur die Tarifbildung ist, wel
he Gruppen von Fahrzeughaltern deutli
h wenigerS
h�aden verursa
hen als andere Gruppen. Um diese Fragen beantworten zu k�onnen,muss zun�a
hst ein statistis
hes Modell erstellt werden, das so gew�ahlt werden soll-te, dass es die beoba
hteten Daten in ihrer wesentli
hen Struktur wiedergibt. Bleibtman beim Beispiel der Kfz-Versi
herung, so wird versu
ht, die Anzahl der S
h�adenin Abh�angigkeit von Gr�ossen wie das Alter des Fahrers, Baujahr des Fahrzeugs, Ge-s
hle
ht des Fahrers, u.s.w. zu erkl�aren. Da die zu untersu
hende Gr�osse "S
haden-anzahl\ eine Z�ahlgr�osse ist, wird in diesen F�allen �ubli
herweise das Poissonmodell alsGrundlage verwendet, da dieses den Eigens
haften eines Z�ahldatenmodells am bestenentspri
ht. Im ersten Abs
hnitt des 2. Kapitels wird daher die Poissonverteilung kurzmit ihren 
harakteristis
hen Merkmalen zusammengefasst. Eine der wi
htigsten Ei-gens
haften der Poissonverteilung ist die Glei
hheit von Erwartungswert und Varianz.Modelliert man nun die Zufallsgr�osse "S
hadenanzahl\ mit Hilfe des Poissonmodells,so kann es vorkommen, dass das Modell die Daten ni
ht ausrei
hend anpasst. Dieskann z.B. erkannt werden, wenn die Devianz oder Pearson-Statistik gr�osser als dieAnzahl der Freiheitsgrade ist. In sol
hen F�allen muss s
hliessli
h mittels einer Resi-duenanalyse �uberpr�uft werden, ob die systematis
he Komponente des Modells ri
htigspezi�ziert wurde und gegebenenfalls m�ussen no
h weitere relevante Gr�ossen, die dieS
hadenanzahl mit beein
ussen, in den linearen Pr�adiktor aufgenommen werden. Erstwenn na
h diesen �Uberpr�ufungen ein Fehler in der systematis
hen Komponente des1



2 Kapitel 1. EinleitungModells ausges
hlossen werden kann, ist davon auszugehen, dass die Ursa
he f�ur ei-ne s
hle
hte Datenanpassung in der Modellannahme selber zu �nden ist. Die bei derVerwendung des Poissonmodells am h�au�gsten auftretende Modellverletzung ist diesogenannte �Uberdispersion, die entsteht, wenn die Z�ahldaten, also die S
hadenanzahlim Beispiel der Kfz-Versi
herung, in einem gr�osseren Masse um ihren Erwartungswertstreuen, als es dur
h das Poissonmodell erwartet wird. Damit ist die 
harakteristis
heEigens
haft der Glei
hheit von Erwartungswert und Varianz bei der Poissonverteilungverletzt, wodur
h glei
hzeitig eine Verletzung der Modellannahme gegeben ist. Im Ka-pitel "Theoretis
he Grundlagen\ wird dieser Sa
hverhalt genauer bes
hrieben und eswird auf die M�ogli
hkeit eingegangen, bei Vorliegen von �Uberdispersion diese mit Hilfeeines We
hsels vom Poisson- zum Negativ-Binomial-Modell zu ber�u
ksi
htigen. Da inder Literatur s
hon viel �uber die Ursa
hen und Konsequenzen von �Uberdispersion undderen Beseitigung ges
hrieben wurde, ist es hier ni
ht das Ziel, das Auftreten von �Uber-dispersion zu diskutieren, sondern es soll stattdessen versu
ht werden, die vorliegende�Uberdispersion zu quanti�zieren. Die Frage, die dieser Arbeit zugrundeliegt, ist:"Wie gross muss die vorliegende �Uberdispersion sein, um einen We
hsel vom Pois-sonmodell zum wesentli
h aufwendigeren Negativ-Binomial-Modell zu re
htfertigen?\Zur Beantwortung dieser Frage wird ein Berei
hstest konstruiert, auf den im 3. Kapi-tel eingegangen wird. Im Prinzip handelt es si
h um den Verglei
h des Poisson- undNegativ-Binomial-Modells, wobei verwendet wird, dass das Negativ-Binomial-Modellmit dem Poissonmodell �ubereinstimmt, falls keine �Uberdispersion vorliegt. Das Ziel ists
hliessli
h, die Quanti�zierung der �Uberdispersion anhand von sogenannten p-Wert-Kurven darzustellen, d.h. das klassis
he Konzept der p-Werte wird dur
h Kurven er-setzt, die es einem erm�ogli
hen, die "Evidenz\ des Poisson- bzw. Negativ-Binomial-Modells simultan f�ur unters
hiedli
he Akzeptanzgrenzen der �Uberdispersion graphis
hdarzustellen. Zun�a
hst wird an einer Simulationsstudie der Berei
hstest mit der Er-stellung der p-Wert-Kurven dur
hgef�uhrt, w�ahrend ans
hliessend die Anwendung aufreale Datenbeispiele erfolgt.



Kapitel 2Theoretis
he GrundlagenIn diesem Kapitel sollen die wi
htigsten theoretis
hen Grundlagen zusammengefasstwerden, die die Basis f�ur diese Arbeit darstellen. In erster Linie handelt es si
h umdie sogenannten generalisierten linearen Modelle, kurz GLM's, die im 2. Abs
hnitt be-s
hrieben werden. Die GLM's umfassen eine grosse Anzahl an Verteilungen, jedo
h wirdhier haupts�a
hli
h der Spezialfall der Poissonverteilung betra
htet, da diese Grundlagef�ur das Standardmodell f�ur Z�ahldaten ist, die in dieser Arbeit verwendet werden.Wie die linearen Modelle besitzen Z�ahldaten-Modelle eine Struktur aus zwei wesent-li
hen Komponenten: die systematis
he Komponente, die dur
h die Regression mo-delliert wird, und die zuf�allige Komponente, die der Grund f�ur die Abwei
hung derbeoba
hteten Daten vom Erwartungswert ist. Die Verteilungsannahme des zuf�alligenE�ektes hat die Ni
htnegativit�at der Z�ahldaten sowie deren Ganzzahligkeits
harakterzu ber�u
ksi
htigen. Die bekanntesten Verteilungen, die diese Kriterien erf�ullen, sind diePoisson- und die Negativ-Binomialverteilung. Aus diesem Grund geh�oren das Poisson-und das Negativ-Binomialregressions-Modell zu den verbreitesten Z�ahldaten-Modellen.Liegen Z�ahldaten vor, so wird jedo
h am h�au�gsten die Poissonverteilung zur Model-lierung der Daten verwendet, weshalb sie au
h als eine Art Ri
htlinie dient. Im erstenAbs
hnitt dieses Kapitels werden deshalb die wi
htigsten Eigens
haften der Poisson-verteilung wiederholt. Anders als die Normalverteilung besteht sie aus nur einem Para-meter, der glei
hzeitig Erwartungswert und Varianz ist. Diese Forderung der Glei
hheitvon Erwartungswert und Varianz ist oft zu stark. In der Praxis wird eher beoba
htet,dass die Varianz gr�osser als der Erwartungswert ist, was mit �Uberdispersion bezei
h-net wird. Eine M�ogli
hkeit, diesem eben angespro
henen Problem auszuwei
hen, ist,zu dem Modell der Negativ-Binomialverteilung �uberzugehen, wel
hes eine so starkeForderung bez�ugli
h der Beziehung von Erwartungswert und Varianz ni
ht beinhaltet.3



4 Kapitel 2. Theoretis
he GrundlagenDie Eigens
haften der Negativ-Binomialverteilung sowie deren Zusammenh�ange zurPoissonverteilung werden im letzten Abs
hnitt dieses Kapitels behandelt.2.1 Die PoissonverteilungDie Poissonverteilung geh�ort zur Klasse der diskreten Verteilungen, z.B. kann mandie Anzahl der eingehenden Telefonanrufe in einer Vermittlungsstelle pro Stunde mitdieser Verteilung modellieren. Die Wahrs
heinli
hkeitsfunktion, die momenterzeugendeFunktion und einige n�utzli
he Eigens
haften der Poissonverteilung werden in diesemAbs
hnitt kurz zusammengefasst.De�nition 2.1.1 (Poissonverteilung) Sei Y eine Zufallsvariable mit einer diskre-ten Verteilung, die de�niert ist auf N [ f0g = f0; 1; 2; ::g:Y ist dann poissonverteilt mit Parameter �; kurz Y � Poi(�), falls die Wahrs
hein-li
hkeitsfunktion folgende Form hat:P (Y = y) = e���yy! f�ur � 2 R und y = 0; 1; 2; :::Die Poissonverteilung zei
hnet si
h dur
h eine besondere Beziehung zwis
hen Erwar-tungswert und Varianz von anderen Verteilungen ab, es gilt hier n�amli
hE(Y ) = V ar(Y ) = �:Diese Eigens
haft der Glei
hheit von Erwartungswert und Varianz bezei
hnet manmit "�Aquidispersion\. Falls die Varianz gr�osser ist als der Erwartungswert, spri
htman von "�Uberdispersion\, die in der sp�ateren Diskussion no
h eine wi
htige Rollespielen wird. Eine andere M�ogli
hkeit der Abwei
hung von der �Aquidispersion ist diesogenannte "Unterdispersion\, die dadur
h gekennzei
hnet ist, dass in diesem Fall derErwartungswert die Varianz �ubersteigt.Satz 2.1.2 (Momenterzeugende Funktion der Poissonverteilung) Die momen-terzeugende Funktion der Poissonverteilung ist gegeben dur
hMY (t) = E[etY ℄ = e�(et�1):Beweis:MY (t) = E[etY ℄ = 1Xy=0 etye���yy! = e�� 1Xy=0 ety�yy! = e�� 1Xy=0 (et�)yy! = e��eet� = e�(et�1):2



2.1. Die Poissonverteilung 5Die ersten k Momente erh�alt man daraus dur
h k-maliges di�erenzieren, d.h.E[Y k℄ = M (k)(0) = �kM(0)�tk f�ur k = 0; 1; 2; ::: (2.1)Konkret ergeben si
h f�ur die Poissonverteilung folgende erste 3 Momente:E[Y ℄ = M 0(0) = e�(et�1)�etjt=0 = �E[Y 2℄ = M 00(0) = �ete�(et�1) + �ete�(et�1)�etjt=0 = e�(et�1)(�et + �2e2t)jt=0 = �+ �2E[Y 3℄ = M 000(0) = e�(et�1)�et(�et + �2e2t) + e�(et�1)(�et + �2e2t2)jt=0= e�(et�1)(�2e2t + �3e3t + �et + 2�2e2t)jt=0 = �+ 3�2 + �3:Aus dem ersten Moment l�asst si
h der Erwartungswert direkt ablesen, w�ahrend f�ur dieVarianz na
h Springers Formelsammlung (1997, S.420) [17℄ allgemein die FormelV ar(Y ) = M 00(0)� [M 0(0)℄2 (2.2)gilt. Im Fall der Poissonverteilung kann also die Varianz wie folgt �uberpr�uft werden:V ar(Y ) = M 00(0)� [M 0(0)℄2 = �+ �2 � [�℄2 = �:Als weitere angenehme Eigens
haft der Poissonverteilung kann die sogenannte Additi-vit�at angegeben werden, die im folgenden Satz gezeigt wird.Satz 2.1.3 Seien Yi � Poi(�i) i = 1; 2; :: unabh�angige Zufallsvariablen und es gelteP�i <1; dann gilt: Z =XYi � Poi(X�i):Beweis: Da die Yi unabh�angig sind, gilt f�ur die momenterzeugenden Funktionen dieGlei
hung MZ(t) =MP Yi(t) =Yi MYi(t):Die einzelnen Yi sind alle poissonverteilt, also giltMZ(t) =Yi MYi(t) =Yi e�i(et�1) = eP �i(et�1);was aber gerade die momenterzeugende Funktion einer poissonverteilten Zufallsvariablemit Parameter P�i ist. 2



6 Kapitel 2. Theoretis
he GrundlagenF�ur die Charakterisierung der Poissonverteilung gibt es viele M�ogli
hkeiten. Eine istz.B. der Poisson-Z�ahl-Prozess, auf den hier aber ni
ht n�aher eingegangen werden soll.Eine kurze Einf�uhrung in die Theorie der sto
hastis
hen Prozesse kann aber z. B. inResni
k (1992) [18℄ na
hgelesen werden, wo in Kapitel 4 speziell auf den Poissonprozesseingegangen wird.Eine andere M�ogli
hkeit ist die Charakterisierung der Poissonverteilung als Grenzfallder Binomialverteilung, d.h. die gesamte Anzahl der Ereignisse folgt approximativ derPoissonverteilung, falls ein Ereignis in einer grossen Zahl von Versu
hen auftritt, dieWahrs
heinli
hkeit jedo
h, dass dieses Ereignis eintritt, sehr klein ist.Satz 2.1.4 (Poisson-und Binomialverteilung) Dieser Satz ist au
h unter dem Ti-tel " Law of rare events\ bekannt. Sei Y die Gesamtanzahl der Erfolge in einer grossenFolge von unabh�angigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrs
heinli
hkeit �, diein jedem Versu
h sehr klein ist, d.h. man erh�alt eine Binomialverteilung mit den Pa-rametern n und �, kurz B(n; �), deren Wahrs
heinli
hkeitsfunktion gegeben ist dur
hP (Y = k) =  nk ! �k(1� �)n�k; k = 0; 1; 2; :::; n:F�ur � > 0 geht im Grenzfall f�ur n!1 und � := �n ! 0 die Binomialverteilung in diePoissonverteilung mit Parameter � �uber.Beweis: Der Beweis hierzu �ndet si
h in Kredler (1998, S. 102) [12℄.Man betra
hte zun�a
hst f�ur � > 0 die B(n; �n)-verteilte Zufallsvariable Yn:P (Yn = k) = n!k!(n� k)! ��n�k �1� �n�n�k :Dur
h Umsortieren dieser Glei
hung erh�alt manP (Yn = k) = �kk! �1� �n�n n(n� 1) : : : (n� k + 1)(1� �n)knk= �kk! �1� �n�n 1(1� 1n) : : : (1� k�1n )(1� �n)k :F�ur n!1 giltlimn!1(1� �n)n ! e�� und limn!1 1(1� 1n) : : : (1� k�1n )(1� �n)k ! 1:Somit ergibt si
h insgesamt limn!1P (Yn = k) = �kk! e��;



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 7was die Wahrs
heinli
hkeitsfunktion einer poissonverteilten Zufallsvariable mit Para-meter � ist. 22.2 Einf�uhrung in die Theorie der GLM'sIn den letzten Jahren hat die Theorie der GLM's immer mehr an Bedeutung gewonnenund so gibt es eine Vielzahl an Literatur, die si
h mit diesem Thema bes
h�aftigt. Eine�ubersi
htli
he Einf�uhrung f�ur alle GLM's ist z.B. in M
Cullagh & Nelder (1989) [15℄gegeben und weiterf�uhrende Details speziell f�ur Z�ahldaten k�onnen z.B. in Cameron &Trivedi (1998) [2℄ na
hgelesen werden.Generalisierte lineare Modelle haben ihren Namen daher erhalten, da sie die klassis
henlinearen Modelle, die auf der Normalverteilung basieren, erweitern. Die Erweiterung be-steht aus zwei Aspekten:Zum einen k�onnen den GLM's eine Vielzahl von unters
hiedli
hen Verteilungen zugrun-deliegen, sofern diese zu der exponentiellen Familie geh�oren. Zum anderen erlaubendiese Modelle als Erweiterung zum linearen Modell Transformationen des Erwartungs-wertes, was mit der sogenannten Linkfunktion bes
hrieben wird.Zun�a
hst wird im folgenden erl�autert, wel
he Anforderungen allgemein an ein Modellgestellt werden und wel
he Terminologie in dieser Arbeit verwendet wird. In den an-s
hliessenden Unterabs
hnitten werden die einzelnen Bestandteile eines GLM's kurzzusammengefasst. Auf die Methode der Maximum-Likelihood-S
h�atzung und die Resi-dualanalyse wird in den letzten Unterabs
hnitten eingegangen.2.2.1 Anforderungen an ein ModellGegeben sei eine Anzahl an Messungen oder Z�ahldaten. Zus�atzli
h seien strukturelleInformationen, wie die Reihenfolge der Messungen oder die Art der Messinstrumente,die benutzt wurden oder Informationen �uber die Bedingungen, unter wel
hen die Datenerhoben wurden, gegeben.Um nun die Daten interpretieren zu k�onnen, su
ht man na
h bestimmten Struktureninnerhalb der Daten, z.B. dass ein Instrument regelm�assig h�ohere Werte liefert alsandere. Daf�ur muss zun�a
hst ein Modell erstellt werden, das den Daten zugrundeliegt.Das einfa
hste ist das lineare Modell y = � + �x mit y und x 2 IRn: Das bedeutet,



8 Kapitel 2. Theoretis
he Grundlagendass mit dem Parameterpaar (�; �) eine einfa
he Beziehung zwis
hen x und y herge-stellt werden kann. Gibt es mehrere Ein
ussgr�ossen x1; :::;xp auf die zu untersu
hendeGr�osse y, so s
hreibt man y = �0 + �1x1 + :: + �pxp; wobei das � dur
h �0 ersetztwird. In der Praxis gilt die lineare Beziehung zwis
hen x1; :::;xp und y allerdings nurapproximativ. Daher wird in das Modell no
h ein sogenannter Fehlerterm " eingef�ugt,so dass si
h s
hliessli
h das folgende sto
hastis
he Modell ergibt:yi = �0 + �1xi1 + �2xi2 + ::+ �pxip + "i; i = 1; :::n: (2.3)Von dem Fehlerterm "i nimmt man in linearen Modellen an, dass er normalverteilt istmit Erwartungswert Null und konstanter Varianz �2, kurz "i � N(0; �2): Eine weitereAnnahme ist, dass die "i identis
h und unabh�angig verteilt sind, d.h. sie sind iid (identi-
ally independent distributed). Das Ziel ist nun, die zu untersu
hende Gr�osse y dur
hdie Ein
ussgr�ossen x1; ::;xp zu erkl�aren. Dazu m�ussen die Parameter (�0; �1; ::; �p)so ges
h�atzt werden, dass sie die Beziehung zwis
hen y und x1; ::;xp bestm�ogli
hstwiedergeben. Die ges
h�atzten Parameter werden im folgenden mit ( b�0; b�1; :::; b�p) be-s
hrieben. Die si
h damit ergebenden Werte b�0+ b�1xi1+ :::+ b�pxip; i = 1; ::; n, die manau
h mit byi oder b�i bezei
hnet, heissen dann "angepasste\ bzw. "ge�ttete Werte\, diemit Hilfe der Daten und des gew�ahlten Modells erzeugt werden.Ziel der Modellerstellung ist es also, die gegebenen Daten y dur
h einen Datensatz vonge�tteten by zu ersetzen. Dabei spielt die Anzahl der Ein
ussgr�ossen, die in das Mo-dell mit aufgenommen werden, eine grosse Rolle. Es gibt im wesentli
hen drei F�alle zuunters
heiden: im ersten Fall spri
ht man vom sogenannten "Nullmodell\. Hier gehenkeine Ein
ussgr�ossen in das Modell ein, d.h. es wird nur ein Parameter �0 verwendet,der den gemeinsamen Erwartungswert � repr�asentiert. Dieses Modell hat den Na
hteil,dass es zu einfa
h ist und dass keine Beziehung zwis
hen x und y modelliert wird.Das andere Extrem ist das "volle Modell\. In diesem Fall werden so viele Parameterverwendet wie Beoba
htungen vorhanden sind. Damit sind die beoba
hteten Dateny exakt reproduzierbar. Dies ist zwar w�uns
henswert, do
h der Na
hteil hierbei ist,dass dieses Modell keine Informationen �uber den Erkl�arungsgehalt von y dur
h dieEin
ussgr�ossen x1; ::;xp enth�alt. Das volle Modell ist demna
h ni
ht aussagekr�aftiggenug, denn es fasst die Daten ni
ht in ihrer wesentli
hen Struktur zusammen, son-dern gibt sie exakt wieder. Im letzten Fall betra
htet man Modelle, deren Anzahl vonEin
ussgr�ossen gr�osser als Null (Nullmodell), aber kleiner als die Anzahl der Beoba
h-tungen (volles Modell) ist.Zu der bestm�ogli
hen Anpassung der ge�tteten an die beoba
hteten Werte kommt also



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 9als weitere Anforderung hinzu, die Komplexit�at der Struktur des Modells so geringwie m�ogli
h zu halten, was errei
ht werden kann, wenn keine �uber
�ussigen Parameterverwendet werden. Diese grundlegenden Ideen der Modellbildung sind hier sehr allge-mein gefasst und gelten sowohl f�ur die linearen als au
h f�ur die generalisierten linearenModelle.2.2.2 TerminologieWie im vorherigen Abs
hnitt angespro
hen, wird allgemein bei einer Regression ver-su
ht, eine zu untersu
hende Gr�osse y dur
h Ein
ussgr�ossen x1; ::;xp zu erkl�aren. Da-bei wird �ubli
herweise in der Literatur die Gr�osse y mit "Response\ oder "abh�angigeVariable\ bezei
hnet, w�ahrend man die Ein
ussvektoren x1; ::;xp "Kovariablen\ oderau
h "erkl�arende Variablen\ nennt. Die Datensituation l�asst si
h au
h kurz dur
h(yi j xi); i = 1; ::; nbes
hreiben, d.h. gegeben den Kovariablenvektor xi der i-ten Beoba
htung beoba
h-tet man den Wert yi, wobei xi = (xi1; xi2; :::; xip)t ist, was au
h mit "Design-Vektor\oder "Kovariablenvektor\ bezei
hnet wird. Die Kovariablen k�onnen quantitativ oderqualitativ sein. Quantitative Kovariablen nehmen numeris
he Werte an, qualitativebestehen aus ni
htnumeris
hen Werten. Die abh�angige Variable kann stetig oder dis-kret sein (im Fall der Z�ahldatenregression nimmt die abh�angige Variable nur diskreteWerte an). In Matrixs
hreibweise werden die Beoba
htungen dur
h einen Spaltenvek-tor y = (y1; :::; yn)t bes
hrieben und die p Kovariablen werden in einer (n� p)- MatrixX zusammengefasst, die man "Design\ - oder "Datenmatrix\ nennt. Jede Zeile davonbes
hreibt eine Beoba
htung, jede Spalte geh�ort zu einer Kovariablen. In der Regelf�ugt man zu der Matrix X no
h eine Einserspalte hinzu, die den Inter
ept bestimmt.Damit erh�oht si
h die Dimension der Matrix von (n� p) auf (n� (p+ 1)).Zu jeder Kovariable geh�ort ein Parameter, der in der Regel unbekannt ist. Die Para-meter werden in einem Vektor der L�ange p zusammengefa�t und kurz mit� = (�1; :::; �p)t bezei
hnet. Nimmt man den Inter
ept hinzu, ergibt si
h der Parame-tervektor � = (�0; �1:::; �p)t der L�ange p+ 1.2.2.3 Die exponentielle FamilieWie s
hon anfangs erw�ahnt, basieren GLM's auf Wahrs
heinli
hkeitsfunktionen bzw.Di
hten, die zur exponentiellen Familie geh�oren.



10 Kapitel 2. Theoretis
he GrundlagenDe�nition 2.2.1 (Lineare exponentielle Familie) Eine Di
hte f(y; �; �) geh�ort zuder linearen exponentiellen Familie mit nat�urli
hem oder kanonis
hem Parameter � undSt�or - oder Skalenparameter �, falls sie si
h in folgender Form s
hreiben l�asst:f(y; �; �) = exp��y � b(�)a(�) + 
(y; �)� :Dabei bes
hreibt 
(y; �) eine normalisierende Konstante und die Funktionen a(:) undb(:) bestimmen die jeweilige Verteilung.F�ur den Erwartungswert und die Varianz gelten folgende Formeln:E(Y j x) = � = b0(�) (2.4)V ar(Y j x) = b00(�)a(�): (2.5)Die Varianz von Y ergibt si
h also aus einem Produkt zweier Funktionen. Die ersteist b00(�), eine Funktion, die nur vom kanonis
hen Parameter abh�angt und mit "Va-rianzfunktion\ bezei
hnet wird. Die Varianzfunktion wird h�au�g als Funktion von �betra
htet, weshalb sie in der Regel mit V (�) abgek�urzt wird. Die zweite Funktionist a(�), die unabh�angig von �, daf�ur aber abh�angig vom Dispersionsparameter � ist.Einen Beweis zu den obigen Formeln kann man in M
Cullagh & Nelder (1989, S. 28) [15℄�nden. Die Formeln lassen si
h aus den bekannten Glei
hungen (siehe Casella, Berger(1990, S. 309�) E ��L�� � = 0 (2.6)und E ��2L��2 � + E ��L�� �2 = 0 (2.7)ableiten, wobei hier L(�; �; y) = ln f(y; �; �) die Log-Likelihood-Funktion darstellt.Ausgehend von der Di
hte der exponentiellen Familie erh�alt man die Log-Likelihood-Funktion L(�; �; y) = �y � b(�)a(�) + 
(y; �):Als erste und zweite Ableitungen ergeben si
h�L�� = y � b0(�)a(�) und �2L��2 = �b00(�)a(�) :



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 11F�ur den Erwartungswert hat man nun die Glei
hung (2.6) zu l�osen, d.h.E ��L�� � = �� b0(�)a(�) = 0;woraus si
h E(Y ) = � = b0(�)ergibt. F�ur die Varianz l�ost man die Glei
hung (2.7), d.h.E ��2L��2 �+ E ��L�� �2 = �b00(�)a(�) + V ar(Y )a(�)2 = 0;und erh�alt daraus V ar(Y ) = b00(�)a(�):Beispiel 2.2.2 (Poissonverteilung) Die Poissonverteilung geh�ort mit vielen ande-ren Verteilungen zu der exponentiellen Familie, denn ihre Di
hte bzw. Wahrs
heinli
h-keitsfunktion l�asst si
h wie folgt ums
hreiben:fpoi(y; �; �) = exp f�� + y ln�� ln y!g :Dabei ist a(�) = 1; � = ln�; b(�) = e� = eln� = � und 
(y; �) = � ln y!:F�ur den Erwartungswert ergibt si
h na
h obiger FormelE(Y ) = � = b0(�) = e� = �: (2.8)Die Varianz �uberpr�uft man analog na
h den oben angegebenen Formeln mitV ar(Y ) = b00(�)a(�) = e� = �:Es ergibt si
h also wie erwartet die s
hon angespro
hene Eigens
haft der �Aquidispersi-on, d.h. Glei
hheit von Erwartungswert und Varianz bei der Poissonverteilung.2.2.4 Komponenten eines GLM'sSei y, ein Vektor von Beoba
htungen aus n Komponenten, die Realisierung einer Zu-fallsvariablen Y . Um nun ein GLM de�nieren zu k�onnen, ben�otigt man folgende An-nahmen:(i) Verteilungsannahme:Gegeben den Kovariablenvektor xi sind die yi; i = 1; ::; n bedingt unabh�angig
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he Grundlagenverteilt na
h einer Verteilung, die si
h als Exponentialfamilie darstellen l�asst mitErwartungswert E(Yi j xi) =: �i; i = 1; :::; n:Die Verteilungsannahme bildet die zuf�allige Komponente des Modells. Die 
exibleWahl der Verteilung ist ein Aspekt der Erweiterung der GLM's gegen�uber denklassis
hen linearen Modellen, in wel
hen auss
hliessli
h von der Annahme derNormalverteilung ausgegangen wird. Der andere Aspekt ist die M�ogli
hkeit derTransformation des Erwartungswertes, die im n�a
hsten Punkt n�aher erl�autertwird.(ii) Strukturelle Annahme:Im folgenden sei i der Index der n vers
hiedenen Beoba
htungen und j sei derIndex der p relevanten Kovariablen. Die Kovariablenvektoren x1; x2; ::; xp de-�nieren dann den sogenannten "linearen Pr�adiktor\ � mit � = (�1; ::; �n)t, dergegeben ist dur
h� = pXj=1 xj�j =X� mit X = (x1; ::; ;xp) 2 IRn�p und � = (�1; ::; �p)tbzw. in Komponentens
hreibweise �i = xti� mit xi = (xi1; xi2; ::; xip)t; i = 1; ::; n:Ans
hliessend wird der Erwartungswert �i �uber eine "Responsefunktion\ h mitdem linearen Pr�adiktor �i verbunden, d.h.�i = h(�i) = h(xti�):Oft verwendet man au
h die inverse Responsefunktion g := h�1(�i); die mit"Linkfunktion\ bezei
hnet wird:g(�i) = �i = xti�:Die Linkfunktion verbindet also die zuf�allige Komponente mit der systematis
hen,wel
he eine Spezi�kation f�ur den Vektor � in Termen aus einer kleinen Anzahlvon unbekannten Parametern �1; :::; �p ist, deren Werte dur
h die Daten ges
h�atztwerden m�ussen.In den klassis
hen linearen Modellen sind der Erwartungswert und der linearePr�adiktor identis
h, d.h. es gilt � = �: GLM's erlauben aber eine Erweiterung,so dass die Linkfunktion eine beliebige, monotone, di�erenzierbare Funktion seinkann. Wenn man z.B. mit Z�ahldaten arbeitet und die zugrundeliegende Verteilung



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 13der Daten eine Poissonverteilung ist, muss man � > 0 voraussetzen. Ein additivesModell f�ur �, d.h. � = � =Ppj=1 xj�j, ist hier ni
ht befriedigend, denn � kannf�ur bestimmte Parameterwerte jederzeit negativ werden, � soll aber positiv sein,womit die Identit�at als Linkfunktion keinen Sinn mehr ma
ht.Modelle f�ur Z�ahldaten f�uhren daher oft zu multiplikativen E�ekten, was dur
hdie sogenannte log-link-Funktion ausgedr�u
kt wird. Dies bedeutet formal� = ln(�) bzw. � = e�: (2.9)Oft wird in der Literatur statt von Poissonregression au
h von log-linearen Mo-dellen gespro
hen, da der Logarithmus des bedingten Erwartungswertes linear inden Parametern ist. Dur
h diese Wahl von Linkfunktionen werden nun additi-ve E�ekte bzgl. � zu multiplikativen E�ekten bzgl. � und � ist strikt positiv.Jede Verteilung hat eine spezielle Linkfunktion f�ur die eine suÆziente Statistikexistiert. Dabei heisst eine Statistik T (X) "suÆzient\ f�ur einen Parameter �, ge-nau dann wenn die bedingte Verteilung von X gegeben T (X) = t ni
ht von �abh�angt. Sol
he Linkfunktionen heissen "kanonis
he Linkfunktionen\ und sinddadur
h de�niert, dass � = � gilt. Mit Hilfe des Faktorisierungstheorems (sieheBi
kel & Doksum (1977, S. 65) [1℄) kann na
hgewiesen werden, dass in einemGLM mit kanonis
her Linkfunktion (Pni=1 xi1yi; :::;Pni=1 xipyi)t eine suÆzienteStatistik f�ur (�1; :::; �p) ist.(iii) Kovariablenvektor:Um ein GLM eindeutig de�nieren zu k�onnen, fehlt zum Abs
hluss no
h die An-gabe des Kovariablenvektors xi:Beispiel 2.2.3 (Poissonregression) Da die Poissonregression ein Modell f�ur Z�ahl-daten mit Kovariablen ist, sollen hier no
h einmal die oben genannten Annahmen f�urdiesen Spezialfall zusammengefasst werden. Die Verteilung der Yi gegeben die Kovaria-blenvektoren xi ist eine Poissonverteilung, d.h. (Yi j xi) � Poi(�i): Ausserdem seiendie Beoba
htungen alle unabh�angig. Die kanonis
he Linkfunktion ist in diesem Fall dielog-link-Funktion, d.h. � = ln(�); denn na
h (2.8) gilt� = ln(�) = ln(exp(�)) = �:Damit ist der bedingte Erwartungswert der Beoba
htungen Yi gegeben die Kovariablenxi gegeben dur
h E(Yi j xi) = exp(�i) = exp(xti�); i = 1; :::; n:
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he GrundlagenFasst man die beiden Annahmen zusammen, erh�alt man die folgende Wahrs
heinli
h-keitsfunktionP (Yi = y j xi) = exp(� exp(xti�)) exp(xti�y)y! ; y = 0; 1; 2; ::2.2.5 O�set in der PoissonregressionBisher wurde angenommen, dass bei der Poissonregression die Beoba
htungszeitr�aumef�ur den Parameter �i, der die erwartete Anzahl von Ereignissen im Beoba
htungszeit-raum bes
hreibt, f�ur alle i = 1; ::; n einheitli
h sind. Nun kann es in der Praxis h�au�gvorkommen, dass Daten analysiert werden m�ussen, deren Beoba
htungszeitr�aume va-riieren. Aus diesem Grund muss dann eine zus�atzli
he Variable ti eingef�uhrt werden,die si
h auf den jeweiligen Zeitraum der i-ten Beoba
htung bezieht, um die Zeiteinheitzu standardisieren. Die zu untersu
hende Variable Yi ist damit poissonverteilt mit demParameter ti��i , d.h.P (Yi = yi j xi) = e�ti��i (ti��i )yiyi! ; i = 1; ::; n; y = 0; 1; 2; ::;wobei ��i = exp(xti�) ist. S
hreibt man diese Di
hte in die Form einer exponentiellenFamilie um, so ergibt si
hfpoi(y; �; �) = expf�ti��i + yi ln(ti��i )� ln(yi!)g:Dabei muss wie in Beispiel 2.2.2 a(�) = � = 1 und b(�i) = e�i gew�ahlt werden,aber der Parameter �i ist nun gegeben dur
h �i = ln(ti��i ). Damit ergibt si
h f�ur denErwartungswertE(Yi) = �i = b0(�i) = e�i = ti��i = ti exp(xti�) = exp(ln(ti) + xti�):F�ur den linearen Pr�adiktor gilt s
hliessli
h�i = xti� = ln(�i)� ln(ti) = �i � ln(ti)| {z }o�set;wobei der letzte Term ln(ti) mit "o�set\ bezei
hnet und als bekannt vorausgesetzt wird.Ist ti = 1 8 i, so erh�alt man wie in Beispiel 2.2.3 gezeigt, die kanonis
he Linkfunktiong(�i) = ln(�i), w�ahrend man f�ur den Fall, dass ti 6= 1 die kanonis
he Linkfunktiong(�i) = ln(�i)� ln(ti)erh�alt. Im folgenden wird allerdings von einem einheitli
hen Beoba
htungszeitraumausgegangen, d.h. es wird ti = 1 8i gesetzt.



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 152.2.6 Maximum Likelihood (ML)- S
h�atzungenNa
h der Wahl eines geeigneten Modells ist man an der S
h�atzung der Parameter in-teressiert und m�o
hte au
h, wenn m�ogli
h, deren Genauigkeit beurteilen. Erst dannk�onnen mit Hilfe des Modells und den S
h�atzungen Prognosen f�ur die Zukunft erstelltwerden, die in der Regel das eigentli
he Ziel sind. In diesem Abs
hnitt soll es nun umdie S
h�atzung der Parameter gehen.In linearen Modellen s
h�atzt man die Parameter mit der Methode der kleinsten Qua-drate, d.h. man minimiert die Abstandsquadrate zwis
hen den beoba
hteten und denge�tteten Daten. Diese Methode entspri
ht unter Voraussetzung der Normalvertei-lung genau der Maximum-Likelihood-S
h�atzung, bei der man versu
ht, die Parameter�0; �1; ::; �p so zu ermitteln, dass die Wahrs
heinli
hkeit, die gegebenen Daten zu erhal-ten, maximiert wird. In GLM's dagegen sind diese beiden S
h�atzmethoden ni
ht �aqui-valent. Da im Gegensatz zum kleinsten Quadrate-Ansatz bei der Maximum-Likelihood-Methode alle Informationen der Daten enthalten sind und diese Methode deshalb einemodellbasierende S
h�atzung ist, wird in der Regel in GLM's nur Maximum-Likelihood-S
h�atzung betrieben, weshalb hier nur auf diese eingegangen wird.Um ML-S
h�atzer f�ur die unbekannten Parameter zu erhalten, wird vorausgesetzt, dassdie zugrundeliegende Verteilung vollst�andig bekannt ist und dass die Design-MatrixXder Kovariablen einen vollen Spaltenrang p besitzt.Sei nun allgemein f(y j �) die Wahrs
heinli
hkeits- bzw. Di
htefunktion eines Zufalls-variablenvektors Y = (Y1; :::; Yn)t, wobei der Parametervektor � = (�1; ::; �m)t in demzul�assigen Parameterraum � liegt. Betra
htet man dann f(y j �) als eine Funktion von� f�ur feste Realisierungen y, so nennt man diese Funktion die "Likelihood-Funktion\und s
hreibt L(�). F�ur den Spezialfall, dass die Zufallsvariablen Y1; :::; Yn gegeben dieKovariablenvektoren xi; i = 1; ::; n unabh�angig diskret oder stetig verteilt sind mitWahrs
heinli
hkeitsfunktion bzw. Di
hte f(yi j xi; �), so ergibt si
h wegen der Un-abh�angigkeit der Yi die Likelihood-FunktionL(�) = nYi=1 f(yi j xi; �):Da in dieser Arbeit nur unabh�angige Zufallsvariablen betra
htet werden, kann f�ur dieweiteren Ausf�uhrungen von diesem Spezialfall ausgegangen werden. Na
h der Maximum-Likelihood-Methode (siehe Bi
kel & Doksum (1977, S. 99) [1℄ und Kredler (1998, S.173) [12℄) w�ahlt man nun die S
h�atzungen b� f�ur den unbekannten Parameter � so, dass
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he Grundlagendas Eintreten der beoba
hteten Sti
hprobe maximale Wahrs
heinli
hkeit besitzt, d.h.L(b�ML) � L(~�) 8 ~� 2 �;wobei � den Parameterraum bezei
hnet. Um das Maximieren zu erlei
htern, geht manh�au�g zur sogenannten "Log-Likelihood-Funktion\ �uber, die man dur
h Logarithmierender Likelihood-Funktion erh�alt:L(�) = lnL(�) = nXi=1 ln f(yi j xi; �) = nXi=1 Li(�):Da die Logarithmusfunktion streng monoton ist, stimmen die Maximalstellen von Lund L �uberein. In Kredler (1998, S. 173) [12℄ wird somit der Maximum-Likelihood-S
h�atzer wie folgt de�niert:De�nition 2.2.4 (ML-S
h�atzer) Die Zufallsvariablen Y1; ::; Yn seien unabh�angig ver-teilt mit Wahrs
heinli
hkeitsfunktion bzw. Di
hte f(yi j xi; �); i = 1; ::; n. MitL(�) = Qni=1 f(yi j xi; �) sei ihre Likelihood-Funktion, mit L(�) = lnL(�) ihre Log-Likelihood-Funktion bezei
hnet. Jede Maximalstelleb�ML = maxfL(b�); b� 2 �g = maxfL(b�); b� 2 �gheisst dann Maximum-Likelihood-S
h�atzer bzw. kurz ML-S
h�atzer f�ur �. b�ML mussni
ht immer existieren und im Falle der Existenz ni
ht immer eindeutig sein.Im Fall der GLM's ergibt si
h ausgehend von einer Di
hte der exponentiellen Familief(yi; �i; �) = exp��iyi � b(�i)a(�) + 
(yi; �)�die folgende Log-Likelihood-FunktionLGLM(�) = nXi=1 ��i(xti�)yi � b(�i(xti�))a(�) + 
(yi; �)� ;wobei zu bea
hten ist, dass das � dur
h die Beziehungen �i = �i(�i); �i = h(�i) und�i = xti� in die Funktion eingeht. Um diesen Zusammenhang zu verdeutli
hen, wirddie S
hreibweise �i = �i(xti�) verwendet.Die Maximalstelle, und damit die ML-S
h�atzung b� von �, erh�alt man dur
h Di�eren-zieren der Log-Likelihood-Funktion na
h � und ans
hliessendes Nullsetzen, d.h.�L(�)�� = nXi=1 � ln fi�� = 0;



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 17wobei fi = f(yi j xi; �) und �L(�)�� ein (p � 1)-Vektor ist. Die p Glei
hungen sindallerdings ni
htlinear in den p unbekannten �'s, so dass eine analytis
he L�osung desGlei
hungssystems ni
ht m�ogli
h ist. Trotzdem kann man dur
h iteratives Vorgehen zueiner L�osung gelangen. Bekannte Verfahren sind z.B. das "Newton-Raphson\- bzw. das"Fisher-s
oring-Verfahren\ (siehe M
Cullagh & Nelder (1989, S. 43) [15℄, und Winkel-mann (1996, S. 60) [19℄). Um das Prinzip des Fisher-S
oring-Verfahrens zu erkl�aren,m�ussen zun�a
hst no
h einige Begri�e eingef�uhrt werden.De�nition 2.2.5 (S
ore-Funktion) Die S
ore-Funktion s(�), oder au
h S
ore-Vektorgenannt, ist der Vektor der Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion na
h � :s(�) = �L(�)�� = nXi=1 � ln fi�� 2 IRp:Die Maximum-Likelihood-Glei
hungen lauten dann s(�) = 0, deren L�osung der ML-S
h�atzer ist.De�nition 2.2.6 (Fisher-Informationsmatrix) Die beoba
htete Fisher-Informationsmatrix wird dur
hFIobs(�) = ���2L(�)����t �de�niert, wobei ����t die vektorwertige Di�erentiation abk�urzt. Die erwartete Fisher-Informationsmatrix dagegen ist dur
h die Kovarianzmatrix des S
ore-Vektors de�niert:FI(�) = Cov(s(�)) = E(s(�)s(�)t):Satz 2.2.7 (Fisher-Informationsmatrix) Die erwartete Fisher-Informationsmatrixl�asst si
h dur
h folgende Beziehung aus der beoba
hteten Fisher-Informationsmatrix be-re
hnen: FI(�) = E(FIobs(�)) = �E ��2L(�)����t � :Beweis: Da die erwartete Fisher-Informationsmatrix als Kovarianzmatrix des S
ore-Vektors de�niert wurde, bleibt die Glei
hung E(FIobs(�)) = Cov(s(�)) zu zeigen. Dazubetra
hte man zun�a
hst�2L(�)����t = �2����t lnL(�) = ���t h ���L(�)L(�) i = �2����tL(�)L(�)� ���L(�) ���tL(�)(L(�))2= �2����tL(�)L(�) � ���L(�) ���tL(�)L(�)L(�)| {z }��� lnL(�) ���t lnL(�) :
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he GrundlagenDamit ergibt si
hE(FIobs(�)) = � Z h �2����t lnL(�)iL(�) dy= � Z h �2����tL(�)L(�) � ��� lnL(�) ���t lnL(�)iL(�) dy= � Z �2����tL(�) dy + Z ��� lnL(�)| {z }s(�) ���t lnL(�)| {z }s(�)t L(�) dy(�)= 0 + Z s(�)s(�)tL(�) dy= E(s(�)s(�)t)= Cov(s(�)); da E(s(�)) = 0:(�): F�ur das erste Integral gilt unter Regularit�atsbedingungen, die am Ende dieses Ab-s
hnittes aufgef�uhrt und erl�autert werden, dass Integration und Di�erentiation ver-taus
ht werden d�urfen. Damit erh�alt man� Z �2����tL(�) dy = � �2����t Z L(�) dy| {z }=1;daL(�)eine Di
hte ist = � �2����t 1 = 0: 2Nun sind alle notwendigen Begri�e de�niert, um die Fisher-S
oring-Methode zu er-kl�aren. Diese Methode ist ein iterativer Algorithmus zur Bestimmung des ML-S
h�atzersb�: Er verwendet die Taylorentwi
klung erster Ordnung, um die ni
htlinearen Glei
hun-gen zu linearisieren und so eine s
hnelle Approximation zu gew�ahrleisten. Sei b�(s) dievorl�au�ge Approximation an den ML-S
h�atzer b� in der s-ten Iteration. Der Re
hen-s
hritt zur Bestimmung der verbesserten Approximation in der s+1-ten Iteration lautetdann na
h Fahrmeir & Tutz (1994, S. 40) [7℄:b�(s+1) = b�(s) + FI�1(b�(s)) s(b�(s)):Es wird solange iteriert, bis ein bestimmtes Abstandskriterium unter einer vorgegebe-nen S
hranke " bleibt. So ein Kriterium k�onnte z.B.kb�(s+1) � b�(s)kkb�(s)k < "; " > 0
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he Norm bezei
hnet.Hat man nun einen S
h�atzer b� erre
hnet, bleibt zur Kontrolle des Maximums no
h diesogenannte "Hesse-Matrix\ H(�) zu �uberpr�ufen. IstH(�) = �2L(�)����tan der Stelle � = b� negativ-de�nit, so ist der erre
hnete S
h�atzer b� wirkli
h ein Maxi-mum. In der Regel sind die erre
hneten b� keine globalen Maxima der Log-Likelihood-Funktion, sondern nur L�osungen der S
ore-Glei
hungen s(b�) = 0, was einem lokalenMaximum entspri
ht, wenn die Hesse-Matrix negativ-de�nit ist. F�ur viele Modelle istdie Log-Likelihood-Funktion aber konkav, so dass das lokale mit dem globalen Maxi-mum �ubereinstimmt. F�ur strikt konkave Log-Likelihood-Funktionen ist das Maximumsogar eindeutig, wenn es existiert.Satz 2.2.8 Sei V eine ni
ht-leere konkave Menge V � IRm und f : V ! IR eine striktkonkave Funktion auf V , so gibt es h�o
hstens einen Maximalpunkt von f auf V .Beweis: Eine strikt konkave Funktion ist f�ur alle Paare x1;x2 2 V mit x1 6= x2 undjede Zahl � 2 (0; 1) de�niert dur
h die Unglei
hungf(�x1 + (1� �)x2) > �f(x1) + (1� �)f(x2):Angenommen, es g�abe nun zwei vers
hiedene Maximalpunkte bx1 und bx2 2 V von f ,dann gilt f�ur die Verbindungsgerade von bx1 und bx2�f(bx1) + (1� �)f(bx2) = f(bx1) = f(bx2):F�ur jedes � 2 (0; 1) und f�ur jedes x = �bx1 + (1� �)bx2 2 V , das zwis
hen bx1 und bx2liegt, ergibt si
h aber na
h der De�nition der Konkavit�atf(x) = f(�bx1 + (1� �)bx2) > �f(bx1) + (1� �)f(bx2) = f(bx1) = f(bx2);was aber ein Widerspru
h dazu ist, dass bx1 und bx2 Maxima sind. 2Desweiteren gilt na
h Krabs (1983, S. 59) [11℄ der folgende Satz:Satz 2.2.9 Eine Funktion f : V ! IR auf einer ni
ht-leeren o�enen und konkavenTeilmenge des IRn , die f�ur jedes x 2 V stetige zweite partielle Ableitungen besitzt, istgenau dann strikt konkav auf V , wenn ihre Hesse-Matrix H(x) f�ur jedes x 2 V negativde�nit ist.
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he GrundlagenIm folgenden Beispiel wird f�ur den Spezialfall der Poissonverteilung nun gezeigt, dassdie Hesse-Matrix negativ-de�nit und somit die Log-Likelihood-Funktion strikt konkavist, woraus na
h Satz 2.2.8 die Eindeutigkeit des Maximums folgt.Beispiel 2.2.10 (ML-S
h�atzung bei Poissonverteilung) F�ur dieses Beispiel seidie kanonis
he Linkfunktion �i = E(Yi j xi) = exp(xti�) gew�ahlt. Ausgehend von derWahrs
heinli
hkeitsfunktion der Poissonverteilung f�ur i = 1; ::; n unabh�angige Zufalls-variablen Yi erh�alt man die Log-Likelihood-FunktionL(�) = nXi=1 f��i + yi ln�i � ln(yi!)g = nXi=1 �� exp(xti�) + yi xti� � ln(yi!)	 :Dieser Term muss nun bez�ugli
h � abgeleitet und nullgesetzt werden.�L(�)�� = nXi=1 ��xi exp(xti�) + yixi	 = nXi=1 �yi � exp(xti�)	xi= 0BB� Pni=1 �yi � exp(xti�)	 xi1...Pni=1 �yi � exp(xti�)	 xip 1CCA = 0:Um daraus die Hesse-Matrix zu bere
hnen, werden zun�a
hst dur
h partielles Ableitendie einzelnen Matrixeintr�age ermittelt.�2L(�)��r��s = ���s nXi=1 �yi � exp(xti�)	 xir = � nXi=1 exp(xti�)xirxis; r; s = 1; :::; p:Die gesamte Hesse-Matrix l�asst si
h demna
h dur
hH(�) = �2L(�)����t = � nXi=1 exp(xti�)xixit| {z }2IRp�pausdr�u
ken. F�ur den Na
hweis, dass au
h wirkli
h ein Maximum vorliegt, muss no
hgezeigt werden, dass die Hesse-Matrix an der Stelle � = b� negativ de�nit ist, d.h. esist ztH(b�)z < 0 8 z 6= 0 zu �uberpr�ufen. Kann aber gezeigt werden, dass die Hesse-Matrix f�ur beliebige � negativ de�nit ist, dass also ztH(�)z < 0 8 z 6= 0 gilt, soist dies na
h Satz 2.2.9 glei
hzeitig der Na
hweis f�ur eine global strikt konkave Log-Likelihood-Funktion und na
h Satz 2.2.8 ist das Maximum dann eindeutig.ztH(�)z = �zt nXi=1 exp(xti�)| {z }Skalar xixitz = � nXi=1 exp(xti�)ztxixitz



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 21= � nXi=1 exp(xti�) ztxi|{z}=:wi2IR(ztxi)t = � nXi=1 exp(xti�)wiwti= � nXi=1 exp(xti�)w2i � 0:Es bleibt zu zeigen, dass der Wert glei
h Null nur dann angenommen wird, wennz = 0 ist. Da die Exponentialfunktion strikt positiv ist und somit exp(xti�) > 0 gilt, ist�Pni=1 exp(xti�)w2i = 0, genau dann wenn wi = 0; 8i = 1; ::; n. Dies gilt aber genaudann, wenn xitz = 0; 8i = 1; ::; n. Ausf�uhrli
h in Matrixs
hreibweise ergibt dies0BB� x1t...xnt 1CCA z = 0BB� x11; : : : ; x1p... ... ...xn1; : : : ; xnp 1CCA0BB� z1...zp 1CCA = 0:Nun hat aber die Matrix na
h Voraussetzung (siehe Beginn des Abs
hnittes) einen vol-len Spaltenrang p und es gilt p � n, denn es k�onnen h�o
hstens nur so viele Parameterges
h�atzt werden, wie Beoba
htungen vorhanden sind. Damit gibt es p linear unabh�angi-ge Zeilen in der Matrix, deren Indexmenge mit K = fk1; :::; kpg bezei
hnet wird. Danngilt X�z = 0BB� xk1t...xkp t 1CCA| {z }2IRp�p z = 0;was aber nur m�ogli
h ist, wenn z = 0, denn die Matrix X� hat vollen Rang p. Damitist gezeigt, dass ztH(�)z < 0 8 z 6= 0; d.h. die Hesse-Matrix ist f�ur beliebige � ne-gativ de�nit. Die Log-Likelihood-Funktion ist daher global konkav und somit sind dieBedingungen f�ur ein globales Maximum erf�ullt.Sobald die S
h�atzungen dur
hgef�uhrt sind, geht es darum, die Eigens
haften der S
h�atzerzu �uberpr�ufen. Zu den wi
htigsten geh�oren Unverzerrtheit, Konsistenz und asympto-tis
he Normalverteilung. Die Unverzerrtheit und Konsistenz werden in Kredler (1998,S. 169f) [12℄ folgendermassen de�niert:De�nition 2.2.11 (Unverzerrtheit bzw. Erwartungstreue eines S
h�atzers) EineS
h�atzfunktion T : IRn ! IRm heisst erwartungstreu oder unverzerrt, fallsE[T (X1; :::; Xn)℄ = �:Die Abwei
hung E[T (X1; :::; Xn)℄� � heisst Bias des S
h�atzers T .
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he GrundlagenF�ur die De�nition der Konsistenz wird Tn anstatt T ges
hrieben, um die Abh�angigkeitdes S
h�atzers vom Sti
hprobenumfang anzudeuten. Ausserdem wird die De�nition aufeindimensionale S
h�atzer mit Parameter � einges
hr�ankt, um eine einfa
he Darstellungzu erhalten.De�nition 2.2.12 (Konsistenz eines S
h�atzers) Ein S
h�atzer Tn : IRn ! IR heisstkonsistent f�ur �, fallslimn!1P (j Tn(X1; ::Xn)� � j� ") = 1; 8 " > 0:Konsistenz bedeutet, dass der S
h�atzer Tn in Wahrs
heinli
hkeit gegen � konvergiert.Diese gew�uns
hten Eigens
haften eines S
h�atzers sind allerdings nur unter bestimmtenVoraussetzungen, den sogenannten "Regularit�atsbedingungen\ gegeben.In Cameron & Trivedi (1998, S. 23) [2℄ sind diese wie folgt zusammengefasst:(i) Die Di
hte f(y j xi; �) ist global de�niert und es gilt f(y j xi; �1) 6= f(y j xi; �2)f�ur alle �1 6= �2.(ii) Es gilt � 2 �, wobei der Parameterraum � endli
hdimensional, abges
hlossenund kompakt ist.(iii) Es existieren stetige und bes
hr�ankte Ableitungen von L(�) bis zur 3. Ordnung.(iv) Die Reihenfolge von Di�erentiation und Integration der Likelihood-Funktion darfvertaus
ht werden.(v) Die Kovariablenvektoren xi; i = 1; ::; n erf�ullen folgende Bedingungen(a) xitxi <1(b) E(!2i )Pi E(!2i ) = 0 8i; wobei !i � xit � ln f(yijxi;�)��(
) limn!1 Pni=1 E(!2i j
i�1)Pni=1 E(!2i ) = 1, wobei 
i�1 = (x1;x2; :::;xi�1):Die erste Bedingung si
hert, dass ein eindeutiges Maximum existiert. Die zweite Vor-aussetzung s
hliesst m�ogli
he Probleme am Rand des Parameterraumes � aus und kannweggelassen werden, wenn z.B. L global konkav ist. Die dritte Bedingung kann oft etwasgelo
kert werden, indem man die Existenz der Ableitungen nur bis zur zweiten Ordnungfordert. Der vierte Punkt ist eine wi
htige Bedingung, die sol
he Di
hten auss
hliesst,bei denen der Werteberei
h von yi von � abh�angt. Dur
h den letzten Punkt wird jede
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htung ausges
hlossen, deren Anteil an der Likelihood-Funktion zu gross ist. Daf�ur den ML-S
h�atzer b� = b� keine analytis
hen L�osungen existieren, k�onnen nur asymp-totis
he Eigens
haften gefolgert werden, allerdings nur unter der Voraussetzung, dassdie oben bes
hriebenen Regularit�atsbedingungen gelten. Na
h Fahrmeir & Tutz (1994,S. 43) [7℄ lassen si
h die wi
htigsten Eigens
haften des ML-S
h�atzers b� folgendermassenzusammenfassen:(i) Asymptotis
he Existenz und Eindeutigkeit:Die Wahrs
heinli
hkeit, dass b� existiert und lokal eindeutig ist, konvergiert gegen1 f�ur n!1.(ii) Konsistenz:Falls � den wahren Wert bes
hreibt, dann konvergiert b� P! � f�ur n ! 1 inWahrs
heinli
hkeit.(iii) Asymptotis
he Normalverteilung:Die Verteilung des ML-S
h�atzers ist eine Normalverteilung f�ur n ! 1; bzw.formal b� a� N(�; FI�1(b�)); (2.10)was glei
hbedeutend ist mitFI 12 (b�)(b� � �) d! N(0; Ip);wobei d die Konvergenz in Verteilung andeutet und Ip eine p-dimensionale Ein-heitsmatrix abk�urzt. b� ist also asymptotis
h normalverteilt mit asymptotis
herKovarianzmatrix Cov(b�) a= FI�1(b�);wobei FI�1(b�) die Inverse der Fisher-Informationsmatrix ausgewertet an der Stel-le � = b� darstellt.Es sind z.B. in Fahrmeir & Kaufmann (1985, S. 364) [5℄ diese Eigens
haften bewiesenworden wie au
h in Prus
ha (1989) [16℄, der in den Kapiteln 6 und 7 auf die Beweise derasymptotis
hen Eigens
haften eines ML-S
h�atzers eingeht. Speziell werden die Existenzeines konsistenten ML-S
h�atzers und seine asymptotis
he Normalverteilung in GLM'smit kanonis
her Linkfunktion auf S. 273f bewiesen, w�ahrend auf S. 281 der Beweis f�urGLM's mit ni
ht notwendig kanonis
hen Linkfunktionen gezeigt wird.
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he Grundlagen2.2.7 Asymptotis
he Hypothesentests in GLM'sZur statistis
hen Modellbildung geh�ort zun�a
hst die explorative Datenanalyse, beider erste geeignete sinnvolle Modelle vorges
hlagen werden. Ans
hliessend erfolgt ei-ne �Uberpr�ufung des gefundenen Modells mit Hilfe von statistis
hen Hypothesentests.Erst dana
h s
hliesst si
h die Residualanalyse an, dur
h wel
he die Modellannahmenkontrolliert werden. Nun sollen in diesem Abs
hnitt die wi
htigsten Hypothesentests inGLM's kurz vorgestellt werden, w�ahrend auf die grundlegende Testtheorie ausf�uhrli
hin Kapitel 3 eingegangen wird.Die meisten Testprobleme f�ur den Parametervektor � sind lineare Hypothesen derForm H : C� = � gegen K : C� 6= �; (2.11)wobei von der Matrix C vorausgesetzt wird, dass sie einen vollen Zeilenrang q � p+ 1besitzt. Von diesen Testproblemen gibt es einen wi
htigen SpezialfallH : �r = 0 gegen K : �r 6= 0: (2.12)Dabei bes
hreibt �r einen Teilvektor von �. Mit den Hypothesentests (2.12) �uberpr�uftman die Signi�kanz der zu �r geh�orenden E�ekte, indem man das Teilmodell, dasdur
h �r = 0 de�niert ist, mit dem vollen Modell verglei
ht. Zum Testen der genanntenHypothesen k�onnen die Likelihood-Quotienten-, S
ore- und Wald-Statistik verwendetwerden, die nun na
heinander erl�autert werden.(i) Likelihood-Quotienten-Test:Die Likelihood-Quotienten-Statistiklq = �2fL(e�)� L(b�)gverglei
ht das unrestringierte Maximum L(b�) des Log-Likelihoods mit dem Ma-ximum L(e�), wobei e� der restringierte ML-S
h�atzer unter der NullhypotheseH : C� = � ist. Falls das unrestringierte Maximum L(b�) signi�kant gr�osser istals L(e�), was glei
hbedeutend mit einer sehr grossen Teststatistik lq ist, so wirdH zu Gunsten von K verworfen. Der Likelihood-Quotienten-Test f�ur das Test-problem (2.12), das der �Uberpr�ufung eines Teilmodells, wel
hes dur
h �r = 0de�niert ist, entspri
ht, erfordert die ML-S
h�atzung von �r im entspre
hendenTeilmodell und damit weitere Iterationen im Fisher-S
oring-Verfahren. Allerdings
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h sehr klein im Verglei
h zur Bere
hnung des ML-S
h�atzerse� im Testproblem (2.11), in wel
hem dur
h die allgemeineren linearen Glei
hungs-restriktionen der numeris
he Aufwand erhebli
h erh�oht wird.(ii) Wald-Test:Die Wald-Statistik w = (Cb� � �)t[CFI�1(b�)C t℄�1(Cb� � �)misst die dur
h die asymptotis
he Kovarianzmatrix CFI�1(b�)Ct von Cb� ge-wi
htete Distanz zwis
hen dem unrestringierten S
h�atzer Cb� von C� und demhypothetis
hen Wert � = C� unter der Nullhypothese.(iii) S
ore-Test:Die S
ore-Statistik ist gegeben dur
hu = s(e�)tFI�1(e�)s(e�):Der dazugeh�orige Test basiert auf der folgenden Idee: Die S
ore-Funktion s(�)ist f�ur das unrestringierte Modell glei
h dem Nullvektor 0, falls sie an dem un-restringierten ML-S
h�atzer b� ausgewertet wird. Ersetzt man nun b� dur
h denML-S
h�atzer e� unter H, so wird si
h s(e�) signi�kant von Null unters
heiden,falls H ni
ht wahr ist. Die Distanz zwis
hen s(e�) und Null wird eben dur
h dieS
ore-Statistik u gemessen, wobei die Inverse der Fisher-Informationsmatrix alsGewi
htung fungiert. Betra
htet man den Spezialfall (2.12) des allgemeinen Test-problems, so reduzieren si
h sowohl die Wald- als au
h die S
ore-Statistik auf einestark vereinfa
hte Form. F�ur die Wald-Statistik gilt dannw = b�tr bA�1r b�r;w�ahrend die S
ore-Statistik dur
h u = estr eAresrgegeben ist. Dabei ist Ar die Teilmatrix von A = FI�1, die zu den entspre
hendenElementen von �r geh�ort, und sr ist der dazugeh�orige Teilvektor von s.Na
h Fahrmeir & Tutz (1994, S. 46) [7℄ ist allen drei Teststatistiken gemeinsam, dasssie unter der Nullhypothese von (2.11) asymptotis
h �aquivalent sind und dieselbe �2-Grenzverteilung mit q Freiheitsgraden besitzen, d.h. lq; w; u a� �2q, und analog unter
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he Grundlagender Hypothese H von (2.12) die �2-Grenzverteilung mit r Freiheitsgraden aufweisen.Ein ausf�uhrli
her Beweis f�ur die asymptotis
he �2-Verteilung der Teststatistiken wurdein der Diplomarbeit von A. Franzmann (2001, S. 24f) [9℄ ausgearbeitet.2.2.8 DevianzanalyseNa
h der vorl�au�gen Modellerstellung und der �Uberpr�ufung dur
h geeignete Hypothe-sentests m�ussen nun die Modellannahmen kontrolliert werden. Dazu geh�oren sowohldie na
hfolgend erl�auterten Anpassungskriterien als au
h die im n�a
hsten Abs
hnittbes
hriebene Residualanalyse. Den Prozess, ein Modell zu erstellen, kann man als Me-thode betra
hten, einen gegebenen Datensatz y dur
h ge�ttete Daten by bzw. b� zuersetzen, die vom Modell unter Verwendung einer kleinen Anzahl an Parametern abge-leitet werden. In der Regel werden aber die b�i von den gegebenen Daten yi abwei
hen.Die Frage ist dann, ob die Abwei
hung no
h tolerierbar ist oder ni
ht. Ben�otigt wirddemna
h ein Mass, das angibt, wie gut das erarbeitete Modell an die Datenstrukturangepasst wird. In diesem Abs
hnitt sollen nun Methoden aufgezeigt werden, die dieAbwei
hung zwis
hen den wahren und den ge�tteten Daten messen.Das bekannteste Kriterium hierf�ur ist die "Devianz\. Die skalierte Devianz ist gegebendur
h D�(y; �̂; �) := �2[L(�̂;y)� L(y;y)℄:L(y;y) bes
hreibt hierbei die Log-Likelihood-Funktion, die man in einem vollen Modellmit n Parametern erh�alt, d.h. man errei
ht die maximal m�ogli
he Anpassung, da dieDaten exakt reproduziert werden. L(�̂;y) dagegen ist die Log-Likelihood-Funktion desaktuellen Modells mit p < n Parametern. Da L(y;y) ni
ht von Parametern abh�angt,ist die Maximierung von L(�̂;y) �aquivalent zur Minimierung von D�(y; �̂; �) bez�ugli
h�̂: Der Faktor 2 dient nur der Normalisierung, damit im Fall der Normalverteilung dieDevianz mit der Abstandsquadratsumme �ubereinstimmt.Wird D�(y; �̂; �) mit dem Parameter a(�), der als bekannt oder zumindest als festvorausgesetzt wird, multipliziert, erh�alt man die DevianzD(y; �̂) = �2a(�)[L(�̂;y)� L(y;y)℄:Bea
htet man, dass L = lnL ist, dann ist die Devianz also ein Mass, das aus demLogarithmus des Likelihood-Quotienten gebildet wird.Ein anderes bedeutendes Mass zur Bestimmung der Abwei
hung ist die sogenannte
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h �2 = nXi=1 (yi � b�i)2V (b�i)de�niert wird. Dabei ist V (b�i) die ges
h�atzte Varianzfunktion der unterstellten Ver-teilung, die in (2.5) de�niert wurde. Sind Erwartungswert und Varianz korrekt spe-zi�ziert, so gilt E(�2) = EhPni=1 (yi��i)2V ar(�i) i = n, da Eh (yi��i)2V ar(�i) i = 1 ist. Nun m�ussenaber p Parameter no
h ges
h�atzt werden, womit si
h die Anzahl der Freiheitsgradevon n auf n � p reduziert. O�ensi
htli
h liegt bei einer Normalverteilung der yi ei-ne exakte �2n�p-Verteilung vor, da si
h die Pearson-Statistik in diesem Fall aus derSumme von quadrierten standardisierten normalverteilten Zufallsvariablen ergibt. Inanderen F�allen ist na
h Fahrmeir & Tutz (1994, S. 48) [7℄ sowohl die Devianz als au
hdie Pearson-Statistik zumindest asymptotis
h �2n�p verteilt mit n� p Freiheitsgraden.Ein Beweis hierf�ur steht in Prus
ha (1989) [16℄, der auf S. 243 die Asymptotik f�urdie Pearson-Statistik zeigt und auf S. 273 in Satz 3.4 die asymptotis
he �2-Verteilungf�ur die skalierte Devianz in GLM's mit kanonis
her Linkfunktion und auf S. 281 f�urallgemeine GLM's beweist.Mit Hilfe der Devianz und ihrer asymptotis
hen �2-Verteilung k�onnen zus�atzli
h zuden in Abs
hnitt 2.2.7 bes
hriebenen Hypothesentests zwei weitere Tests dur
hgef�uhrtwerden, die die Anpassungsg�ute des gefundenen Modells �uberpr�ufen. Der "Residual-Devian
e-Test\ oder au
h "Test of Fit\ genannt, testet die allgemeine NullhypotheseH : Modell passt gegen K : Modell passt ni
ht:Man verwirft dann die Nullhypothese, d.h. man geht davon aus, dass die Anpassungdes erarbeiteten Modells an die Datenstruktur no
h ni
ht ausrei
hend ist, genau dannwenn Devianz > �2n�p;1��gilt, wobei n die Anzahl der Beoba
htungen, p die Anzahl der zu s
h�atzenden Parame-ter, � das Signi�kanzniveau bes
hreibt und �2n�p;1�� das 1�� Quantil der �2-Verteilungist. Der Residual-Devian
e-Test geh�ort zu den asymptotis
hen Tests, da die Devianz,wie vorher erl�autert, asymptotis
h �2-verteilt ist. Im Gegensatz zu diesem Test, der dasgesamte Modell �uberpr�uft, wird beim "Partial-Devian
e-Test\ die Signi�kanz von nureiner oder mehreren Kovariablen gemessen. Dies wird errei
ht, indem man zwei ModelleM1 und M2 miteinander in Beziehung bringt, wobei in ModellM2 im Verglei
h zu Mo-dell M1 genau diejenigen Parameter zus�atzli
h enthalten sind, deren Ein
uss getestet
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he Grundlagenwerden soll. Der Regressionsparametervektor � wird also aufgespalten in � = (�1;�2)t,wobei Modell M1 aus den Parametern, die in �1 enthalten sind, besteht, und ModellM2 zus�atzli
h die Parameter aus �2 aufweist. Der dazugeh�orige Test lautet dannH : �2 = 0 gegen K : �2 6= 0:Die Nullhypothese wird verworfen, sobaldDevianz(M1)�Devianz(M2) > �2p2�p1;1��gilt. Dabei ist p1 die Anzahl der Parameter in Modell M1 und entspre
hend p2 dieAnzahl der Parameter in Modell M2. Au
h hier bes
hreibt wieder �2p2�p1;1�� das 1� �Quantil der �2p2�p1-Verteilung. Wird die Nullhypothese abgelehnt, so erh�alt man einenNa
hweis f�ur den signi�kanten Ein
uss der zu den Parametern aus �2 geh�orenden Ko-variablen. Zu bemerken bleibt, dass si
h, wenn man mit V das volle Modell bezei
hnet,beim Partial-Devian
e-Test eine allgemeine Testgr�osseDevianz(M1)�Devianz(M2) = �2a(�) (L(M1)� L(V )) + 2a(�) (L(M2)� L(V ))= �2a(�) (L(M1)� L(M2))ergibt, die bis auf den Vorfaktor a(�) der Testgr�osse des Likelihood-Quotienten-Testsin Abs
hnitt 2.2.7 entspri
ht, wenn M2 das unrestringierte und M1 das Modell unterder Nullhypothese abk�urzt.Beispiel 2.2.13 (Devianz und Pearson-Statistik bei Poissonverteilung) F�ur diePoissonregression ergibt si
h die folgende Devianz, die hier s
hrittweise hergeleitet wird:Zun�a
hst werden die Log-Likelihood-Funktionen bere
hnet. Zu bea
hten ist dabei, dassL =Pni=1 Li gilt.Li(b�i; yi) = �b�i + yi ln b�i � ln(yi!) und Li(yi; yi) = �yi + yi ln yi � ln(yi!):Die Devianz lautet dann:DPoi(y; �̂) = �2 nXi=1 Li(b�i; yi)� Li(yi; yi)= �2 nXi=1 [�b�i + yi ln b�i � ln(yi!)� (�yi + yi ln yi � ln(yi!))℄= �2 nXi=1 (�yi ln yib�i + yi � b�i)= 2 nXi=1 (yi ln yib�i � (yi � b�i)):



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 29Dabei wird die Konvention unterstellt, dass yi ln yi = 0, falls yi = 0: Zu bemerken bleibt,dass na
h Beispiel 2.2.2 a(�) = 1 gilt und somit die Devianz D mit der skaliertenDevianz D� �ubereinstimmt.Die generalisierte Pearson-Statistik kann man sofort angeben. In Beispiel 2.2.2 wurdegezeigt, dass V ar(Yi) = b00(�i)a(�) = e�i = �i ist. Somit lautet die Pearson-Statistik imSpezialfall der Poissonverteilung�2Poi = nXi=1 (yi � b�i)2b�i :Die Pearson-Statistik spielt speziell f�ur die Poissonverteilung eine wi
htige Rolle. Siekann n�amli
h als Indikator f�ur die theoretis
h geforderte Glei
hheit von Erwartungswertund Varianz verwendet werden, da sie das Verh�altnis der empiris
hen Varianz zumempiris
hen Erwartungswert angibt. Na
h M
Cullagh & Nelder (1989, S. 200) [15℄l�asst si
h der Dispersionsparameter �, der na
h Beispiel 2.2.2 im Poissonfall 1 ist,dur
h �2Poin�p s
h�atzen. Somit l�asst si
h �2Poi > n � p als Hinweis auf �Uberdispersiondeuten, w�ahrend man entspre
hend den Fall �2Poi < n � p so interpretiert, dass dieVarianz kleiner als der Erwartungswert ist.Sowohl die Devianz als au
h die Pearson-Statistik sollten nie als alleinige Kriterienf�ur die Anpassung herangezogen werden. Sie dienen vielmehr dazu, eine Vorents
hei-dung zu bekommen, ob ein Modell geeignet ist, w�ahrend die genaue �Uberpr�ufung desModells eine detailliertere Untersu
hung erfordert, die au
h die na
hstehend erl�auterteResidualanalyse beinhaltet.2.2.9 ResidualanalyseResiduen, die im klassis
hen Modell als Di�erenz zwis
hen wahrem und ge�ttetemWertde�niert werden, d.h. ri = (yi� b�i), k�onnen dazu verwendet werden, die Anpassung desModells bez�ugli
h der Wahl der Varianzfunktion, der Linkfunktion und der Terme imlinearen Pr�adiktor zu untersu
hen. F�ur die klassis
he lineare Regression mit normal-verteilten, homoskedastis
hen Fehlern gilt (yi � �i) � N(0; �2), was bedeutet, dass ingrossen Sti
hproben die Residuen symmetris
h um 0 mit konstanter Varianz �2 verteiltsind. Dagegen ist f�ur Z�ahldaten (yi��i) heteroskedastis
h und asymmetris
h. Es gibt indiesen F�allen kein Residuum, das die gew�uns
hten Eigens
haften wie Erwartungswertglei
h 0, konstante Varianz und symmetris
he Verteilung glei
hzeitig erf�ullt. Dies f�uhrtzu unters
hiedli
hen De�nitionen von Residuen, je na
hdem auf wel
he Eigens
haft ammeisten Wert gelegt wird. Hier sollen aber nur die zwei wi
htigsten vorgestellt werden:



30 Kapitel 2. Theoretis
he Grundlagen(i) Pearson-Residuum:Das Pearson-Residuum rPi ist dur
hrPi = yi � b�ipV (b�i)de�niert. Dies ist das klassis
he Residuum, das no
h mit der ges
h�atzten Stan-dardabwei
hung zur Korrektur der Heteroskedastizit�at skaliert wird. In grossenSti
hproben hat dieses Residuum einen Erwartungswert 0 und ist homoskeda-stis
h (mit Varianz 1), allerdings ist es asymmetris
h verteilt. Im Fall der Pois-sonverteilung gilt die folgende Beziehung zwis
hen der Pearson-Statistik und demPearson-Residuum: nXi=1 (rPi )2 = �2:Dur
h diese Beziehung mit der Pearson-Statistik hat dieses Residuum au
h seinenNamen erhalten.(ii) Devianz-Residuum:Wird die Devianz als Anpassungsmass in einem GLM verwendet, dann tr�agtjede Einheit einen bestimmten Teil di zum gesamten Mass bei, d.h.Pni=1 di = D:Damit kann man nun das Devianz-Residuum bilden:rDi = sign(yi � b�i)pdi; mit sign(x) = 8>><>>: �1 f�ur x < 00 f�ur x = 01 f�ur x > 0:Dieses Mass w�a
hst mit yi � b�i und es gilt Pni=1(rDi )2 = D: F�ur den Spezialfallder Poissonverteilung ergibt si
h das Residuum zurDi = sign(yi � b�i)2hyi ln yib�i � (yi � b�i)i1=2:2.3 Die Negativ-Binomial-VerteilungIn den bisherigen Abs
hnitten wurde besonders auf die Poissonverteilung als Spezial-fall der GLM's eingegangen, da diese Verteilung zur Modellierung von Z�ahldaten amh�au�gsten verwendet wird. Allerdings treten im Zusammenhang mit dieser Verteilungoftmals S
hwierigkeiten bei der Modellbildung auf, da die f�ur die Poissonverteilung
harakteristis
he Eigens
haft der �Aquidispersion, d.h. die Glei
hheit von Erwartungs-wert und Varianz, dur
h die Daten in der Regel verletzt wird. �Ubli
herweise weisen die



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 31Daten in der Praxis �Uberdispersion auf, d.h. ihre Variabilit�at ist h�oher als dur
h dasPoissonmodell erwartet. Im Gegensatz zu anderen Modellen rei
ht hier die Verletzungder �Aquidispersion s
hon aus, um die Poissonmodellannahme zu verletzen. M�ogli
heUrsa
hen der �Uberdispersion sind z.B., dass no
h weitere Regressoren imModell fehlen,die Linkfunktion k�onnte fals
h gew�ahlt worden sein, oder die zugrundeliegende Beob-a
htungseinheit (Zeit, Volumen, et
.) ist ni
ht fest, sondern variabel. W�ahrend dieersten beiden Ursa
hen in jedem beliebigen Regressionsmodell auftreten k�onnen, istder letzte Punkt typis
h f�ur die Poissonverteilung. Eine M�ogli
hkeit, mit dem Problemder �Uberdispersion umzugehen ist, bei der Annahme der Poissonverteilung zu bleiben,obwohl die Voraussetzung der Glei
hheit von Erwartungswert und Varianz ni
ht erf�ulltist. Dies kann zu fals
hen S
h�atzungen der Teststatistiken und zu erh�ohten optimisti-s
hen S
hlussfolgerungen bez�ugli
h der Signi�kanz der Regressoren f�uhren. Allerdings,solange hierbei der Erwartungswert ri
htig spezi�ziert ist, sind die S
h�atzer laut Came-ron & Trivedi (1998, S. 60) [2℄ immer no
h konsistent. S
h�atzungen der Standardfehlerjedo
h m�ussen dann korrigiert werden.Eine Alternative zur Poissonverteilung w�are, die �Uberdispersion mit Hilfe einer ande-ren, allgemeineren Verteilung zu modellieren, die keine �Aquidispersion erfordert. Diein sol
hen F�allen verwendete Verteilung ist die Negativ-Binomial-Verteilung, deren Va-rianz eine quadratis
he Funktion des Erwartungswertes ist.Im n�a
hsten Unterabs
hnitt wird diese Verteilung zun�a
hst de�niert, es werden kurz ei-nige wi
htige Eigens
haften aufgezeigt und es wird erl�autert, inwiefern diese Verteilungeine Alternative zur Poissonverteilung darstellt.2.3.1 Die NB-Verteilung und ihre Eigens
haftenIm Gegensatz zur Poissonverteilung erlaubt die NB-Verteilung mehr Flexibilit�at inder Modellierung der Varianz und besteht ni
ht nur aus einem, sondern aus zwei Pa-rametern. Zun�a
hst wird die NB-Verteilung als diskrete Verteilung mit ganzzahligemParameter r eingef�uhrt, w�ahrend sp�ater auf die Erweiterung mit stetigem Parametereingegangen wird.De�nition 2.3.1 (NB-Verteilung mit r 2 IN) Die Zufallsvariable Y heisst negativ-binomial-verteilt mit Parametern r und p, kurz Y � NB(r; p), falls si
h ihre Wahr-s
heinli
hkeitsfunktion wie folgt darstellen l�asst:P (Y = y) =  y + r � 1y ! pr(1� p)y; y = 0; 1; 2; ::; r 2 IN; 0 < p < 1:



32 Kapitel 2. Theoretis
he Grundlagen�Ahnli
h wie die Binomial- und au
h die Poissonverteilung l�asst si
h die NB-Verteilungin dieser Form lei
ht ans
hauli
h interpretieren. Bei einer Zufallsvariablen Y , dieNB(r; p)-verteilt ist, bedeutet Y = y in einer Reihe von unabh�angigen Bernoulli-Versu
hen mitErfolgswahrs
heinli
hkeit p die Anzahl der Misserfolge vor dem r-ten Erfolg.Beispiel 2.3.2 Eine defekte Pistole s
hiesst in 5 von 6 F�allen ni
ht. Die Wahrs
hein-li
hkeit, dass es z.B. 10 Fehlversu
he vor dem 3. Erfolg gibt, ist dann gegeben dur
hP (Y = 10) =  10 + 3� 110 !�16�3�1� 16�10 :Y w�are in diesem Fall NB(3; 16)-verteilt.In der Abbildung 2.1 sind Wahrs
heinli
hkeitsfunktionen von NB-Verteilungen abge-bildet mit jeweils unters
hiedli
hen Parametern. Man erkennt, dass je kleiner die Er-folgswahrs
heinli
hkeit p ist, desto weiter ist die Funktion na
h re
hts vers
hoben, damehr Versu
he ben�otigt werden, bis wieder ein Erfolgsereignis eintritt.
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2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 33Satz 2.3.3 (Momenterzeugende Funktion der NB-Verteilung) Die momenter-zeugende Funktion der NB-Verteilung lautetMY (t) = E(etY ) = � p1� (1� p)et�r ; t < jln(1� p)j:Beweis: Am einfa
hsten sieht man den Beweis ein, wenn man zun�a
hst den Spezial-fall r=1 betra
htet, d.h. man beoba
htet in einer Reihe von unabh�angigen Bernoulli-Versu
hen die Anzahl der Fehlversu
he vor dem ersten Erfolg. Dies entspri
ht genauder geometris
hen Verteilung: P (X = x) = p(1� p)x:Die momenterzeugende Funktion der geometris
hen Verteilung l�asst si
h folgendermas-sen bere
hnen: MX(t) = E(etX) = 1Xx=0 p(1� p)xetx= p 1Xx=0((1� p)et)x= p1� (1� p)et :Nun kann eine negativ-binomial-verteilte Zufallsvariable Y mit Parameter r dur
hY = Pri=1Xi aus r unabh�angigen geometris
h verteilten Zufallsvariablen Xi gebildetwerden. Dies soll hier f�ur r = 2 gezeigt werden. Seien dazu X1 und X2 zwei geometris
hverteilte Zufallsvariablen mit Erfolgswahrs
heinli
hkeitsparameter p. Dann gilt na
hKredler (1998, S. 70) [12℄ f�ur die Wahrs
heinli
hkeitsfunktion der ZufallsvariableY = X1 +X2fX1+X2(y) = XX1 fX1(x1)fX2(y � x1)= yXi=0 P (X1 = i)P (X2 = y � i)= yXi=0 p(1� p)ip(1� p)y�i = yXi=0 p2(1� p)y= (y + 1)p2(1� p)y =  y + 2� 1y ! p2(1� p)y;was der Wahrs
heinli
hkeitsfunktion der NB-Verteilung mit Parametern r = 2 und pglei
ht. Die obige Behauptung kann dann wegen der Unabh�angigkeit und der Ged�a
ht-



34 Kapitel 2. Theoretis
he Grundlagennislosigkeit der geometris
hen Verteilung lei
ht au
h f�ur r > 2 Zufallsvariablen na
h-vollzogen werden. Damit ergibt si
h aber f�ur die momenterzeugende Funktion der NB-Verteilung MY (t) = MPri=1Xi(t) = rYi=1 MX(t) = � p1� (1� p)et�r :Die Produktformel f�ur die momenterzeugende Funktion darf angewendet werden, da dieXi unabh�angig vorausgesetzt werden. 2Mit Hilfe der momenterzeugenden Funktion k�onnen nun aus den Formeln (2.1) und(2.2) der Erwartungswert und die Varianz bere
hnet werden.E(Y ) = dM(0)dt = r� p1� (1� p)et�r�1 p(1� p)et(1� (1� p)et)2 jt=0= r� p1� (1� p)�r�1 p(1� p)(1� (1� p))2= rp(1� p)p2= r1� pp :F�ur die Varianz giltV ar(Y ) = d2M(0)dt2 � �dM(0)dt �2= ddthr� p1� (1� p)et�r�1 p(1� p)et(1� (1� p)et)2 i jt=o ��r1� pp �2= r(r � 1)� p1� (1� p)et�r�2� p(1� p)et(1� (1� p)et)2�2 jt=0 +r� p1� (1� p)et�r�1� p(1� p)et(1� (1� p)et)2 + p(1� p)et2(1� (1� p)et)(1� p)et(1� (1� p)et)4 jt=0��r1� pp �2= r(r � 1)�p(1� p)p2 �2 + rp(1� p)p2 + p(1� p)2p(1� p)p4 � r2(1� p)2p2= r(r � 1)(1� p)2 + rp(1� p) + 2r(1� p)2 � r2(1� p)2p2= r2(1� p)2 � r(1� p)2 + rp(1� p) + 2r(1� p)2 � r2(1� p)2p2



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 35= r(1� p)p+ (1� p)p2= r1� pp2 :Zusammenfassend gelten also f�ur negativ-binomial-verteilte Zufallsvariablen Y die For-meln E(Y ) = r1� pp und V ar(Y ) = r1� pp2 : (2.13)An diesen Werten kann man sofort erkennen, dass die Varianz immer gr�osser als derErwartungswert ist, da 0 < p < 1. Aus diesem Grund eignet si
h die NB-Verteilungbesonders gut zur Modellierung von Daten, die �Uberdispersion aufweisen.Als weitere Eigens
haft kann analog zur Poissonverteilung ein Additivit�atssatz ange-geben werden, der na
hfolgend erl�autert wird.Satz 2.3.4 (Additivit�at der NB-Verteilung) F�ur die Zufallsvariable Z = X + Ymit X � NB(r; p) und Y � NB(s; p) und X und Y unabh�angig gilt:Z = X + Y � NB(r + s; p):Beweis: Da die Zufallsvariablen X und Y unabh�angig sind, gilt f�ur die momenterzeu-gende FunktionMZ(t) = MX+Y (t) =MX(t)MY (t)= � p1� (1� p)et�r � p1� (1� p)et�s = � p1� (1� p)et�r+s ;was gerade die momenterzeugende Funktion einer NB(r+ s; p)-verteilten Zufallsvaria-ble ist. 2�Ahnli
h wie f�ur die Poissonverteilung gibt es au
h hier eine Vielzahl von vers
hiede-nen Charakterisierungsm�ogli
hkeiten. Die mitunter wi
htigste und gel�au�gste ist dieDarstellung der NB-Verteilung als eine Poisson-Gamma-Mis
hung, worauf im ans
h-liessenden Unterabs
hnitt no
h n�aher eingegangen wird. Eggenberger und Polya (1923)fanden eine no
h andere Methode. Ihre Idee beruht auf der Charakterisierung der NB-Verteilung als ein Grenzwert eines Urnenmodells. In Johnson & Kotz (1993, S. 205) [10℄ist dieser Zusammenhang folgendermassen bes
hrieben:



36 Kapitel 2. Theoretis
he GrundlagenSatz 2.3.5 (NB-Verteilung als Grenzwert der Polya-Verteilung) Gegeben seieine Urne, die Np weisse und N(1 � p) s
hwarze Kugeln enth�alt. Nun werde eineSti
hprobe der L�ange n gezogen, wobei na
h jedem einzelnen Zug die jeweils gezogeneKugel wieder in die Urne zur�u
kgelegt wird und 
 = N� Kugeln derselben Farbe wiedie gezogene Kugel in die Urne hinzugef�ugt werden. Y sei dann die Anzahl der weissenKugeln in n Z�ugen. Die Verteilung von Y folgt der Polya-Verteilung, die dur
hP (Y = y) =  ny !� p��[y℄� q��[n�y℄.� 1��[n℄gegeben ist, wobei a[y℄ = a(a + 1):::(a + y � 1) abk�urzt, und q = 1 � p ist. Damit l�asstsi
h der obige Ausdru
k ums
hreiben in die g�angige FormP (Y = y) =  ny ! � p�� � p� + 1� � � �� p� + y � 1�� q��� q� + 1� � � �� q� + n� y � 1�� 1��� 1� + 1� � � �� 1� + n� 1�=  ny ! p(p+ �) � � � (p+ y� � �)q(q + �) � � � (q + n� � y� � �)1(1 + �) � � � (1 + n� � �) ;f�ur y = 0; 1; :::; n.Betra
htet man nun den Grenzfall f�ur n ! 1; p ! 0; � ! 0 mit np = �k undn� = �, dann ergibt si
h daraus die NB-VerteilungP (Y = y) =  k + y � 1k � 1 !� �1 + ��y �1� �1 + ��k ;mit den Parametern k und p = 1� �1+� = 11+� .Beweis: Einen Beweis hierf�ur kann man in Boswell and Patil, 1970 oder in Feller(1968, S.118-145) [8℄ na
hlesen. 2In der Literatur wird in der Regel nur die bisher angegebene Form der NB-Verteilungmit ganzzahligem Parameter r und p angespro
hen, do
h h�au�g wird bei der Verwen-dung von NB-Modellen eine Erweiterung erw�uns
ht, die ni
ht nur ganzzahlige, sondernau
h stetige Parameter zul�asst. Allerdings hat die erweiterte Form dann den Na
hteil,dass sie si
h ni
ht mehr ans
hauli
h interpretieren l�asst, wie das bisher der Fall war.Trotz des stetigen Parameters geh�ort aber die erweiterte Form der NB-Verteilung im-mer no
h zu der Klasse der diskreten Verteilungen, da die Zufallsvariable Y weiterhinnur diskrete Werte annimmt.



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 37De�nition 2.3.6 (Negativ-Binomial-Verteilung, erweiterte Form) Die ZV Yheisst negativ-binomial-verteilt, falls ihre Wahrs
heinli
hkeitsfunktion folgende Formhat: P (Y = y) = �(y + a�1)�(a�1)y! � a�1 + a��y � 11 + a��a�1= �(y + a�1)�(a�1)y! � �a�1 + ��y � a�1a�1 + ��a�1f�ur y = 0; 1; 2; :::: Der Parameter a � 0 wird hierbei oft mit Dispersionsindex bezei
h-net. Eine andere, au
h sehr h�au�g auftretende Parametrisierung der Wahrs
heinli
h-keitsfunktion benutzt statt a�1 den Parameter k = a�1: Hier soll aber im folgenden dieerstere Parametrisierung verwendet werden. Als Abk�urzung f�ur die Negativ-Binomial-Verteilung wird nun Y � NB(�; a) ges
hrieben. Um zu zeigen, dass die angegebeneFunktion au
h wirkli
h eine Wahrs
heinli
hkeitsfunktion ist, muss bewiesen werden,dass si
h die Summe �uber Y zu 1 aufaddiert.Beweis:limy!1P (Y � y) = 1Xy=0 �(y + a�1)�(a�1)y! � a�1 + a��y � 11 + a��a�1(�)= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 1Xy=0 Z 10 sy+a�1�1e�s ds 1y! � a�1 + a��y(��)= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 Z 10 1Xy=0 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1 + a��y ds= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 Z 10 sa�1�1e�s 1Xy=0 �s a�1 + a��y 1y! ds= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 Z 10 sa�1�1e�ses a�1+a� ds= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 Z 10 sa�1�1e�s(1� a�1+a� ) ds= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 Z 10 sa�1�1e�s( 11+a� ) ds(���)= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 �(a�1)� 11+a��a�1 = 1:(�): Die Gammafunktion ist de�niert als�(x) = Z 10 sx�1e�s ds:



38 Kapitel 2. Theoretis
he Grundlagen(��): Na
h dem Satz von der majorisierten Konvergenz (A. Leutbe
her, Analysis-Skriptum 3, 1998/99, S. 123) gilt:Es seien fn und f auf U 2 IRn de�niert und lokal Riemann-integrierbar und es gelte8 x 2 U : limn!1 fn(x) = f(x):Sei weiter g auf U ni
ht negativ und uneigentli
h Riemann-integrierbar mit j fn j< g8 n 2 IN: Dann existieren die folgenden uneigentli
hen Integrale und es gilt zwis
henihnen die folgende Relation limn!1ZU fn(x) dx = ZU f(x) dx:Hier sei nun U := [0;1); fn(s) =Pny=0 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1+a��y undf(s) = limn!1 fn(s) = limn!1 nXy=0 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1 + a��y= sa�1�1e�s limn!1 nXy=0 �s a�1 + a��y 1y!= sa�1�1e�ses a�1+a� = sa�1�1e�s( 11+a� ):Da die Summanden von fn(s) alle positiv sind, ist fn(s) monoton steigend und es giltf1 � f2 � � � � � f , woraus j fn j� f 8 n 2 IN folgt. Die Grenzfunktion f ist ausserdemuneigentli
h Riemann integrierbar, so dass die Voraussetzungen f�ur den Satz von dermajorisierten Konvergenz erf�ullt sind und der Satz angewendet werden kann. Damitgilt s
hliessli
hZ 10 f(s) = limn!1Z 10 fn(s) ds= limn!1Z 10 nXy=0 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1 + a��y dsn endli
h= limn!1 nXy=0 Z 10 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1 + a��y ds= 1Xy=0 Z 10 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1 + a��y ds;womit die Vertaus
hbarkeit von Summation und Integration gezeigt ist.(� � �): Laut Springers Formelsammlung (1997, S. 177) [17℄ gilt die FormelZ 10 xne�ax dx = �(n+ 1)an+1 ; n > �1; a > 0: 2



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 39Um den Erwartungswert und die Varianz f�ur die erweiterte Form zu erhalten, wirdzun�a
hst analog wie f�ur die vereinfa
hte Darstellung die momenterzeugende Funktionhergeleitet.Satz 2.3.7 (Momenterzeugende Funktion der NB-Verteilung, erweiterte Form)Die momenterzeugende Funktion f�ur die NB-Verteilung aus De�nition 2.3.6 ist gegebendur
h MY (t) =  a�1a�1+�1� (1� a�1a�1+�)et!a�1 :Beweis: Bei diesem Beweis werden analog zum Beweis der Wahrs
heinli
hkeitsfunk-tion in De�nition 2.3.6 die Umformungen der Gammafunktion in eine Integraldarstel-lung, die Vertaus
hbarkeit von Summation und Integration und die Integralformel na
hSpringers Formelsammlung (1997, S. 177) [17℄ verwendet.MY (t) = E(etY ) = 1Xy=0 ety�(y + a�1)�(a�1)y! � �a�1 + ��y � a�1a�1 + ��a�1= 1�(a�1) � a�1a�1 + ��a�1 1Xy=0 Z 10 sy+a�1�1e�s ds 1y! � �a�1 + ��y ety= 1�(a�1) � a�1a�1 + ��a�1 Z 10 e�ssa�1�1 1Xy=0(set �a�1 + �)y 1y! ds= 1�(a�1) � a�1a�1 + ��a�1 Z 10 e�ssa�1�1eset �a�1+� ds= 1�(a�1) � a�1a�1 + ��a�1 Z 10 sa�1�1e�s(1�et �a�1+� ) ds= 1�(a�1) � a�1a�1 + ��a�1 �(a�1)(1� et �a�1+�)a�1=  a�1a�1+�1� (1� a�1a�1+�)et!a�1 : 2Aus der momenterzeugenden Funktion werden nun Erwartungswert und Varianz na
hden bekannten Formeln (2.1) und (2.2) bere
hnet.E(Y ) = dM(0)dt= a�1 a�1a�1+�1� (1� a�1a�1+�)et!a�1�1 a�1a�1+� �1� a�1a�1+�� et�1� (1� a�1a�1+�)et�2 jt=0
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he Grundlagen= a�1 1� a�1a�1+�a�1a�1+� = �a�1 + �(a�1 + �) = � und (2.14)V ar(Y ) = d2M(0)dt2 � dM(0)dt= a�1(a�1 � 1) a�1a�1+�1� (1� a�1a�1+�)et!a�1�20B� a�1a�1+�(1� a�1a�1+�)et�1� (1� a�1a�1+�)et�21CA2 jt=0+ a�1 a�1a�1+�1� (1� a�1a�1+�)et!a�1�1 264 a�1a�1+� �1� a�1a�1+�� et �1� (1� a�1a�1+�)et�2�1� (1� a�1a�1+�)et�4+ a�1a�1+� �1� a�1a�1+�� et2�1� (1� a�1a�1+�)et��1� a�1a�1+�� et�1� (1� a�1a�1+�)et�4 375 jt=0 ��2= a�1(a�1 � 1) 1� a�1a�1+�a�1a�1+� !2
+ a�1� a�1a�1+��3 �1� a�1a�1+��+ 2� a�1a�1+��2 �1� a�1a�1+��2� a�1a�1+��4 � �2= (a�1)2 �1� a�1a�1+��2 � a�1 �1� a�1a�1+��2 + a�1 � a�1a�1+�� �1� a�1a�1+��� a�1a�1+��2+ 2a�1 �1� a�1a�1+��2 � �2 � a�1a�1+��2� a�1a�1+��2= a�1 � a�1a�1+�� �1� a�1a�1+��+ a�1 �1� a�1a�1+��2� a�1a�1+��2= a�1 �1� a�1a�1 + �� a�1a�1+� + 1� a�1a�1+�� a�1a�1+��2= a�1 �1� a�1a�1+��� a�1a�1+��2 = a�1�a�1 + � (a�1 + �)2(a�1)2= �(a�1 + �)a�1 = �+ a�2: (2.15)



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 41F�ur den Spezialfall, dass der nun stetige Parameter a diskrete Werte annimmt, kanndur
h lei
htes Umformen die �Aquivalenz beider Darstellungsformen der NB-Verteilunggezeigt werden. Im Verglei
h zur ersten Darstellung wird hier statt des Parameters rder Parameter a�1 verwendet und p wird dur
h den Bru
h a�1a�1+� ersetzt. S
hliessli
hbleibt zu zeigen, dass der BinomialkoeÆzient aus der ersteren Darstellung dem Bru
hder Gammafunktionen in der erweiterten Form entspri
ht. Es gilt�(y + a�1)�(a�1)y! = (y + a�1 � 1)!(a�1 � 1)!y! =  y + a�1 � 1y ! ; f�ur a�1 2 IN;womit die �Aquivalenz beider Formen gezeigt ist.Zusammenfassend l�asst si
h sagen, dass die NB-Verteilung ebenso zur Erstellung vonZ�ahldatenmodellen geeignet ist wie die Poissonverteilung, nur mit dem Vorteil, dassdie NB-Verteilung in der Modellierung der Varianz wesentli
h mehr Flexibilit�at zul�asst.Wie eng beide Modelle miteinander zusammenh�angen, kann man daran erkennen, dassdie NB-Verteilung die Poissonverteilung als Spezialfall enth�alt. Wird n�amli
h der Dis-persionsparameter a = 0 gew�ahlt, was glei
hbedeutend damit ist, dass keine �Uberdis-persion vorliegt, so ergibt si
h daraus die Poissonverteilung.Satz 2.3.8 (Poissonverteilung als Grenzfall der NB-Verteilung) Sei Y eine ZV,die negativ-binomial-verteilt ist mit Parametern � und a = 0. Dann ergibt si
h darausdie Poissonverteilung mit Paramter �:Beweis: P (Y = y) = �(y + a�1)�(a�1)y! � a�1 + a��y � 11 + a��a�1�=a�1= �(y + �)�(�)y! � 1��1 + 1���y � 11 + 1����= �(y + �)�(�)y! � �� + ��y � �� + ���(�)=  y�1Yj=0(j + �)! 1y! � 1� + ��y �y � �� + ���(��)=  y�1Yj=0 j + �� + �! 1y!�y � �� + ���=  y�1Yj=0 j� + 11 + ��!� 11 + ���� �yy!lima!0P (Y = y) = lim�!1P (Y = y) (���)= 1 e�� �yy! :
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he GrundlagenDies ist die Wahrs
heinli
hkeitsfunktion der Poissonverteilung mit Parameter �:(�) �(y + �)�(�) = (y + �� 1)!(�� 1)! = (y + �� 1)(y + �� 2)::::(y + �� y) = y�1Yj=0(j + �)(��) � 1� + ��y = � 1� + ��� 1� + �� ::::� 1� + ��| {z }y�mal = y�1Yj=0� 1� + ��(� � �)  y�1Yj=0 j� + 11 + ��! �!1! 1; und es gilt(� � �) � 11 + ���� = � �� + ��� = �1 + ����� �!1! e��: 22.3.2 Unbeoba
htete Heterogenit�atBisher wurde die �Uberdispersion als Grund f�ur das S
heitern der Poissonregression beider Modellierung von Z�ahldaten s
hon genannt. Nun soll untersu
ht werden, dur
hwel
he Ursa
hen diese entstehen kann, wobei hier nur auf die wi
htigsten Gr�unde ein-gegangen wird.Wie zu Beginn dieses Abs
hnittes erl�autert, kann �Uberdispersion daher r�uhren, dassz.B. no
h relevante Regressoren fehlen, oder es kann der f�ur die Poissonverteilung ty-pis
he Fall eintreten, dass die sogenannte "unbeoba
htete Heterogenit�at\ vorliegt. Umdiese zu modellieren, w�ahlt man den einzigen Parameter der Verteilung ni
ht fest, son-dern zuf�allig, d.h. man f�ugt im bedingten Erwartungswert der Poissonverteilung no
heinen multiplikativen Fehlerterm ein, um zuf�allige Variation zu ber�u
ksi
htigen. Diesf�uhrt zu der Familie der gemis
hten Modelle. In einer Poissonregression ohne Hete-rogenit�at wird die Di
hte bzw. die Wahrs
heinli
hkeitsfunktion von (Yi j xi) bedingtdur
h die Kovariablenvektoren xi spezi�ziert. Dies ist glei
hbedeutend mit der Spezi-�zierung des bedingten Erwartungswertes als eine ni
htsto
hastis
he Funktion von xi.In gemis
hten Modellen dagegen wird die Di
hte von (Yi j xi; �i) spezi�ziert, wobei�i einen unbeoba
hteten Heterogenit�atsterm f�ur die i-te Beoba
htung darstellt. Mannimmt also an, dass die einzelnen Beoba
htungen in einer Weise zuf�allig variieren, dieni
ht vollst�andig dur
h die beoba
hteten Kovariablen erkl�art werden kann.Obwohl eine multiplikative Heterogenit�atsannahme sehr speziell ist, ist sie mathema-tis
h gesehen attraktiver als ein additiver Fehlerterm, der zu einer Verletzung der
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htnegativit�atsannahme der Yi f�uhren k�onnte. Deshalb werden in der Regel die Yiund (xi; �i) �uber den exponentiellen Erwartungswert mit multiplikativem Fehlertermmiteinander verbunden, d.h.E(Yi j xi; �i) = exp(xti�)�i = �i�i:Dabei wird vorausgesetzt, dass die �i unabh�angig von den Regressoren xi und iid-verteilt sind, und es gilt �i = exp("i); wobei "i den Fehlerterm des Modells, wie in(2.3) bes
hrieben, f�ur die i-te Beoba
htung angibt. Mit den obigen Bezei
hnungenkann nun gezeigt werden, dass unbeoba
htete Heterogenit�at zu �Uberdispersion f�uhrt,vorausgesetzt, dass V ar(�i) > 0 gilt. Geht man also von der Poissonverteilung aus, sogilt (Yi j xi; �i) � Poi(�i) mit �i = exp(xti�)�i = �i�iund �i iid und unabh�angig von Yi. Der Parameter �i der Poissonverteilung ist hiernun ni
ht mehr ein fester Wert, sondern selbst eine Zufallsvariable. Man stellt dieModellannahme, dass f�ur den bedingten Erwartungswert E(�i j �i) = �i�i gilt, wobeina
h Herausintegrieren des multiplikativen Fehlerterms �iE(�i) = �iE(�i) = �i (2.16)gelten soll, wodur
h man die Identi�zierbarkeitsbedingung E(�i) = 1 erh�alt. Zu zeigenist nun, dass damit die Varianz der entstandenen Mis
hverteilung den Erwartungswert�ubersteigt.Man setzt dazu also E(�i) = 1. Weiter sei V ar(�i) = �2� und die �i seien iid vor-ausgesetzt. Dann gilt mit den bekannten Regeln f�ur bedingten Erwartungswert undVarianz E(Yi j xi) = E�i [E(Yi j xi; �i)| {z }�i=�i�i ℄ = E�i(�i�i) = �iV ar(Yi j xi) = E�i [V ar(Yi j xi; �i)| {z }�i=�i�i ℄ + V ar�i[E(Yi j xi; �i)| {z }�i=�i�i ℄= E�i(�i�i) + V ar�i(�i�i)= �i + �2��2i :Damit ist V ar(Yi j xi) > E(Yi j xi) gezeigt, sofern �2� > 0 gilt.Ist die Verteilung von �i bekannt, so erh�alt man die Verteilung des Mis
hmodells dur
hIntegration der gemis
hten Di
hte bez�ugli
h �i. Konkret sei nun f(yi j xi; �i) die Di
hte
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he Grundlagenbzw. die Wahrs
heinli
hkeitsfunktion der Yi und g(�i) die Di
hte der Fehler �i: Dann er-gibt si
h daraus die gemis
hte Marginaldi
hte von (Yi j xi) dur
h Integrieren bez�ugli
h�i, d.h. h(yi j xi) = Z f(yi j xi; �i)g(�i)d�i: (2.17)Ein Beispiel f�ur ein gemis
htes Modell ist das Poisson-Gamma-Modell, das man erh�alt,wenn der Parameter der Poissonverteilung ni
ht fest vorausgesetzt wird, sondern na
hder Gammaverteilung variiert. Das Ergebnis dieser Mis
hung ist dann eine NB-Verteilung.Beispiel 2.3.9 (Poisson-Gamma-Mis
hmodell) (siehe Cameron & Trivedi (1998,S. 101) [2℄).Die Z�ahlvariable Y sei bedingt poissonverteilt mit Parameter �:f(yi j �i) = e��i�yiiyi! ; yi = 0; 1; :::Der Parameter �i habe einen multiplikativen Fehlerterm exp("i), was mit�i = exp(xti� + "i) = exp(xti�) exp("i) = �i�i (2.18)ausgedr�u
kt wird. Dabei ist � = (�0; ::; �p)t, wobei �0 den Inter
ept-Term bestimmt.Sei nun der Fehlerterm �i gammaverteilt mit den Parametern q und Æ, alsog(�i; q; Æ) = Æq�(q)�q�1i e�Æ�i ; q > 0; Æ > 0:Dann gilt f�ur den Erwartungswert E(�i) = qÆ und f�ur die Varianz V ar(�i) = qÆ2 .Wegen der Identi�zierbarkeitsbedingung E(�i) = 1 aus (2.16) muss q = Æ gew�ahltwerden, womit si
h hier die Gammaverteilung auf nur einen Parameter reduziert.Betra
htet man ausgehend von der bekannten Gammaverteilung von �i die Verteilungvon �, so ergibt si
h dur
h die Transformation � = �� na
h (2.18) die folgende Di
htef�ur �: f(� j �; q) = 1�g(� = ��) = 1� qq�(q) ����q�1 e�q ��= � q��q�(q) �q�1e�q �� ;was einer Gammaverteilung mit den Parametern q und q� entspri
ht. Zusammenfassendkann also gefolgert werden:



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 45Sei Y j � � Poi(�), und � � �(q; q�), dann ergibt si
h daraus als Mis
hverteilungeine NB-Verteilung mit den Parametern � und 1q = a, d.h. NB(�; 1q = a):Beweis: Da keine Verwe
hslungen m�ogli
h sind, wird hier im folgenden der Index iweggelassen. Na
h (2.17) gilt dannh(y j �; q) = Z 10 f(y j �; �)g(�) d��=��= Z 10 f(y j �; �)g(�) 1� d�= Z 10 e���yy! 1� qq�(q) ����q�1 e�q �� d�= 1y!� qq�(q) 1�q�1 Z 10 e��(1+ q� )�y+q�1 d�(�)= 1�(q)y! � q��q �(y + q)(1 + q�)y+q= �(y + q)�(q)y!  11 + q�!y q� 11 + q�!q= �(y + q)�(q)y! � ��+ q�y � q�+ q�q :(�)Es gilt Z 10 ta�1e�btdt = �(a)ba f�ur jedes b > 0:Setzt man nun q = 1a , so erh�alt man genau die Darstellung der NB-Verteilung, wie siein De�nition 2.3.6 angegeben ist. 22.3.3 Die NB-Verteilung als GLMIm zweiten Abs
hnitt dieses Kapitels wurde in Beispiel 2.2.2 bereits gezeigt, dass diePoissonverteilung zur exponentiellen Familie geh�ort und dass sie somit als zugrundelie-gende Verteilung eines generalisierten linearen Modells gew�ahlt werden kann. Analogl�asst si
h dies nun au
h f�ur die NB-Verteilung zeigen, wobei im folgenden immer von dererweiterten Darstellungsform mit stetigem Parameter ausgegangen wird. Diese Wahr-s
heinli
hkeitsfunktion aus De�nition 2.3.6 kann dann zufNB(y; �; �) = exp�ln��(y + a�1)�(a�1)y! � + y ln� a�1 + a��� a�1 ln(1 + a�)�umgeformt werden. F�ur den Fall, dass a bekannt ist, geh�ort die NB-Verteilung zu derlinearen exponentiellen Familie, wie sie in De�nition 2.2.1 bes
hrieben wurde. Daf�ur
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he Grundlagenist � = ln� a�1+a�� ; a(�) = � = 1, 
(y; �) = 
(y) = ln��(y+a�1)�(a�1)y! � undb(�) = a�1 ln(1 + a�) (2.19)zu w�ahlen. Die Funktion 
(y; �) = 
(y) h�angt in diesem Fall nur von y ab und derParameter � spielt keine Rolle. Um b(�) in Abh�angigkeit von � zu bere
hnen, musszun�a
hst � na
h � aufgel�ost und das Ergebnis in (2.19) eingesetzt werden. Aus� = ln� a�1 + a�� erh�alt man f�ur�� = e�a(1� e�) :Wird dieses Ergebnis nun in (2.19) eingesetzt, so ergibt si
hb(�) = a�1 ln(1 + a�) = a�1 ln�1 + a e�a(1� e�)�= a�1 ln�1 + e�1� e�� = a�1 ln� 11� e�� :Zur �Uberpr�ufung wird der Erwartungswert na
h der bekannten Formel in (2.4) bere
h-net: E(Y ) = b0(�) = a�1 e�(1� e�)2. 11� e� = a�1 e�(1� e�)2 (1� e�)= a�1 e�1� e� = �:Die Varianz war in (2.5) angegeben und bere
hnet si
h hier alsV ar(Y ) = b00(�)a(�) = a�1 e�(1� e�) + e� e�(1� e�)2= a�1 e�1� e� + a�1 (e�)2(1� e�)2 = �+ a�2:Sowohl der Erwartungswert als au
h die Varianz stimmen somit wie erwartet mit denin den Glei
hungen (2.14) und (2.15) bere
hneten Ergebnissen �uberein. Ist nun aberzus�atzli
h au
h a unbekannt, so ist die NB-Verteilung dann zwar kein GLM, aber eskann na
h Cameron & Trivedi (1998, S. 73) [2℄ gezeigt werden, dass sie zumindestzu der Klasse der linearen exponentiellen Familie mit einem St�orparameter � geh�ort,die zu den GLM's sehr �ahnli
h ist (siehe Cameron & Trivedi (1998, S. 33) [2℄). Dieexponentielle Familie mit St�orparameter � ist in Cameron & Trivedi (1998, S.32) [2℄de�niert dur
h fEFN(y;�; �) = expf~a(�; �) + ~b(y; �) + ~
(�; �)yg;



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 47wobei � = E(y); !(�; �) = V ar(y) und � = 	(�; !) ist und 	 eine di�erenzierbareFunktion von � und ! darstellt. Ausserdem de�niert 	 f�ur jedes gegebene � eineeins-zu-eins Beziehung zwis
hen � und !. Bei der NB-Verteilung entspri
ht nun derunbekannte Parameter a dem St�orparameter � und es gilt damit~
(�; a) = ln� a�1 + a�� ; ~b(y; a) = ln��(y + a�1)�(a�1)y! � und ~a(�; a) = a�1 ln(1 + a�):Weiter ist !(�; a) = �+ a�2. Aufgel�ost na
h dem St�orparameter a ergibt diesa = !���2 = 	(�; !), wobei klar ersi
htli
h ist, dass die Funktion 	 sowohl in � als au
hin ! di�erenzierbar ist und dass sie f�ur ein festes � eine eindeutige Beziehung zwis
hen aund ! darstellt, womit die Zugeh�origkeit der NB-Verteilung zur exponentiellen Familiemit St�orparameter gezeigt ist.Das Ziel dieser Arbeit ist nun im wesentli
hen, das Poissonregressionsmodell mit demNB-Regressionsmodell zu verglei
hen, wobei na
h Satz 2.3.8 der Dispersionsindex aeine ents
heidende Rolle spielt. S
hliessli
h soll ein Test erstellt werden, der pr�uft, obder Parameter a gr�osser als eine vorgegebene S
hranke a0 ist, oder ni
ht. Im erstenFall w�urde man si
h f�ur das NB-Modell ents
heiden, das die o�ensi
htli
h vorhandene�Uberdispersion modelliert, w�ahrend man im Fall a < a0 die �Uberdispersion dur
h dieWahl des Poissonmodells verna
hl�assigen w�urde. Die notwendigen Grundlagen und dieHerleitung des Tests folgen im n�a
hsten Kapitel. Dazu sind jedo
h die Eigens
haftender S
h�atzer f�ur die Parameter � und a zu untersu
hen, wof�ur na
h (2.10) die Fisher-Informationsmatrix ben�otigt wird. Diese soll daher im folgenden s
hrittweise hergeleitetwerden.Zun�a
hst wird die Likelihood-Funktion bere
hnet, wobei zu bea
hten ist, dass f�ur dieweiteren Ausf�uhrungen die log-link-Funktion f�ur das NB-Modell gew�ahlt wird, d.h. Yi �NB(�i; a); i = 1; ::; n unabh�angig mit �i = exp(xti�): F�ur andere Linkspezi�kationenergeben si
h analoge Ergebnisse. Die Likelihood-Funktion ist gegeben dur
hL(�; a) = nYi=1 �(yi + a�1)�(a�1)y! � a�i1 + a�i�yi � 11 + a�i�a�1 :Da �(x+ 1) = x�(x) f�ur x > 0, gilt weiter�(yi + a�1)�(a�1) = (yi + a�1 � 1):::(yi + a�1 � yi) = y�iYj=0(j + a�1);
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he Grundlagenwobei y�i = yi � 1 ist und Qy�ij=0 Null wird, wenn y�i < 0: Deshalb kann die Likelihood-Funktion umges
hrieben werden zuL(�; a) = nYi=1 240� y�iYj=0(j + a�1)1A 1y! � a�i1 + a�i�yi � 11 + a�i�a�135= nYi=1 240� 1ayi y�iYj=0(aj + 1)1A 1y! ayi � �i1 + a�i�yi � 11 + a�i�a�135= nYi=1 240� y�iYj=0(aj + 1)1A 1y! � �i1 + a�i�yi � 11 + a�i�a�135 :Daraus ergibt si
h dur
h Logarithmieren die Log-Likelihood-FunktionL(�; a) = lnL(�; a) = nXi=1 24 y�iXj=0 ln(aj + 1)� ln(y!) + yi ln�i � (yi + a�1) ln(1 + a�i)35 :Um die Fisher-Informationsmatrix zu erhalten, werden ausgehend von der Log-Likelihood-Funktion zun�a
hst die ersten Ableitungen bez�ugli
h der Parameter gebildet, also diepartiellen Ableitungen na
h �1 bis �p und die Ableitung na
h a. Bei den Ableitungenna
h den �'s muss bea
htet werden, dass zwar formal in der Log-Likelihood-Funktionkeine �'s auftau
hen, aber die Funktion wegen �i = exp(xti�) implizit � enth�alt. Er-setzt man daher in der Log-Likelihood-Funktion die �i dur
h �i = exp(xti�), kann manwie gewohnt na
h �r; r = 1; ::; p ableiten.�L(�; a)��r = �L(�; a)��r nXi=1 24 y�iXj=0 ln(aj + 1)� ln(y!) + yi ln(exp(xti�))��(yi + a�1) ln(1 + a exp(xti�))i= nXi=1 0B�yixir � (yi + a�1) 11 + a�ia exp(xti�)| {z }�i xir1CA= nXi=1 �yixir � yia�ixir + �ixir1 + a�i �= nXi=1 �yixir + yixira�i � yia�ixir � �ixir1 + a�i �= nXi=1 xir(yi � �i)1 + a�i f�ur r = 1; ::; p:



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 49�L(�; a)�a = nXi=1 24 y�iXj=0 � jaj + 1� + 1a2 ln(1 + a�i)� (yi + a�1) �i1 + a�i35 :Da die Fisher-Informationsmatrix na
h Satz 2.2.7 der Erwartungswert der negativenHesse-Matrix ist, muss diese nun im folgenden S
hritt bestimmt werden. Dazu werdendie zweiten Ableitungen ben�otigt, weshalb zuerst die zweite Ableitung na
h �, also�2L(�;a)��r��s bere
hnet, dann die gemis
hte Ableitung �2L(�;a)��r�a und s
hliessli
h die zweiteAbleitung na
h a, d.h. �2L(�;a)�a2 ermittelt wird.Um ni
ht immer �i dur
h �i = exp(xti�) ersetzen zu m�ussen, wird f�ur die weiterenBere
hnungen die Glei
hheit��i��s = � exp(xti�)��s = exp(xti�)xis = �ixisverwendet. Damit ergibt si
h�2L(�; a)��r��s = ���s nXi=1 xir(yi � �i)1 + a�i= nXi=1 �xir�ixis(1 + a�i)� xir(yi � �i)a�ixis(1 + a�i)2= nXi=1 �xirxis�i � xirxis�2ia� xirxisyia�i + xirxisa�2i(1 + a�i)2= nXi=1 �xirxis�i(1 + ayi)(1 + a�i)2 (2.20)�2L(�; a)��r�a = nXi=1 �xir(yi � �i)�i(1 + a�i)2 (2.21)�2L(�; a)�a2 = nXi=1 24 y�iXj=0 �j2(aj + 1)2 � 2 1a3 ln(1 + a�i) + 2 1a2 �i1 + a�i + (yi + a�1) �2i(1 + a�i)235= � nXi=1 24 y�iXj=0 � jaj + 1�2 + 2a3 ln(1 + a�i)� 2a2 �i1 + a�i � (yi + a�1)�2i(1 + a�i)2 35 :(2.22)Das Ziel ist nun, aus diesen Ableitungen die Fisher-Informationsmatrix FI herzuleiten,die in Satz 2.2.7 de�niert wurde. Die Fisher-Informationsmatrix ist in diesem Fall eine((p + 1) � (p + 1))-Matrix, deren erster Blo
k aus den Erwartungswerten der negati-ven zweiten Ableitungen na
h � besteht und mit FIr;s(�; a); r; s = 1; ::; p abgek�urztwird. In der letzten Spalte, und wegen der Symmetrie der Fisher-Informationsmatrixanalog au
h in der letzten Zeile, sind die gemis
hten Ableitungen eingetragen, die mit
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he GrundlagenFIr;p+1(�; a) bezei
hnet werden. S
hliessli
h ergibt si
h der letzte Eintrag an der Stelle(p + 1; p + 1) der Matrix aus dem Erwartungswert der negativen zweiten Ableitungna
h a, kurz FIp+1;p+1(�; a). Aus (2.20) erh�alt man alsoFIr;s(�; a) = E " nXi=1 xirxis�i(1 + ayi)(1 + a�i)2 #= nXi=1 (1 + aE(yi))�ixirxis(1 + a�i)2 = nXi=1 �ixirxis1 + a�i f�ur r; s = 1; :::; p:(2.23)Um die Eintr�age der letzten Spalte und Zeile zu erhalten, bere
hnet man ausgehendvon (2.21) FIr;p+1(�; a) = E " nXi=1 �i(yi � �i)xir(1 + a�i)2 #= nXi=1 �i(E(yi)� �i)xir(1 + a�i)2 = 0 f�ur r = 1; :::; p: (2.24)Der (p + 1; p + 1)-Eintrag der Fisher-Informationsmatrix ist wegen des Erwartungs-wertes einer Summe, deren Index von y abh�angt, etwas s
hwieriger zu bere
hnen. Dereinfa
hste Weg das Ergebnis zu erhalten ist, L(�; a) in eine Form umzus
hreiben, dieaus den Parametern � und k = a�1 besteht. Daraus bildet man die Log-Likelihood-Funktion L(�; k) und bere
hnet sodann die zweite Ableitung na
h k, also �2L�k2 . Hierausl�asst si
h s
hliessli
h dur
h Bildung des Erwartungswertes der Eintrag in der Fisher-Informationsmatrix ermitteln, wobei der folgende Satz verwendet wird.Satz 2.3.10 Es gilt die Glei
hheitE ���2L(�; a)�a2 � = 1a4E ���2L(�; k)�k2 � ;wobei k = 1a ist.Beweis: Da L = lnL(�; a) die Log-Likelihood-Funktion bes
hreibt, l�asst si
h die linkeSeite zun�a
hst ohne den Erwartungswert wie folgt bere
hnen:�2L(�; a)�a2 = �2�a2 (lnL(�; a)) = ��a �L0(�; a)L(�; a) � = L00(�; a)L(�; a)� [L0(�; a)℄2[L(�; a)℄2 ;wobei L0 und L00 jeweils die erste bzw. zweite Ableitung na
h a abk�urzt. Wird dieLikelihood-Funktion nun mit k = g(a) = 1a umparametrisiert, so l�asst sie si
h alseine Funktion L(�; k) = L(�; g(a)) au�assen, f�ur die allgemein die Formeln��aL(�; k) = ��aL(�; g(a)) = ��g(a)L(�; g(a)) ��ag(a) = L0(�; g(a))g0(a)(2.25)



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 51und �2�a2L(�; k) = �2�a2L(�; g(a))= �2�(g(a))2L(�; g(a)) � ��ag(a)�2 + ��g(a)L(�; g(a)) �2�a2 g(a)= L00(�; g(a))[g0(a)℄2 + L0(�; g(a))g00(a) (2.26)gelten. Die Ableitungen von g(a) ergeben si
h zug0(a) = � 1a2 und g00(a) = 2a3 : (2.27)Mit dieser Umparametrisierung bere
hnet si
h die linke Seite der Behauptung ohneBea
htung des Erwartungswertes wie folgt:�2L(�; k)�a2 = �2L(�; g(a))�a2 = �2�a2 (lnL(�; g(a))) = ��a  ��aL(�; g(a))L(�; g(a)) !(2:25)= ��a �L0(�; g(a))g0(a)L(�; g(a)) �(2:26)= �L00(�; g(a))[g0(a)℄2 + L0(�; g(a))g00(a)�L(�; g(a))� �L0(�; g(a))g0(a)�2[L(�; g(a))℄2(2:27)= 1a4 �L00(�; g(a)) + 2aL0(�; g(a))�L(�; g(a))� �L0(�; g(a))�2[L(�; g(a))℄2 : (2.28)Ermittelt man nun davon den Erwartungswert, so kann dieser in1a4E L00(�; g(a))L(�; g(a))� �L0(�; g(a))�2[L(�; g(a))℄2 !+ 1a4E �2aL0(�; g(a))L(�; g(a))[L(�; g(a))℄2 �aufgespalten werden. F�ur den 2.Term gilt speziell1a4E �2aL0(�; g(a))L(�; g(a))[L(�; g(a))℄2 � = 2a3E �L0(�; g(a))L(�; g(a)) �= 2a3 Z L0(�; g(a))L(�; g(a)) L(�; g(a)) dy= 2a3 Z L0(�; g(a)) dy= 2a3 ��g(a) Z L(�; g(a)) dy| {z }=1; da L Di
hte = 0; (2.29)wobei im vorletzten S
hritt die Vertaus
hung von Integration und Di�erenzierung un-ter Regularit�atsbedingungen dur
hgef�uhrt werden darf. Mit diesem Resultat ergibt si
h
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he Grundlagens
hliessli
h zusammenfassendE ���2L(�; a)�a2 � = E ��L00(�; a)L(�; a)� [L0(�; a)℄2[L(�; a)℄2 �(2:28)= 1a4E ��L00(�; g(a)) + 2aL0(�; g(a))�L(�; g(a))� �L0(�; g(a))�2[L(�; g(a))℄2 !(2:29)= 1a4E �L00(�; g(a))L(�; g(a))� �L0(�; g(a))�2[L(�; g(a))℄2 != 1a4E ���2L(�; g(a))�(g(a))2 � = 1a4E ���2L(�; k)�k2 � : 2Zun�a
hst wird daher die Likelihood-Funktion als eine Funktion von � und k = a�1umges
hrieben:L(�; k) = nYi=1 �(yi + k)�(k)y! � �ik1 + �ik �yi � 11 + �ik �k= nYi=1 24 y�iYj=0(j + k) 1y! � �ik + �i�yi � 11 + �ik �k35 :Dur
h Logarithmieren ergibt si
h nun die Log-Likelihood-FunktionL(�; k) = nXi=1 24 y�iXj=0 ln(j + k)� ln(y!) + yi ln�i � yi ln(k + �i)� k ln(1 + �ik )35 :Daraus erh�alt man die Ableitungen�L(�; k)�k = nXi=1 24 y�iXj=0 1j + k � yi 1k + �i � ln(1 + �ik )� k 11 + �ik (��ik2 )35= nXi=1 24 y�iXj=0 1j + k � yik + �i � ln(1 + �ik ) + �ik + �i35 und�2L(�; k)�k2 = nXi=1 24 y�iXj=0 �1(j + k)2 + yi(k + �i)2 � ��ik21 + �ik + ��i(k + �i)235= � nXi=1 24 y�iXj=0 1(j + k)2 � yi(k + �i)2 � �i(k + �i)k + �i(k + �i)235 :(2.30)



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 53F�ur die Bere
hnung des letzten Eintrags in der Fisher-Informationsmatrix ermitteltman aus (2.30) den Erwartungswert, der si
h zuFIp+1;p+1(�; a) = E ���2L(�; a)�a2 � = a�4E ���2L(�; k)�k2 �= a�4E 24 nXi=1 24 Y �iXj=0 1(j + k)2 � yi(k + �i)2 � �i(k + �i)k + �i(k + �i)23535= a�4 24 nXi=1 24E0� Y �iXj=0 1(j + k)21A� E(yi)(k + �i)2 � �i(k + �i)k + �i(k + �i)23535= a�4 24 nXi=1 24E0� Y �iXj=0 1(j + a�1)21A� �i(a�1 + �i)a�13535 (2.31)ergibt. Der i-te Term in obiger Formel l�asst si
h na
h Lawless (1987) [13℄ dur
ha�4 1Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Yi � j)� a�i�i + a�1! (2.32)bere
hnen.Beweis: F�ur diesen Beweis ist speziell die Glei
hheitE0� Y �iXj=0 1(j + a�1)21A = 1Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Yi � j)zu zeigen, wobei Y �i = Yi� 1 ist. Na
h Resni
k (1992, S. 2) [18℄ gilt allgemein f�ur eineni
htnegative ganzzahlige Zufallsvariable Y die FormelE (f(Y )) = 1Xy=0 f(y)py;wobei py = P (Y = y) abk�urzt. Damit giltE (f(Y )) = E Y �Xj=0 1(j + a�1)2!= 1Xy�=0 y�Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Y = y�)= 0Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Y = 0) + 1Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Y = 1) + � � �= 1(0 + a�1)2 (PNB(Y = 0) + PNB(Y = 1) + � � �)
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he Grundlagen+ 1(1 + a�1)2 (PNB(Y = 1) + PNB(Y = 2) + � � �) + � � �= 1(0 + a�1)2PNB(Y � 0) + 1(1 + a�1)2PNB(Y � 1) + � � �= 1Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Y � j): 2Nun sind alle Eintr�age bere
hnet, so dass die Fisher-Informationsmatrix in Blo
kformangegeben werden kann.FI(�; a) = " FIr;s(�; a) 00t FIp+1;p+1(�; a) # ; f�ur r; s = 1; :::; p:Bei dieser Darstellung ist zu bea
hten, dass FIr;s hier eine Blo
kmatrix darstellt,w�ahrend FIp+1;p+1 ein skalarer Wert ist. 0 bes
hreibt einen Nullvektor der L�ange p.Das Ziel ist nun, Aussagen �uber die S
h�atzer (b�;ba) von (�; a) im NB-Modell tre�en zuk�onnen. Allerdings treten bei der Ermittlung der ML-S
h�atzer zus�atzli
he S
hwierig-keiten auf, da der Parameter a ni
ht bekannt ist, sondern ebenfalls ges
h�atzt werdenmuss. Die einfa
hste Methode, die S
h�atzer (b�;ba) zu erhalten ist, L(�; a) bez�ugli
h �f�ur bestimmte, feste Werte a zu maximieren. Damit ergeben si
h die S
h�atzung b�(a)und der sogenannte "Pro�le-Likelihood\ L(b�(a); a) in Abh�angigkeit von a, von wel-
hem aus man s
hliessli
h ba dur
h eindimensionales Maximieren bestimmen kann. DieMaximierung von L(�; a) bez�ugli
h � kann wie in Abs
hnitt 2.2.6 bes
hrieben z.B. mitdem Fisher-S
oring-Algorithmus oder dem Newton-Raphson-Verfahren gel�ost werden.Das wi
htigste Resultat betri�t s
hliessli
h die Asymptotik der S
h�atzer. Wie am En-de des Abs
hnittes 2.2.6 erl�autert, gilt au
h hier f�ur sie eine asymptotis
he Verteilung.Lawless (1987) [13℄ bes
hreibt ohne konkreten Beweis, dass man f�ur a > 0 und un-ter s
hwa
hen Bedingungen f�ur die Kovariablenvektoren xi, die die Approximationvon n�1FI(�; a) gegen einen positiv de�niten Grenzwert f�ur n !1 si
hern, die ML-S
h�atzer (b�;ba) als asymptotis
h normalverteilt behandeln kann, d.h. man kann f�urgrosse n zeigen, dass pn(b� � �;ba� a) � N(0; nFI(b�;ba)�1) (2.33)gilt, wobei die Kovarianzmatrix gegeben ist dur
hnFI(b�;ba)�1 = n" FI�1r;s (b�;ba) 00t FI�1p+1;p+1(b�;ba) #



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 55mit den Eintr�agen FI�1r;s (b�;ba) und FI�1p+1;p+1(b�;ba), die si
h aus den Glei
hungen (2.23)und (2.31) ausgewertet an (�; a) = (b�;ba) ergeben. Da der (p + 1; p + 1)-Eintrag einskalarer Wert ist, l�asst si
h FI�1p+1;p+1(b�;ba) dur
h einfa
hes Invertieren bere
hnen. Fahr-meir & Kaufmann (1985) [5℄ zeigen dieses asymptotis
he Verhalten der ML-S
h�atzerf�ur normale GLM's bei festem Design, w�ahrend Czado & Munk (2000) [4℄ auf eine Er-weiterung f�ur GLM's mit ni
htkanonis
hen Linkfunktionen eingehen. Sie zeigen, dasseine asymptotis
he Normalverteilung f�ur den ML-S
h�atzer, der sowohl den S
h�atzerf�ur den Regressionsparametervektor �, als au
h den S
h�atzer f�ur den Linkparameterumfasst, vorliegt. Da hier ebenfalls der ML-S
h�atzer (b�;ba) aus einem zus�atzli
hen Pa-rameter a besteht, muss f�ur einen Beweis der asymptotis
hen Normalverteilung analogwie in Czado & Munk (2000) [4℄ vorgegangen werden.Es bleibt anzumerken, dass die Kovarianzmatrix eine Diagonal-Blo
kmatrix ist, dana
h (2.24) die Parameter a und � asymptotis
h unkorreliert sind.



Kapitel 3Quanti�zierung von �UberdispersionDieses Kapitel befasst si
h mit dem zentralen Thema dieser Arbeit, n�amli
h der Quan-ti�zierung von �Uberdispersion. Dazu wird ein Hypothesentest erstellt, der in den na
h-folgenden Abs
hnitten no
h n�aher erl�autert wird. In den ersten Abs
hnitten dieses Ka-pitels werden die dazu n�otigen Grundlagen der Testtheorie zusammengefasst, die aufLehmann (1986, Kapitel 3) [14℄ und Bi
kel & Doksum (1977, Kapitel 5,6) [1℄ beruhen,w�ahrend im darau�olgenden Abs
hnitt s
hliessli
h der spezielle Test zur Quanti�zie-rung von �Uberdispersion bes
hrieben wird. Abs
hliessend erfolgt eine kurze Zusam-menfassung der notwendigen Grundlagen zur Dur
hf�uhrung einer Simulation, derenErgebnisse im 4. Kapitel dargestellt sind.3.1 Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests3.1.1 Grundlagen der TesttheorieDie Grundlage f�ur Hypothesentests ist der Wuns
h, eine Ents
heidung dar�uber zu tref-fen, ob eine erstellte Hypothese wahr oder fals
h ist. Die Auswahl liegt in sol
hen F�allenzwis
hen nur zwei Ents
heidungen: entweder ist die Hypothese anzunehmen, oder sieist abzulehnen. Eine Ents
heidungsprozedur f�ur sol
he Probleme heisst "Test\ der inFrage gestellten Hypothese.Die Ents
heidung basiert auf dem Wert einer Zufallsvariablen X mit Verteilung P�,wobei P� zu der Klasse P = fP�; � 2 �g von Verteilungen geh�ort. Man setzt weitervoraus, dass man mit Si
herheit weiss, ob die Hypothese wahr oder fals
h ist, sobald �bekannt ist. Die Verteilungen von P k�onnen dann in zwei Gruppen eingeteilt werden,n�amli
h einmal in die, f�ur wel
he die Hypothese wahr, und in diejenige, f�ur wel
he die56



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 57Hypothese fals
h ist. Die resultierenden zwei disjunkten Gruppen werden mit H undK bezei
hnet. Der "Parameterraum\ � spaltet si
h analog in die jeweils dazugeh�ori-gen R�aume �H und �K auf, so dass H [ K = P und �H [ �K = �: Mit diesenBezei
hnungen gilt dannH : � 2 �H und K : � 2 �K :Mathematis
h ist eine Hypothese H �aquivalent zu der Aussage, dass P� ein Elementaus H ist. Die Verteilungen, die in K liegen, werden mit "Alternativen\ zu H be-zei
hnet, d.h. K ist die Klasse der Alternativen. Das Problem ist nun, eine "Ents
hei-dungsvors
hrift\ zu �nden, die einem angibt, wel
he Ents
heidung zwis
hen Annahmeund Ablehnung der Hypothese zu tre�en ist. Mathematis
h wird eine sol
he Ents
hei-dungsvors
hrift dur
h eine Funktion Æ ausgedr�u
kt, die zu jedem m�ogli
hen Wert xder Zufallsvariable X eine Ents
heidung d = Æ(x) zuordnet. Æ ist also eine Funktion,deren De�nitionsberei
h alle m�ogli
hen Werte von X umfasst und deren Werteberei
haus den m�ogli
hen Ents
heidungen besteht. Die Menge der Ents
heidungen wird mitD abgek�urzt und die Ents
heidungen der Annahme oder Ablehnung der HypotheseH werden mit d0 und d1 bezei
hnet, d.h. D = fd0; d1g. Die Funktion d = Æ(x) kannnun so interpretiert werden, dass zu einem Wert x von X eine Ents
heidungsregel Æ(x)angewendet wird, die s
hliessli
h zu der tats�a
hli
hen Ents
heidung d f�uhrt. Dur
h dieZuordnung einer Ents
heidung zu jedem m�ogli
hen Wert x von X wird der Zustands-raum von X in zwei disjunkte Regionen S0 und S1 getrennt. Falls x in S0 f�allt, wirddie Hypothese akzeptiert, ansonsten wird sie abgelehnt. S0 wird dann mit "Annahme-berei
h\ bezei
hnet, wogegen S1 "Ablehnungsberei
h\ oder "kritis
her Berei
h\ heisst.In der folgenden De�nition ist dieser Sa
hverhalt no
h einmal kurz zusammengefasst.De�nition 3.1.1 (Deterministis
her, statistis
her Test) Es seien mit x die Rea-lisierungen einer Zufallsvariablen X bezei
hnet, deren Verteilung P� von einem unbe-kannten Parameter � 2 � abh�angt. Die Hypothese sei dur
h H : � 2 �H , die Alter-native dur
h K : � 2 �K gegeben. Ein ni
htzuf�alliger bzw. deterministis
her Test istdann eine Ents
heidungsfunktion Æ(x) aus dem Zustandsraum der Zufallsvariable X indie Menge D = fd0; d1g der Ents
heidungen, derart dass gilt:Æ(x) = ( d0 falls x 2 S0; d.h. H wird akzeptiertd1 falls x 2 S1; d.h. H wird abgelehnt.Bei einer Testdur
hf�uhrung ist allerdings zu bea
hten, dass ni
ht immer die wahrenEnts
heidungen getro�en werden, d.h. es besteht die Gefahr von zwei m�ogli
hen Fehl-ents
heidungen.



58 Kapitel 3. Quanti�zierung von �Uberdispersion(i) Fehler 1.Art:Die Hypothese H wird abgelehnt, obwohl sie wahr ist. Die Wahrs
heinli
hkeit imModell P� einen sol
hen Fehler zu begehen, wird mit � abgek�urzt, d.h.�(�) = P�(Fehler 1.Art):(ii) Fehler 2.Art:Die Hypothese H wird akzeptiert, obwohl sie fals
h ist. In diesem Fall bezei
hnetman die Wahrs
heinli
hkeit f�ur eine Fehlents
heidung im Modell P� mit �, d.h.�(�) = P�(Fehler 2.Art):Die Konsequenzen dieser Fehler sind oft sehr unters
hiedli
h. M�o
hte man z.B. pr�ufen,ob ein Patient an einer bestimmten Krankheit leidet, so k�onnte manH : Patient gesund gegen K : Patient kranktesten. Der Fehler 1.Art ist dann, die Hypothese abzulehnen, obwohl sie wahr ist, d.h.man erkl�art den Patienten f�ur krank, obwohl er in Wahrheit gesund ist. Diese Fehl-ents
heidung w�urde dem Patienten h�o
hstens Unannehmli
hkeiten und eventuell einen�nanziellen Verlust f�ur eine Behandlung bringen, die ni
ht notwendig w�are. Wird dage-gen der Patient f�ur gesund gehalten, obwohl er krank ist, so entspi
ht dies dem Fehler2.Art, da die Hypothese akzeptiert wird, obwohl sie fals
h ist. Im s
hlimmsten Fallk�onnte diese Fehlents
heidung den Tod des Patienten zur Folge haben. W�uns
hens-wert w�are daher ein Test, der die Wahrs
heinli
hkeit sowohl f�ur den Fehler 1.Art, alsau
h f�ur den Fehler 2.Art minimiert, jedo
h k�onnen in der Realit�at bei gegebenenBeoba
htungsdaten ni
ht beide Wahrs
heinli
hkeiten glei
hzeitig kontrolliert werden.Deshalb ist es �ubli
h, eine S
hranke f�ur die Wahrs
heinli
hkeit, einen Fehler 1.Art zubegehen, d.h. dass H zu Unre
ht abgelehnt wird, anzugeben und unter dieser Bedin-gung die Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2.Art zu minimieren. Man w�ahlt also eine S
hranke� zwis
hen 0 und 1 und erh�alt somit f�ur den Fehler 1.Art die BedingungP�fÆ(X) = d1g = P�fX 2 S1g � � 8 � 2 �H : (3.1)� heisst dabei das "Signi�kanzniveau\. Damit wird die Betra
htung auf diejenigen Testseinges
hr�ankt, deren Wahrs
heinli
hkeit f�ur eine Ablehnung der Hypothese kleiner oderglei
h � f�ur alle � 2 �H ist. Diese Tests werden dann "�-Level-Tests\ genannt und manspri
ht von einer Ablehnung der Nullhypothese H zum Level �. Nun ist aber ein Test



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 59zum Level � ebenso ein Test zum Level �0 > �, denn wenn P�fÆ(X) = d1g � � 8 � 2�H erf�ullt ist, so gilt au
h P�fÆ(X) = d1g � � < �0 8 � 2 �H . Daher ist es sinnvoll,den kleinsten Signi�kanzlevel eines Tests auszuzei
hnen. Dieser Wert wird dann mit"size" eines Tests bezei
hnet und ist o�ensi
htli
h die maximale Wahrs
heinli
hkeitdes Fehlers 1.Art, d.h.size = sup�H P�fÆ(X) = d1g = sup�H P�fX 2 S1g:Unter der Bedingung (3.1) wird nun versu
ht, die Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2.ArtP�fÆ(X) = d0g = 1 � P�fÆ(X) = d1g f�ur � 2 �K zu minimieren, was �aquivalent zurMaximierung von P�fÆ(X) = d1g = P�fX 2 S1g 8 � 2 �K (3.2)ist. Diese Gr�osse ist in der ans
hliessenden De�nition no
h genauer bes
hrieben.De�nition 3.1.2 (Power bzw. G�ute und Powerfunktion) Die Power oder au
hG�ute eines Tests gegen die Alternative � ist die Wahrs
heinli
hkeit, die Hypothese Habzulehnen, wenn � der wahre Wert ist. Damit gilt f�ur die PowerPower an der Stelle � 2 �K = 1� P�(Fehler 2.Art):Betra
htet man die Wahrs
heinli
hkeit in (3.2) als eine Funktion von �, jedo
h f�ur alle� aus dem gesamten Parameterraum �, so heisst�(�; Æ) = P�(Ablehnung der Hypothese H) = P�fÆ(X) = d1g= ( G�ute des Tests f�ur � 2 �KWahrs
heinli
hkeit f�ur Fehler 1.Art f�ur � 2 �HPower-Funktion. Es sind also sowohl die G�ute eines Tests als au
h die Wahrs
hein-li
hkeit, einen Fehler 1.Art zu begehen, in der Power-Funktion enthalten.Eine weitere, oft sehr n�utzli
he und aussagekr�aftige statistis
he Gr�osse ist der sogenann-te "p-Wert\, der als kleinstes Signi�kanzniveau � de�niert wird, zu dem die Hypothesegerade no
h abgelehnt werden kann. Dieser Wert gibt einen Hinweis darauf, inwieweitdie beoba
hteten Daten der Hypothese widerspre
hen.Bisher wurde nur von ni
htzuf�alligen bzw. deterministis
hen Tests ausgegangen, do
him folgenden wird nun mit Hilfe der sogenannten "kritis
hen Funktion\ die Struktureines "zuf�alligen Tests\ eingef�uhrt.



60 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionDe�nition 3.1.3 (Kritis
he Funktion �) Na
h De�nition 3.1.1 ist ein Test eineEnts
heidungsregel Æ : X � D ! D, wobei X den Zustandsraum der ZufallsvariableX bes
hreibt, und D = fd0; d1g die Menge der Ents
heidungen ist. Dann kann jedemTest eine umkehrbar eindeutig messbare Funktion� : X ! D mit x 7! Æ(x; fd1g) =: �(x)zugeordnet werden. Dabei gibt Æ(x; fd1g) =: �(x) die Wahrs
heinli
hkeit an, bei derBeoba
htung x die Nullhypothese H zu verwerfen und si
h f�ur die Alternative K zuents
heiden. Wird � auf diese Weise mit Æ identi�ziert, so kann ein Test als einemessbare Abbildung � : X ! Daufgefasst werden und man bezei
hnet dann � als kritis
he Funktion.Es ist zu bemerken, dass es nur eine Konvention ist, mit �(x) die Wahrs
heinli
hkeit f�urdie Ablehnung und entspre
hend mit 1��(x) die Wahrs
heinli
hkeit f�ur die Annahmeder Hypothese zu bezei
hnen. Falls � nur die Werte 0 und 1 annimmt, entspri
ht diesgerade einem ni
htzuf�alligen Test, d.h. wenn die Realisierung x von X vorliegt und �dur
h �(x) = ( 1 falls x 2 S10 falls x 2 S0;gegeben ist, dann wird die Hypothese f�ur �(x) = 1 abgelehnt, w�ahrend sie f�ur �(x) = 0akzeptiert wird. Die Menge der Punkte x, f�ur die �(x) = 1 ist, ist dann gerade derAblehnungsberei
h, so dass in ni
htzuf�alligen Tests � genau der Indikatorfunktion deskritis
hen Berei
hs entspri
ht. Um den Unters
hied zwis
hen einem deterministis
henund einem zuf�alligen Test zu verdeutli
hen, betra
hte man folgendes Beispiel:Beispiel 3.1.4 X sei eine normalverteilte Zufallsvariable. Es soll getestet werden, obder Erwartungswert � der Zufallsvariable X einen bestimmten vorgegebenen Wert �0�ubersteigt, d.h. der Ents
heidungsraum ist gegeben dur
h D = fd0; d1g, wobei d0 dieEnts
heidung f�ur die Hypothese und d1 die Ents
heidung f�ur die Alternative bezei
hnet.Getestet wird die Hypothese H : � > �0 gegen die Alternative K : � � �0. Weiterseien x1; x2; ::; xm Realisierungen von X mit empiris
hem Mittelwert �x = 1mPmi=1 xi.Ein m�ogli
her deterministis
her Test ist dann dur
hÆ(x) = ( d1 falls �x � �0; d.h. H wird abgelehntd0 falls �x > �0; d.h. H wird akzeptiert



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 61gegeben. Es wird hier vorausgesetzt, dass abh�angig von den Realisierungen von X einekonkrete Ents
heidung getro�en wird. Bei einem zuf�alligen Test dagegen wird d1, d.h.die Ablehnung der Hypothese nur mit bestimmten Wahrs
heinli
hkeiten �(x) gew�ahlt.Ein m�ogli
her zuf�alliger Test k�onnte zum Beispiel dur
h�(x) = 8>><>>: 34 falls �x < �012 falls �x = �014 falls �x > �0gegeben sein. Dies bedeutet, dass man si
h im Fall �x < �0 im Gegensatz zum deter-ministis
hen Test ni
ht si
her f�ur die Ablehnung der Hypothese ents
heidet, sondernnur mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 34 . Im Grenzfall �x = �0 wird die Hypothese Hnur mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 12 verworfen, w�ahrend man sie nur mit einerWahrs
heinli
hkeit von 14 im Fall �x > �0 ablehnt.Ist die Verteilung vonX gegeben dur
h P� und wird die kritis
he Funktion � verwendet,so ist die Wahrs
heinli
hkeit f�ur eine Ablehnung der Hypothese dur
hE��(X) = Z �(x) dP�(x) (3.3)gegeben. Die S
hwierigkeit ist, � so zu w�ahlen, dass zum einen die Power��(�) = E��(X) 8 � 2 �K (3.4)maximiert wird, und zum anderen glei
hzeitig die S
hranke f�ur die Wahrs
heinli
hkeitdes Fehlers 1.Art E��(X) � � 8 � 2 �H (3.5)ni
ht �ubers
hritten wird. Ein damit verbundenes Problem ist, dass si
h zu jedem stati-stis
hen Test viele Ents
heidungsfunktionen �(x) �nden lassen, die diese Bedingungenerf�ullen. Die Aufgabe der mathematis
hen Statistik ist es daher, zu einem vorliegendenEnts
heidungsproblem eine optimale L�osung anzugeben. Das Ziel ist s
hliessli
h, einen"glei
hm�assig optimalen Test\ zu konstruieren, der unabh�angig von der Alternative diePower maximiert. Diese Tests werden im na
hfolgenden Abs
hnitt no
h genauer unter-su
ht. Man spri
ht dagegen nur von einem "optimalen Test\, wenn der Test die Powermaximiert, aber nur unter Betra
htung einer bestimmten Alternative, d.h. wenn dieAlternative einfa
h ist.



62 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionDe�nition 3.1.5 (Einfa
he und zusammengesetzte Hypothesen) Falls der Pa-rameterraum �H der Hypothese nur aus einem einzigen Wert �0 besteht, d.h.�H = f�0g, so heissen �H und die Hypothese H einfa
h. Enth�alt dagegen die derHypothese zugeordnete Teilmenge �H von � mehrere Werte, so heissen �H und dieHypothese H zusammengesetzt.Die glei
hen Konventionen gelten ebenfalls f�ur den Teilraum �K und die AlternativenK.Ein optimaler Test f�ur H gegen K zum Niveau � l�asst si
h h�au�g so bestimmen, dassman aus K einen speziellen Wert �1 2 �K herausgreift und zun�a
hst einen optimalenTest �� f�ur H gegen die einfa
he Alternative �K = f�1g ermittelt.De�nition 3.1.6 (Optimaler (most-powerful) Test) Ein �-level Test �� heisstoptimal (most powerful), wenn er unter Betra
htung einer bestimmten Alternative�K = f�1g die Power maximiert, d.h.���(�1) � ��(�1)f�ur jeden beliebigen �-level Test � mit Alternative �K.Die Hypothesentests, f�ur die K einfa
h ist, sind dann vollst�andig dur
h (3.4) und (3.5)spezi�ziert. Die L�osung ist in diesen F�allen relativ einfa
h zu erhalten und kann sogarexplizit angegeben werden, wenn au
h H einfa
h ist.3.1.2 Most-Powerful-Tests f�ur einfa
he Hypothesen undAlternativenEs seien die Verteilungen einer Zufallsvariablen X mit Realisierungen x unter einereinfa
hen Hypothese H : � = �0 und Alternative K : � = �1 dur
h P0 und P1 gegeben.Ausserdem nehme man an, dass diese Verteilungen diskret seien mit Pi(X = x) = Pi(x)f�ur i = 0; 1.Betra
htet man nun zun�a
hst ni
htzuf�allige Tests, so ist ein optimaler Test de�niertdur
h den Ablehnungsberei
h S1, derP0fX 2 S1g = Xx2S1 P0(x) � � und (3.6)P1fX 2 S1g = Xx2S1 P1(x) = maximum (3.7)



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 63erf�ullt. Die Glei
hung (3.6) bedeutet, dass die Wahrs
heinli
hkeit des Fehlers 1.Art,d.h. die Ablehnung der Hypothese (x 2 S1), obwohl sie wahr ist (P0(x)), dur
h � be-s
hr�ankt ist. Dagegen bes
hreibt die Glei
hung (3.7) die Tatsa
he, dass die Power, d.h.die ri
htige Ablehnung der Hypothese, maximiert werden soll. Zu jeder Realisierungx geh�oren also zwei Werte, n�amli
h einmal die Wahrs
heinli
hkeit unter P0 und ein-mal unter P1. Dabei d�urfen die Werte x, die f�ur S1 gew�ahlt werden, einerseits einenbestimmten Wert � ni
ht �ubers
hreiten, andererseits m�ussen sie zu einem m�ogli
hsthohen Wert f�uhren. Sol
he Situationen tau
hen h�au�g auf, wenn man z.B. mit einembegrenzten Budget versu
ht, einen m�ogli
hst hohen Gewinn zu erzielen. Eine andereSituation ist, wenn man in einer begrenzten Zeit versu
ht, eine m�ogli
hst weite Stre
kezu bew�altigen. In einer sol
hen Situation w�urde man si
h dasjenige Transportmittelw�ahlen, das die meisten km/Std zur�u
klegt. Analog w�ahlt man im obigen Testproblemdiejenigen Realisierungen x f�ur S1, die zu einem grossen Wert vonr(x) = P1(x)P0(x)f�uhren. Es werden also die Realisierungen der Reihe na
h bez�ugli
h des gr�ossten Wertesvon r(x) sortiert und in S1 aufgenommen, solange sie die Bedingung (3.6) erf�ullen.Formal bedeutet dies, dass S1 aus denjenigen Punkten x besteht, f�ur die r(x) > 
 gilt,wobei 
 bestimmt wird dur
h die Glei
hungP0fX 2 S1g = Xx:r(x)>
P0(x) = �:Hier kann es zu dem Problem kommen, dass bei einem bestimmten Wert x das Si-gni�kanzniveau � no
h ni
ht errei
ht ist, aber mit der Hinzunahme des bez�ugli
h derSortierung na
hfolgenden x-Wertes � �uberstiegen wird. Es kann also passieren, dassder Wert � ni
ht exakt angenommen wird und damit h�atte das Optimierungsproblemkeine explizite L�osung.Diese S
hwierigkeit kann umgangen werden, wenn man ni
ht von deterministis
hen,sondern von zuf�alligen Tests ausgeht. Das Fundamentallemma von Neyman und Pear-son, wel
hes in Lehmann (1986, S. 74) [14℄ na
hgelesen werden kann, bes
hreibt diesenSa
hverhalt. Das Lemma geht von dem Fall aus, dass sowohl die Hypothese als au
hdie Alternative einfa
h sind. Dies ist zwar eher nur von theoretis
hem Interesse, do
hist die L�osung sol
her Probleme von grosser Bedeutung in Bezug auf die Herleitungvon glei
hm�assig optimalen (uniformly most powerful) Tests, auf die im folgenden Ab-s
hnitt genauer eingegangen wird.



64 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionSatz 3.1.7 (Fundamentallemma von Neyman-Pearson) Seien P0 und P1 Ver-teilungen mit dazugeh�origen Di
hten p0 und p1 bez�ugli
h eines Masses �: Dann gilt:(i) Existenz:F�ur die Hypothese H : p0 gegen die Alternative K : p1 gibt es einen Test � undeine Konstante k, derart, dass E0�(X) = � und (3.8)�(X) = ( 1 falls p1(x)p0(x) > k0 falls p1(x)p0(x) < k: (3.9)(ii) Hinrei
hende Bedingung f�ur einen most-powerful-Test:Falls ein Test die Glei
hungen (3.8) und (3.9) f�ur ein k erf�ullt, dann ist er optimal(most-powerful) f�ur den Test p0 gegen p1 zum Level �.(iii) Notwendige Bedingung f�ur einen most-powerful-Test:Falls � ein optimaler Test zum Level � f�ur den Test H : p0 gegen K : p1 ist, dannerf�ullt er f�ur ein k au
h die Glei
hung (3.9) fast �uberall bez�ugli
h des Masses �. Ererf�ullt au
h die Glei
hung (3.8), ausgenommen wenn es einen Test mit size < �und mit Power 1 gibt.Beweis: F�ur die Spezialf�alle � = 0 und �=1 ist lei
ht zu zeigen, dass ein sol
her Testexistiert, vorausgesetzt, der Wert k = 1 wird zugelassen, denn � = 0 bedeutet, dassdie Wahrs
heinli
hkeit, H abzulehnen, obwohl H wahr ist, glei
h 0 ist, d.h. H wird nieabgelehnt. Damit muss E0�(x) = Pnp1(x)p0(x) > ko != 0gelten, was f�ur k = 1 zutri�t. Analog kann f�ur den Fall � = 1 argumentiert werden,nur dass hier E0�(x) = Pnp1(x)p0(x) < ko != 1gelten muss, was mit einem sehr kleinen k gew�ahrleistet ist. Im folgenden Beweis seialso 0 < � < 1 vorausgesetzt.(i) Sei nun �(
) = P0fp1(X)p0(X) > 
g gesetzt. Da diese Wahrs
heinli
hkeit nur unter P0betra
htet wird, d.h. unter der Voraussetzung, dass H wahr ist, brau
ht man nurdie F�alle p0(x) > 0 zu betra
hten. �(
) ist also die Wahrs
heinli
hkeit, dass dieZufallsvariable p1(X)p0(X) den Wert 
 �ubersteigt. Es gilt�(
) = P0np1(X)p0(X) > 
o = 1� P0np1(X)p0(X) � 
o; (3.10)



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 65wobei P0fp1(X)p0(X) � 
g eine Wahrs
heinli
hkeitsfunktion darstellt und damit mono-ton wa
hsend und re
htsseitig stetig ist. Aufgrund (3.10) ist au
h �(
) re
htsseitigstetig und aufgrund 1�P0fp1(X)p0(X) � 
g ist �(
) ni
ht wie die Wahrs
heinli
hkeits-funktion monoton wa
hsend, sondern monoton fallend. Insgesamt ist also �(
)eine ni
htwa
hsende, re
htsseitig stetige Funktion mit �(�1) = 1 und �(1) = 0:Wegen der Re
htsstetigkeit gilt�(
� 0)� �(
) = P0np1(X)p0(X) = 
o:F�ur ein gegebenes � mit 0 < � < 1 sei nun ein 
0 so gew�ahlt, dass�(
0) � � � �(
0 � 0) gilt. Dann betra
hte man den zuf�alligen Test�(x) = 8>><>>: 1 falls p1(x)p0(x) > 
0���(
0)�(
0�0)��(
0) falls p1(x)p0(x) = 
00 falls p1(x)p0(x) < 
0: (3.11)Der mittlere Ausdru
k ist sinnvoll de�niert, solange �(
0 � 0) 6= �(
0) ist. Danun aber P0fp1(X)p0(X) = 
0g = 0, ist der Test fast �uberall de�niert.Die size des Tests bere
hnet man ausE0�(X) = P0np1(X)p0(X) > 
0o+ �� �(
0)�(
0 � 0)� �(
0)P0np1(X)p0(X) = 
0o= P0np1(X)p0(X) > 
0o+ �� P0fp1(X)p0(X) > 
0gP0fp1(X)p0(X) = 
0g P0�p1(X)p0(X) = 
0� = �:Das 
0 kann s
hliessli
h dur
h das k im Lemma ersetzt werden und somit ist dieExistenz eines Tests, wie im Lemma angegeben, gezeigt.(ii) Angenommen, � sei ein Test, der (3.8) und (3.9) erf�ullt und �� sei ein beliebigeranderer Test mit E0��(X) � �: Mit S+ und S� seien die Mengen im Zustands-raum von X bezei
hnet, f�ur die �(x) � ��(x) > 0 bzw. < 0 ist. Falls x in S+liegt, folgt damit, dass �(x) > 0 gilt und es ist p1(x) � kp0(x): Analog folgtp1(x) � kp0(x) f�ur alle x, die in S� liegen. Damit ergibt si
h f�ur die Di�erenzder Wahrs
heinli
hkeiten der Ablehnung der beiden Tests na
h (3.3)Z (�(x)���(x))(p1(x)�kp0(x)) d�(x) = ZS+[S�(�(x)���(x))(p1(x)�kp0(x)) d�(x) � 0;denn f�ur x in S+ ist �(x) � ��(x) > 0 und p1(x) � kp0(x) � 0, w�ahrend f�ur xin S� �(x) � ��(x) < 0 und glei
hzeitig aber au
h p1(x) � kp0(x) � 0 gilt, was



66 Kapitel 3. Quanti�zierung von �Uberdispersioninsgesamt wieder zu einem Integral f�uhrt, das gr�osser oder glei
h 0 ist.Spaltet man nun das obige Integral na
h p1(x) und p0(x) auf, so erh�alt manZ (�(x)� ��(x))p1(x) d�(x) � k Z (�(x)� ��(x))p0(x) d�(x) � 0:Das linke Integral in dieser Unglei
hung entspri
ht der Di�erenz der Power bei-der Tests, womit gezeigt ist, dass die Power von � unter Betra
htung der Al-ternative p1 immer gr�osser als die Power eines beliebigen Tests �� ist, d.h.��(p1) > ���(p1). Somit ist der Test � most-powerful, was zu beweisen war.(iii) Dieser Teil des Lemmas wird mit Hilfe eines Widerspru
hbeweises gezeigt.Sei �� most-powerful f�ur H : p0 gegen K : p1 zum Level � und sei � ein weitererTest, der (3.8) und (3.9) erf�ullt. Sei S nun die S
hnittmenge von S+ [ S� (aufder si
h � und �� unters
heiden) mit der Menge fx : p1(x) 6= kp0(x)g:Angenommen, es sei �(S) > 0, dann gilt wegen (�(x)���(x))(p1(x)�kp0(x)) > 0auf S ZS(�(x)� ��(x))(p1(x)� kp0(x)) d�(x) > 0:Dies w�urde aber bedeuten, dass die Power von � gr�osser als die von �� bez�ugli
hdes Tests p0 gegen p1 w�are, was ein Widerspru
h dazu w�are, dass �� ein most-powerful-Test ist. Die Annahme �(S) > 0 kann also ni
ht aufre
ht erhalten blei-ben und es folgt �(S) = 0, d.h. es gibt keine Menge mit Mass � > 0, auf der si
h� und �� voneinander unters
heiden. Damit ist der most- powerful-Test �� au
hgenau der Test, der die Glei
hungen (3.8) und (3.9) erf�ullt.Der Beweis von Teil iii) dieses Lemmas zeigt, dass der most-powerful-Test dur
h(3.8) und (3.9) eindeutig bestimmt ist, ausser auf der Menge, f�ur diep1(x) = kp0(x) gilt. Auf dieser Menge kann � beliebig gew�ahlt werden, voraus-gesetzt, dass der resultierende Test eine size = � hat. Es wurde bisher gezeigt,dass es immer m�ogli
h ist, � �uber eine bes
hr�ankte Menge konstant zu w�ahlen.Im einfa
hsten Fall existiert ein Test mit Power glei
h 1, wobei die Konstante kaus (3.9) glei
h 0 ist und man akzeptiert die Hypothese H f�ur alle Punkte, f�urdie p1(x) = kp0(x) ist, au
h wenn der Test dann m�ogli
herweise eine size < �hat.Es folgt also abs
hliessend, dass der most-powerful-Test eindeutig (bis auf Null-mengen) dur
h (3.8) und (3.9) de�niert ist, wenn immer die Menge, f�ur diep1(x) = kp0(x) gilt, das �-Mass Null hat. Dieser Test ist dann deterministis
h.Die Einf�uhrung von Zuf�alligkeit ist ni
ht erforderli
h, ausser m�ogli
herweise auf



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 67der Menge, f�ur die p1(x) = kp0(x) gilt, auf der Zuf�alligkeit notwendig ist, umeinen Test mit size genau glei
h � zu erhalten. Denn wenn ein Test mit Power=1existiert, dann bestimmen (3.8) und (3.9) einen most-powerful-Test, der aberni
ht unbedingt eindeutig sein muss in dem Sinn, dass es einen weiteren most-powerful-Test gibt, der (3.8) und (3.9) erf�ullt, aber mit einem �0 < �: 23.1.3 Uniformly-most-powerful (UMP)-TestsBisher wurde nur der Spezialfall von einfa
hen Hypothesen und Alternativen betra
h-tet, wobei dies allerdings eher nur von theoretis
hem Interesse ist, denn in der Praxistreten h�au�g zusammengesetzte Hypothesen auf. In sol
hen F�allen wird ein Test opti-mal, wenn er die Power unabh�angig von der Alternative K maximiert.De�nition 3.1.8 (Glei
hm�assig optimaler (UMP)-Test) Ein �-Level-Test �� istein glei
hm�assig optimaler bzw. ein uniformly most powerful-Test (UMP ) f�ur die Hy-pothese H : � 2 �H gegen die Alternative K : � 2 �K, genau dann, wenn���(�) � ��(�) 8 � 2 �Kf�ur jeden beliebigen �-Level-Test �:In vielen Anwendungsf�allen h�angen die Verteilungen von nur einem einzigen reellwer-tigen Parameter � ab und die Hypothese ist einseitig, d.h. die Hypothese k�onnte z.B.H : � � �0 lauten. Der optimale Test von H gegen eine Alternative K : � = �1 mit�1 > �0 h�angt dann von �1 ab und ist somit ni
ht mehr glei
hm�assig optimal (UMP ).Man kann jedo
h in F�allen von einseitigen Hypothesen und Alternativen einen UMP -Test konstruieren, wenn eine zus�atzli
he Bedingung erf�ullt ist. Dies f�uhrt zu Verteilun-gen mit monotonem Likelihood-Quotienten.De�nition 3.1.9 (Verteilungen mit monotonem Likelihood-Quotienten) EineFamilie von Di
hten p�(x) mit reellen Parametern hat einen monotonen Likelihood-Quotienten, falls eine reellwertige Funktion T (x) existiert, derart, dass f�ur jedes � < �0die Verteilungen P� und P�0 unters
hiedli
h sind und der Quotient p�0 (x)p�(x) eine ni
htfal-lende Funktion von T (x) ist.Na
h Lehmann (1986, S. 78) [14℄ kann nun mit Hilfe dieser De�nition ein UMP -Testkonstruiert werden, was im na
hstehenden Satz erl�autert wird.



68 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionSatz 3.1.10 (UMP-Test f�ur einseitiges Testproblem) Sei � ein reeller Parame-ter und die Zufallsvariable X habe eine Di
hte bzw. Wahrs
heinli
hkeitsfunktion p�(x)mit monotonem Likelihood-Quotienten in T (x). Dann gilt:(i) F�ur den Test H : � � �0 gegen K : � > �0 existiert ein UMP -Test, der gegebenist dur
h �(x) = 8>><>>: 1 f�ur T (x) > C;
 f�ur T (x) = C;0 f�ur T (x) < C; (3.12)wobei C und 
 dur
h E�0�(X) = � bestimmt werden.(ii) Die Power-Funktion �(�) = E��(X) (3.13)dieses Tests ist strikt monoton wa
hsend f�ur alle � f�ur die 0 < �(�) < 1 gilt.F�ur den Beweis dieses Satzes wird ein zus�atzli
hes Korollar ben�otigt, wel
hes hierallerdings nur zitiert, aber ni
ht bewiesen werden soll. Der Beweis dazu l�asst si
h inLehmann (1986, S. 76) [14℄ na
hlesen.Korollar 3.1.11 Es seien P0 und P1 Verteilungsfunktionen mit dazugeh�origen Di
hte-bzw. Wahrs
heinli
hkeitsfunktionen p0 und p1. Weiter sei mit � die Power des most-powerful-Tests H : P0 gegen K : P1 zum Level � bezei
hnet. Dann gilt � < �, ausserwenn P0 = P1:Beweis von Satz 3.1.10:(i) und (ii): Man betra
hte zuerst das Testen der einfa
hen Hypothese H : � = �0gegen die einfa
he Alternative K : � = �1 mit �1 > �0; wobei �1 ein beliebi-ger Wert aus dem Parameterraum �K der Alternativen ist. Zu diesem Testpro-blem gibt es na
h dem Fundamentallemma einen optimalen Test, n�amli
h (3.11)mit E�0(�(X)) = �. Aufgrund der Voraussetzung der Monotonie des Likelihood-Quotienten p�1 (x)p�0 (x) ist dieser Test mit (3.12), wobei E�0(�(X)) = � gilt, �aquivalent.Dabei werden C und 
 dur
h E�0�(x) = P�0(T (x) > C) + 
P�0(T (x) = C) = �,also unabh�angig von �1 2 �K, bestimmt. Somit ist der angegebene Test (3.12)f�ur das Testproblem mit einfa
her Hypothese und Alternative ein UMP-Test. F�urden Beweis des allgemeinen Falls H : � � �0 gegen K : � > �0 wird die Aussage
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hstest f�ur �Uberdispersion 69(ii) ben�otigt, die aber direkt aus dem Korollar 3.1.11 gefolgert werden kann. Daalso angenommen werden kann, dass �(�) eine ni
htfallende Funktion ist, erf�ulltder Test �(�) = E��(X) � � f�ur � � �0: (3.14)Nun gilt aber, dass die Klasse der Tests, die (3.14) erf�ullen, in der Klasse derje-nigen Tests enthalten ist, die�(�0) = E�0�(X) � � (3.15)erf�ullen, denn wegen der Monotonie von �(�) folgt aus (3.15) direkt (3.14). F�ureine beliebige Alternative �1 2 �K maximiert der gegebene Test � aus (3.12) na
hdem ersten Teil dieses Beweises die Power �(�1) innerhalb der Klasse (3.15),womit glei
hzeitig �(�1) ebenfalls innerhalb der kleineren Klasse von Tests (3.14)maximiert wird. Da aber die Maximierung der Power innerhalb der Klasse (3.14)unabh�angig von der speziell gew�ahlten Alternative �1 erfolgt, ist gezeigt, dass derangegebene Test au
h ein UMP-Test f�ur die Hypothese H : � � �0 gegenK : � > �0 ist. 2Eine wi
htige Bemerkung ist, dass man dur
h Vertaus
hen aller Unglei
hungen imobigen Satz in analoger Weise die L�osung f�ur das sogenannte "duale Problem\H : � � �0 gegen K : � < �0 (3.16)erh�alt.3.2 Berei
hstest f�ur �UberdispersionAusgehend von den bisher hergeleiteten allgemeinen Hypothesentests kann nun einspezieller Test bez�ugli
h �Uberdispersion konstruiert werden.Zun�a
hst soll aber die Motivation, die zu diesem Test f�uhrt, kurz erl�autert werden:In vielen Anwendungsberei
hen ist es g�angig, gegebene Z�ahldaten mit Hilfe der Poisson-regression zu modellieren, obwohl bekannt ist, dass die Daten �Uberdispersion aufweisen.Der Grund, weshalb man oft bei dem Poissonmodell bleibt, ist, dass es wegen seiner
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her zu handhaben ist und eine weniger komplexe Wahrs
heinli
h-keitsfunktion besitzt als die NB-Verteilung, die in sol
hen F�allen eigentli
h verwendetwerden sollte, um die �Uberdispersion zu ber�u
ksi
htigen. Zus�atzli
h ist die Tatsa
he,dass f�ur die Modellierung der Daten mittels der Poissonverteilung Standard-Software-Pakete zur Verf�ugung stehen, was f�ur die Negativ-Binomial-Verteilung ni
ht zutri�t,ein wesentli
her Grund, die Poissonverteilung als Modellgrundlage zu bevorzugen. Manverna
hl�assigt also die Tatsa
he, dass die Daten �Uberdispersion aufweisen zu Gunsteneiner einfa
heren Modellierung.Die Frage, die man si
h dann stellen kann, ist, ab wann der Aufwand gere
htfertigtw�are, das Poissonmodell aufgrund zu hoher �Uberdispersion zur�u
kzuweisen und statt-dessen die Daten mit der NB-Verteilung zu modellieren.Um dies zu untersu
hen, ma
ht man si
h den Zusammenhang zwis
hen der Poisson-und der NB-Verteilung zu Nutzen, denn wie in Satz 2.3.8 gezeigt, ist die Poissonver-teilung ein Grenzfall der NB-Verteilung, n�amli
h genau dann, wenn der �Uberdispersi-onsparameter a = 0 ist. Aus diesem Grund versu
ht man, ein lei
ht interpretierbaressogenanntes "Abstandsmass\ zu w�ahlen, wel
hes den �Uberdispersionsparameter a mitdem Spezialfall a = 0 in Beziehung bringt, um Aussagen dar�uber zu erhalten, wie grossder Abstand zum Poissonmodell ist. Die M�ogli
hkeiten der Wahl eines Abstandsmasseswerden im n�a
hsten Abs
hnitt erl�autert.Um die obige Frage beantworten zu k�onnen, wird ein "Berei
hstest\ erstellt, der dieHypothese H : a > a0 gegen die Alternative K : a � a0 testet, wobei a0 eine be-liebige vorgegebene S
hranke f�ur a darstellt. Ein Berei
hstest und die dazugeh�origenp-Wert-Kurven, die im folgenden Abs
hnitt de�niert werden, geben ni
ht nur Informa-tionen �uber Ablehnung oder Annahme der Hypothese, sondern sie erm�ogli
hen au
hdie Quanti�zierung der Abwei
hung vom Poissonmodell. Das Ziel ist also, ausgehendvon dem gew�ahlten Abstandsmass p-Wert-Kurven zu erstellen, die auf dem Berei
hs-test basieren. Die p-Wert-Kurven geben einem s
hliessli
h Auskunft dar�uber, wel
henWert des Abstandsmasses man akzeptieren m�usste, um das Poissonmodell bei einemSigni�kanzniveau � beibehalten zu k�onnen.Im folgenden wird nun der Berei
hstest konstruiert, w�ahrend die Simulationsstudie mitden p-Wert-Kurven im n�a
hsten Kapitel ausgef�uhrt wird.Zur Erstelllung eines asymptotis
hen Berei
hstests f�ur H : a > a0 gegen K : a � a0ben�otigt man die asymptotis
he Eigens
haft des ML- S
h�atzers (b�;ba) im NB-Modell.
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h (2.33) in Abs
hnitt 2.3.3 giltpn(b� � �;ba� a) a� Np+1(0; nFI(b�;ba)�1);was glei
hbedeutend ist mitFI(b�;ba) 12 (b� � �;ba� a) D! Np+1(0; Ip+1):Die Eintr�age der Fisher-Informationsmatrix FI(b�;ba) wurden ebenfalls im Abs
hnitt2.3.3 hergeleitet.Satz 3.2.1 (Berei
hstest f�ur �Uberdispersion) Unter der Annahme, dassFI(b�;ba) 12 (b� � �;ba� a) D! Np+1(0; Ip+1) gilt, ist ein asymptotis
her �-Level-Test f�urH : a > a0 gegen K : a � a0 gegeben dur
h den Ablehnungsberei
hC = (ba : � ba� a0b�(b�;ba)! � �) ; (3.17)wobei b�2 einen konsistenten S
h�atzer von �2 bes
hreibt. Ein sol
her konsistenter S
h�atzerist z.B. dur
h den (p+1; p+1)-Eintrag in der Inversen der Fisher-Informationsmatrixgegeben.Beweis: Zun�a
hst muss gezeigt werden, dass ein monotoner Likelihood-Quotient gem�assDe�nition 3.1.9 vorliegt. Na
h Voraussetzung des Satzes geht man davon aus, dass derS
h�atzer ba normalverteilt ist, d.h. ba � N(a; b�), wobei b� der p+ 1; p+ 1-Eintrag in derInversen der Fisher-Informationsmatrix darstellt und hier als bekannt vorausgesetztwird. Der einzige Parameter, der die Verteilung von ba bestimmt, ist damit a. Sei alsoa1 > a2 gew�ahlt. Dann gilt f�ur den Di
htequotientenpa1(ba)pa2(ba) = 1p2��2 expf� 12� (ba� a1)2g1p2��2 expf� 12� (ba� a2)2g= exp�� 12� �(ba� a1)2 � (ba� a2)2��= exp�� 12� �ba2 � 2baa1 + a21 � ba2 + 2baa2 � a22��= exp� 12� �2ba(a1 � a2) + a22 � a21�� :Da wegen a1 > a2 die Di�erenz a1 � a2 > 0 gilt, ist der erre
hnete Di
htequotienteine wa
hsende Funktion in ba. Nun kann daher Satz 3.1.10 angewendet werden, da einmonotoner Likelihood-Quotient in ba vorliegt. Es wird allerdings hier zum Beweis des
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hstests das duale Problem (3.16) ben�otigt, da der Berei
hstest die NullhypotheseH : a > a0 gegen die Alternative K : a � a0 testet. Der erste Teil des Satzes 3.1.10(i)formuliert si
h dann um zu:(i�) F�ur den Test H : � > �0 gegen K : � � �0 existiert ein UMP-Test, der gegeben istdur
h �(x) = 8>><>>: 1 f�ur T (x) < C;
 f�ur T (x) = C;0 f�ur T (x) > C;wobei C und 
 dur
h E�0�(x) = � bestimmt werden. Damit ergibt si
h f�ur den Be-rei
hstest H : a > a0 gegen K : a � a0 ein Ablehnungsberei
h vonC = fba : ba < Cg:Das C wird hier dur
h die Glei
hungbP (C; a0; b�) = ��C � a0b� � = � (3.18)bestimmt, wobei �(:) in diesem Fall die Standardnormalverteilung bedeutet. Da dieFunktion � �C�a0b� � in C monoton f�allt, wenn C kleiner wird, ist (3.18) �aquivalent zumAblehnungsberei
h C = fba : � ba� a0b�(b�;ba)! � �g;wie im Satz behauptet. 2Die bisher erl�auterte Theorie soll nun an Simulationsdaten getestet werden. W�ahrenddie Dur
hf�uhrung, Bes
hreibung und Interpretation der Simulation im n�a
hsten Kapi-tel erfolgt, wird zun�a
hst in den folgenden Abs
hnitten die grundlegende Theorie zurErstellung von Simulationsdaten, Powerfunktionen und p-Wert-Kurven zusammenge-fasst.3.3 Theoretis
he Grundlagen der SimulationsstudieDas Ziel der Simulation ist es, Informationen dar�uber zu erhalten, wel
he Ein
uss-gr�ossen und Parameter, die in das Modell eingehen, eine ents
heidende Wirkung auf
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hriebenen Berei
hstest haben. Dazu wird speziell die Zusammen-setzung der Daten untersu
ht, d.h. die Gr�osse der Parameters�atze und die S
hwan-kungsbreite des theoretis
hen Erwartungswertes sollen zwis
hen den vers
hiedenen Pa-rameters�atzen variieren. Dur
h den Vorteil der Simulationsdaten, dass die dem Modellzugrundeliegenden Parameter bekannt sind, kann weiter gepr�uft werden, inwiefern dieErgebnisse, die der Hypothesentest liefert, der Wahrheit entspre
hen und es kann somitdie Zuverl�assigkeit des Tests beurteilt werden. Zun�a
hst m�ussen jedo
h erst die Simu-lationsdaten erstellt werden, wozu h�au�g der sogenannte "Signal-to-noise-Quotient\betra
htet wird, der na
hstehend bes
hrieben wird. Ans
hliessend wird kurz auf diePowerfunktion, wie sie in De�nition 3.1.2 eingef�uhrt wurde, eingegangen und es wer-den die p-Wert-Kurven am Ende dieses Kapitels erkl�art.3.3.1 Konzept der SimulationsdatenF�ur die Wahl von Simulationsdaten ist es zun�a
hst einmal ents
heidend zu wissen,wel
he Parameter gew�ahlt und festgelegt werden m�ussen. In diesem Fall sollen negativ-binomial-verteilte Zufallsvariablen Y erzeugt werden, deren Verteilung na
h De�nition2.3.6 dur
h zwei Parameter, n�amli
h dur
h den Dispersionsparameter a und � bestimmtwird. Im folgenden wird wie im Abs
hnitt 2.3.3 von der log-link-Funktion ausgegangen,so dass na
h (2.9) si
h der Erwartungswert mit dem Regressionsparameter � und demKovariablenvektor xi dur
h die Formel � = exp(xti�) bestimmen l�asst. S
hliessli
h istno
h die L�ange n des Zufallsvariablenvektors festzulegen. Es soll also Yi � NB(�i; a)gelten, wobei na
h (2.14) und (2.15) der Erwartungswert und die Varianz dur
hE(Yi) = �i und V ar(Yi) = �i + a�2igegeben sind, mit �i = exp(xti�). Es sind somit zus�atzli
h die Kovariablenxi; i = 1; ::; n zu w�ahlen. F�ur die Simulationsstudie wird nur von einem Kovariablen-vektor ausgegangen, d.h. es wird p = 1 gesetzt. Zusammen mit dem Inter
ept erh�altman damit eine Design-Matrix der GestaltX = 0BB� 1 x1... ...1 xn 1CCA :Der Regressionsparametervektor � besteht daher aus nur 2 Komponenten �0 und �1,die es ebenfalls zu w�ahlen gilt.



74 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionIn dieser Arbeit werden zwei Gruppen von Simulationsdaten (a; �; n;xi;�) gebildet.Die eine enth�alt Zufallsvektoren der L�ange n = 25, die andere der L�ange n = 100. DieseAufspaltung soll Aufs
hluss dar�uber geben, ob, und falls um wieviel, die S
h�atzungender zweiten Gruppe im Verglei
h zu der Gruppe, die weniger Daten enth�alt, genauerausfallen. Desweiteren werden die Parameter �0 und �1 und der Kovariablenvektor xeinmal so gew�ahlt, dass der daraus resultierende Erwartungswertvektor � in einemkleinen Intervall s
hwankt, d.h.12 �� < �i < 32 ��; 8 i = 1; ::; n; (3.19)im anderen Fall wird das S
hwankungsintervall um14 �� < �i < 74 ��; 8 i = 1; ::; n (3.20)vergr�ossert. Dabei bedeutet �� den empiris
hen Mittelwert, d.h.�� = 1n nXi=1 �i:Die S
hwierigkeit liegt nun in der Bestimmung der Parameter a und �. Dazu wird der"Signal-to-noise-Quotient\ betra
htet, der dur
hSN(a; �i) = E(Yi)pV ar(Yi) (3.21)de�niert ist. F�ur den Fall, dass Yi � NB(a; �i) verteilt ist, ergibt si
h ein Signal-to-noise-Quotient vonSNNB(a; �i) = E(Yi)pV ar(Yi) = �ip�i + a�2i = �ip�ip1 + a�i =r �i1 + a�i :L�asst man si
h diese Funktion in Abh�angigkeit von a und �i darstellen, so ergibt si
hdie Abbildung 3.1. Hieran l�asst si
h erkennen, dass der Signal-to-noise-Quotient s
hnellgegen 0 konvergiert, sobald a Werte annimmt, die gr�osser als 0.6 sind. Grosse Wertekann der Quotient nur dann annehmen, wenn ein kleines a in Kombination mit einemgrossen � vorliegt.F�ur die Simulationsdaten werden nun die Werte 1.25 und 2 des Signal-to-noise- Quoti-enten f�ur die weitere Betra
htung untersu
ht. Um daraus die jeweiligen vers
hiedenenKombinationen f�ur a und � abzuleiten, wird der sogenannte "Konturenplot\ verwen-det (Abbildung 3.2). In der linken Graphik sind die Werte von � auf einen Berei
hbis 10 einges
hr�ankt, w�ahrend re
hts der Werteberei
h von � bis 100 l�auft. Wie au
h
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Abbildung 3.1: Signal-to-noise-Quotient f�ur NB-Verteilungre
hneris
h na
hgepr�uft werden kann, ergeben si
h s
hliessli
h z.B. die Paare a = 0:3und �� = 3 bzw. a = 0:63 und �� = 100 f�ur einen Signal-to-noise-Quotienten von 1.25,w�ahrend si
h f�ur einen Wert von 2 die Paare a = 0:15 und �� = 10 bzw. a = 0:24 und�� = 100 ergeben. Ausgehend von diesen Ergebnissen werden nun Kombinationen von �und x gesu
ht, so dass �� = Pni=1 �in mit �i = exp(xti�) einmal den Wert 3 bzw. 100 f�ureinen Signal-to-noise-Quotienten von 1.25 und einmal den Wert 10 bzw. 100 f�ur einenSignal-to-noise-Quotienten von 2 annimmt. Dabei m�ussen jeweils die zwei F�alle unter-s
hieden werden, f�ur die �i im kleinen Intervall 12 �� < �i < 32 �� und einmal im grossenIntervall 14 �� < �i < 74 �� s
hwankt. Die ermittelten Parameters�atze (a; ��; n;x;�), diedie geforderten Bedingungen weitgehenst erf�ullen, sind im n�a
hsten Kapitel in Tabelle4.1 systematis
h zusammengefasst.3.3.2 PowerfunktionAls erster S
hritt der Simulationsstudie soll die Powerfunktion zum Hypothesentestf�ur �Uberdispersion betra
htet werden. Um diese anhand der ermittelten Daten zu�uberpr�ufen, muss ein Programm erzeugt werden, das nun s
hrittweise erl�autert wird.
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Abbildung 3.2: Konturenplot des Signal-to-noise-Quotienten bei der NB-VerteilungZun�a
hst wird no
h einmal der zu untersu
hende Test betra
htet. Na
h Satz 3.2.1 inKapitel 3.2 ist der Berei
hstest f�ur �Uberdispersion gegeben dur
h die NullhypotheseH : a > a0 gegen die Alternative K : a � a0, wobei a der Dispersionsparameter derNB-Verteilung ist und a0 eine beliebig w�ahlbare S
hranke darstellt. Der Ablehnungs-berei
h oder die kritis
he Region ist dann gegeben dur
hC = (ba : � ba� a0b�(b�;ba)! � �) :Die Powerfunktion wurde in De�nition 3.1.2 angegeben und ergibt �ubertragen auf diesesspezielle Problem die Powerfunktion �(a) mit�(a) = P (H0 ablehnen j a wahrer Parameter): (3.22)Im folgenden wird stets ein Signi�kanzniveau von � = 0:05 angenommen.F�ur die Simulation der Powerfunktion ist es nun zun�a
hst notwendig, einen festen Werta0 zu w�ahlen und den Parameter a festzusetzen. Ans
hliessend simuliert man z.B. 300mal negativ-binomial-verteilte Zufallsvariablen mit eben diesem festen Parameter a.S
hliessli
h f�uhrt man den Test f�ur H : a > a0 gegen K : a � a0 aus Satz 3.2.1 f�ur jede
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he Grundlagen der Simulationsstudie 77der 300 erzeugten Zufallsvariablen dur
h, wozu no
h das b� bere
hnet werden muss.Daf�ur werden die Parameter a und � ges
h�atzt, deren Werte na
hfolgend mit ba und b�abgek�urzt werden. Zuletzt muss gez�ahlt werden, wie oft bei den 300 Dur
hf�uhrungender Test verworfen wird, d.h. wie oft� ba� a0b�(b�;ba)! � �auftritt. Dividiert man diese Anzahl dur
h die Gesamtanzahl der Dur
hf�uhrungen, soerh�alt man eine S
h�atzung f�ur die Power (3.22) zu dem festen Parameterwert a. DieserVorgang muss s
hliessli
h bei glei
hem a0 f�ur mehrere Werte von a wiederholt werden,bevor man eine Powerfunktion graphis
h darstellen kann.Das Programm "powerfunktion\, das die einzelnen S
hritte dur
hf�uhrt und s
hlies-sli
h die Powerfunktion bere
hnet, ist im Anhang zu �nden. Es ist, wie alle weiterenProgramme au
h, in der Statistik-Programmierspra
he Splus ges
hrieben. Es ist zubemerken, dass Splus im Standard-Paket zwar ein Programm zur Bere
hnung von NB-Modellen enth�alt, do
h l�asst dieses nur diskrete Werte des Dispersionsparameters zu(siehe De�nition 2.3.1). Um nun aber au
h Modelle mit stetigem Parameter a bere
h-nen zu k�onnen (siehe De�nition 2.3.6), wurde von der Internetseitehttp : ==lib:stat:
mu:edu=S=das Programm "negbin\ von Bill Venables installiert. Dabei ist zu bea
hten, dass dieNB-Verteilung in Splus eine andere Parametrisierung verwendet als in dieser Arbeit inDe�nition 2.3.6 angegeben ist. Splus benutzt die Bezei
hnungenP (Y = y) = �(� + y)�(�)y! ���y(� + �)�+y= �(� + y)�(�)y! � �� + ��� � �� + ��y ; (3.23)was im Verglei
h zur De�nition 2.3.6 einer Parametrisierung von � = 1a entspri
ht. Diegr�osste S
hwierigkeit in der Programmierung der Powerfunktion ist hier die Bere
hnungvon b�(b�;ba) in der asymptotis
h normalverteilten Teststatistik. So wie in Satz 3.2.1bes
hrieben, ist b�2(b�;ba) der S
h�atzer von �2(�; a), dem letzten Eintrag in der Inversender Fisher-Informationsmatrix. Damit erh�alt manb�(b�;ba) = 1qFIp+1;p+1(b�;ba) ;



78 Kapitel 3. Quanti�zierung von �Uberdispersionwobei FIp+1;p+1(b�;ba) na
h (2.31) dur
hFIp+1;p+1(b�;ba) = ba�4 24 nXi=1 24E0� y�iXj=0 1(j + ba�1)21A� b�i(ba�1 + b�i)ba�13535 (3.24)gegeben ist mit b�i = exp(xti�), ausgewertet an der Stelle � = b�.Na
h (2.32) l�asst si
h s
hliessli
h der Erwartungswert in obiger Formel wie folgt f�ur diei-te Beoba
htung bere
hnen:FIp+1;p+1(b�;ba)i = ba�4 1Xj=0 1(j + ba�1)2PNB(Yi � j)� bab�ib�i + ba�1!= ba�4 1Xj=0 �ba�1 + j��2 (1� P (Yi � j � 1))� bab�ib�i + ba�1!: (3.25)Im Programm "powerfunktion\ wird also zuerst der wahre Erwartungswertvektor � ausden Daten x und � der Simulationsdaten dur
h �i = exp(xti�) gebildet. Ans
hliessendwerden in die Matrix Z der L�ange n, was der L�ange des Vektors x entspri
ht, und derBreite 300 die dur
h rnegbin(mu, theta=1/a) erzeugten Zufallsvariablen ges
hrieben.In dem Splus-Befehl out_glm.nb(Z[,k℄~ x,link=log) werden die Regressionspara-meter �0, �1 und a ges
h�atzt, die f�ur die Bere
hnung von b�(b�;ba) notwendig sind. Wies
hon angespro
hen, l�asst si
h b�(b�;ba) mit Hilfe der Glei
hung (3.25) bere
hnen, wobeidie unendli
he Summe �uber j in der Simulationsstudie mit einer Summe bis 150 ap-proximiert wird, da f�ur j > 150 die Wahrs
heinli
hkeit P (Yi � 150) = 1�P (Yi < 150)gegen Null konvergiert, was glei
hbedeutend damit ist, dass P (Yi < 150) gegen 1 strebt.Dieser Sa
hverhalt ist in den Graphiken in Abbildung 3.3 dargestellt, in denen f�ur be-stimmte feste Werte � die Verteilungsfunktion der NB-Verteilung PNB(Y < j) inAbh�angigkeit von j und a abgebildet ist. Man erkennt daran, dass bei den Parame-ters�atzen mit � = 3 und � = 10 eine Approximation der Summe bis j = 50 s
honausrei
hen w�urde, da unabh�angig von a in diesen F�allen die Verteilungsfunktion beij = 50 bereits fast den Wert 1 annimmt. Im Fall � = 100 wird allerdings deutli
h, dasseine Approximation der unendli
hen Summe bis j = 50 ni
ht ausrei
ht; stattdessenmuss j mindestens 150 gew�ahlt werden. Wird als obere Grenze f�ur j genau 150 ange-nommen, so wird zwar nur etwa ein Wert von 0.85 der Verteilungsfunktion PNB(Y < j)errei
ht, do
h ist dies f�ur die Gesamtbere
hnung von b�(b�;ba) ausrei
hend, da die Sum-manden (ba�1 + j)�2(1 � P (Yi � j � 1)) f�ur j > 150 so kleine Betr�age ergeben, dasssie f�ur das Gesamtergebnis b� verna
hl�assigbar sind. Insgesamt rei
ht es also f�ur alle
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Abbildung 3.3: Grenzverhalten der NB-Verteilungsfunktion P (Y � j) f�urY � NB(�; a)betra
hteten F�alle aus, die unendli
he Summe mit einer Summe bis 150 zu approxi-mieren. S
hliessli
h wird eine Matrix aus n Zeilen f�ur die Beoba
htungen 1 bis n und151 Spalten f�ur die Summeneintr�age j = 0; :::; 150 gebildet. Summiert man nun �uberdie Zeilen, entspri
ht dies der Summe �uber j in (3.25). Wird der resultierende Vektor"innensum\ der L�ange n aufsummiert, so erh�alt man das Ergebnis der Summe �uberi in (3.24). Ans
hliessend wird no
h ba�4 an das Zwis
henergebnis heranmultipliziert,der Kehrbru
h gebildet und die Wurzel gezogen, womit das endg�ultige Ergebnis b�(b�;ba)bere
hnet ist. Am Ende wird die Testgr�osse �� ba�a0b�( b�;ba)� bere
hnet und getestet, ob diesekleiner oder gr�osser � = 0:05 ist. Zuletzt wird die Anzahl der Verwerfungen dur
h 300dividiert, womit man eine S
h�atzung f�ur die Wahrs
heinli
hkeit f�ur eine Ablehnungvon H erh�alt, unter der Bedingung, dass der Parameter a vorliegt.



80 Kapitel 3. Quanti�zierung von �Uberdispersion3.3.3 P-Wert-Kurven bez�ugli
h Dispersionsindex a0In diesem Abs
hnitt wird nun bes
hrieben, wie eine p-Wert-Kurve erstellt werden kann,die Aufs
hluss dar�uber geben soll, ob der Aufwand, von einem Poissonmodell zu ei-nem NB-Modell zu we
hseln, um �Uberdispersion zu ber�u
ksi
htigen, gere
htfertigt ist.Dazu wird zun�a
hst die p-Wert-Kurve bez�ugli
h des Dispersionsindizes a0 betra
htet,w�ahrend sp�ater no
h auf die Betra
htung eines besser interpretierbaren Abstandsmas-ses zwis
hen beiden Verteilungen eingegangen wird.Wie s
hon in den vorangegangenen Kapiteln erw�ahnt, ist das allgemeine Testproblemdur
h die Hypothese H : a > a0 gegen die Alternative K : a � a0 gegeben. Dazu gibtes, wie in Kapitel 3.1 eingef�uhrt, zwei vers
hiedene Arten, einen Fehler zu begehen.Der erste Fehler liegt vor, wenn die Nullhypothese abgelehnt wird, obwohl sie wahrist. Der zweite Fehler dagegen ist die Annahme der Nullhypothese, obwohl sie fals
hist. Das Problem bei derartigen Tests ist, dass ni
ht beide Fehler glei
hzeitig kontrol-liert werden k�onnen. Allgemein sind nun die Tests so aufgebaut, dass nur der Fehler1. Art betra
htet wird, da dieser in der Regel als der s
hwerwiegendere gilt. Es gibtaber F�alle, in denen ni
ht klar ist, wel
hes der Fehler 1. Art bzw. 2. Art sein soll. Insol
hen Situationen ist es h�au�g hilfrei
h, die p-Wert-Kurve zu betra
hten, die ni
htnur angibt, ob eine Hypothese zu verwerfen oder anzunehmen ist, sondern au
h Infor-mationen dar�uber liefert, wie weit man im Falle einer Annahme von der Ablehnungder Nullhypothese entfernt liegt. Dazu seibP (ba; b�; a0) = � ba� a0b�(b�;ba)! (3.26)mit "asymptotis
her p-Wert\ bezei
hnet. In der Abbildung 3.4 sind die p-Wert-Kurvenf�ur die zwei Testprobleme H : a > a0 gegen K : a � a0 und K : a � a0 gegenH : a > a0 als Funktionen von a0 abgebildet.Ist ein fester Datensatz an Beoba
htungen gegeben, so gibt bP = � in der linken Gra-phik f�ur den Test H : a > a0 gegen K : a � a0 den minimalen Wert a0 an, zu dem dieNullhypothese H bei einem Signi�kanzniveau � verworfen werden kann. In der re
htenGraphik ergibt si
h bei bP = � der maximale Wert a0 des Testproblems K : a � a0gegenH : a > a0, zu dem die NullhypotheseK bei einem Signi�kanzniveau � verworfenwerden kann. Zu bemerken ist, dass si
h die re
hte Kurve dur
h eine A
hsenspiegelungan bP = 0:5 aus der linken Kurve erzeugen l�asst, womit die beiden getrennten Testpro-bleme au
h vereinfa
ht in einer Graphik betra
htet werden k�onnen. In der gemeinsamenp-Wert-Kurve f�ur beide Tests kann wie gewohnt der minimale Wert a0u (u steht f�ur
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Abbildung 3.4: p-Wert-Kurven f�ur die Testprobleme H gegen K und K gegen H"upper\), f�ur den die Nullhypothese H zu einem Signi�kanzniveau � verworfen werdenkann bei einem Level bP = � abgelesen werden. Andererseits ergibt si
h nun au
h beieinem Level bP = 1� � zus�atzli
h der maximale Wert a0l (l steht f�ur "lower\), zu demdie Hypothese K des Tests K : a � a0 gegen H : a > a0 zu einem Signi�kanznivau� verworfen werden kann. Dieser Zusammenhang soll in Abbildung 3.5 verdeutli
htwerden.Zur Interpretation dieser Abbildung betra
hte man nur den Berei
h ganz links der Dis-kriminierung und den Berei
h re
hts der Validierung des Modells. Ist bP = � = 0:05,so ergibt si
h ein minimaler Wert a0u von 0.77, zu dem H verworfen werden kannund analog bei einem Level von bP = 1 � � = 0:95 ergibt si
h ein maximaler Werta0l von 0.3, zu dem die Hypothese K des zweiten Tests verworfen werden kann. Kurzzusammengefasst l�asst si
h die Kurve folgendermassen bes
hreiben:(i) Modell-Validierung (H : a > a0 gegen K : a � a0):Ab einem Wert von a0u = 0:77 kann die Nullhypothese zu einem Signi�kanzni-veau � verworfen werden, d.h. man kann K : a � a0 annehmen und somit dasPoissonmodell als Regressionsmodell w�ahlen.(ii) Modell-Diskriminierung (K : a � a0 gegen H : a > a0):Bis h�o
hstens a0l = 0:3 kann K : a � a0 verworfen werden zu einem Signi�kanz-niveau �, d.h. man nimmt H : a > a0 an und we
hselt vom Poissonmodell zumNB-Modell.
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Abbildung 3.5: Allgemeine p-Wert-KurveAbs
hliessend l�asst si
h also sagen, dass ein Poissonmodell gere
htfertigt ist, wenn manbereit ist, einen Dispersionsindex a0u von 0.77 als S
hranke zu akzeptieren. Andererseitskann das Poissonmodell mit einem signi�kant feststellbaren Abstand von a0l = 0:3abgelehnt werden. Akzeptiert man also h�o
hstens einen Dispersionsindex a0l von 0.3,so w�are in diesem Fall der Aufwand gere
htfertigt, das Poissonmodell zu verwerfen undzum NB-Modell �uberzugehen.3.3.4 p-Wert-Kurven bez�ugli
h Abstandsmass d0Der Unters
hied zu einer p-Wert-Kurve bez�ugli
h des Dispersionsindizes a0 ist hier,dass eine Abstandsmassfunktion d de�niert wird, die lei
hter zu interpretieren ist alsder Parameter a0 und die somit den Abstand zwis
hen dem Poisson- und dem NB-Modell ans
hauli
h wiedergibt. Es ist dann zu bea
hten, dass si
h der Test damit�andert und nun die FormH : d(a) > d0 gegen K : d(a) � d0hat, wobei die Nullhypothese genau dann gilt, wenn a > d�1(d0) = a0 ist, woraus si
hwieder der Zusammenhang mit dem Dispersionsindex a0 ergibt.
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h eines Abstandsmasses gebildet werden kann,muss dieses zun�a
hst einmal festgelegt werden. Es gibt viele M�ogli
hkeiten, ein Mass zude�nieren, das den gew�uns
hten Forderungen entspri
ht. Eine der wi
htigsten Bedin-gungen, die das Mass erf�ullen sollte, ist die Monotoniebedingung, d.h. das Mass sollteentweder streng monoton fallend oder steigend sein, da sonst Interpretationss
hwierig-keiten auftreten k�onnten. Ausserdem sollte die zu w�ahlende Funktion eine Beziehungzwis
hen der Poisson- und der NB-Verteilung herstellen. Die einfa
hste Funktion, diediesen Bedingungen gen�ugt, ist das Verh�altnis der Varianzen beider Verteilungen:d(a) = V ar(NB-Verteilung)V ar(Poissonverteilung) = �+ a�2� = 1 + a�: (3.27)Da in der Regel mehrere Beoba
htungen Yi; i = 1; ::; n mit Erwartungswerten �i;i = 1; ::; n vorliegen, wird der Eindeutigkeit halber die Abstandsmassfunktion aufd(a) = 1 + a expnmaxi xti�o = 1 + amaxi f�ig (3.28)festgelegt. Dieses Mass gibt dann das maximale Verh�altnis der Varianzen aus demPoisson- und dem NB-Modell wieder. Je n�aher der Wert des Abstandsmasses bei 1liegt, desto eher gilt f�ur die maximalen Varianzen der ZusammenhangV ar(Poissonverteilung) = V ar(NB-Verteilung);was ein Hinweis darauf ist, dass die Daten keine �Uberdispersion aufweisen und dass dasPoissonmodell damit gere
htfertigt ist. Ergibt si
h dagegen f�ur das Abstandsmass einsehr grosser Wert, so bedeutet dies, dass die maximale Varianz der NB-Verteilung sehrviel gr�osser als die maximale Varianz der Poissonverteilung ist. Daraus kann dann ge-folgert werden, dass die Daten einen hohen Grad an �Uberdispersion aufweisen, weshalbeine Modellierung mittels der Poissonverteilung ni
ht gere
htfertigt ers
heint, sondernstattdessen die NB-Verteilung als Grundlage des Modells gew�ahlt werden sollte. In derAbbildung 3.6 ist diese Funktion f�ur den ersten Parametersatz mit n = 25 und f�ur denzweiten Parametersatz mit n = 100 abgebildet.Die gestri
helte Linie ist dabei das wahre d(a), d.h. es wird aus dem Regressionspa-rametervektor � und dem Kovariablenvektor x das wahre feste maxif�ig bere
hnet,w�ahrend f�ur die ges
h�atzte Abstandsmassfunktion zun�a
hst Zufallsvariablen erzeugtund ans
hliessend die Parameter �0 und �1 ges
h�atzt werden. Das Problem dabei ist,dass si
h mit variierendem a au
h die S
h�atzungen �andern, so dass f�ur jeden Wert vona eine neue Erzeugung von Zufallsvariablen dur
hgef�uhrt werden muss. Aus diesem
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Abbildung 3.6: Abstandsmassfunktion d(a)Grund ist die ges
h�atzte Abstandsmassfunktion ni
ht ganz monoton, jedo
h n�ahert siesi
h f�ur grosse n an die Gerade der wahren Abstandsmassfunktion an. Die p-Wert-Kurven bez�ugli
h des Abstandsmasses d(a) sind dann analog zu (3.26) dur
hbP (ba; b�; d0) = � ba� d�1(d0)b�(b�;ba) ! (3.29)de�niert und lassen si
h wie die Kurven bez�ugli
h a0 interpretieren, wie es im voran-gegangenen Abs
hnitt bes
hrieben wurde.3.3.5 Interpretation und Bestimmung von p-Wert-KurvenIm folgenden sollen nun die einzelnen S
hritte zur Erstellung der p-Wert-Kurven erl�autertwerden. Die ents
heidenden interessierenden Werte einer Kurve sind die S
hnittpunktea0u und a0l der Kurve mit den Levels bP = � = 0:05 und bP = 1 � � = 0:95. Da dieKurven aus erzeugten Zufallsvariablen entstehen, k�onnen, obwohl dieselben Parame-ter zugrundeliegen, bei mehreren Dur
hf�uhrungen sehr unters
hiedli
he Kurven, unddamit au
h unters
hiedli
he Ergebnisse von a0u und a0l auftreten. Deshalb werden f�urjeden Parametersatz 20 Kurven erzeugt, die S
hnittpunkte a0u und a0l mit den Le-
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hnet und zuletzt ein Mittelwert der S
hnittpunkteausgegeben. Zur Bere
hnung der S
hnittpunkte a0u und a0l aus� ba� a0ub�(b�;ba)! = 0:05 und � ba� a0lb�(b�;ba)! = 0:95muss die Umkehrfunktion der Normalverteilung � bere
hnet werden. Es gelten na
hSpringers Formelsammlung (1997, S. 451) [17℄ die Werte ��1(0:95) = 1:645 und��1(0:05) = �1:645. Damit ergibt si
hba� a0ub�(b�;ba) = �1:645; woraus a0u = ba + 1:645 b�(b�;ba) (3.30)folgt. Analog bere
hnet man a0l dur
ha0l = ba� 1:645 b�(b�;ba): (3.31)Sowohl f�ur die Kurve bez�ugli
h a0, als au
h f�ur die Kurve bez�ugli
h des Abstandsmas-ses d0 = d(a0) werden zun�a
hst, ausgehend von den Simulationsdaten, Zufallsvariablenaus a und �i = exp(xti�) erzeugt. Ans
hliessend werden wie bei der Powerfunktion dieParameter a und � ges
h�atzt. Es folgt dann die Bere
hnung von b�(b�;ba) in Abh�angig-keit des ges
h�atzten Parametervektors b� und des ges
h�atzten Dispersionsparametersba, woran si
h die Bere
hnung der S
hnittpunkte a0u und a0l na
h den Formeln (3.30)und (3.31) ans
hliesst. Zuletzt werden die 20 vers
hiedenen Werte a0u und a0l gemit-telt, womit die ents
heidenden Daten zur Erstellung einer p-Wert-Kurve bere
hnetsind. Diese Prozedur wird im Programm "a0quer\ dur
hgef�uhrt, wel
hes im Anhangna
hgelesen werden kann. Die p-Wert-Kurven selber werden mittels des Programms"pwertaneu\ erzeugt, wel
hes ebenfalls im Anhang zu �nden ist. Dabei wird zuerst derVektor a0, der die x-A
hse der Graphik darstellt, angegeben. Zu jedem dieser Werte a0wird dann bP = �� ba�a0b�( b�;ba)� bere
hnet, wobei die ges
h�atzten Werte b�, ba und b�(b�;ba) ausden Ergebnissen des Programms "a0quer\ entnommen werden. F�ur die p-Wert-Kurvenbez�ugli
h des Abstandsmasses d0 erfolgt zuvor no
h die Umre
hnungd0 = 1 + a0maxi fb�ig:Au
h dieses Programm "pwertdneu\ zur Erzeugung der p-Wert-Kurven bez�ugli
h d0ist im Anhang beigef�ugt.



Kapitel 4SimulationsstudieIn diesem Kapitel werden nun die Ergebnisse der Simulation, wie sie in Abs
hnitt3.3 bes
hrieben wurde, dargestellt. Das Ziel der Simulation ist es, im wesentli
hen diefolgenden Fragen zu beantworten:� Wann ist der Aufwand gere
htfertigt, vom Poissonmodell zum NB-Modell auf-grund zu hoher �Uberdispersion zu we
hseln, bzw.� Wie gross ist der statistis
he Na
hweis f�ur das Poissonmodell?Dabei soll ausserdem untersu
ht werden, wel
hen Ein
uss die Datenstruktur auf dieErgebnisse des Berei
hstests hat, d.h. es bestehen zus�atzli
h die Fragen:� Hat der Datenumfang n einen Ein
uss auf die Testergebnisse?� Hat die S
hwankungsbreite (range) der Erwartungswerte �i einen Ein
uss auf dieTestergebnisse?� Inwiefern beein
usst ein unters
hiedli
her Wert des Signal-to-noise-Quotienten(3.21) die Testergebnisse?Um diese Fragen beantworten zu k�onnen, sind Datens�atze der L�ange n = 25 undn = 100 erzeugt worden und es wurde das S
hwankungsintervall (range) der �i's ein-mal klein (siehe (3.19)) und einmal gross (siehe (3.20)) gew�ahlt. In Tabelle 4.1 sind dieParameter, die zur Erzeugung der Daten in der Simulation verwendet werden, syste-matis
h zusammengefasst.Die erste Zeile eines jeden Parametersatzes enth�alt die theoretis
hen Werte, w�ahrendin der zweiten Zeile die Ergebnisse f�ur den Signal-to-noise-Quotienten (SN(a; ��)), f�ur ��86
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hwankungsintervall (range) aufgelistet sind, die si
h mit den gew�ahltenWerten f�ur x und � ergeben. F�ur die gesamte Simulation der Powerfunktionen undder p-Wert-Kurven werden auss
hliessli
h diese Parameters�atze verwendet. Die 16 ver-s
hiedenen Parameters�atze sind in 4 Gruppen eingeteilt. Innerhalb einer Gruppe liegtden Daten stets derselbe Parameter a und der gemittelte Erwartungswert �� zugrunde,woraus si
h ein einheitli
her Wert des Signal-to-noise-Quotienten ergibt. Die 4 Para-meters�atze innerhalb einer Gruppe ergeben si
h dur
h die Aufspaltung in Daten mitn = 25 und mit n = 100 und in die Aufspaltung na
h unters
hiedli
hen S
hwankungs-intervallen f�ur �i. An dieser Stelle wird angemerkt, dass im folgenden die Abk�urzungPS f�ur Parametersatz verwendet wird.4.1 Simulation der PowerfunktionDie Powerfunktion ist na
h (3.22) eine Funktion des Parameters a, d.h. a kann va-riieren, w�ahrend der Index a0 als fest vorausgesetzt wird. In dieser Arbeit werdenvier vers
hiedene Werte von a0 gew�ahlt, die den Werten von a in den Simulations-daten entspre
hen, also a0 = 0:3, a0 = 0:63, a0 = 0:15 und a0 = 0:24. S
hliessli
hwird zu jedem PS das Programm "powerfunktion\ dur
hgef�uhrt, d.h. zur Erzeugungder negativ-binomial-verteilten Zufallsvariablen mit festem Parameter a werden je dievers
hiedenen Regressionsparameter � mit dem zugeh�origen Kovariablenvektor x ver-wendet. Damit erh�alt man 16 vers
hiedene Powerfunktionen, die in 4 Gruppen mitglei
hem a0 zusammengefasst sind. Zun�a
hst werden die Powerfunktionen f�ur ein Si-gni�kanzniveau von � = 0:05 bere
hnet und in Abbildung 4.1 dargestellt. In Abbildung4.2 dagegen sind die Powerfunktionen bez�ugli
h eines Signi�kanzniveaus von � = 0:1und in Abbildung 4.3 bez�ugli
h eines Signi�kanzniveaus von � = 0:15 abgebildet. DasSigni�kanzniveau ist in den einzelnen Graphiken jeweils mit einer gestri
helten hori-zontalen Linie gekennzei
hnet.Interpretation der Powerfunktionen(i) Powerfunktionen mit Signi�kanzniveau � = 0:05:In allen 4 Gruppen l�asst si
h feststellen, dass der Berei
hstest eher ein liberalerTest ist, d.h. man erlaubt an der Stelle a = a0, die in den Graphiken mit einergestri
helten vertikalen Linie gekennzei
hnet ist, einen Fehler von � = 0:05, wasbedeutet, dass an dieser Stelle der Wert der Powerfunktion h�o
hstens 0.05 be-
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Parametersatz SN(a; ��) a �� S
hwankungsintervall �i d = 1 + amaxi(�i) n x �1 Ziel 1.25 0.3 3 [1.5 ; 4.5℄ 25 seq(0.05, 1.25, 0.05) 
(0.3, 1)errei
ht 1.20 2.76 [1.42;4.71℄ 2.412 Ziel 1.25 0.3 3 [1.5 ; 4.5℄ 100 seq(-5, 4.9, 0.1) 
(1, 0.1)errei
ht 1.22 2.82 [1.65 ; 4.44℄ 2.333 Ziel 1.25 0.3 3 [0.75 ; 5.25℄ 25 seq(-1.05, 2.6, 0.15) 
(0.5, 0.5)errei
ht 1.17 2.77 [0.98 ; 5.90℄ 2.774 Ziel 1.25 0.3 3 [0.75 ; 5.25℄ 100 seq(-10.9, 9, 0.2) 
(1, 0.1)errei
ht 1.18 2.89 [0.91 ; 6.62℄ 2.995 Ziel 1.25 0.63 100 [50 ; 150℄ 25 seq(15.2, 20, 0.2) 
(1, 0.2)errei
ht 1.25 95.70 [56.83 ; 148.41℄ 94.506 Ziel 1.25 0.63 100 [50 ; 150℄ 100 seq(30.1, 40, 0.1) 
(1, 0.1)errei
ht 1.25 94.28 [55.15 ; 148.41℄ 94.507 Ziel 1.25 0.63 100 [25 ; 175℄ 25 seq(11, 18.2, 0.3) 
(1.5, 0.2)errei
ht 1.25 91.09 [40.45 ; 170.72℄ 108.558 Ziel 1.25 0.63 100 [25 ; 175℄ 100 seq(16, 30.85, 0.15) 
(2, 0.1)errei
ht 1.25 84.31 [36.60 ; 161.58℄ 102.799 Ziel 2 0.15 10 [5 ; 15℄ 25 seq(-4.6, 5, 0.4) 
(2.2, 0.1)errei
ht 1.96 9.60 [5.70 ; 14.88℄ 3.2310 Ziel 2 0.15 10 [5 ; 15℄ 100 seq(-4.9, 5, 0.1) 
(2.2, 0.1)errei
ht 1.95 9.45 [5.53 ; 14.88℄ 3.2311 Ziel 2 0.15 10 [2.5 ; 17.5℄ 25 seq(-3.5, 3.7, 0.3) 
(2.2, 0.2)errei
ht 1.95 10.09 [4.48 ; 18.91℄ 3.8412 Ziel 2 0.15 10 [2.5 ; 17.5℄ 100 seq(-1.3, 13.6, 0.15) 
(1.5, 0.1)errei
ht 1.91 9.07 [3.94 ; 17.34℄ 3.6113 Ziel 2 0.24 100 [50 ; 150℄ 25 seq(1.7, 4.1, 0.1) 
(3, 0.5)errei
ht 1.99 91.30 [46.99 ; 156.02℄ 38.4514 Ziel 2 0.24 100 [50 ; 150℄ 100 seq(20.1, 30, 0.1) 
(2, 0.1)errei
ht 1.99 94.28 [55.15 ; 148.41℄ 36.6215 Ziel 2 0.24 100 [25 ; 175℄ 25 seq(39, 63, 1) 
(2, 0.05)errei
ht 2.00 100.90 [51.94 ; 172.43℄ 42.3816 Ziel 2 0.24 100 [25 ; 175℄ 100 seq(33.3, 63.2, 0.3) 
(2, 0.05)errei
ht 1.99 89.98 [39.06 ; 172.43℄ 42.38

Tabelle4.1:Parameters� atzef� urdieSimulationsstudie
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Abbildung4.1:Powerfunktionenf� urTest(3.17)mit�=0:05(gestri
helteLinie)und
Test(4.1)mit�=0:1(dur
hgezogeneLinie)
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Abbildung4.2:Powerfunktionenf� urTest(3.17)mit�=0:1(gestri
helteLinie)und
Test(4.1)mit�=0:2(dur
hgezogeneLinie)
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Abbildung4.3:Powerfunktionenf� urTest(3.17)mit�=0:15(gestri
helteLinie)und
Test(4.1)mit�=0:3(dur
hgezogeneLinie)



92 Kapitel 4. Simulationsstudietragen d�urfte. In allen 4 Gruppen ist jedo
h der Fehler an dieser Stelle deutli
hh�oher, weshalb man von einem liberalen Test spri
ht.� Ein
uss von n:Es ist in allen 4 Gruppen glei
hermassen zu erkennen, dass die Sti
hpro-benl�ange n einen mehr oder weniger deutli
hen Ein
uss auf die Powerfunk-tionen aus�ubt. In der 1. Gruppe beispielsweise verlaufen die Kurven, die zuden PSen 2 und 4 mit n = 100 geh�oren, wesentli
h steiler als die Kurven,die zu den PSen 1 und 3 mit n = 25 geh�oren. Dur
h den steileren Verlaufs
hneiden die Kurven zu den PSen 2 und 4 die A
hse a = a0 deutli
h tieferbei 
a. 0.37, w�ahrend die Kurven mit n = 25 die A
hse a = a0 bei etwa0.49 s
hneiden. In der 2. Gruppe ist der Unters
hied an der Grenze a = a0zwis
hen den Kurven mit n = 25 und n = 100 ni
ht ganz so extrem wie inGruppe 1, jedo
h kann au
h hier klar ein steilerer Verlauf der Kurven zuden PSen 6 und 8 mit n = 100 ausgema
ht werden. Analog dazu k�onnen dieGruppen 3 und 4 interpretiert werden, d.h. es l�asst si
h zusammenfassendfeststellen, dass eine gr�ossere Sti
hprobenl�ange n zu steileren Kurven f�uhrt,die die zun�a
hst stark vorhandene Liberalit�at des Tests reduzieren.� Ein
uss der S
hwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Au
h bez�ugli
h des Ein
usses der S
hwankungsbreite ergibt si
h in allen 4Gruppen ein einheitli
hes Bild. Na
hdem in allen 4 Graphiken jeweils die 1.und 3. bzw. 2. und 4. Kurven einer Gruppe nahe aneinander liegen, kanndaraus gefolgert werden, dass die S
hwankungsbreite des Erwartungswer-tes keinen relevanten Ein
uss auf die Powerfunktionen aus�ubt, denn sonstm�ussten si
h jeweils die 1. und 3. bzw. 2. und 4. Kurven deutli
her vonein-ander unters
heiden.� Ein
uss des Signal-to-noise-Quotienten (SN-Quotient):Da der SN-Quotient in den Gruppen 1 und 2 bzw. 3 und 4 jeweils �uberein-stimmt, werden nun die oberen 2 Graphiken mit den unteren 2 Graphikenvergli
hen. Allerdings stellt si
h heraus, dass ni
ht direkt der Wert des SN-Quotienten eine Rolle spielt, sondern eher ein Unters
hied zwis
hen Gruppe1 und 2 bzw. 3 und 4 festzustellen ist, was vermutli
h mit der Wahl von�� zusammenh�angt. Sowohl in Gruppe 1 und Gruppe 3 ergibt si
h aus denKurven ein weitaus liberalerer Test als dies f�ur die Gruppen 2 und 4 derFall ist, d.h. das Fehlerniveau an der Stelle a = a0 ist in den Gruppen 2
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h niedriger (
a. zwis
hen 0.15 und 0.2 in Gruppe 2 und 4)als in den Gruppen 1 und 3 (
a. zwis
hen 0.35 und 0.49 in Gruppe 1 undzwis
hen 0.22 und 0.35 in Gruppe 3). Dabei ist zu bemerken, dass f�ur dieGruppe 1 ein dur
hs
hnittli
her Erwartungswert von �� = 3 und in Grup-pe 3 ein �� = 10 zugrunde gelegt wurde, w�ahrend bei den Gruppen 2 und4 jeweils ein �� = 100 vorliegt. Daraus l�asst si
h folgern, dass ni
ht direktder SN-Quotient die Power des Berei
hstests beein
usst, aber der damit zu-sammenh�angende Wert von �� sehr wohl den Verlauf der Powerfunktionenbeeintr�a
htigt. Je gr�osser n�amli
h der dur
hs
hnittli
he Erwartungswert ist,desto tiefer s
hneiden die Kurven die A
hse a = a0, d.h. desto weniger liberalwird der Test.(ii) Powerfunktionen mit Signi�kanzniveau � = 0:1 und � = 0:15:� Ein
uss von n:Analog zu den Powerfunktionen mit Signi�kanzniveau � = 0:05 kann eindeutli
her Ein
uss der Sti
hprobenl�ange n festgestellt werden, der daran zuerkennen ist, dass die Kurven zu den PSen mit n = 100 steiler verlaufenund somit ein geringeres Fehlerniveau an der A
hse a = a0 verursa
hen.� Ein
uss der S
hwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Dur
h die Vergr�osserung des Signi�kanzniveaus �andert si
h die Tatsa
heni
ht, dass die S
hwankungsbreite des Erwartungswertes keinen Ein
uss aufden Verlauf der Kurven aus�ubt, denn analog zu den Kurven mit Signi�-kanzniveau � = 0:05 liegen jeweils die 1. und 3. bzw. 2. und 4. Kurven di
htaneinander, so dass kein relevanter Unters
hied festzustellen ist. H�o
hstensin der 1. Gruppe in Abbildung 4.2 k�onnen lei
hte Di�erenzen der Fehlerni-veaus an a = a0 erkannt werden, jedo
h s
hneidet beim Verglei
h der PS 1(n = 25, kleine S
hwankungsbreite) mit PS 3 (n = 25, grosse S
hwankungs-breite) die Kurve des PSes 1 die A
hse a = a0 bei einem h�oheren Niveau alsdie Kurve des PSes 3, w�ahrend beim Verglei
h der 2. und 4. PS die Kurvedes PSes 4 mit einer grossen S
hwankungsbreite des Erwartungswertes dieA
hse an einem h�oheren Niveau s
hneidet. Es ist also keine Regelm�assigkeitbeim Verglei
h der Kurven mit einer grossen bzw. kleinen S
hwankungsbrei-te zu erkennen, so dass diese kleinen Abwei
hungen von den Beoba
htungenaus den anderen Gruppen auf die Zuf�alligkeit zur�u
kzuf�uhren sind.
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uss des SN-Quotienten:Beim Verglei
h der oberen 2 Graphiken mit den unteren ist ebenso wiein Abbildung 4.1 mit einem Signi�kanzniveau von � = 0:05 festzustellen,dass ni
ht der Wert des SN-Quotienten relevant ist, sondern die Wahl desdur
hs
hnittli
hen Erwartungswertes ��, der, je h�oher er ist, zu Kurven miteinem niedrigeren Fehlerniveau an a = a0 f�uhrt, was an den Gruppen 2 und4 mit einem �� = 100 im Verglei
h zu den Gruppen 1 und 3 mit �� = 3 bzw.�� = 10 zu erkennen ist.
(iii) Ein
uss der Wahl des Signi�kanzniveaus:Um beurteilen zu k�onnen, wel
hes Signi�kanzniveau gew�ahlt werden sollte, wer-den nun alle 3 Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3 mit den unters
hiedli
hen Niveaus� = 0:05, � = 0:1 und � = 0:15 miteinander vergli
hen. In allen 3 Abbildungenist zu erkennen, dass ein liberaler Test vorliegt, d.h. der tats�a
hli
he Fehler istan der Stelle a = a0 gr�osser als das vorgegebene Signi�kanzniveau. Man kannjedo
h beoba
hten, dass bei Vergr�osserung des Signi�kanzniveaus von � = 0:05auf � = 0:1 si
h die Kurven wie erwartet lei
ht na
h oben vers
hieben, aber diesges
hieht vor allem in den Gruppen 2 und 4 in einem �ausserst geringen Masse.W�ahrend bei einem Niveau von � = 0:05 in Gruppe 2 die S
hnittpunkte mit derA
hse a = a0 zwis
hen etwa 0.12 und 0.2 liegen, ergeben si
h bei einem Niveauvon � = 0:1 Werte zwis
hen 0.18 und 0.25. Analog steigen bei Gruppe 4 dieFehlerniveaus von zwis
hen 0.15 und 0.21 bei � = 0:05 auf nur 0.2 bis 0.25 bei� = 0:1. Bei den Gruppen 1 und 3 liegen die Fehlerniveaus generell wie s
honangespro
hen etwas h�oher, so dass in diesen F�allen stets von einem liberalen Testausgegangen werden muss. Jedo
h ist au
h in diesen Gruppen zu erkennen, dasssi
h mit einer Verdoppelung des Signi�kanzniveaus von � = 0:05 auf � = 0:1 dieFehlerniveaus nur geringf�ugig vers
hle
htern. Erh�oht man nun das Signi�kanz-niveau no
h einmal auf � = 0:15 (Abbildung 4.3), so ergeben si
h die kleinstenFehlerniveaus f�ur die Gruppe 4, deren Werte zwis
hen 
a. 0.2 und 0.32 liegen.Bei einer erlaubten Fehlerwahrs
heinli
hkeit � = 0:15 liefert der Test also einFehlerniveau zwis
hen 0.2 und 0.32, d.h. dass der Test zwar no
h immer liberalist, allerdings deutli
h weniger stark als zun�a
hst bei einem Signi�kanzniveau von� = 0:05 angenommen werden musste.
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h also zusammenfassend, dass man statt eines Signi�kanzniveaus von� = 0:05, das etwas zu klein ist, ein etwas gr�osseres Signi�kanzniveau von z.B. � = 0:1oder � = 0:15 w�ahlen m�usste, um einigermassen einen �-level-Test zu erhalten. Diesk�onnte au
h gere
htfertigt werden, da der zugrundeliegende Berei
hstest ein asymp-totis
her Test ist und deshalb die Fehlerwahrs
heinli
hkeiten etwas gr�osser ausfallenk�onnen, bis die Asymptotik zum Tragen kommt. Do
h trotz Vergr�osserung des Signi-�kanzniveaus verh�alt si
h der Test immer no
h in den meisten F�allen sehr liberal. Ausdiesem Grund ist es sinnvoll, den Ablehnungsberei
h des Berei
hstests f�ur �Uberdisper-sion auf die folgende Form abzu�andern:Verwerfe die Hypothese H : a > a0 gegen die Alternative K : a � a0 zum Signi�kanz-niveau �, genau dann wenn � ba� a0b�(b�;ba)! � �2 (4.1)gilt. Mit dieser Ver�anderung verh�alt si
h der Test deutli
h weniger liberal, so dass dieFehlerniveaus an der Stelle a = a0 etwa dem vorgegebenen Signi�kanzniveau entspre-
hen. Zu erkennen ist dies in den Abbildungen an der dur
hgezogenen horizontalenLinie, die das neue Signi�kanzniveau angibt. Beispielsweise sind die Kurven in Abbil-dung 4.1 zu einem � = 0:05 bere
hnet. Dieses � entspri
ht aber nun na
h der neuenTestvors
hrift (4.1) dem �2 aus dem neuen Ablehnungsberei
h. Das dazugeh�orige Signi-�kanzniveau betr�agt daher dann � = 0:1, das mit der dur
hgezogenen Linie gekenn-zei
hnet ist. In Abbildung 4.1 ist die Verbesserung dur
h die neue Testvors
hrift no
heher gering, w�ahrend sie s
hon in Abbildung 4.2 deutli
h zu erkennen ist. Die Kurvensind hier zu einem � = 0:1 gezei
hnet, was bedeutet, dass na
h (4.1) das dazugeh�origeSigni�kanzniveau 0.2 betr�agt. Dies ist au
h der Berei
h, in dem vor allem die Kurven,die zu den PSen mit n = 100 und grossen Erwartungswerten �� geh�oren (siehe Gruppe 2und 4), die A
hse a = a0 s
hneiden. Somit liefert der Test mit der neuen Testvors
hrift(4.1) an der Stelle a = a0 in etwa das Fehlerniveau, das dur
h das Signi�kanzniveauvorgegeben wird.4.2 Simulation der p-Wert-KurvenWie in Abs
hnitt 3.3.4 erl�autert, werden f�ur jeden einzelnen PS 20 p-Wert-Kurvenerzeugt, die in einer Graphik pro PS zusammen abgebildet sind. Dieser Vorgang wird



96 Kapitel 4. Simulationsstudiesowohl f�ur Kurven bez�ugli
h a0, als au
h f�ur Kurven bez�ugli
h des Abstandsmasses d0dur
hgef�uhrt, und es werden wie bei den Powerfunktionen die PSe in 4 Gruppen mitje glei
hem Parameter a und glei
hem gemittelten Erwartungswert �� eingeteilt.4.2.1 p-Wert-Kurven f�ur a0In diesem Unterabs
hnitt werden die Ergebnisse der p-Wert-Kurven bez�ugli
h a0 (siehe3.26) zusammengefasst. Zun�a
hst folgen die Abbildungen 4.4, 4.5, 4.6 und 4.7, in denendie je 20 p-Wert-Kurven pro PS dargestellt sind, wobei zus�atzli
h als gestri
helte Linieder wahre Wert a, und als dur
hgezogene Linien die gemittelten Werte �a0l und �a0ueingetragen sind. In der ans
hliessenden Tabelle 4.2 sind die Ergebnisse, die si
h f�urjeden PS f�ur die gemittelten S
hnittpunkte �a0l und �a0u der Kurven mit den LevelsbP = 0:95 und bP = 0:05 ergeben, eingetragen. Zus�atzli
h sind die Abwei
hungen a� �a0lund �a0u � a in % angegeben, wobei der feste Wert a 100% entspri
ht. Die LevelsbP = 0:95 und bP = 0:05 ergeben si
h na
h Abs
hnitt 3.3.3 aus der Verwendung einesSigni�kanzniveaus von � = 0:05. Da si
h erst im Na
hhinein anhand der Powerfunktio-nen ergab, dass besser ein gr�osseres Signi�kanzniveau verwendet werden sollte (siehevorangegangener Abs
hnitt), wurden die Simulationen der p-Wert-Kurven weiterhinmit einem kleinen � = 0:05 dur
hgef�uhrt. Es ist aber zu bemerken, dass die na
h-folgende Interpretation au
h bei der Verwendung eines gr�osseren Signi�kanzniveausimmer no
h ri
htig bleibt und si
h nur geringf�ugig in den konkreten Werten von �a0lund �a0u �andert.
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4.2.Simulationderp-Wert-Kurven99
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15.Parametersatz, a=0.24, range mu gross, n=25
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16.Parametersatz, a=0.24, range mu gross, n=100
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Abbildung4.7:p-Wert-KurvenderParameters� atze13-16bez� ugli
ha0



4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 101Diskriminanz Akzeptanzzu Poisson zu PoissonPS n SN(a; ��) �� S
hwankungs- wahres �a0l a� �a0l �a0u �a0u � aintervall �i a in % in %1 25 1.25 3 [1.5 ; 4.5℄ 0.3 0.16 47% 0.41 37%2 100 1.25 3 [1.5 ; 4.5℄ 0.3 0.22 27% 0.35 17%3 25 1.25 3 [0.75 ; 5.25℄ 0.3 0.18 40% 0.47 57%4 100 1.25 3 [0.75 ; 5.25℄ 0.3 0.22 27% 0.35 17%5 25 1.25 100 [50 ; 150℄ 0.63 0.34 46% 0.88 40%6 100 1.25 100 [50 ; 150℄ 0.63 0.47 25% 0.74 17%7 25 1.25 100 [25 ; 175℄ 0.63 0.34 46% 0.89 41%8 100 1.25 100 [25 ; 175℄ 0.63 0.49 22% 0.77 22%9 25 2 10 [5 ; 15℄ 0.15 0.05 67% 0.16 7%10 100 2 10 [5 ; 15℄ 0.15 0.11 27% 0.19 27%11 25 2 10 [2.5 ; 17.5℄ 0.15 0.07 53% 0.21 40%12 100 2 10 [2.5 ; 17.5℄ 0.15 0.09 40% 0.16 7%13 25 2 100 [50 ; 150℄ 0.24 0.12 50% 0.33 38%14 100 2 100 [50 ; 150℄ 0.24 0.18 25% 0.29 21%15 25 2 100 [25 ; 175℄ 0.24 0.11 54% 0.31 29%16 100 2 100 [25 ; 175℄ 0.24 0.17 29% 0.28 17%Tabelle 4.2: Ergebnisse der p-Wert-Kurven bez�ugli
h a0, d.h. bP (ba; b�; a0) = �� ba�a0b�( b�;ba)�Interpretation der p-Wert-Kurven bez�ugli
h a0(i) Gruppe 1: Parameters�atze 1 bis 4� Ein
uss von n:Um einen �Uberbli
k �uber den Ein
uss der Sti
hprobenl�ange n auf die Test-ergebnisse zu erhalten, m�ussen die PSe 1 mit 2 und 3 mit 4 vergli
henwerden. Dabei f�allt auf, dass beim 1. PS die Di�erenzen von �a0l = 0:16 und�a0u = 0:41 zum wahren Wert a = 0:3 (in Prozent ergeben si
h damit die Wer-te 47% und 37%) sehr gross im Verglei
h zum 2. PS sind, bei dem �a0l = 0:22und �a0u = 0:35, was einer Abwei
hung vom wahren Wert von nur 27% und17% entspri
ht. Die Werte �a0l und �a0u liegen also beim 2. PS mit einem Da-



102 Kapitel 4. Simulationsstudietenumfang von n = 100 sehr viel n�aher am wahren Wert a, als beim PS mitn = 25. Sowohl an den angegebenen Zahlen in der Tabelle 4.2, als au
h anden Kurven in Abbildung 4.4 ist zu erkennen, dass si
h die Abwei
hungenvon �a0l und �a0u zum wahren Wert a im Dur
hs
hnitt etwa halbieren, wennman die PSe 1 mit 2 verglei
ht, d.h. wenn si
h die Datenl�ange von n = 25auf n = 100 vergr�ossert. Analoge Ergebnisse treten f�ur die PSe 3 und 4auf. W�ahrend beim 3. PS die Werte �a0l = 0:18 und �a0u = 0:47 (entspri
hteiner Di�erenz zu a = 0:3 von 40% und 57%) weit von a = 0:3 entferntliegen, n�ahern sie si
h im S
hnitt beim 4. PS mit n = 100 stark an denwahren Wert an (�a0l = 0:22, was einer Di�erenz von 27% entspri
ht, und�a0u = 0:35, was einer Di�erenz von nur 17% entspri
ht). Mit wa
hsendem nwerden die Kurven also steiler und liegen enger aneinander, womit si
h dasIntervall [�a0l; �a0u℄ um den wahren Wert a stark verkleinert. Betra
htet manau
h hier wieder die Kurven des 3. und 4. PSes in Abbildung 4.4, so kannoptis
h die starke Verkleinerung des Intervalls [�a0l; �a0u℄ festgestellt werden,die wie bei den PSen 1 und 2 in etwa eine Halbierung ergibt, wenn vom PS3 mit n = 25 zum PS 4 mit n = 100 gewe
hselt wird. Bez�ugli
h der Modell-wahl kann nun festgehalten werden, dass man im 1. und 3. PS s
hliessli
heinen Wert von �a0u = 0:41 bzw. �a0u = 0:47 akzeptieren m�usste, um dasPoissonmodell beibehalten zu k�onnen, w�ahrend ein signi�kanter Abstandvon nur �a0l = 0:16 bzw. �a0l = 0:18 gemessen wird, d.h. wenn man h�o
hstenseine S
hranke a0 von 0.16 bzw. 0.18 akzeptiert, so ist in diesem Falle derAufwand gere
htfertigt, vom Poisson- zum NB-Modell zu we
hseln. Bei denPSen 2 und 4 dagegen ist der Unters
hied zwis
hen �a0l und �a0u sehr gering,was zu dem positiven E�ekt f�uhrt, dass der Berei
h zwis
hen �a0l und �a0u,in dem keine Aussagen bez�ugli
h Annahme oder Ablehnung des Poissonmo-dells getro�en werden k�onnen, stark verkleinert wird. In diesen F�allen mussdann �uberpr�uft werden, ob der Wert �a0u (hier �a0u = 0:35 im 2. PS und 4.PS), der die Akzeptanzgrenze des Poissonmodells angibt, no
h so klein ist,dass er angenommen werden kann. Ist dies der Fall, so kann das Poisson-modell beibehalten werden, w�ahrend man zum NB-Modell we
hseln muss,sobald einem die Grenze �a0u = 0:35 zu gross ers
heint. An dieser Stelle istjedo
h zu bemerken, dass es generell sehr s
hwierig ist, die Werte des Dis-persionsindizes a0 einzus
h�atzen und zu beurteilen, wel
her Wert �a0u als zugross bzw. als klein genug f�ur das Poissonmodell eingestuft werden kann.



4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 103� Ein
uss der S
hwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Dazu m�ussen die Ergebnisse der PSe 1 mit 3 und 2 mit 4 vergli
hen wer-den. Allerdings sind hier keine nennenswerten Unters
hiede auszuma
hen,weshalb in diesen F�allen gefolgert werden kann, dass die S
hwankungsbreiteder Erwartungswerte keinen relevanten Ein
uss auf die Testergebnisse hat.(ii) Gruppe 2: Parameters�atze 5 bis 8:� Ein
uss von n:Hierf�ur werden zun�a
hst die Ergebnisse der PSe 5 mit 6 und 7 mit 8 vergli-
hen. Bei PS 5 ergeben si
h �a0l = 0:34 und �a0u = 0:88, was prozentual einerrelativ grossen Abwei
hung von 46% und 40% von a = 0:63 entspri
ht, imGegensatz zum 6. PS mit �a0l = 0:47 und �a0u = 0:74, bei dem die Abwei-
hung nur 25% und 17% betr�agt, und damit im Verglei
h zum 5. PS mehrals halbiert wird. Der deutli
he Ein
uss der Datenl�ange n und die dur
h-s
hnittli
he Halbierung der Intervalle [�a0l; �a0u℄ lassen si
h au
h klar beimVerglei
h der Kurven von PS 5 mit PS 6 in Abbildung 4.5 erkennen. Eine�ahnli
he Situation ergibt si
h f�ur den 7. und 8. PS. W�ahrend beim 7. PS�a0l und �a0u mit �a0l = 0:34 und �a0u = 0:89 stark von a = 0:63 abwei
hen(46% und 41%), liegen sie beim 8. PS mit �a0l = 0:49 und �a0u = 0:77 deutli
hn�aher am wahren Wert a (Abwei
hung von je 22%). Au
h hier ergibt si
hbeim �Ubergang von PS 7 mit n = 25 zum PS 8 mit n = 100 in etwa eineHalbierung der Abwei
hungen, die in Abbildung 4.5 no
h einmal graphis
hverdeutli
ht werden. Analog zu den Daten der 1. Gruppe w�urde man f�ur diePSe 5 und 7 mit n = 25 einen We
hsel vom Poisson- zum NB-Modell re
ht-fertigen k�onnen, da ein Wert �a0u = 0:88 bzw. �a0u = 0:89, den man f�ur denErhalt des Poissonmodells akzeptieren m�usste, ni
ht vertretbar ist. Beim 6.und 8. PS ist dagegen der Unters
hied zwis
hen �a0l und �a0u so gering, dassnur der Wert �a0u zu betra
hten ist und abgewogen werden muss, ob dieserWert f�ur ein Poissonmodell no
h akzeptabel ist. Sollte dies ni
ht der Fallsein, so m�usste man den Aufwand in Kauf nehmen, die Daten mittels desNB-Modells zu modellieren.� Ein
uss der S
hwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Analog wie bei der Gruppe 1 ist hier ebenfalls kein relevanter Unters
hiedbeim Verglei
h der PSe 5 mit 7 und 6 mit 8 zu erkennen.



104 Kapitel 4. Simulationsstudie(iii) Gruppe 3: Parameters�atze 9 bis 12 und Gruppe 4: Parameters�atze 13bis 16:Da si
h sowohl f�ur die 3. Gruppe, als au
h f�ur die Gruppe 4 analoge Ergebnisseherausstellen wie f�ur die bisher behandelten Gruppen 1 und 2, werden hier dieeinzelnen Resultate ni
ht explizit angegeben, sondern k�onnen in der Ergebnista-belle 4.2 na
hgelesen werden. Der einzige au��allige Unters
hied zu den Gruppen1 und 2 ist die Asymmetrie der Abwei
hungen von �a0l und �a0u zu a in Gruppe 3.W�ahrend si
h bei den Gruppen 1 und 2 die Abwei
hungsintervalle [�a0l; �a0u℄ vonden PSen mit n = 25 auf die PSe mit n = 100 ungef�ahr halbieren oder zumindeststark verkleinern, f�allt in Gruppe 3 beim Verglei
h der PSe 9 mit 10 auf, dasssi
h die Di�erenz von �a0u zu a ni
ht wie in allen anderen F�allen verringert, son-dern von �a0u = 0:16 im PS 9 auf �a0u = 0:19 vergr�ossert. Dieser Sa
hverhalt istin den Graphiken zu den PSen 9 und 10 in Abbildung 4.6 deutli
h zu erkennen.Wie ebenfalls graphis
h festzustellen ist, liegt au
h beim 12. PS eine au��alligeAsymmetrie des Intervalls [�a0l; �a0u℄ um a vor, allerdings entspri
ht der 12. PSimmer no
h den Beoba
htungen aus den anderen Gruppen, dass si
h mit gr�osse-rem Datenumfang n das Abwei
hungsintervall verkleinert, was hier trotz starkerAsymmetrie der Fall ist. Verglei
ht man nun no
h in der Gruppe 3 die PSe 9 mit11 und 10 mit 12 um den Ein
uss der S
hwankungsbreite des Erwartungswerteszu beurteilen, so erkennt man, dass si
h die Gruppe 3 von allen anderen Grup-pen, die diesbez�ugli
h keinen Ein
uss aufweisen, unters
heidet. Beim Verglei
hder PSe 9 mit 11 f�allt an den Kurven in Abbildung 4.6 auf, dass der Wert von�a0l in beiden F�allen in etwa glei
h bleibt, w�ahrend si
h der Wert von �a0u im11. PS weiter na
h re
hts vers
hiebt, d.h. mit einer gr�osseren S
hwankungsbreitedes Erwartungswertes im PS 11 zentriert si
h das Abwei
hungsintervall [�a0l; �a0u℄besser um den wahren Wert a. Damit unters
heidet si
h au
h die Breite des Ab-wei
hungsintervalls, das im 9. PS dur
h die Asymmetrie kleiner als im 11. PSist. Betra
htet man nun die Breite des Intervalls [�a0l; �a0u℄ f�ur die PSe 10 und 12,so ergibt si
h anhand der Graphiken, dass diese zwar in beiden F�allen ungef�ahr�ubereinstimmt, allerdings ist das Intervall im 12. PS lei
ht na
h links vers
ho-ben, woraus die s
hon angespro
hene Asymmetrie resultiert. Im Gegensatz zuallen anderen Gruppen ist hier nun zusammenfassend ein Unters
hied zwis
henden PSen mit grossem und mit kleinem S
hwankungsintervall des Erwartungs-wertes zu erkennen, der jedo
h ni
ht in eine Regel zusammengefasst werden kann,da die E�ekte zwis
hen den PSen 9 und 11 bzw. 10 und 12 jeweils unters
hied-



4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 105li
h sind. Deshalb ist zu vermuten, dass diese Abwei
hungen von den bisherigenBeoba
htungen aus den anderen Gruppen dur
h die Zuf�alligkeit der Daten zuerkl�aren ist.(iv) Ein
uss des Signal-to-noise-Quotienten (SN-Quotient):Da der SN-Quotient jeweils in den Gruppen 1 und 2 bzw. 3 und 4 �ubereinstimmt,werden nun die ersten beiden mit den letzten beiden Gruppen vergli
hen. DieBetra
htung an den Abbildungen 4.4, 4.5, 4.6 und 4.7 ist hier allerdings mit Vor-si
ht zu geniessen, da nur die ersten beiden Gruppen bez�ugli
h der x-A
hse a0einen glei
hen Massstab aufweisen, weshalb der Verglei
h mit den anderen beidenGruppen dur
h die optis
he Verzerrung ers
hwert wird. Es kann aber festgestelltwerden, dass �ahnli
h wie bei den Powerfunktionen si
h keine relevanten Unter-s
hiede zwis
hen den Gruppen 1,2 mit 3,4 ergeben, woraus zu s
hliessen ist, dassder Wert des SN-Quotienten ni
ht direkt den Verlauf der Kurven beein
usst.Vielmehr ist beim Verglei
h der Gruppen 1 und 2 an den Abbildungen 4.4 und4.5 zu erkennen, dass si
h f�ur alle 4 PSe der 1. Gruppe mit a = 0:3 und �� = 3 dieBreite des Intervalls [�a0l; �a0u℄ beim �Ubergang zur 2. Gruppe verdoppelt, was mitder Verdoppelung des Dispersionsparameters von a = 0:3 auf a = 0:63 zusam-menh�angt und woraus resultiert, dass die prozentualen Abwei
hungen in beidenGruppen in etwa wieder �ubereinstimmen. Ein analoges Verhalten kann f�ur dieGruppen 3 und 4 beoba
htet werden. Der Dispersionsparameter vergr�ossert si
hdabei von a = 0:15 auf a = 0:24 und entspre
hend werden die Intervalle [�a0l; �a0u℄in der 4. Gruppe breiter, was jedo
h wegen der unters
hiedli
hen Massst�abe ni
htan den Abbildungen 4.6 und 4.7 zu erkennen ist, aber an den konkreten Wertenvon �a0l und �a0u in der Tabelle 4.2 na
hvollzogen werden kann. Au
h hier gilt,dass die prozentualen Abwei
hungen von beiden Gruppen ungef�ahr glei
h grosssind, so dass insgesamt kein E�ekt des SN-Quotienten bzw. der Wahl von a und�� zu vermuten ist.4.2.2 p-Wert-Kurven f�ur d0Die S
hwierigkeit bei den bisher betra
hteten p-Wert-Kurven bez�ugli
h a0 ist, dieseri
htig zu interpretieren, denn man kann kaum Aussagen dar�uber tre�en, was z.B. einWert �a0l = 0:18 f�ur die Beziehung zwis
hen Poisson- und NB-Modell bedeutet. Aus die-sem Grund werden nun die p-Wert-Kurven bez�ugli
h des Abstandsmasses d betra
htet,das na
h (3.27) und (3.28) das Verh�altnis der maximalen Varianzen der beiden Mo-



106 Kapitel 4. Simulationsstudiedelle angibt, womit eine einfa
here Interpretation der Kurven erm�ogli
ht wird. Analogwie im vorherigen Unterabs
hnitt werden in den Abbildungen 4.8, 4.9, 4.10 und 4.11zun�a
hst die je 20 Kurven bez�ugli
h d0 eines PSes in einer Graphik zusammengefasstund zus�atzli
h mit einer gestri
helten Linie der wahre Wert d, sowie mit einer dur
hge-zogenen Linie die Werte �d0l und �d0u eingetragen. Ans
hliessend werden die Ergebnisse,die si
h nun f�ur die Kurven bez�ugli
h des Abstandsmasses d0 = d(a0) ergeben, in derTabelle 4.3 angegeben. Hier bes
hreibt d den wahren Wert des Abstandsmasses, das in(3.28) de�niert wurde. Die Werte �d0l und �d0u ergeben si
h analog zu �a0l und �a0u ausden gemittelten Werten der S
hnittpunkte der Kurven mit den Levels bP = 0:95 undbP = 0:05. Ebenso wie in Tabelle 4.2 sind au
h hier die Di�erenzen d� �d0l und �d0u � dje in % angegeben, wobei der wahre Wert d 100% entspri
ht.
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5.Parametersatz, d=94.5, range mu klein, n=25
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6.Parametersatz, d=94.5, range mu klein, n=100
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8.Parametersatz, d=102.8, range mu gross, n=100
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4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 111Diskriminanz Akzeptanzzu Poisson zu PoissonPS n SN(a; ��) �� S
hwankungs- wahres �d0l d� �d0l �d0u �d0u � dintervall �i d in % in %1 25 1.25 3 [1.5 ; 4.5℄ 2.41 1.63 32% 2.63 9%2 100 1.25 3 [1.5 ; 4.5℄ 2.33 2.06 12% 2.69 15%3 25 1.25 3 [0.75 ; 5.25℄ 2.77 2.19 21% 4.06 47%4 100 1.25 3 [0.75 ; 5.25℄ 2.99 2.43 19% 3.25 9%5 25 1.25 100 [50 ; 150℄ 94.50 52.31 45% 132.49 40%6 100 1.25 100 [50 ; 150℄ 94.50 73.28 22% 114.06 21%7 25 1.25 100 [25 ; 175℄ 108.55 56.17 48% 142.89 32%8 100 1.25 100 [25 ; 175℄ 102.79 80.45 22% 125.31 22%9 25 2 10 [5 ; 15℄ 3.23 1.84 43% 3.57 11%10 100 2 10 [5 ; 15℄ 3.23 2.70 16% 3.89 20%11 25 2 10 [2.5 ; 17.5℄ 3.84 2.22 42% 4.80 25%12 100 2 10 [2.5 ; 17.5℄ 3.61 2.70 25% 3.82 6%13 25 2 100 [50 ; 150℄ 38.45 19.80 49% 54.64 42%14 100 2 100 [50 ; 150℄ 36.62 28.79 21% 46.14 26%15 25 2 100 [25 ; 175℄ 42.38 18.99 55% 52.97 25%16 100 2 100 [25 ; 175℄ 42.38 31.30 26% 50.49 19%Tabelle 4.3: Ergebnisse der p-Wert-Kurven bez�ugli
h d0, d.h. bP (ba; b�; d0) = ��ba�d�1(d0)b�( b�;ba) �Interpretation der p-Wert-Kurven bez�ugli
h d0(i) Gruppe 1: Parameters�atze 1 bis 4� Ein
uss von n:Betra
htet man die Kurven bez�ugli
h des Abstandsmasses d0, so ergebensi
h �ahnli
he S
hlussfolgerungen wie bei den Kurven bez�ugli
h a0. Beim 1.PS liegen die Werte �d0l = 1:63 und �d0u = 2:63 ( entspri
ht einer Di�erenz von32% und 9% zum wahren Wert d = 2:41) ebenso weit von d = 2:41 entferntwie beim 3. PS mit �d0l = 2:19 und �d0u = 4:06 (entspri
ht einer Di�erenz von21% und 47% zu d = 2:77). Dagegen wird das Intervall [ �d0l; �d0u℄ sowohl im2., als au
h im 4. PS dur
h die Vergr�osserung des Datenumfangs von n = 25



112 Kapitel 4. Simulationsstudieauf n = 100 stark verkleinert, denn f�ur den 2. PS ergeben si
h die Werte�d0l = 2:06 und �d0u = 2:69, was einer Abwei
hung von 12% bzw. 15% vomwahren Wert d = 2:33 entspri
ht. F�ur den 4. PS beoba
htet man die Werte�d0l = 2:43 und �d0u = 3:25, woraus si
h eine Di�erenz zu d = 2:99 von 19%und 9% erre
hnet. Eine kleine Unregelm�assigkeit ist beim �Ubergang vom 1.PS zum 2. PS bei �d0u einzur�aumen, denn hier vergr�ossert si
h der Abstandwie s
hon angespro
hen von 9% im 1. auf 15% im 2. PS. Es ist aber an derAbbildung 4.8 deutli
h zu erkennen, dass si
h insgesamt die Breite des In-tervalls [ �d0l; �d0u℄ verkleinert und die eben angespro
hene Unregelm�assigkeiteine Folge der lei
hten Asymmetrie im 1. PS ist. Es l�asst si
h also au
h hierwieder zusammenfassen, dass mit einem gr�osseren Datenumfang die Kur-ven steiler verlaufen und somit das Intervall [ �d0l; �d0u℄ kleiner wird. Zu derModellwahl kann hier gesagt werden, dass ein Poissonmodell gerade no
hzu re
htfertigen ist, wenn man bereit ist, ein Abstandsmass von maximal�d0u = 4:06 zu akzeptieren. Dies bedeutet wegen d = V ar(NB-Verteilung)V ar(Poissonverteilung) ,dass die Varianz des NB-Modells etwa 4 mal so gross ist wie die Varianzdes Poissonmodells. Dieser Wert ist zwar s
hon sehr ho
h, da in der Praxismaximal etwa eine 2-fa
he Abwei
hung in den Varianzen toleriert wird, do
hk�onnte man im Grenzfall den Wert 4 no
h zulassen, womit das Poissonmo-dell gere
htfertigt w�are.� Ein
uss der S
hwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Um den Ein
uss der S
hwankungsbreite zu erkennen, m�ussen die PSe 1 mit3 und 2 mit 4 vergli
hen werden. Im Gegensatz zu den Kurven bez�ugli
ha0 ist hier ein deutli
her Unters
hied auszuma
hen. W�ahrend im 1. PS�d0l = 1:63 und �d0u = 2:63 sind, liegen �d0l und �d0u im 3. PS bei �d0l = 2:19 und�d0u = 4:06. Eine sol
he Re
htsvers
hiebung der Kurven dur
h eine gr�ossereS
hwankungsbreite l�asst si
h au
h beim Verglei
h der PSe 2 mit 4 erken-nen, denn es gilt �d0l = 2:06 bzw. �d0u = 2:69 im 2. und �d0l = 2:43 bzw.�d0u = 3:25 im 4. PS. Es kann also festgestellt werden, dass zwar keinegrossen prozentualen Unters
hiede der Intervalle [ �d0l; �d0u℄ auftreten, jedo
hbewirkt die Vergr�osserung der S
hwankungsbreite des Erwartungswertes ei-ne Gesamtvers
hiebung der Kurven tendenziell na
h re
hts, d.h. je gr�osserdas S
hwankungsintervall ist, desto gr�osser werden die Werte des Abstands-masses. Dies hat dann zur Folge, dass die Re
htfertigung des Poissonmo-
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hwieriger wird, denn je gr�osser die Werte des Abstandsmasseswerden, desto mehr unters
heidet si
h die Varianz des Poissonmodells vonder des NB-Modells, was f�ur einen We
hsel vom Poisson- zum NB-Modellspri
ht. Damit kann zusammengefasst werden, dass, je gr�osser das S
hwan-kungsintervall des Erwartungswertes ist, desto eher muss das Poissonmodellzu Gunsten des NB-Modells abgelehnt werden.(ii) Gruppe 2: Parameters�atze 5 bis 8:� Ein
uss von n:Anhand der Ergebnisse dieser PSe wird no
h einmal best�atigt, dass derDatenumfang n einen relevanten Ein
uss auf die Testergebnisse hat. Mankann an der Tabelle 4.3 ablesen, dass si
h beim Verglei
h des 5. und 6. PSesdie prozentualen Abwei
hungen von �d0l zu d und �d0u zu d in etwa halbieren(d� �d0l = 45% im 5. und d� �d0l = 22% im 6. PS, ebenso �d0u� d = 40% im5. und �d0u � d = 21% im 6. PS). Entspre
hende Ergebnisse liegen bei denPSen 7 und 8 vor. Es kann also analog zu Gruppe 1 gefolgert werden, dassdie Kurven steiler und die Intervalle [ �d0l; �d0u℄ sehr viel kleiner werden, sobaldder Datenumfang n zunimmt. Ein wesentli
her Unters
hied zu den Datender Gruppe 1 ist, dass die reinen Werte sowohl von d, als au
h von �d0l und�d0u sehr viel gr�osser sind als diejenigen der 1. Gruppe. Dies h�angt allerdingsmit der Wahl des relativ grossen Erwartungswertes �� = 100 zusammen (imVerglei
h zu �� = 3 bei Gruppe 1), der in die Funktion des Abstandsmasses dna
h (3.28) eingeht und somit die Werte d in der Gruppe 2 im Verglei
h zuGruppe 1 sehr gross werden l�asst. Diese Tatsa
he hat wiederum Folgen f�urdie Wahl des Modells. Aufgrund der extrem hohen Werte von �d0l ist in allen4 F�allen der PSe 5-8 ein Poissonmodell ni
ht vertretbar, da die Varianz desNB-Modells mindestens das 52-fa
he ( �d0l = 52:31 und gr�osser) der Varianzdes Poissonmodells betr�agt.� Ein
uss der S
hwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Der Ein
uss der S
hwankungsbreite ist in dieser Gruppe zwar andeutungs-weise no
h zu erkennen, jedo
h l�angst ni
ht so deutli
h wie in Gruppe 1. Daan den Kurven in Abbildung 4.9 optis
h kaum Ver�anderungen si
htbar sind,ist es sinnvoller, die konkreten Werte aus der Tabelle 4.3 f�ur die Analyse her-anzuziehen. Aus ihnen geht hervor, dass mit einem gr�osseren S
hwankungs-intervall des Erwartungswertes (PSe 7 und 8) die Kurven lei
ht na
h re
hts
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hoben sind. So ergeben si
h z.B. im 5. PS die Werte �d0l = 52:31 und�d0u = 132:49, w�ahrend im 7. PS si
h die Werte �d0l = 56:17 und �d0u = 142:89herausstellen. Ebenso kann man beim Verglei
h des 6. ( �d0l = 73:28 und�d0u = 114:06) mit dem 8. PSes ( �d0l = 80:45 und �d0u = 125:31) eine lei
hteTendenz der Re
htsvers
hiebung erkennen, deren Konsequenz bez�ugli
h derModellwahl s
hon bei den PSen der Gruppe 1 angespro
hen wurde.(iii) Gruppe 3: Parameters�atze 9 bis 12 und Gruppe 4: Parameters�atze 13bis 16:F�ur die 3. und 4. Gruppe ergeben si
h analoge Ergebnisse bez�ugli
h des Ein
us-ses des Datenumfangs n, sowie des Ein
usses der S
hwankungsbreite des Erwar-tungswertes wie in den Gruppen 1 und 2. Daher werden die einzelnen Resultateni
ht mehr ausf�uhrli
h bes
hrieben, sondern k�onnen in Tabelle 4.3 na
hgelesenund analog zu Gruppe 1 und 2 interpretiert werden. Es ist allerdings anzumer-ken, dass in Gruppe 3 der PS 9 in glei
her Weise eine lei
hte Asymmetrie desIntervalls [ �d0l; �d0u℄ zu d aufweist, wie PS 1 in Gruppe 1. Daher ergibt si
h au
hhier eine kleine Unregelm�assigkeit in Bezug auf den E�ekt eines gr�osseren Daten-umfangs n. W�ahrend in allen anderen F�allen die Abst�ande von �d0l und �d0u zud bei gr�osserem n geringer werden, liegt hier eine Vergr�osserung von �d0u = 3:57im 9. PS auf �d0u = 3:89 im 10. PS vor. Es ist aber trotzdem eine Verkleinerungdes Gesamtintervalls in Abbildung 4.10 erkennbar, so dass die bisherige Beoba
h-tung der Intervallverkleinerung bei grossem Datenumfang n au
h hier G�ultigkeithat. Weiterhin ist bei Gruppe 3 in Bezug auf die Modellwahl zu bemerken, dasswie in Gruppe 1 gerade no
h ein Poissonmodell gere
htfertigt werden k�onnte,da maximal eine Abwei
hung von �d0u = 4:8 akzeptiert werden m�usste, um dasPoissonmodell beibehalten zu k�onnen. Dagegen sind in Gruppe 4 die Werte d, �d0lund �d0u wie in Gruppe 2 aufgrund eines grossen Erwartungswertes �� = 100 vielzu ho
h, als dass man ein Poissonmodell vertreten k�onnte. In allen 4 PSen derGruppe 4 m�usste also das NB-Modell gew�ahlt werden.(iv) Ein
uss des Signal-to-noise-Quotienten (SN-Quotient):Um den Ein
uss des SN-Quotienten zu beurteilen, ist es ebenso wie bei den p-Wert-Kurven bez�ugli
h a0 s
hwierig, die Kurven in den Abbildungen 4.8, 4.9,4.10 und 4.11 miteinander zu verglei
hen, da sie alle unters
hiedli
he Massst�abed0 auf der x-A
hse aufweisen. Daher werden haupts�a
hli
h die Daten aus Ta-belle 4.3 betra
htet. Im Gegensatz zu den Kurven bez�ugli
h a0 sind hier kleine
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hiede in den prozentualen Abwei
hungen von �d0l und �d0u zu d in den ver-s
hiedenen Gruppen vorhanden. Dies bedeutet aber, dass ni
ht der Wert des SN-Quotienten relevant ist, sondern die Wahl des gemittelten Erwartungswertes ��.Die prozentualen Abwei
hungen der 2. und 4. Gruppe, in denen ein �� = 100 vor-liegt, entspre
hen si
h mit nur geringf�ugigen Unters
hieden (
a. 43% mit n = 25und 
a. 20% mit n = 100). Dagegen sind die prozentualen Abwei
hungen inder Gruppe 1 mit �� = 3 gegen�uber den Gruppen 3 (mit �� = 10), 2 und 4 (je�� = 100) am kleinsten. Es l�asst si
h damit vermuten, dass die Gr�osse von �� dieprozentualen Abwei
hungen lei
ht beein
usst, d.h. je gr�osser �� ist, desto gr�osserwerden die Abwei
hungen �d0l und �d0u von d. Abgesehen von den prozentualenAbwei
hungen ist an den direkten Werten �d0l und �d0u deutli
h der Ein
uss von ��zu erkennen. Da, wie s
hon erw�ahnt, der Erwartungswert in die Bere
hnung desAbstandsmasses d eingeht, spiegelt si
h der grosse Wert �� = 100 in d, �d0l und �d0uin den Gruppen 2 und 4 wider. Daraus kann gefolgert werden, dass, je gr�osserder Erwartungswert ist, desto gr�osser wird das Abstandsmass d und desto eherwird das Poissonmodell aufgrund eines zu hohen Wertes �d0u abgelehnt.4.2.3 ZusammenfassungInsgesamt l�asst si
h feststellen, dass in jeder Gruppe der Datensatzumfang n einen ent-s
heidenden Ein
uss auf die Testergebnisse hat, denn w�ahrend die Abwei
hungen von�a0l und �a0u vom wahren Wert a bei PSen mit n = 25 im S
hnitt bei 40% liegen, ergebensi
h f�ur PSe mit n = 100 prozentuale Di�erenzen von nur 25%. Diese Beoba
htung giltglei
hermassen f�ur alle Gruppen. Analog dazu kann au
h bei den Kurven bez�ugli
h d0ein relevanter Ein
uss des Datenumfangs n in allen Gruppen festgestellt werden. Wei-terhin ergibt si
h, dass eine gr�ossere S
hwankungsbreite des Erwartungswertes bei denKurven bez�ugli
h a0 keinen relevanten Ein
uss hat, do
h bei den Kurven bez�ugli
hdes Abstandsmasses d0 eine tendenzielle Vers
hiebung na
h re
hts bewirkt. Aus derRe
htsvers
hiebung folgt dann eine Vergr�osserung der relevanten Werte �d0u, was zurKonsequenz hat, dass das Poissonmodell ni
ht akzeptiert werden kann und stattdessendas NB-Modell gew�ahlt werden muss. Bemerkenswert ist no
h, dass si
h zwis
hen denGruppen grosse Di�erenzen bez�ugli
h des Abstandsmasses d ergeben. W�ahrend si
hz.B. der Parameter a vom 1. zum 5. PS von a = 0:3 auf a = 0:63 nur verdoppelt, wirdd um etwa das 50-fa
he vergr�ossert. Dies h�angt aber mit dem si
h ebenfalls ver�andern-dem �� zusammen, das si
h von �� = 3 auf �� = 100 vergr�ossert, womit s
hliessli
h



116 Kapitel 4. Simulationsstudiegew�ahrleistet ist, dass der Signal-to-noise-Quotient in beiden Gruppen denselben WertSN = 1:25 annimmt. Eine �ahnli
he Ver�anderung kann zwis
hen den Gruppen 3 und4 festgestellt werden, bei denen si
h das a von 0.15 auf 0.24 ni
ht ganz verdoppelt,aber das Abstandsmass d si
h von im S
hnitt 3.3 auf 36 mehr als verzehnfa
ht. Esgilt also zusammenfassend, dass weder die Kurven bez�ugli
h a0 no
h die bez�ugli
h d0direkt vom Wert des SN-Quotienten beein
usst werden, aber die Kurven bez�ugli
h desAbstandsmasses d0 von der Wahl des gemittelten Erwartungswertes �� abh�angen.Zu der Frage, wann der Aufwand eines We
hsels vom Poisson- zum NB-Modell gere
ht-fertigt ist, l�asst si
h sagen, dass man bei der Betra
htung der p-Wert-Kurven bez�ugli
ha0 S
hwierigkeiten hat, die relevanten Werte �a0u f�ur die Akzeptanz des Poissonmodellszu beurteilen. Generell sind sol
he Kurven angebra
ht, die si
h f�ur die PSe mit n = 100ergeben, bei denen die Werte �a0l und �a0u nahe aneinander liegen. Denn w�uns
henswertsind sol
he Kurven, deren Berei
h zwis
hen �a0l und �a0u, in dem keine Aussagen �uber dieModellwahl getro�en werden k�onnen, so klein wie m�ogli
h ist. Es muss dann in jedemFall individuell ents
hieden werden, ob der Wert �a0u f�ur das Poissonmodell no
h akzep-tiert werden kann. Wegen der grossen Interpretationss
hwierigkeit des Dispersionspa-rameters a ist es sinnvoller, die Kurven bez�ugli
h des Abstandsmasses d zu betra
hten.Hier ergibt si
h in den Gruppen 1 und 3 ein no
h akzeptabler dur
hs
hnittli
her Wertvon �d0u = 4, so dass man f�ur alle PSe dieser Gruppen ein Poissonmodell tolerierenkann. Bei den Gruppen 2 und 4 dagegen ergibt si
h f�ur alle PSe ein so hoher Wert�d0l, dass nur ein NB-Modell vertretbar ist, denn ein hoher Wert �d0l ist glei
hbedeutenddamit, dass si
h die Varianz des NB-Modells stark von der Varianz des Poissonmodellsunters
heidet. Mit Abs
hnitt 3.3 Abbildung 3.5 kann dann gefolgert werden, dass biszu einer maximalen Akzeptanzgrenze �a0l = d�1( �d0l) die Hypothese K : a � a0 gegenH : a > a0 verworfen wird, womit man annimmt, dass a > a0 gilt, und somit dasNB-Modell zu w�ahlen ist.Abs
hliessend ist no
h zu bemerken, dass speziell beim 3. PS extreme Konvergenz-s
hwierigkeiten bei der Bere
hnung des S
h�atzers f�ur a auftraten, jedo
h konnten st�u
k-weise 20 Zufallsvektoren gefunden werden, f�ur die die Bere
hnung aller S
h�atzer inner-halb der vorgegebenen Iterationsgrenze konvergierte. F�ur den 3. PS wurden also ni
ht20 Zufallsvektoren auf einmal bere
hnet, wie im Programm "a0quer\ angegeben, son-dern es wurden jeweils einzeln Zufallsvektoren erzeugt, die S
h�atzungen dur
hgef�uhrt,und wenn die S
h�atzung speziell f�ur den Parameter a konvergierte, so wurde dieser Zu-fallsvektor f�ur die weiteren Bere
hnungen verwendet. Dieses Verfahren wurde solangedur
hgef�uhrt, bis 20 verwendbare Zufallsvektoren gegeben waren.



Kapitel 5AnwendungsbeispieleIn diesem letzten Kapitel wird s
hliessli
h der Berei
hstest, der im 3. Kapitel herge-leitet und im 4. Kapitel anhand einer Simulationsstudie getestet wurde, auf 2 kon-krete Datenbeispiele angewendet. Dazu werden einerseits Daten aus dem Berei
h derKfz-Versi
herung und andererseits Daten aus dem Berei
h der wirts
haftswissens
haft-li
hen Fors
hung untersu
ht. Zun�a
hst wird mittels einer explorativen Datenanalyseein Poissonmodell angepasst und ans
hliessend gezeigt, dass die Daten �Uberdispersionaufweisen. Zuletzt wird dann das NB-Modell auf die Daten angewendet und es wirddamit eine p-Wert-Kurve erstellt, wie sie im vorangegangenen Kapitel an der Simu-lationsstudie bes
hrieben wurde. Das Ziel ist letztli
h, anhand der p-Wert-Kurve die�Uberdispersion zu quanti�zieren und zu beurteilen, wel
hes Modell zur Datenanpas-sung gew�ahlt werden sollte.5.1 S
hwedis
he Kfz-Versi
herungDie zu untersu
henden Daten sind auf der Internetseitehttp : ==www:stats
i:org=data=general=motorins:txterh�altli
h und entstammen einer s
hwedis
hen Kfz-Haftpli
ht-Versi
herung aus demJahr 1977. Da in S
hweden alle Kfz-Versi
herungen dieselben Gr�ossen zur Klassi�-zierung ihrer Kunden verwenden, k�onnen ihre Portfolios und ihre S
hadensstatistikenmiteinander kombiniert werden. Die zugrundeliegenden Daten wurden dur
h ein s
hwe-dis
hes Komittee gebildet, deren Aufgabe es war, die Ein
ussgr�ossen auf die S
haden-anzahl zu identi�zieren und diese mit der Struktur des damals aktuellen Tarifs zuverglei
hen. 117



118 Kapitel 5. Anwendungsbeispiele5.1.1 Datenbes
hreibungDer Datensatz besteht aus den 6 Variablen Kilometer, Zone, Bonus, Automarke, An-zahl der Versi
herten und S
hadenanzahl. Die Gr�osse "Kilometer\ bes
hreibt, wievieleKilometer der Versi
herte im Dur
hs
hnitt j�ahrli
h zur�u
klegt und ist in 5 Kategorieneingeteilt, die si
h wie folgt ergeben:1 : < 1:000 km2 : 1:000 km� 15:000 km3 : 15:000 km� 20:000 km4 : 20:000 km� 25:000 km5 : > 25:000 kmDie Variable "Zone\ hat 7 Auspr�agungen, die den geographis
hen Aufenthaltsort desVersi
herten angeben:1: Sto
kholm, G�oteborg, Malm�o mit Umland2: Weitere Grossst�adte mit Umland3: Kleinere St�adte mit Umland im S�uden S
hwedens4: L�andli
he Gebiete im S�uden S
hwedens5: Kleinere St�adte mit Umland im Norden S
hwedens6: L�andli
he Gebiete im Norden S
hwedens7: GotlandDie Variable "Bonus\ enth�alt 7 Kategorien und entspri
ht der Anzahl der Versi
he-rungsjahre plus 1 seit dem letzten S
haden. S
hliessli
h gibt die Gr�osse "Automarke\in 9 vers
hiedenen Kategorien die untersu
hten Automarken an, wobei in den Klassen1-8 die g�angigsten 8 Automodelle enthalten sind, w�ahrend alle anderen Automarken inder Klasse 9 zusammengefasst sind. Es bleibt die Variable "Versi
herte\, die die Anzahlder Versi
herten in einem Versi
herungsjahr pro Merkmalskombination angibt. DieseGr�osse wird als "o�set\ verwendet werden, auf den sp�ater no
h genauer eingegangenwird. Den Response bildet die "S
hadenanzahl\, die nun mittels der bes
hriebenenKovariablen erkl�art werden soll. Die Daten liegen in aggregierter Form vor, d.h. alleKovariablenkombinationen treten h�o
hstens einmal auf, woraus si
h eine L�ange desDatensatzes von 2182 ergibt. Damit wird die S
hadenanzahl ni
ht bez�ugli
h einzelnerIndividuen, sondern bez�ugli
h einer Gruppe von Versi
herungsnehmern mit identis
henMerkmalen modelliert. Es kann allerdings vorkommen, dass die Gr�osse der einzelnen



5.1. S
hwedis
he Kfz-Versi
herung 119Gruppen sehr unters
hiedli
h ist, weshalb man die Anzahl der Versi
herten innerhalbeiner Gruppe als Gewi
htung verwendet, um die Gruppen der vers
hiedenen Merk-malskombinationen miteinander verglei
hbar zu ma
hen. Bevor nun dieser Datensatzn�aher untersu
ht wird, soll zun�a
hst seine �aussere Struktur betra
htet werden, um ihnin eine Gruppe der Parameters�atze aus der Simulationsstudie einordnen zu k�onnen.Aus der Spalte "S
hadenanzahl\ der Kfz-Daten geht hervor, dass die S
hadenanzah-len zwis
hen 0 und Werten �uber 3000 variieren. Die dur
hs
hnittli
he S
hadenanzahlbetr�agt in etwa 52, so dass man von einem gemittelten Erwartungswert �� = 52 aus-gehen kann. Zusammen mit dem im na
hfolgend erl�auterten Modell (5.2) ges
h�atztenDispersionsparameter a ergibt si
h weiter f�ur diese Daten ein Signal-to-noise-Quotientvon 5.95. Wegen des relativ grossen SN-Quotienten sollte man den Verglei
h mit denParameters�atzen auf die Gruppen 3 und 4 bes
hr�anken, die einen SN-Quotienten von2 aufweisen. Die Datenl�ange ist zwar mit n = 2182 sehr viel h�oher als die maximaleL�ange n = 100 der Parameters�atze der Simulationsstudie, trotzdem ist dieses Beispielam besten mit denjenigen Parameters�atzen verglei
hbar, deren Datenl�ange n = 100ist, deren mittlerer Erwartungswert �� = 100 betr�agt (Gruppe 4) und die eine grosseS
hwankungsbreite des Erwartungswertes aufweisen (Parametersatz 16). Bei der Be-tra
htung der Powerfunktionen in Abs
hnitt 4.1 ergab si
h f�ur diesen Parametersatz einwenig liberaler Test, so dass au
h hier (vor allem wegen der extrem grossen Datenl�ange)bei der Dur
hf�uhrung des Berei
hstests ein �-level-Test zu erwarten ist.5.1.2 Explorative Datenanalyse der Kfz-DatenMit Hilfe der explorativen Datenanalyse soll nun versu
ht werden, einen ersten �Uber-bli
k �uber die Daten zu erhalten und ein m�ogli
hes Modell zu erstellen. Dazu werdenzun�a
hst die Kovariablen jeweils gegen die zu untersu
hende Gr�osse "S
hadenanzahl\,die im folgenden mit S abgek�urzt wird, abgetragen. Allerdings ist zu bea
hten, dassaus bereits angespro
henen Gr�unden die S
hadenanzahl no
h mit der Anzahl der Ver-si
herten (V ) gewi
htet wird, woraus si
h die Gr�osse der S
hadenh�au�gkeitSH = S
hadenanzahlAnzahl Versi
herte = SVergibt. Es wird also zun�a
hst ein Poissonmodell mit der log-link-Funktion an die Datenangepasst, wobei die Variable "Versi
herte\ als Gewi
htung fungiert. Na
h Abs
hnitt2.2.5 gilt dann:



120 Kapitel 5. AnwendungsbeispieleSi = S
hadenanzahl � Poi(�i); i = 1; ::; 2128 mit�i = Vi exp(xti�) = exp(ln(Vi)| {z }o�set +xti�) bzw. ln(�i) = ln(Vi) + xti�:L�ost man diese Glei
hung na
h xti� auf, so erh�alt man ln��iVi� = xti�, d.h. dass si
hdie logarithmierte S
hadenh�au�gkeit linear zu den Kovariablen verh�alt, weshalb in denfolgenden Abbildungen 5.1 auf der x-A
hse die einzelnen Kovariablen und auf der y-A
hse die logarithmierte S
hadenh�au�gkeit lnSH = ln SV abgetragen sind. An der Gra-
x

x

x x

x

Kilometer

lo
g(

S
ch

ad
en

ha
eu

fig
ke

it)

-2
.9

-2
.7

-2
.5

1 2 3 4 5

x

x

x x

x

Kilometer

Kilometer

x

x

x

x
x

x

x

Zone

lo
g(

S
ch

ad
en

ha
eu

fig
ke

it)

-3
.0

-2
.6

-2
.2

1 2 3 4 5 6 7

x

x

x

x
x

x

x

Zone

Zone

x

x

x x

x x

x

Bonus

lo
g(

S
ch

ad
en

ha
eu

fig
ke

it)

-3
.4

-3
.0

-2
.6

-2
.2

1 2 3 4 5 6 7

x

x

x x

x x

x

Bonus

Bonus

x
x

x

x

x

x

x

x x

Automarke

lo
g(

S
ch

ad
en

ha
eu

fig
ke

it)

-3
.4

-3
.0

-2
.6

1 2 3 4 5 6 7 8 9

x
x

x

x

x

x

x

x x

Automarke

AutomarkeAbbildung 5.1: Explorative Datenanalyse der Kfz-Datenphik f�ur die Variable "Kilometer\ ist deutli
h zu erkennen, dass Versi
herungsnehmer-gruppen, die j�ahrli
h grosse Kilometerstre
ken zur�u
klegen (Kategorie 5), eine h�oheredur
hs
hnittli
he S
hadenh�au�gkeit aufweisen als diejenigen Gruppen, die nur wenigeKilometer j�ahrli
h fahren (Kategorien 1 und 2). �Ahnli
h dazu kann an der Graphik f�urdie Variable "Zone\ festgestellt werden, dass in Grossst�adten (Kategorie 1 und 2) eineh�ohere S
hadenh�au�gkeit vorliegt als in Kleinst�adten (Kategorien 3 und 5) bzw. l�and-li
hen Gebieten (Kategorien 4 und 6). Anhand der Graphik f�ur die Gr�osse "Bonus\ ist
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h der negative lineare Zusammenhang zwis
hen s
hadenfreien Jahren und S
ha-denh�au�gkeit zu erkennen, der der Struktur der Beitragserm�assigung entspri
ht, d.h.je mehr s
hadenfreie Jahre der Versi
herungsnehmer vorzuweisen hat, desto geringerist die S
hadenh�au�gkeit und umso h�oher f�allt f�ur ihn der Bonus aus. In der Abbildungf�ur die Variable "Automarke\ f�allt besonders die Kategorie 4 dur
h eine extrem kleineS
hadenh�au�gkeit im Verglei
h zu den anderen Kategorien auf. Es ist bekannt, dassdie Klasse 4 die Automarke VW 1200 enth�alt, da deren Produktion kurz na
h 1977eingestellt wurde. Die anderen Kategorien wurden ni
ht identi�ziert, da sie sonst dieVerkaufsstatistiken der untersu
hten Automarken beein
usst h�atten. Ansonsten l�asstsi
h dieser Graphik entnehmen, dass o�ensi
htli
h die Automarke einen wesentli
henEin
uss auf die S
hadenh�au�gkeit hat, denn abgesehen von der Kategorie 4 unters
hei-den si
h die Werte der S
hadenh�au�gkeiten aus beispielsweise den Kategorien 2 und 6relevant.5.1.3 Poissonregression der Kfz-DatenDa die vier betra
hteten Kovariablen "Kilometer\, "Zone\, "Bonus\ und "Automarke\o�ensi
htli
h alle einen Ein
uss auf die Zielvariable S
hadenanzahl S aus�uben, werdensie alle in das zu bildende Poissonmodell aufgenommen. Aus der Abbildung 5.1 gehthervor, dass die Variablen "Kilometer\, "Zone\ und "Bonus\ einen relativ linearenVerlauf zeigen, wodur
h die M�ogli
hkeit besteht, diese ni
ht als kategorielle Variablen,sondern als metris
h zu betra
hten. Desweiteren k�onnen Interaktionen vorhanden sein,d.h. Zusammenh�ange zwis
hen den vers
hiedenen Kovariablen. Das Modell, das wieeben bes
hrieben, alle Variablen (bis auf "Automarke\) metris
h verwendet, und au
hInteraktionen ber�u
ksi
htigt, liefert allerdings eine extrem s
hle
hte Anpassung, wes-halb hier auf ein Poissonmodell, das alle Kovariablen als kategorielle Variablen enth�alt,zur�u
kgegri�en wird. Es werden au
h weiter keine Interaktionen betra
htet, da sie zueinem hohen Verlust an Freiheitsgraden f�uhren, der in keiner Relation zur verbessertenAnpassung dur
h die Verwendung von Interaktionen steht. Damit ergibt si
h s
hliess-li
h das folgende Modell, das in Splus bere
hnet wird:insuran
epoi_glm(S~offset(log(Versi
herte))+kilometerf+zonef+bonusf+automarkef,family=poisson,link=log,x=T); (5.1)wobei zu erw�ahnen ist, dass die Kovariablen kilometerf, zonef, bonusf und automarkefdie vorher bes
hriebenen Variablen darstellen, allerdings als Faktor, d.h. als kategorielle
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ients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) -1.812840 0.013755 -131.795 < 2e-16 ***kilometerf2 0.212586 0.007523 28.259 < 2e-16 ***kilometerf3 0.320226 0.008660 36.979 < 2e-16 ***kilometerf4 0.404657 0.012050 33.581 < 2e-16 ***kilometerf5 0.575955 0.012826 44.906 < 2e-16 ***zonef2 -0.238168 0.009494 -25.085 < 2e-16 ***zonef3 -0.386395 0.009669 -39.964 < 2e-16 ***zonef4 -0.581902 0.008653 -67.252 < 2e-16 ***zonef5 -0.326128 0.014526 -22.451 < 2e-16 ***zonef6 -0.526234 0.011874 -44.317 < 2e-16 ***zonef7 -0.730935 0.040474 -18.059 < 2e-16 ***bonusf2 -0.478993 0.012092 -39.614 < 2e-16 ***bonusf3 -0.693172 0.013505 -51.325 < 2e-16 ***bonusf4 -0.827397 0.014580 -56.748 < 2e-16 ***bonusf5 -0.925632 0.013965 -66.284 < 2e-16 ***bonusf6 -0.993457 0.011627 -85.445 < 2e-16 ***bonusf7 -1.327406 0.008683 -152.867 < 2e-16 ***automarkef2 0.076245 0.021230 3.591 0.000329 ***automarkef3 -0.247407 0.025056 -9.874 < 2e-16 ***automarkef4 -0.653523 0.024171 -27.037 < 2e-16 ***automarkef5 0.154924 0.020225 7.660 1.86e-14 ***automarkef6 -0.335581 0.017371 -19.318 < 2e-16 ***automarkef7 -0.055939 0.023325 -2.398 0.016473 *automarkef8 -0.043921 0.031533 -1.393 0.163666automarkef9 -0.068054 0.009954 -6.837 8.11e-12 ***---Signif. 
odes: 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)Null devian
e: 34070.6 on 2181 degrees of freedomResidual devian
e: 2966.1 on 2157 degrees of freedomTabelle 5.1: summary-Tabelle des Poissonmodells (5.1) der Kfz-Daten
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herung 123Variable kodiert. L�asst man si
h dann das "summary\ dieses Modells ausgeben, soerh�alt man die in Tabelle 5.1 unter der Spalte "value\ angegebenen Ergebnisse f�urdie S
h�atzungen der einzelnen Regressionsparameter. Aus dieser Tabelle geht hervor,dass alle dur
h die Faktorisierung entstandenen 25 Kovariablen ho
h signi�kant sind,da sie (bis auf die vorletzte Kategorie 8 in Automarke) einen extrem kleinen p-Wertaufweisen. Dies bedeutet, dass f�ur jedes j = 1; ::; 25 der Test Hj : �j = 0 gegenKj : �j 6= 0 die Hypothese zu einem Signi�kanzniveau von � = 0:001 und kleinerverworfen werden kann, womit die statistis
he Signi�kanz der zu �j geh�orenden Kova-riable bewiesen ist. Aus der Tabelle kann ebenfalls abgelesen werden, dass die Devianzmit 2966,1 gr�osser als die Anzahl der Freiheitsgrade (2157) ist, was ein Zei
hen f�ur�Uberdispersion sein k�onnte. Bevor man aber davon ausgehen kann, dass �Uberdisper-sion vorliegt, m�ussen zun�a
hst no
h die Residuen und die Linkspezi�kation �uberpr�uftwerden, um auszus
hliessen, dass sie die mangelnde Anpassung verursa
hen. Es wurdebereits in Abs
hnitt 2.2.9 angespro
hen, dass es f�ur Z�ahldaten kein Residuum gibt, dasden gew�uns
hten Eigens
haften wie Erwartungswert 0, konstante Varianz und sym-metris
he Verteilung um den Erwartungswert glei
hzeitig entspri
ht. In M
Cullagh &Nelder (1989, S. 39) [15℄ wird daher f�ur die Residuenanalyse die Betra
htung der De-vianzresiduen empfohlen, da sie am besten mit standard-normalverteilten Residuenverglei
hbar sind, die die obigen Eigens
haften erf�ullen. F�ur die Residuenanalyse sindin der Abbildung 5.2 vier vers
hiedene Graphiken dargestellt. Die linke obere Graphikzeigt die Devianzresiduen rDi (siehe Abs
hnitt 2.2.9) f�ur alle Merkmalskombinationeni = 1; ::; 2182. Es wird daran deutli
h, dass die Residuen wie gew�uns
ht zuf�allig um 0streuen. In der oberen re
hten Graphik sind die Devianzresiduen gegen den ges
h�atztenErwartungswert der S
hadenanzahl abgetragen. Hieran l�asst si
h ebenfalls erkennen,dass die Residuen zuf�allig um 0 streuen, ohne eine erkennbare Form aufzuweisen, die dieAbh�angigkeit der Residuen von der S
hadenanzahl bedeuten w�urde. Aus beiden obe-ren Graphiken geht weiter hervor, dass alle S
hadenanzahlen mit einer betragsm�assigmaximalen Abwei
hung von 6 ges
h�atzt werden, do
h ist au��allig, dass die meistenResiduen in einem Band von �2 bis 2 enthalten sind (siehe linke obere Graphik). An-gesi
hts einer S
hadenanzahl bis zu �uber 3000 spre
hen diese kleinen Residuenwerte f�ureine relativ gute Anpassung. Da si
h die Graphiken der einzelnen Kovariablen gegendie Residuen kaum unters
heiden, ist hier in der unteren linken Graphik stellvertre-tend f�ur alle anderen Variablen die Graphik der Devianzresiduen gegen die Kovariable"Kilometer\ abgebildet. Aus ihr kann abgelesen werden, dass wie s
hon angespro
hen,die Residuen einen maximalen Wert von 6 annehmen. Die letzte Graphik zeigt einen
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Abbildung 5.2: Devianzresiduen des Poissonmodells (5.1) der Kfz-Datensogenannten Q-Q-Plot, der angibt, inwiefern si
h die Residuen na
h der erw�uns
htenNormalverteilung verhalten. Liegen die Residuen vollst�andig auf der als dur
hgezogeneLinie eingezei
hneten Winkelhalbierenden, so liegt eine Normalverteilung der Residu-en vor. Die hier eingetragenen Devianzresiduen weisen f�ur mittlere Werte ann�aherndeine Normalverteilung auf, w�ahrend f�ur sehr kleine (< �3) und grosse Residuen (> 3)eine starke Abwei
hung von der Winkelhalbierenden erkennbar ist. Na
h Fahrmeir &K�unstler (1999, S. 94) [6℄ kann daraus gefolgert werden, dass die Residuen zwar einesymmetris
he Verteilung haben, die aber im Verglei
h zur Normalverteilung di
kereEnden links und re
hts aufweist. Insgesamt l�asst si
h aus der Residuenanalyse s
hlies-sen, dass die Gesamtanpassung des Poissonmodells zwar ni
ht optimal ist, aber au
hni
ht so s
hle
ht, als dass sie ni
ht akzeptiert werden k�onnte. Als n�a
hstes wird nun dieWahl der Linkfunktion untersu
ht. Dazu ist in Abbildung 5.3 in der oberen Graphikdie S
hadenanzahl gegen den S
h�atzer des linearen Pr�adiktors abgetragen. Da f�ur dasPoissonmodell die log-link-Funktion gew�ahlt wurde (2.9), bedeutet dies, dass die S
ha-denanzahl nun zuf�allig um die Exponentialfunktion streuen sollte, was augens
heinli
h
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Abbildung 5.3: Linkspezi�kation im Poissonmodell der Kfz-Datender Fall ist. Allerdings l�asst si
h generell ein linearer Zusammenhang graphis
h lei
htererkennen, weshalb in der unteren Graphik die S
hadenanzahlen gegen den ges
h�atztenErwartungswert der S
hadenanzahl abgetragen sind, d.h. statt des ges
h�atzten linea-ren Pr�adiktors xti b� werden die exponentiellen Werte exp(xti b�) verwendet, die geradeden ges
h�atzten Erwartungswert ergeben. Da o�ensi
htli
h alle Punkte im Rahmen derstatistis
hen Ungenauigkeit auf der Winkelhalbierenden liegen (dur
hgezogene Linie),ist na
hgewiesen, dass der ges
h�atzte Erwartungswert den S
hadenanzahlen entspri
ht,woraus gefolgert werden kann, dass die Spezi�zierung der Linkfunktion dur
h den Lo-garithmus geeignet ist. Zuletzt wird nun versu
ht, ein m�ogli
hes Vorhandensein von�Uberdispersion graphis
h darzustellen. Dazu werden in der folgenden Abbildung 5.4die ges
h�atzten Erwartungswerte exp(xti b�) auf der x-A
hse gegen die ges
h�atzten Va-rianzen auf der y-A
hse abgetragen. Als S
h�atzer der Varianzen werden hier die qua-drierten Rohresiduen (y� b�i)2 verwendet. Da im Poissonmodell na
h Voraussetzung dieGlei
hung E(Yi) = V ar(Yi); i = 1; ::; n gilt, sollten alle Werte in der Graphik auf derWinkelhalbierenden (dur
hgezogene Linie) liegen. Allerdings ist der Graphik eine Ver-



126 Kapitel 5. Anwendungsbeispiele
••• •••••

•

••• ••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••• •• •••
•

••• •• ••• •••• ••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••• •• ••• •••• •• ••• •••• •••••

•

•••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••• •• •••
•••• •• •••

•

••• •• •••

•

••• •••••
•

•••••••• ••••••••• •••••••• •••• •• ••• •••• ••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• •••••••••
•

••• •••••
•

•••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••• •••••••••••••••••••••••••••••••••• • •••••••

•

•••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••••
•

•••• ••••

•

••• •••••

•

•••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••• ••••
•••• •• •••

•
•••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••
••• •••• •

•
•• •• ••• •••••• ••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••• •••• ••••• • ••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• •••••••• ••••••••• ••••• •••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• ••••• •••• •••••• •••••••••••••••••••••••••••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• •••••••• •••••••••

•

•
•
•

• •••• •••••••••
•

•••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••• •••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••• ••••
•

•••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••• • •••
•

••••••• ••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••• ••• •••••••••••••••••••••••••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••• •••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• •••••••• •••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• ••••• ••••

•

••••••••••••••••••••••••••••••••••••• ••••••• ••••••••• ••••••• •••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••••••••••••••••••••••••••• ••••••••• •••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• •••••••• •••••••• •••••••• •••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••• ••• • •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• ••••••••• •••••••• •••••••• ••••••••• •••••••••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••••••••••••••••••

geschaetzter Erwartungswert von S

ge
sc

ha
et

zt
e 

V
ar

ia
nz

 v
on

 S

0 1000 2000 3000

0
20

00
0

60
00

0

•

•• •••••••• •••••

•

••••••••
•

•••••••• ••••••••• ••••••••• •
••• •• •••

•

•

•• •• •••

•

••• •••••
•

••••••••

•

•••••••• •••••••••
••••••••

••
•• •• ••• ••

•• •• •••
•

••• •••••••••••••

•

•••••••• ••••••••• ••••••••• •••• •• •••

•

•

••

•

• ••• ••• •• ••• ••• •••••

•

••••••••

•

•••••••• •••••••• •••• •• ••• •••• ••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• •••••••••

•
••••••••

•

••• •••••

•

••••••••

•

••••••••
•

•••••• ••••••••• ••••••••• ••
•••••••

•

•••••• ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• • •••••••• ••••••••
•

•••••••• ••••••••• •••••••••

•

••••••••

•

•

••• ••••

•

••• •••••

•

••••••••

•

••••••••
•

•••••••• •••••••••
•

•••••••• •

•

••• ••••

•

•
•• •• •••

•

•••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •

•

••• •••• •

•

•• •• ••• ••
•••• •••

••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••• •••• •

•

•••

•

•••

•

•••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• •••••••• ••••••••• ••••• •••• ••••••••• ••••••••• •••••••••
•

•••••••• •••••••• •••••••••
•

•••• •••• ••••••• •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• •••••••••

•

••••••••
•

•••••••• •••••••• ••••••••• •••
•
•••••

•

•

•

• •••• •••••••••

•

••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••••

•

•••• ••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••••

•

•
••• ••••

•

•••••••• •••••••••
•

••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••••

•
•

•••
•
•

••

•

••••••• •••••• •••••••• •••••••• ••••••••• •••••••••
•••••••• ••••••••• •••••••• ••••••• ••••••• ••••••••• ••••••••• ••••• ••••

•

••••••••••••••••••••••••••••••••••••• •••••••••

•

••••••• ••••••• •••••• •••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• •••••••• ••••••••• •••••••• •••••••••
•

•••••••• ••••••••
•

•••••••• •••••••
•

•••••••• •••••••• ••••••••
•

•••••••• ••••••••
•

•••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••
•

• ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• ••••••• ••••••••• ••••••••• ••••••••• •••••••• ••••••••• •••••••• •••••••••
•

••••••••••••••••••••••••••••••••••••• ••••••• •••••••• •••••••• ••••••••
•

•••••••• ••••••••• •••••••• ••••••• •••••••• •••••••••
•

••••••• •••••••• •••••••••
•

•••••••
•

•••••• ••••••• •••••••• ••••••••• •••••••• •
•

••••••• ••••••••
•

•••••• ••••••••
••••••••• ••••••••• ••••••••• ••••• ••• •

•

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• •••••••••
•

•••••••• ••••••• •••••••• ••••••••••••••• •••••••• ••••••••

•

••••••••••••••••••••••••

geschaetzter Erwartungswert von S

ge
sc

ha
et

zt
e 

V
ar

ia
nz

 v
on

 S

0 1000 2000 3000

0
20

00
60

00
10

00
0

Abbildung 5.4: �Uberdispersion im Poissonmodell der Kfz-Daten
letzung der Modellannahme zu entnehmen, denn die mit dem Befehl "lowess\ in Spluserzeugte Gl�attungsfunktion der einzelnen Werte (hier mit einer gestri
helten Linie ge-kennzei
hnet) liegt deutli
h oberhalb der Winkelhalbierenden. Dies bedeutet, dass imMittel die Varianzen der einzelnen Beoba
htungsgruppen die ges
h�atzten Erwartungs-werte �ubersteigen und somit ein Hinweis f�ur �Uberdispersion vorliegt. Diese Tatsa
hewird no
h einmal in der unteren Graphik verdeutli
ht, bei der alle Beoba
htungsgrup-pen, deren ges
h�atzte Varianzen 10.000 �ubersteigen, verna
hl�assigt werden. Hierdur
hwird eine Vergr�osserung des Massstabes im Berei
h 0-10.000 errei
ht. Aufgrund derTatsa
hen, dass im "summary\ eine Di�erenz zwis
hen Devianz und Anzahl der Frei-heitsgrade auftrat, was f�ur eine ni
ht optimale Anpassung spri
ht, das Verhalten derResiduen ni
ht ganz optimal war und nun in der Abbildung 5.4 der Varianzfunktionein Hinweis auf �Uberdispersion zu erkennen war, werden im folgenden die zu untersu-
henden Daten mittels der Negativ-Binomial-Regression modelliert.



5.1. S
hwedis
he Kfz-Versi
herung 1275.1.4 NB-Regression und p-Wert-Kurven der Kfz-DatenUm den Verglei
h zum Poissonmodell zu gew�ahrleisten, wird nun dasselbe Modell wiebei der Poissonregression mit allen Haupte�ekten ohne Interaktionen mit der NB-Verteilung modelliert. Damit ergibt si
h in Splus das Modellinsuran
enb_glm.nb(S~offset(log(Versi
herte))+kilometerf+zonef+bonusf+automarkef,link=log,x=T): (5.2)Im dazugeh�origen "summary\ (Tabelle 5.2) sind dann die ges
h�atzten Werte der Re-gressionsparameter �j; j = 1; ::; 25 unter der Spalte "value\ eingetragen. Die statisti-s
he Signi�kanz aller Kovariablen bleibt wie im Poissonmodell erhalten, da na
h wievor alle p-Werte < 0:05 sind (bis auf Automarke 8). Die Devianz ist nun von 2966im Poissonmodell auf 2231 gesunken, woraus ges
hlossen werden kann, dass das NB-Modell eine bessere Anpassung liefert als bisher mit dem Poissonmodell errei
ht werdenkonnte. Dies best�atigt si
h au
h bei der Betra
htung der Residuen f�ur das NB-Modell.Es werden wieder dieselben Graphiken dargestellt, wie sie bei der Erstellung des
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Abbildung 5.5: Devianzresiduen des NB-Modells (5.2) der Kfz-Daten



128 Kapitel 5. AnwendungsbeispieleCoeffi
ients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) -1.78219839 0.02372733 -75.111614 0kilometerf2 0.18856823 0.01502698 12.548642 0kilometerf3 0.27537027 0.01617412 17.025359 0kilometerf4 0.35211554 0.01928738 18.256263 0kilometerf5 0.51678723 0.02005369 25.770180 0zonef2 -0.22424254 0.01788669 -12.536838 0zonef3 -0.38285860 0.01803328 -21.230669 0zonef4 -0.55590741 0.01696209 -32.773511 0zonef5 -0.33855491 0.02252520 -15.030053 0zonef6 -0.52249743 0.01998301 -26.147080 0zonef7 -0.73067681 0.04622826 -15.805847 0bonusf2 -0.44284018 0.02134377 -20.747979 0bonusf3 -0.68053311 0.02238521 -30.401018 0bonusf4 -0.82037411 0.02309783 -35.517366 0bonusf5 -0.91903955 0.02237480 -41.074755 0bonusf6 -0.99315080 0.02029865 -48.926931 0bonusf7 -1.32594264 0.01768959 -74.956114 0automarkef2 0.06726367 0.02559771 2.627723 0.008595848automarkef3 -0.23520926 0.02943322 -7.991287 1.332268e-15automarkef4 -0.68356843 0.02931592 -23.317311 0automarkef5 0.15226372 0.02450209 6.214316 5.15487e-10automarkef6 -0.36330053 0.02209394 -16.443445 0automarkef7 -0.07909344 0.02768327 -2.857085 0.004275513automarkef8 -0.04117853 0.03516840 -1.170896 0.2416406automarkef9 -0.09024748 0.01566068 -5.762679 8.278916e-09(Dispersion Parameter for Negative Binomial family taken to be 1 )Null Devian
e: 11603.73 on 2181 degrees of freedomResidual Devian
e: 2231.168 on 2157 degrees of freedomNumber of Fisher S
oring Iterations: 1Theta: 111.05799Std. Err.: 14.892982 x log-likelihood: 1100220.48205Tabelle 5.2: summary-Tabelle des NB-Modells (5.2) der Kfz-Daten



5.1. S
hwedis
he Kfz-Versi
herung 129Poissonmodells s
hon bes
hrieben wurden. In den ersten 3 Abbildungen ist zu erkennen,dass weiterhin eine glei
hm�assige Streuung um 0 vorliegt, aber die betragsm�assig ma-ximale Abwei
hung ist nun von 6 auf 4 gesunken. Die letzte Graphik re
hts unten zeigtdeutli
h die verbesserte Anpassung der Daten dur
h das NB-Modell, da die Devianzre-siduen dort fast alle auf der Winkelhalbierenden liegen und somit eine Normalverteilungder Residuen angenommen werden kann. Das "summary\ liefert nun zus�atzli
h no
hden ges
h�atzen Dispersionsparameter "theta\, der na
h (3.23) dem Bru
h 1ba entspri
ht.Damit ergibt si
h ein ges
h�atzter Dispersionsparameter ba von 0.009, der angesi
hts derTatsa
he, dass ein a = 0 zu einem Poissonmodell ohne �Uberdispersion f�uhrt, eine rela-tiv geringe �Uberdispersion in den Daten vermuten l�asst. Do
h au
h hier sei angemerkt,dass der Wert des Dispersionsparameters allein S
hwierigkeiten bereitet, den Grad der�Uberdispersion zu quanti�zieren. Um dies zu verdeutli
hen sind in der Abbildung 5.6die beiden p-Wert-Kurven bez�ugli
h des Dispersionsparameters a0 und des Abstands-masses d0 abgebildet. Zus�atzli
h zu den Kurven sind die Levels bP = 0:05 und bP = 0:95
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Abbildung 5.6: p-Wert-Funktionen f�ur s
hwedis
he Kfz-Daten



130 Kapitel 5. Anwendungsbeispielemit einer horizontalen gestri
helten Linie eingezei
hnet. Die p-Wert-Kurven werden al-so zu einem Signi�kanzniveau von � = 0:05 betra
htet, wobei zu bemerken ist, dass mitder Anwendung der neuen Testvors
hrift (4.1), die in Kapitel 4 eingef�uhrt wurde, dieErgebnisse wie f�ur ein Signi�kanzniveau von � = 0:1 zu interpretieren sind. Die obe-re Kurve in Abbidung 5.6 gibt einem die Akzeptanzgrenze f�ur das Poissonmodell vona0u = 0:0094 an, die, wie s
hon angespro
hen, so gering ers
heint, dass man dazu ge-neigt ist, das Poissonmodell zu akzeptieren. Betra
htet man dagegen die untere Kurvebez�ugli
h des Abstandsmasses d0, so erh�alt man eine Akzeptanzgrenze f�ur das Poisson-modell von d0u = 33:2. Dieser hohe Wert von d0u bedeutet aber wegen (3.27), dass diemaximale ges
h�atzte Varianz des NB-Modells das 33.2-fa
he der ges
h�atzten Varianzdes Poissonmodells betr�agt. Eine sol
h grosse Abwei
hung in den maximalen Varianzenist ni
ht zu akzeptieren, weshalb unter Betra
htung der p-Wert-Kurven bez�ugli
h d0gefolgert werden muss, dass das Poissonmodell ni
ht zu re
htfertigen ist. Wie s
honin der Simulationsstudie zu sehen war, haben die extrem unters
hiedli
hen Aussagender Kurven bez�ugli
h a0 und d0 ihre Ursa
he in den grossen Werten der ges
h�atztenErwartungswerte der S
hadenanzahlen (hier bis �uber 3000), die in der Abbildung 5.7no
h einmal dargestellt sind. Da der maximale Wert des ges
h�atzten Erwartungswer-
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Abbildung 5.7: ges
h�atzter Erwartungswert f�ur S im NB-Modell (5.2)tes maxifb�ig in die Bere
hnung des Abstandsmasses na
h (3.28) dur
h die Formeld0u = 1 + a0umaxifb�ig ein
iesst, f�uhrt dies trotz eines sehr kleinen a0u's zu einemextrem grossen Wert d0u, der eine Re
htfertigung des Poissonmodells ni
ht zul�asst. In



5.1. S
hwedis
he Kfz-Versi
herung 131der Abbildung 5.7 ist allerdings zu erkennen, dass die S
hwankungsbreite des Erwar-tungswertes sehr ho
h ist (von fast 0 bis �uber 3000) und dass die einzelnen Werte b�iim Mittel sehr viel kleiner als der maximale Wert maxifb�ig sind. Weiterhin sind in derGraphik drei horizontale Linien eingezei
hnet, die das 75%-, das 90%- und das 95%-Quantil angeben. Daran l�asst si
h ablesen, dass 90% der ges
h�atzten Erwartungswerteni
ht �uber einen Wert von 87 hinausgehen und 95% der b�i's zwis
hen 0 und 238 liegen.Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die bisher angegebene Abstandsmassfunktion lei
htzu ver�andern, indem nun ni
ht mehr der maximale Erwartungswert der gesamten Da-ten betra
htet wird, sondern man s
hr�ankt si
h auf einen Teilbestand der Daten ein.Dazu wird in der De�nition der Abstandsmassfunktion statt des maximalen ges
h�atz-ten Erwartungswertes z.B. das 90%- Quantil eingesetzt. Daraus ergibt si
h die neueAbstandsmassfunktion dQuantil0 = 1 + a0b�Quantil: (5.3)Mit der Verwendung dieser Abstandsmassfunktion �andern si
h die Ergebnisse der p-Wert-Kurven drastis
h, da der Wert des Erwartungswertes in der Abstandsmassfunk-tion si
h vom maximalen Wert 3429 auf nur 87.3 bei Verwendung des 90% -Quantilsund auf 238 bei Verwendung des 95%-Quantils verringert. In der Abbildung 5.8 sinds
hliessli
h die p-Wert-Kurven bez�ugli
h dieses neuen Abstandsmasses f�ur die 90%-und 95%- Quantile abgebildet. Aus der oberen Graphik geht hervor, dass nun eineAkzeptanzgrenze f�ur das Poissonmodell von nur d0u = 1:82 vorliegt. Dieser Wert be-deutet, dass die ges
h�atzte Abwei
hung in den Varianzen zwis
hen dem Poisson- unddem NB-Modell f�ur 90% der Daten ni
ht gr�osser als 1.82 wird, d.h. f�ur 90% der Da-ten ist die Varianz des NB-Modell nur 1.82 mal so gross wie die des Poissonmodells.Bei der unteren Kurve ergibt si
h s
hon ein etwas gr�osseres d0u von 3.24. M�o
hte manalso die Betra
htung von 95% der Daten eins
hliessen, so muss eine 3.24-fa
he Vari-anz des NB-Modells gegen�uber der des Poissonmodells akzeptiert werden, was geradeno
h angenommen werden kann. In beiden F�allen f�uhrt also die Betra
htung der Ab-wei
hung in den Varianzen f�ur einen Teilbestand der Daten (siehe (5.3)) in diesemBeispiel zu einer Annahme des Poissonmodells. An diesem Beispiel wird deutli
h, dassdie Betra
htung des Dispersionsparameters a allein ni
ht ausrei
ht, um zu ents
heiden,ob das Poisson- oder das NB-Modell gew�ahlt werden sollte, da die Werte von a ni
htbez�ugli
h der Quanti�zierung von �Uberdispersion interpretiert werden k�onnen. Viel-mehr sollten die Kurven bez�ugli
h des Abstandsmasses d betra
htet werden, aus denenkonkrete Werte d0u abgelesen werden k�onnen, die eine einfa
he Interpretation zulassen.
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p-Wert-Kurve bzgl. d0quantil mit 90%-Quantil
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Abbildung 5.8: p-Wert-Funktionen mit neuer Abstandsmassfunktion dQuanitl0Dieses Beispiel zeigt weiter, dass aufgrund von grossen ges
h�atzten Erwartungswertendie Kurve bez�ugli
h des Abstandsmasses d zu anderen Ergebnissen f�uhrt, als zun�a
hstdie Kurve bez�ugli
h a vermuten l�asst. Verwendet man als Abstandsmass die maxi-male Abwei
hung in den Varianzen unter Ber�u
ksi
htigung der gesamten Daten, sof�uhrt dies in diesem Beispiel zur deutli
hen Ablehnung des Poissonmodells. Do
h mussvor allem bei Daten, die grosse Erwartungswerte mit grosser Streuung aufweisen, dieStruktur der Erwartungswerte bea
htet werden, um zu ents
heiden, ob die maximaleAbwei
hung als Abstandsmass geeignet ist, oder ob die maximale Abwei
hung einesTeildatenbestandes ausrei
hend ist. Da hier 90% der Erwartungswerte in einem Be-rei
h bis maximal 87 liegen, was deutli
h unter dem maximalen Erwartungswert liegt,kann die Betra
htung auf die 90% der Daten einges
hr�ankt werden, woraus na
h derAbbildung 5.8 die Annahme des Poissonmodells folgt.



5.2. Patent-Daten 1335.2 Patent-DatenDie na
hfolgend untersu
hten Daten sind auf der Internetseitehttp : ==
oe:ub
:
a=users=marty=patent:dataerh�altli
h und bes
hreiben Patent-Daten von amerikanis
hen High-Te
h- Firmen ausdem Jahr 1976. Es sind im wesentli
hen nur 3 Spalten vorhanden. Die erste Spalte"patente\ gibt die Anzahl der angemeldeten Patente einer Firma an und wird hier alsResponse verwendet. Die zweite Spalte "rdsales\ gibt das Verh�altnis der Geldbetr�agean, die f�ur Fors
hung und Entwi
klung (resear
h and development) investiert wurdenim Verglei
h zu den Einnahmen, die si
h dur
h die Entwi
klung der Patente ergaben(R&D/Sales). Die dritte Spalte ist hier als "log(rd)\ angegeben, d.h. die Geldbetr�agef�ur Fors
hung und Entwi
klung liegen in einer dur
h den Logarithmus transformiertenForm vor. Da hier im folgenden aber au
h die reinen Investitionsgelder f�ur Fors
hungund Entwi
klung ben�otigt werden, wird ni
ht die Spalte "log(rd)\, sondern die dur
hdie Exponentialfunktion zur�u
ktransformierte Spalte "rd\ verwendet. Diese Spalte istin der Einheit von 1 Mio.Dollar angegeben. Der Originaldatensatz enth�alt no
h einezus�atzli
he Spalte "(log(rd))2\, auf die aber hier ni
ht weiter eingegangen wird. DieDaten liegen ni
ht gruppiert vor, sondern basieren auf Einzeldaten, d.h. jede Zeile desDatensatzes kann genau einer Firma zugeordnet werden. Insgesamt wurden 70 Firmenuntersu
ht, d.h. die L�ange der Daten ist auf 70 bes
hr�ankt. Analog zum s
hwedis
henKfz-Beispiel kann au
h dieser Datensatz zum Verglei
h mit den Parameters�atzen in derSimulationsstudie in die Gruppen 3 oder 4 mit einem SN-Quotienten von 2 eingestuftwerden, da si
h f�ur die Patent-Daten mit dem na
hfolgend in (5.5) ermittelten Dispersi-onsparameters a und einem gemittelten Erwartungswert �� = 27:1 ein SN-Quotient von1.75 ergibt. Aus der Spalte "patente\ geht hervor, dass die Anzahlen der angemeldetenPatente von 0 bis 173 variieren, d.h. es liegt eine grosse S
hwankungsbreite des Erwar-tungswertes vor. Dieser Datensatz ist also zusammenfassend am besten mit demjenigenParametersatz der Simulationsstudie verglei
hbar, dessen Erwartungswert �� = 10 ist(Gruppe 3), der eine grosse S
hwankungsbreite des Erwartungswertes aufweist unddessen Datenl�ange n = 100 betr�agt (Parametersatz 12). F�ur diesen Parametersatz er-gab si
h bei der Untersu
hung der Powerfunktionen eher ein liberaler Test, do
h dader gemittelte Erwartungswert der Patent-Daten mit �� = 27:1 s
hon deutli
h gr�osserals der des Parametersatzes 12 mit �� = 10 ist, kann f�ur die Patent-Daten analog zums
hwedis
hen Kfz-Beispiel ein weniger liberaler Test erwartet werden.



134 Kapitel 5. Anwendungsbeispiele5.2.1 Explorative Datenanalyse der Patent-Daten�Ahnli
h wie im vorangegangenen Datenbeispiel wird nun anhand von ersten Abbildun-gen versu
ht herauszu�nden, mit wel
hen Kovariablen und eventuell transformiertenKovariablen die zu untersu
hende Z�ahlvariable "Anzahl der Patente\ erkl�art werdenkann. Da in diesem Datenbeispiel keine Gewi
htung des Responses notwendig ist,entf�allt die Anwendung eines "o�sets\. Ausserdem ist anzumerken, dass im Gegen-satz zum Beispiel der s
hwedis
hen Kfz-Daten hier keine kategoriellen Daten vorliegen,d.h. alle Kovariablen werden als metris
h angesehen. Verwendet man nun zun�a
hst diePoissonverteilung mit der log-link-Funktion als Linkspezi�zierung zur Modellierung derDaten, so ergibt si
h:Patente � Poi(�i); i = 1; ::; 70 mit�i = exp(xti�) bzw. ln(�i) = xti�:L�asst man si
h also den Logarithmus der Patente auf der y-A
hse gegen die Kovariablenauf der x-A
hse antragen, so m�usste si
h zwis
hen ihnen ein linearer Zusammenhang
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Abbildung 5.9: Explorative Datenanalyse der Patent-Daten



5.2. Patent-Daten 135ergeben. In Abbildung 5.9 zeigt die obere linke Graphik zwar nur undeutli
h eine Linea-rit�at, do
h wird zun�a
hst versu
ht, die Variable "rdsales\ (R&D/Sales) untransformiertin das Modell aufzunehmen. Die obere re
hte Graphik zeigt jedo
h dur
h die lei
hteBogenform, dass hier eine Transformation der Variable "rd\ (R&D) notwendig ist. Umeine sol
he Bogenform zu linearisieren, kann versu
ht werden, die Variable mit derLogarithmusfunktion zu transformieren, oder man verwendet eine Wurzelfunktion. Andieser Stelle sei erw�ahnt, dass die Transformation mit Hilfe der Logarithmusfunktionuntersu
ht wurde, do
h konnte in der Graphik der logarithmierten Spalte "rd\ gegen"log(patente)\ no
h immmer keine Linearit�at festgestellt werden. Aus diesem Grundwird hier die Wurzelfunktion als Transformation im weiteren Verlauf verwendet. Bil-det man die 5. Wurzel aus der Variable "rd\, so kann an der unteren linken Graphikerkannt werden, dass diese Transformation vern�unftig ers
heint, da nun eine deutli
heLinearit�at zwis
hen der neuen Variable "rdw5\ (5. Wurzel aus rd) und "log(patente)\ zuerkennen ist. Die letzte Graphik zeigt eine Interaktion zwis
hen den beiden Kovariablen"rdw5\ und "rdsales\, die aufgrund der lei
ht vorhandenen Linearit�at no
h als relevantbetra
htet und in das zu erstellende Modell mit aufgenommen wird. Mit den anhandder Abbildung 5.9 gefundenen Ergebnissen wird nun ein Poissonmodell erstellt, dasdie Kovariablen "rdsales\ und "rdw5\ und zus�atzli
h die Interaktion zwis
hen beidenKovariablen enth�alt.5.2.2 Poissonregression der Patent-DatenIn Splus wird daher das folgende Poissonmodell bere
hnet:patentpoi_glm(patente~rdsales+rdw5+rdsales*rdw5,family=poisson,link=log,x=T). (5.4)In dem dazugeh�origen "summary\ lassen si
h dann die ges
h�atzten Werte der Regres-sionsparameter �j f�ur j = 1; ::; 4 unter der Spalte "value\ ablesen.Coeffi
ients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) -1.1658 0.1850 -6.300 2.98e-10 ***rdsales -5.5006 1.9909 -2.763 0.00573 **rdw5 2.2997 0.1036 22.202 < 2e-16 ***rdsales:rdw5 3.9034 1.3119 2.975 0.00293 **



136 Kapitel 5. AnwendungsbeispieleSignif. 
odes: 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)Null devian
e: 3324.77 on 69 degrees of freedomResidual devian
e: 377.18 on 66 degrees of freedomNumber of Fisher S
oring iterations: 4Tabelle 5.3: summary-Tabelle des Poissonmodells (5.4) der Patent-DatenAus der Tabelle 5.3 geht hervor, dass alle Kovariablen ho
h signi�kant sind, da allep-Werte, die in der letzten Spalte aufgef�uhrt sind, sehr viel kleiner als 0.05 sind, d.h.f�ur alle j = 1; ::; 4 k�onnen die Hypothesen Hj : �j = 0; j = 1; ::; 4 zu einem sehr kleinenSigni�kanzniveau verworfen werden, woraus zu folgern ist, dass die zu �j geh�orendenKovariablen einen signi�kanten Ein
uss auf die Zielvariable "Anzahl der Patente\ ha-ben. Aus der Tabelle kann aber ebenfalls abgelesen werden, dass die Anpassung derDaten dur
h ein Poissonmodell als weniger gelungen eingestuft werden kann, da dieDevianz mit 377.2 deutli
h h�oher ist als die Anzahl der Freiheitsgrade (66). Diese Be-oba
htung best�atigt si
h in der Betra
htung der Residuen. In der Abbildung 5.10 zeigt
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Abbildung 5.10: Devianzresiduen des Poissonmodells (5.4) der Patent-Daten



5.2. Patent-Daten 137zwar die erste Graphik links oben, dass die Residuen zuf�allig um 0 streuen, do
h sinddie Werte der Residuen bis maximal 6 relativ ho
h im Verglei
h zu den ges
h�atztenErwartungswerten. In der zweiten Graphik erkennt man, dass vor allem die kleinerenErwartungswerte s
hle
ht ges
h�atzt werden, da f�ur die Erwartungswerte im Berei
h von0 bis 75 viele Residuen einen Wert annehmen, der betragsm�assig gr�osser als 4 ist. Dieuntere linke Graphik zeigt die Devianzresiduen, die hier gegen die Kovariable "rdw5\abgetragen sind. Hieran l�asst si
h erkennen, dass zwar die Residuen unregelm�assig um0 streuen, jedo
h ist eine lei
hte Tendenz in den negativen Berei
h o�ensi
htli
h. Diesbedeutet na
h De�nition des Devianzresiduums rDi = sign(yi� b�i)pdi (siehe Abs
hnitt2.2.9 ), dass die Vorzei
henfunktion "sign\ vorwiegend negativ ist, woraus wiederumzu s
hliessen ist, dass das b�i gr�osser ist als das yi, d.h dass in der Kovariable "rdw5\die meisten Werte �ubers
h�atzt werden. Der letzten Graphik ist s
hliessli
h zu entneh-men, dass die Residuen si
h keinesfalls na
h der Normalverteilung verhalten, da siedeutli
h si
htbar von der als dur
hgezogene Linie eingezei
hneten Winkelhalbierendenabwei
hen. Anhand der "summary\-Tabelle und der Residuenanalyse kann bisher da-von ausgegangen werden, dass das Poissonmodell die Daten o�ensi
htli
h ni
ht optimalanpasst. Um nun die Linkspezi�zierung zu �uberpr�ufen, werden analog wie im vorange-
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Abbildung 5.11: Linkspezi�kation im Poissonmodell (5.4) der Patent-Daten



138 Kapitel 5. Anwendungsbeispielegangenen Beispiel zwei Graphiken erstellt, die in der Abbildung 5.11 dargestellt sind.Dabei zeigt die obere Graphik wie im Beispiel der s
hwedis
hen Kfz-Daten die Streu-ung der Zielvariable "patente\ gegen�uber dem ges
h�atzten linearen Pr�adiktor. Es istan dieser Graphik zu erkennen, dass die Anzahl der Patente um die Kurve einer Expo-nentialfunktion streut, so wie dies au
h bei einer ri
htigen Spezi�zierung der log-link-Funktion gefordert wird. Um die untere Graphik zu erhalten, wird der lineare Pr�adiktormit der Exponentialfunktion transformiert, woraus der ges
h�atzte Erwartungswert re-sultiert. Dur
h die Transformation sollte nun ein linearer Zusammenhang zwis
hen derAnzahl der Patente und dem ges
h�atzten Erwartungswert der Patente ersi
htli
h sein,was f�ur kleine Anzahlen der Patente in einem Berei
h bis zu 100 in etwa zutri�t, denndie mit "lowess\ erzeugte Gl�attung der einzelnen Punkte (gestri
helte Linie) stimmtin diesem Intervall mit der Winkelhalbierenden (dur
hgezogene Linie) �uberein. F�urgr�ossere Werte der Patente allerdings wei
ht die Gl�attungsfunktion deutli
h von derWinkelhalbierenden ab, was aber au
h damit erkl�art werden kann, dass in diesem Be-rei
h zuwenig Daten vorliegen. Zuletzt wird no
h der ges
h�atzte Erwartungswert gegendie ges
h�atzte Varianz abgetragen, um die m�ogli
herweise vorhandene �Uberdispersion,die die Ursa
he f�ur die s
hle
hte Anpassung sein k�onnte, graphis
h darzustellen. Die

•

• • •• • •
•

•

•

•

•

•••
••

•• •• •• ••• •••••••
•

• •••

•

•

••• •••

•

••••• •

•

•••

• •
•••

•

•

•

•

•
•

•

•

geschaetzter Erwartungswert der Patente

ge
sc

ha
et

zt
e 

Va
ria

nz
 d

er
 P

at
en

te

0 50 100 150 200

0
10

00
20

00
30

00

Abbildung 5.12: �Uberdispersion im Poissonmodell (5.4) der Patent-DatenAbbildung 5.12 l�asst keinen Zweifel daran, dass die Daten �Uberdispersion aufweisen,denn die gestri
helte Linie, die die Gl�attungsfunktion darstellt, verl�auft weit oberhalbder als dur
hgezogene Linie eingezei
hneten Winkelhalbierenden. Damit ist gezeigt,



5.2. Patent-Daten 139dass die Varianz der einzelnen Beoba
htungen deutli
h gr�osser als ihr Erwartungswertist, womit eine Modellannahme der Poissonverteilung verletzt ist. Dies ist au
h dieErkl�arung daf�ur, dass im "summary\ die Devianz stark von der Anzahl der Freiheits-grade abwei
ht, wodur
h eine s
hle
hte Anpassung der Daten dur
h das Poissonmodellindiziert ist. Im ans
hliessenden Unterabs
hnitt wird also versu
ht, die Anpassung derDaten mittels der NB-Verteilung zu verbessern.5.2.3 NB-Regression und p-Wert-Kurven der Patent-DatenDas NB-Modell, das nun zur Modellierung der Patent-Daten verwendet wird, enth�altwie das Poissonmodell beide Kovariablen "rdsales\ und "rdw5\ zusammen mit der In-teraktion der Kovariablen, um die Verglei
hbarkeit mit dem Poissonmodell zu gew�ahr-leisten. Es wird in Splus also das folgende Modell bere
hnet:patentnb_glm.nb(patente~rdsales+rdw5+rdsales*rdw5,link=log,x=T). (5.5)Im dazugeh�origen "summary\ (Tabelle 5.4) erkennt man, dass zwar die Kovariable "rd-sales\ und die Interaktion ni
ht mehr einen so deutli
hen Ein
uss auf die Zielvariable"Anzahl Patente\ haben, da ihr p-Wert �uber 0.05 liegt, jedo
h soll die Verglei
hbarkeitmit dem Poissonmodell erhalten bleiben, weshalb die ni
htsigni�kanten Kovariablenni
ht aus dem Modell entfernt werden. Anhand des Wertes f�ur "theta\, der hier mit 3.4Coeffi
ients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) -1.855308 0.3980121 -4.661435 3.140122e-06rdsales -8.234623 5.9975079 -1.373007 0.1697502rdw5 2.635982 0.2513850 10.485834 0rdsales:rdw5 5.742834 3.9627112 1.449218 0.1472767(Dispersion Parameter for Negative Binomial family taken to be 1 )Null Devian
e: 524.4383 on 69 degrees of freedomResidual Devian
e: 78.55312 on 66 degrees of freedomNumber of Fisher S
oring Iterations: 1Theta: 3.40194Std. Err.: 0.925582 x log-likelihood: 10233.61781Tabelle 5.4: summary-Tabelle des NB-Modells (5.5) der Patent-Daten



140 Kapitel 5. Anwendungsbeispieleangegeben ist, erre
hnet si
h ein �Uberdispersionsparameter ba mit ba = 1� = 13:4 = 0:29.Dieser Wert ist im Verglei
h zum vorherigen Datenbeispiel relativ gross, so dass dieszus�atzli
h ein Anzei
hen daf�ur ist, dass die Daten �Uberdispersion aufweisen und daherdas NB-Modell zur Modellierung der Patent-Daten gut geeignet ist. Bemerkenswertist au
h, dass die Anpassung im Verglei
h zum Poissonmodell nun deutli
h besser ge-worden ist, was das Verh�altnis der Devianz und der Anzahl der Freiheitsgrade betri�t.Die Devianz l�asst si
h aus der Tabelle mit einem Wert von 78.5 ablesen, w�ahrend 66Freiheitsgrade zur Verf�ugung stehen. Diese starke Senkung der Devianz von 377 imPoissonmodell auf nun 78.5 spri
ht daf�ur, dass das NB-Modell die Daten wesentli
hbesser als das Poissonmodell anpasst. Es bleibt dann zu �uberpr�ufen, ob si
h die vermu-tete bessere Anpassung au
h in den Residuen widerspiegelt. Die Abbildung 5.13 zeigt
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Abbildung 5.13: Devianzresiduen des NB-Modells (5.5) der Patent-Datendeutli
h, dass si
h die Residuen mit der NB-Verteilung verbessern. W�ahrend bei derPoissonverteilung die maximalen Werte der Residuen gr�osser als 6 waren, sind hier ma-ximale Abwei
hungen von nur 2 zu verzei
hnen. Ausserdem f�allt an der unteren linkenGraphik auf, dass die Residuen nun glei
hm�assig um 0 verteilt sind, d.h. die Tendenzin den negativen Berei
h, der in der Poissonregression auftrat, ist hier ausgegli
hen.



5.2. Patent-Daten 141Betra
htet man zuletzt die untere re
hte Graphik, so liegen die Datenpunkte zwarni
ht ganz auf der Winkelhalbierenden, aber die Abwei
hung ist deutli
h geringer imVerglei
h zum Poissonmodell, d.h. hier kann eher eine Normalverteilung der Residuenangenommen werden. Fasst man die momentanen Ergebnisse zusammen, so ergibt si
h,dass die NB-Verteilung f�ur die Struktur der Daten besser geeignet ist als die Poisson-verteilung. Ob aber die Verbesserung dur
h die Verwendung der NB-Verteilung grossgenug ist, um das Poissonmodell zu verwerfen, wird abs
hliessend anhand der p-Wert-Kurven �uberpr�uft. Zun�a
hst sind in der Abbildung 5.14 die beiden p-Wert-Kurvenbez�ugli
h a0 und d0 abgebildet. Es wird angemerkt, dass die Kurven bez�ugli
h eines
p-Wert-Kurve bzgl. a0
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Abbildung 5.14: p-Wert-Funktionen f�ur Patent-DatenSigni�kanzniveaus von � = 0:05 gezei
hnet und au
h die S
hnittpunkte der Kurvenmit den Levels bP = 0:05 und bP = 0:95 bere
hnet sind, do
h lassen si
h diese Wertewie zu einem Signi�kanzniveau � = 0:1 interpretieren, wenn die neue Testvors
hriftwie in Kapitel 4 (4.1) bes
hrieben, verwendet wird, um einen weniger liberalen Test



142 Kapitel 5. Anwendungsbeispielezu garantieren. Aus der oberen Kurve bez�ugli
h a0 kann abgelesen werden, dass zurAkzeptanz des Poissonmodells ein Dispersionsindex von a0u = 0:37 akzeptiert werdenm�usste, der im Verglei
h zum Kfz-Datenbeispiel sehr gross ist. Besser erkennt manjedo
h an der unteren Kurve bez�ugli
h des Abstandsmasses d0, dass das Poissonmodellni
ht gere
htfertigt ist, da si
h die Varianzen mit einem Faktor von d0u = 121 unter-s
heiden, d.h. die Varianz des NB-Modells ist 121 mal so gross wie die des Poissonmo-dells. Beide Kurven lassen daher darauf s
hliessen, dass die �Uberdispersion so gross ist,dass das Poissonmodell verworfen werden muss. Es bleibt die Frage zu untersu
hen,wie die p-Wert-Kurven verlaufen, wenn statt des maximalen ges
h�atzten Erwartungs-wertes nur 90% oder 95% der Daten ber�u
ksi
htigt werden. Daf�ur wird die in (5.3)de�nierte neue Abstandsmassfunktion verwendet. Dies ist dadur
h zu re
htfertigen, daau
h hier, �ahnli
h wie beim Kfz-Daten-Beispiel die ges
h�atzten Erwartungswerte einerelativ grosse S
hwankungsbreite aufweisen, und die meisten Erwartungswerte do
hdeutli
h geringer als der maximale Wert sind. In der folgenden Abbildung 5.15 sind dieges
h�atzten Erwartungswerte abgebildet und zus�atzli
h sind mit horizontalen Linien
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Abbildung 5.15: ges
h�atzter Erwartungswert f�ur Patente im NB-Modell (5.5)die 75%-, 90%- und 95%- Quantile eingetragen. Akzeptiert man, dass nur 90% derDaten die na
hfolgend bere
hnete S
hranke d0u ni
ht �ubers
hreiten, so kann in der Be-re
hnung des Abstandsmasses statt des maximalen Wertes maxifb�ig = 321:7 nun das90%-Quantil 72.6 verwendet werden, bzw. wenn man die maximale Abwei
hung im Ab-standsmass von 95% der Daten garantieren m�o
hte, so muss das 95%-Quantil (111.2)



5.2. Patent-Daten 143der ges
h�atzten Erwartungswerte verwendet werden. Daraus ergeben si
h s
hliessli
hdie p-Wert-Kurven bez�ugli
h des Abstandsmasses dQuantil0 , die in der Abbildung 5.16dargestellt sind. Do
h hier ist in beiden Graphiken im Gegensatz zum Beispiel der
p-Wert-Kurve bzgl. d0quantil mit 90%-Quantil
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Abbildung 5.16: p-Wert-Funktionen mit neuer Abstandsmassfunktion dQuanitl0s
hwedis
hen Kfz-Daten keine Verbesserung zu erkennen. Selbst wenn nur die maxi-male Abwei
hung von 90% der Daten dur
h den Wert d0u = 28:1 garantiert wird, istdieser Wert immer no
h viel zu ho
h, als dass er eine Akzeptanz des Poissonmodellsre
htfertigen w�urde. In der unteren Graphik erkennt man, dass f�ur 95% der Daten eineAbwei
hung der Varianzen von d0u = 42:5 vorliegt, d.h. in 95% der F�alle betr�agt dieVarianz des NB-Modells das 42.5-fa
he der Varianz des Poissonmodells. Alle p-Wert-Kurven haben also die aus dem "summary\ und den Residuen gewonnene Vermutungbest�atigt, dass die Anpassung dieses Datensatzes nur mit der NB-Verteilung gere
ht-fertigt ist.



Kapitel 6ZusammenfassungZum Abs
hluss dieser Arbeit sollen hier no
h einmal die wi
htigsten Erkenntnisseund Ergebnisse zusammengefasst werden. Da die Poissonverteilung wesentli
h einfa-
her zu modellieren ist als die NB-Verteilung, ist es generell erw�uns
ht, Z�ahldatenwenn m�ogli
h mit einem Poissonmodell anzupassen. Das Problem, das dabei entste-hen kann, ist, dass die Daten sehr h�au�g �Uberdispersion aufweisen und somit einewi
htige Modellannahme des Poissonmodells (die Glei
hheit von Erwartungswert undVarianz) verletzten. Das Ziel dieser Arbeit war es nun, den Grad der �Uberdispersionzu quanti�zieren, um konkrete Aussagen tre�en zu k�onnen, ob das Poissonmodell no
hakzeptabel ist, oder ob das NB-Modell gew�ahlt werden muss, um die zu hohe �Uberdi-spersion zu ber�u
ksi
htigen. Dazu wurde zun�a
hst der Zusammenhang beider Vertei-lungen ausgenutzt, d.h. es wurde die Eigens
haft verwendet, dass die NB-Verteilungdie Poissonverteilung als Spezialfall enth�alt, n�amli
h genau dann, wenn der Dispersi-onsparameter der NB-Verteilung a = 0 ist. Mit Hilfe dieser Eigens
haft wurde dannein Berei
hstest konstruiert, der testet, ob der ges
h�atzte Dispersionsparameter gr�osserals eine vorgegebene S
hranke a0 ist. Zu diesem Test wurden dann zun�a
hst in einerSimulationsstudie anhand von zuf�allig erzeugten NB-Daten die Powerfunktionen be-tra
htet, deren Ergebnisse auf einen stark liberalen Test s
hliessen liessen. Es wurdedaher die M�ogli
hkeit angespro
hen, die Liberalit�at des Tests zu reduzieren, indemder Ablehnungsberei
h des Berei
hstests statt dur
h das Signi�kanzniveau � dur
h �2bes
hr�ankt wird. Mit Einf�uhrung dieser neuen Testvors
hrift konnte die Liberalit�atdes Tests stark verkleinert werden. Ans
hliessend erfolgte dann anhand der Simu-lationsdaten die Untersu
hung der sogenannten p-Wert-Kurven, die den wi
htigstenTeil dieser Arbeit darstellen. Mit Hilfe der p-Wert-Kurven kann konkret angegebenwerden, wel
he S
hranken a0 des Dispersionsparameters zu akzeptieren sind, um das144



145Poissonmodell zu re
htfertigen. Es ergab si
h aber aus den Kurven, dass der Dispersi-onsparameter S
hwierigkeiten bereitet, den Grad der �Uberdispersion zu interpretieren,weshalb ein Abstandsmass d0 eingef�uhrt wurde, das eine ans
hauli
he Interpretationzul�asst. Das Abstandsmass wurde so gew�ahlt, dass es das Verh�altnis der maximalenVarianzen beider Modelle widerspiegelt, so dass es bei Fehlen von �Uberdispersion 1ergibt und bei Vorhandensein von �Uberdispersion einen Wert gr�osser 1 annimmt. DieUntersu
hung der p-Wert-Kurven aus der Simulationsstudie ergab, dass die Bere
hnun-gen f�ur Parameters�atze mit einer grossen Datenl�ange genauer aus�elen, was au
h damitzusammenh�angt, dass der Berei
hstest ein asymptotis
her Test ist. Weiter ergab si
hanhand der Kurven, dass speziell die Ergebnisse bei der Betra
htung der p-Wert-Kurvenbez�ugli
h des Abstandsmasses stark von der Gr�osse des ges
h�atzten Erwartungswertesabh�angen. Sind die Erwartungswerte sehr ho
h, so f�uhrt dies s
hnell zu einem gros-sen Wert des Abstandsmasses, was wiederum die Ablehnung des Poissonmodells zurFolge hat. Abs
hliessend wurde der Berei
hstest auf 2 konkrete Datenbeispiele ange-wendet und jeweils die p-Wert-Kurven gebildet. Im ersten Beispiel f�uhrte zun�a
hst diep-Wert-Kurve bez�ugli
h des Abstandsmasses zu einer deutli
hen Ablehnung des Pois-sonmodells, obwohl ein �ausserst geringer Dispersionsparameter vorlag. Die Ursa
he f�urdie unters
hiedli
hen Ergebnisse in den p-Wert-Kurven bez�ugli
h a0 und d0 lag in densehr grossen Erwartungswerten. Dur
h die Einf�uhrung eines neuen Abstandsmasses,das die maximale Abwei
hung in den Varianzen von nur 90% der Daten ber�u
ksi
htigt,sind allerdings p-Wert-Kurven entstanden, aus denen Werte f�ur d0 abgelesen werdenkonnten, die eine Annahme des Poissonmodells re
htfertigten. Das zweite Beispiel da-gegen lieferte p-Wert-Kurven, die allesamt gegen das Poissonmodell spra
hen. Dur
hdas Abstandsmass d0 ergab si
h n�amli
h, dass die Varianz des NB-Modells ein gros-ses Vielfa
hes der Varianz des Poissonmodells betrug, was ein deutli
her Hinweis aufzu grosse �Uberdispersion in den Daten war, weshalb in diesem Fall der We
hsel vomeinfa
hen Poissonmodell zum aufwendigeren NB-Modell unbedingt erforderli
h wurde.



AnhangDas folgende Programm dient zur Erstellung der Powerfunktion, wie in Abs
hnitt 3.3.2bes
hrieben.powerfunktion_fun
tion(a0,a,beta,x,alpha){n_length(x)now <- pro
.time()X_matrix(1,nrow=n,n
ol=2)X[,2℄_xmu_rep(0,n)muhut_matrix(0,nrow=n,n
ol=300)ahut_rep(0,300)betahut_matrix(0,nrow=2,n
ol=300)Z_matrix(0,nrow=n,n
ol=300)sigmahut_rep(0,300)phi_rep(0,300)kr_rep(0,300)#Bere
hnung des wahren Erwartungswertesfor ( i in (1:n)){mu[i℄_exp(X[i,℄%*%beta)}for ( k in (1:300)){#Erzeugung der NB-ZufallsvariablenZ[,k℄_rnegbin(mu,theta=1/a)#S
haetzung der Parameter a und betaout_glm.nb(Z[,k℄~x,link=log,
ontrol=glm.
ontrol(maxit=500))146



Anhang 147ahut[k℄_1/out$thetabetahut[,k℄_
(out$
oef[1℄,out$
oef[2℄)#Bere
hnung des ges
haetzten Erwartungswertesfor ( i in (1:n)){muhut[i,k℄_exp(X[i,℄%*%betahut[,k℄)}#Bere
hnung von sigmahutinnen_matrix(0,nrow=n,n
ol=151)innensum_rep(0,n)for ( i in (1:n)){innen[i,1℄_((1/ahut[k℄)^(-2))for ( j in (1:150)){innen[i,j+1℄_((1/ahut[k℄+j)^(-2))*(1-NBVtlg(j-1,ahut[k℄,muhut[i,k℄))}innensum[i℄_sum(innen[i,℄)-ahut[k℄*muhut[i,k℄/(muhut[i,k℄+1/ahut[k℄)}ibetaazw_ahut[k℄^(-4)*sum(innensum)ibetaainv_1/ibetaazwsigmahut[k℄_sqrt(ibetaainv)#Bere
hnung der Teststatistikphi[k℄_pnorm((ahut[k℄-a0)/sigmahut[k℄)if (phi[k℄<= alpha) kr[k℄_1else kr[k℄_0}poweraa0_sum(kr)/300speed <- pro
.time() - nowprint("time spent")print(speed)return(list(ahut=ahut,betahut=betahut,muhut=muhut,sigmahut=sigmahut,phi=phi,poweraa0=poweraa0,speed=speed))}



148 AnhangF�ur das eben bes
hriebene Programm werden no
h die Programme "NBVtlg\ und"fnbinom\ ben�otigt, wobei "fnbinom\ die Di
hte, und "NBVtlg\ die Verteilungsfunktionder NB-Verteilung f�ur stetige Parameterwerte a bere
hnet.fnbinom_fun
tion(y,a,mu){ zaehler_gamma(y+1/a)nenner_gamma(1/a)*fak(y)if (zaehler==Inf) zaehler_1e300if (nenner==Inf) nenner_1e300erg_zaehler/nenner*(mu/(1/a+mu))^y*((1/a)/(1/a+mu))^(1/a)return(erg)}NBVtlg_fun
tion(y, a, mu){ vertvektor <- rep(0, y + 1)for(i in (0:y)) {vertvektor[i + 1℄ <- fnbinom(i, a, mu)}summe <- sum(vertvektor)return(summe)}Das nun folgende Programm "a0quer\ erzeugt die notwendigen Daten zur Erstellungvon 20 vers
hiedenen p-Wert-Kurven pro Parametersatz. Es gibt zus�atzli
h die dur
h-s
hnittli
hen S
hnittpunkte �a0l und �a0u der p-Wert-Kurven mit den Levels bP = 0:95und bP = 0:05 aus. Dieses Programm ist in Abs
hnitt 3.3.4 n�aher erl�autert.a0quer_fun
tion(x,beta,a){n_length(x)Y_matrix(0,nrow=n,n
ol=20)ahut_rep(0,20)betahut_matrix(0,nrow=2,n
ol=20)muhut_matrix(0,nrow=n,n
ol=20)sigmahut_rep(0,20)



Anhang 149a0l_rep(0,20)a0u_rep(0,20)for (k in (1:20)){#Erzeugung der NB-ZufallsvariablenY[,k℄_nbzv(x,beta,a)#S
haetzung der Parameter beta und aout_glm.nb(Y[,k℄~x,link=log)ahut[k℄_1/out$thetabetahut[,k℄_
(out$
oef[1℄,out$
oef[2℄)#Erzeugung der Design-Matrix XX_matrix(1,nrow=n,n
ol=2)X[,2℄_x#Bere
hnung des ges
haetzten Erwartungswertesfor ( i in (1:n)){muhut[i,k℄_exp(X[i,℄%*%betahut[,k℄)}#Bere
hnung von sigmahutinnen_matrix(0,nrow=n,n
ol=151)innensum_rep(0,n)for ( i in (1:n)){innen[i,1℄_((1/ahut[k℄)^(-2))for ( j in (1:150)){innen[i,j+1℄_((1/ahut[k℄+j)^(-2))*(1-NBVtlg(j-1,ahut[k℄,muhut[i,k℄))}innensum[i℄_sum(innen[i,℄)-ahut[k℄*muhut[i,k℄/(muhut[i,k℄+1/ahut[k℄)}ibetaazw_ahut[k℄^(-4)*sum(innensum)ibetaainv_1/ibetaazwsigmahut[k℄_sqrt(ibetaainv)#Bere
hnung der S
hnittppunkte a0l und a0ua0l[k℄_ahut[k℄-(1.645*sigmahut[k℄)



150 Anhanga0u[k℄_ahut[k℄+(1.645*sigmahut[k℄)}#Bere
hnung der dur
hs
hnittli
hen S
hnittpunktea0lquer_sum(a0l)/20a0uquer_sum(a0u)/20return(list(Y=Y,ahut=ahut,betahut=betahut,muhut=muhut,sigmahut=sigmahut,a0l=a0l,a0u=a0u,a0lquer=a0lquer,a0uquer=a0uquer))}In diesem Programm erfolgt die Erzeugung der NB-Zufallsvariablen �uber einen Pro-grammaufruf "nbzv\, in wel
hem zun�a
hst der wahre Erwartungswert bere
hnet wirdund s
hliessli
h dur
h den in Splus implementierten Befehl "rnegbin\ die Zufallsvaria-blen mit den gew�uns
hten Parametern erzeugt werden.nbzv_fun
tion(x,beta,a){ n_length(x)#Bere
hnung des wahren Erwartungswertes muX_matrix(1,nrow=n,n
ol=2)X[,2℄_xmu_rep(0,n)for ( i in (1:n)){ mu[i℄_exp(X[i,℄%*%beta)}#Erzeugung von Zufallsvariablen mit Parameter a und muY_rnegbin(mu,theta=1/a)return(Y)}Die Programme "pwertaneu\ und "pwertdneu\ dienen s
hliessli
h der Erstellung der p-Wert-Kurven, einmal bez�ugli
h des Parameters a0 und einmal bez�ugli
h des Abstands-masses d0. Voraussetzung ist, dass die Daten, die im vorherigen Programm "a0quer\bere
hnet wurden, unter einem Namen "-out\ abgespei
hert wurden. Au
h diese Pro-gramme wurden bereits in Abs
hnitt 3.3.4 bes
hrieben. Da si
h das Programm "pwerta-neu\ von "pwertdneu\ kaum unters
heidet (es entf�allt nur die Bere
hnung f�ur d0), isthier nur das Programm "pwertdneu\ f�ur den 1.PS als Beispielprogramm aufgef�uhrt.



Anhang 151pwertdneu_fun
tion(out){n_25a0_seq(0.02,1.4,0.02)m_length(a0)Phi_matrix(0,n
ol=20,nrow=m)D0_matrix(0,n
ol=20,nrow=m)for (k in (1:20)){for (j in (1:m)){Phi[j,k℄_pnorm((out$ahut[k℄-a0[j℄)/out$sigmahut[k℄)D0[j,k℄_1+a0[j℄*max(out$muhut[,k℄)}}yr_range(0,1)dr_range(D0)phi1_Phi[,1℄plot(D0[,1℄,phi1,xlab="d0",ylab="p-Wert",xlim=dr/2,ylim=yr,type="l",lty=2)box(n=1)title(
ex=0.8,main="1.Parametersatz, d=2.41, range mu klein, n=25")for (k in (2:20)){phi_Phi[,k℄par(new=T)plot(D0[,k℄,phi,xlab="",ylab="",main="",xlim=dr/2,ylim=yr,type="l",lty=2)abline(0.05,0,lty=1)abline(0.95,0,lty=1)abline(v=2.41,lty=4)abline(v=1.63,lty=1)abline(v=2.63,lty=1)}#return(Phi)}
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