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Kapitel 1EinleitungDie �Uberlebenszeit-, oder Verweildaueranalyse (engl.: Survival Analysis) ist ein Teilgebiet derStatistik, das in vielen Gebieten der Wissenschaft auf gro�es Interesse st�o�t. Zum Beispiel k�onnenin der Medizin mit Hilfe verweildaueranalytischer Methoden Aussagen �uber die Wirksamkeitneuer Medikamente, bzw. Behandlungsmethoden getro�en werden. In der Geologoie werdenanhand der Zerfallseigenschaften (\�Uberleben") bestimmter Molek�ule die Alter von Gesteins-schichten bestimmt.Auch in der Personenversicherung ist die Verweildaueranlyse ein wichtiger Bestandteil. DieAnf�ange gehen zur�uck auf das Jahr 1693, in dem die erste Sterbetafel (Absterbeordnung derStadt Breslau) entwickelt wurde. De Moivre (1724), Gompertz (1827) und Weibull (1936) undandere versuchten, eine analytische Approximation f�ur die �Uberlebensfunktion eines Menschenzu geben. Heute k�onnen mit Hilfe verweildaueranalytischer Methoden sichere Beitr�age kalkuliertwerden, Risiken abgesch�atzt und neue Produkte entwickelt werden. Auf Volksz�ahlungen basie-rende Stebetafeln in Kombination mit medizinischem Know-how bilden dabei die Basis f�ur eineKalkulation, die es heute erm�oglicht, sogar f�ur sogenannte medizinische Risikogruppen (d.h. Per-sonen, die aufgrund von Krankheiten, bzw. in Folge ihrer Krankenhistorie einem h�oheren Ster-berisiko ausgesetzt sind) Lebensversicherungspolicen anzubieten. Die mathematische Grundlagezur Bestimmung eines Lebensversicherungsbeitrages sind einj�ahrige �Uberlebenswahrscheinlich-keiten qx qx = P (x � T < x+ 1jT � x);wobei hier mit x das Lebensalter in Jahren und mit T die Zufallsvariable Lebenszeit bezeichnetist. Mit qx ist also die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, da� eine Person das Lebensalter x + 1nicht erreicht, unter der Voraussetzung, da� das Alter x erreicht wurde. In Abbildung 1.1 sehenwir den typischen Verlauf dieser einj�ahrigen Sterbewahrscheinlichkeiten am Beispiel bayerischerM�anner und Frauen (ermittelt im Zeitraum zwischen 1986 und 1988). Hier fallen einige Be-sonderheiten auf: Zun�achst erkennt man, da� f�ur M�anner die Sterbewahrscheinlichkeit in allenAltersbereichen h�oher ist als f�ur Frauen. Zudem bemerkt man bei M�annern im Alter um ca.20 Jahre eine \�Uberh�ohung" der Sterblichkeit, die aus Motorrad- und Autounf�allen resultiert1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG
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Abbildung 1.1: Einj�ahrige Sterbewahrscheinlichkeiten f�ur x-j�ahrige Frauen und M�anner in Bay-ern 1986-1988und daher auch \Motorradbuckel" genannt wird. Die au�ergew�ohnlich hohe Sterbewahrschein-lichkeit bei Neugeborenen (q0 � 10 q1), sowie das leichte (in der Abbildung kaum erkennbare)Abnehmen der einj�ahrigen Sterbewahrlichkeiten bis zu einem Alter von ca. 10 Jahren, f�uhrt zueinem E�ekt, der in englischsprachiger Literatur oft mit \bathtub-shape" (Badewannen-Form)des Kurvenverlaufs bezeichnet wird.Ein relativ junges Produkt in der Personenversicherung ist die Pegeversicherung, die dem Ver-sicherten Leistungen bietet, falls dieser nicht mehr in der Lage ist die grundliegenden Verrich-tungen des t�aglichen Lebens, wie z.B. K�orperw�asche, Nahrungsaufnahme, etc. selbst�andig zubewerkstelligen. Diese Art der Versicherung ist im vergangenen Jahrzehnt ein immer aktuelleresThema geworden. Zum einen f�uhrte der Wandel in der Sozialstruktur (hohe Geburtenrate di-rekt nach dem Krieg, sowie eine niedrige Geburtenrate in den letzten Jahren) zu einem Anstiegdes sogenannten Abh�angigkeitskoe�zienten (im wesentlichen das Verh�altnis von arbeitender zunicht-arbeitender Bev�olkerung, siehe Abbildung 1.2), zum anderen f�uhrt auch die wachsendeLebenserwartung und die �Anderung famili�arer Strukturen in den Industriel�andern dazu, da� esimmer mehr Pegebed�urftige gibt, f�ur deren Pege teure Fachkr�afte engagiert werden m�ussen,da in immer mehr Familien die M�oglichkeit oder Bereitschaft f�ur eine Pege durch Angeh�origefehlt. Das �nanzielle Risiko daf�ur tr�agt in diesem Fall die Pegeversicherung.So hat sich diese Arbeit zum Ziel gesetzt, mit Hilfe von Daten aus der gesetzlichen Pegeversi-cherung, die seit 1.4.1995 in Kraft ist, mittels moderner verweildaueranalytischer Methoden das
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Abbildung 1.2: Verteilung der Bev�olkerung in Deutschland auf Altersgruppen in den Jahren1910 und 1989�Uberleben von Pegebed�urftigen zu untersuchen und die Ergebnisse auf ein Versicherungsmodellanzuwenden.Einen zentralen Punkt der Arbeit stellt das von David Cox 1972 [9] vorgeschlagene semipa-rametrische Regressionsmodell zur Bestimmung der Abh�angigkeit der �Uberlebensfunktion vonverschiedenen Kovariablen (das �Uberleben beeinussende Faktoren, in unserem Beispiel w�arendas Alter, Geschlecht, pegeverursachende Krankheiten, Pegeart). Die Grundidee dieses Ver-fahrens ist, da� sich die sogenannte Hazardfunktion (Sterbeintensit�at), die f�ur die ZufallsvariableLebenszeit T folgenderma�en als Dichte von T , gegeben �Uberleben bis t, de�niert ist�(t) = P (t � T < T + dtjT � t)dt ;formulieren l�a�t als Produkt aus einer, f�ur alle Beobachtungen gleichen, \Basis-Hazardfunktion"und einem f�ur jede Kovariable Z unterschiedlichen Multiplikator�(tjZ) = �0(t) exp(�tZ);wobei � ein endlich-dimensionaler Regressionskoe�zient und Z der Kovariablenvektor ist. DiesesVerfahren hei�t semiparametrisch, da die resultierende �UberlebensfunktionS(t) = P (T > t)einerseits von dem endlichen Parameter �, zum anderen aber auch von einer \Basis-�Uberlebens-funtion" S0(t) abh�angt, die in einem unendlich-dimensionalen Raum gesch�atzt wird.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNGDie Arbeit ist wie folgt untergliedert: In Kapitel 2 werden wesentliche Resultate aus der Theoriestochastischer Prozesse dargestellt, die zum einen dazu ben�otigt werden, asymptotische Kon-vergenzaussagen f�ur das Cox-Regressions-Modell zu tre�en, zum anderen, um ein auf Markov-Prozessen basiertes Versicherungsmodell zu entwickeln. In diesem Zusammenhang soll das Kon-zept lokaler Submartingale und deren Kompensatoren, insbesondere deren Anwendung auf Z�ahl-prozesse, vorgestellt werden. Ein wichtiges Resultat ist hier der zentrale Grenzwertsatz f�ur Mar-tingale von Rebolledo [33], der ein Hilfsmittel f�ur den Beweis der asymptotischen Normalit�atdes Proportional-Hazard-Modell auf Z�ahlproze�-Basis ist.Eine Darstellung wichtiger Konzepte der �Uberlebenszeitanalyse ist die Zielsetzung von Kapitel3. Dabei sollen der sp�ater in der Arbeit ben�otigte nicht-parametrische Nelson-Aalen-Sch�atzerf�ur die �Uberlebensfunktion, das Regressionsmodell von Cox, sowie verschiedene Verfahren zurAnalyse dieses Modells detailliert herausgearbeitet werden. Andere wichtige Resultate der �Uber-lebenszeitanalyse, wie zum Beispiel das nicht-parametrische Sch�atzverfahren von Kaplan undMeier (1958)[22], sowie parametrische Regressionsans�atze werden in knapper Form dargestellt.In Kapitel 4 werden wir die vorher erarbeiteten Konzepte systematisch auf einen Datensatzanwenden. Der Datensatz beinhaltet �Uberlebensdaten, sowie zus�atzliche Informationen (Ge-schlecht, Alter, Schwere und Art der Pege, sowie diagnostizierte pegeverursachende Krankhei-ten) von Pegebed�urftigen in der gesetzlichen Pegeversicherung, die im Zeitraum vom 1.4.1995bis zum 31.12.1998 beobachtet wurden. Hier analysieren wir zum einen nat�urlich das �Uberlebenvon Pegebed�urftigen, untersuchen aber auch Ver�anderungen (bzgl. Pegeart und Pegestufe)im Pegeverlauf und deren Auswirkungen auf das �Uberleben von Pegebed�urftigen.Schlie�lich werden wir in Kapitel 5 die Resultate aus Kapitel 4 im Rahmen eines Versicherungs-modells anwenden. Die theoretische Basis hierf�ur bilden Markov-Prozesse mit endlichem Zu-standsraum, die die Entwicklung eines versicherten Risikos beschreiben. Mit Hilfe von zustands-abh�angigen (zuf�alligen) Funktionen, die den Zahlungsstrom zwischen Versicherer und Versicher-tem beschreiben modellieren wir dann das Versicherungsprinzip. Dieses besagt im wesentlichen,da� jeder Versicherte f�ur seinen erwarteten Schaden selbst aufkommt. Schlie�lich werden wir f�urzwei verschiedene Versicherungsmodelle die Basis f�ur eine praktische Anwendung in der Formvon Beitragsberechnungen scha�en.



Kapitel 2Theoretische Grundlagen
Um Aussagen �uber asymptotische Konvergenz von Sch�atzern in der Verweildaueranalyse tre�enzu k�onnen, bedient man sich h�au�g Mitteln aus der Theorie der Z�ahlprozesse. In diesem Ab-schnitt wird ein knapper Abri� �uber stochastische Prozesse und die wesentlichen Konzepte vonMartingalen und Z�ahlprozessen gegeben. N�aheres hierzu �ndet sich in Andersen u.a. (1993)[1].Die wesentlichen Konzepte der stochastischen Integration sind orientiert an Rogers undWilliams(1979 und 1987)[34], [35]. Einen guten �Uberblick �uber Z�ahlprozesse gibt Br�emaud (1981) [7].Letztendlich ben�otigen wir noch einige elementare Aussagen �uber zeitstetige Markov-Prozesse.2.1 Stochastische ProzesseSatz und De�nition 2.1 (bedingte Erwartung) Sei (
;F ; P ) ein Wahrscheinlichkeitsraumund X eine Zufallsvariable mit E(jXj) < 1. Sei nun G � F eine Sub-�-Algebra von F . Danngibt es eine Zufallsvariable Y mit(i) Y ist G-me�bar,(ii) E(jY j) <1,(iii) 8G 2 G gilt E(Y � I(G)) = E(X � I(G)), (I(G)(x) = 1, falls x 2 G und 0 sonst).Falls ~Y eine weitere Zufallsvariable ist, die die Eigenschaften (i)-(iii) erf�ullt, so gilt: ~Y = Yfast sicher. Die so de�nierte Zufallsvariable Y = E(XjG) hei�t bedingte Erwartung von X,gegeben G.Beweis:Der Beweis �ndet sich zum Beispiel in Rogers und Williams (1979) [34].Der folgende Satz enth�alt eine Auistung einiger fundamentaler Eigenschaften bedingter Erwar-tungen. 5



6 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGENSatz 2.2 (Eigenschaften der bedingten Erwartung) Seien (
;F ; P ) ein Wahrscheinlich-keitsraum, G und H Sub-�- Algebren von F . Zudem sei f�ur alle auf (
;F ; P ) de�nierten Zu-fallsvariablen X der Erwartungswert E(jXj) <1. Dann gelten folgende AussagenA. Falls X G-me�bar ist, dann gilt: E(XjG) = X fast sicher.B. (Linearit�at) E(aX1 + bX2jG) = aE(X1jG): + bE(X2jG)C. Falls H � G � F , dann gilt:E[E(XjG)jH] = E[XjH] fast sicher:D. Falls Z G-me�bar und beschr�ankt ist, dann gilt:E[ZXjG] = ZE[XjG] fast sicher:Zum Beweis siehe zum Beispiel Stirzaker (1994) [38] Seite 143.De�nition 2.3 (Filtration) Sei T ein zeitstetiges IntervallT = [0; �) oder T = [0; � ] mit 0 < � � 1und (
;F ; P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann hei�t eine Familie von �-Algebren Ft : t 2 TFiltration wenn f�ur alle s � t gilt: Fs � Ft: (2.1)Eine Filtration hei�t rechtsstetig wenn f�ur alle t 2 T gilt:lims#t Fs = Ft (2.2)und vollst�andig falls A � B 2 F ; P (B) = 0;) A 2 F0: (2.3)Bemerkung: Die Bedingungen (2.1) - (2.3) hei�en auch die \gew�ohnlichen Bedingungen".De�nition 2.4 (stochastischer Proze�) Ein stochastischer Proze� ist eine zeitindizierteMenge von Zufallsvariablen (X(t) : t 2 T ).Mit X(t; !) ! 2 
 wird die Realisierung eines stochastischen Prozesses zum Zeitpunkt t be-zeichnet.Die Abbildung t 7! X(t; !)! 2 
 hei�t Pfad eines stochastischen Prozesses.Ein stochastischer Proze� hei�t adaptiert(gegen�uber der Filtration Ft), wenn X(t) Ft me�barist f�ur alle t 2 T :Ein stochastischer Proze� hei�t c�adl�ag (continu �a droite, limit�e �a gauche), wenn f�ur fast alle! 2 
 die Pfade X(t; !) : t 2 T rechtsstetig sind und der linksseitige Grenzwert lims"tX(s; !)existiert.



2.1. STOCHASTISCHE PROZESSE 7Bemerkungen:� Normalerweise wird bei der De�nition eines stochastischen Prozesses zwischen zeitstetigenund zeitdiskreten stochastischen Prozessen unterschieden. Die De�nition 2.4 entspricht derDe�nition eines zeitstetigen stochastischen Prozesses, da hier der Index t 2 IR und damit�uberabz�ahlbar ist. Im zeitdiskreten Fall betrachtet man eine Folge von Zufallsvariablenmit abz�ahlbarer Indizierung (z.B. Xn n 2 IN).� Die Filtration Ft wird auch Historie genannt. Man kann Ft als Informationsstand zumZeitpunkt t betrachten. Die �- Algebra F wird mit wachsendem t immer feiner.� H�au�g wird Ft := �fX(s) : s � tg gesetzt, man spricht dann von der nat�urlichen Filtrati-on. Mit Ft� := �fX(s) : s < tg wird die Historie vor dem Zeitpunkt t bezeichnet.De�nition 2.5 (Version, Ununterscheidbarkeit) Seien X und Y zwei stochastische Pro-zesse auf (
;F ; P ). Y nennt man eine Version von X fallsP (f!jX(t; !) 6= Y (t; !)g) = 0 8t:X und Y hei�en ununterscheidbar fallsP (f!jX(t; !) 6= Y (t; !) 8tg) = 0;was bedeutet, da� die beiden Prozesse fast sicher (bis auf P -Nullmengen) die selben Pfade haben.De�nition 2.6 (Stopzeit) Eine Stopzeit T ist eine Zufallsvariable, die Werte in T annimmt,so da� fT � tg 2 Ft f�ur alle t 2 T :Beispiel 2.7 Wenn X c�adl�ag und adaptiert ist, dann ist infft : jX(t)j � cg eine Stopzeit.Bemerkung: Intuitiv kann die Stopzeit als die zuf�allige Zeit bis zu einem bestimmten Ereignisinterpretiert werden. Dabei kann zu jedem Zeitpunkt t festgestellt werden, ob das Ereignis schoneingetreten ist oder noch nicht.De�nition 2.8 (gestoppter Proze�) Gegeben ist ein stochastischer Proze� X und eine Stop-zeit T . Dann ist der gestoppte Proze� XT de�niert durch:XT (t) := X(t ^ T ) mit t ^ T = min(t; T ):



8 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGENDe�nition 2.9 (lokale Eigenschaften) Eine monoton wachsende Folge von Stopzeiten Tnhei�t lokalisierend, wenn gilt:P (Tn � t) �! 1 f�ur n �!1:Ein stochastischer Proze� besitzt eine bestimmte Eigenschaft lokal, wenn eine lokalisierendeFolge von Stopzeiten Tn existiert, so da� der Proze�I(Tn > 0)XTndie entsprechende Eigenschaft besitzt. Ein Proze� hei�t lokal beschr�ankt, wenn eine lokalisie-rende Folge von Stopzeiten Tn, sowie Konstanten cn existieren, so da� f�ur alle n gilt:supt�Tn jX(t)j � cn fast sicher f�ur Tn > 0:De�nition 2.10 (Variation) Ist f : [a; b] 7! IR eine Funktion, so hei�tV (f ; [a; b]) = supf nXk=1 jf(xk)� f(xk�1)j : a = x0 < x1 < � � � < xn = b; n 2 INgdie Totalvariation von f �uber [a; b]. Falls giltV (f ; [a; b]) <1;dann nennt man f von beschr�ankter Variation. Eine Funktion f : T 7! IR (mit T = [0; �),oder T 2 [0; � ], 0 < � � 1), hei�t von lokal beschr�ankter Variation, wenn f f�ur alle t 2 Tvon beschr�ankter Variation ist.Mit diesen De�nitionen k�onnen wir nun ein stochastisches Integral einf�uhren, das den sp�aterenAnforderungen der Arbeit gen�ugt.De�nition 2.11 (stochastische Integration) F�ur 2 stochastische Prozesse X;Y de�nierenwir stochastische Integration als pfadweises Lebesgue-Stiltjes-Integral. R X dY steht hier f�urdie Abbildung t 7! Z t0 X(s) dY (s);de�niert f�ur alle (t; !) 2 (T ;
), f�ur die giltZ t0 jX(s)j jdY (s)j <1;f�ur die also das pfadweise Lebesgue-Stiltjes-Integral exisistiert.Bemerkung: Da wir uns im folgenden Text auf stochastische Prozesse Y mit lokal beschr�ankterVariation als Integratoren beschr�anken, k�onnen wir Y als ma�erzeugende Funktion verwenden,so da� die Existenz des Lebesgue-Stiltjes-Integrals gesichert ist und wir nicht auf den verallg-meinerten stochastischen Integrationsbegri� von Îto (siehe zum Beispiel in Rogers und Williams[35] (Kapitel 4)) angewiesen sind.



2.2. MARTINGALTHEORIE 9De�nition 2.12 (gleichm�a�ige Integrierbarkeit) Ein auf dem Wahrscheinlichkeitsraum(
;F ; P ) de�nierter stochastischer Proze� X(t) hei�t gleichm�a�ig integrierbar, falls derGrenzwert limc!1 ZjX(t)>cj jX(t)j dP = 0 gleichm�a�ig in t 2 T :Ein Kriterium f�ur gleichm�a�ige Integrierbarkeit liefert folgender Satz.Satz 2.13 Der auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) de�nierte stochastische Proze� X(t)t 2 T mit E(jX(t)j) <1 8t 2 T ist genau dann gleichm�a�ig integrierbar, wenn giltsupt2T E(jX(t)j) <1und es f�ur alle � > 0 ein " > 0 gibt, so da�A 2 F ; P [A] � � ) ZA jX(t)j dP < " 8t 2 T :Den Beweis dieses Satzes kann man in Bauer [4] Seite 106 nachlesen.De�nition 2.14 (Linksstetige Modi�kation und Sprungproze�) F�ur einen c�adl�ag Pro-ze� X ist die linksstetige Modi�kation X� de�niert durchX�(t) = lims"t = X(s)und sein Sprungproze� �X(t) durch�X(t) = X(t)�X�(t):Bemerkung: Die linksstetige Modi�kation X�(t) wird im Text auch mit X(t�) bezeichnet.2.2 MartingaltheorieDe�nition 2.15 (Martingal) Ein adaptierter cadlag- Proze� hei�t Martingal, wenn er fol-gende Eigenschaften erf�ullt:(i) E(jM(t)j) <1 f�ur alle t 2 T ,(ii) E(M(t)jFs) =M(s) f�ur alle s � t(Martingaleigenschaft),Gilt in (ii) " � " anstatt "=", so spricht man von einem Supermartingal, gilt "�", so handeltes sich um ein Submartingal.Ein Martingal hei�t quadratintegrierbar, falls f�ur alle t 2 TE(M(t)2) <1:



10 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGENDa der f�ur quadratintegierbare Martingale M der Grenzwertlimt!�M(t)existiert, k�onnen diese durch Grenzwertbildung auf T erweitert werden.Beispiel 2.16 (Standard Brownsche Bewegung) Die Standard Brown'sche Bewegung istein stochastischer Proze� X mit stetigen Pfaden und X(0) = 0 f�ur alle ! 2 
. Die Zuw�achsesind unabh�angig normalverteilt, d.h.X(s)�X(t) � N(0; s� t) t � s:Der so de�nierte stochastische Proze� ist ein Martingal (Abbildung 2.1)Beweis:Zun�achst mu� man zeigen, da� der Erwartungswert E(jX(t)j) <1 8t existiert. X(t) ist jedochverteilt nach N(0; t), so da� gilt:E(jX(t)j) = 2 Z 10 s 1p2�te� s22t ds == ��2 tp2�te� s22t �10 = 2 tp2�t <1 8t:Nun mu� man noch zeigen, da� 8s � t gilt:E[X(t)jFs] = Xs () E[X(t)jFs]�X(s) Satz 2:2 A,B= E[X(t)�X(s)jFs]:Da jedoch X(t)�X(s) normalverteilt mit Erwartungswert 0 sind, erh�alt man, da�E[X(t) �X(s)jFs] = 0:Somit ist die Aussage gezeigt. 2De�nition 2.17 (Vorhersehbarkeit) Ein stochastischer Proze� H hei�t vorhersehbar (engl.:predictable), falls H(!; t) hinsichtlich der durch die Klasse der linksstetigen, adaptierten Pro-zesse erzeuten ��Algebra auf 
� T me�bar ist.Bemerkung: Nach dieser De�nition sind alle linksstetigen, adaptierten Prozesse vorhersehbar.Jede me�bare Funktion auf T ist, als stochastischer Proze� betrachtet, nat�urlich auch vorher-sehbar.De�nition 2.18 (Klasse D) Ein Submartingal X hei�t von der Klasse D(Doob), wenn dieZufallvariablen X(T )(T beliebige Stopzeit) gleichm�a�ig integrierbar sind.
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Abbildung 2.1: Simulierte Pfade einer Brown'schen BewegungSatz 2.19 (Doob-Meyer-Zerlegung) Sei X ein Submartingal der Klasse D. Dann existiertein (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutiger vorhersehbarer c�adl�ag Proze� ~X, so da�M := X � ~Xein gleichm�a�ig integrierbares Martingal mit M(0) = 0 ist.Beweis: Einen Beweis des Satzes �ndet man in Rogers und Williams [34] Seiten 153-154.Bemerkung: Der Proze� ~X hei�t Kompensator-Proze�Beispiel 2.20 (Poisson-Proze�) Sei N ein stochastischer Proze�, dessen Pfade Werte in IN0annehmen, d.h. N : 
� T 7! IN0;Ft die von N erzeugte ��Algebra und � > 0. F�ur den Proze� N gelten folgende Eigenschaften(i) P (N(t) = k) = 8<: e��t(�t)kk! f�ur t <10 sonst ;



12 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN(ii) Die Zuw�achse sind unabh�angig Poisson-verteilt auf T, d.h. f�ur s < t <1 giltP (N(t)�N(s) = k) = e��(t�s)(�(t� s))kk! ;dann nennt man N einen homogenen Poisson Proze�. F�ur � = 1 hei�t N Standard Pois-son Proze�. Der homogene Poisson Proze� besitzt folgenden ErwartungswertE(N(t)) = 1Xk=0 ke��t(�t)kk! = �te��t 1Xk=1 (�t)k�1(k � 1)! = �te��te�t = �t:Analog gilt f�ur den erwarteten Zuwachs f�ur s < t <1E(N(t)�N(s)) = �(t� s):Mit diesen Vorbereitungen k�onnen wir nun zeigen, da� �t der vorhersehbare Kompensatorproze�des homogenen Poisson Proze� ist. Die Vorhersehbarkeit ist klar, da �t eine deterministischeFunktion ist. Jetzt bleibt noch zu zeigen, da� der Proze� M(t) = N(t) � �t ein Martingal ist.Dazu m�ussen wir die Martingaleigenschaft zeigen (die Existenz des Erwartungswertes haben wirbereits gezeigt). F�ur s < t <1 gilt:E(M(t)jFs) = E(N(t)� �tjFs) = E(N(t)jFs)�E(�tjFs) Satz 2:2= N(s) + �(t� s)� �t =M(s):2Kommen wir nun zum Konzept der optionalen und vorhersehbaren Variation, letztere stellt einMa� f�ur das systematische Wachsen des ProzessesM2 ( M lokal quadratintegrierbares Martingal)dar (siehe auch Rogers und Williams [35] Seiten 42-51).De�nition 2.21 (vorhersehbare und optionale Variation) Seien M und M 0 lokale qua-dratintegrierbare Martingale, dann ist M2 ein lokales Submartingal und MM 0 die Di�erenzzweier Submartingale, denn MM 0 = 14(M +M 0)2 � 14(M �M 0)2:Die zugeh�origen Kompensatoren f�ur M2 und MM 0, die mit hM;Mi bzw. hM;M 0i bezeichnetwerden, hei�en vorhersehbarer Variationsproze�, bzw. vorhersehbarer Kovariations-proze�. Falls hM;M 0i = 0;hei�en M und M 0 orthogonal. Den vorhersehbaren Variationsproze� hM;Mi(t) erh�alt man,indem man den GrenzwerthMi = hM;Mi(t) = limn!1 nXi=1Var(M(ti)�M(ti�1)jFti�1)



2.2. MARTINGALTHEORIE 13�uber die Partitionen 0 = t1 < t2 < � � � < tn = t bildet. Die Prozesse [M;M ] und [M;M 0], diedurch [M ](t) = [M;M ](t) = Xs�t�M(s)2 bzw. (2.4)[M;M 0](t) = Xs�t�M(s)�M 0(s) (2.5)de�niert sind, hei�en optionaler (Ko)variationsproze�.Da in der sp�ateren Anwendung oft stochastische Integrale mit vorhersehbaren Prozessen als In-tegranden und lokalen (bzw. lokal quadratintegrierbaren) Martingalen als Integratoren Verwen-dung �nden, werden im folgenden Abschnitt einige Ergebnisse zur stochastischen Integrationsolcher Prozesse sowie deren vorhersehbare und optionale (Ko)variationsprozessse behandelt,zun�achst wollen wir aber noch einen kurzen Blick auf die stochastische Integration vorhersehba-rer Prozesse hinsichtlich zeitdiskreter bzw. zeitstetiger Sub- bzw. Supermartingale (im folgendenmit Semimartingal bezeichnet). werfen.De�nition 2.22 (stochastische Integration bzgl. zeitdiskretem Semimartingal)Betrachten wir den mit einer Filtration Fn n 2 IN versehenen Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ).Sei Mn n 2 IN ein adaptierter Proze�, der die die (Sub-, oder Super-) Martingal Eigenschaf-ten erf�ullt, sowie Hn ein vorhersehbarer Proze� (im diskreten Fall bedeutet dies Hn ist Fn�1-me�bar). Dann ist das stochastische Integral (R H dM)n de�niert als�Z H dM�n = nXk=1Hk(Mk �Mk�1):Um eine analoge De�nition des stochastischen Integrals bez�uglich zeitstetige Semimartingale zuerhalten, m�ussen wir zun�achst den Begri� des elementaren vorhersehbaren Prozesses de�nieren.De�nition 2.23 (elementarer vorhersehbarer Proze�) Sei (
;F ; P ) mit der Filtration Ftein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Seien a; b 2 T , C 2 Fa. Dann nennt man den stocha-stischen Proze� H(s; !) := I(a < s � b)C(w)einen elementaren vorhersehbaren Proze�.F�ur elementare Prozesse ist das stochastische Integral wie folgt de�niertDe�nition 2.24 (Integration eines elementaren vorhersehbaren Prozesses) Sei H(s; !) =I(a < s � b)C(!) ein elementarer stochastischer Proze� und M ein lokales c�adl�ag Martingal,so de�nieren wir mit Z H(s) dM(s) = C(!)(M(b; !) �M(a; !));sowie mit Z t0 H(s) dM(s) = Z t0 H(s)I(0 � s � t) dM(s)das stochastische Integral des elementaren Prozesses hinsichtlich des Martingals.



14 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGENDas folgende Korollar zeigt, da� bei der Integration beschr�ankter elementarer Prozesse hinsicht-lich lokaler Martingale die Martingaleigenschaft erhalten bleibt.Korollar 2.25 Sei H(s; !) = C(!)I(a < s � b) ein elementarer stochastischer Proze� mitsup jH(s; !)j <1und M ein Martingal, dann ist Z t0 H(s) dM(s)ebenfalls ein Martingal.Beweis: Z t0 H(s) dM(s) = 8>><>>: 0 0 � t < aC(M(t)�M(a)) a � t < bC(M(b)�M(a)) b � t <1 :Nachdem M(t) 2 Ft ist und C 2 Fa, sieht man sofort, da� R t0 H(s) dM(s) 2 Ft. Aus derBeschr�anktheit von H folgt, da� E ����Z t0 H(s) dM(s)���� <1:Nun m�ussen wir nur noch die Martingal-Eigenschaft E(M(t)jFs) � M(s) = 0 zu beweisen.Betrachten wir zun�achst den den Fall a � s < t � bE �Z t0 H(u) dM(u)���Fs�� Z s0 H(u) dM(u)Satz 2:2A= E �Z t0 H(u) dM(u) � Z s0 H(u) dM(u)���Fs�= E(C(M(t)�M(s))jFs)Satz 2:2C= CE(M(t)�M(s)jFs) = 0:De�nition 2.26 (einfacher vorhersehbarer Proze�) Sei (
;F ; P ) mit der Filtration Ftein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum, dann nennen wir die endliche Summe elementarer Pro-zesse H(s; !) = nXi=1Hi(s; !) n 2 INeinen einfachen vorhersehbaren Prozess.De�nition 2.27 (Integration eines einfachen vorhersehbaren Prozesse)F�ur H = H1+ � � �+Hn ein einfacher stochastischer Prozess und M ein lokales c�adl�ag Martingal,so de�nieren wir mit Z H(s) dM(s) = nXi=1 Z Hi(s) dM(s);sowie mit Z t0 H(s) dM(s) = nXi=1 Z t0 Hi(s) dM(s)das stochastische Integral f�ur den Prozess H.



2.2. MARTINGALTHEORIE 15Bemerkung: Als endlich Summe lokaler Martingale ist das stochastische IntegralZ H(s) dM(s) = nXi=1 Z Hi(s) dM(s);wieder ein Martingal.Die Klasse der vorhersehbaren Prozesse erh�alt man nun als Grenzwerte (f�ur n! 1) einfacherProzesse, d.h. jeder vorhersehbare Prozess H ist durchH = limn!1 nXi=1Hidarstellbar (siehe Durrett [11] Seiten 57 - 58).Falls wir an dieser Stelle zus�atzlich voraussetzen, da� der Integrator M von lokal beschr�ank-ter Variation ist, k�onnen wir das stochastische Integral, analog zum Lebesgue-Stiltjes-Integral(vergleiche Elstrodt [13]), durch Grenzwertbildung auf die Klasse der vorhersehbaren Prozesseerweitern.Mit Hilfe der stochastischen Integration k�onnen wir nun einige wichtigen Zusammenh�ange zwi-schen Semimartingalen und deren optionalen-, bzw. vorhersehbaren Variationsprozessen heraus-arbeiten.Korollar 2.28 F�ur den optionalen (Ko)variationsproze� gilt:(i) [M ](t) =M(t)2 � 2 Z t0 M(s�) dM(s); (2.6)(ii) [M;M 0](t) =M(t)M 0(t)� Z t0 M(s�)dM 0(s)� Z t0 M 0(s�)dM(s): (2.7)Den Beweis hierzu �ndet man in Rogers und Williams [35] Seite 59.Satz 2.29 (Fundamentaltheorem) Wenn H ein lokal beschr�ankter, vorhersehbarer Proze�ist und M ein lokales Martingal, dann existiert R H dM und ist ein lokales Martingal.Beweis:Der folgende Beweis ist f�ur das zeitdiskrete Analogon durchgef�uhrt, f�ur den zeitstetigen Fall�ndet sich der Beweis in Rogers und Williams (1987) [35].Sei (
;Fn; P ) ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum und H ein beschr�ankter, vorhersehbarerProze� (Hn 2 Fn�1 f�ur n 2 IN). Dann ist:�Z H dM�n = nXk=1Hk(Mk �Mk�1)



16 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGENmit (R H dM)0 = 0 ein lokales Martingal. Dazu mu� man zeigen, da�E ��Z H dM�n jFn�1� = �Z H dM�n�1 () E "�Z H dM�n � �Z H dM�n�1 jFn�1# = 0:Da aber Hn Fn�1 me�bar ist gilt:E "�Z H dM�n � �Z H dM�n�1 jFn�1# = E[Hn(Mn �Mn�1)jFn�1]= HnE[Mn �Mn�1jFn�1] = 0;und damit ist die Aussage gezeigt. 2Mit Hilfe von Korollar 2.28 und Satz 2.29 sehen wir, da� der stochastische Proze�M2 � [M ] (2.8)ein lokales Martingal ist, denn es gilt f�ur alle s < t.E[M2(t)� [M ](t)jFs] = E[M2(t)�Xs�t�M(s)2jFs]Kor 2:28= E[M2(t)� (M2(t)� 2 Z t0 M(u�)dM(u))jFs]= E[M2(t)�M2(t)jFs]| {z }0 +2E[Z t0 M(u�)| {z }vorhersehb. dM(u)jFs]Satz 2:29= 2 Z s0 M(u�)dM(u)Kor 2:28= M2(s)� [M ](s):Der folgende Satz enth�alt ein wichtiges Resultat zum Verhalten des vorhersehbaren, bzw. optio-nalen (Ko)variationsprozesses bei stochastischer Integration.Satz 2.30 SeiM ein lokal integrierbares Martingal von endlicher Variation, H ein vorhersehba-rer Proze� und R H2 d[M ] lokal integrierbar, oder R H2dhMi lokal endlich (automatisch gegeben,wenn H lokal beschr�ankt). Dann ist R H dM ein quadratintegrierbares Martingal und�Z H dM� = Z H2 d[M ]�Z H dM� = Z H2 dhMi:Dieser Satz wird zum Beispiel in Durett (1984) [11] Seiten 57-59 bewiesen.



2.3. Z �AHLPROZESSTHEORIE 172.3 Z�ahlproze�theorieIn diesem Kapitel werden die wesentlichen Eigenschaften von Z�ahlprozessen und deren Kom-pensatoren beschrieben. Die Darstellung ist an Br�emaud (1981) [7] Seite 18-48 orientiert.De�nition 2.31 (univariater Z�ahlproze�) Gegeben sei ein mit einer Filtration Ft, die diegew�ohnlichen Bedingungen bis auf (2.3) ( Ft mu� nicht unbedingt vollst�andig sein) versehenerWahrscheinlichkeitraum (
;F ; P ). Ein auf diesem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum de�nier-ter stachastischer Proze� N hei�t univariater Z�ahlproze�, falls er folgende Eigenschaften besitzt(i) N(0)= 0,(ii) N ist c�adl�ag und adaptiert bez�uglich der Filtration Ft,(iii) N ist st�uckweise konstant und an den Spr�ungen gilt�N(t) = +1:De�nition 2.32 (multivariater Z�ahlproze�) Sei (
;F ; P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum undFt eine Filtration die (2.1) und (2.2) erf�ullt . Dann hei�t der Vektor von adaptierter c�adl�agProzessen N = (N1; � � � ; Nk) k-variater Z�ahlproze�, falls jede Kompenente von Nk ein uni-variater Z�ahlproze� ist, wobei keine 2 Komponenten zur gleichen Zeit springen, d.h.P (�Ni�Nj(1� �ij) = 1) = 0 i; j 2 f1; � � � ; kg;mit �ij = ( 1 falls i = j0 sonst :Aufgrund der Tatsache, da� es keine gleichzeitigen Spr�unge gibt, ist der Proze�N� = kXi=1Niauch ein Z�ahlproze�. Nun kann man f�ur N� eine Folge von Zufallsvariablen0 < T1 � T2 � T3 � � � �mit Werten aus T , sowie J1; J2; � � � ;die Werte aus 1; 2; � � � ; k [ 0 annehmen kann, so da� f�ur n � N�(�) gilt:Tn 2 T = [0; �);Jn 6= 0;Tn > Tn�1;



18 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGENsowie N�(Tn) = n und �NJn(Tn) = 1:F�ur n > N�(�) sei Tn = � und Jn = 0. Da fTn � tg FTn -me�bar ist, ist Tn eine Folge vonStopzeiten. Auch Jn ist FTn-me�bar. Man kann die Zufallsvariablen Tn als Zeitpunkt, zu demder Z�ahlproze� N� auf den Wert n springt und die Zufallsvariable Jn als Index der zum Zeitpunktn springenden Komponente interpretieren. Da f�ur jede Komponente Nh, h 2 f1; � � � ; kg desZ�ahlprozesses N� gilt: 0 � NTnh � n, ist Tn eine lokalisierende Folge von Stopzeiten f�ur Nh. Daalle Pfade von Nh monoton wachsend sind giltE(Nh(s)jFt) = E(Nh(t) +Nh(s)�Nh(t)jFt)= Nh(t) +E(Nh(s)�Nh(t)| {z }�0 jFt) � Nh(t) 8t � s:Nh ist also ein lokales Submartingal und f�ur alle Stopzeiten T gleichm�a�ig integrierbar, d.h. Nhein Submartingal der Klasse D. Nach Satz 2.19 besitzt Nh einen (bis auf Ununterscheidbarkeit)eindeutigen vorhersehbaren Kompensatorproze� �h, so da� der Proze�Mh = Nh � �hein lokales Martingal ist.Einige wichtige Eigenschaften dieses Kompensatorprozesses �h, wollen wir nun genauer betrach-ten. Dazu sind jedoch noch einige vorbereitende De�nitionen notwendig.Satz und De�nition 2.33 (Intensit�at eines Z�ahlprozesses) Sei N(t) ein Z�ahlproze�. Einvorhersehbarer nichtnegativer Proze� �(t), f�ur den gilt(i) Z t0 �(s) ds <1 8t P -fast sicher:(ii) F�ur alle vorhersehbaren Prozesse H(t) ist die GleichungE �Z 10 H(s) dN(s)� = E �Z 10 H(s)�(s) ds�erf�ullt.hei�t Intensit�atsproze� und ist, bis auf Ununterscheidbarkeit, eindeutig de�niert.Bemerkungen:� Br�emaud verzichtet in seiner De�nition f�ur den Intensit�atsproze� auf die Vorhersehbar-keit und zeigt dann, da� man zu jedem so de�nierten Intensit�atsproze� �(t) eine bis aufUnunterscheidbarkeit eindeutige vorhersehbare Version ~�(t) �nden kann.



2.3. Z �AHLPROZESSTHEORIE 19� Eine �aquivalente De�nition kann gegeben werden durch�(t) = limdt!0 E[N(t+ dt)�N(t)jFt]dt :Aven (1982) [3] beweist, da� unter bestimmten Voraussetzungen mit diesem so de�nierten�(t) der Prozess N(t) � R t0 �(s) ds ein Martingal ist, d.h. wir k�onnen den vorhersehbarenKompensatorproze� eines Z�ahlprozesses angeben durch�(t) = Z t0 �(s) ds:� Aus der Existenz eines Intensit�atsprozesses folgt, da� die Zuw�achse in einem Z�ahlproze�unabh�angig sind, der Beweis �ndet sich in Br�emaud [7](Seite 25). Im folgenden Text wer-den wir immer Z�ahlprozesse mit existierendem vorhersehbarem Intensit�atsproze�, d.h. mitunabh�angigen Zuw�achsen betrachten.
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Abbildung 2.2: Simulierter Pfad f�ur Z�ahlproze� von 50 Objekten mit Hazard �(t) = t undZensierungsintensit�at �Z(t) = 0:15 t, sowie zugeh�origer MartingalpfadBeispiel 2.34 (simulierter Z�ahlproze�) In diesem Beispiel soll der Zusammenhang zwischenZ�ahlprozessen und deren Kompensatoren veranschaulicht werden. In einer Simulation betrachtenwir 50 Individuen, die mit einer Intensit�at von �(t) = t ein terminierendes Ereignis erleben unddann aus der Risikomenge R(t) (= Anzahl der Personen unter Beobachtung) ausscheiden. Zu-dem sei in dem Bestand eine Zensierungsintensit�at von �Z(t) = 0:15 t gegeben, das bedeutet, da�



20 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGENmit einer Intensit�at von 0:15 t Individuen aus dem Bestand ausscheiden, ohne da� ein Ereignisstatt�ndet. Der Z�ahlproze� N(t) ist nun folgenderma�en de�niert.N(t) = Anzahl der Ereignisse bis zum Zeitpunkt t:Der so de�nierte Proze� hat folgenden Kompensatorproze� �(t):�(t) = E �Z t0 �(s)R(s) ds�= Z t0 �(s)E[R(s)] ds= Z t0 �(s) 50 exp�� Z s0 (�(u) + �Z(u)) du� ds= Z t0 50 s exp�� Z s0 1:15u du� ds= 50 Z t0 s exp(�1:152 s2) ds= 501:15 �1� e� 1:152 t2� :Bemerkung: In diesem Beispiel wird ein Ergebnis aus Kapitel 3 verwendet, f�ur den Erwartungs-wert E[R(t)] giltE[R(t)] = 50P (Person zum Zeitpunkt t unter Beobachtung)= 50S(t)Satz 3:3= 50 exp�� Z s0 (�(u) + �Z(u)) du� :Da �(t) der Kompensatorproze� von N(t) ist, istM(t) = N(t)��(t) ein Martingal. In Abbildung2.2 ist ein simulierter Pfad von N(t) und dessen Kompensatorproze� �(t) (links), sowie daszugeh�orige Martingal M(t) (rechts) dargestellt.Der folgende Satz zeigt einen wichtigen Zusammenhang zwischen Z�ahlprozessen und deren In-tensit�atsprozessen.Satz 2.35 Gegeben sei der Z�ahlproze� N(t) mit Intensit�atsproze� �(t). Sei M(t) = N(t) �R t0 �(s) ds und H lokal beschr�ankt und vorhersehbar. Dann gilt:hMi(t) = Z t0 �(s) ds; (2.9)[M ](t) = N(t); (2.10)�Z H dM� (t) = Z t0 H2(s)�(s) ds; (2.11)�Z H dM� (t) = Z t0 H2(s) dN(s): (2.12)



2.3. Z �AHLPROZESSTHEORIE 21Beweis:Um die Aussage zu beweisen, zeigen wir zu�achst die G�ultigkeit von (2.10). Es gilt :[M(t)] = X0<s�t(�M(t))2 = X0<s�t�(N(s)� Z s0 �(u) du)2:Da �(t) = R t0 �(s) ds ein stetiger Prozess ist, hat M(t) Spr�unge der H�ohe +1 an den Stellen, andenen N(t) springt. Aus diesem Zusammenhang erhalten wir[M(t)] = X0<s�t�(N(s)� Z s0 �(u) du)2= X0<s�t(�N(s))2= X0<s�t�N(s) = N(t):Um die G�ultigkeit von (2.10) zu zeigen, benutzen wir die Tatsache, da�M2(t)� [M ](t)ein Martingal ist (siehe (2.8)). Der vorhersehbare Kompensatorproze� von [M ](t) = N(t) istgegeben durch �(t) = R t0 �(s) ds, so da�M2(t)� [M ](t) +N(t)� Z t0 �(s) dsals Summe zweier Martingale wiederum ein Martingal ist und es giltM2(t)� [M ](t) +N(t)� Z t0 �(s) ds= M2(t)� [M ](t) + [M ](t)� Z t0 �(s) ds= M2(t)� Z t0 �(s) ds:Da R t0 �(s) ds vorhersehbar ist, ist dies somit der (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutige vor-hersehbare Kompensatorproze� von M2 und damit gilthMi = Z t0 �(s) ds:(2.11) und (2.12) erhalten wir nun direkt aus Satz 2.30. Danach gilt:�Z H2 dM� (t) = Z t0 H2(s)dhMi(s)= Z t0 H2(s) d(Z s0 �(u) du)= Z t0 H2(s)�(s) ds;



22 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGENsowie �Z H2 dM� (t) = Z t0 H2(s)d[M(s)]= Z t0 H2(s) dN(s):Damit ist der Satz bewiesen. 2Bemerkung: F�ur einen k-variaten Z�ahlproze� N = (N1; � � � ; Nk) mit Intensit�atsproze� � =(�1; � � � ; �k) und eine p � k-Matrix lokal beschr�ankter vorhersehbarer Prozesse H gelten ana-log zu 2.9 bis 2.12 die entsprechenden Zusammenh�ange f�ur die vorhersehbare bzw. optionaleKovariationsmatrix hMi(t) = diag Z t0 �(s) ds;[M ](t) = diag(N(t));�Z H dM� (t) = Z t0 H(s)diag(�(s))Ht(s) ds;�Z H dM� (t) = Z t0 H(s)H(s)td(diagN(s));wobei mit diag(v), v 2 IRp eine Matrix V 2 IRp�p de�niert ist mit dem Vektor v als Eintragauf der Diagonalen, d.h. Vij = �ijvi. Der vorhersehbare, bzw. optionale Kovarationsproze� einesk-variaten Z�ahlprozesses ist also eine k � k-Matrix mit folgenden Eintr�agenhMh;Mli(t) = �hl Z t0 �h(s) ds;[M ]hl(t) = �ijNh(t);*Xh Z Hjh dMh;Xl Z Hj0l dMl+ (t) = Xh Z t0 Hjh(s)Hj0h(s)�h(s) ds;"Xh Z Hjh dMh;Xl Z Hj0l dMl# (t) = Xh Z t0 Hjh(s)Hj0h(s) dNh(s): (2.13)2.4 GrenzwerttheorieIm diesem Abschnitt werden 2 wichtige Resultate �uber asymptotische Eigenschaften von Martin-galen und deren Kompensatoren vorgestellt. Dazu sind aber zun�achst noch einige vorbereitendeErkl�arungen n�otig. SeiM (n) = (M (n)1 ; � � � ;M (n)k ) n 2 IN eine Folge quadratintegrierbarer Martin-gale (mit jeweils k Komponenten) undM (n)" = (M (n)"1 ; � � � ;M (n)"k ) eine Folge quadratintegrierbarerMartingale, die alle Spr�unge von M (n) enh�alt, deren Absolutbetrag gr�o�er als " ist. Mit M (n)undM (n)" ist auch die Di�erenzM (n)�M (n)" ein lokal quadratintegrierbares Martingal und nachder De�nition von M (n)" gilt, da� j�M (n)h ��M (n)"h j � " 8h 2 f1; � � � ; kg.Sei nunM (1) ein Martingal mit vorhersehbarem und optionalem (Ko)variationsproze� [M (1)] =hM1i = V (V : T 7! IRp�p), zudem seien die Zuw�achse von M p-variat normalverteilt d.h.



2.4. GRENZWERTTHEORIE 23M (1)(t) �M (1)(s) � Np(0; V (t) � V (s)). Wir bezeichnen mit !P die Konvergenz in Wahr-scheinlichkeit, sowie mit !D die Konvergenz in Verteilung. Mit diesem Vorbereitungen kannman nun einen Grenzwertsatz f�ur Martingale formulieren.Satz 2.36 (Satz von Rebolledo) Sei T0 � T und gelte eine der beiden folgenden Bedingun-gen: hM (n)i(t) !P V (t) f�ur alle t 2 T0 f�ur n!1;[M (n)](t) !P V (t) f�ur alle t 2 T0 f�ur n!1; (2.14)sowie hM (n)"h i(t)!P 0 f�ur alle t 2 T0; h und " > 0 f�ur n!1: (2.15)Dann gilt: (M (n)(t1); � � � ;M (n)(tl))!D (M (1)(t1); � � � ;M (1)(tl)):Falls zus�atzlich T0 dicht in T liegt und � enth�alt falls � 2 T , so gilt mit denselben Vorausset-zungen: M (n) !D M (1) f�ur n!1und hM (n)i sowie [M (n)] konvergieren gleichm�a�ig auf kompakten Teilmengen von T gegen V .Dieser Satz wurde von Rebolledo (1980) [33] bewiesen.Formulieren wir nun die Bedingungen (2.14) und (2.15) f�ur stochastische Integrale, deren Integra-tor ein Z�ahlproze� ist. F�ur jedes n 2 IN sei N (n) ein kn-variater Z�ahlproze� mit Intensit�atsproze��(n). Sei H(n) eine k�kn Matrix lokal beschr�ankter vorhersehbarer Prozesse, de�nieren wir nunf�ur j = f1; � � � ; kg die lokalen MartingaleM (n)j (t) = knXh=1 Z t0 H(n)jh (s)(dN (n)h (s)� �(n)h (s) ds);sowie mit M (n)j" (t) = knXh=1 Z t0 H(n)jh (s)I(jH(n)jh (s)j > ")(dN (n)h � �(n)h (s) ds) (2.16)ein lokales Martingal, das alle Spr�unge von Mj enth�alt mit j�Mj j > ". Dann erhalten wir mitHilfe von Satz 2.35 f�ur die Bedingungen (2.14) und (2.15) aus Satz 2.36hM (n)j ;M (n)j0 i(t) = knXh=1 Z t0 H(n)jh (s)H(n)j0h (s)�(n)h (s) ds;[M (n)j ;M (n)j0 ](t) = knXh=1 Z t0 H(n)jh (s)H(n)j0h (s) dN (n)h (s); (2.17)sowie hM (n)j" ;M (n)j" i(t) = knXh=1 Z t0 (H(n)jh (s))2I(jH(n)jh (s)j > ")�(n)h (s) ds: (2.18)Eine weitere wichtige Aussage ist die Ungleichung von Lenglart. Mit ihrer Hilfe ist es m�oglich,einen stochastischen Proze� mit Hilfe seines Kompensatorprozesses abzusch�atzen.



24 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGENSatz 2.37 (Ungleichung von Lenglart) Sei X ein lokales Martingal auf T = [0; � ] oder T =[0; � ] und ~X der zugeh�orige Kompensatorproze� nach Satz 2.19. Dann gilt 8�; � > 0P (supT X > �) � �� + P ( ~X(�) > �): (2.19)Der Satz wurde von Lenglart (1977) [27] bewiesen. Im folgenden Text �ndet jedoch meist eineleicht modi�zierte Version von (2.19) Anwendung. F�ur ein lokal quadratintegrierbares MartingalM (d.h. M2 hat den Kompensator hMi) gilt n�amlich nach Satz 2.37 f�ur �; �2 > 0P (supT M2 > �2) � ��2 + P (hM(�)i > �);was wiederum �aquivalent ist zuP (supT jM j > �) � ��2 + P (hM(�)i > �): (2.20)2.5 MarkovkettenDe�nition 2.38 (Markov-Kette) Ein zeitstetiger Proze� X(t); t � 0 mit abz�ahlbarem Zu-standsraum S hei�t zeitstetige Markovkette, wenn f�ur alle n und jede endliche Menge vonZeitpunkten 0 � t0 < � � � < tn < u mitP (X(t0) = i0 ^ � � � ^X(tn) = in ^X(u) = j) > 0;die folgende Eigenschaft (Markov-Eigenschaft)P (X(u) = jjX(t0) = i0 ^ � � � ^X(tn) = in) = P (X(u) = jjX(tn) = in) (2.21)erf�ullt ist.De�nition 2.39 (�Ubergangswahrscheinlichkeit) Die bedingten WahrscheinlichkeitenPij(t; u) := P (X(u) = jjX(t) = i)hei�en �Ubergangswahrscheinlichkeiten, mitPii(t; u) := P (X(z) = i f�ur alle z 2 [t; u])ist die Wahrscheinlichkeit bezeichnet im gesamten Intervall [t, u] im Zustand i zu verbleiben.Die Zust�ande kann man in folgende 3 Gruppen unterteilen:� Ein Zustand i hei�t absorbierend, fallsPii(t; u) = 1 (0 � t � u):



2.5. MARKOVKETTEN 25� Ein Zustand i hei�t transient, fallsPii(t;1) = 0 (t � 0):� Ein Zustand hei�t strikt transient, fallsPii(t; u) = Pii(t; u) < 1 (0 � t � u):Ein absorbierender Zustand ist also ein Zustand, der nicht mehr verlassen wird, falls er einmaleingetreten ist, ein transienter Zustand ist ein Zustand, der auch wieder verlassen werden kannund ein strikt transienter Zustand ist ein Zustand, der genau einmal erreicht werden kann (dashei�t, nachdem der Zustand einmal verlassen wurde, ist es unm�oglich wieder einzutreten).De�nition 2.40 (�Ubergangsintensit�aten) Die �Ubergangsintensit�aten sind de�niert als:�ij(t) = limdt!0 Pij(t; t+ dt)dt :Zudem de�nieren als Gesamtintensit�at f�ur das Verlassen des Zustands i�i(t) = Xj:j 6=i�j(t):Lemma 2.41 (Chapman-Kolmogorov) F�ur zeitstetige Markovketten erf�ullen die �Ubergangs-wahrscheinlichkeiten die sogenannten Chapman-Kolmogorov-Gleichungen:Pij(t; u) = Xk2S Pik(t; w)Pkj(w; u) (t � w � u): (2.22)Beweis :Pij(t; u) = P (X(u) = jjX(t) = i)= Xk2S P (X(u) = j ^X(w) = kjX(t) = i) (t � w � u)= Xk2S P (X(u) = jjX(t) = i ^X(w) = k)P (X(w) = kjX(t) = i) (t � w � u)(2:21)= Xk2S P (X(u) = jjX(w) = k)P (X(w) = kjX(t) = i) (t � w � u)= Xk2S Pik(t; w)Pkj(w; u) (t � w � u):Damit ist das Lemma gezeigt. 2Die Gleichungen von Chapman-Kolmogrov sind ein wichtiges Hilfsmittel bei der Herleitung derKolomogorov-Di�erentialgleichungen.



26 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGENSatz 2.42 (Kolmogrov-Di�erentialgleichungen) F�ur zeitstetige Markovketten gilt:(i) ddtPij(z; t) = Xk:k 6=jPik(z; t)�kj(t)� Pij(z; t)�j(t); (2.23)(ii) ddzPij(z; t) = Pij(z; t)�i(z)� Xk:k 6=iPkj(z; t)�ik(z): (2.24)Beweis:(i) Nach (2.22) gilt:Pij(z; t+ dt) = Xk:k 6=jPik(z; t)Pkj(t+ dt) + Pij(z; t)Pjj(t+ dt):Damit erh�alt man:Pij(z; t+ dt)� Pij(z; t)dt = Xk:k 6=jPik(z; t)Pkj(t+ dt)dt + Pij(z; t)Pjj(t; t+ dt)� 1dt :Aus dem Zusammenhang, da�:Pjj(t; t+ dt) = 1�Xk 6=j Pjk(t; t+ dt)folgt da� :Pij(z; t+ dt)� Pij(z; t)dt = Xk:k 6=jPik(z; t)Pkj(t+ dt)dt + Pij(z; t) Xk:k 6=j Pjk(t+ dt)dt :Durch Grenzwertbildung dt! 0 folgt schlie�lich die Aussage.(ii) analog 2



Kapitel 3Mathematische Grundlagen derVerweildaueranalyseIn diesem Kapitel werden die grundlegenden Konzepte der Verweildaueranalyse vorgestellt. Diesbeinhaltet unter anderem verschiedene Ans�atze zur Sch�atzung der �Uberlebensfunktion (nichtpa-rametrische, semiparametrische und parametrische Methoden), die Modellierung von Maximum-Likelihood-Methoden f�ur �Uberlebensdaten. Wichtige Standardwerke hierzu sind die B�ucher vonKalbeisch und Prentice (1980) [21], sowie von Klein und Moeschberger (1997) [25]. Eine sehrdetailliertere Darstellung mit ausf�uhrlichen Beweisen von Konvergenzaussagen auf Basis vonZ�ahlprozessen �ndet man in Andersen u.a. (1993) [1]. Eine anwenderorientierte Beschreibungverweildaueranalytischer Methoden ist in dem Buch von Le (1997) [26] enthalten.3.1 Die �UberlebensfunktionDie der �Uberlebenszeit zugrunde liegende Gr�o�e ist die zuf�allige Lebensdauer, oder die zuf�alligeDauer bis zu einem genau spezi�zierten terminierenden Ereignis.Beispiele:� Dauer des Zeitraums von Geburt bis zum Tod,� Dauer von Beginn einer Krankheit bis zur Genesung,� � � �De�nition 3.1 (�Uberlebensfunktion) Gegeben sei die Zufallsvariable T mit mit Verteilungs-funktion F (t) und Dichte f(t). Dann ist die �Uberlebensfunktion (engl.: Survival Function)de�niert als S(t) := P (T > t): (3.1)27



28 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEBemerkung: Die �Uberlebensfunktion kann als Anteil der �Uberlebenden zum Zeitpunkt t ge-deutet werden. Die �Uberlebensfunktion S(t) l�a�t sich wie folgt als Funktion der Dichte undVerteilungsfunktion von T darstellen:S(t) = P (T > t) = 1� P (T � t) = 1� F (t) = 1� Z t0 f(x) dx; (3.2)f(t) = �dS(t)dt : (3.3)3.2 Die HazardfunktionNeben der �Uberlebensfunktion S(t) ist die Hazardfunktion �(t) eine wichtige Gr�o�e in der �Uber-lebenszeitanalyse. Die Hazardfunktion, in deutschsprachiger Literatur oft als Sterbeintensit�atbezeichnet, ist die bedingte Dichte von T , gegeben �Uberleben bis t.De�nition 3.2 Die Hazard-, oder Intensit�atsfunktion ist de�niert als�(t) = limdt!0 P (t � T < t+ dtjT � t)dt : (3.4)Die kumulative Hazardfunktion de�niert man als�(t) = Z t0 �(x) dx: (3.5)Zwischen �Uberlebens- und Hazardfunktion besteht folgender Zusammenhang:Satz 3.3 Seien S(t) �Uberlebensfunktion und �(t) Hazardfunktion zu Lebensdauer T . Dann gilt(i) S(t) = exp(� Z t0 �(x) dx); (3.6)(ii) � := E(T ) = Z 10 S(t) dt: (3.7)Beweis:(i) �(t) = limdt!0 P (t � T < t+ dtjT � t)dt= limdt!0 P (t � T < t+ dt)dt P (T � t)= f(t)S(t) = � ddtS(t)S(t) = � ddt log(S(t)):



3.3. FUNKTIONALE DARSTELLUNG DER HAZARDFUNKTION 29Mittels Integration erh�alt man:ln(S(t)) = � Z t0 �(x) dx () S(t) = � exp(Z t0 �(x) dx):(ii) � = E(T ) = Z 10 t dF (t) = Z 10 �Z t0 dx� dF (t) = Z 10 �Z 1x dF (t)� dx = Z 10 S(x) dx: 2Bemerkung: Nach Satz 3.3 ist also die Verteilung der Zufallsvariable T eindeutig durch �(t)bestimmt. Falls T eine diskrete Zufallsvariable ist mit Werten x1 < x2 < � � � undf(xi) = P (T = xi):Dann ist die �Uberlebensfunktion eine Stufenfunktion mitS(t) = 1� Xxi<t f(xi) = Xxi�t f(xi):Mit �i := f(xi)=S(xi) erh�alt man einfache Ausdr�ucke f�ur f(xi)f(xi) = �i i�1Yj=1(1� �j); (3.8)S(xi) = i�1Yj=1(1� �j): (3.9)3.3 Funktionale Darstellung der HazardfunktionObwohl in der Arbeit semiparametrische Modelle im Vordergrund stehen, sollen hier einigewichtige funktionale Modelle in der �Uberlebenszeitanalyse vorgestellt werden.Exponentielles ModellDas exponentielle Modell ist wohl das bekannnteste �Uberlebenszeitmodell. Die Hazardfunktionf�ur das exponentielle Modell ist konstant f�ur alle t�(t) = � � > 0:Die zugeh�orige �Uberlebensfunktion S(t) ist demnachS(t) = exp �� Z t0 � ds� = 1� e��t:Das bedeutet f�ur die Verteilungsfunktion F (t) der Zufallsvariable TF (t) = 1� S(t) = e�� t:



30 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEDie �Uberlebenszeit T ist also exponentialverteilt mit Parameter �. Aus dem konstanten Hazard� folgt sofort folgende wichtige EigenschaftP (T � t+ sjT � t) = S(t+ s)S(t) = exp(�(t+ s� t) = P (T � s):Weibull-ModelleEine Verallgemeinerung der exponentiellen Modelle sind Weibull-verteilte Lebensdauern T mitHazardfunktion �(t) = ��t��1 �; � > 0:Mit dieser funktionalen Darstellung k�onnen sowohl monoton wachsende (� � 1) als auch mo-noton fallende (� � 1) Hazardfunktionen modelliert werden. F�ur die �Uberlebensfunktion S(t)gilt S(t) = exp �� Z t0 �(u) du� = exp[��t�]:Die Verteilungsfunktion F (t) und die Dichtefunktion f(t) f�ur Weibull-verteilte Lebensdauernsind demnach gegeben durchF (t) = 1� S(t) = 1� exp[��t�];f(t) = ddtF (t) = ��t��1 exp(��t�):Log-Logistische ModelleDie Zufallsvariable Lebensdauer T hei�t log-logistisch verteilt, falls die Transformation:Y = log(T )logistisch verteilt ist mit DichtefunktionfY (y) = exp��y��� �� h1 + exp �y��� �i2und Verteilungsfunktion FY (y) = 11 + exp ��y��� � f�ur � 2 IR; � > 0:Die �Uberlebens- und Hazardfunktion log-logistisch verteilter �Uberlebenszeiten haben die FormS(t) = 1� FY (log(t)) = 11 + �t� ;sowie �(t) = ��t��11 + �t� ;



3.4. AUFBAU EINER STUDIE 31mit � = 1=� > 0 und � = exp(��=�). Mit log-logistischer Verteilung kann man mit � � 1monoton fallende Hazardfunktionen modellieren, f�ur � > 1 erh�alt man Hazardfunktionen, diebis zum Zeitpunkt t = [(��1)=(�)]1=� monoton wachsen und dann monoton fallen mit Grenzwertin 0.3.4 Aufbau einer StudieUm das �Uberlebensverhalten eines Bestandes zu untersuchen, betrachtet man eine Gruppe vonProbanden �uber einen l�angeren Zeitraum. Dazu werden im wesentlichen 2 Typen von Studienunterschieden.� Retrospektive Studien� Prospektive StudienRetrospektive Studien betrachten Daten aus der Vergangenheit einer Kohorte (Menge beob-achteter Objekte) und versuchen anhand dieser Daten Aussagen �uber das �Uberlebensverhaltender entsprechenden Kohorte zu tre�en. Als Beispiel w�are hier zum Beispiel die Erstellung einerSterbetafel f�ur eine bestimmte Population zu nennen. Hier werden Daten, die meist aus einerVolksz�ahlung resultieren, benutzt, um Aussagen �uber die Sterblichkeit dieser Population tre�enzu k�onnen. Ein Vorteil dieser retrospektiven Studien ist, da� sie relativ kosteng�unstig sind, dieDaten sind ja bereits erhoben, und zu schnellen Resultaten f�uhren.Im Gegensatz dazu wird f�ur prospektive Studien eine Kohorte von Probanden �uber einen be-stimmten Zeitraum (0; �1) rekrutiert und dann �uber einen weiteren Zeitraum (�1; �2) weiterbeobachtet (siehe Abbildung). Nat�urlich ist auch �1 = �2 m�oglich (was bedeutet, da� �uberdie gesamte Studiendauer neue Probanden rekrutiert werden k�onnen. Ein typisches Beispiel f�urprospektive Studien sind Testreihen f�ur ein neues Medikament, in denen Patienten �uber einenbestimmten Zeitraum ein neu entwickeltes Medikament, bzw. ein Plazebo einnehmen. In diesemFall w�are z.B. der Zeitraum von Beginn der Medikation bis zur Genesung als zuf�allige �Uberle-benszeit anzusetzen.Ein besonderes Problem in der Verweildaueranalyse stellen sogenannte zensierte Beobachtun-gen dar. Eine zensierte Beobachtung ist ein Objekt, das das terminierende Ereignis nicht erlebt,da es den gesamten Beobachtungszeitraum (0; �2) �uberlebt, oder sich aus anderen Gr�unden derBeobachtung entzieht. In Abbildung 3.1 sind die rechtszensierten Beobachtungen durch dennicht ausgef�ullten Punkt angedeutet.Man kann verschiedene Arten der Zensierung und Trunkierung unterscheiden:� Rechtszensierung: Eine Beobachtung hei�t rechtszensiert, wenn aufgrund Beendigung desBeobachtungszeitraums keine Aussage dar�uber gemacht werden kann, ob das interessie-rende Ereignis bereits stattgefunden hat oder nicht. Dies ist wohl die bekannteste Art derZensierung.



32 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSE

0 t�1 �2Studienbeginn StudienendeAbbildung 3.1: Schematische Darstellung einer �Uberlebensstudie� Linkszensierung: Eine linkszensierte Beobachtung ist eine Beobachtung, deren Beginnzeit-punkt unbekannt ist. Als typisches Beispiel hierf�ur k�onnte man zum Beispiel eine medizi-nische Studie anf�uhren, die den Zeitraum von HIV-Infektion bis zum Ausbruch von AIDSuntersuchen m�ochte. In den wenigsten F�allen werden hier die Probanden den genauenInfektionszeitpunkt wissen.� Linkstrunkierung: Eine linkstrunkierte Beochtung ist eine Beobachtung, deren Beginnzeit-punkt vor Studienbeginn �1 liegt, aber, im Gegensatz zu linkszensierten Beobachtungen,bekannt ist. Ein Beispiel f�ur Linkstrunkierung ist die Erstellung einer Sterbetafel auf Basiseiner Volksz�ahlung. Hier ist der Beginnzeitpunkt (Geburt) in allen F�allen bekannt, aberder Studienbeginn ist der Beginn der Volksz�ahlung.3.5 Likelihood-Techniken f�ur �UberlebenszeitmodelleIn diesem Abschnitt sollen einige immer wieder in der Arbeit verwendete Techniken zur Herlei-tung von Likelihood-Sch�atzern in �Uberlebenszeitmodellen dargestellt werden (siehe Kalbeischund Prentice (1980) [21] Seiten 119 bis 142). Dabei stehen Maximum-Likelihood-Ans�atze zurBestimmung der �Uberlebensfunktion, sowie der sogenannte Partial-Likelihood im Zentrum derBetrachtung.3.5.1 Likelihood-Konstruktion f�ur Modelle mit unabh�angiger ZensierungWir gehen aus von einer Studie mit insgesamt n Individuen, die vom Zeitpunkt 0 an beobachtetwerden und deren �Uberleben durch die Hazardfunktion �(t; Z; �) bzw. durch die Dichtefunkti-on f(t; Z; �) beschrieben wird, wobei hier Z 2 IRp ein das �Uberleben genauer spezi�zierender



3.5. LIKELIHOOD-TECHNIKEN F�UR �UBERLEBENSZEITMODELLE 33Kovariablenvektor ist und � 2 IRp ein Parametervektor. Die beobachteten Daten f�ur das i-teIndividuum sind ti; �i; Zi, hier ist ti der Zeitpunkt des Beobachtungsendes, �i der sogenannteZensierungsindikator, d.h. �i = ( 1 Ereignis zum Zeitpunkt ti0 Zensieruung zum Zeitpunkt tiund Zi der beobachtete Kovariablenvektor. Im Folgenden werden wir immer davon ausgehen,da� ein unabh�angiger Zensierungsmechanismus vorliegt (nach De�nition von Kalbeisch undPrentice [21] Seite 120), der insbesondere dann gegeben ist, wenn die Zensierung zu einemfesten Zeitpunkt (z.B. Studienende) statt�ndet. Wir erhalten die Likelihoodfunktion allgemeinals L = nYi=1[f(ti; Zi; �)�iS(ti; Zi; �)1��i ]: (3.10)(3.10) kann man folgenderma�en erkl�aren: Falls �i = 1 wissen wir, da� ein Ereignis passiert(T = ti), die Dichtefunktion daf�ur ist f(ti; Zi; �), falls �i = 0 erhalten wir die Information,da� das beobachtete Individuum mindestens bis zum Zeitpunkt ti gelebt hat (d.h. T � ti),die Wahrscheinlichkeit daf�ur ist S(ti; Zi; �). Um nun Likelihood-Techniken f�ur die Sch�atzungder Hazardfunktion �(t; Z; �) (bei gegebenem �), bzw. f�ur den Parameter � (bei gegebenem �)zu erhalten, stellen wir die �Uberlebensfunktion in Abh�angigkeit von der Hazardfunktion dar.Zun�achst haben wir in Satz (3.3) gezeigt, da� f�ur die �Uberlebensfunktion der ZusammenhangS(t) = exp�� Z t0 �(s; Z; �) ds�gilt. Zum anderen kann man eine absolut stetige �Uberlebensfunktion S(t) in Abh�angigkeit von�(t) durch folgenden Grenzwert darstellen:S(t) = limr!1 r�1Yk=0(1� �(ur)�ur); (3.11)wobei hier der Grenzwert �uber alle Partitionen 0 = u0 < u1 < � � � < ur = t zu bilden ist undmit �ur = ur+1 � ur und �(ur)�ur = P (ur � T < ur +�urjT � ur)die Wahrscheinlichkeit, da� im Intervall von ur bis ur+1 das terminierende Ereignis statt�ndet,gegeben �Uberleben bis ur. Der Beweis der Gleichung (3.11) �ndet sich in Andersen u.a. (1993)[1] Seiten 91 - 92. (3.11) nennt man auch Produkt-Integral-Darstellung der �Uberlebensfunktion.Dementsprechend erh�alt man 2 verschiedene Darstellungen f�ur die Likelihood-FunktionL = nYi=1[f(ti; Zi; �)�iS(ti; Zi; �)1��i ]f(t)=�(t)S(t)= nYi=1[�(ti; Zi; �)�iS(ti; Zi; �)�iS(ti; Zi; �)1��i ]



34 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSE= nYi=1 ��(ti; Zi; �)�i exp�� Z ti0 �(u;Zi; �)du��= " nYi=1 �(ti; Zi; �)�i# exp0@� Z 10 Xk2R(u) �(u;Zk; �)du1A :Hier ist R(t) die sogenannte Risikomenge zum Zeitpunkt tR(t) = fBeobachtungen mit ti � tg:In der Risikomenge R(t) sind also auch alle Objekte enthalten, die zum Zeitpunkt t ein Ereigniserleben. Diese Feststellung ist sehr wichtig, da die Risikomenge so als linksstetiger stochastischerProze� mit rechtsseitigem Grenzwert betrachtet werden kann (R ist also vorhersehbar). Analoggilt f�ur die Produkt-Integral-DarstellungL = nYi=1[�(ti; Zi; �)�i limr!1 r�1Xk=1(1� �(ur)�ur)]:Im Abschnitt 3.6 werden wir je einen nichtparametrischen Sch�atzer auf Basis einer Darstellungder �Uberlebensfunktion wie in (3.11) (Kaplan-Meier-Sch�atzer) sowie nach Satz 3.3 (Nelson-Aalen-Sch�atzer) herleiten.3.5.2 Partial LikelihoodAn dieser Stelle wollen wir das Prinzip des Partial Likelihood erl�autern, das sp�ater bei derSch�atzung von Koe�zienten im Rahmen des Proportional-Hazard-Modells eine wesentliche Rol-le spielen wird.Nehmen wir an, die Verteilungsdichte einer ZufallsvariableX sei gegeben durch f(x; �; �), wobeihier � der interessierende Parameter und � ein unbekannter St�orparameter, dessen Dimensionmeist sehr hoch, oder sogar, wie sp�ater im Proportional-Hazard-Modell, unendlich ist. Auf Basiseiner Beobachtung Y wollen wir nun Aussagen �uber die Verteilung des Parameters tre�en. Neh-men wir nun an, die beobachteten Daten Y werden nun transformiert in zwei VariablenmengenA1; B1; A2; B2; � � � ; Am; Bm und sei A(j) = (A1; � � � ; Aj), sowie B(j) = (B1; � � � ; Bj).Angenommen, die gemeinsame Dichte von A(m) und B(m) l�a�t sich darstellen alsmYj=1 f(bjjb(j�1); a(j�1); �; �) mYj=1 f(ajjb(j); a(j�1); �):Dann nennt man den (von � unabh�angigen) zweiten Term Partial Likelihood basierend aufA. Dieser Term ist keine Likelihoodfunktion im herk�ommlichen Sinn, d.h. er kann nicht direktals Wahrscheinlichkeit interpretiert werden. Die Funktionsweise des Partial Likelihood soll mitHilfe des folgenden Beispiels erl�autert werden.



3.5. LIKELIHOOD-TECHNIKEN F�UR �UBERLEBENSZEITMODELLE 35Beispiel 3.4 In diesem Beispiel betrachten wir 2 Stichproben, SP1 und SP2, mit jSP1j = nund jSP2j = m Elementen. Wir beobachten (nach Stichproben unterteilt) wie viele Ereignisse inje einem der 3 disjunkten Intervallen I1 = [c0 = 0; c1), I2 = [c1; c2), sowie I3 = [c2; c3 =1) pas-sieren. Diese Beobachtungen k�onnen wir mit dem Datensatz A1; B1; A2; B2; A3; B3 beschreiben(siehe Abbildung 3.1), wobeiAk = # Ereignisse in Intervall Ik Stichprobe 1Bk = # Ereignisse in Intervall Ik gesamtGehen wir davon aus, da� f�ur in SP1 f�ur die Wahrscheinlichkeit, da� in Intervall Ik k =f1; 2; 3g das Ereignis passiert, gegeben �Uberleben bis ck,p1 = P (ck � T < ck+1jT � ck; SP1); k 2 f1; 2; 3g;gilt p11� p1 = �ke�und in SP2 f�ur p2 = P (ck � T < ck+1jT � ck; SP2) k = f1; 2; 3gder Zusammenhang p21� p2 = �kgilt. I1 I2 I3Stichprobe Ges. Ereig. �Uberl. bis c1 Ges. Ereig. �Uberl. bis c2 Ges. Ereig.1 n a1 n-a1 n-a2 a2 n-a1-a2 n-a1-a2 a32 m r1 m-r1 m-r1 r2 m-r1-r2 m-r1-r2 r3b1 b2 b3Tabelle 3.1: Beobachtete �Uberlebenszeiten in Beispiel 3.4Hier ist � der interessierende Parameter und �k k = 1; 2; 3 der St�orparameter. Den ersten Faktordes Partial-Likelihood erh�alt man dann als bedingte Wahrscheinlichkeit, da� im Intervall I1 a1Ereignisse in SP 1 beobachtet werden k�onnen, unter der Bedingung, da� insgesamt b1 EreignissepassierenP (A1 = a1jB1 = b1) = P (A1 = a1; B1 = b1)P (B1 = b1)= � na1�pa111(1� p11)n�a1� mb1�a1�pb1�a112 (1� p12)m�(b1�a1)Pl �nl�pl11(1� p11)n�l� mb1�l�pb1�l12 (1� p12)m�(b1�l)= � na1� � p111�p11�a1 (1� p11)n� mb1�a1� � p121�p12�b1�a1 (1� p12)mPl �nl� � p111�p11�l (1� p11)n� mb1�l� � p121�p12�b1�l (1� p12)m



36 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSE= � na1��a11 e�a1� mb1�a1��b1�a11Pl �nl ��lkel�� mb1�l��b1�lk= � na1�� mb1�a1�ea1�P�nl�� mb1�l�el� :Man sieht, da� der St�orparameter �1 in diesem Term gek�urzt werden kann. F�ur den zweitenFaktor erhalten wirP (A2 = a2jB1 = b1; A1 = a1; B2 = b2) = �n�a1a2 ��m�r1b2�a2�ea2�P�n�a1l ��m�r1b2�l �el�und schlie�lichP (A3 = n� a1 � a2jB1 = b1; A1 = a1; B2 = b2; A2 = a2; B3 = b3) = 1:Mit einer �ahnlichen Konstruktion wie in Beispiel 3.4 werden wir sp�ater im semiparametrischenProportional-Hazard-Modell Regressionskoe�zienten f�ur die Hazardfunktion sch�atzen.3.6 Sch�atzen der �UberlebensfunktionIn diesem Abschnitt betrachten wir 2 unterschiedliche, nichtparametrische Ans�atze f�ur dieSch�atzung der �Uberlebensfunktion. Die Sch�atzmethoden leiten wir mit den im vorherigen Ab-schnitt dargestellten Likelihood-Techniken her. Da wir im Folgenden oft die Menge der geordne-ten Todeszeitpunkte, sowie die Menge der geordneten Endzeitpunkte der Beobachtungen (mitm�oglichen Zensierungen) ben�otigen, tre�en wir nun folgende Konvention: Mit t1 < t2 < � � � < tkbezeichnen wir die Menge der geordneten Zeitpunkte, an denen ein Ereignis passiert, mit t1 �� � � � tn die Menge der Endzeitpunkte der Beobachtungen in einer geordneten Stichprobe derL�ange n, d.h. im ersten Fall indizieren wir die Zeitpunkte bis zum Index k, im zweiten bis zumIndex n.3.6.1 Der Produkt-Limit-Sch�atzer (Kaplan und Meier)Der Produkt-Limit-Sch�atzer (Kaplan und Meier, 1958)[22] ist wohl der bekannteste und amh�au�gsten eingesetzte Sch�atzer f�ur die �Uberlebensfunktion. Mit diesem Sch�atzer werden anden Zeitpunkten ti, i = 1; � � � ; k, an denen ein Ereignis statt�ndet, die zugeh�origen Hazards�i = �(ti); i = 1; � � � ; k, gesch�atzt. Aus der diskreten ApproximationS(t) = limr!1 r�1Yk=0(1� �(ur)�ur) � Yti�t(1� �i)des Produkt-Integrals (3.11) resultiert dann die Produkt-Limit-Sch�atzung f�ur die �Uberlebens-funktion. Nun m�ussen wir noch �i; i = 1; � � � ; k, sch�atzen.Seien nun t1 < t2 < � � � < tk die Zeitpunkte, an denen ein terminierendes Ereignis statt�ndetund Ri := fbeobachtete Objekte mit T � tig i = 1; � � � ; k;



3.6. SCH�ATZEN DER �UBERLEBENSFUNKTION 37sowie Di := fbeobachtete Objekte mit T = tig i = 1; � � � ; k;mit di = jDij und ni = jRij.Als Likelihoodfunktion (in Abh�angigkeit von dem diskreten Hazard �i zum Zeitpunkt ti) f�ur dieWahrscheinlichkeit, da� di von ni Objekten das terminierende Ereignis am Zeitpunkt ti erleben,erh�alt man Li(�i) = [f(ti)]di [S(ti)]ni�di[S(ti)]ni = �dii (1� �i)ni�di :Sei nun L(�) = kYi=1Li(�i) = kYi=1 �dii (1� �i)ni�diund LL(�) = log(L(�)) = kXi=1(di log(�i) + (ni � di) log(1� �i))der zugeh�orige Log-Likelihood mit Ableitung nach �i@@�iLL(�) = di�i + di � ni1� �i :Dieser Term wird 0 f�ur �̂i = di=ni, so da� die Produkt-Limit-Sch�atzung f�ur die �Uberlebensfunk-tion gegeben ist durch ŜKM(tk) = kYi=1(1� �̂i) (3.12)Im folgenden betrachten wir noch kurz einige Eigenschaften des Kaplan-Meier-Sch�atzer. DieVarianz von ŜKM kann man mit der Formel von Greenwood (1926) [18]dVar[Ŝ(t)KM ] = ŜKM(t)Xti�t diRi(Ri � di)bestimmen. Auf Basis asymptotischer Normalit�at, die wir Abschnitt 3.6.2 f�ur den Nelson-Aalen-Sch�atzer noch genauer untersuchen werden, kann man nun punktweise 100(1 � �)%- Kon�den-zintervalle f�ur Ŝ(t) angeben. Dazu ben�otigen wir noch folgende Notation�2s(t) = dVar[Ŝ(t)]Ŝ2(t) :Damit erhalten wir als 100(1 � �)% Kon�denzintervall zum Zeitpunkt t0[untere Schranke; obere Schranke] = [Ŝ(t0)� c1��=2�S(t0)Ŝ(t0) + c1��=2�S(t0)Ŝ(t0)]; (3.13)wobei c1��=2 das 1-�=2-Quantil der Standardnormalverteilung ist.Bemerkung: Punktweises Kon�denzintervall bedeutet im diesem Zusammenhang, da� das in(3.13) de�nierte zuf�allige Intervall zu jedem Zeitpunkt t0 mit (1�=�)100%-iger Wahrscheinlich-keit den (wahren) Wert der �Uberlebensfunktion S an der Stelle t0 beinhaltet.
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Abbildung 3.2: Kaplan-Meier-Sch�atzer mit zugeh�origen 95%- Kon�denzintervallenBeispiel 3.5 Mit folgendem �ktiven Zahlenbeispiel soll die Funktionsweise des Kaplan- Meier-Sch�atzers erl�autert werden (+ steht f�ur Zensierung).Beobachtete Lebensdauern: 2, 2, 3, 5+, 6, 6, 7+, 7+, 8, 9, 10, 10, 10+, 10+, 10+ (Anzahl derBeobachtungen n = 15).In Tabelle 3.2 sind die gesch�atzten Koe�zenten, sowie die gesch�atzten 95 % Kon�denzintervalleaufgef�uhrt.ti ni di ŜKM(ti) unt.Schr.(95 %) ob.Schr.(95 %)2 15 2 1� 215 = 0:867 0.711 1.0003 13 1 (1� 215)(1 � 113) = 0:800 0.621 1.0006 11 2 (1� 215 ) � � � (1� 211) = 0:655 0.449 0.9548 7 1 (1� 215 ) � � � (1� 17) = 0:561 0.346 0.9099 6 1 (1� 215 ) � � � (1� 16) = 0:468 0.256 0.85310 5 2 (1� 215 ) � � � (1� 25) = 0:281 0.110 0.714Tabelle 3.2: Gesch�atzte Werte der �Uberlebensfunktion (Kaplan-Meier-Sch�atzer)



3.6. SCH�ATZEN DER �UBERLEBENSFUNKTION 39In Abbildung 3.2 erkennt man, da� der Kaplan-Meier-Sch�atzer eine Stufenfunktion mit Spr�ungenan den beobachteten Todeszeitpunkten ist. Der Kaplan-Meier-Sch�atzer ist nach unten verzerrt.3.6.2 Der Nelson-Aalen-Sch�atzerDer Nelson-Aalen-Sch�atzer ist ein alternativer Ansatz f�ur die Sch�atzung der �UberlebensfunktionS(t). Es gibt verschiedene M�oglichkeiten, diesen Sch�atzer herzuleiten, im folgenden soll hier,analog zum Produkt-Limit-Sch�atzer, die nichtparametrische Maximum-Likelihood-Herleitungvorgestellt werden. Nelson (1972) [31] schlug diesen Sch�atzer im Rahmen eines Artikels �ubergraphische Methoden zur Darstellung der Hazardfunktion vor. Seien t1 � � � � � tn die geordnetenEndzeitpunkte der Beobachtungen und �i die zugeh�origen Zensierungsindikatoren (d.h. �i = 0falls Beobachtung zensiert, �i = 1 sonst).Die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� ein Individuum zum Zeitpunkt ti das terminierende Ereigniserlebt, ist f(ti) = �(ti) S(ti) = �(ti) exp[��(ti)]:Damit erh�alt man als LikelihoodfunktionL(�(t)) = nYi=1 �(ti)�i exp(��(ti)):Um diesen Likelihood zu maximieren, betrachten wir die diskreten Hazardraten �i i = 1; � � � ; kzu den Zeitpunkten t1 < � � � < tk, an denen ein Ereignis passiert. Sei mit Ri wiederum dieRisikomenge zum Zeitpunkt ti bezeichnet und sei jRij = ni. Dann reduziert sich der Likelihoodzu L(�(t)) = kYi=1 �i exp(��(ti)) = kYi=1[�i exp(� Xtj�ti �j)] = kYi=1 �i exp(� Xj2Ri �j);mit zugeh�origem Log-Likelihood LL(�) = kXi=1 log(�i)� Xj2Ri �jund Ableitung @@�iLL(�i) = 1�i � ni:Die Ableitung hat den Wert 0 an der Stelle�̂i = 1ni ;so da� der Nelson-Aalen-Sch�atzer f�ur die �Uberlebensfunktion de�niert ist alsŜNA(t) = exp(�Xti�t �̂i): (3.14)Bemerkung: Falls an einem Zeitpunkt mehrere Ereignisse statt�nden, wird der Sch�atzer f�ur dieHazardfunktion modi�ziert zu: �̂i = di=ni, wobei di die Anzahl der Ereignisse zum Zeitpunkt ti



40 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEz�ahlt.Asymptotische Eigenschaften des Nelson-Aalen-Sch�atzersUm asymptotische Eigenschaften des Nelson-Aalen Sch�atzers zu beweisen, bedient man sicheiner anderen Herleitung. Betrachtet man n�amlich den Z�ahlproze�N(t) = nXi=1 I(Ti � t)(Summe der Toten zum Zeitpunkt t), wobei jedes Objekt mit der Intensit�at �(s) ausscheidet.Sei nun R(s) die Anzahl der bebachteten Objekte zum Zeitpunkt s, so istM(t) = N(t)� Z t0 �(s)R(s) ds (3.15)ein Martingal bzgl. der kanonischen, d.h. der von M(t) erzeugten Filtration Ft. Dies sieht mansofort, da man N(t) als Summe n univariater Z�ahlprozesse darstellen kannN(t) = nXi=1 Yi(t)Ni(t);mit Yi(t) = ( 1 falls Objekt zum Zeitpunkt t unter Beobachtung0 sonstund Ni(t) = # Ereignisse des Objektes i:Ni nimmt also die Werte 0 oder 1 an. Nach der De�nition des vorhersehbaren Intensit�atsprozessesf�ur Z�ahlprozesse ist E �Z 10 H(u)�(u) du� = E �Z 10 H(u)dNi(u)�f�ur alle vorhersehbaren Prozesse H und alle i 2 1; � � � n erf�ullt. Insbesondere also auch f�ur denvorhersehbaren Proze� I(s � u � t) nXi=1 Yi(u) = R(u)I(s � u � t) (3.16)und wir erhalten f�ur s < tE �N(t)� Z t0 �(u)R(u) dujFs�= E �N(t)�N(s) +N(s)� �Z s0 �(u)R(u) du + Z ts �(u)R(u) du� jFs�Satz 2:2= E �N(t)�N(s)� Z ts �(u)R(u) dujFs�+N(s)� Z s0 R(u)�(u) du= E " nXi=1 �Z ts Yi(u) dNi(u)� Z ts Yi(u)�(u) du� jFs#+N(s)� Z s0 R(u)�(u) du(3:16)= N(s)� Z s0 R(u)�(u) du;



3.6. SCH�ATZEN DER �UBERLEBENSFUNKTION 41womit die Martingaleigenschaft gezeigt w�are.Mit dM(t) = dN(t)� �(s)R(s);wobei dM(t) als zuf�alliges Rauschen zu betrachten ist, erh�alt man als Sch�atzer f�ur �(t)�̂(t) = dN(t)R(t) ;so da� man f�ur den kumulativen Hazard �(t) den Sch�atzer�̂(t) = Z t0 1R(s) dN(s) (3.17)angeben kann. Seien nun wiederum t1 < � � � < tk die geordneten Todeszeitpunkte, dann giltdN(t) = ( 1 f�ur t = ti i = 1; � � � ; k0 sonst ;so da� sich (3.17) reduziert zu �̂(t) = Xi:ti�t 1R(ti) : (3.18)Schlie�lich sei noch die Zufallsvariable J(t) = I(R(t) > 0) eingef�uhrt, sowie��(t) = Z t0 �(s)J(s) ds:Da der Z�ahlproze� N(t) nur dann springt, wenn R(t) > 0 kann man f�ur (3.17) folgende �aquiva-lente Notation benutzen: �̂(t) = Z t0 J(s)R(s) dN(s):Aus der Tatsache, da� R(t) ein vorhersehbarer Proze� ist, folgt mit Satz 2.29, da��̂(t)� ��(t) = Z t0 J(s)R(s) dN(s)� Z t0 �(s)J(s) ds= Z t0 J(s)R(s)d(N(s)� Z s0 �(u)R(u) du) = Z t0 J(s)R(s) dM(s)ein lokales Martingal ist. Nach Satz 2.35 hat �̂� �� den vorhersehbaren Variationsproze�h�̂(t)� ��(t)i = Z t0 � J(s)R(s)�2 �(s)R(s) ds J2(s)=J(s)= Z t0 J(s)R(s)�(s) ds:Da �� der vorhersehbare Kompensatorproze� von �̂ ist, gilt f�ur den ErwartungswertE(�̂(t)) = E(��(t)) = Z t0 �(s)P (R(s) > 0) ds:
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Kaplan-Meier
Nelson-Aalen

Abbildung 3.3: Vergleich von Kaplan-Meier und Nelson-Aalen-Sch�atzerDaraus folgt, da� die Verzerrung b(�̂(t)) des Sch�atzer gegeben ist durchb(�̂(t)) = E(�̂(t))� �(t) = Z t0 �(s)P (R(s) > 0) ds� Z t0 �(s) ds == Z t0 �(s) [P (R(s) > 0)� 1]| {z }=�P (R(s)=0) ds = � Z t0 �(s)P (R(s) = 0) ds � 0Da die �Uberlebensfunktion eine monoton fallende Funktion in Abh�angigkeit von �(t) ist, folgtda� der Nelson-Aalen-Sch�atzer ŜNA(t) f�ur die �Uberlebensfunktion im Gegensatz zum Kaplan-Meier-Sch�atzer ŜKM(t) (3.12) nach oben verzerrt ist und es giltŜKM � ŜNA f�ur alle tdenn ŜNA(t) = exp(�Xti�t �̂i) = Yti�t e��̂i= Yti�t(1� �̂i + �̂2i � �̂3i + � � �| {z }�0 )� Yti�t(1� �̂i) = ŜKM(t):In der Praxis erweist sich jedoch f�ur gro�e Datens�atze die Verzerrung als vernachl�assigbar gering,in Abbildung 3.3 wird erkenntlich, da� schon f�ur das �ktive Beispiel zum Kaplan-Meier-Sch�atzer



3.6. SCH�ATZEN DER �UBERLEBENSFUNKTION 43die Abweichungen relativ gering sind.Als Sch�atzer f�ur die Varianz der kumulativen Hazardfunktion �(t) dient der optionale Variati-onsproze� von �̂� ��. Mit Hilfe von Satz 2.35 erh�alt man:�̂2(t) = [�̂(t)� ��(t)] = �Z t0 J(s)R(s)dM(s)� = Z t0 J(s)(R(s))2 dN(s); (3.19)mit M(s) = N(s)� Z s0 �(u)R(u) du:Mit Hilfe dieser Vorbereitungen kann man nun die Konvergenz des Nelson-Aalen Sch�atzerszeigen. Dazu betrachten wir eine Folge von Z�ahlprozessen N (n). Desweiteren bezeichnen wir mitR(n) die zugeh�orige Folge der Risikomengen, mit J (n)(t) die Folge der Prozesse I(R(n)(t) > 0)und mit �̂(n) und ��(n) die Prozesse�̂(n)(t) = Z t0 1R(n)(s)dN (n)(s);��(n)(t) = Z t0 �(s)J (n)(s) ds:Satz 3.6 (Konsistenz von �̂) Sei t 2 T und gelte f�ur n!1Z t0 J (n)(s)R(n)(s)�(s) ds!P 0 f�ur n!1 (3.20)sowie Z t0 (1� J(s)(n))�(s) ds!P 0 f�ur n!1 (3.21)dann gilt f�ur n!1 sups2[0;t] j�̂(n)(s)� �(s)j !P 0:Beweis:Mit Hilfe der Zerlegung von sups2[0;t] j�̂(n)(s)� �(s)j insups2[0;t] j�̂(n)(s)� �(s)j = sups2[0;t] j�̂(n)(s)� ��(n)(s) + ��(n)(s)� �(s)j� sups2[0;t] j�̂(n)(s)� ��(n)(s)j+ sups2[0;t] j��(n)(s)� �(s)j;zeigt man zun�achst mit Hilfe der Ungleichung von Lenglart, da� giltP ( sups2[0;t] j�̂(s)(n) � ��(n)(s)j > �) � ��2 + P 8>>>><>>>>:Z t0 J (n)(s)R(n)(s)�(s) ds| {z }!0 nach Vor. (3.20) > �9>>>>=>>>>;=) sups2[0;t] j�̂(n)(s)� �(n)�(s)j !P 0:



44 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEMit (3.21) erh�alt man direktsups2[0;t] j��(n)(s)� �(s)j = Z t0 (1� J (n)(s))�(s) ds!P 0;so da� die Aussage gezeigt ist. 2Bemerkung: Die Bedingungen (3.20) und (3.21) sind o�ensichtlich erf�ullt, wenn R(n)(t) ! 1f�ur n!1.Mit folgendem Satz wird die asymptotische Normalit�at des Nelson-Aalen-Sch�atzers gezeigtSatz 3.7 (Asymptotische Normalit�at) Sei t 2 T und angenommen, es gibt eine monotonwachsende Folge positiver Konstanten an, mit an !1 f�ur n!1 und nicht-negative Funktio-nen y(�), so da� �(�)y(�) in ganz [0,t] integrierbar ist. Sei�2(s) = Z s0 �(u)y(u) duund seien folgende Bedingungen erf�ulltA. F�ur jedes s 2 [0; t] gilta2n Z s0 J (n)(u)R(n)(u)�(u) du!P �2(s) f�ur n!1:B. F�ur alle " > 0 gilt a2n Z t0 J (n)(u)R(n)(u)�(u) du!P 0 f�ur n!1:C. an Z t0 (1� J (n)(u))�(u) du !P 0 f�ur n!1:Dann gilt an(�̂(n) � �)!D U f�ur n!1;wobei U ein Martingal ist, dessen Zuw�achse unabh�angig N(0; �2(t � s)) verteilt sind f�ur s < t.Zudem gilt sups2[0;t] ja2n�̂2(s)� �2(s)j !P 0 f�ur n!1:Beweis: Die asymptotische Normalit�at wird bewiesen in Andersen u.a. (1993) [1] Seiten 191 und192.Kon�denzintervalle f�ur den Nelson-Aalen-Sch�atzerAus der asymptotischen Normalit�at des Nelson-Aalen-Sch�atzers �̂(t) kann man nun Kon�denz-intervalle f�ur die kumulative Hazardfunktion angeben (Bie und Borgan (1987) [5]). Zun�achst



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 45soll ein punktweises Kon�denzintervall f�ur � zu einem festen Zeitpunkt t0 bestimmt werden.Aus der asymptotischen Normalit�at des Nelson-Aalen-Sch�atzers erh�alt man als Kon�denzinter-vall f�ur den kumulativen Hazard �(t0) �̂(t0)� c�=2�̂(t0);wobei hier c�=2 das 1-�=2-Quantil der Standardnormalverteilung und �̂(t0) die nach (3.19)gesch�atzte Varianz des Nelson-Aalen-Sch�atzers. Es zeigt sich jedoch, da� f�ur kleine Stichpro-bengr�ossen der so de�nierte Sch�atzer eine relativ ungenaue Approximation des Kon�denzinter-valles liefert. Daher wurden mit Hilfe der funktionalen �-Methode (siehe z.B. Gill(1989) [17])Tranformationen f�ur des Kon�denzintervall entwickelt, die bessere asymptotische Eigenschaf-ten f�ur kleine Stichprobengr�o�en haben. Nach der funktionalen �-Methode gilt f�ur eine in einerUmgebung von �(t0) di�erenzierbare Funktion g(x) mit g(x) 6= 0 f�ur x = �(t0) da�g(�̂(t0))� g(�(t0))jg0(�̂(t0))j�̂(t0) !D N(0; 1):Als 100(1 � �)% Kon�denzintervall f�ur die transformierte Hazardfunktion g(�(t0)) erh�alt mandaher g(�̂(t0))� c�=2jg0(�̂(t0))j�(t0):F�ur die logarithmische Transformation mit g(x) = log(x) erh�alt man als Kon�denzintervall f�urden transformierten kumulativen Hazard log(�(t0))log(�̂(t0))� c�=2 �̂(t0)�̂(t0) ;so da� das Ko�denzintervall f�ur die kumulative Hazardfunktion �(t0) gegeben ist durch�̂(t0) exp �c�=2 �̂(t0)�̂(t0)! :Eine weitere wichtige Transformation ist die arcsin-Transformation. Genaueres hierzu kann manin [5] nachlesen. Simulationen haben gezeigt, da� sowohl die logarithmische, als auch die arcsin-Transformation deutlich bessere Eigenschaften f�ur kleine Stichprobengr�o�en haben (Borgan undLiest�l (1990) [6]).3.7 Das Proportional-Hazard-Modell3.7.1 ModellierungBis jetzt wurden nur nichtparametrische Sch�atzer der �Uberlebensfunktion betrachtet. Im folgen-den soll ein semiparametrisches Regressionsmodell vorgestellt werden, das sogenannte Propor-tional-Hazard-Modell. Das Proportional-Hazard-Modell geht davon aus, da� die Hazardfunktion



46 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEeines Individuums abh�angig ist von einer allen Indivuduen zugrundeliegenden Basis-Hazard-Funktion �0(t) und einem eventuell zeitabh�angigen KovariablenvektorZ(t) = (Z1(t); � � � ; Zp(t))t 2 IRp:Das Proportional-Hazard-Modell ist dann gegeben durch:�(tjZ(t)) = �0(t) exp( pXi=1 �i Zi(t));wobei � = (�1; � � � ; �p) 2 IRp den Vektor der zu sch�atzenden Regressionskoe�zienten darstellt.Die Sch�atzung der Koe�zienten erfolgt durch den sogenannten Partial-Likelihood. Diese Technikwurde von Cox (1975) [10] f�ur das Proportional-Hazard-Modell vorgeschlagen und erm�oglicht esden Regressionskoe�zienten zu sch�atzen, ohne da� man dazu Informationen �uber den zugrun-deliegenden Basis-Hazard ben�otigt.Die Herleitung des Partial-Likelihood erfolgt nun �ahnlich wie in Beispiel 3.4. Dazu betrachtenwir an jedem Zeitpunkt, an dem ein Ereignis passiert, die bedingte Wahrscheinlichkeit, da� diebeobachtete Person stirbt unter der Bedingung, da� ein Ereignis an diesem Zeitpunkt passiert.Seien t1 < � � � < tk die geordneten Todeszeitpunkte und Ri die Risikomenge zum Zeitpunkt ti,sowie Zi(ti) = (Zi1(ti); � � � ; Zip(ti)) der zugeh�orige Kovariablenvektor. Aufgrund der zeitstetigenModellierung beobachten wir fast sicher genau ein Ereignis pro Zeitpunkt ti i = 1; � � � ; k.F�ur jeden beobachteten Todeszeitpunkt ist die Wahrscheinlichkeit, da� die ausgeschiedene Per-son zum Zeitpunkt ti stirbt, gegeben ein Toter zum Zeitpunkt ti:P (Person stirbt zum Zeitpunkt tijein Toter zum Zeitpunkt ti) =P (Person stirbt zum Zeitpunkt tij�uberlebt bis ti�)P (Ein Toter zum Zeitpunkt tij�uberlebt bis ti�) =�0(ti) exp[�t Zi(ti)]Pj2Ri �0(ti) exp[�t Zj(ti)] = exp[�t Zi(ti)]Pj2Ri exp[�t Zj(ti)] :Der Partial Likelihood ist nun als Produkt dieser Wahrscheinlichkeiten de�niert:L(�) = kYi=1 exp[�t Zi(ti)]Pj2Ri exp[�t Zj(ti)]und LL(�) = log(L(�)) = kXi=1 �t Zi(ti)� kXi=1[log( Xj2R(ti) �t Zj(ti))] (3.22)der zugeh�orige Log-Likelihood. Um die Likelihood-Funktion zu maximieren ben�otigt man nochden sogenannten Score-Vektor:U(�) = ( @@�1LL(�); � � � ; @@�pLL(�))t 2 IRp; (3.23)



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 47sowie die Matrix der zweiten Ableitungen:@@�U(�) = �I(�) = 0BBB@ @2@�1@�1LL(�) � � � @2@�1@�pLL(�)... . . . ...@2@�p@�1LL(�) � � � @2@�p@�pLL(�) 1CCCA 2 IRp�p:Bemerkung: Die Matrix I hei�t Informationsmatrix.Nun kann mittels numerischer Verfahren (zum Beispiel Verfahren von Newton-Raphson) dieNullstelle von U(�) bestimmt werden, d.h. der Partial-Likelihood maximiert werden. Eine Be-schreibung dieses Verfahrens kann man in Klein (1997) [25] Anhang A nachlesen. Auf wichtigeEigenschaften des Sch�atzers eingehen werden wir genauer in Abschnitt 3.7.4 eingehen.3.7.2 Partial Likelihood mit \ties"Obwohl die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� zwei oder mehr Ereignisse (\ties") zum selben Zeit-punkt passieren, Null ist, wird man in der Praxis, aufgrund begrenzter Genauigkeit in der Zeit-messung, oft mit Datens�atzen konfrontiert, in denen mehrere Ereignisse an ein und demselbenZeitpunkt passieren. W�ahrend in Kapitel 3.7.1 die Herleitung des Partial Likelihood f�ur denFall, da� genau ein Ereignis pro Zeitpunkt passiert, vorgenommen wurde, besch�aftigt sich dieserTeil mit verschiedenen Techniken zur Bestimmung des Partial Likelihood f�ur mehrere Ereignissepro Zeitpunkt.Seien nun wiederum t1; � � � ; tk die geordneten Zeitpunkte, an denen ein Ereignis passiert, Di dieMenge der Toten zum Zeitpunkt ti mit di = jDij und Ri die Risikomenge zum Zeitpunkt ti. Seinun zus�atzlich: Qi = fM � Ri j jM j = digdie Menge aller Teilmengen der Risikomenge mit genau di Elementen. F�ur jedes Element q =(q1; � � � ; qdi)t aus Qi sei nun s�q(ti) := diXj=1Zqj (ti)die Summe der Kovariablenvektoren �uber alle Elemente aus q. F�ur die Menge Di de�nieren wirmit s(ti) := Xj2DiZj(ti)die zugeh�orige Summe der Kovariablen aller Objekte (insgesamt di), die zum Zeitpunkt ti ster-ben. Man kann analog zu (3.22) den diskreten Partial-Likelihood, d.h. die Wahrscheinlichkeit,da� zu jedem Zeitpunkt ti genau die beobachteten Personen sterben, gegeben da� di Personensterben, herleiten L1(�) = kYi=1 exp(�ts(ti))Pq2Qi exp(�ts�q(ti)) : (3.24)



48 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEF�ur gro�e \ties" erweist sich die Maximierung von 3.24 als numerisch zu aufwendig, da Qi �jRijjDij�Elemente enth�alt. Um den Partial Likelihood zumindest n�aherungsweise bestimmen zu k�onnen,wurden verschiedene Approximationen entwickelt. Die erste, hier mit L2(�) bezeichnet, wurdevon Breslow (1974) [8] vorgeschlagenL2(�) = kYi=1 exp(�ts(ti))[Pj2Ri exp(�tZj(ti))]di : (3.25)Die Approximation von Efron (1977)[12] f�ur den diskreten Partial Likelihood (L3(�)) ist gegebendurch L3(�) = kYi=1 exp(�ts(ti))Qdij=1[Pr2Ri exp(�tZr(ti))� j�1di Pr2Di exp(�tZr(ti))] : (3.26)3.7.3 Sch�atzung des Basis-Hazards (Breslow)In Abschnitt 3.7.1 wurden Techniken gezeigt, wie man ohne Kenntnis des Basis-Hazards denKoe�zienten � sch�atzt. Nun soll die zugrundeliegende Hazard-Funktion gesch�atzt werden. DieGrundlage hierf�ur ist ein Log-Likelihood-Ansatz, �ahnlich dem zur Bestimmung des Nelson-Aalen-Sch�atzers (3.14).Um den Sch�atzer zu erhalten, maximiert man den Likelihood in Abh�angigkeit von den be-bachteten Daten (t1; �1); � � � ; (tn; �n), wobei hier wiederum ti das Beobachtungsende und �i derZensierungsindikator istL(�0(t)) = nYi=1[�0(ti) exp�tZi(ti))]�i exp[��0(ti) exp(�tZi)]:Gehen wir nun davon aus, da� die Sch�atzung �̂ des Koe�zientenvektors � bereits mit demPartial-Likelihood-Ansatz durchgef�uhrt wurde. Analog zur Herleitung von (3.14) erh�alt mandurch Maximierung des Log-Likelihood (unter Verwendung des schon gesch�atzten Parameters�̂) den sogenannten Breslow-Sch�atzer f�ur den kumulativen Basis-Hazard �0(t) = R t0 �0(s) ds�̂0(t) = Xti�t diPj2Ri exp(�̂tZj(ti)): (3.27)Hier sind t1 < � � � < tk die geordneten Zeitpunkte, an denen ein Ereignis passiert, di die Anzahlder Ereignisse zum Zeitpunkt ti, sowie Ri die Risikomenge zum Zeitpunkt ti.3.7.4 Asymptotische EigenschaftenIn diesem Abschnitt beweisen wir die Konvergenz des gesch�atzten Regressionsparameter �̂ gegenden wahren Wert �0, sowie asymptotische Aussagen �uber die Verteilung von �̂. Schlie�lich zeigenwir noch die Konvergenz des Breslow-Sch�atzers f�ur den Basis-Hazard. Der Beweis folgt derDarstellung von Andersen und Gill (1982) [2] Dabei bedient man sich erneut einiger Aussagenaus der Martingaltheorie, wobei wiederum der Grenzwertsatz f�ur Martingale von Rebolledo (Satz



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 492.36) und die Ungleichung von Lenglart (Satz 2.37) eine zentrale Rolle spielen. Um asymptotischeEigenschaften zu beweisen, betrachten wir eine Folge multivariater Z�ahlprozesse N (n)i (t). DerZeitparameter t nimmt Werte aus einem kompakten Intervall an, d.h. o.E. t 2 T = [0; 1], wobeiN (n)i (t) die beobachteten Ereignisse f�ur Individuum i zum Zeitpunkt t z�ahlt. Jede Komponentedes so de�nierten Z�ahlprozesses hat den Intensit�atsproze� �(n)(t) = (�(n)1 (t); �(n)2 (t); � � � ; �(n)n (t)),mit �(n)i (t) = Y (n)i (t)�0(t) exp(�t0Z(n)i (t)); (3.28)wobei Z(n)i (t) der Kovariablenvektor f�ur Individuum i ist, �0 2 IRp der zu sch�atzende Regressi-onskoe�zient und Y (n)i (t) ein vorhersehbarer Indikatorproze� mitY (n)i (t) = ( 1 i-tes Objekt zum Zeipunkt t unter Beobachtung0 sonst :Insbesondere springt der Z�ahlproze� N (n)i (t) nur dann, wenn Y (n)i (t) = 1. Diese Formulierungist eine Erweiterung des urspr�unglichen Modells von Cox, da hier mehrere Ereignisse pro Ob-jekt beobachtet werden k�onnen. F�ur die Modellierung des �Ubergangs \lebendig-tot" nimmt derZ�ahlproze� nur Werte aus f0; 1g an.Da R t0 �(n)i (s) ds der vorhersehbare Kompensator des Z�ahlprozesses N (n)i (t) ist, kann man nuneine Folge lokal quadratintegrierbarer Martingale M (n)(t) = (M (n)1 (t);M (n)2 (t); � � � ;M (n)n (t)) aufdem Intervall [0; 1] de�nieren M (n)i (t) = N (n)i (t)� Z t0 �(n)i (u) du; (3.29)die nach Satz 2.35 die vorhersehbaren (Ko)variationsprozessehM (n)i ;M (n)j i(t) = �ij Z t0 �(n)i (u) dubesitzen, d.h. die Martingale M (n)i (t) und M (n)j (t) sind orthogonal f�ur i 6= j.Im Folgenden werden die hochgestellten Indizes (n) weggelassen. Mit diesem Z�ahlproze�modelll�a�t sich jetzt der Partial-Likelihood (3.22) verallgemeinernLL(�; t) = nXi=1 Z t0 �tZi(s) dNi(s)� Z t0 logf nXi=1 Yi(s) exp(�tZi(s))g d �N (s); (3.30)wobei �N(s) = nXi=1Ni(s):Man erkennt, da� das Modell (3.22) LL(�; 1) nach dem Z�ahlproze�modell entspricht. Der gesch�atz-te Parameter �̂ ist dann die L�osung der Gleichung U(�; 1) = (@=@�)LL(�; 1) = 0 , wobeiU(�; t) = nXi=1 Z t0 Zi(s) dNi(s)� Z t0 Pni=1 Yi(s)Zi(s) exp(�tZi(s))Pni=1 Yi(s) exp(�tZi(s)) d �N(s):



50 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEDie Gleichung U(�; 1) = (@=@�)LL(�; 1) = 0 kann man mit dem Verfahren von Newton-Raphsonunter Zuhilfenahme der negativ semide�niten Matrix der zweiten Ableitungen@@�U(�; t) = �I(�; t)= Z t0 24 Pni=1 Yi(s)Zi(s) exp(�tZi(s))Pni=1 Yi(s) exp(�tZi(s)) ! Pni=1 Yi(s)Zi(s) exp(�tZi(s))Pni=1 Yi(s) exp(�tZi(s)) !t� Pni=1 Yi(s)Zi(s)Zi(s)t exp(�tZi(s))Pni=1 Yi(s) exp(�tZi(s)) # d �N(s) (3.31)numerisch l�osen kann.Im folgenden Korollar wird f�ur den Parameter �0 U(�0; 1) als stochastisches Integral mit lokalemMartingal als Integrator hergeleitet.Korollar 3.8 F�ur den wahren Regressionskoe�zienten �0 hat (@=@�)LL(�; t) folgende Darstel-lung: U(�0; t) = nXi=1 Z t0 Zi(s) dMi(s)� Z t0 Pni=1 Yi(s)Zi(s) exp(�t0Zi(s))Pni=1 Yi(s) exp(�t0Zi(s)) d �M (s); (3.32)mit Mi(t) = Ni(t)� Z t0 �i(s) dsund �M(t) = nXi=1Mi(t):Beweis:Um zu zeigen, da� (3.32) gilt, mu� man U(�0; t) folgenderma�en darstellen k�onnen:U(�0; t) = nXi=1 Z t0 Zi(s) d(Ni(s)� Z s0 �i(u) du)� Z t0 Pni=1 Yi(s)Zi(s) exp(�t0Zi(s))Pni=1 Yi(s) exp(�t0Zi(s)) d( �N (s)� nXi=1 Z s0 �i(u) du):Mit den Zusammenhang aus (3.28) zeigt man nun, da�nXi=1 Z t0 Zi(s) d�i(s) = Z t0 Pni=1 Yi(s)Zi(s) exp(�tZi(s))Pni=1 Yi(s) exp(�t0Zi(s)) d( nXi=1 Z s0 �i(u) du)()Z t0 nXi=1 �0(s)Yi(s) exp(�t0Zi(s)) ds = Z t0 Pni=1 Yi(s)Zi(s) exp(�tZi(s))Pni=1 Yi(s) exp(�t0Zi(s)) nXi=1 �0(s) exp(�t0Zi(s))Yi(s) ds:



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 51Die Integrale auf der rechten und linken Seite sind genau dann gleich, wenn der Integrand f�uralle t gleich ist, so da� zu zeigen bleibt, da�nXi=1 �0(s)Yi(s)Zi(s) exp(�t0Zi(s)) = Pni=1 Yi(s)Zi(s) exp(�tZi(s))Pni=1 Yi(s) exp(�t0Zi(s)) nXi=1 �0(s) exp(�t0Zi(s))Yi(s):Dies ist o�ensichtlich der Fall, so da� die Aussage gezeigt ist. 2Im folgenden seien nun noch einige wichtige De�nitionen und Bedingungen de�niert, die bei derHerleitung der asymptotischen Aussagen oft ben�otigt werden.De�nition 3.9 F�ur eine Matrix A mit Elementen ai;j sowie f�ur einen Vektor a = a1; � � � ; ansind die Normen kAk = supi;j jai;jj, kak = supi jaij , sowie jaj = pata de�niert. Weitere wichtigeDe�nitionen sind:S(0)(�; t) = 1n nXi=1 Yi(t) exp(�tZi(t)) 2 
� T 7! IR;S(1)(�; t) = 1n nXi=1Zi(t)Yi(t) exp(�tZi(t)) 2 
� T 7! IRp;S(2)(�; t) = 1n nXi=1Zi(t)Zi(t)tYi(t) exp(�tZi(t)) 2 
� T 7! IRp�p;E(�; t) = S(1)(�; t)S(0)(�; t) 2 
� T 7! IRp;V (�; t) = S(2)(�; t)S(0)(�; t) �E(�; t)E(�; t)t 2 
� T 7! IRp�p:Bemerkung: S(0) ist also ein stochastischer Proze�, der, da Yi(t) und Zi(t) vorhersehbar sind,ebenfalls vorhersehbar ist. S(1) ist ein p-variater vorhersehbarer Proze� und S(2) eine p � p-Matrix mit vorhersehbaren Prozessen als Eintr�agen.Bedingungen:A. (Endliches Intervall).R 10 �0(t) dt <1.B. (Asymptotische Stabilit�at). Es gibt eine Nachbarschaft B von �0 und Folgen skalar-,matrix- und vektorwertiger Funktionen s(0); s(1); s(2), de�niert auf B � [0; 1], so da� f�urj = 0; 1; 2 gilt supt2[0;1];�2B kS(j)(�; t)� s(j)(�; t)k !P 0:C. (Lindeberg-Bedingung). Es gibt ein � > 0, so da�1pn supi;t jZi(t)jYi(t)If�t0Zi(t) > ��jZi(t)jg !P 0:



52 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSED. (Asymptotische Regularit�ats-Bedingungen). Seien B, s(0), s(1) und s(2) gegeben wie inBedingung B und e = s(1)=s(0), sowie e = s(1)=s(0) und v = s(2)=s(0) � eet. F�ur alle � 2 Bund t 2 [0; 1] gelte: s(1)(�; t) = @@� s(0)(�; t); s(2) = @2@�2 s(0)(�; t):Die Funktionen s(0)(�; t), s(1)(�; t) und s(2)(�; t) seien stetig in � 2 B, gleichm�a�ig in t 2 [0; 1],s(0); s(1); s(2) seien beschr�ankt in B � [0; 1]; s(0) 6= 0 auf B � [0; 1] und die Matrix� = Z 10 v(�0; t)s(0)(�0; t)�0(t) dtsei positiv de�nitZuletzt wird noch ein Korollar aus der konvexen Analysis ben�otigt:Korollar 3.10 Sei B eine o�ene konvexe Menge im IRp and F1; F2; � � � ; eine Folge zuf�alligerkonkaver Funktionen auf B, so da� 8x 2 B;Fn(x)!P f(x) f�ur n!1, wobei f(x) eine beliebigereellwertige Funktion ist, dann ist f auch konkav und f�ur alle kompakten Mengen A � B gilt:supx2A jFn(x)� f(x)j !P 0 f�ur n!1:Falls f genau ein Maximum in x̂ 2 B hat und die Zufallsvariable X̂n die Funktion Fn maximiert,dann gilt: X̂n !P x̂ f�ur n!1:Beweis:Der Beweis �ndet sich zum Beispiel in Andersen und Gill (1982) [2] Seite 1116. 2Satz 3.11 (Konsistenz von �̂) Falls die Bedingungen A, B und D gelten, dann konvergiert �̂in Wahrscheinlichkeit gegen �0 f�ur n!1.Beweis:Betrachte die folgenderma�en de�nierten Prozesse X und A:X(�; t) := 1n(LL(�; t)� LL(�0; t))= 1n " nXi=1 Z t0 (� � �0)tZi(s) dNi(s)� Z t0 log S(0)(�; u)S(0)(�0; u)! d �N(s)# ;A(�; t) := 1n " nXi=1 Z t0 (� � �0)tZi(u)�i(u) du� Z t0 log( S(0)(�; u)S(0)(�0; u)) ��(u) du#= Z t0 "(� � �0)tS(1)(�0; u)� log( S(0)(�; u)S(0)(�0; u))S(0)(�0; u)# �0(u) du;



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 53mit ��(u) = nXi=1 �i(u) = �0(u) nXi=1 Yi(u) exp(�t0Zi(t))= �0(u)nS(0)(�0; u):F�ur jedes � ist nach De�nitionX(�; t) �A(�; t) = 1n nXi=1 "Z t0 "(� � �0)tZi(u)� log( S(0)(�; u)S(0)(�0; u))# d(Ni(u)� Z u0 �i(s) ds)#ein stochastisches Integral mit vorhersehbarem Proze� als Integrand und dem lokalen MartingalNi(�)� R �0 �i(s) ds als Integrator. Nach Satz 2.29 ist X �A demnach selbst ein lokales Martingalund hat nach Satz 2.35 folgenden vorhersehbaren Variationsproze�:hX(�; t) �A(�; t)i = 1n2 nXi=1 Z t0 [(� � �0)tZi(u)� log( S(0)(�; u)S(0)(�0; u))]2 d(Z u0 �i(s) ds)| {z }�i(u) du= 1n Z t0 �(� � �0)tS(2)(�0; u)(� � �0)� 2(� � �0)tS(1)(�0; u) log S(0)(�; u)S(0)(�0; u)!+ "log S(0)(�; u)S(0)(�0; u)!#S(0)(�0; u)��0(u) du (3.33)Nach den Voraussetzungen A, B und D gilt f�ur alle � 2 B, da�A(�; 1) !P Z t0 "(� � �0)ts(1)(�0; u)� log( s(0)(�; u)s(0)(�0; u)) s(0)(�0; u)# �0(u) duAu�erdem gilt, da� der Proze� nhX � Ai auf B gegen eine von � abh�angige Konstante c(�)konvergiert nhX �Ai !P c(�) <1 8t 2 [0; 1]; � 2 B:Dies sieht man aus (3.33), denn S(0)(�; u), S(1)(�; u) und S(2)(�; u) konvergieren f�ur � 2 B nachVoraussetzung B gegen s(0)(�; u), s(1)(�; u), sowie s(2)(�; u). Zudem ist der Wert s(0)(�0; u) 6= 0nach Bedingung D. Demzufolge konvergiert der Integrand von (3.33) gegen einen von � abh�angi-gen Wert. Nachdem das Integral R 10 �(t) dt <1 konvergiert der gesamte Term.Aus Version (2.20) der Ungleichung von Lenglart und nhX �Ai !P c(�) folgt:P ( supt2[0;1] jX(t; �) �A(t; �)j > �) � ��2 + P ( hX �Ai(1; �)| {z }!P0 f�ur n!1 > �) 8�; � > 0;



54 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEworaus mit � = � ! 0 folgt, da�kX(�; t) �A(�; t)k !P 0 f�ur n!1 und � 2 B;d.h. X und A konvergieren in Wahrscheinlichkeit gegen den selben Grenzwert. Nach Vorausset-zung D kann man nun die erste und zweite Ableitung des Prozesses A berechnen und erh�alt:@@�A(�; 1) = Z 10 "s(1)(�0; u)� s(1)(�; u)s(0)(�0; u)s(0)(�; u) # �0(u) du;sowie @2@�2A(�; 1) = � Z 10 v(�; u)s(0)(�; u)�0(u) du| {z }neg. de�nit f�ur �0 nach Vor. D :Die erste Ableitung wird 0 in �0 und die zweite ist kleiner 0 f�ur �0. Daher konvergiert X(�; 1)in Wahrscheinlichkeit 8� 2 B gegen eine konkave Zufallsfunktion mit genau einem Maximumin � = �0. Da �̂ die konkave Zufallsfunktion X(�; 1) maximiert, folgt aus Korollar 3.10, da��̂ !P �0. 2Kommen wir nun zur asymptotischen Normalverteilung von �0. Sie bildet die Grundlage zurHerleitung asymptotischer Tests und zur Bestimmung von Kon�denzintervallen.Satz 3.12 (Asymptotische Normalit�at von �̂) Falls die Voraussetzungen A bis D erf�ulltsind, gilt f�ur die Folge �̂(n) (mit �̂(n) !P �0 f�ur n!1)pn(�̂ � �0)!D N(0;��1):Bemerkung: Da nach dem vorhergehenden Satz der Sch�atzer �̂ f�ur � konsistent ist, ist demnach�̂ asymptotisch normalverteilt.Beweis:Zun�achst stellen wir fest, da� wir in einer Umgebung um �0, in der dd�U(�; 1) existiert f�urU(�0; 1) folgende Taylor-Entwicklung erhaltenU(�0; 1) = U(�; 1) � dd�U(�; 1)(� � �0) + Terme h�oherer Ordnung;was �aquivalent ist zu U(�; 1) � U(�0; 1) = �I(��; 1)(� � �0); (3.34)wobei �� auf dem Liniensegment zwischen � und �0 liegt und �I(��; 1) die Matrix der zweitenAbleitungen (hinsichtlich �) des Log-Likelihood an der Stelle t = 1 und � = ��. einsetzen von�̂ in (3.34) ergibt 1pnU(�0; 1) = � 1nI(��; 1)�pn(�̂ � �0):



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 55Um nun die asymptotische Normalit�at von pn(�̂ � �0) zu beweisen, reicht es zu zeigen, da�der Proze� (1=pn)U(�0; �) in Verteilung gegen einen stochastischen Proze� konvergiert, dessenZuw�achse p-variat normalverteilt sind mit Kovarianzmatrix ��1 und dann, da� (1=n)I(�̂; 1) inWahrscheinlichkeit gegen � konvergiert.Das weitere Vorgehen ist demnach in 2 Abschnitte untergliedert. Zun�achst zeigen wir, da�1pnU(�0; 1)!D N(0;�)und dann, da� 1nI��; 1)!P �F�ur irgendeine zuf�alliges �� = ��(n) mit ��(n) !P 1 f�ur n!1.F�ur den ersten Teil nutzen wir die Tatsache, da� wir nach (3.32) gilt1pnU(�0; t) = 1pn nXi=1 Z t0 Zi(u)dMi(u)� 1pn Z t0 E(�0; u)d �M (u)= nXi=1 Z t0 1pn [Zi(u)�E(�0; u)]| {z }Hi(u) dMi(u):(1=pn)U(�0; t) l�a�t sich also darstellen als Summe stochastischer Integrale mit den vorher-sehbaren Prozessen Hi(t); i 2 f1; � � � ; ng als Integranden und den lokal quadratintegrierbarenMartingalen Mi(t); i 2 f1; � � � ; ng als Integratoren. Somit hat (1=pn)U(�0; 1) einen vorherseh-baren Variationsproze�, auf den wir nun den Satz von Rebolledo (Satz 2.36) anwenden.Um die Bedingung (2.14) des Satzes 2.36 zu veri�zieren, stellen wir zun�achst fest, da� der vor-hersehbare Variationsproze� h(1=pn)U(�0; t)i nach Satz 2.35 folgende Darstellung besitzt:h 1pnU(�0; t)i = nXi=1 Z t0 Hi(u)Hi(u)tdhMi(u)i:Bemerkung: h 1pnU(�0; t)i ist also eine p� p-Matrix mit lokales Submartingalen als Eintr�agen.hMi(u)i ist nach Satz 2.35 gegeben durch�i(u) = Z u0 �0(s)Yi(s) exp(�t0Zi(s)) ds;so da� wirh 1pnU(�0; 1)i = Z 10 nXi=1 1n [Zi(u)�E(�0)][Zi(u)�E(�0)]t exp(�tZi(u))�0(u) du= Z 10 "S(2)(�0; u)� S(1)(�0; u)S(1)(�0; u)tS(0)(�0; u) # �0(u) du



56 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEerhalten. Nach Bedingungen A, B und D konvergiert dieser Term in WahrscheinlichkeitZ 10 "S(2)(�0; u)� S(1)(�0; u)S(1)(�0; u)tS(0)(�0; u) #�0(u) du!P Z t0 v(�0; u)s(0)(�0; u)�0(u) du:Um die Bedingung (2.15) zu veri�zieren, zeigen wir zun�achst die G�ultigkeit der folgenden Un-gleichung, die f�ur zwei reelle Zahlen a, b giltja� bj2I(ja� bj > ") � 4jaj2I(jaj > "2) + 4jbj2I(jbj > "2) (3.35)Denn damit ja� bj > " mu� entweder jaj > "2 oder jbj > "2 sein. W�aren n�amlich sowohl jaj � "2 ,als auch jbj � "2 , dann w�are ja� bj � jaj+ jbj � 2 "2 = ";was einen Widerspruch zu ja� bj > " darstellt. Das f�uhrt dann zuja� bj2I(ja� bj > ") � ja� bj2max[I(jaj > "2); I(jbj > "2)]� ja� bj2[I(jaj > "2 + I(jbj > "2)]� jaj2[I(jaj > "2) + I(jbj > "2)] + jbj2[I(jaj > "2) + I(jbj > "2)]� 4jaj2I(jaj > "2) + 4jbj2I(jbj > "2):Um die Bedingung (2.18) zu zeigen, bilden wir mit Hilfe der komponentenweisen Darstellungvon H Hjh = 1pn(Zh(t)�Eh(�0; t))j j 2 f1; � � � ; pg h 2 f1; � � � ; ng:Analog zu (2.16) konstruieren wir uns nun ein lokales Martingal Mj", das alle Spr�unge von(1=pn)U(�0; t) enth�alt, deren Absolutbetrag gr�o�er ist als ":Mj"(t) = nXh=1 Z t0 Hjh(s)I(jHjh(s)j > ")(dNh � �h(s) ds):Die Zuhilfenahme von (3.35) f�uhrt zu folgender Absch�atzung des vorhersehbaren Kompensator-prozesses hMj";Mj"i an der Stelle 1:hMj";Mj"i(1) = Z 10 nXh=1[Hjh(s)]2I(jHjh(s)j > ")�h(s) ds= Z 10 nXh=1 1n [(Zh(s)�E(�0; s))j ]2I(n�1=2j(Zh(s)�E(�0; s))j j > ")�h(s) ds(3:35)� 4(Z 10 nXh=1 1n [(E(�0; s))j ]2I(n�1=2j(E(�0; s))j j > "2)�h(s) ds+ Z 10 nXh=1 1n [(Zh(s))j ]2I(n�1=2j(Zh(s))j j > "2)�h(s) ds)



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 57= 4(Z 10 nXh=1 1n [(E(s))j ]2I(n�1=2j(E(s))j j > "2) exp(�t0Zh(s))�0(s) ds (3.36)+ Z 10 nXh=1 1n [(Zh(s))j ]2I(n�1=2j(Zh(s))j j > "2 ;�t0Zl(s) � ��j(Zh(s))j j) exp(�t0Zh(s))�0(s) ds (3.37)+ Z 10 nXh=1 1n [(Zh(s))j ]2I(n�1=2j(Zh(s))j j > "2 ;�t0Zh(s) > ��j(Zh(s))j j) exp(�t0Zh(s))�0(s) ds): (3.38)Die Konvergenz von (3.36) sieht man sofort, denn mit den Bedingungen A, B und D giltZ 10 nXh=1 1n [(E(�0; s))j ]2I(jn�1=2(E(�0; s))j j > "2)�h(s) ds= Z 10 [ (E(�0; s))j| {z }!(e(�0;s))2j<1]2I( n�1=2j(E(�0; s))j j > "2| {z }!0 f�ur n!1 da e(�0;s) beschr�ankt)nXh=1n�1Yh(s) exp(�t0Zh(s))| {z }!s(0)(�;s) �0(s) ds!P 0 f�ur n!1:Nach Bedingung C gilt f�ur Ifn�1=2j(Zh(s))j j > "2 ; �t0Zh(s) � ��j(Zh(s))j jg in (3.38), da�P [n�1=2j(Zh(s))j j > "2 ; �t0Zl(s) � ��j(Zh(s))j j]!P 0 f�ur n!1;sowie nach Bedingungen B und D da�1n 1Xl=1[(Zh(s))j ]2Yl(s) exp(�t0Zh(s)) = S(2)j (�0; s)!P s(2)j (�0; s) <1 f�ur n!1;so da� zusammen mit R 10 �(s) ds <1 nach Bedingung A auch Term (3.38) gegen 0 konvergiert.Schlie�lich k�onnen wir Term (3.37) absch�atzen mitZ 10 nXh=1 1n [(Zh(s))j ]2I(n�1=2j(Zh(s))j j > "2 ; �t0Zh(s) � ��j(Zh(s))j j) exp(�t0Zh(s))�0(s) ds� Z 10 1n nXh=1 [(Zh(s))j ]2 exp(��j(Zh(s))j j)| {z }<1 �0(s)I(n�1=2j(Zh(s))j j > "2| {z }!0 f�ur !1 ) ds:Da limx!1 x2e�x = 0 folgt, da� [(Zh(s))j ]2 exp(��jZhj) beschr�ankt durch einen Wert �, so da�auch dieser Term in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert f�ur n!1. Damit ist der erste Teilbewiesen.F�ur den zweiten Teil des Beweises I(��;1)n !P � f�ur irgendein zuf�alliges �� mit bilden wir mit



58 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEHilfe von 1nI(��; 1) = 1n Z 10 V ( ~�; t)d �N(t) (vergl. (3:31))und � = Z 10 v(�0; t)s(0)(�0; t)�0(t)dtfolgende Absch�atzungk 1nI(��; 1)� �k � Z 10 1n [V (��; t)� v(��; t)]d �N (t)+ Z 10 1n [v(��; t)� v(�0; t)]d �N (t)+ Z 10 1nv(�0; t)(d �N (t)� ��(t)dt)+ Z 10 v(�0; t)[S(0)(�0; t)� s(0)(�0; t)]�0(t)dt : (3.39)Zun�achst zeigen wir, da� lim�!1 limn!1P " �N(1)n > �# = 0: (3.40)Da �N(t) den vorhersehbaren Kompensatorproze�Z t0 nXk=1Yi(s)�0(s) exp(�t0Zi(s))ds = n Z t0 S(�0; t)�0(s)dshat, gilt nach Satz 2.37 (Ungleichung von Lenglart)P " supt2[0;1] �N(t)n > �# = P " �N(1)n > �# � �� + P 2664Z 10 S(0)(�0; t)| {z }!s(0)(�0;t) �0(t)dt > �3775 :Mit � !1 und � = p�, sowie R 10 �0(t) <1 erh�alt man schlie�lich (3.40). Aus der BedingungB und der Beschr�anktheit von s(0), s(1) und s(2) in einer Umgebung B von �0, sowie aus s(0) 6= 0in B folgt, da� supt2[0;1];�2B kV (�; t)� v(�; t)k !P 0:Da �� !P �0, konvergiert der erste Term der Absch�atzung (3.39) in Wahrscheinlichkeit gegen0. Den dritten Term aus (3.39) k�onnen wir direkt mit der Ungleichung (2.20) absch�atzenP "�����Z 10 vij(�0; t)d �Mn (t)����� > �# � �=�2 + P 2664 1n Z 10 [vij(�0; t)]2S(0)(�0; t)�0(t)| {z }<1 nach Bed. A, B, D dt > �3775 : (3.41)Die Bedingung B, sowie R 10 �0(t)dt <1 (aus Bedingung A), sowie die Beschr�ankungsbedingun-gen aus D haben zur Folge, da� der rechte Term aus (3.41) gegen 0 konvergiert f�ur n!1. Damitist gezeigt, da� auch der dritte Summand aus (3.39) gegen 0 l�auft. Es bleibt noch zu zeigen, da�der vierte Term gegen 0 konvergiert. Dies ist jedoch ein direktes Resultat aus Bedingungen A, Bund D (v ist beschr�ankt, R 10 �0(t)dt ist beschr�ankt und kS(0)(�0; t)� s(0)(�0; t)k !P 0 ). Damitist die asymptotische Normalit�at von �̂ bewiesen. 2



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 593.7.5 Hypothesentests im Proportional-Hazard-ModellF�ur den Test, ob der Kovariablenvektor � 2 IRp einen bestimmten Wert �0 2 IRp annimmt, kannman verschiedene Statistiken anf�uhren. Im folgenden sollen 3 verschiedene Teststatistiken f�urHypotthesentests f�ur die Nullhypothese: H0 : � = �0gegen H1 : � 6= �0vorgestellt werden. Zum Beispiel ist man oft interessiert an der Frage, ob ein Proportional-Hazard-Modell vorliegt, die Nullhypothese w�are in diesem Fall H0 : �0 = 0. Eine ausf�uhrlichereDarstellung dieser Thematik �ndet man in Fahrmeier (1994) [15] Seiten 45 bis 48.Likelihood-Ratio-TestDer Likelihood-Ratio-Teststatistik ist im wesentlichen ein Ma� daf�ur, wie sich f�ur den partiellenLikelihood der Quotient L(�̂)=L(�0) verh�alt. In diesem Fall lehnt man die Nullhypothese f�urgro�e Werte ab, d.h. wenn der Z�ahler wesentlich gr�o�er ist als der Nenner. Die Likelihood-Ratio-Statistik betrachtet die logarithmische Transformation dieses Quotienten:�2LR = 2[log L(�̂)L(�0 ] = 2[LL(�̂)� LL(�0)]: (3.42)Man kann zeigen, da� (3.42) asymptotisch �2 verteilt ist mit p Freiheitsgraden.Wald-TestDer Wald-Test basiert auf der asymptotischen Normalverteilung des Parameters �̂. F�ur gro�e ngilt, da�: �̂ � Np(�; i�1(�)):i(�) ist die Fisher-Informations-Matrix:i(�) = E�[� @@�U(�)] = E�[0BBB@ @2@�1@�1LL(�) � � � @2�@1@�pLL(�)... . . . ...@2@�p@�1LL(�) � � � @2@�p@�pLL(�) 1CCCA]:Da die Informationsmatrix i(�) oft schwierig zu berechnen ist, benutzt man die beobachteteInformationsmatrix I(�̂) als Sch�atzung. Damit kann man zeigen, da� die quadratische Form:�2W = (�̂ � �0)tI(�̂)(�̂ � �0) (3.43)asymptotisch �2 verteilt mit p Freiheitsgraden. (3.43) hei�t Wald-Test.Score-Test



60 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEDer Score- oder Rao-Test basiert auf der e�zienten Score-Statistik. F�ur den Fall, da� � = �0 istder Score-Vektor U(�0) asymptotisch verteilt nach Np(0; i(�0)). Mit der N�aherung I�1 f�ur i�1erh�alt man den Score-Test �2S = U(�0)tI�1(�0)U(�0): (3.44)Der Score-Test ist auch asymptotisch �2-verteilt mit n Freiheitsgraden.In Rao (1965) [32] �nden sich in Kapitel 6 die Beweise der asymptotischen Normalit�at derTeststatistiken (3.42) - (3.44). In Abbildung 3.4 ist der Zusammenhang zwischen Likelihood-
12�2LR 12�2W

�0 �̂Abbildung 3.4: Zusammenhang zwischen Likelihood-Ratio- und Wald-Test (| Likelihood-Funktion, - - - quadratische Approximation)Ratio und Wald-Statistik erl�autert. Um die Wald-Statistik zu erhalten wird die Likelihood-Funktion an der Stelle �̂ mit Hilfe der Matrix der zweiten Ableitungen quadratisch approximiert.Im eindimensionalen Fall erh�alt man als Approximation eine Parabel, die im Bild mit einergestrichelten Linie dargestellt ist.3.7.6 Lokale TestsOft ist man nicht nur an Hypothesentests f�ur alle �i; i = 1; � � � ; p sondern an Teilmengen (manist zum Beispiel oft interessiert daran, ob eine einzelne Kovariable Einu� auf den Hazard hat).Das hei�t: Wir unterteilen den Vektor � in �t = (�t1; �t2) mit �1 2 IRq und �2 2 IRp�q. DieNullhypothese ist in diesem Fall: H0 : �1 = �10;womit �2 nur noch als St�orparameter in das Modell eingeht. Die im Kapitel 3.7.5 beschriebenenTests lassen sich wie folgt f�ur lokale Tests modi�zieren:



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 61Bestimme �̂2(�10), so da� der partielle Log-Likelihood in Abh�angigkeit von �10LL(�10; �2)f�ur �̂2(�10) maximal wird. Zerlege die Informationsmatrix und deren Inverse inI =  I�1�1 I�1�2I�2�1 I�2�2 ! und I�1 =  ~I�1�1 ~I�1�2~I�2�1 ~I�2�2 ! ; (3.45)mit I�1�1 2 IRq�q, I�2�2 2 IR(p�q)�(p�q). Die Teststatistiken aus 3.7.5 f�ur die NullhypotheseH0 : �1 = �10 sind dann:Likelihood-Ratio: �2LR(�10) = 2(LL(�̂)� LL(�10; �̂2(�10)): (3.46)Wald-Test: �2W (�10) = (�̂1 � �0)t[ ~I�1�1(�̂)]�1(�̂1 � �0): (3.47)Score-Test: �2S(�10) = U(�10; �̂2(�10))t ~I�1�1(�10; �̂2(�10))U(�10; �̂2(�10)): (3.48)S�amtliche Teststatistiken sind asyptotisch �2-verteilt mit q Freiheitsgraden. In der Anwendungspielt vor allem der Wald-Test eine Rolle, da f�ur diese Teststatistik kein neues ProportionalHazard Modell ge�ttet werden mu�.Die z-StatistikMit Hilfe der z-Statistik kann man die Proportional-Hazard-Annahme f�ur einen einzelnen Pa-rameter testen. Die Nullhypothese lautet hier f�ur einen Koe�zienten �k k 2 1; � � � ; p:H0 : �k = 0:Diese Teststatistik ist f�ur �k wie folgt de�niertz = �̂kp�̂2 ;wobei �2k das k-te Diagonalelement der Matrix I ist. Wie man leicht sieht, istz2 = �2W (�k0) �k0 = 0ein Spezialfall des Wald-Tests f�ur die Nullhypothese H0 : �k = 0 und somit �2 verteilt mit einemFreiheitsgrad.



62 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSE3.7.7 Modellbildung mit dem AICNachdem im vorherigen Abschnitt Verfahren zum Testen von Hypothesen vorgestellt wurden,soll hier nun eine Methode gezeigt werden, wie man die Kovariablen im Proportional-Hazardmodelliert und wie man entscheidet, ob eine Kovariable starken Einu� auf den betrachteten�Uberlebensproze� hat oder nicht.Eine M�oglichkeit zur Examinierung, welche Kovariablen wesentlichen Einu� im Modell habenist das sogenannte AIC (Akaike's Information Criterion)AIC = �2LL(�̂) + np:Hier ist LL(�̂) der Partial Likelihood f�ur den gesch�atzten Koe�zienten �̂, p die Anzahl derFreiheitsgrade im Modell und n eine Konstante, auf die sp�ater noch n�aher eingegangen wird.Der Grundgedanke ist nun Folgender: Falls eine Kovariable wesentlichen Einu� auf das Modellhat, wird sich dies im Likelihood ausdr�ucken (der Likelihood wird gr�osser, da mit der neuenKovariablen die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� das gew�ahlte Modell der Realit�at entspricht,w�achst). Da der Log-Likelihood stets negative Werte annimmt bedeutet das jedoch, da� derAIC-Wert f�ur einen gro�en Likelihood sinkt. Im Gegensatz dazu nimmt der Summand 2np zu,f�ur jede Kovariable die neu hinzugef�ugt wird. Das bedeutet, da� der zweite Term eine ArtBestrafung f�ur jede neu hinzugef�ugte Kovariable ist. Das Ziel ist nun die Minimierung des AICum das optimale Modell zu erhalten. Die Konstante n ist demzufolge daf�ur verantwortlich, wiestark die neue Hinzunahme von Kovariablen bestraft werden soll. Ein niedriges n bestraft dieHinzunahme von neuen Variablen weniger, so da� das endg�ultige Modell in diesem Fall mehrKovariablen beinhalten wird als ein Modell, das mit hohem n gew�ahlt wurde.3.7.8 ResiduenanalyseMit Hilfe von Residuen kann die Proportional-Harzard-Annahme �uberpr�uft werden, bzw. diefunktionale Form einer Kovariablen bestimmt werden. Die hier vorgestellten Residuen wer-den mit Hilfe der Z�ahlproze�theorie hergeleitet. Eine Herleitung verschiedener Residuen aufMartingal-Basis kann man in dem Artikel von Therneau u.a. (1990) [39] nachlesen.Martingal-ResiduenSei Ni(t) i = 1; � � � ; n der Z�ahlproze� der beobachteten Ereignisse f�ur Person i (d.h.Ni(t) = 1falls Person i gestorben, Ni(t) = 0 sonst) und �̂0(t) der mit dem Sch�atzer von Breslow bestimmtekumulative Basishazard, sowie Yi(t) die Indikatorfunktion:Yi(t) = ( 1 Person i wird zum Zeitpunkt t beobachtet0 sonst :Dann sind die Martingal-Residuen M̂(t) wie folgt de�niert:M̂i(t) := Ni(t)� Z t0 Yi(s) exp(�̂tZi(s)) d�̂0(s) und M̂i = M̂i(1): (3.49)



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 63Bemerkungen:� Die Martingal-Residuen lassen sich als Di�erenz aus beobachteten Toten und den nachdem Proportional Hazard-Modell erwarteten Toten interpretieren.� Der Name der Martingal-Residuen basiert auf der Tatsache, da� der Proze� N(t) � �(t)ein Martingal ist. F�ur den Fall, da� das Proportional-Hazard-Modell gilt, ist�(t) = Z t0 exp(�tZi(s)) d�0(s);d.h. genau dann ist der Proze�:Mi(t) := Ni(t)� Z t0 Yi(s) exp(�tZi(s)) d�0(s)ein Martingal.Durch Plotten der Martingalresiduen gegen eine qualitative Kovariable l�a�t sich die Proportional-Hazard-Annahme �uberpr�ufen. Falls n�amlich die Proportional-Hazard-Annahme gilt, ist f�ur jedenWert der Kovariablen der Erwartungswert E(M̂ jF0) = 0, d.h. falls man einen Sch�atzung desErwartungswertes E(M̂ jF0) (z.B. durch Gl�attung) durch den Plot legt, sollte diese ungef�ahrgleich 0 sein.Ein weiterer wichtiger Anwendungsbereich von Martingal-Residuen ist die Bestimmung derfunktionalen Form einer Kovariablen. F�ur den Kovariablenvektor Z = (Z1; Z�1) 2 IRp (mitZ�1 = (Z2; � � � ; Zp)) ist man daran interessiert, ob die (quantitative) Komponente Z1 in einerbestimmten funktionalen Form (z.B. Z21 , log(Z1)) in das Proportional-Hazard-Modell eingeht.D.h. man m�ochte die Hazardfunktion folgenderma�en darstellen�(tjZ) = h(Z1) exp(�tZ�1)�0(t) = exp(f(Z1) + �tZ�1)�0(t);wobei hier h(Z1) die gesuchte funktionale Form ist undf(Z1) = log(h(Z1)):Therneau, Grambsch und Fleming (1990) [39] zeigen f�ur �h, einer Funktion, die mit Hilfe gewich-teter Mittel �uber Zeit und erwartetete Zusammensetzung der Risikomenge de�niert wird (siehe[39]) und f�ur unabh�angige Z1; Z�1 ungef�ahr konstant ist, da�E[ ^M(t)jZ1] �  1� �hh(Z1)!E[N(t)jZ1]und man f�ur t!1 folgende Approximationen annehmen kannE(M̂ jZ1) � c(h(Z1)� �h)oder E(M̂ jZ1) � c(f(Z1)� �f)mit �f = log(�h). Durch den Plot der Kovariablen gegen die gegl�atteten Martingal Residuen erh�altman die funktionale Darstellung der Kovariablen.



64 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEDevianz ResiduenEine Schw�ache der Martingal-Residuen ist die weite Streuung (die Residuen k�onnen Wertezwischen [1;�1) annehmen). Daher sind sie nicht dazu geeignet einzelne Beobachtungen, dienicht in das Modell passen, herauszu�ltern. Um solche Ausrei�er festzustellen, skaliert man dieMartingal-Residuen folgenderma�en:d̂i = sign(M̂i)[�2fM̂i +Ni(1) log(Ni(1)� M̂i)g]1=2: (3.50)Die Devianz-Residuen stammen aus der Theorie der generalisierten linearen Modelle (siehez.B. McCullagh und Nelder (1983) [28]). Die Devianz eines Modells ist hiernach de�niert als2[LL(ges�attigtes Modell) � LL(berechnetes Modell)]. Hier ist das \ges�attigte Modell" ein Mo-dell, in den f�ur jede Beobachtung ein einzelner Parameter gesch�atzt wird. In Therneau u.a.(1990) [39] ist die Herleitung dieser Residuen ausf�uhrlich beschrieben.F�ur �Uberlebenszeitmodelle (d.h. f�ur Z�ahlprozesse, in denen maximal ein Sprung pro Beobach-tung m�oglich ist), erh�alt man f�ur die Devianz-Residuend̂i = sign(M̂i)[�2fM̂i + �i log(�i � M̂i)g]1=2:Hier ist �i wie �ublich der Zensierungsindikator ist. Werfen wir nun noch einmal einen Blick aufdie Skalierung: F�ur positive Martingal Residuen gilt �i = 1. F�ur Martingal Residuen, die in derN�ahe von 1 liegen, bewirkt der Logarithmuslog(�i � M̂i| {z }nahe 0 )eine weitere Streuung, zum anderen sorgt die Wurzel daf�ur, da� stark negative Martingal-Residuen \gestaucht" werden.Die Devianz-Residuen lassen sich nun folgenderma�en f�ur die Heraus�lterung von schlecht vor-hergesagten Daten einsetzen. Man plottet die Devianz-Residuen gegen den Wert einer (quanti-tativen) Kovariablen. Falls alle Beobachtungen durch das Modell erkl�arbar sind, sollte der Plotaussehen, wie die zuf�allige Realisation einer N(0; 1) verteilten Zufallsvariable.Partielle- oder Schoenfeld ResiduenOft kann man in einem Proportional-Hazard-Modell erkennen, da� der Regressionskoe�zi-ent � nicht f�ur alle t konstant ist, sondern sich mit zunehmender Lebensdauer ver�andert. ImRegressions-Modell bedeutet das, da� wir f�ur die Hazardfunktion einen zeitabh�angigen Regres-sionskoe�zienten erhalten �(tjZ(t)) = �0(t) exp(�(t)Z(t));wobei � : T 7! IR



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 65nun eine reelwertige Funktion ist Mit Hilfe von partiellen Residuen (auch Schoenfeld-Residuengenannt) l�a�t sich zeitliche Variation im Koe�zienten � feststellen. Schoenfeld (1982) [37] schlugdiese Residuen vor, die folgenderma�en de�niert sind:Betrachten wir eine nach Endzeitpunkten geordnete Beobachtung der Gr�o�e n mit t1 � � � � � tnund zugeh�origen Zensierungsindikatoren �i i 2 f1; � � � ; ng, sowier̂ij = �i 24Zij(ti)� Pk2R(ti) exp(�̂tZk(ti))Zkj(ti)Pk2R(ti) exp(�̂tZk(ti)) 35 i 2 f1; � � � ; ng; j 2 f1; � � � ; pg: (3.51)Dann ist f�ur alle Beobachtungen i, an denen ein Ereignis passiert (�i = 1), das partielle Residu-um f�ur die Komponente j durch r̂ij gegeben. Mit folgendem Vorgehen k�onnen wir nun Aussagenzur funktionalen Form tre�en. Wiederum sch�atzen wir mit einem Gl�attungssch�atzer den Erwar-tungswert der partiellen Residuen (pro Komponente j) in Abh�angigkeit von der Zeit, d.h. wirgl�atten fti; r̂ijg, i = 1; � � � ; n, j = 1; � � � ; p. Durch einen Plot der gegl�atteten partiellen Residuengegen die Zeit erhalten wir einen Indikator f�ur die zeitliche Abh�angigkeit des jeweiligen Koe�-zienten (pro Komponente).Bemerkung: Die partiellen Residuen bilden also f�ur jede Beobachtung, an der ein Ereignis pas-siert, die Di�erenz aus der bebachteten Kompenente j des Kovariablenvektor und einer Artgewichtetem Mittel �uber die j-te Komponente aller Kovariablen von Individuen, die sich zu die-sem Zeitpunkt unter Risiko be�nden.Score ResiduenDie sogenannen Score Residuen werden verwendet, um den Einu� einer einzelnen Beob-achtung i auf den gesch�atzten Koe�zienten �̂ zu ermitteln. Eine optimale Methode dies zuerreichen, w�are die Beobachtung i aus dem Datensatz zu entfernen und f�ur die verbeibendenBeobachtungen den Koe�zienten �̂(i) mit einem Cox-Regressionsmodell zu sch�atzen. Falls dieBeobachtung nur geringen Einu� hat, ist̂� � �̂(i) � 0:Um dies zu realisieren m�ussen also f�ur ein Modell mit n Beobachtungen ingesamt n+1 Propor-tional-Hazard-Modelle berechnet werden, ein Vorgehen, das f�ur gro�e Werte von n nicht mehrpraktizierbar ist.Als N�aherung von �̂� �̂(i)(siehe z.B. Klein und Moeschberger (1997) [25]) benutzt man hier dieScore-Residuen Ŝij, die f�ur die Beobachtung i 2 f1; � � � ; ng und die Komponente j 2 f1; � � � ; pgdes Kovariablenvektors wie folgt de�niert werdenŜij(t) = Z t0 [Zij(s)� �Zj(s)] dM̂i(s);



66 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEmit M̂j(s) = Martingalresiduum f�ur Beobachtung j zum Zeitpunkt sund �Zj(s) = Pnk=1 Yk(s) exp(�̂tZk(s))Zkj(s)Pnk=1 Yk(s) exp(�̂tZj(s)) 2 IR:Yj(s) ist hier wiederum der Indikator, ob sich ein Objekt zum Zeitpunkt s unter Beobachtungsteht, oder nicht. Man erkennt, da� zu jedem Zeitpunkt, an dem ein Ereignis statt�ndet, derIntegrator von Ŝij(t) den Wert des partiellen Residuums r̂ij annimmt. Das Score-Residuum Ŝijist schlie�lich de�niert alsŜij = Sij(1) = Z 10 [Zij(s)� �Zj(s)] dM̂j(s):Hiermit kann man nun direkt den Einu� einer Beobachtung i auf die Komponente j des Ko-variablenvektor feststellen. Je n�aher Ŝij an 0, desto geringer ist der Einu� der Beobachtung iauf die Komponente j.3.7.9 Graphische Methoden zur �Uberpr�ufung des Proportional-HazardIn diesem Teil werden einige Techniken zur graphischen �Uberpr�ufung der Proportional-Hazard-Annahme vorgestellt. Dabei ist man zun�achst daran interessiert, ob man f�ur eine bestimm-te Kompenonte des Kovariablenvektors von einem Proportional-Hazard-Modell ausgehen kann.Sei nun ohne Einschr�ankung Z1 die interessierende Komponente des Kovariablenvektors Z =(Z1; Zt2)t, wobei hier Z2 der Vektor der verbleibenden p � 1 Kompenten ist. Au�erdem gehtman davon aus, da� die Kovariable Z1 nur endlich viele Werte annimmt (die Werte seien ohneEinschr�ankung f0; 1; � � � ;Kg).Um nun die Proportional-Hazard-Annahme zu testen berechnet man ein nach der KovariablenZ1 strati�ziertes Modell und sch�atzt mit Hilfe des Breslow-Sch�atzers den zugrundeliegenden ku-mulativen Basis-Hazard f�ur jedes Stratum �0i(t); i = 1; � � � ;K. Falls ein Proportional-Hazard-Modell vorliegt, gilt f�ur jedes i 6= j:�0i(t)exp(i �1) = �0j(t)exp(j �1)() �0i(t)�0j(t) = exp((i � j)�1);das bedeutet, da� log(�0i(t)) � log(�0j(t)) = �1(i� j) = konstant �uber tUm nun zu �uberpr�ufen, ob Proportional-Hazard vorliegt plottet man t gegen log(�̂0i(t)) �log(�̂0j(t)). Dieser Graph sollte f�ur den Fall, da� Proportional Hazard gilt ungef�ahr eine Paral-lele zur Zeitachse darstellen. F�ur bin�are Kovariablen, wie z.B. Geschlecht, wurden die Plots in



3.8. PARAMETRISCHE MODELLE 67der S-Plus-Routine cumloghazard (siehe Anhang A.1) realisiert.Ein etwas modi�zierter Ansatz sind die sogenannten \Andersen-Plots" (1982) Mit den Be-zeichnungen wie vorher plottet man hier zu jedem Zeitpunkt t1 < � < tk , an dem ein Ereignispassiert, die Hazardraten �0i(t) (x-Wert) und �0j(t) (y-Wert) gegeneinander. Falls man vonProportional Hazard ausgehen kann, sollte der Plot ungef�ahr einer Gerade durch den Ursprungmit Steigung exp(�1 j)�0(t)exp(�1 i)�0(t) = exp(�1 j)exp(�1 i)entsprechen. F�ur bin�are Kovariablen wurde dieses graphische Hilfsmittel in der Routine andplot(siehe Anhang) programmiert.3.8 Parametrische ModelleAm Beispiel Weibull-verteilter Zufallsvariablen, wollen wir hier auf Sch�atzmethoden in para-metrischen Modellen eingehen. Eine ausf�uhrliche Beschreibung parametrischer Sch�atzmethodenenth�alt das Buch von Kalbeisch und Prentice [21].Die Zufallsvariable �Uberlebenszeit sei im folgenden nach dem Weibull-Modell verteilt, d.h.ST (t) = exp(��t�);mit �; � > 0 und zugeh�origer Hazardfunktion�T (t) = ��t��1und Dichte fT (t) = ��t��1 exp(��t�):Um nun Sch�atzer f�ur die Parameter � und � zu erhalten, transformieren wir das Modell folgen-derma�en: Y = log Tund W = Y + �� ;mit � = 1=� und � = exp(�=�).Die Zufallsvariable W ist verteilt nachFW (w) = 1� exp(�ew); (3.52)mit Dichte fW (w) = exp(w � ew); (3.53)



68 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSEdenn FW (w) = P (W � w) = P �Y � �� � w� = P �T � e�+�w�= 1� ST �e�+�w� = 1� exp ���e�(�+�w)�= 1� exp�� exp����� exp��+ �w� ��= 1� exp (�ew) : (3.54)Y beschreibt demnach ein log-lineares ModellY = log T = �+ �W:Die �Uberlebensfunktion von Y erh�alt man mit Hilfe von (3.52)SY (y) = 1� FY (y) = 1� P (Y � y)= 1� P (W � x� �� ) = exp�� exp�x� �� �� :Die Dichtefunktion von Y ist demnachfY (y) = 1� exp�y � �� � exp�y � �� �� :Seien nun wiederum t1; � � � ; tn die Beobachtungszeitpunkte und�j = ( 1 falls Tj = tj0 sonstder zugeh�orige Zensierungsindikator, dann de�nieren wir f�ur y = log(ti) die folgende Likelihood-Funktion L(�; �) = nYi=1[fY (yi)]�i [SY (yi)](1��i);die mit Hilfe numerischer Methoden maximiert werden kann (siehe Klein und Moeschberger [25]Seiten 375-377).



Kapitel 4Datenanalyse zur gesetzlichenPegeversicherungIn diesem Kapitel werden mit Hilfe der vorher beschriebenen verweildaueranalytischen Metho-den �Uberlebensdaten f�ur Leistungsempf�anger aus der gesetzlichen Pegeversicherung analysiert.Alle Berechnungen und graphischen Analysen wurden mit dem Programm S-Plus realisiert (einedetaillierte Einf�uhrung in S-Plus geben Venables und Ripley (1994) [40]). Insbesondere fandenf�ur Sch�atzungen des Proportional Hazard die S-Plus-Funktionen coxph und coxph.detail An-wendung, f�ur Sch�atzungen der �Uberlebensfunktion wurden die Funktion survfit verwendet, zurResiduen-Analyse besitzt die S-Plus-Funktion residuals eigene Standardmethode f�ur coxph-Objekte. F�ur einige graphische Analysen mu�ten noch eigene S-Plus-Routinen entwickelt werden.Mit diesem Paket k�onnen in Kapitel 3 vorgestellten Techniken in S-Plus angewendet werden.4.1 �Uberblick �uber die gesetzliche PegeversicherungAm 26.Mai 1994 beschlo� der deutsche Bundestag die Einf�uhrung einer allgemeinen gesetzlichenPegeversicherung in der Sozialversicherung. Als Tr�ager wurden die gesetzlichen Krankenver-sicherer bestimmt. Die Krankenversicherer wurden verpichtet, s�amtliche Krankenversicherteohne erneute Gesundheits�uberpr�ufung in der gesetzlichen Pegeversicherung zu �ubernehmen.Am 01.April 1995 trat die Pegeversicherung in Kraft, aber zun�achst wurden nur Leistungenim Fall station�arer Pege gew�ahrt, ab 1.Juli 1996 wurde das Leistungsspektrum dann auch aufstation�are Pege ausgedehnt.Die Pegebed�urftigen werden nach Schwere des Pegefalls in 3 Kategorien (sogenannte Pege-stufen) unterteilt. Die Stufenunterteilung wird nach folgender De�nition unternommen:� Stufe 1: Der Pegebed�urftige ben�otigt mindestens 90 Minuten Hilfe pro Tag bei Verrich-tungen des t�aglichen Lebens (erheblich Pegebed�urftig).69



70 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNG� Stufe 2: Der Pegebed�urftige ben�otigt mindestens 180 Minuten Hilfe pro Tag bei Verrich-tungen des t�aglichen Lebens (schwerpegebed�urftig).� Stufe 3: Der Pegebed�urftige ben�otigt mindestens 300 Minuten Hilfe pro Tag bei Verrich-tungen des t�aglichen Lebens (schwerstpegebed�urftig).Diese Verrichtungen des t�aglichen Lebens beinhalten zum Beispiel Aufstehen/ Zubettgehen,An- und Auskleiden, Waschen, K�ammen, Rasieren, usw. Zu beachten ist hierbei, da� Hilfe beihauswirtschaftlicher Versorgung in dieser De�nition nicht enthalten ist. Die Stufeneinteilungwird von einem unabh�angigen medizinischen Gutachter vorgenommen. Leistungsh�ohe und -artsind abh�angig von der jeweiligen Pegestufe und Art der Pege. In der gesetzlichen Pegever-sicherung werden dem Pegebed�urftige Kosten f�ur h�ausliche Pegehilfe, teil- und vollstation�arePege, technische Hilfsmittel, wie zum Beispiel Rollstuhl, sowie Kosten zur Verbesserung desWohnumfeldes (Einbau eines Treppenlifts, Verbreiterung des Wohnungseingangs, etc.) erstattet.Zus�atzlich zur gesetzlichen Pegeversicherung wird in Deutschland von Lebens- und Kranken-
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Abbildung 4.1: �Ubersicht �uber private und gesetzliche Pegeversicherung in Deutschlandversicherern eine private Pegeversicherung angeboten. Dabei unterscheiden sich die Tarife derKrankenversicherer von denen, die von Lebensversicherern angeboten werden in der Art derLeistung. W�ahrend Krankenversicherer meist Erg�anzungsprodukte zur gesetzlichen Pegeversi-cherung anbieten, die meist das Leistungsspektrum der gesetzlichen Versicherung erweitern undsomit auch die De�nition des Pegefalls aus der gesetzlichen Versicherung �ubernehmen, bie-ten Lebensversicherer meist monatliche Pegerenten an. Auch f�ur die De�nition des Pegefalls



4.2. BESCHREIBUNG DER DATEN 71benutzen Lebensversicherer ein anderes System, das sogenannt ADL-System (ADL= Activitiesof Daily Living). Hier wird anhand eines f�unf bis sechs Punkte beinhaltenden ADL-Katalogsbestimmt, wieviele dieser Verrichtungen des t�aglichen Lebens, der Pegebed�urftige nicht mehrselbst�andig verrichten kann. In Abbildung 4.1 ist die Untergliederung der privaten und gesetz-lichen Pegeversicherung schematisch dargestellt.4.2 Beschreibung der DatenDie Daten wurden zwischen dem 1.April 1995 und dem 31.12.1998 bei insgesamt 5603 Lei-stungsempf�angern aus der privaten gesetzlichen Pegeversicherung erhoben. Diese unterteiltensich in 3511 Frauen und 2092 M�anner. In Abbildung 4.2 soll die Struktur der beobachtetenDaten anhand von 2 Beobachtungen verdeutlicht werden. Mit den senkrechten Linien ist derZeitraum markiert, in dem wir die Pegef�alle beobachten konnten. Betrachten wir nun den mitder durchgezogenen Linie dargestellten Pegefall genauer. Der Pegebeginn f�allt in den Beob-achtungszeitraum, zun�achst be�ndet sich der Pegebed�urtige in ambulanter Pege der Stufe 1.Von dort wechselte er in ambulante Pege der Stufe 2, d.h. der Zustand verschlechterte sich. Dern�achste zu beobachtende Wechsel war von ambulanter zu station�arer Pege (jeweils Stufe 2).Hier wechselte der Pegefall von Stufe 2 zu Stufe 3, wo er sich am Ende des Beobachtungszeit-raums befand. Es handelt sich hierbei also o�enbar um eine zensierte Beobachtung, da wir dasterminierende Ereignis (\Tod oder Genesung des Pegebed�urftigen") nicht observieren konnten.Der mit der gestrichelten Linie dargestellte Pegefall stellt eine linkstrunkierte Beobachtung
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Abbildung 4.2: Zustands�uberg�ange im Pegeproze� am Beispiel von 2 Pegef�allendar. Das bedeutet, der Beginn der Pegebed�urftigkeit ist bekannt (im medizinischen Gutachtenwird nach dem Pegebeginn gefragt), f�allt aber in den Zeitraum vor Beginn der gesetzlichenPegeversicherung und konnte demzufolge nicht beobachtet werden.



72 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGzensiert tot reakt. Amb1 Amb2 Amb3 Stat1 Stat2 Stat3Amb1 1012 279 28 { 444 75 118 71 34Amb2 877 598 1 47 { 296 9 208 59Amb3 308 632 2 2 20 { 0 4 87Stat1 248 85 3 11 1 0 { 108 26Stat2 451 263 2 1 6 1 7 { 116Stat3 376 437 0 1 1 6 2 9 {Tabelle 4.1: Anzahl der Zustands�uberg�ange im Datensatz
Insgesamt wurden 7372 Stufen�uberg�ange beobachtet, deren empirische H�au�gkeit in Tabelle 4.1dargestellt ist.Hierbei stehen "Amb i" und "Stat i" jeweils f�ur ambulante, bzw. station�are Pege in Stufe i.Der �Ubergeng zu "zensiert" bedeutet, da� der jeweilige vorherige Zustand der letzte beobachteteZustand am 31.Dezember 1998 war. Die Abk�urzung \reakt." steht f�ur Pfegebed�urftige,die wiederNicht- Pegebed�urftig (=reaktiviert) werden. Die Abk�urzung "gek." steht f�ur Pegebed�urftigederen Vertr�age gek�undigt wurden (von Seiten des Versicherers oder von Seiten des Versicherten).Diese �Uberg�ange werden technisch wie zensierte Beobachtungen gehandhabt.Auf den ersten Blick erkennt man in den Daten sofort, da� �Uberg�ange zu einer \schlechteren"Pegestufe weitaus h�au�ger sind als zu einer besseren. So wechselten zum Beispiel 444 Pege-bed�urftige von ambulanter Pege, Stufe 1, in ambulante Pege Stufe 2, w�ahrend nur 47 Pe-gebed�urftige von Stufe 2 in Stufe 1 wechselten. Auch die niedrige Anzahl von Reaktivierungen(insgesamt 36) ist ein Anzeichen daf�ur, da� Verbesserungen im Pegestatus relativ unwahr-scheinlich sind.Um einen genaueren �Uberblick �uber den Datensatz zu bekommen, wurden nach Geschlechterngetrennt, die Anzahl der Personen in den verschiedenen Pegestufen bzw. in ambulanter oderstation�arer Pege gez�ahlt. Da ein Individuum aufgrund Wechsel der Pegestufe, beziehungswei-se der Pegeart in mehreren Kategorien gez�ahlt werden kann, entspricht die Summe �uber dieKategorien nicht der Gesamtanzahl der Individuen. Die Zahlen sind in Tabelle 4.2 dargestellt.Wir sehen hier, da� 40:6% aller beobachteten Frauen sich im Laufe ihrer Pegehistorie einmalin station�arer Pege befunden hatten, aber nur 22:2% aller beobachteten M�anner. Die Wertesummieren sich zu mehr als 100%, da sich einige beobachtete Personen sowohl in station�arer, alsauch in ambulanter Pege befunden hatten. Zudem wurden noch bei 5044 Pegef�allen (davon3176 Frauen und 1868 M�anner) die pegeausl�osenden Diagnosen erfa�t. Die H�au�gkeiten dereinzelnen Diagnosen sind in Tabelle 4.3 zusammengefa�t.



4.3. PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 73Frauen M�anner Frauen in % M�anner in %Ambulant 2526 1798 72.0 86.0Station�ar 1427 464 40.6 22.2Stufe 1 1581 827 40.0 39.5Stufe 2 1711 1011 48.7 48.3Stufe 3 1074 719 30.6 34.4Tabelle 4.2: H�au�gkeiten f�ur Pegeart und Pegestufe, unterteilt nach GeschlechtDiagnose Frauen M�anner Frauen in % M�anner in %Demenzerkrankungen 1469 694 46.3 37.2Schlaganf�alle 497 549 15.6 29.4Psychosen 679 577 21.4 30.9Tumore 350 346 11.0 18.5Blindheit 117 75 3.7 4.0Knochenkrankheiten 865 152 27.2 8.1Arthrosen 433 103 13.6 5.5Herzerkrankungen 1352 572 42.6 30.6Lungenerkrankungen 50 45 1.6 2.4Nierenerkrankungen 2 3 0.1 0.2Geburtssch�aden 17 20 0.5 1.1Tabelle 4.3: H�au�gkeiten der verschiedenen Diagnosen im Datensatz4.3 Proportional-Hazard-ModellZun�achst soll hier ein Modell entwickelt werden, das die �Uberlebenszeit in Abh�angigkeit von denKovariablen Alter, Geschlecht, Art der Pege und Pegestufe sch�atzt. Die pegeverursachendenDiagnosen sind hier noch nicht ber�ucksichtigt, da das hier ermittelte Modell sp�ater auch bei derEntwicklung eines Versicherungsmodells Anwendung �nden soll.4.3.1 Modellbildung (ohne Diagnosen)Um einen ersten �Uberblick �uber die Struktur der Daten zu erhalten wurde ein erstes Proportional-Hazard-Modell ge�ttet, bei dem folgende Kovariablen ber�ucksichtigt wurden:ZAlter(t) als zeitabh�angige Kovariable, die das Alter eines Pegebed�urftigen bei Eintritt in eineneue Pegestufe enth�alt (d.h. ZAlter kann als Sprungfunktion mit Werten in IR und Spr�ungenan allen Stufen�uberg�angen interpretiert werden). ZGeschlecht, ZStufe2(t) und ZStufe3(t) sind alsbin�are Kovariablen de�niert, wobei ZGeschlecht = 1 falls die pegebed�urftige Person weiblich istund 0 sonst, ZStufe2(t) = 1 bzw. ZStufe3(t) = 1 falls sich die pegebed�urftige Person zum Zeit-



74 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGpunkt t in der Pegestufe 1 bzw. 2 be�ndet und ZStat(t) = 1 falls sich die beobachtete Personzum Zeitpunkt t in station�arer Pege be�ndet.F�ur die Hazardfunktion wurde ein additives Modell gew�ahlt:�Z(t) = �0(t) exp[�1 ZAlter(t)+�2 ZGeschlecht+�3 ZStat(t)+�4 ZStufe2(t)+�5 ZStufe3(t)]: (4.1)Das so gew�ahlte Modell ist sicherlich noch nicht geeignet, die Realit�at ausreichend zu model-lieren, da es �uberhaupt keine Interaktionen zwischen Kovariablen ber�ucksichtigt, es soll an die-ser Stelle trotzdem erw�ahnt werden, da es relativ einfach zu interpretieren ist. Mit der Efron-Approximation f�ur den partiellen Likelihood f�uhrt das Modell 4.1 zu den in Tabelle 4.4 darge-stellten Resultaten.Variable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.0244 1.025 0.00179 13.6056 < 10�15ZGeschlecht -0.3495 0.705 0.04580 -7.6320 2:3 � 10�14ZArt -0.0022 0.998 0.04778 -0.0459 0:96ZStufe2 0.7610 2.140 0.06313 12.0536 < 10�15ZStufe3 1.5577 4.748 0.06358 24.4998 < 10�15Tabelle 4.4: Gesch�atzte Koe�zienten im Modell 4.1Im ersten Fit wird f�ur die Kovariablen ZAlter, ZStufe2, ZStufe3 und ZGeschlecht ein signi�kater Ein-u� der Kovariablen auf den Hazard festgestellt. Die Werte k�onnen folgenderma�en interpretiertwerden: Der positive Koe�zient f�ur die Kovariable Alter belegt, da� mit zunehmendem Alterauch die Sterbeintensit�at zunimmt, was zu erwarten war. Auch die signi�kante Abh�angigkeit desHazards vom Geschlecht �uberrascht hier nicht sonderlich, denn nicht nur in der Gesamtbev�olke-rung, sondern auch in der Pegeversicherung kann man eine h�ohere Sterblichkeit von M�annernbeobachten (der ersten Sch�atzung zufolge liegt der Hazard f�ur Frauen bei ca. 70 % des Hazardsf�ur M�anner). Die Kovariablen f�ur Stufe 2 und Stufe 3 stellen ein erstes Ma� daf�ur dar, inwieweitsich die Schwere der Pege auf die Sterbeintensit�at auswirkt. Interessanterweise hat Kovariablef�ur station�are Pege keinen signi�kanten Einu� auf die Pegebed�urftigkeit (der P-Wert liegtbei 96 % ), das hei�t da� die Nullhypothese \die Kovariable hat keinen Einu� auf den Hazard"nicht abgelehnt werden kann. Da dieses Modell jedoch noch sehr grob gew�ahlt ist, kann man dieKovariable \Pegeart" nicht einfach unber�ucksichtigt lassen, da sie in Interaktion mit anderenVariablen trotzdem einen Einu� auf das Modell haben kann.Inwieweit man wirklich von einem porportionalen Einu� auf den Hazard ausgehen kann (d.h.ob �Z(t) = �0(t) exp(�tZ(t))f�ur alle t) mu� durch weitere Tests begr�undet werden.Um den Zusammenhang zwischen station�arer und ambulanter Pegebed�urftigkeit genauer zuuntersuchen, wurde ein nach station�arer Pege strati�ziertes (d.h. f�ur station�are und ambulantePege separat berechnetes) Proportional-Hazard-Modell ge�ttet und die mittels des Breslow-Sch�atzers f�ur den Basis-Hazard berechneten Kurven gegeneinander geplottet. In Abbildung 4.3
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Abbildung 4.3: Mit Breslow-Sch�atzer gesch�atzte �Uberlebensfunktionen f�ur ambulante und sta-tion�are Pegeerkennt man, da� bei langen Pegedauern (gr�o�er als 3000 Tage), die �Uberlebensfunktion f�urPege in einem Pegeheim deutlich unter der entsprechenden Funktion f�ur ambulante Pegeliegt, was daf�ur spricht, da� Interaktionen zwischen den Kovariablen bestehen, die bislang nochnicht ber�ucksichtigt wurden.Modellierung der InteraktionenDie Erkennung und Modellierung eventuell bestehender Interaktionen soll nun mit Hilfe des AICdurchgef�uhrt werden. Das Vorgehen wird dabei in 2 Schritte unterteilt:� Bestimmung zwischen wie vielen Faktoren Interaktion modelliert werden kann (2-Faktor,3-Faktor, 4 Faktor-Interaktion, oder �uberhaupt keine).� Bestimmung, welche Interaktionen schlie�lich signi�kanten Einu� auf das Modell haben.F�ur den ersten Schritt wird folgendes Vorgehen gew�ahlt: F�ur den Datensatz werden 4 verschie-dene Modelle ge�ttet und zwar jeweils eines ohne Interaktion, mit allen 2-Faktor-Interaktionen,mit allen Interaktionen, die bis zu 3 Faktoren enthalten und letztendlich ein Modell mit s�amtli-chen Interaktionen. Solange Interaktionen Einu� auf das Modell haben, wird sich dieser Einu�durch ein Wachsen der Likelihoodfunktion und damit auch des Log-Likelihood bemerkbar ma-chen. Falls Interaktionen hinzugef�ugt werden, die keinen, oder kaum Einu� haben, so wird sich



76 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGModell Log-Likelihood df AIC (n = 2)ohne Interaktion -15909.2 5 31828.42 Faktoren -15878.2 14 31784.4�3 Faktoren -15875.8 21 31793.6alle Interaktionen -15874.6 23 31795.2Tabelle 4.5: AIC-Kriterium f�ur Modelle mit Interaktionender Log-Likelihood nur unwesentlich �andern, der Wert des AIC wird jedoch gr�o�er, da das neueModell mehr Freiheitsgrade beinhaltet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.3.1 dargestellt. Man er-kennt, da� das Modell ohne Interaktionen (im Vergleich zum Modell mit 2-Faktor-Interaktionen)einen relativ hohen Likelihood hat, der sich auch im Informations-Kriterium bemerkbar macht.Au�erdem erkennt man, da� sich der Log-Likelihood nur unwesentlich �andert, wenn man 3-Faktor-, bzw. alle Interaktionen betrachtet (Der Likelihood f�ur 2-Faktor-Interaktionen unter-scheidet sich vom Likelihood f�ur alle Interaktionen nur um 3.6, das volle Modell enth�alt aber 9(23 - 14) Freiheitsgrade mehr!).Variable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.0272 1.028 0.0050 5.483 4:2 � 10�8ZGeschlecht 0.1401 1.150 0.3013 0.465 6:4 � 10�1ZStat -0.5948 0.552 0.4114 -1.446 1:5 � 10�1ZStufe2 1.0679 2.909 0.4326 2.469 1:4 � 10�2ZStufe3 1.8610 6.430 0.4219 4.411 1:0 � 10�5ZAlter � ZGeschlecht -0.0064 0.994 0.0035 -1.829 6:7 � 10�2ZAlter � ZStat 0.0161 1.016 0.0047 3.407 6:6 � 10�4ZAlter � ZStufe2 -0.0048 0.995 0.0054 -0.894 3:7 � 10�1ZAlter � ZStufe3 -0.0027 0.997 0.0053 -0.510 6:1 � 10�1ZGeschlecht � ZStat -0.4515 0.637 0.0995 -4.537 5:7 � 10�6ZGeschlecht � ZStufe2 0.2275 1.255 0.1321 1.721 8:5 � 10�2ZGeschlecht � ZStufe3 0.1842 1.202 0.1292 1.425 1:5 � 10�1ZStat � ZStufe2 -0.3210 0.725 0.1470 -2.184 2:9 � 10�2ZStat � ZStufe3 -0.6737 0.510 0.1416 -4.758 2:0 � 10�6Tabelle 4.6: Gesch�atzte Koe�zienten im Modell mit allen 2-Faktor-InteraktionenDaher deutet alles darauf hin, da� im \optimalen" Modell nur 2-Faktor-Interaktionen vorkom-men. Daher soll nun in einem zweiten Schritt das Modell mit allen Interaktionen zwischen 2Faktoren genauer betrachtet werden und durch Entfernen von eventuell nicht signi�kanten In-teraktionen noch verbessert werden. Das Modell mit allen 2-Faktor-Interaktionen ist in Tabelle4.6 dargestellt



4.3. PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 77Tabelle 4.6 legt die Vermutung nahe, da� immer noch zu viele Kovariablen, die keinen signi�-kanten Einu� auf das Modell haben, vorhanden sind. Im Falle der Interaktion zwischen Alterund Stufe, sprechen der p-Wert von 0.37 f�ur die Interaktion ZAlter � ZStufe2, bzw. von 0.61 f�urdie Interaktion ZAlter�ZStufe3 daf�ur, da� noch zu viele Kovariablen ber�ucksichtigt werden. Derlokale Likelihood-Ratio-Test f�ur eine Interaktion zwischen Alter und Pegestufe ergibt einen p-Wert von 0.85, d.h. man kann nicht davon ausgehen, da� diese Interaktion signi�kanten Einu�im Modell hat. Um diese Vermutung zu belegen soll nun durch iteratives Entfernen von Interak-tionen eine weitere Verbesserung des AIC erzielt werden. In Tabelle 4.7 sind die Ergebnisse f�urdas Entfernen von jeweils einer Interaktion (aus dem Modell mit allen Interaktionen) dargestellt.Entfernen von Log-Likelihood df AIC (n = 2)Alter � Geschlecht -15879.8 13 31785.6Alter � Pegeart -15884.3 13 31794.6Alter � Pegestufe -15878.7 12 31781.4Geschlecht � Pegeart -15888.2 13 31802.4Geschlecht � Pegestufe -15879.7 12 31783.4Pegeart � Pegestufe -15891.3 12 31806.6Tabelle 4.7: Entwicklung des AIC bei Entfernen von InteraktionenIn Tabelle 4.7 �ndet sich die Vermutung best�atigt, da� sich durch Entfernen der Interaktionzwischen Alter und Pegestufe eine Verbesserung des Informationskriteriums erreichen l�a�t (derWert betr�agt 31781.4 im Vergleich zu 31784.4 f�ur Modell mit allen Interaktionen). Man erkenntjedoch auch, da� man f�ur das Modell ohne Interaktion Geschlecht � Pegestufe eine leichteVerbesserung des AIC erzielt. Daher sollen durch analoges Vorgehen f�ur das Modell ohne Inter-aktion zwischen Alter und Pegestufe getestet werden, ob weitere Interaktionen, die nicht zurErkl�arung des Modells beitragen, bestehen (Tabelle 4.8).Nach diesem Schritt sieht man eine Verbesserung des AIC bei Herausnahme der InteraktionEntfernen von Log-Likelihood df AIC (n = 2)Alter � Geschlecht -15880.5 11 31783.0Alter � Pegeart -15885.1 11 31792.2Geschlecht � Pegeart -15888.6 11 31799.2Geschlecht � Pegestufe -15879.9 10 31779.8Pegeart � Pegestufe -15892.2 10 31804.4Tabelle 4.8: Entwicklung des AIC bei Enfernen weiterer Interaktionen (ausgehend von Modellohne Interaktion zwischen Alter und Pegestufe)



78 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGzwischen Alter und Pegestufe. Falls man diese Vorgehensweise nun nochmals anwendet, �ndetkeine Verbesserung mehr statt (siehe Tabelle 4.9), so da� das optimale Modell alle Interaktionenbis Alter � Pegestufe und Geschlecht � Pegeart beinhaltet.Entfernen von Log-Likelihood df AIC (n = 2)Alter � Geschlecht -15881.7 9 31781.4Alter � Pegeart -15886.2 9 31792.2Geschlecht � Pegeart -15889.6 9 31797.2Pegeart � Pegestufe -15893.6 8 31803.2Tabelle 4.9: Entwicklung des AIC bei Enfernen weiterer Interaktionen (ausgehend von Modellohne Interaktionen: Alter � Pegestufe, Geschlecht � Pegestufe)Die Hazardfunktion besitzt nach diesem Modell folgende Darstellung:�(t) = �0(t) exp[�1 ZAlter(t) + �2 ZGeschlecht + �3 ZStat(t) + �4 ZStufe2(t)+ �5 ZStufe3(t) + �6 ZAlter(t)� ZGeschlecht + �7 ZAlter(t)� ZStat(t)+ �8 ZGeschlecht � ZStat(t) + �9 ZStat(t)� ZStufe2(t)+ �10 ZStat(t)� ZStufe3(t)]: (4.2)Mit der Efron-Approximation f�ur den Partial-Likelihood erh�alt man f�ur das Modell 4.2 die inTabelle 4.10 dargestellten Koe�zienten. Durch die vielen Interaktionen ist eine InterpretationVariable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.02421 1.025 0.0025 9.78 < 10�15ZGeschlecht 0.3202 1.377 0.2811 -1.47 2:5 � 10�1ZStat -0.5969 0.551 0.4063 1.14 1:4 � 10�1ZStufe2 0.8180 2.266 0.0729 11.22 < 10�15ZStufe3 1.7553 5.785 0.0734 23.91 < 10�15ZAlter � ZGeschlecht -0.0065 0.993 0.0035 -1.89 5:9 � 10�2ZAlter � ZStat 0.0162 1.016 0.0047 3.45 5:7 � 10�4ZGeschlecht � ZStat -0.4405 0.644 0.0989 -4.46 8:4 � 10�6ZStat � ZStufe2 -0.3320 0.717 0.1446 -2.30 2:2 � 10�2ZStat � ZStufe3 -0.6753 0.509 0.1391 -4.86 1:2 � 10�6Tabelle 4.10: Gesch�atzte Koe�zienten im Modell (4.2)der Koe�zienten kaum mehr m�oglich. Zum Beispiel erstaunt, der positive Koe�zient f�ur dieKovariable ZGeschlecht (in Modell (4.1) hatte der Koe�zient den Wert -0.3495). Da jedoch dieKoe�zienten f�ur die Interaktion zwischen Alter und Geschlecht negativ sind, wird dieser E�ektgerade f�ur hohe Alter wieder kompensiert. In Tabelle 4.11 ist daher f�ur das durchschnittliche



4.3. PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 79Alter im Datensatz von 78.72 Jahren dargestellt, wie sich der Multiplikator f�ur den Basis-Hazardexp(�tZ) f�ur verschiedene Kovariablenwerte Z entwickelt.Frauen M�annerambulant, Stufe 1 5.548 6.720ambulant, Stufe 2 12.573 15.227ambulant, Stufe 3 32.100 38.874station�ar, Stufe 1 12.786 13.242station�ar, Stufe 2 20.787 21.529station�ar, Stufe 3 37.649 38.993Tabelle 4.11: Multiplikator exp(�tZ) f�ur verschiedene Kovariablenkombinationen (bei �xiertemAlter v. 78.72 Jahren)4.3.2 Proportional Hazard (mit Diagnosen)In diesem Abschnitt soll versucht werden, mit Hilfe der pegeverursachenden Diagnosen dasProportional-Hazard-Modell eventuell noch zu verbessern. Nat�urlich liegt die Vermutung nahe,da� die festgestellten pegeausl�osenden Krankheiten einen massiven Einu� auf die �Uberlebens-funktion haben. Auch hier sollen mit Informationskriterium von Akaike Diagnosen, die einensigni�kanten Einu� auf das Modell haben, herausge�ltert werden. Da nicht f�ur alle Pegef�alleDiagnosen erfa�t wurden, berechnen wir zun�achst noch das Informationskriterium f�ur Modell(4.2) auf Basis aller Daten, f�ur die Diagnosen erfa�t wurden, um so ein Vergleichskriterium zuerhalten. In einem zweiten Fit betrachten wir dann ein Modell, das zus�atzlich zu den in (4.2)spezi�zierten Kovariablen f�ur jede Diagnose eine weitere Kovariable ber�ucksichtigt. In einzelnenbedeutet diesZDiagnose = ( 1 entsprechende Diagnose wurde bei der Person festgestellt0 sonst :Der Log-Likelihood und das AIC f�ur diese Modelle sind in Tabelle 4.12 dargestellt Wie erwartetModell Log-Likelihood df AIC (n = 2)ohne Diagnosen -14467.1 10 28954.2mit allen Diagnosen -14270.1 21 28582.0Tabelle 4.12: AIC-Kriterium f�ur Modelle mit, bzw. ohne Ber�ucksichtigung der pegeverursa-chenden Diagnosenhaben also die pegeverursachenden Krankheiten einen entscheidenden Einu� auf das �Uberle-ben in der gesetzlichen Pegeversicherung. In Tabelle 4.13 sind die mit der Efron-Approximationf�ur den proportionalen Hazard gesch�atzten Koe�zienten dargestellt.



80 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGVariable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZDemenz -0.1351 0.874 0.0483 -2.80 5:1 � 10�3ZSchlag -0.2067 0.813 0.0573 -3.61 3:1 � 10�4ZPsychose -0.2056 0.814 0.0549 -3.74 1:8 � 10�4ZTumore 1.0504 2.859 0.0570 18.43 < 10�15ZBlindheit -0.1071 0.898 0.1133 -0.95 3:4 � 10�1ZKnochenk -0.0818 0.921 0.0583 -1.40 1:6 � 10�1ZArthrosen -0.0798 0.923 0.0746 -1.07 2:9 � 10�1ZHerz -0.0784 1.082 0.0460 1.70 8:8 � 10�2ZLungen 0.3391 1.404 0.1393 2.43 1:5 � 10�2ZNieren 0.4271 1.533 0.7152 0.60 5:5 � 10�1ZGeburt -0.9219 0.398 0.8846 -1.04 3:0 � 10�1Tabelle 4.13: Gesch�atzte Koe�zienten im Modell (4.2)Bei genaurer Betrachtung der gesch�atzten Koe�zienten f�allt vor allem der hohe Wert des Koef-�zienten und die hohe Signi�kanz (p-Wert < 10�15) der Kovariable ZTumore auf. Hier handelt essich wohl meist um Krebspatienten im Endstadium, deren Heilungschancen gering sind. Zudemerkennt man positive Koe�zienten bei Erkrankungen lebenswichtiger Organe (Herz, Lunge undNieren), alle weiteren Koe�zienten sind negativ. Auf eine detailliertere Betrachtung der Diagno-sen hinsichtlich Interaktion mit anderen Kovariablen, bzw. Interaktion mit anderen Diagnosenm�ochte ich in der Arbeit verzichten, da in das sp�ater im Text formulierte Versicherungsmodellnur die Kovariablen f�ur Alter, Geschlecht, Pegeart und Pegestufe eingehen. Der Grund daf�urliegt darin, da� in den meisten Versicherungsvertr�agen Art und H�ohe der Leistungen abh�angigvon der Schwere der Pege, nicht aber von pegeverursachenden Diagnosen sind.4.4 Test auf Proportional Hazard4.4.1 ResiduenanalyseZun�achst wird hier nun mit Hilfe der Martingal-Residuen untersucht, ob im Modell (4.2) diequantitative Kovariable Alter bereits gut modelliert ist, oder ob eventuell eine andere funktionaleForm f�ur die Kovariable gefunden werden kann. Dazu �tten wir ein Modell, mit den Kovariablenund Interaktionen aus (4.2), die nicht vom Alter abh�angen�(t) = �0(t) exp[�1 ZGeschlecht + �2 ZStat(t) + �3 ZStufe2(t) + �4 ZStufe3(t)+ �5 ZGeschlecht � ZStat(t) + �6 ZStat(t)� ZStufe2(t)+ �7 ZStat(t)� ZStufe3(t)]: (4.3)



4.4. TEST AUF PROPORTIONAL HAZARD 81F�ur das nach (4.3) berechnete Modell plottet man dann die Martingal-Residuen gegen die Ko-variable Alter und sch�atzt mit einem Gl�attungsoperator den Erwartungswert dieser ResiduenE(M̂ jZAlter) (Abbildung 4.4, linke Seite). Der Plot sollte dann ungef�ahr die funktionale Formdarstellen, in der die Kovariable in das Modell eingeht (siehe Abschnitt 3.7.8).
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Abbildung 4.4: Martingal-Residuen zur Bestimmung der funktionalen Form der KovariablenZAlter in Modell (4.2)Man erkennt hier, da� sich die Funktion st�uckweise linear verh�alt, mit einem Knick im Altersbe-reich von ca. 80 Jahren. Um diesen Knick genauer zu lokalisieren wurde die Residuen nochmalsf�ur den Alterbereich zwischen 60 und 100 geplottet (Abbildung 4.4, rechte Seite), in dieserGraphik sehen wir, da� sich f�ur ein Alter von ca. 85 Jahren die Steigung der Kurve erh�oht.Der Plot erlaubt nun folgende Interpretation: Die Kovariable Alter geht linear in das Modellein, ab einem bestimmten Alter � (im Bereich von ca. 85) �andert sich jedoch der Regressionsko-e�zient f�ur die Kovariable Alter.Um dieses Alter � zu �nden kann man nun folgenderma�en vorgehen (vgl. Klein und Moesch-berger [25], Seiten 334 - 336): Man erweitert das Modell (4.2) um eine weitere KovariableZ�(t) = ( 1 falls ZAlter(t) � �0 sonst ;sowie um die Interaktion ZAlter(t)� Z�(t) zu�(t) = �0(t) exp[�1 ZAlter(t) + �2 ZGeschlecht + �3 ZStat(t) + �4 ZStufe2(t)+ �5 ZStufe3(t) + �6 ZAlter(t)� ZGeschlecht + �7 ZAlter(t)� ZStat(t)



82 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNG+ �8 ZGeschlecht � ZStat(t) + �9 ZStat(t)� ZStufe2(t)+ �10 ZStat(t)� ZStufe3(t)] + �11 Z�(t) + �12 ZAlter(t)� Z�(t): (4.4)Ziel ist nun die Maximierung des Partial-Likelihood f�ur verschiedene Alter �. Daf�ur wurdenf�ur den Altersbereich [80,92.5] f�ur die Werte � = 80 + 0:5i i 2 f1; � � � ; 25g mit der Efron-Approximation f�ur den Partial-Likelihood nach (4.4) berechnet und die Auswirkungen auf denLog-Likelihood betrachtet (Abbildung 4.5).
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Abbildung 4.5: Entwicklung des Log-Likelihood f�ur verschiedene Werte von � in Modell (4.4)Hier k�onnen wir folgendes erkennen: Die Funktion hat ein globales Maximum f�ur � = 91; 5,zudem f�allt auf, da� an der Stelle 82.5 ein lokales Maximum liegt. Sowohl f�ur � = 82:5, alsauch f�ur � = 91:5 verbessert sich das AIC im Vergleich zu Modell (4.2)(31778.6 bzw. 31776.2im Vergleich zu 31779.8). Der partielle Log-Likelihood verbessert sich um ca. 3.8. Mit demlokalen Likelihood-Ratio-Test (3.46) sieht man, da� diese �Anderung im partiellen Log-Likelihoodwirklich signi�kant ist. Das 0.95-Quantil der �2- Verteilung mit 2 Freiheitsgraden liegt bei 5.99,die doppelte Di�erenz im partiellen Log-Likelihood liegt bei ca. 2 � 3:8 = 7:6.Die 2 Maxima, die sich im Plot beobachten lassen, legen die Vermutung nahe, da� der \Knick"f�ur M�anner und Frauen zu verschiedenen Zeitpunkten vorliegt. Um dies zu untersuchen wurdejeweils ein Modell f�ur Frauen und ein Modell f�ur M�anner berechnet, dessen Hazardfunktion nachfolgendem Proportional-Hazard-Modell konstruiert wurde�(t) = �0(t) exp[�1 ZStat(t) + �2 ZStufe2(t) + �3 ZStufe3(t)+ �4 ZStat(t)� ZStufe2(t)�5 ZStat(t)� ZStufe3(t)] (4.5)und die korrespondierenden Martingal-Residuen f�ur M�anner und Frauen getrennt gegen dieKovariable Alter geplottet (Abbildung 4.6). Wir erkennen hier f�ur Frauen einen relativ stark
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Abbildung 4.6: Martingal-Residuen (nach Geschlecht getrennt) zur Bestimmung der funktionalenForm der Kovariablen ZAlter in Modell (4.2)ausgepr�agten Knick im Alter von ca. 90 Jahren und f�ur M�anner einen leichten Knick im Al-tersbereich zwischen 70 und 80 Jahren. Daher betrachten wir nun ein Modell mit folgendenzus�atzlichen Kovariablen:Z�w = ( 1 falls ZAlter � �w und ZGeschlecht = 10 sonst ;sowie Z�m = ( 1 falls ZAlter � �m und ZGeschlecht = 00 sonstund maximieren den Log-Likelihood f�ur folgendes Proportional-Hazard-Modell�(t) = �0(t) exp[�1 ZAlter(t) + �2 ZGeschlecht + �3 ZStat(t) + �4 ZStufe2(t)+ �5 ZStufe3(t) + �6 ZAlter(t)� ZGeschlecht + �7 ZAlter(t)� ZStat(t)+ �8 ZGeschlecht � ZStat(t) + �9 ZStat(t)� ZStufe2(t)+ �10 ZStat(t)� ZStufe3(t) + �11 Z�w(t) + �12 Z�m(t)+ �13 ZAlter(t)� Z�w(t) + �14 ZAlter(t)� Z�m(t)]: (4.6)Um zu erkennen, ob sich mit Modell (4.6) eine Verbesserung im AIC-Kriterium ergibt wurdenwiederum f�ur verschiedene Werte von �w = 80 + 0:25i i 2 f0; � � � ; 80g und �m = 70 + 0:25i i 2f0; � � � ; 80g der Log-Likelihood berechnet. Dieser wurde maximiert f�ur �w = 91 und �m = 75:25,



84 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGder Log-Likelihood an dieser Stelle hat den Wert 15774.4. Man erkennt eine viel st�arkere Aus-pr�agung des Maximums f�ur Frauen. Bei genauerer Analyse des Modells f�allt auf, da� die In-teraktionen und ZAlter(t) � Z�w(t) und ZAlter(t) � Z�m(t) kaum signi�kant sind (die lokalenWald-Tests gegen die Nullypothesen: �13 = 0 bzw. �14 = 0 f�uhren zu p-Werten von 0.92 bzw.0.37). Auch im AIC erkennt f�uhrt die hohe Anzahl an Freiheitsgraden zu einer leichten Ver-schlechterung im Vergleich zu Modell (4.4) .Variable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.0279 1.028 0.0036 7.68 1:6 � 10�14ZGeschlecht 0.7637 2.146 0.3202 2.39. 1:7 � 10�2ZStat -0.3724 0.689 0.4035 -0.92 3:6 � 10�1ZStufe2 0.8101 2.248 0.0730 11.10 < 10�15ZStufe3 1.7521 5.767 0.0734 23.87 < 10�15Z�w 0.2146 1.239 0.0737 2.91 3:6 � 10�3Z�m -0.1401 0.869 0.1041 -1.34 1:8 � 10�1ZAlter � ZGeschlecht -0.0138 0.986 0.0045 -3.08 2:1 � 10�3ZAlter � ZStat 0.0134 1.014 0.0047 2.87 4:1 � 10�3ZGeschlecht � ZStat -0.4374 0.646 0.0993 -4.40 4:4 � 10�5ZStat � ZStufe2 -0.3254 0.722 0.1447 -2.25 2:5 � 10�2ZStat � ZStufe3 -0.6733 0.510 0.1391 -4.84 1:3 � 10�6Tabelle 4.14: Gesch�atzte Koe�zienten im Modell (4.7)Um eine Optimierung in unserem Modell zu erreichen, sollten wir daher die Interaktionen zwi-schen �m, �w und Alter unber�ucksichtigt lassen und dann wiederum die optimalen Werte f�ur�m und �w mittels Maximierung des Log-Likelihood bestimmen, das bedeutet, da� wir denLog-Likelihood f�ur Modell�(t) = �0(t) exp[�1 ZAlter(t) + �2 ZGeschlecht + �3 ZStat(t) + �4 ZStufe2(t)+ �5 ZStufe3(t) + �6 ZAlter(t)� ZGeschlecht + �7 ZAlter(t)� ZStat(t)+ �8 ZGeschlecht � ZStat(t) + �9 ZStat(t)� ZStufe2(t)+ �10 ZStat(t)� ZStufe3(t) + �11 Z�w(t) + �12 Z�m(t)]= �0(t) exp(�tZ(t)) (4.7)in Abh�angigkeit von �w und �m maximieren.Wie auch in (4.6) wird der Log-Likelihood maximal f�ur �w = 91 und �m = 75:25. Mit einemWert von 15874:79 erhalten wir so einen minimal h�oheren Wert als f�ur Modell (4.6), obwohl wirdie Anzahl der Freiheitsgrade von 14 auf 12 reduziert haben. Daraus resultiert eine Verbesserungdes AIC-Wertes f�ur dieses Modell (31773.58), so da� wir uns bei weiteren Analysen auf diesesModell konzentrieren wollen.



4.4. TEST AUF PROPORTIONAL HAZARD 854.4.2 Graphische Tests des Propotional HazardUm f�ur Modell (4.7) die Abh�angigkeit des Hazard von Kovariablen zu analysieren, unterteilenwir den Datensatz in 12 verschiedene Gruppen (Frauen ambulant Stufe 1, Frauen ambulantStufe 2,..., M�anner station�ar Stufe 3) und sch�atzen dann mit des Nelson-Aalen-Sch�atzer f�ur jedeeinzelne Gruppe die kumulative Hazard- oder Intensit�atsfunktion. Mit diesen Intensit�atsfunktio-nen plotten wir jeweils zwei interessierende Untergruppen gegeneinander (Andersen-Plots, sieheAbschnitt 3.7.9) . Falls die Verteilung der Pegedauern nach einem Proportional-Hazard-Modellgegeben ist, sollte der Plots ungef�ahr auf einer Geraden liegen, deren Steigung dem relativenRisiko unter der Proportional-Hazard-AnnahmeRRPH = �0(t) exp(�̂tZGruppe 1)�0(t) exp(�̂tZGruppe 2) = exp(�̂tZGruppe 1)exp(�̂tZGruppe 2)entspricht. Um das relative Risko zu erhalten berechnen wir deshalb mit Modell (4.7) die zu-geh�origen Multiplikatoren f�ur die Basis-Hazardfunktion (als Werte f�ur die Kovariable Alter ver-wenden wir das Durchschnittalter in der jeweiligen Untergruppe). Die Verwendung des Mittel-wertes f4ur die zeitabh�angige Kovariable ZAlter f�uhrt approximativ zu einem linearen Zusam-menhang der jeweiligen relativen Risiken in den einzelnen Untergruppen.Wenden wir uns zun�achst der Analyse der Kovariablen ZGeschlecht zu (Abbildung 4.7). F�urdie 6 Kategorien (ambulant Stufe 1, ... , station�ar Stufe 3) wurden hier jeweils die gesch�atz-ten kumulativen Hazardfunktionen f�ur Frauen �̂w(t) (x-Achse) und M�anner �̂m(t) (y-Achse)gegeneinander geplottet. Die Gerade im Plot entspricht dem nach dem Proportional-Hazard-Modell (4.7) erwarteten Verh�altnis der kumulativen Hazardfunktionen. Man erkennt zun�achstfolgendes: In Stufe 2 und Stufe 3 entsprechen die f�ur M�anner und Frauen mit dem nichtpara-metrischen Nelson-Aalen-Sch�atzer ermittelten kumulativen Hazardfunktionen ungef�ahr den mitdem Proportional-Hazard-Modell gesch�atzten kumulativen Hazards. In Stufe 1 f�allt jedoch auf,da� sowohl im ambulanten, als auch im station�aren Bereich die Hazardfunktion nicht besondersgut durch ein Proportional-Hazard-Modell approximiert wird. Bei genauerer Betrachtung desPlot f�ur ambulante Pege f�allt auf, da� bis zu einem bestimmten Zeitpunkt t0 das relative Risikof�ur Frauen zu sterben niedriger ist, als nach dem Proportional Hazard-Modell erwartet (der Plotenfernt sich von der Geraden, die das nach dem Proportional-Hazard-Modell erwartete relativeRisiko darstellt) und ab t0 dann h�oher. Zu welchen Zeitpunkt t0 sich dieser Trend umkehrt,kann man mit den Andersen-Plots nicht feststellen. Im Bereich der station�aren Pege erkenntman einen umgekehrten Trend, d.h. zun�achst ist f�ur M�anner das relative Risiko niedriger als f�urFrauen.Um diesen Zeitpunkt t0 festzustellen, an dem sich der Trend umkehrt plotten wir die Di�erenzder mit dem Nelson-Aalen-Sch�atzer gesch�atzten kumulativen Hazards von M�annern und Frauengegeneinander, d.h. wir plotten die Zeit t gegen log(�̂w(t))� log(�̂m(t))(Abbildung 4.8). Da gilt�(t) = ddt�(t)
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Abbildung 4.7: Andersen-Plots unterteilt nach Geschlecht, x-Achse: Frauen, y-Achse:M�annerund die log-Funktion echt monoton wachsend ist, kann man den Plot folgenderma�en interpretie-ren. In den monoton fallenden Bereichen ist das im nichtparametrischen Modell beobachtete rela-tive Risiko zwischen Frauen und M�anner kleiner, als das nach dem Proportional-Hazard-Modellerwartete. Mit der horizontalen Linie ist die nach dem Proportional-Hazard-Modell gesch�atzteDi�erenz log �w � log �m dargestellt. Seien also mit �̂w(t), bzw. �̂m(t) die mit dem Nelson-Aalen-Verfahren (nichtparametrisch) gesch�atzten Hazardfunktionen, dann gilt�̂w(t)�̂m(t) < exp(�̂tZw)exp(�̂tZm) :Zw und Zm sind die zugeh�origen Kovariablen-Vektoren einzelnen Untergruppe, zum Beispielh�atte der Kovariablenvektor Zw f�ur die station�ar Pegebed�urftigen der Stufe 1 die WerteZGeschlecht = 1;ZStat = 1;ZStufe 1 = 0;ZAlter = Durchschnittsalter station�ar pegebed. Frauen:
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Abbildung 4.8: Di�enrenz des Kumulativen Hazard f�ur M�anner, bzw. FrauenAuch bei den Plots f�ur die Kovariable \Pegeart" Abbildung 4.9 erkennen wir, da� in Pegestufe1 der Andersen-Plot nicht sehr gut der Geraden des nach Modell (4.7) erwarteten relativen Riskosfolgt. Hier sieht man, da� f�ur Frauen in Stufe 1 das relative Risiko in ambulanter Pege zusterben, zun�achst h�oher ist und sich dann einpendelt, bei M�annnern sieht man den umgekehrtenTrend. In den Stufen 2 und 3 folgen die Andersen-Plots relativ gut den Geraden, die das nachdem Proportional-Hazard-Modell (4.7) erwartete Veh�altnis ausdr�ucken.Zuletzt betrachten wir noch die Andersen-Plots f�ur die Kovariable Pegestufe 4.10. Hier wurdenf�ur die 4 Untergruppen (M�anner ambulant, � � �, Frauen station�ar) die jeweiligen kumulativenHazardfunktionen f�ur Stufe 1 (x-Achse) gegen Stufe 2 (y, Achse, gestrichelte Linie), bzw. Stufe3 (y-Achse, durchgezogene Linie) geplottet. Wir erkennen, da� das Verh�altnis des kumulativenHazards f�ur Stufe 3 zum kumulativen Hazard f�ur Stufe 1 nur sehr unzureichend durch dasCox-Regressionsmodell beschrieben wird. Dies erkennt man, in unterschiedlicher Auspr�agungbei allen 4 Plots. F�ur d.h. gerade zu Beginn der Pegezeit ist zu beobachten�̂Stufe3(t)�̂Stufe1(t) > exp(�̂tZStufe 3)exp(�̂tZStufe 1) f�ur kleine tmit �̂Stufe3 und �̂Stufe1 als den jeweiligen nichtparametrischen Nelson-Aalen-Sch�atzern f�ur Stufe3, bzw. Stufe 1. das hei�t also gerade in der Zeit kurz nach Pegebeginn ist in Stufe 3 dieSterbeintensit�at niedriger als nach dem Modell erwartet. Nach der graphischen Analyse kannman zusammenfassend folgende Feststellung tre�en:F�ur einige Kovariablen ist das relative Risiko mit dem Proportional-Hazard Modell sehr gutmodelliert. Diese sind im einzelnen� Relatives Risiko Frauen zu M�annern (in Stufe 2 und Stufe 3)
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Abbildung 4.9: Andersen-Plots unterteilt nach Pegeart, x-Achse: ambulant, y-Achse: station�ar� Relatives Risiko ambulante Pege zu station�arer Pege (in Stufe 2 und Stufe 3)� Relatives Risiko Stufe 2 zu Stufe 1Eine schlechte Proportional-Hazard-Modellierung erh�alt man f�ur� Relatives Risiko Frauen zu M�annern (in Stufe 1)� Relatives Risiko ambulante Pege zu station�arer Pege (in Stufe1)� Relatives Risiko Stufe 3 zu Stufe 1Man sieht, da� hier noch eine unzureichende Modellierung der Realit�at vorliegt, allem Anscheinnach ver�andern sich die einige Koe�zienten mit der Pegedauer (vor allem f�ur die Kovaria-ble Stufe). Diese zeitliche Ver�anderung von Koe�zienten wolllen wir nun mit der Hilfe vonSchoenfeld-Residuen (siehe Abschnitt 3.7.9) genauer analysierenUntersuchung der zeitlichen Abh�angigkeit der Regressionskoe�zientenUm ein Gef�uhl f�ur eventuelle zeitliche Abh�angigkeit von Regressionskoe�zienten von der Pe-gedauer t zu bekommen, plotten wir den durch Gl�attung (mit der S-Plus Funktion coxph.zph,
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Abbildung 4.10: Andersen-Plots unterteilt nach Pegestufe, x-Achse: Stufe 1, y-Achse: Stufe 2(durchgezogene Linie) bzw. Stufe 3 (gestrichelte Linie)als Gl�atter verwenden wir einen kubischen Spline mit 40 �aquidistanten St�utzstellen) gesch�atztenErwartungswert von skalierten Schoenfeld-Residuen (3.51) gegen die Pegedauer t (Abbildung4.11). Die gestrichelten Linien sind 95%-Kon�denzb�ander f�ur den Erwartungswert. Der so er-haltene Plot gibt ein Indiz f�ur die qualitiven Entwicklung des Regressionskoe�zienten � inAbh�angigkeit von der Pegedauer.Man erkennt hier, da� f�ur fast alle Kovariablen im Koe�zienten � eine starke Zeitabh�angigkeitfestzustellen ist (vor allem in den Zeitbereichen zwischen 0 und 2000 Tagen, also in den Berei-chen, in denen viele Beobachtungen vorliegen). Insbesondere erkennt man in diesem Zeitintervalleine \Trendwende", d.h. viele der Kurven haben im Zeitbereich von ca. 1000 Tagen ein lokalesMaximum, bzw. Minimum. Betrachtet man zum Beispiel die Plots f�ur die Kovariable f�ur Stufe2 (rechts, oben) und Stufe 3 (links, 2. von oben), sieht man, da� das relative Risiko zu sterben(im Vergleich zu Stufe 1) am Anfang viel h�oher ist und dann f�allt, bis bei einem Zeitpunkt vonca. 1000 Tagen ein lokales Minimum erreicht ist. Danach erkennt man nur noch eine leichteVer�anderung des Koe�zienten. Mit folgenden 2 Schritten versuchen wir nun das Modell noch



90 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNG
Time

B
et

a(
t)

 fo
r 

A
ge

0 2000 4000 6000 8000

-0
.0

5
0.

0
0.

05
0.

10
0.

15

Time
B

et
a(

t)
 fo

r 
A

rt

0 2000 4000 6000 8000

-5
0

5
10

15
20

Time

B
et

a(
t)

 fo
r 

Z
se

x

0 2000 4000 6000 8000

-3
0

-2
0

-1
0

0

Time

B
et

a(
t)

 fo
r 

Le
ve

lS
tu

fe
2

0 2000 4000 6000 8000

-2
-1

0
1

2

Time

B
et

a(
t)

 fo
r 

Le
ve

lS
tu

fe
3

0 2000 4000 6000 8000

-2
-1

0
1

2
3

4

Time

B
et

a(
t)

 fo
r 

th
et

am

0 2000 4000 6000 8000

-3
-2

-1
0

1
2

Time
B

et
a(

t)
 fo

r 
th

et
aw

0 2000 4000 6000 8000

-2
-1

0
1

2

Time

B
et

a(
t)

 fo
r 

A
ge

:A
rt

0 2000 4000 6000 8000

-0
.2

0
-0

.1
0

0.
0

0.
05

Time

B
et

a(
t)

 fo
r 

A
ge

:Z
se

x

0 2000 4000 6000 8000

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

Time

B
et

a(
t)

 fo
r 

Z
se

x:
A

rt

0 2000 4000 6000 8000

-2
-1

0
1

2
3

Time

B
et

a(
t)

 fo
r 

A
rt

Le
ve

lS
tu

fe
2

0 2000 4000 6000 8000

-4
-2

0
2

4

Time
B

et
a(

t)
 fo

r 
A

rt
Le

ve
lS

tu
fe

3

0 2000 4000 6000 8000

-4
-2

0
2

4

Abbildung 4.11: Gegl�attete Schoenfeld-Residuen zur Bestimmung der funktionalen Abh�angigkeitder Regressionskoe�zientenzu verbessern:� Um den Zeitpunkt einer \globalen Trendwende" t0 zu �nden, betrachten wir zun�achstein Modell, in dem f�ur Pegedauern T � t0 und T > t0 separat Regressionskoe�zientengesch�atzt werden. Dieses Modell kann folgenderma�en dargestellt werden:�(t) = �0(t) exp[�tZ(t) + Z�t0(t)(�tZ(t))]:Hier sind Z�t0 = ( 1 t � t00 sonst ;Z(t) 2 IR12der Kovariablenvektor aus Modell (4.7) und�; � 2 IR12
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Abbildung 4.12: Entwicklung des Log-Likelihood f�ur verschiedene Werte von t0 bei Sch�atzungvon separaten Koe�zienten f�ur Pegedauern T � t0 und T > t0die zu sch�atzenden Parameter. F�ur dieses Modell maximieren wir den partiellen Log-Likelihood in Abh�angigkeit von t0.� In einem zweiten Schritt sch�atzen wir di�erenziert f�ur jede einzelne Kovariablen aus Modell(4.7) separate Koe�zienten f�ur Pegedauern T � t0 und T > t0 um damit die Koe�zien-ten zu bestimmen, bei denen die gr�o�te Abh�angigkeit von der Pegedauer vorliegt. ZumBeispiel erhalten wir f�ur die Kovariable Alter folgende Darstellung der Hazardfunktion:�(t) = �0(t) exp[ZAlter(t)� Z�t0(t) + �tZ(t)]:Wiederum sind Z(t) der Vektor aus Modell (4.7) und 2 IR; � 2 IR12die zu sch�atzenden Parameter.Bemerkung: Eine zeitstetige Modellierung von Regressionskoe�zienten (z.B. in Form einer linea-ren Abh�angigkeit �(t) = �0 + �1 t) ist mit dem Proportional-Hazard-Sch�atzer generell m�oglich,mit dem Paket coxph aus S-Plus nicht zu realisieren. Um dies zu erm�oglichen m�usste die Design-matrix an jedem Zeitpunkt, an dem ein Ereignis beobachtet wird, neu berechnet werden. F�urkleine Datens�atze kann man dies noch erreichen, indem man den Datensatz aufsplittet und anjedem Beobachtungspunkt einen neuen Kovariablenvektor in Abh�angigkeit von der Beobach-tungszeit de�niert (mit dieser Technik wurden auch die zeitabh�angigen Kovariablen f�ur Pe-gestufe und Pegeart modelliert, hier ist die Zeitabh�angigkeit jedoch in Form einer st�uckweisekonstanten Sprungfunktion vorgelegen).



92 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGIn Abbildung 4.12 sehen wir zun�achst, wie sich der Log-Likelihood f�ur verschiedene Werte vont0 verh�alt. Man erkennt ein globales Maximum f�ur t0 = 450 Tage. Der Wert des Log-Likelihoodbetr�agt an dieser Stelle -15806.16, was eine wesentliche Verbesserung im Vergleich zu Modell(4.7) (mit einem Wert von 15874.79) ist.Um zu erkennen, in welcher Kovariablen die st�arkste zeitliche Variation im Koe�zienten vorliegt,wurde f�ur jeden einzelen Koe�zienten aus Modell (4.7) ein separater Koe�zient f�ur PegedauernT � t0, sowie T > t0 berechnet und gegen t0 geplottet (Abbildung 4.13)
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Abbildung 4.13: Entwicklung des Log-Likelihood f�ur verschiedene Werte von t0 bei Sch�atzungvon separaten Koe�zienten f�ur Pegedauern T � t0 und T > t0In Abbildung 4.13 erkennen wir vor allem f�ur die Kovariable Alter, sowie f�ur Pegestufe 2 und 3eine starke Verbesserung des Log-Likelihood bei der Sch�atzung der jeweiligen Koe�zienten f�urT � t0 und T > t0. In Tabelle 4.15 erkennt man alle 3 Kovariablen eine signi�kante Verbesserungim Log-Likelihood (hinsichtlich des p-Wert f�ur den lokalen Likelihood-Ratio-Test)Daher modi�zieren wir das Modell (4.7) und sch�atzen f�ur die Kovariablen Alter und PegestufeKoe�zienten separat f�ur T � t0 und T > t0. Technisch wurde dies erreicht, indem wir zu den



4.4. TEST AUF PROPORTIONAL HAZARD 93Kovariable t0 LL (Modell f�ur T � t0, T > t0) LL (Modell(4.7)) p-WertZAlter 400 -15829.59 -15874.79 < 10�15ZStufe2 75 -15866.69 -15874.79 5:6 � 10�5ZStufe3 125 -15845.82 -15874.79 2:7 � 10�14Tabelle 4.15: Maximum des Log-Likelihood f�ur separate Sch�atzung der Kovariablen f�ur Alter,Stufe 1 und Stufe 2 (unterteilt nach Pegedauern T � t0 und T > t0)Koe�zienten in (4.7) drei weitere Kovariablen Z�75, Z�125, sowie Z�400 mitZ�t0(t) = ( 1 t � t00 sonsteinf�uhrten und deren Interaktion mit den jeweiligen Variablen f�ur Alter, Stufe 2 und Stufe 3betrachteten. F�ur dieses Modell verbessert sich der Log-Likelihood auf 15801.4. Man erkenntVariable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.0401 1.041 0.0041 9.65 < 10�15ZAlter � Z�400 -0.0327 0.968 0.0035 -9.47 < 10�15ZGeschlecht 0.7986 2.222 0.3214 2.49 0:01ZStat -0.0531 0.948 0.4004 -0.13 0:89ZStufe2 0.8011 2.228 0.0733 10.93 < 10�15ZStufe2 � Z�75 -0.8080 0.446 0.4982 -1.62 0:10ZStufe3 1.6420 5.165 0.0752 21.83 < 10�15ZStufe3 � Z�125 1.135 3.113 0.1828 6.21 5:2 � 10�10Z�w 0.1815 1.199 0.0743 2.443 0:02Z�m -0.1206 0.886 0.1052 -1.15 0:25ZAlter � ZGeschlecht -0.0141 0.986 0.0045 -3.13 1:8 � 10�3ZAlter � ZStat 0.0093 1.009 0.0047 1.99 0.05ZGeschlecht � ZStat -0.4257 0.653 0.0996 -4.27 1:9 � 10�5ZStat � ZStufe2 -0.3420 0.710 0.1448 -2.36 0.02ZStat � ZStufe3 -0.6533 0.520 0.1393 -4.69 2:7 � 10�6Tabelle 4.16: Gesch�atzte Koe�zienten im Modell mit separaten Koe�zienten f�ur T � t0 undT > t0 f�ur Alter und Stufespeziell f�ur Pegestufe 3, da� gerade die ersten 400 Tage (also ungef�ahr das erste Jahr) dasRisiko zu sterben im Vergleich zu Pegestufe 1 extrem hoch ist. Wie schon vorher erw�ahnt,w�urde die Modellierung stetig von der Zeit abh�angiger Koe�zienten eine Verbesserung des Mo-dells ergeben. Aus vorher genannten Gr�unden war eine Sch�atzung von Koe�zienten f�ur dieseModellierung aufgrund der Gr�o�e des Datensatzes nicht zu realisieren. Daher m�ochte ich an die-



94 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGser Stelle mit der Analyse der Sterbeintensit�aten enden und sp�ater, bei der Entwicklung einesVersicherungsmodells, die in Tabelle 4.16 dargestellten Ergebnisse verwenden.4.5 Modellierung der Zustands�uberg�angeBis jetzt haben wir uns nur intensiv mit dem Ereignis \Tod des Pegebed�urftigen" und dessenAbh�angigkeit von verschiedenen Einu�faktoren besch�aftigt. In einem weiteren Schritt wollenwir nun die �Uberg�ange zwischen den verschiedenen Pegearten und -stufen genauer untersuchen.Mit Hilfe zweier verschiedener Modelle sollen der Datensatz hinsichtlich folgende Fragestellungenuntersucht werden:� Fluktuation im Bestand hinsichsichtlich Pegeart (ambulant, station�ar)� Fluktuation im Bestand hinsichtlich PegestufeMit Hilfe der in Abschnitt 2.5 entwickelten Theorie sollen f�ur diese Modelle �Ubergangsinten-sit�aten, bzw. Wahrscheinlichkeiten hergeleitet werden.4.5.1 Modellierung der Zustands�uberg�ange zwischen ambulanter und stati-on�arer PegeIm folgenden soll nun zun�achst Markov-Modell mit den 3 verschiedenen Zust�anden: ambulantePege, station�are Pege und Tod, betrachtet werden. Die Markoveigenschaft spiegelt sich in derAnnahme wieder, da� �Ubergangsintensit�aten �(t) nur von der Pegedauer t und vom Zustand,in dem sich die pegebed�urftige Person zum Zeitpunkt t be�ndet und einem KovariablenvektorZ(t) (Alter, Pegestufe, Geschlecht und eventuell Interaktionen) nicht jedoch von der bisherigenPegehistorie abh�angen. Ein Beispiel f�ur die Modellierung eines Markov-Modells f�ur Knochen-transplantationsdaten �ndet man zum Beipiel in dem dem Artikel von Klein und Keiding (1994)[24].In einem ersten Schritt sollen die �Ubergangsintensit�aten �ij(t); i 2 f1; 2; 3g; j 2 f1; 2; 3g zuden in Abbildung 4.14 schematisch dargestellten Zustands�uberg�ange gesch�atzt werden. In einemzweiten Schritt werden dann mit Hilfe der gesch�atzten Intensit�aten, die �Ubergangswahrschein-lichkeiten Pij(z; t) z � t berechnet.Bei der Sch�atzung der Intensit�aten konzentrieren wir uns vor allem auf die �Ubergangsinten-sit�aten zwischen ambulanter und station�arer Pege, da wir f�ur die Sterbeintensit�aten �13(t),bzw. �23(t) eine ausf�uhrliche Untersuchung im vorherigen Abschnitt durchgef�uhrt haben. Ins-gesamt wurden 590 �Uberg�ange von ambulanter zu station�arer Pege und 28 �Uberg�ange vonstation�arer zu ambulanter Pege beobachtet.Mit Hilfe der Z�ahlproze�notation f�ur den Proportional-Hazard k�onnen wir zur Sch�atzung dieser
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1: ambulante

Pflege
2: stationaere  

3: tot

Pflege

�12(t)�21(t) �23(t)�13(t)
Abbildung 4.14: Schematische �Ubersicht der Zustands�uberg�ange ambulant station�arIntensit�aten ein Proportional-Hazard-Modell �tten. Dabei interessieren uns folgende Z�ahlpro-zesseN12(t) = # �Uberg�ange von ambulanter zu station�arer Pege bis zum Zeitpunkt t;N21(t) = # �Uberg�ange von station�arer zu ambulanter Pege bis zum Zeitpunkt t;f�ur die wir die Kompensator-, oder kumulative Hazardfunktion�ij(t) = Z t0 �ij(u) du i; j 2 f1; 2g i 6= jin einem Proportional-Hazard-Modell sch�atzen. Zun�achst gehen wir davon aus, da� �ij folgendeDarstellung hat�ij(t) = �ij0(t) exp[�1 ZAlter(t) + �2 ZGeschlecht + �3 ZStufe 2(t)+ �4 ZStufe 3(t)] i; j 2 1; 2 i 6= j; (4.8)mit einem unspezi�zierten Basis-Hazard �ij0(t). F�ur die �Ubergangsintensit�at �12(t) von stati-on�arer zu ambulanter Pege erh�alt man die in Tabelle 4.17 dargestellten Koe�zienten. Bei einemSigni�kanzniveau von 5% haben alle Kovariablen bis auf ZStufe 3 (der p-Wert liegt hier bei 0.19)signi�kanten Einu� auf das Modell. Dieses Modell werden wir sp�ater noch genauer hinsichtlichInteraktionen zwischen Kovariablen untersuchen. F�ur die �Uberg�ange von station�arer zu ambu-Variable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.0305 1.03 0.0038 7.99 1:2 � 10�15ZGeschlecht 0.3842 1.47 0.0956 4.02 5:9 � 10�5ZStufe2 0.3191 1.38 0.0912 3.50 4:6 � 10�4ZStufe3 0.1661 1.18 0.1279 1.30 1:9 � 10�1Tabelle 4.17: Gesch�atzte Koe�zienten f�ur die �Ubergangsintensit�at �12lanter Pege kann man f�ur keine Kovariable einen signi�kanten Einu� feststellen. Auch derp-Wert der Likelihood-Ratio-Statistik f�ur den Gesamteinu� der Kovariablen von 0.192 (Wert



96 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGder Teststatistik ist 6.09 bei �2 Verteilung mit 4 Freiheitsgraden) ist relativ hoch. Ein Grunddaf�ur, da� kein signi�kanter Proportional-Hazard erkennbar ist, ist wohl die extrem niedrigeAnzahl an �Uberg�angen von station�arer zu ambulanter Pege.Mit Hilfe der Kolmogorov-Di�erentialgleichungen k�onnen wir nun die �Ubergangswahrscheinlich-keiten herleiten. Die Anwendung von (2.23) f�uhrt zu folgendem Di�erentialgleichungssystem:ddtP11(z; t) = P12(z; t)�21(t)� P11(z; t)(�12(t) + �13(t));ddtP12(z; t) = P11(z; t)�12(t)� P12(z; t)(�21(t) + �23(t));ddtP13(z; t) = P11(z; t)�13(t) + P12(z; t)�23(t);ddtP21(z; t) = P22(z; t)�21(t)� P21(z; t)(�12(t) + �13(t));ddtP22(z; t) = P21(z; t)�12(t)� P22(z; t)(�21(t) + �23(t));ddtP23(z; t) = P22(z; t)�23(t) + P21(z; t)�13(t): (4.9)Die Di�erentialgleichungen f�ur die Verweilwahrscheinlichkeiten lauten:ddtP11(z; t) = �P11(z; t)(�12(t) + �13(t));ddtP22(z; t) = �P22(z; t)(�21(t) + �23(t)): (4.10)Eine explizite L�osung des Di�entialgleichungssystems (4.9) ist nicht m�oglich. Da wir jedoch fest-gestellt haben, da� es kaum Stufen�uberg�ange von station�arer zu ambulanter Pege gibt, wollenwir im Folgenden die �Uberg�ange von station�arer zu ambulanter Pege vernachl�assigen (d.h. wirgehen davon aus, da� �21(t) = 0 f�ur alle t). Die Di�erentialgleichungen (4.9) vereinfachen sichsomit zu ddtP11(z; t) = �P11(z; t)(�12(t) + �13(t));ddtP12(z; t) = P11(z; t)�12(t)� P12(z; t)�23(t);ddtP13(z; t) = P11(z; t)�13(t) + P12(z; t)�23(t);ddtP22(z; t) = �P22(z; t)(�21(t) + �23(t));ddtP23(z; t) = P22(z; t)�23(t): (4.11)Insbesondere werden die Zust�ande 2 und 3 zu strikt transienten Zust�anden, d.h.P11(z; t) = P11(z; t);P22(z; t) = P22(z; t):



4.5. MODELLIERUNG DER ZUSTANDS�UBERG�ANGE 97Diese Di�erentialgleichungen lassen sich einfach l�osen. F�ur die Verweilwahrscheinlichkeiten inStufe 1 erh�alt man eine L�osung durch IntegrationZ tz ddtP11(z; s)P11(z; s) ds = � Z tz [�12(s) + �13(s)] ds;was �aquivalent ist zulog(P11(z; t)) � log(P11(z; z))| {z }=0 = � Z tz [�12(s) + �13(s)] ds;so da� man mit P11(z; t) = exp�� Z tz [�12(s) + �13(s)] ds�eine L�osung erh�alt. Analoges Vorgehen ergibt f�ur die Verweilwahrscheinlichkeit in Stufe 2 P22(z; t)P22(z; t) = exp�� Z tz �23(s) ds� :Um die �Ubergangswahrscheinlichkeit P12(z; t) zu erhalten, m�ussen wir die Di�erentialgleichungddtP12(z; t) = ��23P12(z; t) + P11(z; t)�12(t)mittels Variation der Konstanten (z.B. in K�onigsberger (1992)[20] Seite 270) l�osen. Zuerst be-stimmen wir die L�osungen y(z; t) des homogenen Systemsddty(z; t) = ��23(t)y(z; t);die gegeben sind durch y(z; t) = c exp�� Z tz �23(s) ds� c 2 IR:Eine partikul�are L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung istP12(z; t) = Z tz P11(z; s)�12(s) exp�Z tz �23(u) du� dsFubini= �Z tz P11(z; s)�12(s) ds� �exp�Z tz �23(u) du�� ;so da� wir nun alle L�osungen der Di�erentialgleichung angeben k�onnenP12(z; t) = ��Z tz P11(z; s)�12(s) ds��exp�Z tz �23(u) du��+ c� exp�� Z tz �23(s) ds�Unter Ber�ucksichtigung der Randbedingunglimdz!0 ddtP12(z; z + dz) = limdz 0P11(z; z + dz)| {z }!1 �12(z + dz)� P12(z; z + dz)| {z }!0 �23(z + dz) = �12(z);die f�ur c = 0 erf�ullt ist, erh�alt man als L�osungP12(z; t) = Z tz P11(z; u)�12(u)P22(u; t) du:



98 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGDie �Ubergangswahrscheinlichkeiten f�ur P23 erhalten wir durch IntegrationP23(z; t) = Z tz P22(z; u)�23(u) du= Z tz exp�� Z uz �23(s) ds��23(u)| {z }Stammfunktion:exp(�R uz �23(s) ds)= � �exp�� Z uz �23(s) ds�� 1� = 1� P22:Zuletzt erhalten die verbleibende �Ubergangswahrscheinlichkeit P13(z; t) als Di�erenzP13(z; t) = 1� P11(z; t)� P12(z; t):Kommen wir nun noch einmal auf die Intensit�aten f�ur den �Ubergang von ambulanter zu stati-on�arer Pege zur�uck. Auch hier wollen durch weitere Analysen unsere Modellwahl optimieren.Modellierung eventuell vorhandener InteraktionenWie auch bei der Herleitung der Sterbeintensit�aten sind wir auch bei den �Uberg�angen von am-bulanter zu station�arer Pege daran interesssiert, ob signi�kante Interaktionen zwischen denverbleibenden Kovariablen ZAlter, ZGeschlecht und ZStufe bestehen. Dazu schauen wir uns dieEntwicklung des Log-Likelihood (bzw. das AIC) f�ur ein Modell mit allen Interaktionen im Ver-gleich zum Modell ohne Interaktionen an. (Tabelle 4.5.1)Modell Log-Likelihood df AIC (n = 2)ohne Interaktion -4080.10 4 8168.20alle Interaktionen -4078.44 11 8178.88Tabelle 4.18: AIC-Kriterium f�ur Modell ohne Interaktion und Modell mit allen InteraktionenHier sieht man, da� die Hinzunahme von Interaktionen den Log-Likelihood nur minimal(um 1.74) erh�oht, so da� es wohl nicht sinnvoll ist ein um Interaktionen erweitertes Modell zubetrachten.



4.5. MODELLIERUNG DER ZUSTANDS�UBERG�ANGE 994.5.2 Modellierung der Zustands�uberg�ange zwischen den verschiedenen Pe-gestufenAnalog zum Vorgehen in Abschnitt 4.5.1 betrachten wir hier ein Markovmodell, das die Zu-stands�uberg�ange f�ur die verschiedenen Pegestufen beschreibt.Insgesamt wurden 1334 Stufen�uberg�ange beobachtet, deren empirsche H�au�gkeit in Tabelle 4.19
1: Stufe 1 2: Stufe 2

4: tot

3: Stufe 3

�13(t)
�24(t) �34(t)�14(t) �23(t)�12(t)

Abbildung 4.15: Schematische �Ubersicht der Zustands�uberg�ange zwischen den verschiedenenPegestufendargestellt ist. Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3Stufe 1 { 624 135Stufe 2 64 { 472Stufe 3 5 34 {Tabelle 4.19: Anzahl der Stufen�uberg�ange im DatensatzInsgesamt konnten wir bei 1231 �Uberg�angen eine Verschlechterung (d.h. eine Erh�ohung des Gra-des an Pegebed�urftigkeit), nur 103 Pegebed�urftige wechselten in eine bessere Pegestufe. Manerkennt also auch hier einen wesentlichen Trend zur Verschlechterung. Daher sollen bei unse-rem Modell wieder die vereinfachende Annahme getro�en werden, da� die �Ubergangintensit�aten�31(t) = �21(t) = �32(t) = 0 sind. Wiederum sch�atzen wir die kumulativen �Ubergangsinten-sit�aten R t0 �12(s) ds, R t0 �13(s) ds und R t0 �23(s) ds als Kompensatoren der Z�ahlprozesse:N12(t) = # �Uberg�ange von Pegestufe 1 zu Pegestufe 2 bis zum Zeitpunkt t;N13(t) = # �Uberg�ange von Pegestufe 1 zu Pegestufe 3 bis zum Zeitpunkt t;N23(t) = # �Uberg�ange von Pegestufe 2 zu Pegestufe 3 bis zum Zeitpunkt t



100 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGund nehmen wiederum eine Abh�angigkeit in den Kovariablen ZGeschlecht, ZAlter, ZStat nacheinem Proportional-Hazard-Modell an, d.h.�ij(t) = �ij0 exp(�tZ(t)) i; j 2 f1; 2; 3g i < j; (4.12)mit �tZ(t) = �1ZAlter(t) + �2ZGeschlecht + �3ZStat(t):Mit dem Ansatz (4.12) erhalten wir die in den Tabellen 4.20 - 4.22 aufgef�uhrten Koe�zienten.Variable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.0206 1.02 0.0032 6.041 1:5 � 10�9ZGeschlecht 0.0007 1.00 0.0909 0.007 0:99ZStat 0.0363 1.04 0.1076 0.338 0:74Tabelle 4.20: Gesch�atzte Koe�zienten f�ur die �Ubergangsintesit�at �12Variable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.035 1.04 0.0087 3.98 7 � 10�5ZGeschlecht -0.368 0.70 0.1873 -1.97 0:05ZStat 0.1452 1.16 0.2234 0.65 0:52Tabelle 4.21: Gesch�atzte Koe�zienten f�ur die �Ubergangsintesit�at �13Variable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.0106 1.01 0.0032 3.33 8:8 � 10�4ZGeschlecht 0.1735 0.84 0.0996 -1.74 0:08ZStat 0.1271 0.88 0.1109 -1.15 0:25Tabelle 4.22: Gesch�atzte Koe�zienten f�ur die �Ubergangsintesit�at �23Modellierung von InteraktionenUm zu erkennen, ob Interaktionen signi�kanten Einu� auf das Modell haben, betrachten wirjeweils einzeln f�ur die �Ubergangsintensit�aten �12(t), �13(t), �23(t) die Entwicklung des Log-Likelihood im Modell. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.23 aufgef�uhrt.Wir erkennen, da� sich nur bei der Sch�atzung der �Ubergangangsintensit�aten �12(t) eine signi-�kante Verbesserung des Log-Likelihoods und damit auch des AIC-Kriterium beobachtet wer-den kann. Daher �tten wir nun ein Cox-Regressionsmodell f�ur �12(t) in dem alle Interaktionen



4.5. MODELLIERUNG DER ZUSTANDS�UBERG�ANGE 101Modell Log-Likelihood df AIC (n = 2)ohne Interaktion -3965.2 3 7936.4�12 alle Interaktionen -3954.7 7 7923.4ohne Interaktion 849.9 3 1705.8�13 alle Interaktionen -847.0 7 1708.0ohne Interaktion -2975.1 3 5956.2�23 alle Interaktionen -2972.9 7 5959.8Tabelle 4.23: AIC-Kriterium f�ur Modell ohne Interaktion und Modell mit allen Interaktionen f�urdie �Ubergangsintensit�aten �12(t), �13(t) und �23(t)ber�ucksichtigt sind, d.h.�12(t) = �120(t) exp(�1 ZAlter(t) + �2 ZGeschlecht + �3ZStat(t)+ �4 ZAlter(t)� ZGeschlecht + �5 ZAlter(t)� ZStat(t)+ �6 ZGeschlecht � ZStat(t) + �7 ZAlter(t)� ZGeschlecht � ZStat(t)) (4.13)Hier sehen wir eine starke 3-Faktor-Interaktion zwischen Alter, Geschlecht und Pegeart (sie-he Tabelle 4.24), so da� wir sp�ater bei den Kalkulationen im Versicherungsmodell auf (4.13)zur�uckgreifen werden.Variable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.0143 1.01 0.0047 3.06 0:002ZGeschlecht -0.8544 0.43 0.5588 -1.53 0:130ZStat -10.7437 2:6 � 10�5 3.5743 -3.01 0:03ZAlter � ZGeschlecht 0.0099 1.01 0.0069 1.42 0:150ZAlter � ZStat 0.1221 1.13 0.0407 3.00 0:003ZGeschlecht � ZArt 11.7833 1:31 � 105 3.7654 3.13 0:002ZAlter � ZGeschlecht � ZStat -0.1323 0.88 0.0429 -3.08 0:002Tabelle 4.24: Gesch�atzte Koe�zienten f�ur die �Ubergangsintesit�at �12 bei Ber�ucksichtigung allerInteraktionenAus Tabelle 4.23 sieht man, da� keine signi�kanten Interaktionse�ekte f�ur �13(t) und �23(t) vor-handen sind. Bei Betrachtung der Zustands�uberg�ange von Zustand 1 in Zustand 3 (�13(t)) sowievon Zustand 2 in Zustand 3 (�23(t)) erkennt man keine signi�kante Abh�angigkeit der �Ubergangs-intensit�at von der Kovariable ZStat (die korrespondierenden p-Werte betragen 0.52, bzw. 0.25),so da� wir diese Kovariable im folgenden nicht ber�ucksichtigen und die Intensit�atsfunktionen



102 KAPITEL 4. DATENANALYSE ZUR GESETZLICHEN PFLEGEVERSICHERUNGVariable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.035 1.04 0.0087 3.98 7 � 10�5ZGeschlecht -0.368 0.70 0.1873 -1.97 0:05Tabelle 4.25: Gesch�atzte Koe�zienten f�ur die �Ubergangsintesit�at �13modellieren mit �13(t) = �130(t) exp[�1 ZAlter(t) + �2ZGeschlecht; ] (4.14)�23(t) = �230(t) exp[�1 ZAlter(t) + �2 ZGeschlecht]: (4.15)Mit den Modellen (4.14) und (4.15) erhalten wir die Tabellen 4.25 und 4.26 aufgef�uhrten Koef-�zienten. Variable Koe�zient exp(Koe�.) SE(Koe�) z-Statistik p-WertZAlter 0.035 1.04 0.0087 4.06 4:8 � 10�5ZGeschlecht -0.359 0.70 0.1865 -1.92 0:06Tabelle 4.26: Gesch�atzte Koe�zienten f�ur die �Ubergangsintesit�at �23Die �Ubergangswahrscheinlichkeiten kann man wiederum mit Hilfe der Di�erentialgleichungenbestimmen. Man erh�altP11(z; t) = exp�� Z tz [�12(u) + �13(u) + �14(u)] du� ;P22(z; t) = exp�� Z tz [�23(u) + �24(u)] du� ;P33(z; t) = exp�� Z tz �34(u) du� ;P34(z; t) = 1� P33(z; t);P23(z; t) = Z tz P22(z; u)�23(u)P33(u; t) du;P24(z; t) = 1� P22(z; t)� P23(z; t);P12(z; t) = Z tz P11(z; u)�12(u)P22(u; t) du;P13(z; t) = Z tz (P11(z; u)�13 + P12(z; u)�23(u)P33(u; t);P14(z; t) = 1� P11(z; t)� P12(z; t) � P13(z; t): (4.16)Mit diesen Vorbereitungen k�onnen wir uns nun der Konstruktion eines Versicherungsmodellszuwenden.



Kapitel 5Entwicklung einesVersicherungsmodellsMit Hilfe der in 2.5 hergeleiteten Theorie zu Markov-Prozessen und der in 4.5 hergeleiteten �Uber-gangsintensit�aten soll nun ein Versicherungsmodell zur Pegeversicherung entwickelt werden.Dazu sind aber noch einige vorbereitende De�nitionen n�otig, die im folgenden Abschnitt kurzdargestellt sind. Eine sehr ausf�uhrliche Darstellung zur Anwendung von Multi-State-Modellenin der Personenversicherung �ndet man in Haberman (1999) [19]. Auf Grundlagen der klassi-schen Lebensversicherung werden wir in diesem Abschnitt nur so weit wie n�otig eingehen, eineDarstellung dieses Themas ist in Gerber (1997)[16] gegeben. In dem Handbuch zur Pegeversi-cherung der M�unchener R�uck (1992) [36] �ndet man ausf�uhrliche Modelle zur Produktgestaltungund -kalkulation in der Pegeversicherung, sowie statistisches Rohmaterial zur Gewinnung vonRechnungsgrundlagen.5.1 Versicherung als Markov-Proze�Die Entwicklung eines versicherten Risikos kann als zeitstetiger Markov-Proze� S mit endlichemZustandsraum Z = f1; � � � ; ng beschrieben werden, das hei�tS : T � 
 7! f1; � � � ; ng:Hier ist T = [0; �); � < 1 das Intervall von Versicherungsbeginn bis Versicherungsende. DerVersicherungsproze� wird im Markovproze� als ein (zustandsabh�angiger) Zahlungsstrom zwi-schen dem Versicherten, oder Versicherungsnehmer (kurz: VN) und dem Versicherer (kurz: VR).Die einmaligen, oder kontinuierlichen Zahlungen des Versicherten an den Versicherer hei�en Bei-tr�age oder Pr�amien, die des Versicherers an den Versicherungsnehmer Leistungen. F�ur die �Uber-gangswahrscheinlichkeiten und -intensit�aten verwenden wir die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.5.103



104 KAPITEL 5. ENTWICKLUNG EINES VERSICHERUNGSMODELLS5.1.1 ZahlungsfunktionenUm den Zahlungsstrom beschreiben zu k�onnen, de�niert man nun folgende von Zeitpunkt undZustand abh�angige Zahlungsfunktionen:De�nition 5.1 (Zahlungsfunktionen) F�ur den Versicherungsproze� S(t) sind folgende Zah-lungsfunktionen de�niert(i) pi(t): Eine stetige Pr�amie, die der VN bezahlt, solange er sich im Zustand i be�ndet.(ii) bi(t): Eine stetige Rente, die vom Versicherer bezahlt wird, solange sich der Versicherungs-nehmer im Zustand i be�ndet.(iii) cij(t): Die Zahlung einer bestimmten Summe falls der Versicherte vom Zustand i in denZustand j wechselt.(iv) di(t0): Die Zahlung einer bestimmten Summe, falls sich der Versicherungsnehmer zumZeitpunkt t0 im Zustand i be�ndet.Beispiel 5.2 (gemischte Lebensversicherung)Die gemischte Lebensversicherung ist in Deutschland die h�au�gste Art der Lebensversicherung.Der Versicherungsnehmer zahlt hier bis zu einem bestimmten Zeitpunkt t0 (zum Beispiel biszum Alter 65 Jahre) einen stetigen Beitrag der H�ohe p. Falls der Versicherungsnehmer stirbt,sp�atestens aber zum Zeitpunkt t0 zahlt der Versicherer eine einmalige Leistung der H�ohe c.Bei der Modellierung als Markov-Modell interessieren bei diesem Modell nur die Zust�ande totund lebendig (Abbildung 5.1). Der Zahlungsstrom f�ur diese Versicherung sieht wie folgt ausp1(t) = ( p t < t00 sonst ;c12(t) = ( c t < t00 sonst ;d1(t0) = c;bi(t) = 0 i = 1; 2: 1: lebendig2: tot21Abbildung 5.1: Zustands�uberg�ange in Lebensversicherungsproze�Beispiel 5.3 (private Altersrente) Der Versicherungsnehmer zahlt solange er lebt, jedochmaximal bis zu einem bestimmten Alter t0 eine stetige Pr�amie und erh�alt ab einem Alter



5.1. VERSICHERUNG ALS MARKOV-PROZESS 105t1 � t0 eine stetige Rente der H�ohe b. Auch f�ur dieses Beispiel sind die uns interessieren-den Zustands�uberg�ange in Abbildung 5.1 skizziert. Als Zahlungsstrom f�ur dieses Modell erhaltenwir p1(t) = ( p t < t00 sonst ;b1(t) = ( b t � t10 sonst ;c12(t) = 0:5.1.2 Berechnung von Barwerten und ErwartungswertenUm Barwerte berechnen zu k�onnen ben�otigt man eine �nanzielle Struktur, das bedeutet, zujedem Zeitpunkt t mu� der Wert einer �nanziellen Leistung ermittelt werden k�onnen. Dies er-reicht man mittels einer sogenannten Zinsstruktur. Im unserem Fall soll die einfachste �nanzielleStruktur angenommen werden, das hei�t wir betrachten ein Modell mit stetiger Zinsstruktur undkonstanter Zinsintensit�at �(t) = �. Die Diskontierungsfunktion hat damit den Wert:exp�� Z t0 � ds� = e��t:Sei mit v der j�ahrliche Diskontierungsfaktor bezeichnet, so gilt:v = e��:Bemerkung: Die Zinsintensit�at l�a�t sich folgenderma�en interpretieren: Ein Anleger m�ochte zumzum Zeitpunkt t < u genau so viel Geld anlegen, da� er zum Zeitpunkt u durch stetige Verzinsungmit Zinsintensit�at � den Wert 1 erh�alt. Falls t und u in die Zeit in Jahren angibt, ben�otigt derAnleger genau: exp�� Z ut � ds� = e��(u�t) = vu�t:Nun k�onnen wir die (zuf�alligen) Barwerte einer Leistung f�ur die in De�nition 5.1 de�nierten Zah-lungsfunktionen angeben. Diese Barwerte sind sozusagen der Wert einer Leistung zum Zeitpunktt, falls die Leistung zum Zeitpunkt u, bzw. im Zeitintervall [u1; u2) erbracht werden.De�nition 5.4 (Barwert) F�ur die in De�nition 5.1 (i) - (iv) beschriebenen Zahlungsfunktio-nen werden folgende (zuf�alligen) Barwerte de�niert:(i) Der Barwert einer stetigen Pr�amie pj zum Zeitpunkt t ist folgenderma�en de�niertY pjt (u; u + du) := vu�tI(S(u) = j)pj(u) du:f�ur den Pr�amienbarwert �uber das Intervall [u1; u2) mit t � u1 < u2 erh�alt manY pjt (u1; u2) := Z u2u1 vu�tI(S(u) = j)pj(u) du:



106 KAPITEL 5. ENTWICKLUNG EINES VERSICHERUNGSMODELLS(ii) Analog ist der Barwert f�ur eine stetige Rente bj zum Zeitpunkt t f�ur das Intervall [u1; u2)Y bjt (u1; u2) = Z u2u1 vu�tI(S(u) = j)bj(u) du:(iii) Der Barwert einer einmaligen Zahlung cij bei �Ubergang von Zustand i nach Zustand j istY cijt (u) = vu�tI(S(u�) = i ^ S(u) = j):(iv) Zuletzt erhalten wir noch f�ur eine einmalige Zahlung dj(t0), die der Versicherungsnehmererh�alt, falls er sich zum Zeitpunkt t0 im Zustand j be�ndetY djt (t0) = vu�tI(S(u) = j)dj(t0):5.1.3 Aktuarielle WerteNachdem wir in Abschnitt 5.1.2 mit den Barwerten den Wert verschiedener in der Zukunftliegender Zahlungsstr�ome zwischen dem Versicherungsnehmer und dem Versicherer modellierthaben, interessieren wir uns nun f�ur die sogenannten aktuariellen Werte, die den Erwartungs-wert (hinsichtlich des Markovprozesses S) dieser Zahlungsstr�ome beschreiben. Mit Hilfe dieseraktuariellen Werte kann sp�ater das Versicherungsmodell formuliert werden.De�nition 5.5 (aktuarielle Werte) F�ur einen Versicherten, der sich zum Zeitpunkt t imZustand i des Versicherungsprozesses S be�ndet ist der aktuarielle Wert einer Zahlungsfunk-tion f�ur einen Zeitpunkt u bzw. f�ur ein Zeitintervall [u1; u2) als der f�ur diesen Zeitpunkt, bzw.-raum erwartete Barwert (gegeben S(t) = i) de�niert. F�ur die in De�nition 5.1 beschriebenenZahlungsfunktionen bedeutet dies im Einzelnen(i) Der aktuarielle Wert einer kontinuierlichen Pr�amie pj f�ur das in�nitesimale Intervall[u; u+ du) ist E[Y pjt (u; u+ du)jS(t) = i] = vu�tPij(t; u)pj(u) du:F�ur das Intervall [u1; u2) erh�alt man den aktuariellen WertE[Y pjt (u1; u2)jS(t) = i] = Z u2u1 vu�tPij(t; u)pj du:(ii) Wiederum kann man analog f�ur eine stetige Rente bj(t) den akturiellen Wert angeben mitE[Y bjt (u1; u2)jS(t) = i] = Z u2u1 vu�tPij(t; u)dj du:(iii) F�ur einmalige Zahlungen an den Versicherungsnehmer, falls dieser von Zustand j in Zu-stand k wechselt, cjk(u) bedeutet diesE[Y cjkt (u)jS(t) = i] = vu�tPij(t; u)�jk(u)cjk(u) duf�ur das Intervall [u1; u2) ist der aktuarielle WertE[Y cjkt (u1; u2)jS(t) = i] = Z u2u1 vu�tPij(t; u)cjk(u)�jk(u) du



5.1. VERSICHERUNG ALS MARKOV-PROZESS 107(iv) Schlie�lich erh�alt f�ur eine einmalige Zahlung des Versicherers zum Zeitpunkt t0 den Bar-wert E[Y dj (t0)jS(t) = i] = vt0�tPij(t; t0)dj(t0)5.1.4 Beitr�age und ReservenDas jeder Versicherung zugrundeliegende Prinzip ist das versicherungsmathematische �Aquiva-lenzprinzip. Salopp ausgedr�uckt besagt dieses Prinzip, da� jeder Versicherte f�ur seinen erwartetenSchaden selbst aufkommt. F�ur den Zahlungsstrom bedeutet dies, da� zu Policenbeginn (t=0)der aktuarielle Wert aller Zahlungsstr�ome vom Versicherer zum Versicherungsnehmer dem ak-tuariellen Wert der Zahlungsstr�ome vom Versicherungsnehmer zum Versicherer entspricht. Inder bisher entwickelten Terminologie l�a�t sich dieses �Aquivalenzprinzip wie folgt beschreibenDe�nition 5.6 F�ur einen Versicherungsproze� S(t) mit Policenende � de�nieren wir mitBi(t; �) = Z �t vu�t 24Xj2S Pij(t; u)bj(u)35 du+ Z �t vu�t 24Xj2SXk 6=j Pij(t; u)�jk(u)cjk(u)35 du+ Xu:u�t vu�t 24Xj2S Pij(t; u)dj(u)35die Summe aller erwarteten Leistungen zum Zeitpunkt t, gegeben S(t) = i und analog mitPi(t; �) = Z �t vu�t 24Xj2S Pij(t; u)pj(u)35 dudie Summe aller erwarteten Pr�amien zum Zeitpunkt t, gegeben S(t) = i.Mit dieser De�ntion l�a�t sich das �Aquivalenzprinzip nun folgenderma�en formulieren:De�nition 5.7 (Versicherungsmathematisches �Aquivalenzprinzip) F�ur eine Versicherungs-police mit Endzeitpunkt � und Anfangszustand des versicherten Risikos S(0) = 1 ist das versi-cherungsmathematische �Aquivalenzprinzip genau dann erf�ullt wenn gilt:P1(0; �) = B1(0; �): (5.1)Gerade in der Personenversicherung ist das �Aquivalenzprinzip meist nur zu Beginn der Versiche-rungspolice erf�ullt. Der Grund daf�ur liegt unter anderem an der Tatsache, da� das versicherteRisiko mit wachsendem Alter immer gr�o�er wird, der gezahlte Versicherungsbeitrag aber gleichbleibt. Wichtig in diesem Zusammenhang ist, da� w�ahrend der gesamten Vertragslaufzeit geltenmu� P1(t; �) � B1(t; �): (5.2)



108 KAPITEL 5. ENTWICKLUNG EINES VERSICHERUNGSMODELLSwas bedeutet, da� der erwartete Zahlungsstrom von Versicherungsnehmer zum Versicherer im-mer mindestens genauso gro� ist, wie der umgekehrte Strom. Der Grund daf�ur ist einleuchtend,auf diese Weise m�ochte man verhindern, da� der Versicherer zum \Gl�aubiger" des Versicherungs-nehmer wird, die Position des Versicherers wird also gest�arkt.De�nition 5.8 F�ur einen Versicherten im Zustand i nennt man die Di�erenz aus aktuariel-lem Wert aller Beitr�age und aktuariellem Wert aller Leistungen prospektive Reserve zumZeitpunkt t �Vi(t; �) = Bi(t; �)�Pi(t; �):(5.1) ist keine eindeutige Bedingung f�ur die Gestaltung der Versicherungspr�amie, vielmehr sind(5.1) und (5.2) Randbedingungen, innerhalb deren sich die Versicherungspr�amie bewegen kann.Wichtige Beispiele f�ur die Gestaltung der Pr�amienstruktur sind� Einmalpr�amien: Der Versicherte zahlt die gesamte Pr�amie zu Policenbeginn� gleichbleibende Jahrespr�amien: Der Versicherungsnehmer zahlt in j�ahrlichen Abst�andeneinen Beitrag gleichbleibender H�ohe.5.2 Berechnung von Beitr�agen f�ur Pegeversicherungs-Modelle1: aktiv lebend2: ambulante Pege3: station�are Pege4: tot4
2
1

3Abbildung 5.2: Zustands�uberg�ange in Pegeversicherungsproze�In diesen Abschnitt wollen wir darstellen, wie mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse Pegever-sicherungsbeitr�age kalkuliert werden k�onnen. Um Berechnungen realisieren zu k�onnen m�ussenzun�achst die Markov-Modelle um einen weiteren Zustand, den wir im folgenden mit \aktiv-lebend" bezeichnen erweitern. In den Abbildungen 5.2 bzw. 5.3 sehen wir die Graphen derso erweiterten Markovmodelle. Mit der gestrichelten Linie sind die Zust�ande, die im Daten-satz beobachtbar waren, umrandet. Da dem Datensatz nur Informationen �uber pegebed�urftigeVersicherte entnehmbar waren, werden wir die �Ubergangsintensit�aten f�ur \aktiv lebende" einerandereren Quelle entnehmen (einj�ahrige Pegefall-Eintrittswahrscheinlichkeiten Custodial-Care-Insurance, aus [36] Anhang 6, f�ur die �Uberg�ange von aktiv lebend zu pegebed�urftig).



5.2. BERECHNUNG VON BEITR�AGEN F�UR PFLEGEVERSICHERUNGS-MODELLE 1091: aktiv lebend2: Pegestufe 13: Pegestufe 24: Pegestufe 35: tot
5

2
1

3 4Abbildung 5.3: Zustands�uberg�ange in Pegeversicherungsproze�5.2.1 Versicherungsmodell mit Zustands�uberg�angen zwischen ambulanter undstation�arer PegeBetrachten wir nun das in Abbildung 5.2 skizzierte Versicherungsmodell. Zun�achst erkennt man,da� die �Ubergangsintensit�aten f�ur die Zust�ande 2, 3 und 4 schon als L�osung des Di�erentialglei-chungssystems (4.11) vorliegen. F�ur den Zustand 1 erhalten wir 4 weitere Di�erentialgleichungen.ddtP11(z; t) = �P11(z; t)(�12(t) + �13(t) + �14(t));ddtP12(z; t) = P11(z; t)�12(t)� P12(z; t)(�23(t) + �24(t));ddtP13(z; t) = P11(z; t)�13(t) + P12(z; t)�23(t)� P13(z; t)�34(t);ddtP14(z; t) = P11(z; t)�14(t) + P12(z; t)�24(t) + P13(z; t)�34(t): (5.3)F�ur das Di�erentialgleichungssystem erhalten wir folgende L�osungP11(z; t) = exp�� Z tz [�12(u) + �13(u) + �14(u)] du� ;P22(z; t) = exp�� Z tz [�23(u) + �24(u)] du� ;P33(z; t) = exp�� Z tz �34(u) du� ;P34(z; t) = 1� P33(z; t);P23(z; t) = Z tz P22(z; u)�23(u)P33(u; t) du;P24(z; t) = 1� P22(z; t)� P23(z; t);P12(z; t) = Z tz P11(z; u)�12(u)P22(u; t) du;P13(z; t) = Z tz [P11(z; u)�13 + P12(z; u)�23(u)P33(u; t)] du;P14(z; t) = 1� P11(z; t)� P12(z; t) � P13(z; t): (5.4)



110 KAPITEL 5. ENTWICKLUNG EINES VERSICHERUNGSMODELLSDiskretisierung des ModellsDie Rechnungsgrundlagen in der klassischen Lebensversicherungsmathematik sind normalerwei-se �Ubergangswahrscheinlichkeiten f�ur einen diskreten Zeitraum. So sind im Bereich der Pe-geversicherung f�ur Rechnungsgrundlagen in der folgenden Notation �ublich (mit T ist hier dieZufallsvariable Lebensalter bezeichnet, z ist das erreichte Lebensalter, falls nach Geschlechterndi�erenzierte Rechnungsgrundlagen Anwendung �nden, wir als Index f�ur das erreichte Lebensal-ter f�ur M�anner ein x und f�ur Frauen ein y verwendet).� Mit qz = P (z � T < z + 1jT � z)ist die Wahrscheinlichkeit f�ur eine z-j�ahrige Person, im Lebensjahr z zu sterben, gegeben�Uberleben bis z, bezeichnet.� Mit qaz = P (z � T < z + 1jT � z; aktiv lebend)ist die Wahrscheinlichkeit f�ur einen z-j�ahrigen aktiv-lebenden im Lebensjahr z zu sterben,gegeben �Uberleben bis z, bezeichnet.� Analog dazu ist qiz = P (z � T < z + 1jT � z; pegebed�urftig)die Wahrscheinlichkeit f�ur einen z-j�ahrigen Pegebed�urftigen im Lebensjahr z zu sterben.� Zuletzt wird noch mitiz = P (pegebed�urftig bei Erreichen des Alters z + 1jT � z;nicht pegebed�urftig)die sogenannte einj�ahrige Pegefalleintrittswahrscheinlichkeit f�ur eine z-j�ahrige Person be-zeichnetDa wir aufgrund fehlender Beobachtungen f�ur aktiv lebende, teilweise auch auf diese einj�ahrigen�Ubergangswahrscheinlichkeiten angewiesen sind, betrachten wir im Folgenden ein zeitdiskretesVersicherungsmodell mit den einj�ahrigen �Ubergangswahrscheilichkeitenpij(n) = P (S(n+ 1) = jjS(n) = i)wobei hier mit n 2 IN0 die Versicherungsdauer in Jahren angibt. Mit Hilfe der �Ubergangsmatrix�(n) = (pij(n))i;j = 0BBBBB@ p11(n) p12(n) p13(n) p14(n)0 p22(n) p23(n) p24(n)0 0 p33(n) p34(n)0 0 0 1 1CCCCCA



5.2. BERECHNUNG VON BEITR�AGEN F�UR PFLEGEVERSICHERUNGS-MODELLE 111k�onnen wir nun analog zu (5.4) die �Ubergangswahrscheinlichkeiten f�ur das zeitdiskrete Modellangeben, f�ur n � m 2 IN0 erhalten wirPij(n;m) = P (S(m) = jjS(n) = i) = �ij falls n = m:Da unsere Zust�ande 1, 2 und 3 strikt transient sind erhalten wir f�ur die Wahrscheinlichkeit imZustand i zu verbleiben: Pii(n; n+ 1) = 1�Xj>i pij(n):Aus dem rekursiven ZusammenhangPii(n;m) = Pii(n;m� 1)Pii(m� 1;m)bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit, da� man sich zum Zeitpunkt m in Zustand i be�ndet,falls man sich schon zum Zeitpunkt n in Zustand i befunden hat. Es giltPii(n;m) = m�n�1Yi=0 [1�Xj>i pij(n+ i)]:Damit erhalten wirP11(n;m) = m�n�1Yi=0 [1� p12(n+ i)� p13(n+ i)� p14(n+ i)];P22(n;m) = m�n�1Yi=0 [1� p23(n+ i)� p24(n+ i)];P33(n;m) = m�n�1Yi=0 [1� p34(n+ i)];P34(n;m) = 1� P34(n;m);P23(n;m) = m�n�1Xi=0 P22(n; n+ i)p23(n+ i)P33(n+ i+ 1;m);P24(n;m) = 1� P22(n;m)� P23(n;m);P12(n;m) = m�n�1Xi=0 P11(n; n+ i)p12(n+ i)P22(n+ i+ 1;m);P13(n;m) = m�n�1Xi=0 (P11(n; n+ i)p13(n+ i) + P12(n; n+ i)p23(n+ i))P33(n+ i+ 1;m);P14(n;m) = 1� P11(n;m)� P12(n;m)� P13(n;m): (5.5)Modellierung des VersicherungsprozessesWir betrachten nun ein Versicherungsmodell in dem der Versicherungsnehmer gegen eine gleich-bleibende Jahrespr�amie der H�ohe � folgende Leistungen erh�alt:



112 KAPITEL 5. ENTWICKLUNG EINES VERSICHERUNGSMODELLS� Jeweils einmalige Zahlungen der H�ohe c1j falls er von Zustand 1 in Zustand j wechseltj 2 f2; 3g. In vielen Pegeversicherungstarifen existieren solche Leistungen, damit werdenmeist zu Pegebeginn entstehende, einmalige Kosten (wie z.B Einbau eines Treppenliftes)gedeckt.� Gleichbleibende, j�ahrliche Rentenzahlungen der H�ohe bj, falls sich der Versicherte in Zu-stand j be�ndet (j = f2; 3g).Wir gehen zudem davon aus, da� die Versicherung leistet, solange der Versicherte lebt. Um diesebeliebig lange Versicherungsdauer aktuariell zu modellieren, setzt man f�ur ein bestimmtes Alter! (in der Praxis meist ! = 105) die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� der Versicherte im Lebens-jahr ! stirbt auf 1. ! hei�t technisches Endalter. Mit diesen Modellvoraussetzungen und denZusammenh�angen aus (5.5) erhalten wir f�ur die verschiedenen Leistungen folgende aktuarielleWerte zum Zeitpunkt 0 (Versicherungsbeginn) als Erwartungswert der jeweilgen Zahlungsstr�omehinsichtlich des Versicherungsprozesses S(n); n 2 IN0.F�ur die den aktuariellen Wert (zu Versicherungsbeginn) einmaliger Zahlungen bei �Ubergangvon Zustand 1 (aktiv lebend) zu Zustand 2 (ambulant pegebed�urftig) c12, den wir mit B1;c12(0)bezeichnen, erhalten wirB1;c12(0) = !�x�1Xi=0 P11(0; i)p12(i)vic12= !�x�1Xi=0 Yj<i[1� p12(j) � p13(j) � p14(j)]p12(i)vic12:Analog gilt nat�urlich f�ur den aktuariellen Wert einer einmaligen Leistung, die bei �Ubergang vonZustand 1 (aktiv lebend) in Zustand 3 (station�ar pegebed�urftig) gezahlt wirdB1;c13(0) = !�x�1Xi=0 Yj<i[1� p34(j) � p24(j)]p13(i)vic13:F�ur den aktuariellen Wert einer j�ahrlichen Rente b2, die an den Pegebed�urftige bezahlt wird,solange sich dieser in Zustand 2 be�ndetB1;b2(0) = !�x�1Xi=0 P12(0; i)vib2= !�x�1Xi=0 hXj<i P11(0; j)p12(j)P22(j + 1; i)ivi b2= !�x�1Xi=0 hXj<i Yk<j[1� p12(k)� p13(k)� p14(k)]p12(j)Yk<i�(j+1)[1� p23(j + k + 1)� p24(j + k + 1)]ivib2:



5.2. BERECHNUNG VON BEITR�AGEN F�UR PFLEGEVERSICHERUNGS-MODELLE 113Der aktuarielle Wert einer j�ahrlichen Rente b3 f�ur einen Pegebed�urftigen in Zustand 3 istB1;b3(0) = !�x�1Xi=0 P13(0; i)vib3= !�x�1Xi=1 nXj<i hP11(0; j)p13(j)P33(j + 1; i) + P12(0; j) � p23(j)P33(j + 1; i)iovib3= !�x�1Xi=1 nXj<i h Yk<j[1� p12(k)� p13(k)� p14(k)]p13(j) Yk<i�(j+1)[1� p34(j + k + 1)]+Xk<jYl<k[1� p12(l)� p13(l)� p14(l)]p12(k) Yl<j�(k+1)[1� p23(k + l + 1)�p24(k + l + 1)]p23(j) Yl<i�(j+1)[1� p34(j + l + 1)]iovib3:Schlie�lich erhalten wir als Barwert f�ur die von Versicherungsnehmer zu zahlende Jahrespr�amie(solange er sich in Zustand 1 be�ndet)P1;�(0) = !�x�1Xi=0 P11(0; i)vi�= !�x�1Xi=0 Yj<i[1� p12(j)� p13(j) � p14(j)]vi�:Nun k�onnen wir den Jahresbeitrag � bestimmen, denn nach dem �Aquivalenzprinzip mu� geltenB1;b2(0) + B1;b3(0) + B1;c12(0) + B1;c13(0) = P1;�(0):Diesen Ausdruck kann man nach � au�osen und erh�alt� = B1;b2(0) + B1;b3(0) + B1;c12(0) + B1;c13(0)P!�x�1i=0 Qj<i[1� p12(j) � p13(j) � p14(j)]vi :Modellierung von RechnungsgrundlagenWie schon vorher erw�ahnt, sind in der Arbeit nur �Ubegangsintensit�aten f�ur die �Ubergnge zwi-schen den Zust�anden \pegebed�urftig" und \tot" untersucht, die �Ubergangsintensit�aten zwi-schen \aktiv lebend"-\Pegebed�urftig" und \aktiv lebend"-\tot" waren auf Basis der gegebenenDaten nicht ermittelbar. Zudem m�ussen wir beachten, da� die �Ubergangswahrscheinlichkeitenpij; j 2 f2; 3; 4g prim�ar vom Lebensalter x abh�angen, f�ur die �Ubergangswahrscheinlichkeiten p24und p34 und p23 mit der Pegedauer (im folgenden mit d bezeichnet) eine weitere Zeitabh�angig-keit modelliert wird. Die Markov-Eigenschaft geht dadurch verloren, da in diesem Modell die�Ubergangswahrscheinlichkeiten p24, p34 und p23 von der Ersteintrittszeit in Zustand 2, bzw. 3(Pegebeginn) abh�angig sind. Als Modellgr�o�en sollen f�ur die Berechnungen folgende Datenverwendet werden:



114 KAPITEL 5. ENTWICKLUNG EINES VERSICHERUNGSMODELLS� F�ur die �Ubergangswahrscheinlichkeiten p12 und p13 verwenden wir die von Alter und Ge-schlecht abh�angigen Pegefalleintrittswahrscheinlichkeiten der Custodial-Insurance, Japan(siehe [36], Anhang 6). Diese sind nach Alter und Geschlecht di�erenziert. Um eine Un-terscheidung nach Pegeart vornehmen zu k�onnen, betrachten wir die relativen H�au�gkei-ten der Neueintritte in die verschiedenen Pegearten im Zeitraum zwischen 1.1.1997 und31.12.1998 in unserem Bestand. Dieses Zeitintervall ist so gew�ahlt, da erst ab 1.7.1996Leistungen f�ur station�are Pege gew�ahrt werden. Bei Neueintritten, unterteilt nach am-bulanter und station�arer Pegebed�urftigkeit, konnten wir folgende relativen H�au�gkeitenfeststellen: Frauen (in %) M�anner (in %)ambulant 79.43 85.37station�ar 20.57 14.63� In dem in Abbildung 5.2 dargestellten Versicherungsmodell sind keine �Uberg�ange zwischenPegestufen vorgesehen. Bei der Beitragsberechnung ber�ucksichtigen wir die Pegestufen,indem wir f�ur jede Stufe separat Barwerte und Beitr�age berechnen und diese dann gewich-ten. Als Gewichte verwenden wir die Pegedauer in den einzelnen Stufen. Wir konntenfolgende H�au�gkeiten beobachtenFrauen (in %) M�anner (in %)Stufe 1 36.41 41.50Stufe 2 39.82 26.27Stufe 3 23.77 33.73� Als Modellgr�o�e f�ur die \Aktivensterblichkeit" p14 verwenden wir die einj�ahrigen Ster-bewahrscheinlichkeit f�ur bayerische M�anner und Frauen zwischen 1986 und 1988 (Quelle[14], Seiten 50-51), das technische Endalter ! liegt bei 101 Jahren. Hier ist zu beachten,da� diese einj�ahrigen Pegewahrscheinlichkeiten auf Basis der gesamten (also auch pe-gebed�urftigen) Bev�olkerung ermittelt wurden, die einj�ahrigen Sterbewahrscheinlichkeitenf�ur \aktiv lebende" sind demnach etwas niedriger.� Als Gr�o�e f�ur die �Ubergangswahrscheinlichkeiten p23, p24 und p34 diskretisieren wir diein Kapitel 4 hergeiteten Sterbeintensit�aten. Dazu betrachten wir die mit dem Breslow-Sch�atzer f�ur den Basis-Hazard gesch�atzten Intensit�aten an den Beobachtungszeitpunktenund bilden die einj�ahrige �Ubergangswahrscheinlichkeiten. F�ur Lebensalter x und Pege-dauer d (in Jahren) erhalten wirpij(x; d) = Xd�tk<d+1[�̂ij(tk; ZAlter = x) Yd�tl<tk(1� �̂ij(tl; ZAlter = x))] i 2 f2; 3g;j 2 f2; 3; 4g;



5.2. BERECHNUNG VON BEITR�AGEN F�UR PFLEGEVERSICHERUNGS-MODELLE 115d.h. wir approximieren einj�ahrige �Uberlebenswahrscheinlichkeiten mit dem Produkt-LimitAnsatz (siehe Abschnitt 3.6.1). Hier ist �̂ij(tk; ZAlter = x) das Produkt aus Basis-Hazardf�ur den Zustands�ubergang von i nach j und Kovariable nach dem Proportional-Hazard-Modell, wobei die Komponente ZAlter den Wert x annimmt.5.2.2 Versicherungsmodell mit Zustands�uberg�angen zwischen PegestufenBetrachten wir nun das in 5.3 skizzierte Modell. Wir erkennen, da� die Struktur dem in Ab-schnitt 5.2.1 betrachteten Modell sehr �ahnlich ist (die Zusta�ande f1; � � � ; 4g sind strikt transient,der Zustand 5 ist absorbierend). Die Herleitung der �Ubergangswahrscheinlichkeiten f�ur ein zeit-diskretes Markovmodell, sowie die Berechnungen von aktuariellen Werten wird wie im voherigenAbschnitt durchgef�uhrt.Diskrete �Ubergangswahrscheinlichkeiten im ModellMit Hilfe der �Ubergangsmatrix�(n) = (pij(n))i;j = 0BBBBBBB@ p11(n) p12(n) p13(n) p14(n) p15(n)0 p22(n) p23(n) p24(n) P24(n)0 0 p33(n) p34(n) p35(n)0 0 0 p44(n) p45(n)0 0 0 0 1
1CCCCCCCAerhalten folgende �UbergangswahrscheinlichkeitenP11(n;m) = m�n�1Yi=0 [1� p12(n+ i)� p13(n+ i)� p14(n+ i)� p15(n+ i)];P22(n;m) = m�n�1Yi=0 [1� p23(n+ i)� p24(n+ i)� p25(n+ i)];P33(n;m) = n�m�1Yi=0 [1� p34(n+ i)� p35(n+ i)];P44(n;m) = n�m�1Yi=1 [1� p45(n+ i)];P45(n;m) = 1� P44(n;m);P34(n;m) = n�m�1Xi=0 P33(n; n+ i)p34(n+ i)P44(n+ i+ 1;m);P23(n;m) = n�m�1Xi=0 P22(n; n+ i)p23(n+ i)P33(n+ i+ 1;m);P12(n;m) = n�m�1Xi=0 P11(n; n+ i)p12(n+ i)P22(n+ i+ 1;m);P35(n;m) = 1� P34(n;m)� P33(n;m);



116 KAPITEL 5. ENTWICKLUNG EINES VERSICHERUNGSMODELLSP24(n;m) = n�m�1Xi=1 [P22(n; n+ i)p24(n+ i) + P23(n; n+ i)p34(n+ i)]P44(n+ i+ 1;m);P13(n;m) = n�m�1Xi=1 [P11(n; n+ i)p13(n+ i) + P12(n; n+ i)p23(n+ i)]P33(n+ i+ 1;m);P25(n;m) = 1� P22(n;m)� P23(n;m)� P24(n;m);P14(n;m) = n�m�1Xi=0 [p11(n; n+ i)p14(n+ i) + P12(n; n+ i)p24(n+ i);+P13(n; n+ i)p34(n+ i)]P44(n+ i+ 1;m);P15(n;m) = 1� P11(n;m)� P12(n;m)� P13(n;m)� P14(n;m): (5.6)Modellierung des VersicherungsprozessesAnalog zu Abschnitt 5.2.1 soll das Versicherungsmodell sollen gegen eine gleichbleibende Jah-respr�amie � folgende Leistungen gedeckt sein� Jeweils einmalige Zahlungen der H�ohe cij falls er von Zustand i in Zustand j wechselti; j 2 f1; 2; 3; 4g i < j.� Gleichbleibende, j�ahrliche Rentenzahlungen der H�ohe bj, falls sich der Versicherte in Zu-stand j be�ndet (j = f2; 3; 4g).Die aktuariellen Werte lassen sich nun �ahnlich wie im vorherigen Modell bestimmen. F�ur dieeinmaligen Zahlungen bei Zustands�uberg�angen erhalten wirB1;c12(0) = !�x�1Xi=1 Yj<i[1� p12(j) � p13(j) � p14(j) � p15(j)]p12(i)vic12;B1;c13(0) = !�x�1Xi=1 Yj<i[1� p12(j) � p13(j) � p14(j) � p15(j)]p13(i)vic13;B1;c14(0) = !�x�1Xi=1 Yj<i[1� p12(j) � p13(j) � p14(j) � p15(j)]p14(i)vic14:Die aktuarielle Wert f�ur j�ahrliche Rentenzahlungen, die der Versicherungsnehmer erh�alt, falls ersich in den Zust�anden 2 und 3 be�ndet berechnen wir analog zum Vorgehen in Abschnitt 5.2.1.Wir erhalten f�ur Bb2Bb2 = !�x�1Xi=0 hXj<i Yk<j[1� p12(k)� p13(k)� p14(k)� p15(k)]p12(j)Yk<i�j[1� p23(j + k)� p24(j + k)� p25(j + k)]ivib2:



5.2. BERECHNUNG VON BEITR�AGEN F�UR PFLEGEVERSICHERUNGS-MODELLE 117sowie f�ur Bb3Bb3 = !�x�1Xi=1 nXj<i h Yk<j[1� p12(k)� p13(k)� p14(k)� p15(k)]p13(j)Yk<i�(j+1)[1� p34(j + k + 1)� p35(j + k + 1)]+Xk<jYl<k[1� p12(l)� p13(l)� p14(l)� P15(l)]p12(k)Yl<j�(k+1)[1� p23(k + l + 1)� p24(k + l + 1)� p25(k + l + 1)]p23(j) Yl<i�(j+1)[1� p34(j + l + 1)� P35(j + l + 1)]iovib3:F�ur die Pegerente in Zustand 4 erhalten wirB1;b4(0) = !�x�1Xi=0 P14(0; i)vib4= !�x�1Xi=0 Xj<i hP11(0; j)p14(j) + P12(0; j)p24(j) + P13(0; j)p34(j)ip44(j + 1; i)vib4= !�x�1Xi=0 Xj<i h Yk<j[1� p12(k)� p13(k)� p14(k) � p15(k)]p14(j)+Xk<j nP11(0; k)p12(k)P22(k + 1; j)op24(j)+Xk<j nP11(0; k)P13(k) + P12(0; k)p23(k)oP33(k + 1; j)p34(j)iYk<i�(j+1)[1� P45(k + j + 1)]vib4= !Xi=1Xj<i h Yk<j[1� p12(k) � p13(k)� p14(k)� p15(k)]p14(j)+Xk<j nYl<k[1� p12(l)� p13(l)� p14(l)� p15(l)]p24(k)Yl<j�(k+1)[1� p23(k + 1 + l)� p24(k + 1 + l)� p25(k + 1 + l)]op24(j)+Xk<j nYl<k[1� p12(l)� p13(l)� p14(l)� p15(l)]p13(k)+Xl<k Ym<l[1� p12(m)� p13(m)� p14(m)� p15(m)]p12(l)Ym<k�(l+1)[1� p23(l + k + 1)� p24(l + k + 1) � p25(l + k + 1)]p23(k)oYl<j�(k+1)[1� p34(k + 1 + l)� P35(k + 1 + l)]p34(j)i



118 KAPITEL 5. ENTWICKLUNG EINES VERSICHERUNGSMODELLSYk<i�(j+1)[1� P45(k + j + 1)]vib4:Zur Bestimmung des Jahresbeitrags erhalten wir somitB1;b2(0) + B1;b3(0) + B1;b4(0)B1;c12(0) + B1;c13(0) + B1;c14(0) = P1;�(0)nach dem versicherungsmathematischen �Aquivalenprinzip. Au�osen nach � ergibt� = B1;b2(0) + B1;b3(0) + B1;b4(0) + B1;c12(0) + B1;c13(0) + B1;c14(0)P!�x�1i=0 Qj<i[1� p12(j)� p13(j)� p14(j)� p15(j)]vi :5.3 Beschreibung des Programms zur BeitragsberechnungHier wollen wir nun die f�ur das in Abschnitt 5.2.1 vorgestellte Modell ein C-Programm ent-wickeln. Dieses beschreiben wir am Beispiel des Pegekostentagegeldtarifs PET der DeutschenKrankenversicherung (DKV).

Abbildung 5.4: Eingabeabfrage des Programms5.3.1 Beschreibung des Tarifs PETDer Pegekostentagegeldtarif der DKV stellt eine Zusatzversicherung zur gesetzlichen Pege-versicherung dar. Im Rahmen dieses Tarifs wird ein vom Versicherer zu zahlendes Pegetagegeldvereinbart.Der Leistungsfall wird im Stufensystem, analog zur gesetzlichen Pegeversicherung, de�niert.Der Versicherer verpichtet sich im Pegefall die folgenden Leistungen zu erbringen:F�ur ambulante Pege werden



5.3. BESCHREIBUNG DES PROGRAMMS ZUR BEITRAGSBERECHNUNG 119� in der Pegestufe 1 25 %� in der Pegestufe 2 50 %� in der Pegestufe 3 75 %des vereinbarten Pegetagegeldes gezahlt.F�ur station�are Pege werden 100 % des versicherten Tagegeldes gezahlt, wenn ambulante Pegenicht m�oglich ist, oder wegen der Besonderheiten des einzelnen Falles nicht in Betracht kommt.Falls der Pegebed�urftige vollstation�are Pege w�ahlt, obwohl diese nicht erforderlich ist, soerh�alt er� in der Pegestufe 1 25 %� in der Pegestufe 2 50 %� in der Pegestufe 3 75 %des vereinbarten Pegetagegeldes.5.3.2 Beschreibung des Programmes und Ergebnis der BeitragsberechnungProgramm Werte DKVAlter Frauen M�anner Frauen M�anner20 2.81 2.31 2.12 1.7025 3.50 2.89 2.92 2.3330 4.41 3.65 3.90 3.1035 5.63 4.67 5.05 4.0140 7.28 6.06 6.44 5.1345 9.48 7.91 8.16 6.5250 12.49 10.42 10.39 8.3655 16.67 13.93 13.32 10.8660 22.56 18.90 17.31 14.4065 30.98 26.04 22.01 18.8470 42.91 36.40 29.04 25.71Tabelle 5.1: Vergleich der Beitr�age f�ur den Tarif PET der DKV. Linke Spalten: Beitr�age nachBerechnung mit dem C-Programm, rechte Spalten: Beitr�age der DKV.Als Eingabe ben�otigt das Programm die H�ohe der vereinbarten j�ahrlichen Pegerenten, unterteiltnach Pegestufe und Pegeart (siehe Abbildung 5.4). Wir wollen den Tarif der DKV f�ur ein



120 KAPITEL 5. ENTWICKLUNG EINES VERSICHERUNGSMODELLSvereinbartes Pegetagegeld in der H�ohe von 10 DM modellieren. Das Tagegeld f�ur ambulantePege in Stufe 1 entspricht einer j�ahrlichen Rente von365 � 0:25 � 10 DM = 912:5 DM:Das Pegetagegeld in ambulanter Pege in Stufe 2 (50 % des vereinbarten Satzes) entsprichteiner j�ahrlichen Rente von 1825 DM, das Pegetagegeld f�ur Stufe 3 einer Rente von 2737.5 DM.F�ur station�are Pege rechnen wir mit dem vollen Tagegeldsatz von 10 DM, was einer j�ahrlichenRente von 3650 DM entspricht.Als Ergebnis der Berechnungen erhalten wir Einmalbeitr�age und j�ahrliche gleichbleibende Bei-tr�age. F�ur den Tarif PET sind gleichbleibende Monatsbeitr�age angegeben, so da� wir die mitdem Programm berechneten Beitr�age ebensfalls in Monatsbeitr�age umrechnen, um so eine Ver-gleichsbasis herzustellen. Zus�atzlich erhalten wir die f�ur 1 DM normierten aktuariellen WerteBb2 f�ur eine ambulante Pegerente, sowie Bb3 f�ur eine station�are Pegerente (in Abh�angigkeitvon Alter und Geschlecht).Die Berechnung der Beitr�age f�ur den Tarif PET brachte das in Tabelle 5.1 dargestellte Ergebnis.Wir sehen, da� die Beitr�age der DKV deutlich niedriger sind, als die nach unseremModell berech-neten Werte. Ein Vergleich ist jedoch schwierig, da wir Bruttobeitr�age der DKV gegeben haben,die noch zus�atzliche Kosten wie z.B. Provisionen beinhalten. Zudem verwendeten wir unter-schiedliche Rechnungsgrundlagen (japanische Pegefalleintrittswahrscheinlichkeiten und bayeri-sche Sterbewahrscheinlichkeiten). Interessant w�are eine Berechnung auf Basis aller Daten (d.h.Daten, die Informationen �uber die Sterblichkeit des gesamten versicherten Portefeuilles, sowie�uber die H�au�gkeit von Pegef�allen enthalten) des betre�enden Versicherers.



Kapitel 6Zusammenfassung und AusblickeMit dieser Arbeit wollten wir die M�oglichkeiten einer Anwendung des Cox-Regressions-Modellsund anderer verweildaueranalytischer Methoden im Bereich der Pegeversicherung untersuchen.Fassen wir noch einmal die einzelnen Schritte, die zur Herleitung des Modells n�otig waren, zu-sammen.Zun�achst modellierten wir die Sterbeintensit�aten mit Hilfe des Proportional-Hazard-Ansatzes inAbh�angigkeit verschiedener Kovariablen. Dabei stellten wir zum einen fest, da� einige Kovaria-blen stark korelliert waren. F�ur die Kovariablen, die den Einu� von Alter und Pegestufe aufdie Pegedauer modellierten, stellten wir zudem eine starke Zeitabh�angigkeit im Koe�zientenfest. Durch separates Sch�atzen der Koe�zienten f�ur je 2 verschiedene Zeitintervalle konnte eineVerbesserung des Modells erzielt werden. Ziel weiterer Untersuchungen k�onnte in diesem Zu-sammenhang eine zeitstetige Modellierung von Koe�zienten sein, die bis jetzt mit den in S-Pluszur Verf�ugung stehenden Werkzeugen f�ur Datens�atze dieser Gr�o�e nicht praktizierbar ist.In einem zweiten Schritt konstruierten wir ein zeitstetiges Markov-Modell, mit dessen Hilfe wirdie Ver�anderungen im Pegeverlauf hinsichtlich Pegestufe und Pegeart analysieren konnten.Mit Hilfe der Verallgemeinerung des Cox-Regressionsmodells f�ur Z�ahlprozesse war es m�oglich f�urdieses Modell �Ubergangsintensit�aten zu sch�atzen. Um analytische L�osungen f�ur die Kolmogorov-Di�erentialgleichungen zu erhalten, wurde die vereinfachende Annahme getro�en, da� im Mo-dell nur eine Verschlechterung im Pegeverlauf m�oglich ist. Als Hauptargument daf�ur, da� dieseN�aherung eine relativ gute Approximation der Wirklichkeit ist, konnten wir die extrem niedrigeAnzahl an Personen, die Verbesserungen im Pegeverlauf erlebten, anf�uhren.Zuletzt wurde die Basis daf�ur gescha�en, diese Ergebnisse der Datenanalyse f�ur ein Versiche-rungsmodells anzuwenden. Mit Hilfe der Implementierung der gesch�atzten Basis-H�au�gkeiten inein diskretes Versicherungsmodell hatten wir nun M�oglichkeit, Beitr�age f�ur Pegeversicherungs-modelle zu kalkulieren. Als Problem stellte sich hierbei heraus, da� unser Datensatz nur Personenbeinhaltete, die schon pegebed�urftig waren. Schl�usse bez�uglich der Zustands�uberg�ange von \ak-tiv lebend" zu \pegebed�urftig" konnten nicht gezogen werden.121



122 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKEIn einer Anwendung entwicklten wir schlie�lich noch ein C-Programm zur Beitragsberechnung.Damit kalkulierten wir Beitr�age f�ur den Tarif PET der DKV. Es stellte sich heraus, da� dienach dem Markov-Modell kalkulierten (Netto-) Beitr�age h�oher waren, als die (Brutto-) Beitr�ageder DKV. Obwohl die Ergebnisse mit Vorsicht zu genie�en sind, da nur ein Teil der Rechnungs-grundlagen wirklich unserem Datensatz entsprang, geben sie doch Anla�, die Berechnungsbasisvon Pegeversicherungsvertr�agen zu �uberpr�ufen und gegebenenfalls anzupassen.\Wird's besser, wird's schlimmer?"fragt man allj�ahrlich.Seien wir ehrlich:Leben ist immerlebensgef�ahrlichErich K�astner



Anhang ARoutinen zur graphischen AnalyseFunktion cumloghazardfunction(time1, surv1, time2, surv2){ i <- 1j <- 1time <- max(time1[i], time2[j])if(time == time1[i]) {while(time2[j] < time) {j <- j + 1}}else {while(time1[i] < time) {i <- i + 1}}loghazard <- log( - log(surv1[i])) - log( - log(surv2[j]))while((i < length(time1) + 1) && (j < length(time2) + 1)) {if(time1[i] < time2[j]) {loghazard <- c(loghazard, log( - log(surv1[i])) - log( -log(surv2[j])))time <- c(time, time1[i])i <- i + 1}else {if(time1[i] > time2[j]) {loghazard <- c(loghazard, log( - log(surv1[i])) -log( - log(surv2[j])))time <- c(time, time2[j])j <- j + 1}else {loghazard <- c(loghazard, log( - log(surv1[i])) -log( - log(surv2[j])))time <- c(time, time2[j]) 123



124 ANHANG A. ROUTINEN ZUR GRAPHISCHEN ANALYSEi <- i + 1j <- j + 1}}}frame <- data.frame(time, loghazard)plot(frame$time, frame$loghazard, xlab="", ylab="")frame}Funktion andplotfunction(time1, surv1, time2, surv2){# Plot der kum-Hazardrate 2 verschiedener surv-objekte gegeneinanderi <- 1j <- 1totaltime <- NULLhazardges1 <- NULLhazardges2 <- NULLwhile((i < length(time1)) && (j < length(time2))) {time <- min(time1[i], time2[j])if((time == time1[i]) && (time == time2[j])) {totaltime <- c(totaltime, time1[i])hazardges1 <- c(hazardges1, - log(surv1[i]))hazardges2 <- c(hazardges2, - log(surv2[j]))if(j < length(time2)) {j <- j + 1}if(i < length(time1)) {i <- i + 1}}else {if(time == time1[i]) {totaltime <- c(totaltime, time1[i])hazardges1 <- c(hazardges1, - log(surv1[i]))if(time2[1] > time1[i]) {hazardges2 <- c(hazardges2, 0)}else {hazardges2 <- c(hazardges2, - log(surv2[j]))}if(i < length(time1)) {i <- i + 1}}else {totaltime <- c(totaltime, time2[j])hazardges2 <- c(hazardges2, - log(surv2[j]))



125if(time1[1] > time2[j]) {hazardges1 <- c(hazardges1, 0)}else {hazardges1 <- c(hazardges1, - log(surv1[i]))}if(j < length(time2)) {j <- j + 1}}}}frame <- data.frame(totaltime, hazardges1, hazardges2)plot(frame$hazardges2, frame$hazardges1, xlab = "", ylab = "")frame}



126 ANHANG A. ROUTINEN ZUR GRAPHISCHEN ANALYSE



Anhang BFunktionen zur Maximierung desLog-LikelihoodFunktion agethetafunction(daten, n, steps, beginagem, beginagew){ # Funktion zur Maximierung des log-Likelihood# in Abhaengigkeit von thetaw und thetamattach(daten)result <- matrix(1:(n + 1) * (n + 1), n + 1, n + 1)tempm <- 1:length(daten[, 1])tempw <- 1:length(daten[, 1])nullo <- rep(0, length(daten[, 1]))tempm <- nullotempw <- nullothetam <- nullothetaw <- nullotempm[daten$Zsex == "m"] <- 1tempw[daten$Zsex == "w"] <- 1for(i in 1:(n + 1)) {for(j in 1:(n + 1)) {print(i)print(j)thetam <- nullothetaw <- nullo # print(thetam)thetaw[daten$Age >= beginagew + (i - 1) * steps] <- 1thetam[daten$Age >= beginagem + (j - 1) * steps] <- 1thetaw <- tempw * thetawthetam <- tempm * thetamtemp <- data.frame(ltcdata, thetam, thetaw)result[i, j] <- coxph(Surv(LTCbegin, LTCend, Death) ~Age * (Art + Zsex) + Zsex * Art + Art * Level +thetam + thetaw, data = temp)$loglik[2]print(result[i, j]) 127



128 ANHANG B. FUNKTIONEN ZUR MAXIMIERUNG DES LOG-LIKELIHOOD}}result}



Anhang C
Tabellen
C.1 Pegefalleintrittswahrscheinlichkeiten der CustodialInsurance, JapanAlter ix (Maenner) iy (Frauen) Alter ix (Maenner) iy (Frauen)20 0.00010 0.00010 40 0.00027 0.0002721 0.00010 0.00010 41 0.00030 0.0003022 0.00010 0.00010 42 0.00034 0.0003423 0.00010 0.00010 43 0.00039 0.0003924 0.00010 0.00010 44 0.00044 0.0004425 0.00011 0.00011 45 0.00049 0.0005026 0.00011 0.00011 46 0.00056 0.0005627 0.00011 0.00011 47 0.00064 0.0006428 0.00011 0.00011 48 0.00073 0.0007229 0.00011 0.00011 49 0.00082 0.0008230 0.00012 0.00012 50 0.00093 0.0009331 0.00012 0.00012 51 0.00105 0.0010532 0.00012 0.00012 52 0.00119 0.0011933 0.00013 0.00013 53 0.00135 0.0013534 0.00014 0.00013 54 0.00154 0.0015435 0.00014 0.00014 55 0.00174 0.0017436 0.00015 0.00015 56 0.00198 0.0019837 0.00016 0.00016 57 0.00225 0.0022538 0.00017 0.00017 58 0.00255 0.0025539 0.00018 0.00018 59 0.00290 0.00290129



130 ANHANG C. TABELLENAlter ix (Maenner) iy (Frauen) Alter ix (Maenner) iy (Frauen)60 0.00329 0.00329 80 0.04360 0.0436961 0.00374 0.00374 81 0.04967 0.0498062 0.00425 0.00425 82 0.05657 0.0567863 0.00483 0.00483 83 0.06445 0.0647564 0.00549 0.00549 84 0.07343 0.0738665 0.00625 0.00625 85 0.08366 0.0842766 0.00711 0.00710 86 0.09262 0.0933667 0.00808 0.00808 87 0.10039 0.1012068 0.00919 0.00919 88 0.10841 0.1093369 0.01046 0.01046 89 0.11671 0.1177770 0.01190 0.01190 90 0.12529 0.1265771 0.01355 0.01354 91 0.13421 0.1357972 0.01542 0.01542 92 0.14351 0.1454273 0.01755 0.01755 93 0.15323 0.1555074 0.01999 0.01998 94 0.16345 0.1661275 0.02276 0.02276 95 0.17346 0.1765176 0.02591 0.02592 96 0.18055 0.1837377 0.02951 0.02953 97 0.18696 0.1901478 0.03361 0.03364 98 0.19302 0.1960479 0.03828 0.03834 99 0.19870 0.20136100 0.20405 0.20605



C.2. EINJ �AHRIGE STERBEWAHRSCHEINLICHKEITENBAYERN F�URX-J �AHRIGE FRAUEN UNDM�ANNER (1986 BIS 1988)131C.2 Einj�ahrige Sterbewahrscheinlichkeiten Bayern f�ur x-j�ahrigeFrauen und M�anner (1986 bis 1988)
Alter qx (M�anner) qy (Frauen) Alter qx (M�anner) qy (Frauen)0 0.00830 0.00646 31 0.00119 0.000521 0.00072 0.00058 32 0.00126 0.000562 0.00049 0.00032 33 0.00131 0.000593 0.00041 0.00026 734 0.00138 0.000634 0.00035 0.00020 35 0.00148 0.000705 0.00030 0.00018 36 0.00159 0.000796 0.00026 0.00016 37 0.00174 0.000887 0.00024 0.00013 38 0.00191 0.000988 0.00024 0.00012 39 0.00210 0.001079 0.00022 0.00010 40 0.00228 0.0011910 0.00020 0.00011 41 0.00247 0.0013111 0.00019 0.00012 42 0.00270 0.0014512 0.00020 0.00014 43 0.00296 0.0015913 0.00023 0.00016 44 0.00327 0.0017314 0.00032 0.00019 45 0.00360 0.0018815 0.00050 0.00024 46 0.00395 0.0020316 0.00076 0.00029 47 0.00435 0.0022017 0.00102 0.00035 48 0.00480 0.0023918 0.00123 0.00039 49 0.00531 0.0025919 0.00132 0.00040 50 0.00590 0.0028020 0.00131 0.00041 51 0.00654 0.0030421 0.00126 0.00041 52 0.00724 0.0033122 0.00121 0.00039 53 0.00800 0.0036223 0.00117 0.00038 54 0.00882 0.0039624 0.00112 0.00038 55 0.00972 0.0043525 0.00109 0.00037 56 0.01068 0.0047726 0.00106 0.00037 57 0.01171 0.0052327 0.00104 0.00039 58 0.01281 0.0057428 0.00104 0.00042 59 0.01398 0.0063129 0.00106 0.00045 60 0.01523 0.0069530 0.00111 0.00048 61 0.01523 0.00767



132 ANHANG C. TABELLENAlter qx (M�anner) qy (Frauen) Alter qx (M�anner) qy (Frauen)62 0.01806 0.00845 82 0.12011 0.0863063 0.01970 0.00933 83 0.13116 0.0966864 0.02153 0.01029 84 0.14295 0.1079665 0.02357 0.01136 85 0.15550 0.1201766 0.02583 0.01256 86 0.16881 0.1333267 0.02835 0.01392 87 0.18290 0.1474368 0.03114 0.01547 88 0.19778 0.1624869 0.03426 0.01728 89 0.21345 0.1784670 0.03774 0.01940 90 0.22991 0.1953671 0.04164 0.02188 91 0.24715 0.2131372 0.04597 0.02476 92 0.26515 0.2317473 0.05077 0.02809 93 0.28391 0.2511274 0.05607 0.03193 94 0.30338 0.2712175 0.06190 0.03632 95 0.32353 0.2919376 0.06830 0.04131 96 0.34431 0.3131877 0.07530 0.04694 97 0.36569 0.3348878 0.08293 0.05327 98 0.38759 0.3569079 0.09120 0.06033 99 0.40995 0.3791480 0.10015 0.06816 100 0.43271 0.4014781 0.10978 0.07681 101 1.00000 1.00000
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