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Abk�urzungs- und Symbolverzeichnis
AR(p) Autoregressive process of order p (Autoregressiver Proze� der Ordnung p)ARCH(p) Autoregressive conditionally heteroscedastic process of order p(Autoregressiver Proze� mit nicht-konstanter bedingter Varianz der Ordnung p)ARMA(p; q) Autoregressive-moving average process of order (p; q)(Autoregressiver Moving Average-Proze� der Ordnung (p; q))B Borelsche �-Algebra auf IR�x Dirac-Ma� an der Stelle xdRi direkt Riemann-integrierbarf+ Positivteil der Funktion ff+ = 1ff>0gff� Negativteil der Funktion ff� = �1ff<0gff.s. fast sicherGARCH(p; q) Generalized ARCH-process of order (p; q)(Verallgemeinerter ARCH-Proze� der Ordnung (p; q))iid independent, identically distributed (unabh�angig, identisch verteilt)L1(IR) Menge aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf IRMA(q) Moving average process of order p(Moving Average-Proze� oder gleitendes Mittel der Ordnung q)o(�) a(x) = o(b(x)) f�ur x!1 bzw. x! x0 bedeutet, da�limx!1 a(x)=b(x) = 0 bzw. limx!x0 a(x)=b(x) = 0IR+ IR+ = fx 2 IR : x > 0gsgn(x) Vorzeichen von x



supp(f) Tr�ager der Funktion fsupp(f) = fx 2 IR : f(x) 6= 0gZV Zufallsvariable(n)d= A d= B: A und B sind in Verteilung gleichd! An d! B: An konvergiert in Verteilung gegen B� a(x) � b(x) bedeutet, da� limx!1a(x)=b(x) = 1
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Kapitel 1EinleitungImmer wieder geraten die Kapitalm�arkte in die Schlagzeilen, wenn sich irgendwelche extremeEreignisse an den B�orsen einstellen. Insbesondere Finanzkrisen, wie etwa im Herbst 1998 inS�udostasien, besch�aftigen die �O�entlichkeit, vor allem aber Investmenth�auser, die versuchen,die Risiken solcher Entwicklungen abzusch�atzen und sich im voraus gegen solche Krisen abzusi-chern. Die Absch�atzung solcher Risiken und die Vorhersage von Kursverl�aufen f�ur eine optimaleAnlagestrategie sind wesentliche Gr�unde, weshalb man Finanzzeitreihen beobachtet und ver-sucht passende mathematische Modelle daf�ur zu �nden.
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Abbildung 1.1: Kursentwicklung des DAX im Zeitraum von 2. Januar 1970 bis 2. Juni 1999.1



KAPITEL 1. EINLEITUNG 2Unter Finanzzeitreihen verstehen wir zeitlich sortierte Abfolgen von Preisbeobachtungen oder In-dexwerten, wie etwa die Indexst�ande von DAX und Dow Jones, Wechselkurse zwischen W�ahrun-gen, Rohsto�preise und vielem mehr, die t�aglich, w�ochentlich, monatlich oder in einem anderenzeitlichem Schema ermittelt werden. Dabei geht man davon aus, da� die Finanzzeitreihe fxtg dieRealisierung eines Preisprozesses (Xt)t2IN ist. In Abbildung 1.1 ist als Beispiel die Kursentwick-lung des DAX angegeben. Dabei wurden die Tagesendkurse an allen Handelstagen im Zeitraumvon 2. Januar 1970 bis 2. Juni 1999 notiert.
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Abbildung 1.2: Vergleich von relativen Returns und Logreturns am Beispiel des DAX im Zeit-raum von 2. Januar 1970 bis 2. Juni 1999.Wir werden uns in dieser Diplomarbeit ausschlie�lich mit station�aren Modellen besch�aftigen.Allerdings wurde durch empirische Untersuchungen festgestellt, da� der Preisproze� von Finanz-zeitreihen nicht station�ar ist, da aufeinanderfolgende Preise eine starke Abh�angigkeit aufweisenund die empirischen Varianzen im Laufe der Zeit zunehmen. Wir betrachten deshalb nicht diePreise fxtg sondern die relativen Renditen fytg; yt = (xt � xt�1)=xt�1; bzw. die logarithmier-ten Renditen fztg; zt = ln(xt=xt�1); in der Literatur werden diese h�au�g als relative Returnsbzw. Logreturns bezeichnet. Die Prozesse der relativen Renditen bzw. logarithmierten Rendi-ten erf�ullen nach empirischen Untersuchungen die Forderung der Stationarit�at wesentlich besser(vgl Abb. 1.2), als der Preisproze� (vgl Abb. 1.1). Weiter f�uhrt die Transformation dazu, da�die Prozesse unabh�angig von der zugrundeliegenden W�ahrung werden und somit verschiedeneRenditeprozesse verglichen werden k�onnen. F�ur die weitere Analyse spielt es dabei meist keineRolle, ob wir die relativen Renditen fytg oder die logarithmierten Renditen fztg benutzen. Die



KAPITEL 1. EINLEITUNG 3Taylorentwicklung der Logreturns um xt=xt�1 = 1 ergibt n�amlichln� xtxt�1� = xt � xt�1xt�1 + o�( xtxt�1 � 1)2� f�ur xtxt�1 ! 1;und damit in erster Ordnung die relativen Renditen. Da �ublicherweise xt=xt�1 nahe bei 1 liegt,sind also die Logreturns approximativ gleich den relativen Returns, wie auch der Vergleich amBeispiel der Daxentwicklung in Abbildung 1.2 zeigt.Au�erdem werden wir uns in dieser Diplomarbeit nur mit zeitdiskreten Modellen auseinan-dersetzen. Zeitstetige Modelle werden vor allem bei Finanzderivaten, wie etwa bei der Options-preisbestimmung durch Black und Scholes [6], herangezogen. In diesen Modellen benutzt manzur Modellierung des Preisprozesses vor allem die geometrische Brownsche Bewegung,Xt = X0 exp(�t+ �Bt); t � 0;dabei ist X0 der Startwert und � bzw. � sind Konstanten, die den Trend bzw. die Volatilit�atdes Prozesses beschreiben. (Bt)t�0 bezeichnet eine Standard-Brownsche Bewegung.
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Abbildung 1.3: Simulation einer geometrischen Brownschen Bewegung mit Startwert X0 =1; � = 1 und � = 1 - dabei stellt die glatte Linie den Driftterm exp(t) dar.Die Abbildung 1.3 zeigt ein Beispiel einer simulierten geometrischen Brownschen Bewegung,wobei sich doch eine starke qualitative �Ahnlichkeit mit dem Verlauf des DAX-Kurses (vgl. Ab-bildung 1.1) feststellen l�a�t. Eine ausf�uhrliche Beschreibung zeitstetiger Modelle �ndet man etwa



KAPITEL 1. EINLEITUNG 4in Du�e [15]. W�urden wir ein solches Modell f�ur einen zeitdiskreten Renditeproze� anwenden,dann w�aren sowohl die relativen Returns, als auch die Logreturns, aufgrund der unabh�angigenund station�aren Zuw�achse der Brownschen Bewegung, unabh�angig und identisch verteilt (iid),da Xt �Xt�1Xt�1 = exp(�t+ �Bt)� exp(�(t� 1) + �Bt�1)exp(�(t � 1) + �Bt�1)= exp(�+ �(Bt �Bt�1))� 1d= exp(�+ �B1)� 1;ln(Xt=Xt�1) = �t+ �Bt � �(t� 1)� �Bt�1 d= �+B1:Empirische Untersuchungen historischer Datenreihen der Logreturns haben allerdings eine kom-plexe Abh�angigkeitsstruktur in den Daten ermittelt. Bereits Mandelbrot [28] und Fama [19]haben in ihren Untersuchungen von Finanzzeitreihen unter anderem festgestellt, da� auf einenstarken Ausschlag in der Preisentwicklung zumeist eine Phase starker Volatilit�at folgt, d.h. da�auch in den n�achsten Beobachtungen �uberdurchschnittliche Ausschl�age zu erwarten sind. Insge-samt betrachtet, wechseln sich Perioden mit eben beschriebener hoher Volatilit�at mit Periodenniedriger Volatilit�at, also nur schwachen Ausschl�agen, ab. Diese Eigenschaft l�a�t sich auch ausdem Beispiel mit den Daxrenditen in Abbildung 1.2 herauslesen.
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dax.rAbbildung 1.4: Histogramm der Daxrenditen aus Abb. 1.2 - dabei gibt die durchgezogene Liniedie Dichte der Normalverteilung wieder, wobei Erwartungswert und Varianz aus den Daxrenditengesch�atzt wurden.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 5Weitere Analysen historischer Daten, wie sie etwa in Taylor [39] beschrieben sind, haben dienachfolgenden empirischen Eigenschaften von Renditereihen zu Tage gef�ordert.� Die empirische Verteilung der Logreturns ist approximativ symmetrisch mit Erwartungs-wert 0 und einer �uber die Zeit konstanten unbedingten Varianz (vgl Abb. 1.2 und 1.4).� Es zeigt sich eine hohe Kurtosis mit Werten > 6 und damit mehr als doppelt so gro� wie beider Standardnormalverteilung. Das bedeutet, da� im Vergleich zur Normalverteilung, beider Verteilung der Logreturns mehr Masse um 0 und in den Verteilungsschw�anzen (Tails)liegt. Diese Eigenschaft einer gegen�uber der Normalverteilung gr�o�eren Kurosis bezeichnetman auch als Leptokurtose. Insbesondere fallen dabei die Tails P(Y > x); x > 0; undP(Y < �x); x > 0; nicht wie bei der Normalverteilung expontiell ab, sondern wie bei einerParetoverteilung mit x��; � > 0; f�ur x!1. Man spricht in diesem Fall von heavy tailsim Gegensatz zu light tails, wie bei der Normalverteilung. Den Exponenten � de�nierenwir sp�ater als Tailindex der Verteilung.� Man stellt keine nennenswerte Autokorrelation in den Logreturns, allerdings eine markantepositive Autokorrelation der quadrierten und absoluten Logreturns fest.
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Abbildung 1.5: Autokorrelationen der einfachen (Links), quadrierten (Mitte) und absoluten Lo-greturns am Beispiel der DAX-Renditen aus Abbildung 1.1 - die gestrichelte Linie beschreibtdas 95% -Kon�ndenzintervall f�ur iid-normalverteilte DatenDies zeigt auch die Abbildung 1.5, in der die Autokorrelationen der normalen, quadriertenund absoluten Logreturns f�ur den DAX im Zeitraum von 2. Januar 1970 bis 2. Juni 1999verglichen werden. Eine m�ogliche Erkl�arung f�ur diese besondere Abh�angigkeitsstruktur isteine nichtstation�are Varianz oder eine bedingte Varianz Var(YtjYt�1; Yt�2; : : :), die von denvergangenen Beobachtungen oder anderen zus�atzlichen Variablen abh�angt.� Man beobachtet Klusterbildung von extremen Ausschl�agen.Hiermit ist die bereits oben beschriebene Beobachtung von Mandelbrot [28] bzw. Fa-ma [19] gemeint, da� auf au�ergew�ohnliche Spr�unge in den Preisen meist weitere gro�eKursschwankungen folgen und deshalb extreme Logreturns h�au�g in Gruppen auftreten.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 6Alle diese Beobachtungen f�uhrten zu einer Weiterentwicklung der traditionellen �okonometrischenModelle, wie z.B den linearen ARMA-Modellen, in denen nur mit unbedingten Verteilungen undkonstanten Varianzen der Logreturns gearbeitet wurde. Insbesondere wurde dadurch die h�au�geAnnahme von unabh�angig und identisch normalverteilten Logreturns verworfen. Zudem mu�teman erkennen, da� lineare Modelle zwar mathematisch und statistisch einfach zu handhabensind, allerdings nicht den Beobachtungen gerecht werden. Dies alles f�uhrte zur Entwicklungnichtlinearer, station�arer Modelle, insbesondere solcher mit nicht-konstanter bedingter Varianz,sogenannten bedingt heteroskedastischen Modellen oder auch Volatilit�atsmodellen.Die bekanntesten Vertreter solcher Modelle sind die von Engle [18] eingef�uhrten ARCH-Prozesseund deren Verallgemeinerung, die auf Bollerslev [7] zur�uckgehenden GARCH-Prozesse. W�ahrendbei den ARCH-Prozessen die auf die vergangenen Beobachtungen bedingte Varianz nur von denletzten Logreturns abh�angt, ist diese beim GARCH-Prozess auch von den zur�uckliegenden be-dingten Varianzen abh�angig. Den einfachsten Vertreter dieser Klasse, den GARCH(1,1)-Proze�,werden wir in dieser Arbeit hinsichtlich seines Tailverhaltens untersuchen. Bei diesem Proze� istdie bedingte Varianz zum Zeitpunkt t von der Rendite und der bedingten Varianz zum Zeitpunktt� 1 abh�angig.Xt = �t"t; �2t = �0 + �1X2t�1 + �1�2t�1; t 2 IN;mit ("t)t2IN iid symmetrisch verteilt; �0 � 0; �1; �1 > 0 und X0 beliebige ZV.Dabei zeigt sich, wie bereits Kesten [25] bewies, da� bei diesen Modellen die Verteilung der Xtheavy tails besitzen kann, auch wenn die ZV "t eine Verteilung mit light tails besitzt. Die weitereEntwicklung f�uhrte dann zu Volatilit�atsmodellen der allgemeineren FormXt = �t + �t"t; t 2 IN;mit iid Innovationen "t; t 2 IN; und "t unabh�angig von den vergangenen Xt�1;Xt�2; : : :Dabei bezeichnen �t bzw. �t die von der Vergangenheit abh�angigen bedingten Varianzen bzw.Erwartungswerte des Prozesses (Xt)t2IN zum Zeitpunkt t. In diese Prozessklasse ordnen sichauch die von Weiss [42] eingef�uhrten autoregressiven Prozesse mit GARCH-Innovationen ein.Den AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen, gegeben durchXt = 1Xt�1 +q�0 + �1X2t�1"n; t 2 IN;mit ("t)t2IN iid symmetrisch verteilt; �0 � 0; 1; �1 > 0 und X0 beliebige ZV,werden wir hier genauer unter die Lupe nehmen und dessen Tailverhalten studieren.Da in allen diesen Volatilit�atsmodellen, die vergangenen Logreturns f�ur den weiteren Rendite-verlauf miteinbezogen werden, lassen sich mit diesen Modellen gegen�uber den herk�ommmlichenModellen verbesserte Prognosen erstellen. Voraussetzung daf�ur ist eine vern�unftige Sch�atzungder Modellparameter. Daf�ur bietet sich die Methode der Quasi-Maximum-Likelihood Sch�atzungan, wie sie in Gourieroux et al. [21], Weiss [43], Bollerslev und Wooldridge [8] und speziell f�urden GARCH(1,1)-Fall in Lee und Hansen [27] beschrieben ist. Dabei wird die Methode der



KAPITEL 1. EINLEITUNG 7Maximum-Likelihood Sch�atzung unter der Annahme standardnormalverteilter Innovationen be-nutzt. Obwohl diese Voraussetzungen i.a. nicht erf�ullt sind, lassen sich f�ur Innovationen mitErwartungswert 0 und Varianz 1 Eigenschaften wie Konsistenz und asymptotische Normalit�atnachweisen.Ziel dieser Diplomarbeit ist es, das Tailverhalten des GARCH(1,1)-Prozesses und des AR(1)-Prozesses mit ARCH(1)-Innovationen zu beschreiben, um dann deren Tailindizes zu bestimmen.Wie bereits erw�ahnt, beschreibt der Tailindex einer Verteilung, wie schnell sich die Schw�anzeder Verteilung gegen 0 bewegen, d.h. wie viel Masse in den Verteilungsenden liegt. Anders for-muliert l�a�t sich aus dem Tailindex ablesen, mit welcher Wahrscheinlichkeit extreme Ereignissepassieren, also starke Preisspr�unge statt�nden. Je kleiner der Tailindex, umso langsamer f�alltder Tail der Verteilung ab und umso h�au�ger stellen sich gro�e Logreturns, positiv wie negativ,ein. Umgekehrt kommt man dem Tailverhalten der Normalverteilung umso n�aher, je gr�o�er derTailindex ist. Dies dr�uckt sich auch dadurch aus, da� umso mehr Momente existieren, je gr�o�erder Tailindex ist. Bei einem Tailindexwert von � existierten alle Momente bis zum �-ten, alleMomente ab dem �-ten und einschlie�lich diesem sind dagegen unendlich. Dies werden wir in denmathematischen Grundlagen (Abschnitt 2.5) beweisen. Insbesondere werden wir die Bedeutungder Noise-Variable f�ur die Gr�o�e des Tailindexes in diesen Modellen herausarbeiten. Auf diesesZiel hin gliedert sich der weitere Verlauf der Arbeit in sechs Kapitel.Zun�achst f�uhren wir in den mathematischen Grundlagen wichtige Begri�e aus dem Bereich derFinanzzeitreihen ein und stellen das f�ur die weiteren Kapitel notwendige Basiswissen aus derMa�- und Integrationstheorie und Kerns�atze der Erneuerungstheorie bereit. Zudem ben�otigenwir einige De�nitionen aus dem Gebiet der regul�aren Variation.In Kapitel 3 besch�aftigen wir uns mit den station�aren L�osungen der stochastischen Rekurrenz-gleichungYt = AtYt�1 +Bt; (At; Bt) iid und unabh�angig von Yt�1; t 2 IN;mit der sich bereits Kesten [25], Vervaat [41] und Goldie [20] auseinandersetzten. Wir zeigen,inwiefern ARCH- und GARCH-Prozesse diese Gleichung erf�ullen, und zeigen unter welchenBedingungen station�are L�osungen der Rekurrenzgleichung existieren. Mit Hilfe des Satzes vonGoldie zeigen wir, wie der Tail solcher station�arer L�osungen abf�allt und wenden diese Ergebnisseauf den Spezialfall eines GARCH(1,1)-Proze� an. Den Satz von Goldie [20] werden wir dabeiausf�uhrlich unter Anwendung erneuerungstheoretischer Ergebnisse beweisen.Im n�achsten Kapitel greifen wir auf die Resultate des dritten Kapitels zur�uck und liefern f�ur denGARCH(1,1)-Proze� Tabellen �uber diejenigen Parmeter, f�ur die eine station�are L�osung existiert,und �uber die daf�ur ermittelten Tailindizes. Zuerst wird allerdings ausf�uhrlich beschrieben, wie dieTabellenwerte ermittelt wurden. Anschlie�end werden die Tabellen f�ur die verschiedene Noise-



KAPITEL 1. EINLEITUNG 8variablen verglichen und interpretiert. Dabei dokumentiert sich deutlich die starke Abh�angigkeitdes Tailindexes von der verwendeten Noise-Variablen.In Kapitel 5 besch�aftigen wir uns mit dem AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen und stel-len dazu kurz das Modell vor. Dabei stellen wir einige Bedingungen an die Noise-Variable, mitderen Hilfe sich anschlie� end die S�atze �uber die Existenz einer station�aren Verteilung und derenTailverhalten beweisen lassen. Allerdings w�urde das Ausf�uhren aller Beweise den Rahmen derDiplomarbeit sprengen, weshalb wir stattdessen auf die vorhandene Literatur verweisen.Die gewonnenen Erkenntnisse benutzen wir im anschlie�enden Kapitel, um Tabellen f�ur denParameterbereich mit station�aren L�osungen und deren Tailindizes zu bestimmen. Zun�achst abergeben wir in diesem Kapitel ein Auswahl von Verteilungen an, welche die bei der Modellvorstel-lung angegebenen Bedingungen erf�ullen. Der darau�olgende Vergleich der Tabellen f�ur verschie-dene Verteilungen der Noise-Variablen, wird mit dem Beweis einiger Monotonieeigenschaften inden Tailindextabellen abgeschlossen.Im abschlie�enden Kapitel diskutieren wir die Verwendungsm�oglichkeiten der Ergebnisse aus die-ser Diplomarbeit in der Praxis. Dabei stellen wir auch einige Methoden der Tailindexsch�atzung,insbesondere den Hillsch�atzer, vor.



Kapitel 2Mathematische GrundlagenIm folgenden seien alle Zufallsvariablen (ZV) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ;P) de�-niert.2.1 FinanzzeitreihenHier werden einige grundlegende De�nitionen aus der Zeitreihenanalyse vorgestellt, wobei wiruns dabei am Buch von Brockwell und Davis [11] orientiert haben.De�nition 2.1 (strikt station�ar)Ein stochastischer Proze� (Xt)t2ZZ hei�t strikt station�ar, falls f�ur alle h; n 2 IN; ti 2 ZZ; i =1 : : : n;(Xt1 ; : : : ;Xtn) d= (Xt1+h; : : : ;Xtn+h)gilt. Insbesondere sind dann alle ZV Xt; t 2 ZZ; identisch verteilt.De�nition 2.2 (Autokovarianzfunktion)Sei (Xt)t2ZZ ein stochastischer Proze� mit VarXt <1; 8t 2 ZZ:Dann hei�t die Funktion X : ZZ� ZZ! IR,X(r; s) = E [(Xr �EXr)(Xs �EXs)]Autokovarianzfunktion von (Xt)t2ZZ.De�nition 2.3 (schwach station�ar)Der stochastische Proze� (Xt)t2ZZ hei�t schwach station�ar, falls(i) E(jXtj2) <1 8t 2 ZZ;(ii) EXt = � f�ur � 2 IR 8t 2 ZZ;(iii) X(r; s) = X(r + h; s+ h) 8r; s; h 2 ZZ:9



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 10Bemerkungen:(i) Wir verwenden im weiteren Verlauf der Diplomarbeit oftmals die Bezeichnung station�ar,damit ist immer die strikte Stationari�at gemeint.(ii) Falls ein strikt station�arer stochastischer Proze� endliche Varianz besitzt, dann ist dieserProze� auch schwach station�ar. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht.(iii) Falls der Proze� (Xt)t2ZZ schwach station�ar ist, dann istX(r; s) = X(r � s; 0); r; s 2 ZZ:Deshalb de�nieren wir X(h) := X(h; 0); h 2 ZZ; als Autokovarianzfunktion eines schwachstation�aren stochastischen Prozesses.De�nition 2.4 (Wei�es Rauschen, White Noise)Sei (Zt)t2ZZ ein station�arer stochastischer Proze� mit EZt = 0 undZ(h) = ( �2 ; h = 00 sonst :Dann hei�t (Zt)t2ZZ wei�es Rauschen oder White Noise mit Erwartungswert 0 und Varianz �2,kurz WN(0; �2).De�nition 2.5 (linearer Proze�)Sei (Zt)t2ZZ WN(0; �2) und  j 2 IR; j 2 ZZ.Falls Xt = 1Pj=�1 jZt�j ; t 2 ZZ; und 1Pj=�1 j j j <1,dann ist (Xt)t2ZZ ein linearer Proze�.De�nition 2.6 (ARMA(p; q)-Proze�)Sei (Xt)t2ZZ ein station�arer stochastischer Proze� f�ur den die folgende Di�erenzengleichung gelteXt � �1Xt�1 � : : :� �pXt�p = Zt + �1Zt�1 + : : :+ �qZt�q; t 2 ZZ; (2.1)wobei �i; �j 2 IR f�ur i = 1 : : : p; j = 1 : : : q; �p 6= 0; �q 6= 0 und (Zt)t2ZZ WN(0; �2).Dann ist (Xt)t2ZZ ein autoregressiver Moving Average-Proze� der Ordnung (p; q), kurz einARMA(p; q)-Proze�. Falls p = 0 ist, erhalten wir einen Moving Average-Proze� der Ordnung q,kurz einen MA(q)-Proze�, und falls q = 0 ist, ergibt sich ein autoregressiver Proze� der Ordnungp, kurz ein AR(p)-Proze�.Bemerkung:Die ARMA(p; q)-Prozesse sind keine guten Modelle f�ur Finanzzeitreihen, z.B. besitzen sie einekonstante bedingte Varianz Var(XtjXt�1;Xt�2; : : :), dennVar(XtjXt�1;Xt�2; : : :) = Var(�1Xt�1 + : : : + �pXt�p + Zt + �1Zt�1 + : : :+ �qZt�qjXt�1;Xt�2; : : :)= Var(Zt) + �1Var(Zt�1) + : : :+ �qVar(Zt�q)= (1 + �1 + : : :+ �q)�2:



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 11Bedingte heteroskedastische Modelle:F�ur die Modellierung von Finanzzeitreihen benutzt man h�au�g Modelle der FormXn = �n + �n"n; n 2 IN; ("n)n2IN WN(0; 1); "n unabh�angig von �n:�n ist dann der bedingte Erwartungswert von Xn gegeben Xn�1;Xn�2 : : :, und �n ist die be-dingte Standardabweichung von Xn gegeben Xn�1;Xn�2 : : :Die "n; n 2 IN, bezeichnen wir auch als Noise-Zufallsvariablen oder Innovationen.Zudem ist in der Regel die ZV Xn durch die vergangenen Xn�1;Xn�2; : : : mitbestimmt, so da�einige ZV zu Anfang gegeben sein m�ussen. Diese vorgegebenen ZV nennen wir Start-ZV.Beispiele f�ur diese Proze�klasse sind(i) ARCH(p)-Proze� nach Engle [18]ARCH = autoregressive conditionally heteroscedastic, d.h. autoregressiv mit nicht-konstanterbedingter Varianz.Dabei ist �n = 0; n 2 IN, und mit vorgegebenen Start-ZV X0;X�1; : : : ;X1�p ist�2n = �0 + �1X2n�1 + : : : + �pX2n�p; n 2 IN; mit �i � 0; i = 0; : : : ; p� 1; �p > 0:Ein ARCH(1)-Proze� besitzt also die FormXn = q�0 + �1X2n�1"n; n 2 IN; �0 � 0; �1 > 0; X0 bel. Start-ZV:(ii) GARCH(p; q)-Proze� nach Bollerslev [7]GARCH = generalized ARCH, d.h. verallgemeinerter ARCH-Proze�.Dabei ist �n = 0; n 2 IN; und mit vorgegebenen Start-ZV X1�i; i = 1; : : : ; p; undvorgegebenen Startvarianzen �21�j; j = 1; : : : ; q; ist�2n = �0 + �1X2n�1 + : : : + �pX2n�p + �1�2n�1 + : : :+ �q�2n�q; n 2 IN; mit�i; �j � 0 f�ur i = 0; : : : ; p� 1; j = 1; : : : ; q � 1 und �p; �q > 0; X0; �20 beliebig .Ein GARCH(1,1)-Proze� besitzt also die FormXn = �n"n; �2n = �0 + �1X2n�1 + �1�2n�1; n 2 IN; �0 � 0; �1; �1 > 0:(iii) AR(r)-Proze� mit GARCH(p; q)-Innovationen nach Weiss [42]Dabei ist �2n wie bei Punkt (ii) angegeben und mit Start-ZV X1�i; i = 1; : : : ; r; ist�n = 1Xn�1 + : : : + rXn�r; n 2 IN; mit i � 0; i = 1; : : : ; r � 1; r > 0; X0 bel.ZV:Ein AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen hat dann die FormXn = 1Xn�1 +q�0 + �1X2n�1"n; n 2 IN; �0 � 0; 1; �1 > 0:



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 122.2 Ma�- und IntegrationstheorieIm folgenden betrachten wir die Bildung von Produktma�en und die Faltung von Ma�en bzw.Funktionen. F�ur eine ausf�uhrlichere Beschreibung und die Beweise verweisen wir auf Bauer [3]und Elstrodt [16].Seien 
1; 
2 zwei Mengen und 
 := 
1 �
2 die Produktmenge sowie pi : 
! 
i; i = 1; 2,die Projektionen, welche jeden Punkt aus 
 auf seine i-te Komponente abbilden.Satz 2.7 (De�nition des Produktma�es)Seien (
1;A1; �1); (
;A2; �2) zwei �-endliche Ma�r�aume und A1 
 A2 := �(p1; p2) sei die vonp1; p2 erzeugte �-Algebra, die als Produkt-�-Algebra von A1 und A2 bezeichnet wird.Dann gibt es genau ein Ma� � auf A1 
 A2 mit�(A1 �A2) = �1(A1) � �2(A2) 8Ai 2 Ai; i = 1; 2:Dieses Ma� � nennt man Produkt der Ma�e �1 und �2 und wird mit �1 
 �2 bezeichnet.Analog de�niert sich das Produkt endlich vieler Ma�e.Satz 2.8 (Satz von Fubini)Seien (
1;A1; �1); (
;A2; �2) zwei �-endliche Ma�r�aume und sei f eine �1 
 �2-integrierbarenumerische Funktion auf 
1 � 
2.Dann giltZ
1�
2 f d(�1 
 �2) = Z
2 � Z
1 f d�1�d�2 = Z
1 � Z
2 f d�2�d�1: (2.2)Ist f A1 
 A2-me�bar und eines der IntegraleZ
1�
2 jf j d(�1 
 �2); Z
2 � Z
1 jf j d�1�d�2; Z
1 � Z
2 jf j d�2�d�1endlich, so ist f �1 
 �2-integrierbar und es gilt (2.2).Nun sei die B2 �B-me�bare AbbildungA : (x1; x2) 2 IR� IR 7! x1 + x2 2 IRgegeben. Wie �ublich bezeichne B dabei die Borelsche �-Algebra auf IR.De�nition 2.9 (Faltung von Ma�en)F�ur zwei endliche Ma�e �1; �2 auf B, hei�t das Bildma� von �1 
 �2 unter der Abbildung Adas Faltungsprodukt der Ma�e �1; �2 und wird mit �1 � �2 bezeichnet.Damit ist f�ur B 2 B�1 � �2(B) = ZIR �1(B � y)d�2(y) = ZIR �2(B � y)d�1(y):



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 13Bei der n-fachen Faltung, n 2 IN, des gleichen Ma�es ben�utzen wir eine abk�urzende Schreibweise.Sei � ein endliches Ma�, dann de�nieren wir rekursiv�(1) := �; �(n+1) := � � �(n); n 2 IN:Zus�atzlich de�nieren wir�(0) := �0; wobei �0(B) := ( 1 ; falls 0 2 B0 ; falls 0 6= B; B 2 B;das Dirac-Ma� an der Stelle 0 bezeichnet. Dann gilt�0 � �(B) = ZIR �0(B � y)d�(y) = �(B); B 2B:Ebenso wie in De�nition 2.9 k�onnen wir auch die Faltung eines Ma�es mit einer Funktion unddie Faltung zweier Funktionen de�nieren.De�nition 2.10 (Faltung von Ma� und Funktion)Sei � ein endliches Ma� auf B und f eine Lebesgue-integrierbare numerische Funktion auf IR.Dann ist f�ur alle x 2 IR mit j RIR f(x� y)d�(y)j <1f � �(x) = ZIR f(x� y)d�(y):Auf der Nullmenge, auf der j RIR f(x� y)d�(y)j =1; wird f � �(x) = 0 de�niert.De�nition 2.11 (Faltung zweier Funktionen)Seien f; g zwei Lebesgue-integrierbare numerische Funktionen auf IR.Dann ist f�ur alle x 2 IR mit j RIR f(x� y)g(y)dyj <1f � g(x) = ZIR f(x� y)g(y)dy:Auf der Nullmenge, auf der j RIR f(x� y)g(y)dyj =1; wird f � �(x) = 0 de�niert.F�ur die Faltung zweier Funktionen sind im folgenden Satz einige elementare Eigenschaften zu-sammengefa�t.Satz 2.12 (Eigenschaften der Faltung)Seien f; g; h 2 L1(IR) und � sei das Lebesguema�.Die Faltung ist kommutativ, d.h. f � g = g � f ,distributiv in dem Sinne, da�(f + g) � h = f � h+ g � h �� fast �uberall,und assoziativ in dem Sinne, da�(f � g) � h = f � (g � h) �� fast �uberall.



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 14Ferner giltZIR � ZIR jf(x� y)g(y)jdx�dy = ZIR jf jdx ZIR jgjdx <1und damit gilt f � g 2 L1(IR) undZIR jf � g(x)jdx � ZIR jf jdx ZIR jgjdx:De�nition 2.13 (Ma�erzeugende Funktion)Sei H : IR! IR eine monoton wachsende und rechtsseitig stetige Funktion.Dann nennt man H ma�erzeugende Funktion.Satz 2.14 (Di�erentationssatz f�ur parameterabh�angige Integrale)Sei I � IR ein Intervall, t0 2 I; � ein Ma� auf IR und f : I � IR ! IR eine Funktion mitfolgenden Eigenschaften:(i) F�ur alle t 2 I ist f(t; �) 2 L1(IR):(ii) Die Ableitung ddtf(t; x)���t=t0 existiert f�ur alle x 2 IR:(iii) Es existiert eine Umgebung U von t0 und eine integrierbare Funktion g � 0, so da����� ddtf(t; x)���t=t0 ���� � g(x) �-fast �uberall.Dann ist die FunktionF : I ! IR; F (t) := ZIR f(t; x)d�(x)im Punkt t0 di�erenzierbar, ddtf(t; �)jt=t0 ist integrierbar und es giltF 0(t0) = ZIR ddtf(t; x)���t=t0d�(x):Ist die Funktion F in allen Punkten t 2 I di�erenzierbar, dann ist ddtf(t; �) f�ur alle t 2 Iintegrierbar und es giltF 0(t) = ZIR ddtf(t; x)d�(x); t 2 I:Einen Beweis dieses Satzes �ndet man zum Beispiel in Elstrodt [16, S.146].



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 152.3 Direkte Riemann-IntegrierbarkeitF�ur die S�atze aus der Erneuerungstheorie sind oftmals direkt Riemann-integrierbare (dRi) Funk-tionen notwendig. Wir liefern hier die De�nition und geben in einem Satz notwendige und hin-reichende Bedingungen f�ur die direkte Riemann-Intgrierbarkeit an.De�nition 2.15 (direkt Riemann-integrierbar)Sei g eine reellwertige Funktion auf IR.De�niere f�ur beliebiges h > 0 und k 2 ZZmk(h) := inffg(t); (k � 1)h � t < khg;Mk(h) := supfg(t); (k � 1)h � t < khg;�(h) := hXk2ZZmk(h); �(h) := hXk2ZZMk(h):g hei�t direkt Riemann-integrierbar (dRi), falls �(h) und �(h) f�ur alle h > 0 konvergierenund limh#0(�(h) � �(h)) = 0.Bemerkung:Wenn wir in obiger De�nition den De�nitionsbereich der Funktion g auf ein kompaktes Intervallbeschr�anken, dann entspricht diese De�nition der gew�ohnlichen Riemann-Integrierbarkeit aufeinem kompakten Intervall.Satz 2.16 Sei g : IR! IR und � sei das Lebesgue-Ma�.Falls g dRi ist, dann ist g auch Lebesgue-integrierbar undlimh#0 �(h) = limh#0 �(h) = ZIR gd�:Eine notwendige Bedingung f�ur die direkte Riemann-Integrierbarkeit istg ist beschr�ankt und �-f.�u. stetig. (2.3)Hinreichende Bedingungen f�ur die direkte Riemann-Integrierbarkeit sind� (2.3) zusammen mit �(h) <1 und �(h) <1 f�ur ein h > 0,� (2.3) und g besitzt beschr�ankten Tr�ager fx 2 IR; g(x) 6= 0g,� (2.3) und f � g � h f�ur dRi-Funktionen f und h,� g = 0 auf (�1; 0) sowie monoton nichtwachsend auf [0;1) und g ist Lebesgue-integrierbar.� g+ und g� sind dRi.Den Beweis zu diesem Satz �ndet man etwa in Alsmeyer [1, S.69f].



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 162.4 ErneuerungstheorieSeien Y0; Y1; Y2; : : : unabh�angige reelle Zufallsvariblen, Yi; i 2 IN; iid, und sei Sn := nPk=0Yk; n 2IN0, dann bezeichen wir (Sn)n2IN0 als Irrfahrt oder auch Random Walk. Falls Y0 = 0, dannnennen wir diese eine Standard-Irrfahrt, ansonsten nennen wir sie verschobene Irrfahrt.Die ZV (Yn)n2IN hei�en Zuw�achse der Irrfahrt (Sn)N2IN0 und deren Erwartungswert EYn be-zeichnen wir als Drift der Irrfahrt.De�nition 2.17 (Erneuerungsfunktion und Erneuerungsma�)Sei (Sn)n2IN0 eine Irrfahrt, F die Verteilungsfunktion der Zuw�achse Yn; n 2 IN, und F0 dieVerteilungsfunktion der ZV Y0.Die Funktion U = F0 � 1Pn=0F (n) hei�t Erneuerungsfunktion der Irrfahrt (Sn)n2IN0 und dasdurch dU(x) = d�F0 � 1Pn=0F (n)�(x); x 2 IR, de�nierte Ma� nennt man Erneuerungsma�.Die Standard-Erneuerungstheorie studiert nun die asymptotischen Eigenschaften einer unbe-kannten Funktion G, welche die Erneuerungsgleichung G = g + G � � erf�ullt. Dabei ist g einebekannte Funktion und � ein bekanntes Ma�, �ublicherweise ein Erneuerugsma�.De�nition 2.18 (Erneuerungsgleichung)Sei H eine ma�erzeugende Funktion auf IR mit H(1) < 1, g : IR ! IR sei eine bekannteFunktion und G : IR! IR unbekannt.Dann nennt man die Faltungsgleichung G = g + H �G Erneuerungsgleichung.Wir untersuchen nun f�ur den nicht-arithmetischen Fall die L�osung solcher Erneuerungsgleichun-gen; dazu de�nieren wir zun�achst den Begri� einer arithmetischen Verteilungsfunktion.De�nition 2.19 (arithmetische Verteilungsfunktion)Die Verteilungsfunktion FX einer reellen Zufallsvariablen X hei�t arithmetisch, falls ein � 2IR+ existiert, so da�P(X 2 fn�; n 2 ZZg) = 1:Satz 2.20 (L�osung der Erneuerungsgleichung)Sei F eine nicht-arithmetische Verteilungsfunktion einer reellen ZV mit RIR x dF (x) > 0. Weitersei g : IR! IR eine dRi-Funktion und U = 1Pn=0F (n).Dann bildet G = g�U eine beschr�ankte L�osung der Erneuerungsgleichung G = g+U �G. Zudemist G = g � U die einzige beschr�ankte L�osung mit limx!�1G(x) = 0.



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 17Satz 2.21 (Key Renewal Theorem)Sei (Sn)n2IN eine Irrfahrt mit strikt positiver Drift � 2 (0;1], nichtarithmetischer Verteilungs-funktion der Zuw�achse (Yn)n2IN und Erneuerungsfunktion U .Dann gilt f�ur jede dRi-Funktion glimt!1 g � U(t) = 1� ZIR g(x)dx:Damit sind die f�ur diese Arbeit notwendigen Begri�e und S�atze aus der Erneuerungstheoriebereitgestellt. Ausf�uhrlichere Darstellungen dieses Gebietes �ndet man in Resnick [34], Asmus-sen [2] oder Alsmeyer [1]. Die Beweise zu den S�atzen 2.21 und 2.20 sind in Alsmeyer [1, S.71fund S.88f.] angegeben.2.5 Regul�are VariationHier werden die f�ur diese Arbeit n�otigen De�nitionen aus dem Gebiet der regul�aren Variationangegeben. F�ur weitere Informationen zu diesem Gebiet sei auf die B�ucher von Bingham, Goldieund Teugels [5], Resnick [33] oder Embrechts et al. [17] verwiesen.De�nition 2.22 (langsam variierende Funktion in 1)Sei l : [a;1) ! IR; a 2 IR, eine positive me�bare Funktion, die auf einer Umgebung von 1de�niert ist.Falls 8t > 0limx!1 l(tx)l(x) = 1;dann hei�t l langsam variierende Funktion in 1.Beispiele f�ur langsam variierende Funktionen:� Konstante Funktionen sind trivialerweise langsam variierende Funktionen.� Funktionen, die im Limes gegen Unendlich gegen eine echt positive Konstante streben.� Die Logarithmusfunktion, dennlimx!1 ln(tx)ln(x) l0Hospital= limx!1 t=(tx)1=x = 1:De�nition 2.23 (regul�ar variierende Funktion in 1)Sei l eine me�bare nichtnegative Funktion.Falls 8t > 0limx!1 l(tx)l(x) = t�;dann hei�t l regul�ar variierende Funktion in 1 mit Index �.



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 18Beispiele f�ur regul�ar variierende Funktionen mit Index � sind etwax�; x� ln(x); x� ln(1 + x):De�nition 2.24 (Tailindex)Sei X eine ZV, �F (x) = P(X > x); x > 0; die Funktion, die den rechten Tail der ZV beschreibt,und l eine langsam variierende Funktion in 1. Damit gelteP(X > x) � l(x)x��:Dann ist �F regul�ar variierend in 1 mit Index ��, dennlimx!1 �F (tx)�F (x) = t��; x!1:Den Index � bezeichnen wir dann als Tailindex des rechten Tails der Verteilung von X. Analogl�a�t sich auch der Tailindex des linken Tails von X de�nieren.Bemerkung:F�ur eine reelle ZV X mit P(X > x) � C1x��und P(X < �x) � C2x�� f�ur x > 0, d.h. X besitztTailindex � f�ur beide Tails, giltE�jXju� <1; f�ur 0 < u < �; und E�jXju� =1; f�ur u � �: (2.4)Aufgrund der Monotonie der Verteilungsfunktion gilt f�ur Konstanten C; �C und hinreichendgro�es s > 0Cx�� � P(X > x) � �Cx�� und Cx�� � P(X � �x) � �Cx��; f�ur x > s: (2.5)Damit zeigt sich f�ur 0 < u < � mit Hilfe partieller IntegrationE�jXju� � sZ�s jxjudP(X � x)| {z }=:K2IR; konstant + 1Zs xudP(X � x) + �sZ�1 jxjudP(X � x)= K � 1Zs xudP(X > x)dx+ �sZ�1 (�x)udP(X � x)= K � hxuP(X > x)i1x=s + u 1Zs xu�1P(X > x)dx+h(�x)uP(X � x)i�sx=�1 + u �sZ�1 (�x)u�1P(X � x)dx(2:5)� K + �Csu�� + u 1Zs xu�1 �Cx��dx+ �Csu�� + u �sZ�1 (�x)u�1 �C(�x)��dx= K + 2 �Csu�� + 2u �C su��u� � < 1:



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 19F�ur u = � folgt mit partieller IntegrationE�jXj�� = sZ�s jxj�dP(X � x)| {z }=:K02IR; konstant � 1Zs x�dP(X > x) + �sZ�1 (�x)�dP(X � x)= K 0 � hx�P(X > x)i1x=s + � 1Zs x��1P(X > x)dx+h(�x)�P(X � x)i�sx=�1 + �sZ�1 (�x)��1P(X � x)dx(2:5)� K 0 + C� 1Zs x�1dx+ C� �sZ�1 (�x)�1dx= K 0 + 2Ch lnxi1s = 1;und f�ur u > � folgt mit der Jensenschen UngleichungE�jXju� = E�(jXj�)u=�� Jensen� �E�jXj��u=�� = 1:Wir werden sp�ater das Tailverhalten der station�aren Verteilungen f�ur den GARCH(1,1)-Proze�und den AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen untersuchen. Dabei werden wir feststellen,da� diese Verteilungen einen Tailindex � f�ur beide Tails besitzen und die langsam variierendeFunktion eine Konstante ist. Damit ist die Aussage (2.4) g�ultig f�ur ZV X, die nach diesen sta-tion�aren Verteilungen verteilt sind.Der folgende Satz stammt von Breiman [12] und besagt, da� f�ur das Produkt zweier unabh�angigerregul�ar variierender ZV die ZV mit dem kleineren Tailindex den Index des Produkt bestimmt.Satz 2.25Sei X eine nichtnegative ZV mit P(X > x) � l(x)x�� f�ur eine langsam variierende Funktion l.Weiter sei Y eine nichtnegative ZV, unabh�angig von X, mit E(jY j�+") <1 f�ur ein " > 0.Dann giltP(Y X > x) � E�Y ��l(x)x��;d.h. Y X besitzt Tailindex � f�ur den rechten Tail der Verteilung.Einen Beweis zu diesem Satz, sogar f�ur den multivariaten Fall, �ndet man in Davis et al. [13,S.23f].



Kapitel 3Lineare stochastischeRekurrenzgleichungenWir betrachten in diesem Kapitel Zeitreihenmodelle, welche die folgende stochastische Rekur-renzgleichung erf�ullen.Yn = AnYn�1 +Bn; n 2 IN; (3.1)mit Start-ZV Y0; (An; Bn)n2IN iid und unabh�angig von Y0.Hier, wie im folgenden auch, seien alle Zufallsvariablen auf demWahrscheinlichkeitsraum (
;A;P)de�niert, soweit nicht explizit etwas Gegenteiliges de�niert ist.Mit L�osungen dieser Gleichung haben sich bereits Kesten [25] und Vervaat [41] eingehendbesch�aftigt, wobei sich Kesten auch deren Tailverhalten widmete. Auf Vervaat geht der Satz3.2 �uber die Existenz einer station�aren L�osung f�ur die Gleichung (3.1) zur�uck. F�ur den Kernsatzdieses Kapitels (Satz von Goldie) greifen wir auf den Beweis von Goldie zur�uck, den wir hierausf�uhrlich darstellen werden. Als Grundlage des Beweises stellt sich das Key Renewal Theorem(Satz 2.21) aus der Erneuerungstheorie heraus.Das restliche Geschehen in diesem Kapitel zielt auf die Anwendung des Satzes von Goldie aufden GARCH(1,1)-Proze�. Mit den Stationarit�atseigenschaften von GARCH-Prozessen habensich u.a. Bougerol und Piccard [10] auseinandergesetzt, w�ahrend Mikosch und St�aric�a [29] undNelson [30] besonders das Tailverhalten des GARCH(1,1)-Prozesses untersuchten.Zu Beginn seien nun beispielhaft einige Modelle angegeben, welche die stochastische Rekurrenz-gleichung (3.1) erf�ullen. Insbesondere der GARCH(1,1)-Proze� wird uns im weiteren Verlauf derArbeit noch n�aher interessieren.Beispiel 3.1� ARCH(1): Xn = �n"n; �2n = �0 + �1X2n�1; n 2 IN; �0 > 0; �1 > 0.Um auf die Form des Modells (3.1) zu kommen, quadrieren wir den ARCH(1)-Proze� und20



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 21erhaltenX2n|{z}=:Yn = (�0 + �1X2n�1)"2n = �1"2n| {z }=:An X2n�1| {z }Yn�1 +�0"2n| {z }=:Bn :
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Abbildung 3.1: 1000 simulierte Daten des ARCH(1)-Prozesses Xn = �n"n; �2n = 0:4 + 0:4X2n�1,wobei die Noise-Variablen ("n)n2IN iid-standardnormalverteilt ist.Die Abbildung 3.1 zeigt die Simulation eines ARCH(1)-Prozesses. Er gibt die empirischenEigenschaften von Renditenreihen realer Finanzdaten recht gut wieder (vgl. Abb. 1.2).� GARCH(1,1): Xn = �n"n; �2n = �0+�1X2n�1+�1�2n�1; n 2 IN; �0 > 0; �1 > 0; �1 > 0.Um diesen Proze� in die Form des obigen Modells zu pressen, ist eine zweidimensionaleDarstellung notwendig. Aus den Zufallsvariablen werden dann Zufallsvektoren bzw. Zu-fallsmatrizen. X2n�2n !| {z }=:Yn =  �1"2n �1"2n�1 �1 !| {z }=:An  X2n�1�2n�1 !| {z }=Yn�1 + �0"2n�0 !| {z }=:Bn :Wir werden sp�ater nicht mit dieser Darstellung arbeiten, sondern werden eine station�areGrenzverteilung f�ur den Proze� (�2n)n2IN suchen und dessen Tailverhalten betrachten. MitHilfe des Satzes 2.25 von Breiman [12] werden wir die so gewonnenen Resultate auf denGARCH(1,1)-Proze� zur�uckf�uhren. Der Proze� (�2n)n2IN besitzt ebenfalls die Form (3.1).�2n|{z}=:Yn = �0 + �1�2n�1"2n�1 + �1�2n�1 = (�1"2n�1 + �1)| {z }=:An �2n�1| {z }Yn�1 + �0|{z}=:Bn :
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Abbildung 3.2: 1000 simulierte Daten des Bilinearen Prozesses Yn = 0:2Yn�1+0:4Yn�1"n�1+"n,wobei die Noise-Variablen ("n)n2IN iid-standardnormalverteilt sind.� Bilinearer Proze� BL(1,0,1,1):Yn = �1Yn�1 + �1Yn�1"n�1 + "n = (�1 + �1"n�1)| {z }=:An Yn�1 + "n|{z}=:Bn :In Abbildung 3.2 sehen wir eine Simulation eines Bilinearen Prozesses. Dabei erkennenwir, da� dieser Proze� zwar einige empirische Eigenschaften der Logreturns besitzt, wieetwa die Klusterbildung, der Pfad allerdings teilweise sehr lange Zeit braucht, bis er wiederden Mittelwert 0 erreicht, was f�ur Finanzzeitreihen untypisch ist.� Den AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen k�onnen wir nicht derart einfach in die Form(3.1) bringen. Durch Quadrieren kommen wir etwa auf die FormX2n = 1X2n�1 + 21q�0 + �1X2n�1"n + (�0 + �1X2n�1)"2n;die uns nicht weiter bringt.



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 233.1 Konvergenz des stochastischen Prozesses und Eigenschaftender station�aren VerteilungZun�achst betrachten wir den rekursiven Aufbau des stochastischen Prozesses (Yn)n2IN genauer.Aus Modell (3.1) erhalten wirY1 = A1Y0 +B1;Y2 = A2Y1 +B2 = A2A1Y0 +A2B1 +B2;... ...Yn = Y0 nYj=1Aj + nXm=1Bm nYj=m+1Aj ; n 2 IN: (3.2)Da (An; Bn)n2IN iid und unabh�angig von Y0 sind, 0gilt(Y0; (Ak; Bk)1�k�n) d= (Y0; (An�k+1; Bn�k+1)1�k�n)und damitYn d= Y0 nYj=1Aj + nXm=1Bm m�1Yj=1 Aj ; n 2 IN: (3.3)Um herauszu�nden unter welchen Annahmen an (A1; B1) und Y0 der stochastische Proze�(Yn)n2IN in Verteilung konvergiert, benutzen wir einen Satz aus Embrechts et al. [17], der aufVervaat [41] zur�uckgeht. Dieser Satz liefert uns auch einige Eigenschaften der Grenzverteilung.Satz 3.2Sei (Yn) ein stochastischer Prozess wie in (3.1) gegeben mitE(ln+ jB1j) <1 und E(ln jA1j) < 0: (3.4)Dann gilt:a) Yn d! Y mit Y d= A1Y +B1, wobei Y unabh�angig von (A1; B1) ist.b) Die Gleichung Y d= A1Y +B1 besitzt eine in Verteilung eindeutige L�osungY d= 1Xm=1Bm m�1Yj=1 Aj : (3.5)c) Falls Y0 d= Y , dann ist (Yn)n2IN strikt station�ar.Falls zus�atzlich gilt, da�E(jB1jp) <1 und E(jA1jp) < 1 f�ur ein p 2 [1;1); (3.6)



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 24dann gilt weiterd) E(jY jp) <1;e) E(jY jm) = mXk=0 mk!E(Ak1Bm�k1 )E(Y k); m = 1; 2; : : : ; bpc;bpc bezeichne die gr�o�te ganze Zahl n � p .Bemerkung:Aus (3.6) lassen sich die Bedingungen (3.4) folgern, d.h. wenn die Voraussetzungen (3.6) gelten,dann sind alle Aussagen a) bis e) g�ultig. Dies zeigen wir mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung,indem wir ausn�utzen, da� ln und ln+ konvexe Funktionen sind.Falls E(jB1jp) <1 f�ur ein p 2 [1;1), dann istE(ln+ jB1j) = 1pE �ln+(jB1jp)� � 1p ln+E (jB1jp) <1;und falls E(jA1jp) < 1 f�ur ein p 2 [1;1), dann giltE(ln jA1j) = 1pE (ln(jA1jp)) � 1p lnE (jA1jp) < 1:F�ur den Beweis des Satzes 3.2 ben�otigen wir den folgenden Satz �uber die Konvergenz einer Folgevon Zufallsvariablen. Einen Beweis zu diesem Satz �ndet man etwa in Billingsley [4, Kap. 5].Satz 3.3 (Continuous mapping theorem)Sei h : K ! K 0 eine Abbildung zwischen den metrischen R�aumen K und K 0, die beide mit denBorelschen �-Algebren ausgestattet seien. Weiter gelte f�ur eine Folge (An)n2IN von Zufallsvaria-blen, da� An d! A in K, f�ur eine Zufallsvariable A mit Verteilung PA.Falls die Menge der Unstetigkeitsstellen der Abbildung h das PA-Ma� 0 besitzt, dann gilth(An) d! h(A) in K 0:Beweis von Satz 3.2:F�ur verschiedene Start-ZV Y0 und Y 00 im Modell (3.1) ergibt sich nach Gleichung (3.2)Yn(Y0) = Y0 nYj=1Aj + nXm=1Bm m�1Yj=1 Aj;Yn(Y 00) = Y 00 nYj=1Aj + nXm=1Bm m�1Yj=1 Ajund damitYn(Y0)� Yn(Y 00) = (Y0 � Y 00) nYj=1Aj ; n 2 IN:



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 25Durch die Bezeichnung Yn(Y0) soll die Abh�angigkeit des stochastischen Prozesses (Yn)n2IN vonder Start-ZV Y0 ausgedr�uckt werden.Das starke Gesetz der gro�en Zahlen zusammen mit E(ln jA1j) < 0 ergibt1n nXj=1 ln jAj j f:s:�! E(ln jA1j) < 0und damitnYj=1 jAj j = exp8<:n � 1n nXj=1 ln jAj j9=; n!1�! 0 f:s:Wir betrachten nun Y �n := nPm=1Bm m�1Qj=1 Aj. Wegen Gleichung (3.3) giltYn d= Y0 nYj=1Bj + Y �n :Die Y �n sind die Partialsummen der unendlichen Reihe in Gleichung (3.5). Eine hinreichendeBedingung f�ur die Konvergenz in Verteilung der Folge (Y �n )n2IN ist die fast sichere Konvergenzdieser unendlichen Reihe.Nach dem starken Gesetz der gro�en Zahlen und wegen den Bedingungen (3.4) gilt1m ln+ jBmj f:s:�! 0 und 1m mXj=1 ln jAj j f:s:�! E(ln jA1j) < 0und damit������Bm m�1Yj=1 Aj������ � exp8<:ln jBmj+ m�1Xj=1 ln jAj j9=;� exp8<:m24 1m ln+ jBmj+ 1m m�1Xj=1 ln jAj j359=;< e�am f.s.f�ur ein a 2 �0; jE(ln jA1j)j� und hinreichend gro�es m .Also konvergiert die rechte Seite von (3.5) fast sicher.Desweiteren gilt(An; Bn; Yn�1) d! (A1; B1; Y ); Y unabh�angig von (A1; B1);da (An; Bn) unabh�angig von Yn�1; n 2 IN; (An; Bn)n2IN iid und Yn�1 d! Y; n!1.Mit dem Continuous mapping theorem (Satz 3.3) folgt dannYn = AnYn�1 +Bn d! A1Y +B1



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 26und wegen Yn d! Y schlie�lichY d= A1Y +B1:Um die Eindeutigkeit von Y zu zeigen, nehmen wir an, da� Yn d! Y und Yn d! Y 0 , wobei Yund Y 0 verschiedene Verteilungen besitzen, aber beide die Gleichung aus a) erf�ullen.Dann giltY1(Y 0) = A1Y 0 +B1 d= Y 0;und weil (An; Bn)n2IN iid und unabh�angig von der Start-ZV ist, giltYn d= Y 0 n 2 IN; also Y d= Y 0;im Widerspruch zur Annahme.F�ur die strikte Stationarit�at von Y m�ussen wir zeigen, da�(Y0; Y1; : : : ; Ym) d= (Yl; Yl+1; : : : ; Yl+m) m; l 2 IN:Wir zeigen hier den Fallm = 1; den allgemeinen Fall erh�alt man durch Erweiterung des folgendenArguments.(Yl; Yl+1) = (Yl; Al+1Yl +Bl+1)d= (Y0; A1Y0 +B1) = (Y0; Y1):Zum Beweis von d) de�nieren wir uns zun�achst eine Norm, mittelskZkp = [E(jZjp)]1=p f�ur beliebige ZV Z:Wegen (3.6) gilt kB1kp <1 und kA1kp < 1 und damitkY kp =  1Xm=1Bm m�1Yj=1 Ajp � 1Xm=1 Bm m�1Yj=1 Ajp= kB1kp 1Xm=1(kA1kp)m�1 = kB1kp 11� kA1kp < 1:Also ist E(jY jp) <1.Aus Y d= A1Y +B1 folgt weiterY m d= (A1Y +B1)m = mXk=0 mk!Am�k1 Bk1Y k;



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 27und darausE(Y m) = mXk=0 mk!E�Am�k1 Bk1�E(Y k):Damit ist auch e) bewiesen. 23.2 Tailverhalten der station�aren VerteilungZiel des weiteren Vorgehens ist es, das Tailverhalten der station�aren Verteilung eines durch Mo-dell (3.1) gegebenen Prozesses zu bestimmen. Insbesondere sind wir an der Berechnung einesTailindexes, wie in De�nition 2.24 gegeben, interessiert. Die dazu notwendigen S�atze sind ausGoldie [20] entnommen.Satz 3.4 (Satz von Goldie)A und Y seien unabh�angige ZV und A erf�ulle die folgenden Bedingungen.(B1) Es gibt ein � > 0, so da� E(jAj�) = 1:(B2) F�ur dieses � gilt E �jAj� ln+ jAj� <1:(B3) Die Verteilung von ln jAj gegeben A 6= 0 ist nicht-arithmetisch, d.h.P�ln jAj 2 fn�; n 2 ZZg���A 6= 0� < 1 8� > 0:1. Fall: P(A < 0) = 0Falls Z 10 jP(Y > t)�P(AY > t)j t��1dt <1 (3.7)bzw. Z 10 jP(Y < �t)�P(AY < �t)j t��1dt <1;dann giltP(Y > t) � C+t��; t!1; bzw. P(Y < �t) � C�t��; t!1; (3.8)wobei C+ = 1m Z 10 (P(Y > t)�P(AY > t)) t��1dt;C� = 1m Z 10 (P(Y < �t)�P(AY < �t)) t��1dt;m := E (jAj� ln jAj) :2. Fall: P(A < 0) > 0Falls die Bedingungen (3.7) erf�ullt sind, dann gilt (3.8) mitC = C+ = C� = 12m Z 10 (P(jY j > t)�P(jAY j > t)) t��1dt: (3.9)
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Bemerkungen:(i) Wenn die Voraussetzungen des Satzes 3.4 erf�ullt sind, dann erhalten wir den Tailindex �der Zufallsvariable Y als L�osung der Gleichung E(jAj�) = 1.Der Satz ist allerdings in der jetzigen Form, aufgrund der nachzuweisenden Voraussetzung(3.7), in der Praxis nicht anwendbar. F�ur den GARCH(1,1) werden wir den noch folgendenSatz 3.7 ben�utzen, der auf dem Satz von Goldie aufbaut.(ii) Der obige Satz besitzt nur dann eine relevante Aussage, wenn EjY j� =1.Wenn EjY j� = 1R0 t�dP(jY j � t) <1, dann giltlimt!1 t�P(jY j > t) � limt!1 1Zt s�dP(jY j � s) = 0: (3.10)Analog gilt limt!1 t�P(jAY j > t) = 0, weil A und Y stochastisch unabh�angig sind.Partielle Integration und (3.9) liefert dannC = 12m 1Z0 �P(jY j > t)�P(jAY j > t)�t��1dt= 12m� 1Z0 t��1P(jY j > t)dt� 1Z0 t��1P(jAY j > t)dt�= 12m�h t�� P(jY j > t)i1t=0 � 1Z0 t�� dP(jY j > t)� h t�� P(jAY j > t)i1t=0 + 1Z0 t�� dP(jAY j > t)�= 12m��EjY j� �EjAY j��; wegen (3.10),= 12m��EjY j� �EjAj�| {z }=1 EjY j��; da A; Y stoch. unabh�angig,= 0:Dann kann man (3.8) verstehen alsP(jY j > t) = o(t��); d.h. t� P(jY j > t) ! 0; t!1:Der Beweis des Satzes von Goldie ist sehr umfangreich, weshalb wir uns anschlie�end in einemeigenen Abschnitt damit befassen werden.



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 29Korollar 3.5Y sei reellwertige ZV auf (
;A;P) und  : IR�
! IR sei eine B(IR)�A - me�bare Abbildung.Es gelte die stochastische GleichungY d=  (Y );  ; Y stochastisch unabh�angig. (3.11)A sei eine von Y unabh�angige ZV, die die Bedingungen (B1) bis (B3) aus Satz 3.4 erf�ullt.Falls die folgenden Voraussetzungen gelten,E ���� (Y )+�� � �(AY )+����� < 1 und (3.12)E ���� (Y )��� � �(AY )������ < 1; (3.13)dann erh�alt manP(Y > t) � C+t��; t!1; und (3.14)P(Y < �t) � C�t��; t!1: (3.15)Dabei giltC+ = 1�mE�( (Y )+)� � ((AY )+)��; (3.16)C� = 1�mE�( (Y )�)� � ((AY )�)��: (3.17)F�ur den Beweis des Korollars ben�otigen wir das folgende Lemma.Lemma 3.6X und Y seien beliebige reelle ZV auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum.Es gilt1Z0 jP(X > t)�P(Y > t)j t��1dt � 1�E ��(X+)� � (Y +)��� : (3.18)Falls die linke Seite von (3.18) endlich ist, gilt sogar1Z0 �P(X > t)�P(Y > t)�t��1dt = 1�E�(X+)� � (Y +)��:Beweis:O.E. seien X;Y � 0, da P(X > t) = P(X+ > t) f�ur nichtnegative t gilt.Zuerst schreiben wir P(X > t)�P(Y > t) um.P(X > t)�P(Y > t) == P(X > t; Y � t) +P(X > t; Y > t)�P(Y > t;X � t)�P(Y > t;X > t)= P(X > t; Y � t)�P(Y > t;X � t); t 2 IR:



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 30Damit ergibt sich1Z0 jP(X > t)�P(Y > t)j t��1dt = 1Z0 jP(X > t; Y � t)�P(Y > t;X � t)j t��1dt� 1Z0 P(Y � t < X)t��1dt+ 1Z0 P(X � t < Y )t��1dt= Eh1fY <Xg XZY t��1dti+Eh1fX<Y g YZX t��1dti= 1�Eh1fY <Xg(Y � �X�) + 1fX<Y g(X� � Y �)i= 1�EjX� � Y �j= 1�E ��(X+)� � (Y +)��� ; da X;Y > 0:Falls 1R0 jP(X > t; Y � t)�P(Y > t;X � t)j t��1dt <1; gilt sogar1Z0 �P(X > t)�P(Y > t)�t��1dt = 1Z0 �P(Y � t < X)t��1 �P(X � t < Y )�t��1dt= Eh1fY <Xg XZY t��1 � 1fX<Y g YZX t��1dti= 1�Eh1fY <Xg(Y � �X�)� 1fX<Y g(X� � Y �)i= 1�E�(X+)� � (Y +)��:Damit ist dieses Lemma bewiesen. 2Beweis von Korollar 3.5:Wir zeigen, da� die Voraussetzungen des Satzes 3.4 erf�ullt sind.1Z0 jP(Y > t)�P(AY > t)j t��1dt = 1Z0 jP( (Y ) > t)�P(AY > t)j t��1dt� 1�E ���� (Y )+�� � �(AY )+����� ; nach Lemma 3.6,<1 nach Voraussetzung (3.12):1Z0 jP(Y < �t)�P(AY < �t)j t��1dt = 1Z0 jP( (Y ) < �t)�P(AY < �t)j t��1dt= 1Z0 jP(� (Y ) > t)�P(�AY > t)j t��1dt



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 31� 1�E���((� (Y ))+| {z }= (Y )� )� � ((�AY )+| {z }=(AY )� )����; nach Lemma 3.6,<1 nach Voraussetzung (3.13):Aus Satz 3.4 ergeben sich die Gleichungen (3.14) und (3.15) und aus Lemma 3.6 erhalten wirschlie�lich die Gleichungen f�ur C+ und C�.C+ = 1m 1Z0 �P( (Y ) > t)�P(AY > t)�t��1dt= 1m�E�( (Y )+)� � ((AY )+)��:Analog l�a�t sich auch C� berechnen. 2Nun betrachten wir eine spezielle Rekurrenzgleichung, indem wir f�ur die Abbildung   (t) := At+B; t 2 IR;w�ahlen, wobei der Zufallsvektor (A;B) unabh�angig von Y sei. Dabei sei Y die station�are Ver-teilung des im Modell (3.1) de�nierten Prozesses Yn. Nach Satz 3.2 gilt dann Y d=  (Y ).Weiter de�nieren wir n(t) := Ant+B; t 2 IR; n 2 IN:F�ur  n(Yn�1) erhalten wir die Rekurrenzgleichung des Modells (3.1) und aus Satz 3.2 ergibtsich, da�Y d= 1Xk=1Bk k�1Yl=1 Al; (Aj ; Bj) iid (A;B);die in Verteilung eindeutige L�osung dieser Rekurrenzgleichung ist.Satz 3.7A und B seien reelle ZV auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum und A erf�ulle dieBedingungen (B1) - (B3).Weiter erf�ulle B die MomentenbedingungEjBj� < 1 f�ur � wie in (B1): (3.19)Dann existiert eine eindeutige Verteilung f�ur Y , so da�Y d= AY +B; Y unabh�angig von (A;B):F�ur diese Verteilung giltP(Y > t) � C+t�� bzw. P(Y < �t) � C�t��; t!1;



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 32wobei im Fall P(A < 0) = 0C+ = 1�mEh((AY +B)+)� � ((AY )+)�i;C� = 1�mEh((AY +B)�)� � ((AY )�)�iund im Fall P(A < 0) > 0C+ = C� = 12�mEhjAY +Bj� � jAY j�i:Bemerkung:F�ur den Proze� (�n)n2IN aus dem GARCH(1,1)-Proze� (vgl. Beispiel 3.1) ist die Momentenbe-dingung (3.19) o�ensichtlich erf�ullt, denn dann ist B = �0 2 (0;1).Beweis:Ziel des Beweises ist, das Korollar 3.5 anwenden zu k�onnen. Es m�ussen also die Voraussetzungen(3.12) und (3.13) erf�ullt sein - dabei entspricht  (Y ) nun AY +B.Die linke Seite von (3.12) k�onnen wir schreiben alsE ��((AY +B)+)� � ((AY )+)��� = E�1f�B<AY �0g(AY +B)��| {z }=:J1 +E�1f0<AY��Bg(AY )��| {z }=:J2 ++E�1fB>0;AY >0g ((AY +B)� � (AY )�)�| {z }=:J3 +E�1fB<0;AY+B>0g ((AY )� � (AY +B)�)�| {z }=:J4 :F�ur die einzelnen Terme ergibt sich dannJ1 � E(jBj�) <1 nach Voraussetzung (3.19);J2 � E(jBj�) <1 nach Voraussetzung (3.19):Um die Endlichkeit von J3 und J4 zu zeigen, ben�otigt man die folgenden elementaren Unglei-chungen f�ur x; y 2 IR und r > 0.jx+ yjr � cr(jxjr + jyjr); cr = maxf2r�1; 1g: (3.20)���jxjr � jyjr��� � ( jx� yj ; 0 < r � 1rjx� yj(maxfjxj; jyjg)r�1; 1 < r <1: (3.21)Mit Ungleichung (3.21) folgt f�ur J3 und den Fall � � 1J3 � E�1fB>0;AY >0gB�� � EjBj� <1:



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 33F�ur den Fall � > 1 ergibt sichJ3 � E�1fB>0;AY >0g�B(AY +B)��1� mit (3.21),� E�1fB>0;AY >0g�c��1B �B��1 + (AY )��1�� mit (3.20),� �c��1�E(jBj�) +E �jBjjAj��1�E(jY j��1)�; da Y unabh�angig von (A;B);� �c��1�E(jBj�)| {z }<1 +(E(jBj�)| {z }<1 )1=�( E(jAj�)| {z }<1 wg. (B1))��1� E(jY j��1)� H�older-Ungl.,< 1; da E(jY j��1) <1 nach Satz 3.2 d) und Lemma 3.9.
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Abbildung 3.3: Jeweils 1000 simulierte Daten von GARCH(1,1)-Prozessen Xn = �n"n; �2n =�0 + �1X2n�1 + �1�2n�1; mit unterschiedlichen Parametern, wobei die Noise-Variable standard-normalverteilt ist. Die Parametertripel (�0; �1; �1) sind links oben (0.4,0.4,0.2), rechts oben(0.4,1,0.2), links unten (0.4,0.4,0.6) und rechts unten (1,0.4,0.2). Die Noise-Variable ist in allenvier Simulationen standardnormalverteilt.F�ur J4 gilt im Fall � � 1J4 � E�1fB<0;AY >�Bg(�B)�� � E(jBj�) <1 mit (3.21):Falls � > 1, giltJ4 � E�1fB<0;AY >�Bg�jBjjAY j��1� mit (3.21),



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 34� �E �jBjjAj��1�E �jY j��1� ; da Y unabh�angig von (A;B);< 1 (wie oben):Damit ist die Voraussetzung (3.12) erf�ullt.Indem wir �Y f�ur Y und (A;�B) anstatt (A;B) in die Rekurrenzgleichung einsetzen, erhaltenwir die zweite Voraussetzung (3.13).Nun k�onnen wir das Korollar 3.5 anwenden, woraus alle angegebenen Resultate folgen. 2Die Abbildung 3.3 zeigt den Einu� der verschiedenen Modellparameter auf die Gestalt derRenditenreihen. Dabei ist die Skalierung der Bilder besonders zu beachten. Wir erkennen, da�die Parameter �1 und �1 starken Einu� auf die extremalen Ausschl�age haben, w�ahrend der Pa-rameter �0 nur eine leichte Umskalierung bewirkt. Insbesondere ver�andern die Parameter �1 und�1 die f�ur Finanzdaten typische Eigenschaft des Wechselns zwischen Phasen hoher Volatilit�atund Perioden mit schwachen Ausschl�agen.3.3 Beweis des Satzes von GoldieDie Struktur des nachfolgenden Beweis von Satzes 3.7 wurde weitgehend aus Goldie [20] �uber-nommen. Die f�ur den Beweis n�otigen Lemmata werden vorab bereitgestellt, zun�achst folgt al-lerdings eine Notation.Notation 3.8Wir setzen0a ln 0 := 0 f�ur a > 0:Die Berechtigung dieser Notation ergibt sich aus der Limesbetrachtunglimx#0 xa lnx = limx#0 lnxx�a l0Hospital= limx#0 1=x�ax�(a+1) = limx#0 �xaa = 0:Lemma 3.9A sei ZV, die die Bedingungen (B1) bis (B3) erf�ullt.Dann ist die Funktion f , de�niert durchf(u) = E �1fA 6=0gjAju� = E (jAju) ; u 2 [0; �];eine strikt konvexe Funktion in (0; �) und es gilta) �1 � E(ln jAj) < 0;b) m = E(jAj� ln jAj) 2 (0;1):



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 35Beweis:Wegen (B1) gilt unter Ausnutzung der H�older-Ungleichung0 � E(1fA 6=0gjAju) u�0� E(jAju) = E �(jAj�)u=�� u��� (E(jAj�))u=� = 1u=� = 1:Damit ist f eine beschr�ankte Funktion auf [0; �].Nun wollen wir die Kr�ummung dieser Funktion bestimmen, d.h. wir ben�otigen die zweite Ablei-tung. Um in den folgenden Rechnungen Di�erentation und Integration vertauschen zu k�onnenbrauchen wir den Di�erentationssatz f�ur parameterabh�angige Integrale (Satz 2.14).Wir wollen den Satz nun zweimal anwenden, ben�otigen also eine stetige erste und zweite Ab-leitung von 1fx6=0gjxju sowie PA-integrierbare Majoranten von 1fx6=0gjxju, ddu1fx6=0gjxju und vond2du21fx6=0gjxju. Dabei bezeichne PA die Verteilung der ZV A.� 1fx6=0gjxju ist beliebig oft stetig di�erenzierbar nach u, denn f�ur k 2 IN giltdkduk �1fx6=0gjxju� = 1fx6=0g dkduk eu ln jxj = 1fx6=0g(ln jxj)kjxjk:� 1fx6=0gjxju besitzt eine von u unabh�angige PA-integrierbare Majorante.ZIR 1fx6=0gjxjudPA(x) = ZIR 1fx6=0gjxjudP(A � x)= E�1fA 6=0;jAj�1gjAju + 1fjAj>1gjAju�� E�1fA 6=0g(1 + jAj�)� <1 nach (B1) .� ��� ddu(1fx6=0gjxju)��� = 1fx6=0gjxj��� ln jxj��� besitzt eine von u unabh�angige PA-integrierbare Ma-jorante.F�ur den folgenden Erwartungswert n�utzen wir aus, da� jxju��� ln jxj��� stetig und beschr�anktauf [0; 1] ist, wegenlimx#0 xu lnx = limx#0 lnxx�u l0Hospital= limx#0 1=x�ux�u�1 = limx#0 �1uxu = 0: (3.22)F�ur eine Konstante K > 0 gilt dannE����� ddu(1fA 6=0gjAju)����� = E �1fjAj>1gjAju ln jAj�+E �1fjAj�1;A 6=0gjAju��� ln jAj����� E �jAj� ln+ jAj�+KP(fjAj � 1g) <1 nach (B2):� F�ur beliebiges ~u 2 (0; �) existiert eine Umgebung U von ~u, so da� f�ur alle u 2 U eine vonu unabh�angige PA-integrierbare Majorante f�ur��� d2du2 (1fx6=0gjxju)��� = 1fx6=0g(ln jxj)2jxju existiert.



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 36Sei ~u 2 (0; �) beliebig, dann w�ahlen wir � := �� ~u > 0 und U := (0; ~u + �2).Mit (B1) giltE(jAj�) = ZIR jxj�dP(A � x) <1 und damit auchE �jAju+�=2(ln+ jAj)2� = ZIR jxj���=2(ln jxj)2dP(A � x) <1; weiljxj���=2(ln jxj)2jxj� ! 0 f�ur jxj ! 1:F�ur den folgenden Erwartungswert nutzen wir aus, da� jxju(ln jxj)2 stetig und beschr�anktist auf [0; 1], wegenlimx#0 xu(lnx)2 = limx#0 (lnx)2x�u l0Hospital= limx#0 2x lnx�ux�u�1 = limx#0 �2uxu lnx (3:22)= 0:F�ur eine Konstante K 0 > 0 gilt dannE ����� d2du2 (1fA 6=0gjAju)�����! = E�1fjAj>1gjAju(ln jAj)2�+E �jAju(ln jAj)2�� E�jAju+�=2(ln+ jAj)2�+K 0 �P(fjAj � 1g) <1:Nun wird die Funktion f mit Hilfe des Di�erentationssatzes (2.14) zweimal abgeleitet; als ersteAbleitung ergibt sichf 0(u) = dduE(1fA 6=0gjAju) = E(1fA 6=0gjAju ln jAj);und f�ur die zweite Ableitung ergibt sichf 00(u) = dduE �1fA 6=0gjAju� = E �1fA 6=0gjAju(ln jAj)2� :Die Bedingung (B3) macht nur Sinn, wenn P(A 6= 0) > 0 gilt. Dies mu� aber wegen (B1)gelten, denn E(jAj�) = 1 f�ur ein � > 0.Aus (B3) folgt nun wiederumP(ln(jAj) = 0 j A 6= 0) = P(jAj = 1 j A 6= 0) = P(jAj = 1)P(A 6= 0) < 1und damit P(jAj = 1) < P(A 6= 0).Also erhalten wirP(jAj 2 f0; 1g) = P(A = 0) +P(jAj = 1) < 1;



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 37und damitf 00(u) = E(1fA 6=0g (ln(jAj))2jAju| {z }>0 mit pos: W0keit) > 0; u 2 (0; �):Also ist f strikt konvex in (0; �).Um nun die Aussage a) zu zeigen, betrachtet man die beiden F�alle P(A = 0) = 0 undP(A = 0) > 0 getrennt.� P(A = 0) = 0Wegen (B1) giltf(0) = E(1fA 6=0gjAj0) = P(A 6= 0) = 1 = E(jAj�) = f(�): (3.23)Da f(u) strikt konvex und stetig ist in (0; �), gilt0 > f 0(0) = E �1fA 6=0gjAj0 ln jAj� = E (ln jAj) :� P(A = 0) > 0E(ln jAj) = E(1fA=0g ln jAj) +E(1fA 6=0g1fln jAj<0g ln jAj) +E(1fjAj>1g ln jAj)= P(A = 0) ln 0| {z }�1 +E(1fA 6=0;jAj<1g ln jAj| {z }�0 ) + E(ln+ jAj)| {z }<1; siehe unten= �1:E(ln+ jAj) <1, denn angenommen E(ln+ jAj) =1, dann w�urde geltenE(jAj� ln+ jAj) = E(1fjAj>1g jAj�|{z}>1 ln+ jAj) � E(ln+ jAj) =1;im Widerspruch zu (B2).Damit ergibt sich die Aussage a)�1 � E(ln(jAj)) < 0:Es bleibt jetzt noch zu zeigen, da� E(jAj� ln jAj) 2 (0;1).Zun�achst wei� man wegen der Konvexit�at von f und (3.23), da� (unter Verwendung der Notation3.8) E(jAj� ln jAj) = E(1fA 6=0gjAj� ln jAj) = f 0(�) > 0:



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 38Weiter giltE(jAj� ln jAj) = E(1fln jAj<0gjAj� ln jAj) +E(1fln jAj>0gjAj� ln jAj)= E(1fjAj<1g| {z }�0 jAj�|{z}�0 ln(jAj)| {z }�0 )| {z }�0 +E(jAj� ln+ jAj)| {z }<1 nach (B2) < 1:Damit folgt Aussage b). 2Lemma 3.10Sei f 2 L1(IR), f � 0.Falls es eine Funktion � : IR+ ! IR+ gibt, so da� �(")! 1 f�ur " # 0 undf(t+ ") � �(")f(t) 8" > 0; t 2 IR; (3.24)dann ist f dRi.Beweis:O.E. gelte �(") " 1 monoton wachsend f�ur " # 0.Falls dies nicht der Fall ist, dann w�ahlen wir die Funktion~� : " 7! ( �("); falls �(") � 1;2� �("); falls �(") > 1:Dann ist ~�(") � �("):Weiter w�ahlen wir�0 : " 7! inf~"�" ~�(~"):Dann ist �0(") � ~�(") � �(") 8" > 0:Nun ist (3.24) f�ur �0 anstatt � erf�ullt, und �0 ist monoton wachsend f�ur " # 0.Sei nun " > 0 und t0n := arg infff(t); t 2 [n"; (n+ 1)"]g; n 2 IN.Dann gilt"Xn2ZZ inft2[n";(n+1)"] f(t) (3:24)� "Xn2ZZ �(t0n � n"| {z }�" )f(n")� "�(")Xn2ZZ f(n"); da f � 0 und � " 1 monoton wachsend f�ur " # 0;



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 39= "�(")Xn2ZZ 1Z0 f(n")ds= �(")Xn2ZZ " 1Z0 f�(n� 1)"+ s"+ (1� s)"�ds(3:24)� �(")Xn2ZZ " 1Z0 �((1� s)"| {z }�" )f�(n� 1)"+ s"�ds� �2(")Xn2ZZ " 1Z0 f�(n� 1)" + s"�ds; da f � 0 und � " 1 monoton wachsend f�ur " # 0;= �(")2 Xn2ZZ n"Z(n�1)" f(y)dy Substitution y := (n� 1)"+ "s= �(")2 ZIR f(y)dy < 1, da f 2 L1(IR):�Ahnlich wird nun die Rechnung f�ur die Suprema durchgef�uhrt." sei so klein gew�ahlt, da� �(") > 0 und t0n := arg supff(t); t 2 [n"; (n+ 1)"]g; n 2 IN.Dann gilt"Xn2ZZ supt2[n";(n�1)"] f(t) (3:24)� "Xn2ZZ 1�((n+ 1)" � t0n| {z }�" )f((n+ 1)")� "Xn2ZZ 1�(")f((n+ 1)"), da f � 0 und �(") " 1 monoton wachsend f�ur " # 0;= 1�(") Xn2ZZ " 1Z0 f�(n+ 1)"� s"� (1� s)"�ds� 1�(") Xn2ZZ " 1Z0 1�((1� s)")| {z }��(") f�(n+ 1)"� s"�ds, da �(") " 1 monoton wachsend f�ur " # 0;� 1�(")2 Xn2ZZ (n+1)"Zn" f(y)dy Substitution y := (n+ 1)" � s"= 1�(")2 ZR f(y)dy < 1, da f 2 L1(IR):Wegen f 2 L1(IR) undlim"#0 "Xn2ZZ supff(t); t 2 [n"; (n� 1)"]g = ZIR f(y)dy = lim"#0 "Xn2ZZ infff(t); t 2 [n"; (n+ 1)"]g



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 40ist f nach De�nition dRi. 2Vor dem n�achsten Lemma f�uhren wir erst noch den Gl�attungsoperator �� ein.De�nition 3.11 (Gl�attungsoperator)Der Gl�attungsoperator �� ist de�niert durch�� : L1(IR)! L1(IR); f 7! e��1IR+(�) � f;also �f(t) = tR�1 e�(t�u)f(u)du; t 2 IR.Lemma 3.12Sei f 2 L1(IR) .Dann ist �f dRi.Beweis:O.E sei f � 0; ansonsten betrachtet man f+ und f� separat.Wir zeigen, da� �f die Voraussetzungen von Lemma 3.10 erf�ullt.� �f(t+ �) = e�� t+�R�1 e�(t�u)f(u)| {z }�0 du � e�� tR�1 e�(t�u)f(u)du = e�� �f(t) t 2 IR.� e�� ! 1 f�ur � # 0.� �f = 1IR+(�)e�� �f 2 L1(IR), da 1R0 e�tdt <1 und f 2 L1(IR) (nach Satz 2.12 zur Faltung).Nach Lemma 3.10 folgt die Behauptung. 2Lemma 3.13Sei R eine ZV und � > 0, C > 0 Konstanten.Falls tR0 u�P(R > u)du � Ct, t!1, dann ist P(R > t) � Ct��, t!1.Beweis:Der Beweis ist mit Hilfe des Theorems 1.7.5 aus Bingham et al. [5, Exercise 1.11.14] m�oglich.Wir w�ahlen allerdings den direkten Weg.Sei dazu b > 1 fest.b�+1 � 1�+ 1 t�+1P(R > t) = btZt u�duP(R > t)� btZt u�P(R > u)du, da P(R > t) � P(R > u) f�ur u 2 [t; bt];



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 41= btZ0 u�P(R > u)du� tZ0 u�P(R > u)du� Ct(b� 1) f�ur t!1:Also ist lim inft!1 t�P(R > t) � C(b� 1) �+ 1b�+1 � 1 :F�ur b # 1 folgtlim inft!1 t�P(R > t) � C(�+ 1) limb#1 b� 1b�+1 � 1 l0Hospital= C(�+ 1) limb#1 1(�+ 1)b� = C:Analog zeigen wir lim supt!1 t�P(R > t) � C.Sei dazu b 2 (0; 1) fest.tZbt u�P(R > u)du � tZbt u�duP(R > t), da P(R > u) � P(R > t) f�ur u 2 [bt; t];= t�+1 � (bt)�+1�+ 1 P(R > t)= 1� b�+1�+ 1 t�+1P(R > t):Mit tRbt u�P(R > u)du � C(1� b)t f�ur t!1 gilt alsolim supt!1 t�P(R > t) � C 1� b1� b�+1 (�+ 1):F�ur b " 1 folgtlim supt!1 t�P(R > t) � limb"1 C(�+ 1) 1� b1� b�+1 l0Hospital= C(�+ 1) limb"1 �1�(�+ 1)b� = C:Aus den beiden Ungleichungen folgt damit letztendlichlimt!1 t�P(R > t) = C;also gilt P(R > t) � Ct��; t!1. 2Damit haben wir alle notwendigen Lemmata f�ur den nun folgenden Beweis bereitgestellt.Beweis des Satzes von GoldieO.E. f�uhren wir den Beweis nur f�ur den rechten Tail durch, d.h. wir zeigen1Z0 jP(Y > t)�P(AY > t)jt��1dt <1 =) P(Y > t) � C+t��; t!1: (3.25)



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 42Ansonsten w�ahlen wir ~Y := �Y , um die Aussage f�ur den linken Tail zu erhalten.Zuerst seien hier einige n�utzliche De�nitionen und abk�urzende Schreibweisen vorgestellt, die f�urden gesamten Beweis gelten sollen.Ck := ln jAkj, wobei A1; A2; : : : unabh�angige ZV sind und Ak d= A; k 2 N:Vk := ln ����� kYl=1Al����� = kXl=1 ln jAlj = kXl=1Cl; V0 := 0:�k := kYl=1Al; �0 := 1:r(t) := e�tP(Y > et); t 2 IR:�n(t) := e�tP(�nY > et); t 2 IR:g1(t) := e�t�P(Y > et)�P(AY > et)�; t 2 IR:g�1(t) := e�t�P(Y < �et)�P(AY < �et)�; t 2 IR:1. Fall: P(A < 0) = 0F�ur diesen Fall f�uhren wir zus�atzlich zu den obigen De�nitionen noch das Ma� vn ein, mit-telsdvn(t) := e�t nXk=0 dP(Vk � t); t 2 IR:Au�erdem gilt�k = ����� kYl=1Al����� = eVk f.s., da A � 0 f.s.Die Aussage (3.25) werden wir mit Hilfe der Erneuerungstheorie beweisen. Um die S�atze darausanwenden zu k�onnen, m�ussen wir einige Vorbereitungen tre�en. Deshalb sei hier zuerst einegrobe �Ubersicht �uber den Ablauf des Beweises vorangestellt.(i) Zun�achst werden wir die Gleichung r(t) = g1 �vn�1(t)+ �n(t) herleiten, aus der sich sp�aterdie Erneuerungsgleichung herausbildet.(ii) Darauf wenden wir dann den Gl�attungsoperator an, um die Gleichung �r(t) = �g1�vn�1(t)+��n(t) zu erhalten.



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 43(iii) Als n�achstes de�nieren wir uns ein neues Ma� �, aus dem wir das Erneuerungsma� v =limn!1 vn = 1Pk=1 �(k) erhalten.(iv) Danach zeigen wir die Grenz�uberg�ange limn!1 �g1 � vn(t) = �g1 � v(t); t 2 IR; und(v) limn!1 ��(t) = 0; t 2 IR.(vi) Schlie�lich wenden wir auf die Gleichung �r(t) = �g1 � v(t) das Key Renewal Theorem (Satz2.21) an und erhalten letztendlich die gew�unschten Ergebnisse.(i) Zuerst schreiben wir P(Y > et) in eine Teleskopsumme um.F�ur n 2 IN giltP(Y > et) = nXk=1�P(�k�1Y > et)� P(�kY > et)| {z }=P(�k�1AY>et) �+P(�nY > et)= nXk=1�P(eVk�1Y > et)�P(eVk�1AY > et)�+P(�nY > et)= n�1Xk=0E �P(euY > et j Vk = u)�P(euAY > et���Vk = u)�+P(�nY > et)= n�1Xk=0 ZIR �P(Y > et�u)�P(AY > et�u)� dP(Vk � u) +P(�nY > et);wobei die letzte Zeile aus der Unabh�angigkeit von Y und fAk; k 2 INg folgt.Mit den vorangestellten De�nitionen k�onnen wir diesen Ausdruck umschreiben zur(t) = e�tP(Y > et)= ZIR e�(t�u)�P(Y > et�u)�P(AY > et�u)�e�u n�1Xk=0 dP(Vk � u) + e�tP(�nY > et)= ZIR g1(t� u)dvn�1(u) + �n(t)= g1 � vn�1(t) + �n(t):(ii) Auf diese Gleichung wenden wir nun den Gl�attungsoperator an.�r(t) = tZ�1 e�(t�u)r(u)du= tZ�1 e�(t�u)�(g1 � vn�1)(u) + �n(u)�du



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 44= tZ�1 e�(t�u) ZIR g1(u� s)dvn�1(s)du+ tZ�1 e�(t�u)�n(u)du= ZIR tZ�1 e�(t�u)g1(u� s)du dvn�1(s) + ��n(t); nach dem Satz von Fubini, s.u.,= ZIR tZ�1 e�((t�s)�(u�s))g1(u� s)du dvn�1(s) + ��n(t)= ZIR t�sZ�1 e�((t�s)�w)g1(w)dw| {z }=�g1(t�s) dvn�1(s) + ��n(t) Substitution w:=t-s= ZIR �g1(t� s)dvn�1(s) + ��n(t); n 2 IN; t 2 IR:Um den Satz von Fubini anwenden zu k�onnen, m�ussen wir zeigen, da�tZ�1 ZIR ���e�(t�u)g1(u� s)��� dvn�1(s)du < 1:tZ�1 ZIR e�(t�u)jg1(u� s)jdvn�1(s)du == tZ�1 e�t ZIR eue�(u�s)���P(Y > et)�P(AY > et)| {z }�2 ���e�s n�1Xk=0 dP(Vk � s)du� tZ�1 e�t ZIR eue�u � 2 n�1Xk=0 dP(Vk � s)du= 2e�t tZ�1 eu(�+1) n�1Xk=0 ZIR dP(Vk � s)| {z }=1 du� 2ne�t tZ�1 eu(�+1)du= 2ne�t � 1�+ 1eu(�+1)�tu=�1= 2ne�t et(�+1)�+ 1 < 1; t 2 IR; n 2 IN:Also gilt�r(t) = �g1 � vn�1(t) + ��n(t); t 2 IR: (3.26)



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 45(iii) Damit wir die S�atze aus der Erneuerungstheorie anwenden k�onnen, m�ussen wir nun zeigen,da� limn!1 vn ein Erneuerungsma� ist.Dazu de�nieren wir ein Ma� � mittelsd�(u) := e�udP(C1 � u)und zeigen einige Eigenschaften dieses Ma�es.1. � ist ein Wahrscheinlichkeitsma�.ZIR d�(u) = ZIR e�udP(ln jA1j � u)= 1Z0 y�dP(ln jA1j � ln y) Substitution y := eu= 1Z0 y�dP(jA1j � y)= E(jA1j�), da A1 � 0 f.s.,= 1 nach (B1):2. � besitzt keine Masse bei �1, d.h. P(� = �1) = 0.Sei z 2 IR beliebig.0 � �([�1; z]) = Z[�1;z] e�udP(C1 � u)� Z[�1;z] e�zdP(C1 � u), da � > 0;= e�z P(C1 2 [�1; z])| {z }�1� e�z ! 0 f�ur z ! �1:3. �� := RIR xd�(x) 2 (0;1).ZIR xd�(x) = ZIR xe�xdP(C1 � x)= ZIR xe�xdP(ln(jA1j) � x)= 1Z0 ln(y)y�dP(jA1j � y) Substitution y := ex= E (jA1j� ln jAj) 2 (0;1) nach Lemma 3.9:



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 464. � ist nichtarithmetisch.Angenommen es existiert ein d > 0, so da� � arithmetisch ist mit Span d; dann gilt1 = 1Xn=�1 �(fndg) = 1Xn=�1 e�ndP(C1 = nd)= 1Xn=�1 e�ndP(ln jA1j = nd)= 1Xn=�1 e�ndP(flnA1 = nd)g \ fA1 = 0g) , da A1 � 0 f.s.,= P(A1 6= 0) 1Xn=�1 e�ndP(lnA1 = nd j A1 6= 0)< P(A1 6= 0) E �e� lnA1 j A1 6= 0� , nach (B3)= P(A1 6= 0) E(A�1 j A1 6= 0)= E(A�1)�E(A�1 j A1 = 0)| {z }=0 P(A1 = 0)| {z }�1= E(A�1) = 1 nach (B1),und somit erh�alt man den Widerspruch 1 < 1.Da � ein Wahrscheinlichkeitsma� ist, lassen sich iid ZV Zi; i 2 IN; de�nieren, die nach � verteiltsind.Nun de�nieren wir noch das Ma� v mittelsdv(t) := limn!1dvn(t) = 1Xk=0 e�tdP(Vk � t)und zeigen durch vollst�andige Induktion, da�dv(t) = 1Xk=0d�(k)(t);wobei �(k) die k-fache Faltung des Ma�es � bezeichnet.Induktionsanfangd�(0)(t) := d1[0;1)(t) = �0(t) = e�td1[0;1)(t) = e�tdP(V0 � t):d�(1)(t) := e�tdP(C1 � t) = e�tdP(V1 � t):InduktionsschrittFalls die Induktionsvoraussetzung d�(k)(t) = e�tdP(Vk � t) erf�ullt ist, dann giltzZ�1 d�(k+1)(t) = zZ�1 ZIR e�(t�x)dP(Vk � t� x)e�xdP(Ck+1 � x)



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 47= Zx2R Zt2IR e�t1(�1;z](t)dP(Vk � t� x)dP(Ck+1 � x); nach Fubini und Satz 2.12,= Zx2IR Zy2IR e�xe�y1(�1;z](x+ y)dP(Vk � y)dP(Ck+1 � x) Substitution y := t� x= ZIR2 e�(x+y)1(�1;z](x+ y)d�P(Vk � y)
P(Ck+1 � x)�; nach Fubini,= ZIR e�s1(�1;z](s)dP(Vk + Ck+1 � s), da Vk; Ck+1 stoch. unabh�angig,= zZ�1 e�sdP(Vk+1 � s); z 2 IR:Damit ist d�(k+1)(t) = e�tdP(Vk+1 � t); t 2 IR:Also wurde durch dv(t) = 1Pk=0 d�(k)(t) = 1Pk=0 e�tdP(Vk � t) ein Erneuerungsma� f�ur eine Irrfahrt(Sk)k�0 mit Sk = kPi=1Zi de�niert; also ist Sk nach �(k) verteilt.(iv) Als n�achstes zeigen wirlimn!1 �g1 � vn(t) = �g1 � v(t):Dies ergibt sich aus dem Satz von Fubini. Darin ben�otigen wir allerdings, da�j�g1j � v(t) < 1; t 2 IR:Dieses wiederum zeigen wir nun in zwei Schritten.� �g1 ist dRi.ZIR jg1(t)jdt = ZIR e�t���P(Y > et)�P(AY > et)���dt= 1Z0 y��1���P(Y > y)�P(AY > y)���dy Substitution y := et< 1 nach Voraussetzung 3.7:Also ist g1 2 L1(IR) und nach Lemma 3.12 ist �g1 damit dRi.� j�g1j � v(t) < 1; t 2 IR .�g1 ist dRi und nach Satz 2.16 ist damit auch j�g1j = �g+1 + �g�1 dRi. Weiter giltj�g1j � v(t) = ZIR j�g1(t� u)jdv(u) = ZIR j�g1(t� u)j 1Xk=0 d�(k)(u); t 2 IR:



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 48Um die Beschr�anktheit dieses Faltungsprodukts zu zeigen, benutzt man Satz 2.20. Danachist j�g1j � v eine beschr�ankte L�osung der Erneuerungsgleichung G = j�g1j+G � v.Also gilt j�g1j � v(t) <1; t 2 IR.Damit l�a�t sich jetzt weiter zeigen, da��g1 � v(t) = ZIR �g1(t� u) 1Xk=0 d�(k)(u)= ZIR �g1(t� u) 1Xk=0 e�udP(Vk � u)= E 1Xk=0 �g1(t� Vk)e�Vk!= limn!1E nXk=0 �g1(t� Vk)e�Vk! ; nach Fubini,= limn!1 ZIR �g1(t� u) nXk=0 dP(Vk � u)= limn!1 �g1 � vn(t); t 2 IR:(v) Als n�achstes zeigen wir, da� limn!1 ��n(t) = 0; t 2 IR .Sei t 2 IR beliebig.��n(t) = tZ�1 e�(t�u)�n(u) du = tZ�1 e�(t�u)e�u| {z }�e�u P0@ nYj=1AjY > eu1A du:Dabei giltlimn!1P0@ nYj=1AjY > eu1A = limn!1P0@ nXj=1 lnAj + lnY > u1A= limn!1E0@P� nXj=1 lnAj > u� lnY j Y �1A = 0;denn nach dem starken Gesetz der gro�en Zahlen gilt f�ur n!11n nXj=1 lnAj f:s:�! E(lnA1) A�0 f:s:= E(ln jA1j) < 0; nach Lemma 3.9;also nXj=1 lnAj f:s:�! �1 f�ur n!1:Da ��n(t) � 0 gilt, folgt damit��n(t) n!1�! 0; t 2 IR:
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(vi) Aus Gleichung 3.26 ergibt sich damit f�ur n!1�r(t) = �g1 � v(t); t 2 IR:Hierauf wenden wir jetzt das Key Renewal Theorem (Satz 2.21) an, mit Irrfahrt Sk = kPi=1Zi; EZi =�� = E(A� ln(A)) = m 2 (0;1) nach Lemma 3.9, v = 1Pk=1 �(k) als Erneuerungsma� und derdRi-Funktion j�g1j.Dann gilt alsolimt!1 �g1 � v(t) = 1�� ZIR �g1dt= 1�� ZIR (1IR+(�)e��) � g1(t)dt= 1�� 1Z0 e�xdx| {z }=1 � ZIR g1dx; nach Satz 2.12,= 1�� ZIR g1dx < 1, da �� > 0; g1 2 L1(IR):F�ur �r ergibt sich alsolimt!1 �r(t) = 1�� ZIR g1(x)dx =: K:Andererseits gilt f�ur �r(t) auchlimt!1 �r(t) = limt!1 tZ�1 e�(t�u)r(u)du= limt!1 tZ�1 e�(t�u)e�uP(Y > eu)du= limt!1 etZ0 e�ty�+1P(Y > y)dyy Substitution y := eu= limt!1 e�t etZ0 y�P(Y > y)dy:Insgesamt ergibt sich alsoetZ0 y�P(Y > y)dy � Ket; t!1:



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 50Mit Lemma 3.13 folgt dannP(Y > et) � K(et)��; t!1bzw. P(Y > s) � Ks��; s!1:Damit ist der erste Teil des Satzes von Goldie im Wesentlichen bewiesen. Wir haben nur nochzu zeigen, was sich hinter der Konstanten K verbirgt.K = 1�� ZIR e�t�P(Y > et)�P(AY > et)�dt= 1m 1Z0 u��P(Y > et)�P(AY > et)�duu Substitution u := et= 1m 1Z0 u��1�P(Y > et)�P(AY > et)�du= C+:2. Fall: P(A < 0) > 0A) P(A > 0) > 0Neben den De�nitionen f�ur den gesamten Beweis de�nieren wir noch eine ZV f�ur das Vorzeichenvon �k und ein neues Ma� ~P .Xn := sgn(�n) = sgn0@ nYj=1Aj1A ; n 2 IN0:d ~P (A � y) := jyj�dP(A � y) ; y 2 IR:Bei diesem Ma� handelt es sich wiederum um ein Wahrscheinlichkeitsma�, dennZIR d ~P (A � y) = ZIR jyj�dP(A � y) = E(jAj�) = 1 nach (B1):Au�erdem gilt ~P (A = 0) = E(1fA=0gjAj�) = 0, weshalb wir im weiteren den Fall A = 0vernachl�assigen k�onnen. Ein Erwartungswert bez�uglich ~P werde mit ~E bezeichnet.Aufbauend auf ~P de�niert man sich weitere neue Ma�e vn;x.dvn;x(t) := n�1Xk=0 d ~P (Xk = x; Vk � t); x 2 f�1; 1g:Ziel ist es wiederum, die S�atze aus der Erneuerungstheorie zu verwenden. Dazu ben�otigen wireine Erneuerungsgleichung wie im ersten Fall, wobei die De�nition geeigneter Irrfahrten wesent-lich aufwendiger ist. Dies geschieht, indem wir die Folge (Vn)n2IN in Teilfolgen mit gleichemVorzeichen von �k aufspalten. Vorab sei hier wieder ein kurzer Abri� �uber den bevorstehendenBeweisteil gegeben.



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 51(i) Als Grundlage der sp�ateren Erneuerungsgleichung leiten wir, mit Hilfe des Ma�es ~P , dieGleichung�r(t) = �g1 � vn�1;1(t) + �g�1 � vn�1;�1(t) + ��n(t); t 2 IR; (3.27)her und zeigen den Grenz�ubergang limn!1 ��n(t) = 0; t 2 IR.(ii) Danach formen Gleichung (3.27) derart um, da� die Teilabschnitte mit positivem bzw.negativem Vorzeichen von �k getrennt sind.(iii) Anschlie�end de�nieren wir aus den \positiven" Folgengliedern eine Irrfahrt und weiseneinige Eigenschaften f�ur das Wahrscheinlichkeitsma� der Zuw�achse nach.(iv) Dasselbe f�uhren wir dann f�ur die \negativen" Folgenglieder durch, wobei im wesentlichendasselbe Wahrscheinlichkeitsma� benutzt wird.(v) Schlie�lich bringen wir beide Irrfahrten in einer Erneuerungsgleichung zusammen und wen-den darauf das Key Renewal Theorem an.(i) Wie im ersten Fall bilden wir zun�achst eine Teleskopsumme.P(Y > et) = nXk=1�P(�k�1Y > et)�P(�kY > et)�+P(�nY > et)= nXk=1�P(�k�1Y > et)�P(�k�1AkY > et)�+P(�nY > et)= nXk=1�P(Xk�1 = 1;�k�1Y > et) +P(Xk�1 = �1;�k�1Y > et) +� P(Xk�1 = 1;�k�1AY > et)�P(Xk�1 = �1;�k�1AY > et)�+P(�nY > et);da P(Xk = 0;�k�1Y > et) = 0; k 2 IN;= n�1Xk=0�P(Xk = 1; eVkY > et) +P(Xk = �1;�eVkY > et) +� P(Xk = 1; eVkAY > et)�P(Xk = �1;�eVkAY > et)�+P(�nY > et)= n�1Xk=0�P(Xk = 1; Y > et�Vk)�P(Xk = 1; AY > et�Vk)�++ �P(Xk = �1; AY < �et�Vk)�P(Xk = �1; AY < �et�Vk)�+P(�nY > et):Mit den allgemeinen De�nitionen erhalten wir darausr(t) = e�tP(Y > et)



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 52= n�1Xk=0 e�t hP(Xk = 1; Y > et�Vk)�P(Xk = 1; AY > et�Vk)i+ n�1Xk=0 e�t hP(Xk = �1; Y < �et�Vk)�P(Xk = �1; AY < �et�Vk)i+ e�tP(�nY > et)= n�1Xk=0 e�Vke�(t�Vk)hP(Y > et�Vk j Xk = 1)� P(AY > et�Vk j Xk = 1)i �P(Xk = 1)+ n�1Xk=0 e�Vke�(t�Vk)hP(Y < �et�Vk j Xk = �1)� P(AY < �et�Vk j Xk = �1)i �P(Xk = �1)+ �n(t)= n�1Xk=0E he�VkgXk(t� Vk)i+ �n(t):Den Erwartungswert auf der rechten Seite formen wir jetzt zu einem Erwartungswert bez�uglich~P um.r(t) = n�1Xk=0E he�VkgXk(t� Vk)i+ �n(t)= n�1Xk=0 ZIR gsgn(y)(t� ln jyj)jyj�dP(�k � y) + �n(t)= n�1Xk=0 ZIR gsgn(y)(t� ln jyj)d ~P (�k � y) + �n(t)= n�1Xk=0 ~E [gXk(t� Vk)] + �n(t): (3.28)Mit Hilfe der Ma�e vn;x; x = �1, spalten wir diesen Erwartungswert auf.r(t) = n�1Xk=0 ZIR gsgn(y)(t� ln jyj)d ~P (Xk = 1;�k � y)+ ZIR gsgn(y)(t� ln jyj)d ~P (Xk = �1;�k � y) + �n(t)= 1Z0 g1(t� ln jyj) n�1Xk=0 d ~P (Xk = 1;�k � y)+ 0Z�1 g�1(t� ln jyj) n�1Xk=0 d ~P (Xk = �1;�k � y) + �n(t)= 1Z�1 g1(t� x) n�1Xk=0 d ~P (Xk = 1;�k � ex)| {z }=d ~P (Xk=1;j�kj�ex), da Xk=1



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 53+ �1Z1 g�1(t� x) n�1Xk=0 d ~P (Xk = �1;�k � �ex)| {z }=d ~P (Xk=�1;�j�kj��ex), da Xk=�1+ �n(t);nach Substitution x := ln jyj, d.h. y = �ex;= 1Z�1 g1(t� x) n�1Xk=0 d ~P (Xk = 1; j�kj � ex)+ 1Z�1 g�1(t� x) n�1Xk=0 d ~P (Xk = �1; j�kj � ex) + �n(t)= g1 � vn�1;1(t) + g�1 � vn�1;�1(t) + �n(t):Wenden wir darauf jetzt den Gl�attungsoperator an, dann erhalten wir auf die gleiche Weise, wiewir (3.26) bekommen hat, die Gleichung (3.27)�r(t) = �g1 � vn�1;1(t) + �g�1 � vn�1;�1(t) + ��n(t); t 2 IR:Bei der Untersuchung von limn!1 ��n(t); t 2 IR gehen wir wie in Teil 1(v) vor, betrachten uns aberzuvor �n.�n(t) = e�tP(eVnXnY > et) � 0; t 2 IR:�n(t) � e�tP0@� nYj=1 jAj j�jY j > et1A= e�tP0@ nXj=1 ln jAj j+ ln jY j > t1A ; t 2 IR:Damit ergibt sich f�ur ��n wiederum mit Hilfe des starken Gesetzes der gro�en Zahlenlimn!1 ��n(t) � tZ�1 e�u limn!1P0@ nXj=1 ln jAjj+ ln jY j > u1A= tZ�1 e�u limn!1E24P0@ nXj=1 ln jAj j > u� ln jY j��� ln jY j1A35 = 0; t 2 IR:
(ii) Um sp�ater die S�atze aus der Erneuerungstheorie anwenden zu k�onnen, m�ussen wir nun einepassende Irrfahrt suchen und ein dazugeh�origes Erneuerungsma� de�nieren. Vorbereitend daf�urbetrachten wir die Markovkette (Xn), die die Vorzeichen der Folge (�n) = ( nQk=0Ak) wiedergibt.Sei also X := (Xn)n�0 eine Markovkette auf f�1; 1g mit X0 := 1 und �Ubergangsmatrix p qq p !, wobeip := ~P (A > 0) = ZIR 1IR+(y)d ~P (A � y) = 1Z0 jyj�dP(A � y) = E1fA>0gjAj� = ~E1fA>0g;



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 54q := ~P (A < 0) = E1fA<0gjAj�:Nach Voraussetzung ist im zweiten Fall p > 0 , q > 0 und p+ q = 1 , da ~P ein Wahrscheinlich-keitsma� ist und ~P (A = 0) = E1fA=0gjAj� = 0.Weiter de�nieren wir unsd�+(y) := d ~P (A > 0; ln(jAj) � y)=p;d��(y) := d ~P (A < 0; ln(jAj) � y)=q:Wir zeigen nun, da� die ZV Ci j X; i 2 IN; stochastisch unabh�angig bez�uglich ~P sind, und da�sich die Verteilung von Ci j X durch �+ und �� darstellen l�a�t.Wir beweisen hier nur die Unabh�angigkeit zweier ZV C1 j X und C2 j X. Den allgemeinenFall erh�alt man durch Verallgemeinerung des folgenden Arguments.Da die ZV (Ai)i2IN stochastisch unabh�angig sind, sind auch die ZV (Ci = ln jAij)i2IN unabh�angig.Seien C1;C2 2 B(IR).~P (C1 2 C1; C2 2 C2 j X) = ~P (ln jA1j 2 C1; ln jA2j 2 C2���sgn(A1); sgn(A1A2); : : :)= P (ln jA1j 2 C1; ln jA2j 2 C2���sgn(A1); sgn(A2); sgn(A3); : : :)= 1fA1>0;A2>0g ~P (ln jA1j 2 C1; ln jA2j 2 C2; A1 > 0; A2 > 0)~P (A1 > 0; A2 > 0)+ 1fA1<0;A2>0g ~P (ln jA1j 2 C1; ln jA2j 2 C2; A1 < 0; A2 > 0)~P (A1 < 0; A2 > 0)+ 1fA1>0;A2<0g ~P (ln jA1j 2 C1; ln jA2j 2 C2; A1 > 0; A2 < 0)~P (A1 > 0) ~P (A2 < 0)+ 1fA1<0;A2<0g ~P (ln jA1j 2 C1; ln jA2j 2 C2; A1 < 0; A2 < 0)~P (A1 < 0) ~P (A2 < 0)= 1fA1>0;A2>0g ~P (C1 2 C1; A1 > 0) ~P (C2 2 C2; A2 > 0)=p2+ 1fA1<0;A2>0g ~P (C1 2 C1; A1 < 0) ~P (C2 2 C2; A2 > 0)=qp+ 1fA1>0;A2<0g ~P (C1 2 C1; A1 > 0) ~P (C2 2 C2; A2 < 0)=pq+ 1fA1<0;A2<0g ~P (C1 2 C1; A1 < 0) ~P (C2 2 C2; A2 < 0)=q2= 1fA1>0;A2>0g ~P (C1 2 C1 j A1 > 0) ~P (C2 2 C2 j A2 > 0)+ 1fA1<0;A2>0g ~P (C1 2 C1 j A1 < 0) ~P (C2 2 C2 j A2 > 0)+ 1fA1>0;A2<0g ~P (C1 2 C1 j A1 > 0) ~P (C2 2 C2 j A2 < 0)+ 1fA1<0;A2<0g ~P (C1 2 C1 j A1 < 0) ~P (C2 2 C2 j A2 < 0)= 1fA1>0;A2>0g ~P (C1 2 C1 j A1 > 0; A2 > 0) ~P (C2 2 C2 j A1 > 0; A2 > 0)+ 1fA1<0;A2>0g ~P (C1 2 C1 j A1 < 0; A2 > 0) ~P (C2 2 C2 j A1 < 0; A2 > 0)+ 1fA1>0;A2<0g ~P (C1 2 C1 j A1 > 0; A2 < 0) ~P (C2 2 C2 j A1 > 0; A2 < 0)



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 55+ 1fA1<0;A2<0g ~P (C1 2 C1 j A1 < 0; A2 < 0) ~P (C2 2 C2 j A1 < 0; A2 < 0)= ~P (C1 2 C1 j sgn(A1); sgn(A1A2); : : :) ~P (C2 2 C2 j sgn(A1); sgn(A1A2); : : :)= ~P (C1 2 C1 j X) ~P (C2 2 C2 j X):Damit sind C1 j X und C2 j X stochastisch unabh�angig.Weiter gilt f�ur C 2 B(IR); n 2 IN;~P (Cn 2 C j X) = ~P (ln jAnj 2 C j sgn(Al); l 2 IN)= 1fAn>0g ~P (ln jAnj 2 C; An > 0)~P (An > 0) ++ 1fAn<0g ~P (ln jAnj 2 C; An < 0)~P (An < 0)= 1fXn�1=Xng�+(C) + 1fXn�1 6=Xng��(C):Es folgen weitere De�nitionen:N (+)0 := 0 und N (+)i := N (+)i�1 +minfk : Xk = 1; k > N (+)i�1g; i 2 IN:N (�)0 := minfk > 0 : Xk = �1g und N (�)i := N (�)i�1 +minfk : Xk = �1; k > N (�)i�1g; i 2 IN:N (+)0 < N (+)1 < : : : bzw. N (�)0 < N (�)1 < : : : sind also die wachsenden Folgen von Zahlen n 2 INan denen �n positives bzw. negatives Vorzeichen besitzt (vergleiche Abbildung 3.4).J (+)n := maxfi : N (+)i � n� 1g und J (�)n := maxfi : N (�)i � n� 1g; n 2 IN:W (+)k := VN(+)k und W (�)k := VN(�)k ; k 2 IN0:Mit den obigen De�nitionen k�onnnen wir Gleichung (3.28) umschreiben, dabei benutzen wirn�1Xk=0 Vk = J(+)nXk=0W (+)k + J(�)nXk=0W (�)k ; n 2 IN:Aus den Gleichungen (3.27) und (3.28) folgt damit�r(t) = ~E� J(+)nPk=0 �gXW (+)k (t�W (+)k )� + ~E� J(�)nPk=0 �gXW (�)k (t�W (�)k )� + ��n(t)= ~E� J(+)nPk=0 �g1(t�W (+)k )� + ~E� J(�)nPk=0 �g�1(t�W (�)k )� + ��n(t); (3.29)wobei ��n(t) n!1�! 0; t 2 IR .
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n0
Xn1
�1 N (+)1 = 1N (+)2 = 2N (+)3 = 3N (�)0 = 4N (+)4 = 5N (�)1 = 6N (�)2 = 7N (+)5 = 8N (�)3 = 9

Abbildung 3.4: Werte f�ur N (+) bzw. N (�)f�ur eine Realisierung von (Xn)1�n�9; weiter ergibt sichhier J (+)9 = 5 und J (�)9 = 2.(iii) Damit ist (W (+)k )k2IN eine Irrfahrt mit Zuw�achsen Z(+)j = N(+)jPl=N(+)j�1+1Cl; dennW (+)k = VN(+)k = N(+)kXl=1 Cl = kXj=1Z(+)j ;~P (N (+)1 = 1) = ~P (A1 > 0) = p = ~P (AN(+)n�1+1 > 0) = ~P (N (+)n = 1); n 2 IN;~P (N (+)1 = n) = ~P (A1 < 0; A2 > 0; : : : ; An�1 > 0; An < 0)Aiiid= ~P (A1 < 0) ~P (A2 > 0) � � � ~P (An�1 > 0) ~P (An < 0)= q2pn�2= ~P (AN(+)k�1+1 < 0) ~P (AN(+)k�1+2 > 0) � � � ~P (AN(+)k�1+n�1 > 0) ~P (AN(+)k�1+n < 0)= ~P (N (+)k = n); n � 2; k 2 IN:Wir de�nieren nun � als Wahrscheinlichkeitsma� von C1 + C2 + : : :+ C(+)N1 ,d�(y) := d ~P (C1 + : : :+ C(+)N1 � y)und zeigen einige Eigenschaften dieses Ma�es. Falls nun N (+)1 = 1, dann ist Z(+)1 = C1 nach �+verteilt, dennd ~P (C1 � y j X) = d ~P (A1 > 0; ln(jA1j � y)=p = d�+(y) nach De�nition.



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 57Falls N (+)1 = n, dann sind C1 und Cn nach �+ und Ck f�ur k 2 f2; : : : ; n� 1g nach �� verteilt.Daraus folgt f�ur B 2 B(IR)�(B) = �(B j X) = �(B j N (+)1 = 1) ~P (N (+)1 = 1) + 1Xn=2 �(B j N (+)1 = n) ~P (N (+)1 = n)= p�+(B) + 1Xn=2 ~P (C1 + : : :+ Cn 2 B j A1 < 0; A2 > 0; : : : ; An�1 > 0; An < 0)= p�+(B) + 1Xn=2 q2pn�2�(2)� � �(n�2)+ (B):Also ist � = p � �+ + 1Xn=2 q2pn�2�(2)� � �(n�2)+ : (3.30)Als n�achstes zeigen wirZIR y d�(y) = 2m = 2E(jA�j ln jAj):Dazu de�nieren wirm+ := ZIR y d�+(y) und m� := ZIR y d��(y):ZIR y d�(y) = ZIR y d p�+ + 1Xn=2 q2pn�2�2� � �n�2+ ! (y)= p ZIR y d�+(y) + 1Xn=2 q2pn�2 ZIR y d(�2� � �n�2+ )(y)= p m+ + 1Xn=2 q2pn�2 ZIRn nXi=1 yi d(�� 
 �� 
 �+ 
 : : :
 �+| {z }(n�2)�mal )((y1; : : : ; yn)T )= p m+ + 1Xn=2 q2pn�2 242 ZIR y d��(y) + (n� 2) ZIR y d�+(y)35= p m+ + 1Xn=2 q2pn�2(2m� + (n� 2)m+)= p m+ + q2 1Xn=0 pn(2m� + n m+)= p m+ + q2(2m� 1Xn=0 pn +m+ 1Xn=1n pn�1)= p m+ + q2  2m� 11� p +m+p ddp 1Xn=1 pn!



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 58= p m+ + q2 �2m�q +m+p ddp( 11� p � 1)�= p m+ + q2 �2m�q + m+pq2 �= 2m�q + 2m+p = 2 ~E(1fA<0g ln jAj) + 2 ~E(1fA>0g ln jAj)= 2 (E(1fA<0gjAj� ln jAj) +E(1fA>0gjAj� ln jAj))= 2 E(ln(jAj)1fA 6=0gjAj�) = 2 m:Um die Ergebnisse aus der Erneuerungstheorie anwenden zu k�onnen, bon�otigen wir noch, da�� nicht-arithmetisch ist. Dazu zeigen wir zun�achst, da� ln jAj unter ~P nicht-arithmetisch ist.Nach Voraussetzung (B3) ist � ln jAj���A 6= 0� unter P nicht-arithmetisch, d.h.1Xn=�1P(ln jAj = n � j A 6= 0) < 1 8� > 0:1Xn=�1 ~P (ln jAj = n � j A 6= 0) = 1Xn=�1 jn �j�P(ln jAj = n � j A 6= 0)< ZIR jyj� dP(ln jAj � y j A 6= 0)= ZIR d ~P (ln jAj � y)= ~P (ln jAj 2 IR):Wir betrachten nun den Tr�ager T = supp(ln jAj) von ln jAj und zeigen, da� die von T erzeugteadditive Gruppe T dicht ist in IR.Sei z 2 IR beliebig.8" > 0 existiert ein � 2 T mit � � z < " , dennes existieren x; y 2 T so da� k x � l y < " f�ur bestimmte k; l 2 ZZ (sonst w�are ln jAjarithmetisch), und wegen ZZa 2 T und a � b 2 T f�ur a; b 2 T existiert ein N 2 ZZ :N(k x� l y)� z < ".Sei nun weiterT+ := supp(1fA>0g ln jAj);T� := supp(1fA<0g ln jAj);T� := fb : b 2 T+g [ f2b : b 2 T�g:Also erzeugt T� eine additive Gruppe, die in IR dicht liegt.



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 59Sei nun b 2 T� und " > 0.Falls b 2 T+, dann gilt~P (jZ(+)1 � bj < ") = ~P 0B@�������N(+)1Xl=1 ln jAlj � b������� < "1CA= ~P �Z(+)1 2 (b� "; b+ ")�= �((b� "; b+ "))� p �+((b� "; b+ "))| {z }>0, da b2T+ nach (3.30)> 0:Falls b=2 2 T�, dann ist~P (jZ+1 � bj < ") = ~P (Z(+)1 2 (b� "; b+ "))= �((b � "; b+ "))= p �+((b� "; b+ ")) + 1Xn=2 q2pn�2�(2)� � �(n�2)+ ((b� "; b+ "))� q2�(2)� ((b� "; b+ "))= q2 ZIR ��((b� "� x; b+ "� x)) d��(x)� q2 (b+")=2Z(b�")=2 ��( (b� "� x; b+ "� x)| {z }�(b�"�(b�")=2;b+"�(b�")=2) 8x) d��(x)� q2��(((b� ")=2; b + ")=2)) (b+")=2Z(b�")=2 d��(x)= q2|{z}>0 � ��(((b� ")=2; b + ")=2))| {z }>0, da b=2 2T� �2> 0:Also ist b 2 supp(Z(+)1 ) und damit T� � supp(Z(+)1 ) bzw. T� � supp(�).Weil T� eine in IR dicht liegende additive Gruppe erzeugt, ist somit auch � nicht-arithmetisch.Wie im ersten Fall sei nun v := 1Pn=0 �(n) das von � erzeugte Erneuerungsma�. Mit den vorabbewiesenen Eigenschaften von � und mit Hilfe von Satz 2.20 ergibt sichj�g1j � v(t) < 1; t 2 IR:Daraus resultiert�g1 � v(t) = ZIR �g1(t� u) 1Xn=0 d�(n)(u)



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 60= ZIR �g1(t� u) 1Xk=0 d ~P (C1 + C2 + : : : +CN(+)k| {z }W (+)k � u)= ~E  1Xk=0 �g1(t�W (+)k )!= ~E0B@ limn!1 J(+)nXk=0 �g1(t�W (+)k )1CA ;da J (+)n = maxfi : N (+)i � n� 1g f:s:�! 1 f�ur n!1 , wegen ~P (A > 0) > 0;= limn!1 ~E0B@J(+)nXk=0 �g1(t�W (+)k )1CA= limn!1 ZIR �g1(t� u) J(+)nXk=0 d�(k)(u)= limn!1 �g1 � vn+(t) ; mit vn+ := J(+)nXk=0 d�(k):Also ergibt sichlimn!1 ~E0B@J(+)nXk=0 �g1(t�W (+)k )1CA = ~E  1Xk=0 �g1(t�W (+)k )! = �g1 � v(t): (3.31)(iv) F�ur den zweiten Erwartungswert in Gleichung (3.29) benutzen wir die IrrfahrtW (�)k = VN(�)k = N(�)kXl=1 Cl = N(�)jXl=N(�)j�1+1 ln jAlj =: kXj=1Z(�)jDie Z(�)j ; j 2 IN0, sind unabh�angig, da die Al; l 2 IN; unabh�angig sind.Sei nun j > 0.~P (N (�)j �N (�)j�1 = 1) = ~P (AN(�)j�1+1 > 0) = p:~P (N (�)j �N (�)j�1 = n) = ~P (AN(�)j�1+1 < 0; AN(�)j�1+2 > 0; : : : ; AN(�)j�1+n�1 > 0; AN(�)j�1+n < 0)= q2pn�2:Also ist Z(�)j nach � verteilt, f�ur j � 1.Aber f�ur j = 0 ergibt sich eine andere Verteilung.~P (N (�)0 = n) = ~P (A1 > 0; : : : ; An�1 > 0; An < 0)= ~P (A1 > 0) � � � ~P (An�1 > 0) � ~P (An < 0) , da die Ai iid,= pn�1q; n 2 IN:



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 61Wie bei Gleichung (3.30) erhalten wir, da�Z(�)0 verteilt ist nach �0 = 1Xn=1 qpn�1 �� � �(n�1)+ :Wir zeigen wie bei �g1 im ersten Fall, da� �g�1 dRi ist.ZIR jg�1(t)j dt = ZIR ���P(Y < �et)�P(AY < �et)��� dt= 1Z0 y��1 jP(Y < �y)�P(AY < �y)j dy Substitution y := et< 1 nach Voraussetzung (3.25):Damit ist g�1 2 L1(IR) und weil �0 ein Wahrscheinlichkeitsma� ist, ist auch g�1 � �0 2 L1(IR).Nach Lemma 3.12 ist damit �g�1 � �0 dRi.Wie f�ur �g1 gilt mit Satz 2.20j�g�1j � �0 � v(t) < 1; t 2 IR:Analog zu Gleichung (3.31) k�onnen wir daraus herleiten�g�1 � �0 � v(t) = ZIR �g�1(t� u) d �0 � 1Xn=0 �(n)! (u)= ZIR �g�1(t� u) 1Xk=0d ~P (C1 + : : :+ CN(�)k| {z }W (�)k � u)= ~E0B@ limn!1 J(�)nXk=0 �g�1�t�W (�)k �1CA= ~E  1Xk=0 �g�1�t�W (�)k �! :
(v) Aus Gleichung (3.29) erhalten wir f�ur n!1�r(t) = ~E  1Xk=0 �g1(t�W (+)k )! + ~E  1Xk=0 �g�1(t�W (�)k )!= �g1 � v(t) + �g�1 � �0 � v(t)= (�g1 + �g�1 � �0) � v(t):



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 62Da �g1 + �g�1 � �0 dRi ist, l�a�t sich erneut das Key Renewal Theorem (Satz 2.21) anwenden.limn!1(�g1 + �g�1 � �0) � v(t) = 12m ZIR (�g1 + �g�1 � �0)(t) dt= 12m� ZIR g1 dt + ZIR g�1 dt � ZIR d�0(t)| {z }= 1 �; nach Satz 2.12,= 12m ZIR (g1 + g�1)(t) dt= 12m ZIR e�t�P(Y > et)�P(AY > et) + P(Y < �et)�P(AY < �et)� dt= 12m ZIR e�t�P(jY j > et)�P(jAY j > et)� dt= 12m 1Z0 y��1�P(jY j > y)�P(jAY j > y)� dy Subst. y := et:Mit Hilfe von Lemma 3.13 erhalten wir darausP(Y > s) � K � s�� f�ur s!1;mit K = 12m 1Z0 y��1�P(jY j > y)�P(jAY j > y)� dy:Damit ist der zweite Fall f�ur P(A > 0) > 0 abgeschlossen.B) P(A > 0) = 0Diesen Beweisteil l�osen wir durch Zur�uckf�uhren auf den ersten Fall. Dazu zeigen wir die folgendeGleichung.1Z0 ���P(Y > t)�P(AA1Y > t)���t��1dt < 1: (3.32)Daf�ur betrachten wir zun�achst1Z0 ���P(AY > t)�P(AA1Y > t)���t��1dt == 1Z0 0@ 0Z�1 ���P(uY > t)�P(uA1Y > t)���dP(A � u)1A t��1dt , da A � 0 f.s.,



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 63= 0Z�1 0@ 1Z0 ���P(Y < �v)�P(A1Y < �v)���(�uv)��1(�u) dv1A dP(A � u) Subst. v := � tu= 0Z�1 (�u)�dP(A � u) 1Z0 ���P(Y < �v)�P(A1Y < �v)���v��1dv= ZIR juj�dP(A � u)| {z }=E(jAj�)=1 1Z0 ���P(Y < �v)�P(A1Y < �v)���v��1dv| {z }<1 nach Voraussetzung 3.25< 1:Damit l�a�t sich jetzt Gleichung (3.32) zeigen.1Z0 ���P(Y > t)�P(AA1Y > t)���t��1dt == 1Z0 ���P(Y > t)�P(AY > t) +P(AY > t)�P(AA1 > t)���t��1dt� 1Z0 ���P(Y > t)�P(AY > t)���t��1dt| {z }<1 nach Voraussetzung 3.25 + 1Z0 ���P(AY > t)�P(AA1 > t)���t��1dt| {z }<1 vgl. oben< 1:Weil AA1 � 0 f. s., k�onnen wir auf Gleichung (3.32) den 1. Fall anwenden.P(Y > t) � C 0+t�� ; t!1;mit C 0+ = 1m0 1Z0 �P(Y > t)�P(AA1Y > t)�t��1dtund m0 = E�jAA1j� ln jAA1j�:Schlie�lich betrachten wir noch C 0+ und m0.C 0+ = 1m0 1Z0 �P(Y > t)�P(AA1Y > t)�t��1dt= 1Z0 �P(Y > t)�P(AY > t)�t��1dt+ 1Z0 �P(AY > t)�P(AA1 > t)�t��1dt= 1Z0 �P(Y > t)�P(AY > t)�t��1dt+ 1Z0 �P(Y < �v)�P(A1Y < �v)�v��1dv= 1Z0 �P(Y > t) +P(Y < �t)�P(AY > t)�P(AY < �t)�t��1dt



KAPITEL 3. LINEARE STOCHASTISCHE REKURRENZGLEICHUNGEN 64= 1Z0 �P(jY j > t)�P(jAY j > t)�t��1dt= C:m0 = E�jAj�jA1j�(ln jAj+ ln jA1j)�= E(jAj�)| {z }=1 E(jA�1 ln jA1j)| {z }=m +E(jA1j�)| {z }=1 �E(jA� ln jAj)| {z }=m= 2m:Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. 2



Kapitel 4Tailindexbestimmung beimGARCH(1,1)-Proze�In diesem Kapitel benutzen wir die Ergebnisse des vorherigen Abschnitts, um den Tailindex desGARCH(1,1)-ProzessesXn = �n"n; �2n = �0 + �X2n�1 + ��2n�1; n 2 IN; �0; �; � > 0;mit beliebiger Start-ZV X0 und beliebiger Startvarianz h0 zu bestimmen. Aus Beispiel 3.1 wissenwir, da� der Prozess (�2n)n2IN die Form (3.1) besitzt und Satz 3.2 liefert die Bedingungen, unterdenen dieser Proze� eine station�are Grenzverteilung besitzt. Weil f�ur den GARCH(1,1)-Proze��n unabh�angig von "n; n 2 IN; gilt, besitzt dieser unter genau den gleichen Bedingungen ebenfallseine station�are Verteilung. Zur Bestimmung des Tailindexes f�ur den Proze� (�2n)n2IN k�onnen wirSatz 3.7 benutzen. Wenn wir nun den Tailindex f�ur ein Parameterpaar (�; �) kennen, dann liefertSatz 2.25 von Breiman den Tailindex f�ur den dazugeh�origen GARCH(1,1)-Proze�. Angenommenes giltP(�2n > x) � Cx��;d.h. (�2n)n2IN besitzt Tailindex �, dann gilt mit Substitution y = pxP(j�nj > y) � Cy�2� bzw. P(�n > y) � C2 y�2�;d.h. (�n)n2IN besitzt den Tailindex 2�. Die ZV "n sind unabh�angig von �n; n 2 IN; und besit-zen einen gr�o�eren Tailindex als (�n)n2IN. Mit Satz 2.25 folgt dann, da� (Xn)n2IN den gleichenTailindex wie (�n)n2IN besitzt.Mit welchen Verfahren wir den Parameterbereich, f�ur den eine station�are Verteilung existiert,und den Tailindex konkret bestimmt haben, ist im folgenden Abschnitt beschrieben.
65



KAPITEL 4. TAILINDEXBESTIMMUNG BEIM GARCH(1,1)-PROZESS 664.1 Verfahren zur Bestimmung des Stationarit�atsbereichs unddes TailindexesNach Satz 3.2 und Beispiel 3.1 existiert eine station�are Grenzverteilung f�ur den Proze� (�2n)n2IN,falls E� ln j�1"2+�1j� < 0 und E(ln+ �0) <1, wobei die letzte Bedingung keine Einschr�ankungdarstellt, da a 2 (0;1) deterministisch ist. Weil f�ur den GARCH(1,1)-Proze� Xn = �n"n und �nunabh�angig von "n; n 2 IN; ist, besitzt dieser unter genau den gleichen Bedingungen ebenfallseine station�are Verteilung. Um den Bereich f�ur die Parameter � und � zu bestimmen, in demStationarit�at vorliegt, l�osten wir die IntegralgleichungE �ln j�"2 + �j� = 0; (4.1)was allerdings nur numerisch m�oglich war. Dazu haben wir auf das Mathematikprogramm Maplezur�uckgegri�en. Die Werte in den nachfolgenden Tabellen f�ur den Stationarit�atsbereich sind al-le numerisch berechnete N�aherungen aus einem in Maple programmierten Iterationsverfahren.Mit Hilfe von Newton-Iterationen wurde die L�osung der Gleichung (4.1) f�ur feste Werte von� bzw. � bis auf eine Genauigkeit von 10�4 bestimmt. Um die Konvergenz der Iteration zusichern, m�ussen allerdings die Startwerte geeignet, d.h. in der N�ahe der tats�achlichen L�osung,gew�ahlt werden. W�ahrend wir bei den ersten Berechnungen die Startwerte grob absch�atztenund die Berechnung notfalls bei ge�anderten Startwerten wiederholten, konnten wir sp�ater diewahre L�osung anhand der bereits bekannten Werte die L�osung absch�atzen und die Startwerteentsprechend w�ahlen. Die Berechnung eines Wertes ben�otigte dann im Schnitt etwa 30 Sekunden.Schwieriger wurde die Bestimmung des Tailindexes aus der IntegralgleichungE �j�"2 + �ju=2� = 1 (4.2)f�ur festes (�; �). Dabei benutzten wir zwei verschiedene Methoden, um N�aherungen f�ur denwahren Wert des Tailindexes zu bekommen.Analytische MethodeDabei l�osen wir die Integralgleichung RIR j�x2 + �ju=2p(x)dx = 1, wobei p die Lebesgue-Dichteder Noise-Variablen " bezeichnet.Hierf�ur benutzten wir wiederum das Mathematikprogramm Maple. Da dieses bei der Integral-auswertung f�ur \schiefe" Werte von u - darunter verstehen wir alle Werte von u, die sich nichtdurch einfache Br�uche darstellen lassen - entweder Fehlermeldungen produzierte oder eine sehrlange Rechenzeit ben�otigte (z.B. bei u=1/10 bereits eine Minute), war allerdings ein Iterations-verfahren, wie wir es zur Bestimmung des Stationarit�atsbereichs benutzten, unbrauchbar, dadieses Verfahren in aller Regel eben solche \schiefe" Werte f�ur u liefert und dann weiterbenutzt.Also n�aherten wir die L�osung durch eine spezielle Intervallschachtelung. Dabei waren die In-tervallgrenzen entweder ganze Zahlen oder einfache Br�uche, wie 1/2, 1/4 oder 1/8, um dieRechenzeit in einem angemessenen Rahmen zu halten. So wurde z.B. f�ur ein Parameterpaar



KAPITEL 4. TAILINDEXBESTIMMUNG BEIM GARCH(1,1)-PROZESS 67(�; �) der Integralwert f�ur u = 1 und u = 2 bestimmt; war dieser f�ur u = 2 gr�o�er als 1 undf�ur u = 1 kleiner als 1, so wurde dann zus�atzlich der Wert f�ur u = 3=2 bestimmt. War derIntegralwert bei u = 3=2 dann beispielsweise gr�o�er als 1, dann mu�te der Tailindex im Intervall(1; 3=2) liegen, welches dann wiederum aufgeteilt wurde. Die wahre L�osung wurde mit diesemaufwendigen Verfahren in einem Intervall von maximaler Gr�o�e 1/16 lokalisiert und dann durchLinearisieren zwischen den Werten an den Intervallgrenzen angen�ahert. Auf diese Weise erreich-ten wir eine Genauigkeit von etwa 10�2.SimulationsmethodeDabei l�osen wir die Gleichung nPi=1 j�x2i + �ju=2 = 1, wobei xi; i = 1; : : : ; n; die Realisierungenvon iid ZV darstellen, die wie die Noise-Variable " verteilt sind.Dazu wurden mit dem Statistik-Programm S-Plus 500.000 Daten simuliert und anschlie�endwurde die obige Gleichung, die das empirische �Aquivalent der Gleichung 4.2 darstellt, mit demoben beschriebenen Iterationsverfahren gel�ost. Dabei stellten wir fest, da� insbesondere bei Tai-lindexwerten > 3 die so ermittelten Sch�atzungen meist deutlich gr�o�er als die vorher mit Mapleermittelten Werte waren. F�ur Tailindexwerte kleiner als 2 stimmte die Sch�atzung mit den vonMaple ermittelten Werten �uberein, so da� diese Werte relativ zuverl�assig mit einer Genauigkeitvon 10�2 angegeben werden k�onnen. Pitts et al. [31] haben bewiesen, da� die mit diesem Verfah-ren ermittelten Werte asymptotisch gegen eine Normalverteilung mit dem gesuchten Tailindexals Erwartungswert konvergieren. Zu den Voraussetzungen z�ahlt allerdings, da� das Integral aus(4.2) auch f�ur u = 2�+�, � der gesuchte Tailindex und � > 0, existieren mu�. Bei der Student-t-Verteilung mit � Freiheitsgraden sind also Tailindexwerte gr�o�er als �=2 nicht mehr zuverl�assigzu bestimmen (vgl. Anhang B).Zusammenfassend stellen wir fest, da� die Tailindexwerte kleiner als 2 relativ zuverl�assig mit ei-ner Genauigkeit von 10�2 angegeben werden k�onnen. Dagegen ist bei den gr�o�eren Indexwertenkeine Absicherung der analytischen Maple-Ergebnisse durch Simulationen in S-Plus m�oglich,so da� f�ur diese Werte eigentlich nur das Intervall angegeben werden kann, in dem sich dieL�osung be�ndet. In den Tabellen ist allerdings der durch Linearisierung ermittelte Wert ange-geben, so da� mit Abweichungen vom tats�achlichen Tailindex von maximal �0.02 zu rechnen ist.4.2 Stationarit�at und Tailindex f�ur verschiedene Verteilungender Noise-VariablenIn diesem Abschnitt vergleichen wir den Parameterbereich, f�ur den eine station�are Verteilungexistiert, und die Tailindexwerte f�ur verschiedene Verteilungen der Noise-Variablen " beimGARCH(1,1)-Proze�. In den folgenden Teilabschnitten untersuchen wir zun�achst in den jeweilsersten beiden Tabellen, f�ur welche Parameterpaare (�; �); �; � > 0; die Existenz einer stati-on�aren Grenzverteilung gesichert ist, um anschlie�end in der dritten Tabelle f�ur diese Parameter



KAPITEL 4. TAILINDEXBESTIMMUNG BEIM GARCH(1,1)-PROZESS 68die Tailindizes zu dokumentieren.4.2.1 Student-t-Verteilung mit 3 FreiheitsgradenDie Noise-Variable " besitzt dabei die Lebesgue-Dichte p(x) = 6p3�(3+x2)2 . Um festzustellen, f�urwelche Parameterpaare eine station�are Verteilung existiert, l�osen wir die IntegralgleichungE(ln j�"2 + �j) = 0 (4.3)f�ur festes � bzw. �. Die Werte in der Tabelle 4.1 sind so zu verstehen, da� z.B. bei festem� = 0:4 und f�ur � = 0:59 der Erwartungswert aus Gleichung (4.3) gerade noch kleiner 0 ist,und damit nach Satz 3.2 eine station�are Verteilung existiert, w�ahrend f�ur � = 0:4 und � = 0:6der Erwartungswert gr�o�er als 0 ist und die Konvergenz des GARCH(1,1)-Prozesses nicht mehrgew�ahrleistet ist. Insbesondere folgt aber auch, da� bei � = 0:4 f�ur alle Werte � 2 (0; 0:59] einestation�are Verteilung existiert.Tabelle 4.1: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur �, abh�angig von �, damit Stationarit�at vor-liegt. � = 0.0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 0.95� < 2.46 1.41 1.05 0.59 0.31 0.11 0.05 0.02Wie aus der Gleichung (4.3) zu erwarten war, reduziert sich der Wert f�ur � in Abh�angigkeit von� von 2.45 bei � = 0 bis auf 0.02 bei � = 0:95. Je mehr sich � an 1 ann�ahert, umso kleinerwerden die m�oglichen �-Werte. F�ur � = 1 existiert kein � > 0, so da� der Erwartungswert ausGleichung (4.3) kleiner als 0 wird, wie man auch am Erwartungswert selbst erkennen kann.Genauso wie wir die Maximalwerte f�ur � in Abh�angigkeit von � ermittelten, berechnen wirnun umgekehrt die Suprema von � in Abh�angigkeit von �. Die Tabelle zeigt also wiederum dennumerisch bis auf zwei Stellen genau ermittelten Maximalwert f�ur �, so da� der Erwartungswertin (4.3) kleiner als 0 ist und somit im Modell Stationarit�at vorliegt.Tabelle 4.2: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur �, abh�angig von �, so da� Stationarit�at vor-liegt. � = 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 2.4� < 0.82 0.70 0.53 0.39 0.29 0.21 0.08 0.01 <0.01Wie wir bereits aus Tabelle 4.1 wissen, kann � keine Werte � 1 annehmen, bei � = 0:1 ist sogarmaximal nur noch 0.82 m�oglich. Die Tabelle 4.2 kann als Spiegelbild der Tabelle 4.1 betrachtetwerden. Aus letzterer wissen wir beispielsweise, da� bei � = 0:4 ein Maximalwert � = 0:59m�oglich war, w�ahrend bei � = 0:6 der Wert f�ur � � 0:31 sein mu�te. Wenn wir nun in Tabelle4.2 den maximalen Wert von � bei � = 0:4 bestimmen, wissen wir bereits, da� dieser zwischen



KAPITEL 4. TAILINDEXBESTIMMUNG BEIM GARCH(1,1)-PROZESS 690.4 und 0.6 liegen mu�.F�ur eine Reihe von (�; �)-Paaren, f�ur die nach den Tabellen 4.1 und 4.2 eine station�are Vertei-lung existiert, bestimmten wir daraufhin den Tailindex. Dazu l�osten wir die Integralgleichung(4.2) sowohl analytisch als auch mit Simulationen, wie im letzten Abschnitt beschrieben. DieseL�osung stellt nach dem Satz 3.4 von Goldie den Tailindex der station�aren Verteilung dar. DieTabelle 4.3 gibt eine �Ubersicht �uber die ermittelten Tailindexwerte; dabei kennzeichnet \ - \ einParameterpaar (�; �) f�ur das keine station�are Verteilung existiert. Wie wir aus den vorangegan-genen Tabellen wissen, liegt f�ur � � 1 und � � 2:5 keine Stationarit�at vor, so da� diese Werteauch in der Tabelle 4.3 gar nicht vorkommen.Tabelle 4.3: Numerisch ermittelter Tailindex in Abh�angigkeit von � und �.� =0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 2.40.0 2.78 2.43 1.80 1.35 1.02 0.78 0.39 0.14 0.010.2 2.73 2.29 1.47 0.86 0.41 0.07 - - -� = 0.4 2.63 2.00 0.82 - - - - - -0.6 2.37 1.19 - - - - - - -0.8 0.77 - - - - - - - -Aus der vorliegenden Tabelle 4.3 erkennen wir zun�achst, da� alle Tailindexwerte kleiner als 3sind. Dies h�angt mit der verwendeten Verteilung f�ur die Noise-Variablen zusammen. Verwen-den wir eine Student-t-Verteilung mit � Freiheitsgraden, dann gilt E(j�"2 + �j�=2) = 1, daE("�) =1 (nach Johnson et al. [24]). Die L�osungen der Gleichung (4.2) m�ussen also kleiner als3 sein. F�ur den AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen haben wir diese Eigenschaft explizitin Abschnitt 6.3 bewiesen. Zudem beobachten wir eine Abnahme der Tailindexwerte mit zuneh-menden Parameterwerten � bzw. �. Auch solche Monotonieeigenschaften werden in Abschnitt6.3 f�ur den AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen nachgewiesen. Im GARCH(1,1)-Fall l�a�tsich diese Entwicklung bereits aus der Gleichung (4.2) erahnen. Je gr�o�er die Parameter sind,umso gr�o�er ist auch der Erwartungswert E(j�"2+�ju) und umso kleiner mu� u gew�ahlt werden,damit die Gleichung (4.2) erf�ullt ist.4.2.2 Student-t-Verteilung mit 5 FreiheitsgradenIn diesem Teilabschnitt besitzt die Noise-Variable die Lebesgue-Dichte p(x) = 83p5�(1+x2=5)3 .Wiederum betrachten wir zun�achst den Parameterbereich, f�ur den eine station�are L�osung exi-stiert. Dazu begutachten wir die Tabellen 4.4 und 4.5.Dabei f�allt sofort auf, da� sich f�ur festes � der Bereich der m�oglichen Werte f�ur � gegen�uber den



KAPITEL 4. TAILINDEXBESTIMMUNG BEIM GARCH(1,1)-PROZESS 70Tabelle 4.4: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur �, abh�angig von �, damit Stationarit�at vor-liegt. � = 0.0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 0.95� < 2.87 1.70 1.27 0.74 0.40 0.16 0.07 0.03Tabelle 4.5: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur �, abh�angig von �, so da� Stationarit�at vor-liegt. � = 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 2.5� < 0.86 0.76 0.60 0.47 0.37 0.29 0.14 0.05 <0.01Tabellen 4.1 und 4.2 vergr�o�ert hat. Dasselbe gilt f�ur festes � und den Bereich von �. Dies liegtan der st�arker abfallenden Dichte der Student-t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden, gegen�uber dervorher behandelten mit 3 Freiheitsgraden. Bei festem � ist so z.B., wegen der geringeren Wahr-scheinlichkeit in den Enden der Dichte, ein gr�o�erer Wert f�ur � m�oglich. Anders ausgedr�ucktsinkt das Gewicht f�ur gro�e x-Werte im Integral RIR ln j�x2 + �jp(x)dx, weshalb dann auch nochf�ur gr�o�ere �-Werte das Integral kleiner als 0 ist. Insgesamt hat sich somit der Parameterbereichausgeweitet, f�ur den eine station�are L�osung existiert.Interessant ist nun, wie sich bei �Anderung der Noise-Variablen die Tailindexwerte ver�anderthaben. Dazu begutachten wir die Werte in der Tabelle 4.6 und vergleichen sie mit denen ausTabelle 4.3.Tabelle 4.6: Numerisch ermittelter Tailindex in Abh�angigkeit von � und �.� =0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 2.50.0 4.71 4.00 2.76 2.00 1.50 1.14 0.61 0.29 0.100.2 4.68 3.84 2.40 1.50 0.89 0.44 - - -� = 0.4 4.62 3.52 1.70 0.58 - - - - -0.6 4.40 2.64 0.05 - - - - - -0.8 2.99 - - - - - - - -Wir erkennen, da� sich nicht nur der Stationarit�atsbereich, sondern auch die Tailindexwertege�andert haben. Ein Vergleich mit Tabelle 4.3 zeigt, da� alle Werte angestiegen sind. So istz.B. der Wert f�ur das Parameterpaar (�; �) = (0:2; 0:4) von 1.47 auf 2.40 angewachsen, d.h. f�urden GARCH(1,1)-Prozess mit Parametern � = 0:2 und � = 0:4 und der Student-t-Verteilungmit 5 Freiheitsgraden als Verteilung der Noise-Variablen existiert die Varianz, w�ahrend sie bei



KAPITEL 4. TAILINDEXBESTIMMUNG BEIM GARCH(1,1)-PROZESS 71Student-t-Verteilung mit 3 Freiheitsgraden nicht existiert. Dieser Anstieg l�a�t sich wieder mitder geringeren Masse in den Verteilungsenden der Student-t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden,gegen�uber der mit 3 Freiheitsgraden, begr�unden. Im Integral RIR j�x2+�jup(x)dx werden dadurchdie betragsm�a�ig gro�en x-Werte weniger stark gewichtet und u mu� deshalb gr�o�er gew�ahltwerden, um die Integralgleichung (4.2) zu erf�ullen. Wiederum erkennen wir auch die bereits imvorigen Teilabschnitt angesprochenen Monotonien, und da� alle Werte kleiner als 5 sind. Diesh�angt wieder mit dem Freiheitsgrad der Student-t-Verteilung zusammen. Dennoch ist die Mono-tonie erstaunlich, da ja nicht nur die Tails, sondern die gesamte Verteilung in den Erwartungswerteingeht, und sich damit auch die gr�o�ere Masse um den Wert 0 bei der Student-t-Verteilung mit5 Freiheitsgraden auswirkt.4.2.3 Student-t-Verteilung mit 9 FreiheitsgradenWir w�ahlen hier p(x) = 128105�(1+x2=9)5 als Lebesgue-Dichte der Noise-Variablen " im Modell (3.1).Nun vergleichen wir die Tabellen f�ur den Stationarit�atsbereich (Tab. 4.7 und 4.8) mit denen deraus den vorhergehenden Teilabschnitten.Tabelle 4.7: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur �, abh�angig von �, damit Stationarit�at vor-liegt. � = 0.0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 0.95� < 3.17 1.90 1.44 0.85 0.47 0.19 0.08 0.04Tabelle 4.8: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur �, abh�angig von �, so da� Stationarit�at vor-liegt. � = 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0� < 0.88 0.79 0.64 0.52 0.42 0.34 0.18 0.08 0.02 <0.01Dabei erkennen wir eine weitere Ausdehnung des Parameterbereichs, f�ur den eine station�areL�osung existiert, so hat sich etwa der Maximalwert f�ur � bei festem � = 0:2 von 1.05 (Tab. 4.1)�uber 1.27 (Tab. 4.4) auf 1.44 in Tabelle 4.7 erh�oht.Aus diesem Grunde lassen sich f�ur immer mehr Parameterpaare (�; �) die Tailindizes bestim-men. So ist in Tabelle 4.9 ein Tailindex f�ur das Parameterpaar (0:8; 0:4) vorhanden, welcher inden Tabellen 4.3 und 4.6 noch fehlte, da f�ur kleinere Freiheitsgrade der Student-t-Verteilungnoch keine station�are Verteilung existierte.Insgesamt erkennen wir beim Vergleich der Tabellen 4.3, 4.6 und 4.9 einen Anstieg der Tailin-dexwerte, der dem Anstieg der Freiheitsgrade entspricht. Markant ist auch der schnelle Abfallder Werte f�ur � = 1 und � > 0:6. Wie wir aus Tabelle 4.7 wissen, k�onnen wir bei � = 0:1 den



KAPITEL 4. TAILINDEXBESTIMMUNG BEIM GARCH(1,1)-PROZESS 72Tabelle 4.9: Numerisch ermittelter Tailindex in Abh�angigkeit von � und �.� =0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 2.5 3.00.0 8.23 6.21 3.82 2.63 1.93 1.47 0.80 0.42 0.20 0.040.2 8.16 5.94 3.39 2.10 1.31 0.77 - - - -� = 0.4 8.03 5.45 2.57 1.02 0.20 - - - - -0.6 7.67 4.31 0.76 - - - - - - -0.8 5.73 - - - - - - - - -Tailindex bis maximal � = 0:88 berechnen. An dieser Stelle ist der Tailindex bereits ann�ahernd0; eine �Anderung des Parameters � von 0.6 auf 0.88 bewirkt also eine �Anderung des Tailindexesum etwa 7.6. In diesem Bereich ist der Tailindex also sehr sensitiv gegen�uber Ver�anderungen inden Parameterwerten.
4.2.4 StandardnormalverteilungAbschlie�end behandeln wir noch den Fall einer normalverteilten Noise-Variablen, also mitLebesgue-Dichte p(x) = 1p2�e�x2=2. Weil die Student-t-Verteilung mit Freiheitsgrad � f�ur � !1gegen die Normalverteilung konvergiert, vermuten wir, da� sich die Entwicklung aus den letztenTeilabschnitten fortsetzt.Tabelle 4.10: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur �, abh�angig von �, damit Stationarit�at vor-liegt. � = 0.0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 0.95� < 3.56 2.16 1.65 1.00 0.56 0.23 0.10 0.05Tabelle 4.11: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur �, abh�angig von �, so da� Stationarit�atvorliegt. � = 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0� < 0.90 0.82 0.69 0.57 0.48 0.40 0.23 0.12 0.05 0.01Die Tabellen 4.10 und 4.11 best�atigen die Vermutung, da� sich der Parameterbereich f�ur dieExistenz station�arer L�osungen weiter vergr�o�ert. F�ur den Beispielwert � = 0:2 hat sich dabeider maximale Wert von � von 1.05 bei der Student-t-Verteilung mit 3 Freiheitsgraden �uber 1.27



KAPITEL 4. TAILINDEXBESTIMMUNG BEIM GARCH(1,1)-PROZESS 73bei 5 Freiheitsgraden und und 1.44 bei 9 Freiheitsgraden bis auf 1.65 bei der Standardnormal-verteilung (Tab. 4.10) erh�oht.Tabelle 4.12: Numerisch ermittelter Tailindex in Abh�angigkeit von � und �.� =0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 2.5 3.00.0 26.48 12.89 6.09 3.82 2.68 2.00 1.08 0.62 0.33 0.140.2 24.24 11.66 5.32 3.14 2.00 1.27 0.19 - - -� = 0.4 21.67 10.17 4.18 2.00 0.79 0.02 - - - -0.6 18.45 7.91 2.00 - - - - - - -0.8 12.49 2.00 - - - - - - - -0.9 2.00 - - - - - - - - -Auch bei den Tailindexwerten in Tabelle 4.12 hat sich unsere Prognose best�atigt. Im Vergleichzur Tabelle 4.9 haben sich wieder alle numerisch ermittelten Werte f�ur den Tailindex erh�oht.Wenn wir als Parmeterpaar (�; �) = (0:6; 0:2) nehmen, dann beobachten wir einen Anstiegdes Tailindexes von 0.86 in Tabelle 4.3 �uber 1.50 (Tab. 4.6) und 2.10 (Tab. 4.9) bis auf 3.14in Tabelle 4.12 f�ur die Normalverteilung. Bei der station�aren Verteilung eines GARCH(1,1)-Prozesses mit Parametern � = 0:6 und � = 0:2 sowie normalverteilter Noise-Variablen existiertalso das dritte Moment, im Gegensatz zu denen mit Student-t-verteilten Noise-Variablen. EineBesonderheit in der Tabelle 4.12 ist au�erdem das Auftreten des Tailindexes 2, immer dannwenn �+ � = 1 gilt. Dies l�a�t sich ganz einfach aus der Gleichung 4.2 erkl�aren, denn f�ur u = 2gilt bei standardnormalverteilten Noise-VariablenE(j�"2 + �ju=2) = �E("2) + � = �+ �:F�ur �+ � = 1 ergibt sich damit o�ensichtlich der Tailindex 2.Vergleichen wir abschlie�end die Tabellen f�ur die verschiedenen Verteilungen bei den Noise-Variablen, so erkennen wir, da� der Tailindex umso kleiner ist, je mehr Masse in den Vertei-lungsenden der Noise-Variablen liegt.Die Abbildung 4.1 zeigt einen Vergleich von GARCH(1,1)-Prozessen mit gleichen Parametern,aber unterschiedlichen Verteilungen der Noise-Variablen. Dabei ist die unterschiedliche Skalie-rung der Bilder zu beachten. Es zeigt sich, da� die Ausschl�age umso extremer sind, je mehrMasse in den Tails der Noise-Verteilung liegt.
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Abbildung 4.1: Jeweils 1000 simulierte Daten von GARCH(1,1)-Prozessen Xn = �n"n; �2n =0:4+0:4X2n�1+��2n mit unterschiedlichen Noise-Variablen. Die Verteilungen der Noise-Variablensind die Stundent-t-Verteilung mit 3 (links oben), 5 (rechts oben) und 9 Freiheitsgraden (linksunten) bzw. die Standardnormalverteilung.



Kapitel 5AR(1)-Proze� mitARCH(1)-Innovationen
5.1 Vorstellung des Modells und Anforderungen an die Noise-VariablenDer autoregressive Prozess mit ARCH(1)-Innovationen soll mit (Xn)n2IN0 bezeichnet werden,und �uber folgende stochastische Rekurrenzgleichung de�niert sein.Xn = Xn�1 +q� + �X2n�1"n; n 2 IN;X0 beliebige ZV. (5.1)Dabei sei  2 IR; � > 0 und � > 0.Die Zufallsvariablen "n; n 2 IN, seien iid und unabh�angig von X0. Um Aussagen zur Statio-narit�at und zum Tailverhalten zu bekommen, werden wir sp�ater weitere Bedingungen an dieNoise-Variablen stellen.Dieses Modell geh�ort zur Klasse der ARMA-Prozesse mit ARCH-Innovationen, welche 1984von Weiss [42] eingef�uhrt wurde. Borkovec und Kl�uppelberg [9] untersuchten den AR(1)-Proze�mit ARCH(1)-Innovationen ausf�uhrlich bez�uglich den Voraussetzungen zur Existenz einer sta-tion�aren Verteilung, um dann das Tailverhalten einer solchen station�aren Verteilung zu bestim-men. Dieses Kapitel fa�t ihre Ergebnisse zusammen.Zun�achst sei bemerkt, da� es sich bei (Xn)n2IN um eine homogene Markovkette handelt, dennf�ur alle n 2 IN und alle B 2 B(IR) giltP�Xn 2 B���Xn�1 = x1; : : : ;X0 = xn� == P�Xn�1 +q� + �X2n�1 "n 2 B���Xn�1 = x1; : : : ;X0 = xn�= P�x1 +q� + �x21 "n 2 B�; da "n unabh�angig von Xn�1;Xn�2; : : : : (5.2)Wie oben angek�undigt, sollen die ZV "n; n 2 IN, einige Voraussetzungen erf�ullen, welche zumBeweis der nachfolgenden S�atze notwendig sind. Bei einigen dieser Voraussetzungen ist es schwie-75



KAPITEL 5. AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 76rig, sie im konkreten Fall schnell nachzupr�ufen, weswegen wir zu Beginn des n�achsten Kapitelsdiese Voraussetzungen f�ur einige h�au�g verwendete Verteilungen explizit durchrechnen werden.Sei ("n)n2IN wie in Modell (5.1) festgelegt und sei " d= "1. Daf�ur sollen nun zun�achst dieseBedingungen gelten:Der Tr�ager von " sei ganz IR : supp(") = IR;" besitze eine um 0 symmetrische Lebesgue-Dichte p und" besitze endliches zweites Moment : E("2) <1: (5.3)Zus�atzlich sollen die folgenden drei Anforderungen erf�ullt sein:(D1) p(x) � p(x0) 8x0 � x > 0:(D2) F�ur jedes beliebige feste c � 0 existiere eine Konstante q = q(c) 2 (0; 1) und Funktionenf+(c; �) bzw. f�(c; �) mit f+(c; x) x!1�! 1 bzw. f�(c; x) x!1�! 1;so da� 8x > 0 und t > xqp x+ c+ tp� + �t2 ! � p x+ tp� + �t2! f+(c; x);p x+ c� tp� + �t2 ! � p x� tp� + �t2! f�(c; x):(D3) Es existiere eine Konstante � > 0, so da� mit q aus (D2) undN := inffu � 0; E(jp�"ju > 2g gilt:limx!1 p(x)x(N+1+�+3q)=(1�q) = 0:In Abschnitt 5.2 werden wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen eine station�are Grenz-verteilung f�ur AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen existiert. Falls eine solche Grenzvertei-lung existiert, sei X eine ZV, die nach dieser verteilt sei. Wegen (5.1) mu� dann X die folgendeFixpunktgleichung erf�ullen. X d= X +q� + �X2" (5.4)Bemerkung:F�ur eine ZV X, wie gerade beschrieben, und N aus der Bedingung (D3) giltE�jXjM� =1 f�urM > N; (5.5)



KAPITEL 5. AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 77denn angenommen der Erwartungswert w�are endlich, dann w�urdeE�jXjM� (5:4)= E����X +q� + �X2"���M�� E0@1fX 6=0gjXjM ��� +s �X2 + � "jM1A� E�jXjM1f">0g���p�"���M�= E(jXjM )E�1f">0g���p�"���M�; da X; " unabh�angig,> E(jXjM ); da E�jp�"jM� � 2 und " symmetrisch:gelten und damit einen Widerspruch ergeben.Sp�ater in diesem Kapitel (Satz 5.3) werden wir zeigen, da�P(X > x) � Cx��; C; � > 0:Aus (5.5) zusammen mit (2.4) folgt dann N � �. Nach Bedingung (D3) existiert ein � > 0 undq 2 (0; 1), so da�limx!1 p(x)x(N+1+�+3q)=(1�q) = 0:Damit gilt f�ur hinreichend gro�es s > 0 und wegen dem monotonen Abfallen der Dichte p f�urx > 0 (Bedingung (D1))p(x) < x�(N+1+�+3q) f�ur x > s;und damit f�ur � 2 (0; �)E �j"j�+�� = ZIR jxj�+�p(x)dx = 2 1Z0 x�+�p(x)dx< 2 sZ0 x�+�p(x)dx| {z }=:K; konstant +2 1Zs x�+�x�(N+1+�+3q)dx� 2K + 2 1Zs x(���)�1dx = 2K + 2h x���� � � i1x=s = 2K + 2 s���� � � < 1:Insbesondere folgt darausE�j"j�+�� < 1 f�ur ein � > 0: (5.6)5.2 Existenz einer station�aren VerteilungWie bei dem in Kapitel 3 und 4 untersuchten GARCH(1,1)-Proze�, stellen wir uns zun�achst dieFrage, unter welchen Voraussetzungen an das Modell (5.1) eine station�are Verteilung f�ur den



KAPITEL 5. AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 78Prozess (Xn)n2IN0 existiert. Die folgende Proposition beschreibt die Eigenschaften des Erwar-tungswerts E�j +p�"ju� in Abh�angigkeit von der Potenz u. Dieser Erwartungswert wird f�urden AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen dieselbe Rolle spielen wie der ErwartungswertE�j�"2 + �ju=2� f�ur den GARCH(1,1)-Proze� (vgl. Gleichungen (4.1) und (4.2)).Proposition 5.1" sei eine ZV, wie in Modell (5.1) verlangt, die die Bedingungen (5.3) und (D1) - (D3) erf�ullt.Sei h : IR� IR+ � IR+0 ! IR de�niert durchh(; �; u) = E �j +p�"ju� : (5.7)F�ur festes (; �) werde die Funkion h(; �; �) als h;�(�) bezeichnet.Es gilt:Die Funktion h;� ist in [0; T ) strikt konvex, wobei T := inffu � 0; E(jp�"ju) =1g.Falls die Parameter  und � so gew�ahlt werden, da�dduh(; �; u)ju=0 = h0;�(0) = E(ln j +p�"j) < 0; (5.8)dann existiert eine eindeutige L�osung � = �(; �) > 0 f�ur die Gleichung h;�(u) = 1.Unter Bedingung (5.8) gilt sogar�(; �)8>><>>: > 2; 2 + �E("2) < 1= 2; 2 + �E("2) = 1< 2; 2 + �E("2) > 1 : (5.9)Beweis:Nach Satz 2.14 ist h;� beliebig oft di�erenzierbar in [0; T ), weil 8k 2 INZIR dkduk �j +p�xju� p(x)dx � ZIR dkduk �cu(jju + jp�xju)� p(x)dx nach (3.20)= cujju(ln jj)k + cu ZIR jp�xju(ln jp�xj)kp(x)dx<1; da jp�xju(ln jp�xj)k < jp�xj(u+T )=2; jxj ! 1; und E(jp�"ju) <1:Daraus erhalten wir f�ur die ersten Ableitungen von h;�h0;�(u) = E �j +p�"ju ln j +p�"j� ;h00;�(u) = E �j +p�"ju(ln j +p�"j)2� > 0 8u 2 [0; T ): (5.10)Wegen supp(") = IR ist der Erwartungswert in (5.10) echt positiv.Aus der ersten Ableitung ergibt sich nun die Gleichheit in (5.8) und aus (5.10) ergibt sich diestrikte Konvexit�at der Funktion h;� in [0; T ).
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h(; �; u)

10 �(; �) T uAbbildung 5.1: Qualitativer Verlauf der Funktion h(; �; u).Im folgenden nehmen wir ohne Einschr�ankung an, da�  � 0 gilt.Denn wegen " d= �" gilth�;�(u) = E(j �  +p�"ju) = E(j �  �p�"ju) = E(j +p�"ju) = h;�(u): (5.11)Damit gilth;�(u) � E�1f"�2=p�gj +p�"ju� � E �1f"�2=p�gjp�"ju�� 2u E1f"�2=p�g| {z }>0; da supp(")=IR �!1; u!1:h;�(0) = E �j +p�"j0� = 1:Ist nun (5.8) erf�ullt, d.h. die Ableitung von h;� an der Stelle 0 ist negativ, dann ergibt sichschematisch ein Funktionsgraph wie in Abbildung 5.1 dargestellt.Wie aus der Zeichnung ersichtlich, existiert ein � > 0 mit h;�(�) = 1. Dieses � ist auch eindeutig,denn angenommen 0 < �1 < �2 und h;�(�1) = h;�(�2) = 1, dann gilth;�(0) = h;�(�1) = h;�(�2)im Widerspruch zur strikten Konvexit�at, wonach alle Werte h;�(u); u 2 (0; �2) im Graphenunterhalb der Verbindungsgerade von h;�(0) und h;�(�2) liegen m�ussen.Weiter gilth;�(2) = E�j +p�"j2� = E �( +p�")2�= E �2 + 2p�"+ �"2�= 2 + �E("2); da E(") = 0:



KAPITEL 5. AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 80Unter Zuhilfenahme der Zeichnung 5.1, ergibt sich daraus die Aussage (5.9). 2Der folgende Satz liefert uns Aussagen �uber die Existenz einer station�aren Verteilung des AR(1)-Prozesses mit ARCH(1)-Innovationen. F�ur den Beweis des Satzes verweisen wir auf Borkovecund Kl�uppelberg [9, Theorem 3.3].Satz 5.2Sei (Xn)n2IN0 ein stochastischer Proze�, wie in Modell (5.1) gegeben, mit Parametern  und �,die die Bedingung (5.8) aus Proposition 5.1 erf�ullen, und einen Noise-Proze� ("n)n2IN, der dieVoraussetzungen (5.3) erf�ullt.Dann gelten die folgenden Aussagen:(i) (Xn)n2IN0 ist geometrisch ergodisch. Insbesondere besitzt der Proze� (Xn)n2IN0 eine ein-deutige station�are Verteilung und erf�ullt die strong-mixing-Bedingung mit geometrischerKonvergenzrate. Die station�are Verteilung ist stetig und symmetrisch.(ii) Falls 2 + �E("2) < 1, dann besitzt die station�are Verteilung von (Xn)n2IN0 endlicheszweites Moment.Die Voraussetzungen (5.8) liefern also Bedingungen f�ur die Existenz einer station�aren Verteilungin Abh�angigkeit von den Parametern, �ahnlich wie wir sie auch f�ur den GARCH(1,1)-Proze�hatten (vgl. Bedingung (3.4)).5.3 Tailverhalten der station�aren VerteilungWir suchen wieder einen Satz, �ahnlich Satz 3.7 f�ur den GARCH(1,1)-Proze�, der uns das Tail-verhalten der station�aren Verteilung in Abh�angigkeit von den Modellparametern liefert. Dazudient uns der folgende Satz.Zuvor betrachten wir jedoch die Abbildung 5.2 (n�achste Seite), die den Einu� der verschiedenenModellparameter auf den AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen zeigt. O�ensichtlich habendie Parameter  und � entscheidende Bedeutung f�ur das extremale Verhalten des Prozesses,w�ahrend � lediglich die Skalierung �andert. Dementsprechend erwarten wir, da� die Parameter und � den Tailindex einer station�aren Verteilung dieses Prozesses bestimmen.Satz 5.3 (Satz von Borkovec und Kl�uppelberg)Sei (Xn)n2IN0 ein stochastischer Proze�, wie in Modell (5.1) gegeben, und X besitze als Verteilungdie nach Satz 5.2 eindeutige station�are Grenzverteilung dieses Prozesses.Dabei erf�ulle ("n)n2IN die Bedingungen (5.3) sowie (D1) - (D3), die Modellparameter  und� erf�ullen die Ungleichung (5.8) und � sei die nach Proposition 5.1 eindeutige L�osung derGleichungE �j +p�"j�� = 1: (5.12)



KAPITEL 5. AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 81Dann giltP(X > x) � l(x)x��; x!1;wobei l eine langsam variierende Funktion ist.Dieser Satz wird in Borkovec und Kl�uppelberg [9, Theorem 3.11] mit Hilfe des Drasin-SheaTheorems (vergleiche etwa Bingham et al. [5]) bewiesen.
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Abbildung 5.2: Jeweils 1000 simulierte Daten von AR(1)-Prozessen mit ARCH(1)-InnovationenXn = Xn�1�n"n; �2n = �+�X2n�1 mit unterschiedlichen Parametern, wobei die Noise-Variablestandardnormalverteilt ist. Die Parametertriple (; �; �) sind links oben (0.2,0.4,0.4), rechts oben(0.6,0.4,0.4), links unten (0.2,0.4,1) und rechts unten (0.4,1,0.4). Die Noise-Variable war in allenvier Simulationen standardnormalverteilt.F�ur den Fall  = 0, den ARCH(1) - Proze�, ist ein solches Resultat schon aus Satz 3.4 be-kannt. Die langsam variierende Funktion ist in diesem Fall eine Konstante. Aber auch im Fall 6= 0 kann l konstant gew�ahlt werden, wie sich im folgenden herausstellen wird. Dazu f�uhrenwir anstelle von (Xn)n2IN0 , gegeben durch Modell (5.1), einen neuen stochastischen Prozess(Yn)n2IN0 ein.Yn := ����Yn�1 +q� + �Y 2n�1"n���� ; n 2 IN: (5.13)



KAPITEL 5. AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 82Die Parameter ; � und � seien wie im Modell (5.1) gegeben, Y0 sei eine beliebige Start-ZV und("n)n2IN erf�ulle die Bedingungen (5.3) sowie (D1) - (D3).F�ur diesen Prozess zeigen wir das folgende Lemma.Lemma 5.4Falls jX0j = Y0 f.s., dann ist (jXnj)n2IN0 d= (Yn)n2IN0 .Beweis:Sowohl (Xn)n2IN0 als auch (Yn)n2IN0 sind homogene Markovketten.Aus Gleichung 5.2 wissen wir bereits, da� der Prozess (Xn)n2IN0 eine homogene Markovkettebildet. F�ur alle n 2 IN und alle B 2 B(IR) gilt weiterP�Yn 2 B���Yn�1 = y1; : : : ; Y0 = yn� == P�jYn�1 +q� + �Y 2n�1"nj 2 B���Yn�1 = y1; : : : ; Y0 = yn�= P�jy1 +q� + �y21"nj 2 B�; da "n unabh�angig von Yn�1; Yn�2; : : : :Damit ist auch (Yn)n2IN0 eine homogene Markovkette.Es reicht deshalb zu zeigen, da� die eindimensionalen �Ubergangswahrscheinlichkeiten �uberein-stimmen.P(Y1 � x j Y0) = P�jY0 +q� + �Y 20 "1j � x���Y0�= P�����jX0j+q� + �X20"1���� � x���jX0j�= P�� x � X0 +q� + �X20"1 � x;X0 � 0���jX0j�+ P�� x � �X0 +q� + �X20"1 � x;X0 < 0���jX0j�= P�� x � X0 +q� + �X20"1 � x;X0 � 0���jX0j�+P�� x � �X0 +q� + �X20 (�"1) � x;X0 < 0���jX0j�; da � "1 d= "1;= P�� x � X0 +q� + �X20"1 � x;X0 � 0���jX0j�+ P�x � X0 +q� + �X20"1 � x;X0 < 0���jX0j�= P�jX0 +q� + �X20"1 � x���jX0j�= P�jX1j � x���jX0j�; x 2 IR:Damit ist die Aussage des Lemmas bewiesen. 2Im folgenden Korollar zum Satz 5.3 zeigen wir, da� die darin enthaltene Funktion l konstantgew�ahlt werden kann, und geben diese Konstante explizit an.



KAPITEL 5. AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 83Korollar 5.5Mit den Voraussetzungen, wie in Satz 5.3, kann die Funktion l konstant gew�ahlt werden, n�amlichl(x) = l = 12� E ����jXj+p� + �X2"���� � ���( +p�")jXj�����E�j +p�"j� ln j +p�"j� :Beweis:In diesem Beweis verwenden wir das Korollar 3.5. Es gilt, die Voraussetzungen aus diesem Ko-rollar nachzuweisen.F�ur A := j +p�"j giltE(jAj�) = 1; nach Voraussetzung (5.12) ;E �jAj� ln+ jAj� = E �j +p�"j� ln+ j +p�"j� <1;da E("�+�) <1 f�ur ein � > 0 nach Gleichung (5.6),und ln jAj gegeben A 6= 0, d.h. ln j + p�"j gegeben " 6= � p� , ist nicht-arithmetisch, dasupp(") = IR.Also sind die Bedingungen (B1) - (B3) aus Korollar 3.5 erf�ullt.Weil nach Lemma 5.4 die station�aren Verteilungen von (Yn)n2IN0 und (jXnj)n2IN0 gleich sind,gilt nach Satz 5.3P(jXj > x) = P(Y > x) � l(x)x��; x!1;und damit gilt insbesondere E(Y ��1) <1.Es bleibt also, die Voraussetzung (3.12) aus Korollar 3.5 zu zeigen. Voraussetzung (3.13) istwegen A > 0 und Y > 0 o�ensichtlich erf�ullt.Zuerst sei � > 1. Mit den Gleichungen (3.20) und (3.21) gilt dannE�����Y +q� + �Y 2"����� � �j +p�"jY ��� �� E "� ����(Y +q� + �Y 2")� ( +p�")Y ���� �max�jY +q� + �Y 2"j; j +p�"jY ����1#� E "���p�"+p�Y 2"�p�Y 2"��� ����Y +q� + �Y 2"���+ j +p�"jY ���1#� E ��p�j"jc��1 ����Y +q� + �Y 2"�����1 + j +p�"j��1Y ��1��� �p�c2��1E �j"j�jY j��1 + jq� + �Y 2"j��1�+ �jj��1Y ��1 + �(��1)=2j"j��1Y ��1��� �p�c2��1h��1Ej"jE(Y ��1) + c(��1)=2 ��(��1)=2E(j"j��1) + �(��1)=2E(j"j��1)E(Y ��1)�



KAPITEL 5. AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 84+ ��1E(Y ��1) + �(��1)=2E(j"j��1)E(Y ��1)i< 1; dennEj"j <1; nach Voraussetzung (5.3);E(j"j��1) <1; da E(j +p�"j�) <1;E(Y ��1) <1 (siehe oben).Nun sei 0 < � � 1.E �������Y +q� + �Y 2"���� � j +p�"j�Y ����� �� E�����Y +q� + �Y 2"� Y �p�"Y ������ ; nach (3.21),� E ����p� +p�Y 2 �p�Y 2�����E(j"j�)= ��=2E(j"j�) < 1; da E(j +p�"j�) = 1:Damit sind alle Voraussetzungen von Korollar 3.5 erf�ullt und es folgtP(Y > t) � C+t��; t!1; mitC+ = 1�mE ����Y +q� + �Y 2"���� � �j +p�"jY ��� ;m = E hj +p�"j� ln j +p�"ji :Da Y = jXj und X nach Satz 5.2(i) symmetrisch verteilt ist, giltP(X > t) = P(jXj > t)2 � C+2 t��; t!1;und damit ergibt sich die Behauptung. 2



Kapitel 6Tailindex beim AR(1)-Proze� mitARCH(1)-Innovationen
6.1 M�ogliche Verteilungen f�ur die Noise-VariableDie Auswahl der m�oglichen Verteilungen f�ur die Noise-Variable " im Modell (5.1) wurde durchdie Bedingungen (5.3) sowie (D1) - (D3) verkleinert. Auf den ersten Blick scheint es schwie-rig, Verteilungen zu �nden, die die sehr technischen Bedingungen (D2) und (D3) erf�ullen. Wirzeigen aber, da� einige wichtige Verteilungen, insbesondere die Normalverteilung, die Student-t-Verteilungen und die Laplace-Verteilung diese Voraussetzungen erf�ullen.Beispiel 6.1 (Normalverteilung N(0,�2) )Lebesgue-Dichte: p(x) = 1p2��2 exp(� x22�2 ); x 2 IR:Die Voraussetzungen (5.3) sind o�ensichtlich erf�ullt, ebenso wie die Bedingung (D1).Da die Exponentialfunktion st�arker als jede Potenz anw�achst f�ur x!1, ist die Bedingung(D3) f�ur beliebige Konstanten � > 0 und q 2 (0; 1) erf�ullt:limx!1 p(x)x(N+1+�+3q)=(1�q) = 0; N = inffu � 0;E(jp�"ju > 2)g:Es bleibt also lediglich die Bedingung (D2) nachzuweisen.W�ahle q 2 (12 ; 1) (unabh�angig von c), und sei x > 0; c � 0 und t > xq.p x+ c+ tp� + �t2 ! = 1p2��2 exp "�(x+ c+ t)22�2(� + �t2)#= 1p2��2 exp "� (x+ t)22�2(� + �t2) � c(x+ t)�2(� + �t2) � c22�2(� + �t2)#= p x+ tp� + �t2! exp �� c�2 � x+ t� + �t2 + c2(� + �t2)��85



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 86� p x+ tp� + �t2! exp �� c�2 � x�x2q + jj�xq + c2�x2q�� :Wir w�ahlen alsof+(c; x) = exp � c�2� �x1�2q + jjx�q + c2x�2q�� :Dann gilt f+(c; x) x!1�! 1; da q 2 (1=2; 1):Analoges l�a�t sich f�ur p( x+c�tp�+�t2 ) zeigen, wobei f�(c; �) = f+(c; �) gew�ahlt wird.
Beispiel 6.2 (Student-t-Verteilung mit Freiheitsgrad � > 2)Lebesgue-Dichte: p�(x) = ��12(� + 1)�p���(�=2)  1 + x2� !� 12 (�+1) =: C�  1 + x2� !� 12 (�+1) ; x 2 IR:Aus Johnson et al. [24, S.362 �.] ist unter anderem bekannt, da� f�ur eine Student-t-verteilte ZV" mit � FreiheitsgradenVar(") = �� � 2 <1 f�ur � > 2 undE("r) <1 f�ur 0 � r < � bzw. E("r) =1 f�ur r � �: (6.1)Die Voraussetzungen (5.3) und (D1) sind also erf�ullt und wir m�ussen die Voraussetzungen (D2)und (D3) �uberpr�ufen.Wir zeigen zun�achst die Bedingung (D2).Sei q 2 (0; 1) beliebig (unabh�angig von c), c � 0; x > 0 und t > xq.p�  x+ c+ tp� + �t2 ! = C�  1 + (x+ c+ t)2�(� + �t2) !� 12 (�+1)

= C� 0BBB@� x+ tx+ c+ t�2| {z }�1 + (x+ t)2�(� + �t2)1CCCA� v+12 �x+ c+ tx+ t ��(�+1)� p�  x+ tp� + �t2!�1 + cx+ t��(�+1)t>xq� p�  x+ tp� + �t2!�1 + cx+ xq��(�+1) :Dann gilt f+(c; x) := �1 + cx+ xq��(�+1) x!1�! 1:
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p�  x+ c� tp� + �t2 ! = C�  1 + (x+ c� t)2�(� + �t2) !� 12 (�+1)

= C� 0BBB@� x� tx+ c� t�2| {z }�1 + (x� t)2�(� + �t2)1CCCA� v+12 �x+ c� tx� t ��(�+1)� p�  x� tp� + �t2!�1 + cx� t��(�+1)t>xq� p�  x� tp� + �t2!�1 + cx� xq��(�+1) :Dann gilt f�(c; x) := �1 + cx� xq��(�+1) x!1�! 1:Nun zeigen wir die Bedingung (D3).Da E(j"j�) = 1 nach Eigenschaft (6.1) f�ur p�-verteiltes " und N = inffu � 0;E(jp�"ju)g, ist� < N , und es existieren Konstanten � > 0 und q 2 (0; 1) (keine Beschr�ankung aus (D2)), soda� � > N + � + q(3 + � + 1) = N + � + q(� + 1) + 3q: (6.2)F�ur x!1 gilt somitp�(x) � C�x�(�+1);p�(x)x(1+N+�+3q)=(1+q) � C�x(1+N+�+3q+(q+1)(�+1))=(1�q)� C�x(N+�+3q+q(�+1)��)=(1�q) :Wegen (6.2) ist der Exponent strikt negativ und es giltlimx!1 p�(x)x(1+N+�+3q)=(1+q) = 0:
Beispiel 6.3 (Laplace-Verteilung)Lebesgue-Dichte: p�(x) = 12� exp��jxj� � ; x 2 IR; � > 0:Wie f�ur die Normalverteilung sind die Bedingungen (5.3), (D1) und (D3) problemlos nachzu-pr�ufen.



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 88Wir beweisen hier lediglich die Bedingung (D2).Sei q 2 (0; 1) beliebig, c � 0; x > 0 und t > xq.p�  x+ c� tp� + �t2 ! = 12� exp �jx+ c� tjp� + �t2� !
= 8>><>>: 12� exp��x�c+tp�+�t2��; x+ c� t � 012� exp� x+c�tp�+�t2��; x+ c� t < 0= 8>><>>: 12� exp� �x+tp�+�t2�� exp� �cp�+�t2��; x+ c� t � 012� exp� x�tp�+�t2�� exp� cp�+�t2��; x+ c� t < 0� 8>>>>>><>>>>>>: 12� exp� �x+tp�+�t2�� exp � �cp�x2q��; x� t � 012� exp� �jx�tjp�+�t2�� exp � �cp�x2q��; x+ c� t � 0 > x� t12� exp� x�tp�+�t2�� exp � �cp�x2q��; x+ c+ t < 0= p�  x� tp� + �t2�! exp� �cp�xq�� :Also gilt f�(c; x) := exp� �cp�xq�� x!1�! 1:Analoges l�a�t sich f�ur p�( x+c+tp�+�t2 ) zeigen, wobei f+(c; �) := f�(c; �) ist.6.2 Tailindex und Stationarit�atsbereich bei verschiedenen Noise-VariablenIn diesem Abschnitt gehen wir ganz analog wie in dem Abschnitt 4.2 f�ur den GARCH(1,1)-Proze�vor. Beim Vergleich der beiden Modelle scheinen die Parameter � bzw. � im GARCH(1,1)-Proze��ahnliche Bedeutung wie die Parameter � und  im AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen zubesitzen. Betrachten wir die f�ur den Stationarit�atsbereich und den Tailindex entscheidenden In-tegralgleichungen, so werden die Parameter � und � im Erwartungswert mit den entsprechendenNoise-Variablen multipliziert, w�ahrend die Parameter � und  als additive Konstanten in dieErwartungswerte eingehen. Die Beschreibung der Verfahren zur Bestimmung des Stationarit�ats-bereichs und des Tailindexes kann fast wortw�ortlich aus Abschnitt 4.1 �ubernommen werden. MitHilfe der IntegralgleichungE(ln j +p�"j) = 0 (6.3)bestimmen wir den Bereich f�ur die Modellparameter, so da� der AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen eine station�are Grenzverteilung besitzt. Zur numerischen Bestimmung des Para-meterbereichs benutzen wir Maple-Programme wie sie in Anhang A1 abgedruckt sind. Dabei



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 89erhalten wir die Bereichsgrenzen f�ur die Modellparameter, f�ur die eine station�are L�osung exi-stiert, wie beim GARCH(1,1)-Proze�, bis auf eine Genauigkeit von 10�4 und geben sie in denTabellen bis auf zwei Stellen nach dem Komma an.Zur Bestimmung des Tailindexes ben�otigen wir die Gleichung (5.12),E �j +p�"j�� = 1:Analog zum GARCH(1,1)-Proze� berechnen wir mit Maple- und S-Plus-Programmen die Indi-zes, wobei auch die gleichen Schwierigkeiten auftreten, die wir auch in Kapitel 4.1 beschriebenhaben. F�ur gr�o�ere Werte des Tailindexes k�onnen also Ungenauigkeiten von �0:02 vorkommen,w�ahrend bei Werten � 2 die angegebenen Werte relativ zuverl�assig bis auf zwei Stellen nachdem Komma angegeben werden k�onnen. F�ur eine genauere Verfahrensbeschreibung verweisenwir auf den Abschnitt 4.1 dieser Diplomarbeit.6.2.1 Student-t-Verteilung mit 3 FreiheitsgradenWir beginnen wieder mit einer Student-t-verteilten Noise-Variablen. Wie in Kapitel 4 beimGARCH(1,1)-Proze�, studieren wir zun�achst den Parameterbereich f�ur den eine station�are L�osungexistiert, um dann deren Tailindex zu bestimmen. Eine Interpretation der angegebenen Wertehaben wir bereits ausf�uhrlich im Abschnitt 4.2 gegeben. Wir werden uns deshalb auf in den Ta-bellen auftretende Besonderheiten f�ur den AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen und Ver-gleiche mit den Tabellen f�ur den GARCH(1,1)-Proze� beschr�anken.Tabelle 6.1: Numerisch ermittelter Bereich der �-Werte, abh�angig von jj, f�ur die Stationarit�atvorliegt.jj = 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.1 1.16� 2 (0,2.46] (0,2.42] (0,2.30] (0,2.09] (0,1.77] (0,1.31] [0.12,0.96] [0.34,0.59]Die Tabelle 6.1 gibt f�ur festes  die m�oglichen Werte von � an, f�ur die eine station�are L�osungexistiert. Dabei f�allt im Vergleich zu den Tabellen f�ur den GARCH(1,1)-Proze� auf, da� hierauch -Werte m�oglich sind, die gr�o�er als 1 sind. Wenn wir die f�ur den Stationarit�atsbereichentscheidenden Integralgleichungen (4.1) und (6.3) vergleichen, dann ergibt sich ausj +p�"j2 = 2 + 2p�"+ �"2; (6.4)da� der Term 2p�" den Unterschied zwischen den beiden Gleichungen ausmacht. W�ahrend derInhalt des Betrages bei (4.1) f�ur alle Realisierungen von " nichtnegativ ist, kann der Inhalt desBetrages bei (6.3) auch negative Werte annehmen. Aus diesem Grunde existieren bis zu einergewissen Grenze auch f�ur -Werte gr�o�er als 1 immer noch �-Werte, so da� Stationarit�at f�urden AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen vorliegt. Allerdings mu� der Einu� der Noise-Variablen im Erwartungswert von Gleichung (6.3) ein gewisses Mindestma� erreichen, um den



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 90Erwartungswert auf unter 0 dr�ucken zu k�onnen. Deshalb ist der Erwartungswert f�ur sehr kleine�-Werte noch gr�o�er als 0 (es existiert keine station�are Verteilung), w�ahrend er f�ur gr�o�eres � aufunter 0 f�allt. F�ur  = 1:1 ist dies z.B. im Bereich � 2 [0:12; 0:96] der Fall. Bei gr�o�eren �-Werten�uberwiegt dann wieder der Einu� der positiven Terme in (6.4) so sehr, da� der Erwartungswertgr�o�er als 0 ist, und damit keine station�are L�osung existiert.Tabelle 6.2: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur jj, abh�angig von �, so da� Stationarit�atvorliegt. � = 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9jj < 1.09 1.13 1.15 1.16 1.16 1.15 1.14 1.13 1.11� = 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.46jj < 1.09 1.03 0.96 0.88 0.78 0.66 0.50 0.25 0.01Die Tabelle 6.2 stellt das Spiegelbild von Tabelle 6.1 dar. Erhalten wir z.B. in der Tabelle 6.1f�ur jj = 1 einen maximalen �-Wert von 1.31, so mu� f�ur � = 1:4 in Tabelle 6.2 der maximalm�ogliche Wert von  kleiner als 1 sein. Auf diese Weise konnten gute Startwerte f�ur die Maple-Programme zur Bestimmung der Werte in Tabelle 6.2 ermittelt werden. Im Vergleich mit denTabellen 4.1 und 4.2, die den Parameterbereich beim GARCH(1,1)-Proze� mit gleicher Vertei-lung der Noise-Variablen festlegen, erkennen wir einen deutlich gr�o�eren Bereich f�ur den Fall desAR(1)-Prozesses mit ARCH(1)-Innovationen, wobei wir allerdings betonen, da� die Bedeutungder Parameter nicht eins zu eins �ubereinstimmt.In der Tabelle 6.3 sind die Tailindizes f�ur Parameterpaare (; �) eingetragen, f�ur die eine stati-on�are Verteilung des AR(1)-Prozesses mit ARCH(1)-Innovationen existiert. Dabei kennzeichnet\ - \ wiederum ein Parameterpaar, f�ur das keine station�are Verteilung existiert.Tabelle 6.3: Numerisch ermittelter Tailindex in Abh�angigkeit von jj und �.� =0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.4 1.8 2.2 2.40.0 2.43 1.80 1.35 1.02 0.78 0.45 0.23 0.08 0.010.2 2.41 1.76 1.31 0.99 0.75 0.43 0.21 0.06 0.010.4 2.31 1.62 1.18 0.88 0.66 0.36 0.16 0.02 -jj = 0.6 2.06 1.35 0.96 0.70 0.51 0.26 0.09 - -0.8 1.50 0.93 0.64 0.45 0.32 0.12 - - -1.0 0.59 0.41 0.28 0.18 0.10 - - - -1.1 0.13 0.15 0.10 0.04 - - - - -F�ur die numerisch ermittelten Tailindizes in Tabelle 6.3 erkennen wir �ahnliche Monotonieei-



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 91genschaften, wie in den entsprechenden Tabellen f�ur den GARCH(1,1)-Proze�. Au�erdem sindaufgrund der Student-t-Verteilung wieder keine Tailindexwerte � 3 m�oglich. Einige dieser ausder Tabelle ersichtlichen Eigenschaften haben wir in Abschnitt 6.3 nachgewiesen. Ungew�ohn-lich in Tabelle 6.3 ist das Verhalten der Tailindexwerte f�ur  > 1. Bei zunehmenden � w�achstin diesem Bereich augenscheinlich der Tailindex zun�achst an, um dann wieder gegen 0 abzu-fallen. Diese Anomalie h�angt mit dem Erwartungswert in der Gleichung (6.3) zusammen. Wiebereits bei der Diskussion des Parameterbereichs besprochen, kann der Inhalt des Betrages imErwartungswert E(ln j +p�"j) negative Werte annehmen, im Gegensatz zum entsprechendenErwartungswert f�ur den GARCH(1,1)-Prozesses. Im Vergleich zu Tabelle 4.1 f�allt zudem auf,da� die Werte f�ur  = 0 (Tab. 6.3) und � = 0 (Tab. 4.3) �ubereinstimmen. Dies mu� nat�urlichauch der Fall sein, da dann in beiden Modellen der Spezialfall des ARCH(1)-Prozesses eintritt.6.2.2 Student-t-Verteilung mit 5 FreiheitsgradenAls n�achste Verteilung f�ur die Noise-Variablen benutzen wir die Student-t-Verteilung mit 5 Frei-heitsgraden und der Lebesgue-Dichte p(x) = 83�p5(1+x2=5)3 ; x 2 IR. Wir beobachten, wie sichStationarit�atsbereich und Tailindexwerte gegen�uber der Student-t-Verteilung mit 3 Freiheitsgra-den ge�andert haben.Tabelle 6.4: Numerisch ermittelter Wertebereich f�ur �, abh�angig von jj, damit Stationarit�atvorliegt.jj = 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.1 1.2� 2 (0,2.87] (0,2.83] (0,2.71] (0,2.50] (0,2.18] (0,1.72] [0.13,1.40] [0.44,0.85]Tabelle 6.5: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur jj, abh�angig von �, so da� Stationarit�atvorliegt. � = 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0jj < 1.08 1.14 1.17 1.19 1.20 1.21 1.21 1.20 1.19 1.18� = 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 2.87jj < 1.14 1.10 1.04 0.97 0.89 0.79 0.67 0.52 0.27 0.09Wenn wir die Tabellen 6.4 und 6.5 betrachten, sehen wir zun�achst, da� sich insgesamt der Pa-rameterbereich, f�ur den station�are Verteilungen existieren, vergr�o�ert hat. Dieses Ph�anomen istschon beim GARCH(1,1)-Proze� aufgetreten und l�a�t sich wieder begr�unden mit geringerenWahrscheinlichkeiten in den Verteilungsenden bei der Student-t-Verteilung mit 5 Freiheitsgra-den, gegen�uber der mit 3 Freiheitsgraden. Allerdings f�allt uns auf, da� der Parameterbereich denwir aus den Tabellen 6.4 und 6.5 ablesen, nicht vollst�andig den Parameterbereich f�ur Student-t-Verteilung mit 3 Freiheitsgraden (Tab. 6.1 und 6.2) beinhaltet. Bei Werten von  > 1, haben



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 92sich die m�oglichen �-Werte (auf der Zahlenachse) nach rechts verschoben. Da die Student-t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden weniger Gewicht in den Tails hat, ist die Bedingung (5.8) alsof�ur gr�o�ere �-Werte erf�ullt.Tabelle 6.6: Numerisch ermittelter Tailindex in Abh�angigkeit von jj und �.� =0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 2.80.0 4.00 2.76 2.00 1.50 1.14 0.69 0.41 0.21 0.07 0.020.2 3.93 2.68 1.92 1.44 1.10 0.66 0.39 0.20 0.06 0.010.4 3.70 2.41 1.70 1.27 0.97 0.58 0.32 0.15 0.03 -jj = 0.6 3.14 1.93 1.36 1.01 0.77 0.44 0.23 0.08 - -0.8 2.10 1.29 0.92 0.68 0.51 0.28 0.11 - - -1.0 0.78 0.60 0.45 0.34 0.24 0.09 - - - -1.1 0.19 0.27 0.22 0.16 0.10 <0.01 - - - -1.2 - - 0.02 0.01 - - - - - -
Aus der Tabelle 6.6 und dem Vergleich mit Tabelle 6.3 ist wieder ein Anstieg der Tailindexwertezu beobachten, wie wir in schon beim GARCH(1,1)-Proze� erkannten. Der Tailindexwert f�ur dasParameterpaar (; �) = (0:4; 0:6) hat sich beispielsweise von 1.18 auf 1.70 erh�oht.6.2.3 Student-t-Verteilung mit 9 FreiheitsgradenNun besitzt die Noise-Variable die Dichte p(x) = 128105�(1+x2=9)5 ; x 2 IR. Wieder vergleichen wirdie Tabellenwerte mit denen in den letzten Teilabschnitten.Tabelle 6.7: Numerisch ermittelter Wertebereich f�ur �, abh�angig von jj, damit Stationarit�atvorliegt. jj = 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0� 2 (0,3.17] (0,3.13] (0,3.01] (0,2.80] (0,2.48] (0,2.02]jj = 1.1 1.2 1.24� 2 [0.14,1.71] [0.39,1.25] [0.69,0.85]Im Vergleich zu den Tabellen 4.1 und 4.2 bzw. den Tabellen 4.4 und 4.5 f�ur die Student-t-Verteilungen mit 3 bzw. 5 Freiheitsgraden hat sich der Parameterbereich, f�ur den eine stati-on�are Verteilung des AR(1)-Prozesses mit ARCH(1)-Innovationen existiert, weiter ausgeweitet.Auch f�ur den Bereich  > 1 hat sich die Entwicklung fortgesetzt, d.h. die m�oglichen �-Werte



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 93Tabelle 6.8: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur jj, abh�angig von �, so da� Stationarit�atvorliegt. � = 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.2jj < 1.07 1.13 1.17 1.20 1.22 1.23 1.24 1.24 1.23 1.23 1.20� = 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.17jj < 1.17 1.12 1.07 1.01 0.93 0.84 0.73 0.60 0.41 0.06haben sich weiter nach rechts verlagert. F�ur den Wert  = 1:1 hat sich inzwischen der Bereichder m�oglichen �-Werte von [0:12; 0:96] bei der Student-t-Verteilung mit 3 Freiheitsgraden auf[0:14; 1:71] verlagert, vor allem aber auch vergr�o�ert.Tabelle 6.9: Numerisch ermittelter Tailindex in Abh�angigkeit von jj und �.� =0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0 3.10.0 6.21 3.82 2.63 1.93 1.47 0.90 0.56 0.33 0.16 0.04 0.010.2 5.99 3.64 2.52 1.85 1.41 0.86 0.53 0.31 0.15 0.03 0.010.4 5.29 3.14 2.17 1.60 1.23 0.75 0.46 0.25 0.11 <0.01 -jj = 0.6 4.09 2.40 1.68 1.26 0.97 0.59 0.34 0.17 0.05 - -0.8 2.52 1.55 1.13 0.85 0.66 0.39 0.21 0.07 - - -1.0 0.88 0.71 0.57 0.44 0.34 0.18 0.05 - - - -1.1 0.19 0.34 0.31 0.25 0.19 0.07 - - - - -1.2 - 0.01 0.07 0.07 0.04 - - - - - -
Die Tailindexwerte in der Tabelle 6.9 haben sich wie erwartet gegen�uber den Tabellen 6.3 und6.6 im allgemeinen erh�oht. Nur im Bereich  > 1 zeigt sich die bereits im letzten Teilabschnittbeobachtete Anomalie.6.2.4 StandardnormalverteilungFalls wir den Freiheitsgrad der Student-t-Verteilung gegen 1 gehen lassen, erhalten wir wiederden Fall einer stanardnormalverteilten Noise-Variablen. Dabei werden wir wieder den Vergleichmit dem GARCH(1,1)-Proze� anstellen. Wie bei diesem, erwarten wir auch hier, da� der Pa-rameterbereich bei dieser Verteilung seine im Vergleich gr�o�te Ausdehnung erlangt und dieTailindizes die gr�o�ten Werte annimmt.Aus den Tabellen 6.10 und 6.11 erkennen wir, da� der Parameterbereich tats�achlich im Vergleichzu den Student-t-Verteilungen hier wieder am gr�o�ten ist. Je mehr Wahrscheinlichkeitsmasse in



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 94Tabelle 6.10: Numerisch ermittelter Wertebereich f�ur �, abh�angig von jj, damit Stationarit�atvorliegt. jj = 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0� 2 (0,3.56] (0,3.52] (0,3.39] (0,3.18] (0,2.87] (0,2.42]jj = 1.1 1.2 1.27� 2 [0.17,2.11] [0.38,1.69] [0.75,1.19]Tabelle 6.11: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur jj, abh�angig von �, so da� Stationarit�atvorliegt.� = 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.2 1.4jj < 1.05 1.11 1.16 1.20 1.23 1.25 1.26 1.27 1.28 1.28 1.26 1.24� = 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.56jj < 1.21 1.17 1.13 1.07 1.00 0.92 0.83 0.72 0.59 0.39 0.04den Verteilungsenden der Noise-Variablen vorhanden ist, umso kleiner ist also der Bereich derParameter  und �, f�ur die eine station�are Verteilung existiert. Die Verschiebung der m�oglichen�-Werte nach rechts im Bereich  > 1, die wir f�ur die Student-t-Verteilungen mit wachsen-dem Freiheitsgrad feststellten, wird im Fall der Normalverteilung, also f�ur den Limes � ! 1der Stundent-t-Verteilungen mit � Freiheitsgraden, augenscheinlich durch die insgesamte Ver-gr�o�erung des Parameterbereichs �uberdeckt. Im Vergleich zum GARCH(1,1)-Fall f�allt auf, da�der Bereich der m�oglichen Modellparameter wesentlich gr�o�er ist, insbesondere in Richtung desParameters . Dies h�angt mit dem f�ur die Stundent-t-Verteilung mit 3 Freiheitsgraden beschrie-benen Unterschied zwischen den Integralgleichungen (4.1) und (6.3) zusammen.Auch die Tailindexwerte nehmen f�ur die Normalverteilung ihre vergleichsweise gr�o�ten Wertean, wie aus Tabelle 6.12 herauslesen k�onnen. Je mehr Momente f�ur die Verteilung der Noise-Variablen existieren, je weniger Masse in den Tails liegt, umso gr�o�ere Tailindexwerte erhaltenwir. Betrachten wir als Beispiel das Parameterpaar (; �) = (0:2; 0:4), so ist der zugeh�orige Tai-lindex von 1.76 (Tab. 6.3) �uber 2.68 (Tab. 6.6) und 3.64 (Tab. 6.9) bis auf 5.50 in der Tabelle6.12 angewachsen. Je mehr Momente die Noise-Variable besitzt, desto mehr Moment der stati-on�aren Verteilung des AR(1)-Prozesses mit ARCH(1)-Innovationen existieren. Eine Ausnahmebildet der Bereich mit  > 1, dessen Besonderheit wir bereits bei der Diskussion des Parame-terbereichs behandelt haben. Dieser Parameterbereich ist in der Praxis auch nicht sonderlichrelevant, da die Tailindexwerte allesamt unter 1 liegen, w�ahrend sie bei Finanzdaten zwischen 2und 4 gesch�atzt werden.Vergleichen wir die Tabelle 6.12 mit der entsprechenden f�ur den GARCH(1,1)-Proze�, so f�allt



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 95Tabelle 6.12: Numerisch ermittelter Tailindex in Abh�angigkeit von jj und �.� =0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0 3.4 3.50.0 12.89 6.09 3.82 2.68 2.00 1.21 0.77 0.49 0.29 0.14 0.03 0.010.2 11.00 5.50 3.54 2.52 1.89 1.16 0.74 0.47 0.28 0.13 0.02 <0.010.4 8.14 4.30 2.88 2.11 1.61 1.00 0.64 0.40 0.23 0.10 - -jj = 0.6 5.45 3.03 2.12 1.60 1.24 0.79 0.50 0.30 0.15 0.04 - -0.8 3.02 1.85 1.37 1.07 0.85 0.55 0.33 0.18 0.06 - - -1.0 0.96 0.83 0.70 0.57 0.47 0.29 0.15 0.04 - - - -1.1 0.12 0.39 0.40 0.35 0.29 0.17 0.07 - - - - -1.2 - 0.01 0.12 0.14 0.12 0.05 - - - - - -neben dem viel gr�o�eren Parameterbereich, f�ur den sich der Tailindex bestimmen l�a�t, auch dasf�ur wachsende Parameterwerte langsamere Abfallen des Tailindexes beim AR(1)-Prozesses mitARCH(1)-Innovationen auf. Die Tailindexwerte reagieren f�ur diesen Proze� also weniger sensi-tiv, wie im Falle des GARCH(1.1)-Prozesses.6.2.5 Laplace-VerteilungAbschlie�end behandeln wir noch den Fall einer Noise-ZV mit Lebesgue-Dichte p(x) = 12e�jxj,um den Vergleich mit einem anderen Verteilungstyp, der weniger Masse um den Wert 0 be-sitzt, anstellen zu k�onnen. Dabei interessiert vor allem, ob der Einu� des Tails gegen�uber derrestlichen Verteilung derma�en �uberwiegt, da� allein das Tailverhalten der Noise-ZV �uber denTailindex des AR(1)-Prozesses mit ARCH(1)-Innovationen entscheidet.Tabelle 6.13: Numerisch ermittelter Wertebereich f�ur �, abh�angig von jj, damit Stationarit�atvorliegt. jj = 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0� 2 (0,3.17] (0,3.04] (0,2.76] (0,2.38] (0,1.89] (0,1.29]jj = 1.1 1.15 1.168� 2 [0.11,0.90] [0.22,0.63] [0.37,0.43]In den Tabellen 6.13 und 6.14, die den Parameterbereich f�ur station�are L�osungen angeben, f�alltauf, da� dieser Bereich f�ur die Laplace-Verteilung kleiner als der f�ur die Student-t-Verteilungmit 9 Freiheitsgraden ist, obwohl die Tails der Laplace-Verteilung, im Gegensatz zur Student-t-



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 96Tabelle 6.14: Numerisch ermitteltes Supremum f�ur jj, abh�angig von �, so da� Stationarit�atvorliegt. � = 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.2jj < 1.10 1.14 1.16 1.16 1.16 1.15 1.13 1.12 1.10 1.07 1.02� = 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.172jj < 0.96 0.90 0.83 0.76 0.67 0.59 0.49 0.38 0.24 < 0.01Verteilung, exponentiell abfallen. Beim Parameterbereich entscheiden also nicht nur die Tailsder Verteilung, sondern die gesamte Verteilung. Da die Laplace-Verteilung im Vergleich zuStudent-t-Verteilungen weniger Masse um 0 besitzt, ist der Parameterbereich kleiner als beieiner Student-t-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden.Tabelle 6.15: Tailindex in Abh�angigkeit von jj und �.� =0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0 3.10.0 4.05 2.41 1.69 1.27 1.00 0.63 0.40 0.24 0.12 0.03 <0.010.2 3.91 2.32 1.63 1.22 0.95 0.60 0.37 0.21 0.10 <0.01 -0.4 3.51 2.08 1.44 1.07 0.82 0.49 0.29 0.14 0.05 - -jj = 0.6 2.83 1.66 1.14 0.83 0.62 0.34 0.16 0.06 - - -0.8 1.85 1.09 0.74 0.52 0.36 0.14 0.05 - - - -1.0 0.69 0.45 0.30 0.18 0.10 - - - - - -1.15 - 0.05 0.05 - - - - - - - -Auch die Tailindexwerte (Tabelle 6.15) bei einer Laplace-Verteilung sind kleiner als bei einerStudent-t-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden und bei den meisten Tabellenwerten sogar kleiner alsbei einer Student-t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden. Dies liegt wie beim Stationarit�atsbereichan der geringeren Masse um 0 bei der Laplace-Verteilung. Allerdings f�allt beim Vergleich der Ta-bellen 6.6 und 6.15 auf, da� der Tailindex bei der Laplace-Verteilung f�ur kleine �-Werte st�arkeransteigt. Dies liegt daran, da� der Tailindex bei Student-t-Verteilungen durch deren Freiheits-grad beschr�ankt ist, w�ahrend er bei der Laplace-Verteilung, wie bei der Normalverteilung, f�ur�! 0 gegen unendlich strebt (vgl. Abschnitt 6.3).Insgesamt folgt damit, da� der Stationarit�atsbereich und die Tailindexwerte nicht nur von denVerteilungsschw�anzen der Noise-Variablen abh�angen, sondern von der gesamten Verteilung. Bei�ahnlichen Verteilungen, wie den Student-t-Verteilungen und der Normalverteilung, �uberwiegtdann allerdings das Verhalten der Tails.Die Abbildung 6.1 zeigt einen Vergleich von AR(1)-Prozessen mit ARCH(1)-Innovationen, wo-bei die Parameter  und � �uberall gleich, die Verteilungen der Noise-Variablen allerdings unter-
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Abbildung 6.1: Jeweils 1000 simulierte Daten von AR(1)-Prozessen mit ARCH(1)-InnovationenXn = 0:2Xn�1 + �n"n; �2n = 0:4 + 0:4X2n�1 mit unterschiedlichen Noise-Variablen. Die Vertei-lungen der Noise-Variablen sind die Stundent-t-Verteilung mit 3 (links oben), 5 (rechts oben)und 9 Freiheitsgraden (links unten) bzw. die Standardnormalverteilung.schiedlich gew�ahlt wurden. Wie in Abbildung 4.1 f�ur GARCH(1,1)-Prozesse zeigt sich, da� dieAusschl�age umso extremer sind, je mehr Masse in den Tails der Noise-Verteilung liegt.6.3 Monotonieeigenschaften f�ur den TailindexF�ur die Tabellen im letzten Abschnitt k�onnen wir einige Eigenschaften beweisen. Dazu sei wie-derum " eine ZV, die die Bedingungen (5.3) sowie (D1) - (D3) erf�ullt. Zudem sei die Dichte pder Noise-Variablen " di�erenzierbar. Diese Bedingung ist f�ur alle in den Tabellen verwendetenVerteilungen o�ensichtlich erf�ullt.Unter �(; �) verstehen wir im folgenden die nach Proposition 5.1 eindeutige L�osung der Glei-chung (5.12) f�ur ein Parameterpaar (; �).Satz 6.4F�ur festes � > 0 und jj wachsend, ist der Tailindex �(; �) streng monoton fallend.



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 98Beweis:Wir nehmen � > 0 fest an.O.E. sei  � 0, denn nach Gleichung (5.11) ist h(; �; u) = h(�; �; u).Au�erdem w�ahlen wir u 2 (0; N), wobei N die Konstante aus der Bedingung (D3) bezeichnet.Dabei stellen wir fest, da� �(; �) < N ist f�ur beliebiges  gelten mu�, damit dieser Tailindex dieGleichung (5.12) erf�ullen kann, denn E(XM ) =1 f�ur M > N und E(X�) =1 nach den Glei-chungen (5.5) und (2.4). Der f�ur die Aussage des Satzes relevante Wertebereich ist also abgedeckt.F�ur den Beweis ben�otigen wir den Di�erentationssatz 2.14, angewandt auf h(�; �; u).h(; �; u) = E �j +p�"ju� = ZIR j +p�xjup(x)dx= ZIR jyjup�y � p� � dyp� Substitution y :=  +p�x:� j +p�xjup(x) ist f�ur alle u 2 [0; N) Lebesgue-integrierbar.� dd �jyjup�y � p� �� = � 1p� jyjudp(t)dt ���t= y�p� existiert, da p di�erenzierbar ist.� Mittels partieller Integration l�a�t sich zeigen, da�ZIR ���� dd (jyjup(y � p� ))���� dy < 1;und damit Lebesgue-integrierbar ist.F�ur die erste Ableitung nach  ergibt sich danachdd h(; �; u) = 1Z0 uyu�1 �p�y � p� �� p�y + p� �� dy:Da die Lebesgue-Dichte p der Noise-ZV " symmetrisch um 0 und f�ur wachsendes jxj monotonfallend ist (vergleiche Abbildung 6.2), ergibt sich f�ur y 2 [0;1), wegen  > 0,p�y � p� � � p�y + p� � undp�y � p� � > p�y + p� � f�ur y 2 A 2 B mit P(A) > 0:Damit ist die erste Ableitung von h nach  strikt positiv in [0;1), d.h.dd h(; �; u) = 1Z0 uyu�1 �p�y � p� �� p�y + p� �� dy > 0:F�ur 1 > 2 � 0 ergibt sich daraush(1; �; u) > h(2; �; u); � > 0; u 2 [0; N):
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0 (y � )=p� (y + )=p�
p(x)

y=p� xAbbildung 6.2: Qualitativer Graph der Dichtefunktion p.Mittels Beweis durch Widerspruch ergibt sich nun die Behauptung.Wir nehmen an, da� �(1) � �(2) gilt, wobei �(1); �(2) � N sein mu�, da die Konstante Nnur von � abh�angig ist, nicht aber von  (vgl. Bedingung (D3)). Mit Proposition 5.1 und derJensenschen Ungleichung erhalten wir1 = h2;�(�(2)) < h1;�(�(2)) = E hj1 +p�"j�(2)i = E �j1 +p�"j�(1)�(2)�(1) �Jensen� �E hj1 +p�"j�(1)i��(2)�(1) = (h1;�(�(1))) �(2)�(1) = 1und damit den gew�unschten Widerspruch.Also ist �(1) < �(2) f�ur 1 > 2 � 0. 2Satz 6.5F�ur festes  � 1 und f�ur solche � mit �(; �) � 1 ist der Tailindex �(; �) streng monotonfallend f�ur wachsendes �.Beweis:Wegen (5.11) sei o.E.  2 [0; 1] und  fest.Zuerst behandeln wir den Fall, f�ur den der Tailindex � strikt gr�o�er als 1 ist. Wir m�ussen alsozeigen, da� f�ur �1 mit �(; �) > 1 und beliebiges �2 > �1 die Ungleichung �(; �2) < �(; �1)gilt. Statt der Funktion h benutzen wir zun�achst die Funktion ~h mit~h(; �; u) := E�j + �"ju� = h(; �2; u); � > 0:Dabei seien die Parameter �1 bzw. �2 als p�1 bzw. p�2 de�niert.Wir zeigen, da� f�ur �2 > �1 > 0 und Tailindex �(; �21) > 1 die folgende Ungleichung gilt.~h(; �1; u) = E (j + �1"ju) < E (j + �2"ju) = ~h(; �2; u): (6.5)



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 100Diese Aussage zeigen wir, indem wir die Kr�ummung der Funktion h(; �; u); u > 1; bestimmen.Dazu benutzen wir den Di�erentationssatz f�ur parameterabh�angige Integrale (Satz 2.14).ZIR ���� dd� (j + �xju) p(x)���� dx � ZIR juxjj + �xju�1p(x)dx� u� ZIR j + �xju�1(j + �xj+ )p(x)dx= u�~h(; �; u) + u� ~h(; �; u� 1) < 1:ZIR ����� d2d�2 (j + �xjup(x))����� dx = ZIR ����ux dd� �j +p�xju�1sgn( + �x)����� p(x)dx� 1Z�=� ujxj dd� �( + �x)u�1� p(x)dx+ �=�Z�1 �ux dd� �(� � �x)u�1� p(x)dx= 1Z�=� u(u� 1)x2( + �x)u�2p(x)dx+ �=�Z�1 u(u� 1)x2(� � �x)u�2p(x)dx� u(u� 1)�2 ZIR j + �xju�2(j + �xj2 + j2�xj+ 2)p(x)dx= u(u� 1)�2 �~h(; �; u) + 2~h(; �; u� 2) + 2~h(; �; u� 1) + 22~h(; �; u � 2)�< 1; da ~h(; �; u� 2) <1 f�ur 1 < u < T:Damit ist die Vertauschung von Integration und Di�erentation im Fall u > 1 erlaubt.F�ur � := �(; �1) > 1 ergibt die zweite Ableitung der Funktion ~h(; �; u)d2d�2 ~h(; �; �) = ZIR �x dd��j + �xj��1sgn( + �x)�p(x)dx= ZIR ��(� � 1)x2j + �xj��2 + �xj + �xj��12��=�(x)� p(x)dx;wobei ��=� die Diracfunktion an der Stelle � =� bezeichnet,= �(�� 1) ZIR x2j + �xj��2p(x)dx > 0; da supp(") = IR:Da ~h(; 0; �) = � < 1 und ~h(; �1; �) = 1, ist die Funktion ~h(; �; �) streng monoton wachsendf�ur � > �1. Abbildung 6.3 zeigt einen m�oglichen Verlauf der Funktion ~h(; �; �); f�ur kleine �kann die Funktion auch abfallend sein.Damit ist die Ungleichung (6.5) erf�ullt und daraus folgt auchh(; �2; �) = h(; �22; �) = ~h(; �2; �) > ~h(; �1; �) = h(; �21; �) = h(; �1; �)



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 101
1�

~h(; �; �)
�1 �2 �0 Abbildung 6.3: M�oglicher Verlauf der Funktion ~h(; �; �).und damit erh�alt man genau wie in Satz 6.4 durch Widerspruchsbeweis die Behauptung desSatzes f�ur den Falle � > 1.Jetzt betrachten wir den Fall � := �(; �1) = 1 f�ur fest gew�ahltes �1. Wir m�ussen wiederzeigen, da� f�ur beliebiges �2 > �1 die Ungleichung �(; �2) < �(; �1) gilt. Daf�ur zeigen wir erstdie Ungleichung (6.5), wobei �1 und �2 wie im obigen Fall de�niert seien.F�ur den Di�erentationssatz 2.14 betrachten wir zun�achst die erste AbleitungZIR ���� dd�1 (j + �1xj)p(x)���� dx = ZIR jx sgn( + �1x)jp(x)dx < 1Wir erhalten alsodd�~h(; �1; �) = 1Z�=� xp(x)dx+ �=�Z�1 �xp(x)dxund daraus ergibt sich f�ur die zweite Ableitungd2d�2 ~h(; �; 1) = dd� ZIR sgn( + �x)xp(x)dx= dd� 1Z�=� xp(x)dx+ dd� �=�Z�1 �xp(x)dx= � �2 (�� )p(�� ) + �2 �p(�� )= 22�3 p(�) � 0:Damit liegt auch im Fall � = 1 eine konvexe Funktion ~h(; �; �) vor und wir k�onnen die Argu-mentation aus dem ersten Fall f�ur � > 1 �ubernehmen. 2



KAPITEL 6. TAILINDEX BEIM AR(1)-PROZESS MIT ARCH(1)-INNOVATIONEN 102Satz 6.6Sei T := inffu > 0;E�jp�"ju� <1g wie in Proposition 5.1. F�ur jj < 1 gilt �(; �) < T; � > 0;und lim�#0 �(; �) = T .Beweis:Wegen (5.11) sei o.E.  2 [0; 1) und  sei fest gew�ahlt.Nach De�nition von T mu� der Tailindex �(; �), als L�osung der Integralgleichungh(; �; u) = E �j�+p�"ju� = 1;kleiner als T sein.Nach Satz 6.5 ist �(; �) monoton wachsend f�ur fallendes � und �(; �) � 1. Wir m�ussen alsonur noch lim�#0 �(; �) = T zeigen.Aus den Voraussetzungen an die ZV " (existierende Varianz, 5.3) und der De�nition von Twissen wir, da� T � 2 sein mu�. Wir w�ahlen dann 1 < u < T; u beliebig nahe an T .Daf�ur giltlim�!1h(; �; u) = lim�!1E��+p�"ju� =1; undh(; 0; u) = u < 1:
1u

h(; �; u)
�u �0 Abbildung 6.4: M�oglicher Verlauf der Funktion h(; �; u).Der Funktionsverlauf ist dann qualitativ so, wie in Abbildung 6.4 dargestellt. Aufgrund derStetigkeit der Funktion h(; �; u) mu� also ein �u > 0 existieren, so da� h(; �u; u) = 1 unddamit u = �(; �u).F�ur beliebiges � < �u gilt dann nach Satz 6.5, wegen u > 1 und �(; �) < T f�ur beliebiges � > 0,T > �(; �) > �(; �u); also �(; �) 2 (u; T ) f�ur � 2 (0; �u):Da wir u beliebig nahe an T w�ahlen k�onnen und f�ur alle � 2 (0; �u) der Tailindex �(; �) gr�o�erals u ist, gilt schlie�lich lim�#0 �(; �) = T . 2



Kapitel 7Anwendungsm�oglichkeiten derErgebnisse dieser ArbeitIn diesem abschlie�enden Kapitel wollen wir er�ortern, wie sich die Resultate aus dieser Arbeitin der Praxis einsetzen lassen. Ziel aller Modellbildungen auf dem Gebiet der Finanzzeitreihenist es, in gewissem Sinne optimale Modelle f�ur die untersuchten Datens�atze zu �nden. Dabeiversucht man mit m�oglichst wenig Aufwand eine m�oglichst gute �Ubereinstimmung mit den realenDaten zu erreichen. Zu den wesentlichen Eigenschaften, bei denen die verwendeten Modellegut auf die Daten passen sollten, z�ahlt das Tailverhalten, welches sich durch den Tailindex �beschreiben l�a�t. Wie der Tailindex beim GARCH(1,1)-Proze� und beim AR(1)-Proze� mitARCH(1)-Innovationen ermittelt wird haben wir in dieser Diplomarbeit ausf�uhrlich besprochen.Nun wollen wir uns kurz der Tailindexsch�atzung bei realen Daten widmen.7.1 Sch�atzen des TailindexesWir werden zun�achst einige bekannte Sch�atzer vorstellen, um uns dann auf den Hill-Sch�atzerzu konzentrieren, und diesen auf einige Datens�atze praktisch anzuwenden. Eine �Ubersicht �uberTailindexsch�atzer bzw. Sch�atzer des Formparameters � = 1=�, bei der die Vor- und Nachteileder einzelnen Verfahren kurz beschrieben ist, �ndet man etwa in Embrechts, Kl�uppelberg undMikosch [17].(i) Pickands-Sch�atzer nach Pickands [32]F�ur eine Menge Xi; i = 1; : : : ; n von iid-ZV mit gemeinsamer Extremwertverteilung undOrdnungsstatistik Xk;n; k = 1; : : : ; n, d.h. Xn;n � : : : X1;n, de�nieren wir den Pickands-Sch�atzer f�ur den Formparameter � als�̂(P )k;n := 1ln 2 ln Xk;n �X2k;nX2k;n �X4k;n : 103



KAPITEL 7. ANWENDUNG DER ERGEBNISSE 104F�ur diesen Sch�atzer lassen sich die folgenden Konsistenzeigenschaften zeigen.Falls k !1 und k=n! 0 f�ur n!1, dann gilt�̂(P )k;n P! �; n!1;und falls k=n! 0; k= ln lnn!1 f�ur n!1, dann gilt�̂(P )k;n f:s:! �; n!1:(ii) Hill-Sch�atzer nach Hill [22]Wiederum sei Xk;n; k = 1; : : : ; n; die Ordnungsstatistik einer Menge Xi; i = 1; : : : ; n; voniid-ZV mit gemeinsamer Extremwertverteilung. Dann de�nieren wir den Hill-Sch�atzer f�urden Tailindex � als�̂(H)k;n := 0@1k kXj=1 lnXj;n � lnXk;n1A�1 :Wie f�ur den Pickands-Sch�atzer lassen sich die folgenden Konsistenzeigenschaften zeigen.Falls k !1 und k=n! 0 f�ur n!1, dann gilt�̂(H)k;n P! �; n!1;und falls k=n! 0; k= ln lnn!1 f�ur n!1, dann gilt�̂(H)k;n f:s:! �; n!1:Um die schwache Konsistenz f�ur den Hill-Sch�atzer zu zeigen, lassen sich die Voraussetzun-gen an die ZV Xi; i = 1; : : : ; n abschw�achen. Rootz�en et al. [38] und Hsing [23] zeigten dieschwache Konsistenz auch f�ur schwach abh�angige ZV. Wegen der Abh�angigkeiten in denRenditenreihen von Finanzdaten, werden wir diesen Sch�atzer f�ur einige Beispielsch�atzun-gen nutzen.Neben den aufgef�uhrten gibt es noch eine Reihe weitere Sch�atzmethoden, wie etwa den Dekkers-Einmahl-de Haan-Sch�atzer nach Dekkers et al. [14], der eine Verallgemeinerung des Hill-Sch�atzersdarstellt, oder die \Peaks Over Threshold"-Methode.Alle hier vorgestellten Methoden sind mit �au�erster Vorsicht zu genie�en. Insbesondere die Wahlvon k ist schwierig, da sich zeigt, da� die Sch�atzungen bei sich �anderdem k starken Schwankun-gen unterliegen. In der Praxis plottet man die Sch�atzungen f�ur � oder � gegen k und sucht einenBereich von k, in dem der Sch�atzer einigerma�en konstante Werte liefert.Im Laufe der Zeit wurden die Sch�atzmethoden immer weiter verfeinert, um die Bestimmung
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Abbildung 7.1: Hillsch�atzer f�ur 6000 simulierte Daten des AR(1)-Prozesses mit ARCH(1)-Innovationen Xn = 0:2Xn�1 + �n"n; �2n = 0:4 + 0:4X2n�1; n 2 IN;wobei die Noise-Variablen("n)n2IN Student-t-verteilt sind mit 5 Freiheitsgraden.
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Abbildung 7.2: Hillsch�atzer f�ur die Daxrenditen aus Abbildung 1.2.des optimalen Wertes f�ur k zu erleichtern. Erw�ahnt seien dabei die Arbeiten von Resnick undSt�aric�a [35] [36] [37] sowie die Arbeit von Kratz und Resnick [26].Die Abbildungen 7.1 und 7.2 zeigen den Hillsch�atzer f�ur einen simulierten Proze� und f�ur dieDaxrenditen aus Abbildung 1.2. F�ur den Proze� aus Abbildung 7.1 ist der Tailindex aus derTabelle 6.6 mit 2.68 f�ur (; �) = (0:2; 0:4) bekannt.In den Abbildungen 7.3 und 7.4 wurden die Ordnungsstatistiken so skaliert bzw. der Bildaus-schnitt so eingeengt, da� der f�ur die Sch�atzung interessante Bereich der Ordnungsstatistikendeutlicher sichtbar wurde.Um eine einigerma�en gesicherte Aussage �uber den Tailindex einer Datenreihe zu erhalten, istallerdings ein Vergleich der Ergebnisse von verschiedenen Sch�atzmethoden unerl�a�lich.
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Abbildung 7.3: Hillsch�atzer bei skalierter Ordnungsstatistik f�ur die gleichen Daten wie in Ab-bildung 7.1
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Abbildung 7.4: Hillsch�atzer bei skalierter Ordnungsstatistik f�ur die Daxrenditen aus Abbildung1.2.7.2 Anwendungsm�oglichkeitenAngenommen wir haben uns f�ur ein Modell zum Anpassen an die Finanzdaten entschieden undder Tailindex des Datensatzes wurde mit Methoden, wie wir sie im letzten Abschnitt beschriebenhaben, gesch�atzt.Die Parameter f�ur das Modells lassen sich mit der in der Einleitung angesprochenen Methodeder Quasi-Maximum-Likelihood-Sch�atzung bestimmen. Die einzige Freiheit die bei Modellwahlnoch bleibt, ist die Wahl der Verteilung der Noise-Variablen. Um einen m�oglichst gute �Uber-stimmung mit den Verteilungstails der Daten zu erhalten, k�onnen wir nun diese Verteilung, mitHilfe der Tabellen in dieser Diplomarbeit oder weiterer Berechnungen f�ur andere Verteilungen,entsprechend g�unstig w�ahlen. Allerdings k�onnen sich dann andere Kenngr�o�en wie die Auto-korrelationen des Prozesses im Vergleich zu den empirischen Autokorrelationen aus den Daten



KAPITEL 7. ANWENDUNG DER ERGEBNISSE 107verschlechtern. Die genaue Analyse der Daten sowie das Testen verschiedener Modelle bleibenalso weiterhin wesentliche Aufgaben, um g�unstige Modelle f�ur Finanzzeitreihen zu �nden.



Anhang AMaple-Programme zur Bestimmungdes Stationarit�atsbereichs und desTailindexesIm folgenden sind die in den Abschnitten 4.2 und 6.2 zur Bestimmung der Tabellenwerte ver-wendeten Maple-Programme abgedruckt. Die Beschreibung dieser Programme be�ndet sich imwesentlichen in Abschnitt 4.1.A.1 Programme zur Bestimmung des Parameterbereichs, f�urden station�are L�osungen existierenZun�achst die f�ur den GARCH(1,1)-Prozess notwendigen Programme:normbsvg1:=proc(alpha,a,b)local x,beta,dn,ew,f1,f2,f3,x1,x2,x3;option trace:dn:=x->exp(-1*(x**2)/2)/sqrt(2*Pi); #Definition der Dichteew:=beta->int(log(abs(alpha*(x**2)+beta))*dn(x),x=-infinity..infinity);#Integraldefinitionx1:=a; x2:=b; #Startwertef1:=evalf(ew(x1)); #Integralauswertungf2:=evalf(ew(x2));while abs(f2)>10^(-4) do #Newton-Iterationx3:=-f2*(x2-x1)/(f2-f1)+x2;f3:=evalf(ew(x3));print(x3,f3);x1:=x2; x2:=x3;f1:=f2; f2:=f3;od; 108



ANHANG A. MAPLE-PROGRAMME 109x2; #Ergebnisausgabeend:normbsvg2:=proc(beta,a,b)local x,alpha,dn,ew,f1,f2,f3,x1,x2,x3;option trace:dn:=x->exp(-1*(x**2)/2)/sqrt(2*Pi);ew:=alpha->int(log(abs(alpha*(x**2)+beta))*dn(x),x=-infinity..infinity);x1:=a; x2:=b;f1:=evalf(ew(x1));f2:=evalf(ew(x2));while abs(f2)>10^(-4) do #Newton-Iterationx3:=-f2*(x2-x1)/(f2-f1)+x2;f3:=evalf(ew(x3));print(x3,f3);x1:=x2; x2:=x3;f1:=f2; f2:=f3;od;x2;end:Diese beiden Programme bestimmen f�ur vorgegebenen Parameter � bzw. � den Parameterwertvon � bzw.� f�ur den der Erwartungswert E(ln(�"2 + �)) den Wert 0 annimmt. Die Berechnungerfolgt mit Hilfe einer Newton-Iteration bis auf eine Genauigkeit von 10�4. Die �Ubergabepa-rameter a und b sind die Startwerte f�ur die Newton-Iteration. In den dargestellten Pro-grammen ist die ZV " normalverteilt, analog verf�ahrt man mit einer Student-t-verteilten oderLaplaceverteilten ZV. Einzige �Anderung im Programmtext ist das Austauschen der Normalver-teilungsdichte dn:=x->exp(-1*(x**2)/2)/sqrt(2*Pi) gegen die entsprechende Dichte derStundent-t-Verteilung oder Laplaceverteilung.Im wesentlichen die gleichen Programme ben�otigten wir auch f�ur den AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen.stu5bsva1:=proc(lambda,a,b)local x,gamma,dstu5,ew,f1,f2,f3,x1,x2,x3;option trace:dstu5:=x->8/(3*sqrt(5)*Pi*(1+(x**2)/5)**3);ew:=gamma->int(log(abs(gamma+sqrt(lambda)*x))*dstu5(x),x=-infinity..infinity);x1:=a; x2:=b;f1:=evalf(ew(x1));f2:=evalf(ew(x2));while abs(f2)>10^(-4) do #Newton-Iteration



ANHANG A. MAPLE-PROGRAMME 110x3:=-f2*(x2-x1)/(f2-f1)+x2;f3:=evalf(ew(x3));print(x3,f3);x1:=x2; x2:=x3;f1:=f2; f2:=f3;od;x2;end:stu5bsva2:=proc(gamma,a,b)local x,lambda,dstu5,ew,f1,f2,f3,x1,x2,x3;option trace:dstu5:=x->8/(3*sqrt(5)*Pi*(1+(x**2)/5)**3);ew:=lambda->int(log(abs(gamma+sqrt(lambda)*x))*dstu5(x),x=-infinity..infinity);x1:=a; x2:=b;f1:=evalf(ew(x1));f2:=evalf(ew(x2));while abs(f2)>10^(-4) do #Newton-Iterationx3:=-f2*(x2-x1)/(f2-f1)+x2;f3:=evalf(ew(x3));print(x3,f3);x1:=x2; x2:=x3;f1:=f2; f2:=f3;od;x2;end:Diese Programme bestimmen bei vorgegebenem Parameter � bzw.  den Parameterwert f�ur bzw. �, so da� der Erwartungswert E(ln( + p�")) mit einer Genauigkeit von 10�4 gleich 0ist. Ansonsten laufen die Programme genau wie diejenigen f�ur den GARCH(1,1)-Proze� ab. AlsBeispieldichte wurde hier die Dichte der Student-t-Verteilung mit f�unf Freiheitsgraden gew�ahlt.A.2 Programme zur Bestimmung des Tailindexes bei station�arenVerteilungenBeim GARCH(1,1)-Proze� wurde zur Tailindexbestimmung das folgende Programm benutzt.normtailg:=proc(alpha,beta,a,b)local x,u,dn,ew2,f1,f2,f3,x1,x2,x3;option trace:dn:=x->exp(-1*(x**2)/2)/sqrt(2*Pi); #Dichteew2:=u->int(abs(alpha*(x**2)+beta)^u*dn(x),x=-infinity..infinity)-1;



ANHANG A. MAPLE-PROGRAMME 111#Integraldefinitionx1:=a; x2:=b; #Startwertef1:=evalf(ew2(x1)); #Integralauswertungf2:=evalf(ew2(x2));x3:=-f2*(x2-x1)/(f2-f1)+x2; # Lineare Approximationprint(2*x3);end:F�ur ein Parameterpaar (�; �), das die Bedingung zur Existenz einer station�aren L�osung erf�ullt,liefert dieses Programm eine approximative L�osung f�ur den Tailindex, d.h. ein u, da� die Inte-gralgleichung E�j�"2 + �ju=2� = 1 ann�ahernd l�ost. Dabei wird der Integralwert f�ur die beidenStartwerte a und b ermittelt und durch lineare Approximation der Wert f�ur u bestimmt, an dembei vorliegender Linearit�at das Integral den Wert 1 annehmen w�urde.Wiederum haben wir nur ein Beispielprogramm dargestellt; f�ur andere Verteilungen der Noise-Variablen mu� nur die Dichte ausgetauscht werden.Analog verfahren wir im Fall des AR(1)-Prozesses mit ARCH(1)-Innovationen. Dabei ermitteltdas folgende Programm bei gegebenem Parameterpaar (; �) und gebebenen Startwerten dieapproximative L�osung der Integralgleichung E�j +p�"ju� = 1.stu3taila:=proc(gamma,lambda,a,b)local x,u,dstu3,ew2,f1,f2,f3,x1,x2,x3;option trace:dstu3:=x->6*sqrt(3)/(Pi*(3+x**2)**2); #Dichteew2:=u->int((gamma+sqrt(lambda)*x)^u*dstu3(x),x=(-1*gamma/sqrt(lambda))..infinity)+int((-gamma-sqrt(lambda)*x)^u*dstu3(x),x=-infinity..(-1*gamma/sqrt(lambda))) -1;#Integraldefinitionx1:=a; x2:=b; #Startwertef1:=evalf(ew2(x1)); #Integralauswertungf2:=evalf(ew2(x2));x3:=-f2*(x2-x1)/(f2-f1)+x2; #Lineare Approximation der Loesungprint(x3);end:



Anhang BS-Plus-Programme zur Sch�atzungdes Tailindexes aus SimulationenIm folgenden sind die S-Plus-Programme aufgef�uhrt, die in den Abschnitten 4.2 und 6.2 zurSch�atzung des Tailindexes herangezogen wurden. Die Bedeutung dieser Programme wird in Ab-schnitt 4.1 erkl�art.Zun�achst werden die Programme f�ur den GARCH(1,1)-Proze� mit Parametern � und � vor-gestellt.kappagarch_function(alpha, beta, noise, k1, k2){ f1 <- ewg(alpha, beta, noise, k1) - 1f2 <- ewg(alpha, beta, noise, k2) - 1while(abs(f2) > 10^(-4)) { # Newton-Iterationk3 <- (-1 * f2 * (k2 - k1))/(f2 - f1) + k2k1 <- k2k2 <- k3f1 <- f2f2 <- ewg(alpha, beta, noise, k2) - 1print(k2, f2, digits = 12)}k2}ewg_function(alpha, beta, noise, k) # berechnet Mittelwert{ garch <- (alpha * (noise)^2 + beta)^kmean(garch)} 112



ANHANG B. S-PLUS-PROGRAMME 113Mit Hilfe des Programms kappagarch haben wir f�ur die Parameter alpha, beta und n Realisie-rungen der entsprechenden Noise-Variablen mittels einer Newton-Iteration, wie bei den Maple-Programmen in Anhang A1, eine Sch�atzung f�ur den Tailindex bestimmt. An die Stelle desParameters noise trat dabei die Realisierung eines iid Zufallsvektors, etwa rt(500000,3) beider Student-t-Verteilung mit 3 Freiheitsgraden. Wie in diesem Beispiel haben wir f�ur alle Be-rechnungen n = 500000 gew�ahlt. Die Parameter k1 und k2 bezeichnen die Startwerte f�ur dieNewton-Iteration.Fast identisch stellt sich das Programm kappaararch f�ur den AR(1)-Proze� mit ARCH(1)-Innovationen dar.kappaararch_function(gamma, lambda, noise, k1, k2){ f1 <- ewa(gamma, lambda, noise, k1) - 1f2 <- ewa(gamma, lambda, noise, k2) - 1while(abs(f2) > (10.^(-4))) { # Newton-Iterationk3 <- (-1 * f2 * (k2 - k1))/(f2 - f1) + k2k1 <- k2k2 <- k3f1 <- f2f2 <- ewa(gamma, lambda, noise, k2) - 1print(k2, f2, digits = 12)}k2}ewa_function(gamma, lambda, noise, k) # berechnet Mittelwert{ ararch <- (gamma + sqrt(lambda) * noise)^kmean(ararch)}Lediglich die Zuweisung ararch bei der Mittelwertbildung �andert sich im Vergleich zum GARCH(1,1)-Proze�. Ansonsten gelten die gleichen Bemerkungen wie f�ur das Programm kappagarch.Wie in Abschnitt 4.1 erw�ahnt haben Pitts et al. [31] nachgewiesen, da� der durch obige Pro-gramme kappagarch und kappaararch ermittelte Tailindexsch�atzer �̂ f�ur n!1 asymptotischnormalverteilt ist mit dem wahren Tailindex � als Erwartungswert und Varianz �2. F�ur denGARCH(1,1)-Fall ist �̂ die L�osung der Gleichung1n nXi=1 j�x2i + �ju=2 = 1



ANHANG B. S-PLUS-PROGRAMME 114f�ur feste Parameter �; � mit �; � > 0 und xi; i = 1; : : : ; n; iid Realisierungen der Noise-Variablen". Als Varianz der Normalverteilung erhielten Pitts et al. [31] dann�̂2 = 1n E�j�"2 + �j��E�j�"2 + �j�=2 ln j�"2 + �j� :F�ur einige Werte von (�; �) berechneten wir die Werte von �̂2, wobei wir das folgende Programmbenutzten, bei dem der Erwartungswert durch sein empirisches �Aquivalent, den Mittelwert,ersetzt wurde und anstatt des wahren Tailindex � die Sch�atzung �̂ verwendet wurde.sigma_function(alpha, beta, noise, k){ n <- length(noise)x <- abs(alpha*(noise)^2 + beta)z <- x^ky <- (x^{k/2}) * log(x)sigma <- mean(z[101.:n])/(n - 100.)/mean(y[101.:n])sigma}F�ur Student-t-verteilte Noise-Variablen mit 9 Freiheitsgraden wurde z.B bei (�; �) = (0:1; 0:2)ein Wert �̂2 = 0:02 und f�ur (�; �) = (0:8; 0:2) ein Wert f�ur �̂2 kleiner als 10�4 berechnet.Allerdings gilt, wie in Abschnitt 4.1 angesprochen, bei Student-t-verteilten Noise-Variablen mit� Freiheitsgraden die oben beschriebene Asymptotik nur f�ur �-Werte, die kleiner als �=2 sind.
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