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Kapitel 1EinleitungDie Zielsetzung der vorliegenden Diplomarbeit ist, einen �Uberblick �uber einige ausgew�ahlte Kre-ditrisikomodelle zu geben und deren Anwendungsm�oglichkeiten aufzuzeigen. M�oglichst einfachgesprochen ist Kreditrisiko ein im Bankenwesen gebr�auchliches Synonym f�ur die Unsicherheit,die in einem versprochenen zuk�unftigen Zahlungsstrom liegt. Wie der Name selbst andeutet,stammt der Begri� "Kreditrisiko" aus dem Kreditbereich. Am augenf�alligsten treten Kreditri-siken bei der Darlehensvergabe auf. Betrachten wir diesen Fall aus der Sicht des Gl�aubigers.F�ur ihn stellt sich zum einen die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, mit der er die ausstehendeSchuld zur�uckerh�alt, und zum anderen nach der "Schadensh�ohe", falls der Kredit nicht zur�uck-gezahlt werden kann. Diese Problematik sollen alle Kreditrisikomodelle angemessen erfassen.Zentrale Begri�e sind also die Ausfallwahrscheinlichkeit, die Default Probability, und die LossRate, die den Bruchteil der Schuld bezi�ert, die im Kreditausfall verloren geht. Anstelle der LossRate verwendet man auch die Recovery Rate, die "1� Loss Rate" betr�agt.Die Ans�atze, denen wir im Rahmen dieser Arbeit Beachtung schenken, behandeln den Fall vonKrediten, die an B�orsen gehandelt werden. Es handelt sich um sogenannte Corporate Bonds,also von Firmen begebene Anleihen. Die Anf�ange gehen auf Merton (1974) zur�uck. Mit Du�eund Singleton (1995) setzt eine neue Entwicklung ein, die in den Arbeiten von Jarrow, Landound Turnbull (1997), Lando (1998) und Sch�onbucher (1998a) ihre Fortsetzung �ndet.Wir behandeln das Thema Kreditrisiko vom �nanzmathemathischen Blickpunkt aus. In Ka-pitel 2 legen wir die dazu n�otigen Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie dar. Wir zitie-ren n�utzliche Ergebnisse aus Br�emaud (1981), Karatzas und Shreve (1997), �ksendahl (1995)und Protter (1995). Zun�achst befassen wir uns mit stochastischen Prozessen, insbesondere mitMartingalen. Daran schlie�en sich Abschnitte �uber die stochastische Integrationstheorie, dieItô{Formel und Dol�eans{Dade{Exponentiale sowie �uber H2{Semimartingale nach Protter an.Stochastische Integrale bez�uglich der Brownschen Bewegung sind Thema des folgenden Ab-schnitts, der auf Karatzas und Shreve und �ksendahl beruht. Zum Abschlu� studieren wir nachBr�emaud Punktprozesse als Integratoren.Kapitel 3 ist der zeitstetigen Marktmodellierung gewidmet. Dabei greifen wir auf die Arbei-ten von Harrison und Pliska (1981) und Gr�unewald (1998) zur�uck. In Kapitel 3.3 untersuchenwir das verallgemeinerte Black&Scholes{Modell, das einen Aktienmarkt mit mehren Aktien be-schreibt, die als korellierte geometrische Brownsche Bewegungen modelliert sind. An diesemBeispiel werden die Begri�e "�aquivalentes Martingalma�" und "Vollst�andigkeit eines Marktmo-dells" vor Augen gef�uhrt. 1



KAPITEL 1. EINLEITUNG 2In Kapitel 4 legen wir zuerst das Modell nach Merton (1974) dar, wobei wir auf die Ausf�uhrungvon Madan (1998) zur�uckgreifen. In diesem Modell betrachten wir ausschlie�lich CorporateBonds und ziehen den Firmenwert als erkl�arende Variable heran. Die Schulden der Firma k�onnengenau dann nicht mehr zur�uckgezahlt werden, wenn der Firmenwert bei F�alligkeit unter der H�oheder Zahlungsforderung liegt. Der Ansatz basiert auf dem Aktienmarktmodell nach Black undScholes, denn der Firmenwert wird als geometrische Brownsche Bewegung modelliert. Im Er-gebnis l�a�t sich ein Corporate Bond als Derivat des Firmenwerts darstellen, und sein Wert kannmittels der Black&Scholes{Formel berechnet werden.
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Zeit tAbbildung 1.1: Simulierter Pfad des Firmenwertproze� mit Startwert 1 und der entsprechendeAnleihewert mit einer Verschuldung von 0:70 und einer Laufzeit von 10 Jahren.In Abbildung 1.1 sehen wir den simulierten Verlauf eines auf den Startwert 1 normierten Firmen-wertprozesses. Er wird durch eine Geometrische Brownsche Bewegung ohne Drift mit Volatilit�at� = 0:15 beschrieben. Die dargestellte Anleihe hat eine Laufzeit von 10 Jahren und eine H�ohevon 70% des Firmenwertes, berechnet auf den Startzeitpunkt t = 0. Im Jahr 5 f�allt der Fir-menwert drastisch ab. Von da an sind Firmenwert und Anleihewert fast identisch, da s�amtlicheWertgegenst�ande der Firma zur Deckung der Schuld herangezogen werden m�ussen. Der Kre-ditausfall tritt in t = 10 ein. Von der ausstehenden Schuld in H�ohe von 0:70 wird etwa 0:40beglichen, was einer Recovery Rate von 0:57 entspricht.Im Ansatz von Jarrow, Lando und Turnbull (1997) modellieren wir das Kreditrisiko, indemwir die Ratingklasse der untersuchten Anleihe betrachten. Ratings sind subjektive Einstufun-gen, die nach der Kreditw�urdigkeit des Anleiheemittenten vergeben werden. Eine Anleihe kannw�ahrend ihrer Laufzeit verschiedenen Ratingklassen zugeordnet werden. In jeder Ratingklassewird eine andere Ausfallwahrscheinlichkeit unterstellt. Dieser Ansatz legt es nahe, die Bewegun-gen zwischen den Ratingklassen durch eine zeitstetige homogene Markovkette zu modellieren.In diesem Modell k�onnen wir das Ausfallereignis probabilistisch beschreiben. Beim Eintritt desKreditausfalls stellt sich die Frage, wie hoch der Wertverlust der Anleihe ist, beziehungsweise,welche Summe der Emittent den Besitzern seiner Anleihe auszahlen kann. Erfolgt der Kredit-ausfall vor dem F�alligkeitstermin der Anleihe, wird angenommen, da� der Emittent einen festenBruchteil des Anspruches, die Recovery Rate, am F�alligkeitstermin auszahlt.Abbildung 1.2 zeigt empirische Ausfallwahrscheinlichkeiten, die gegen die Zeit aufgetragen sind,



KAPITEL 1. EINLEITUNG 3wobei wir uns exemplarisch auf drei Ratingklassen beschr�anken. Die gr�o�te Zahlungsf�ahigkeithat die Ratingklasse AA. Ihr ist die Funktion P 1 zugeordnet. P 2 identi�zieren wir mit der Aus-fallwahrscheinlichkeit der n�achsth�oheren Stufe BBB und P 3 mit der Ratingklasse B.
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P 2(t) P 1(t)Zeit tAbbildung 1.2: Empirische Ausfallwahrscheinlichkeiten nach Ratingklasse. P 1 entspricht derbesten Ratingklasse AA, P 2 der zweitbesten BBB und P 3 der drittbesten B.Ist die Recovery Rate, beziehungsweise die Loss Rate, von au�en vorgegeben, dann kann man mitdem Ansatz nach Jarrow, Lando und Turnbull die Preise von Anleihen mit Kreditrisiko anhandihres Ratings berechnen. Zudem besteht die M�oglichkeit, Derivate { also Contingent Claims {auf die Anleihe zu bewerten. G�angige Derivate sind beispielsweise sogenannte Default Options.Der K�aufer einer Default Option versichert sich gegen den Kreditausfall einer Anleihe. F�allt dieAnleihe aus, so erh�alt er eine Entsch�adigung. Im anderen Fall geht er leer aus. Weitere Derivatesind unter anderem gew�ohnliche Optionen auf Anleihen mit Kreditrisiko und sogenannte SpreadOptions. Der Spread bezeichnet die Renditedi�erenz zwischen den risikolosen Anlagen und ei-ner Anleihe mir Kreditrisiko. Genauer gesagt, spricht man hier von Credit Spread. Der Spreadist gewisserma�en das Aus�ubungskriterium einer Spread Option. In Kapitel 5.3 werden wir diehier erw�ahnten Derivate genauer untersuchen und im Modell nach Jarrow, Lando und Turnbullbewerten.Das Modell von Sch�onbucher (1998a) basiert auf �Uberlegungen von Du�e und Singleton (1995).Du�e und Singleton betrachten Kreditrisiken in einer Welt mir risikoneutralen Investoren.Sch�onbucher geht einen Schritt weiter, indem auf Basis des Zinsstrukturmodells nach Heath,Jarrow und Morton (1992) ein Marktmodell entwirft. In diesem Modell sind die Preise der An-leihen mit Kreditrisiko gegeben. Sie sind stochastische Gr�o�en und mit dem Aktienkurs innerhalbdes Black&Scholes{Modell vergleichbar. Es l�a�t sich dann eine breite Auswahl von Derivaten,den sogenannten Credit Risk Derivatives, bewerten, nicht zuletzt die schon erw�ahnten gew�ohnli-che Optionen auf Anleihen mit Kreditrisiko, Spread Options, Default Options und Default Swaps.Auf die Derivatebewertung gehen wir in Kapitel 5 ausf�uhrlich ein.



Kapitel 2GrundlagenIm diesem Kapitel werden die notwendigen Grundlagen der Arbeit dargelegt. Das Kapitel teiltsich in sechs Abschnitte. Im ersten Abschnitt befassen wir uns mit der "klassischen Wahrschein-lichkeitstheorie". Es werden grundlegende Begri�e erl�autert und die S�atze wiedergegeben, die f�urdie Arbeit wesentlich sind. Darauf baut der zweite Abschnitt "Stochastische Integrationstheo-rie" auf. Das Dol�eans{Dade{Exponential und H2{Semimartingale diskutieren wir in den beidenfolgenden Abschnitten. Danach wird die Brownsche Bewegung als Integrator thematisiert. ZumAbschlu� besch�aftigen wir uns mit Punktprozessen und der stochastischen Integrationstheorie.2.1 Klassische WahrscheinlichkeitstheorieDieser Abschnitt fa�t die wesentlichen De�nitionen und S�atze von Protter (1995) und �ksendahl(1995) zusammen. Der mathematische Weg, zuf�allige Bewegungen zu beschreiben, f�uhrt unszum Konzept der Wahrscheinlichkeitsr�aume. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist die Welt, in derein stochastischer Proze�, eine zuf�allige Bewegung wie beispielsweise ein Aktienkurs, eingebettetist.De�nition 2.1 Es sei 
 eine Menge. Dann ist eine �{Algebra auf 
 eine Familie F vonTeilmengen von 
, die die Eigenschaften besitzt(i) ; 2 F ,(ii) A 2 F ) Ac 2 F ,(iii) A1; A2; ::: 2 F ) A � 1Si=1Ai 2 F .Das Paar (
;F) nennt man einen Me�raum. Ein Wahrscheinlichkeitsma� P auf einemMe�raum (
;F) ist eine Funktion P : F �! [0; 1], so da� gilt(i) P (;) = 0 und P (
) = 1,(ii) Die Mengen A1; A2; ::: 2 F seien paarweise disjunkt, dann giltP  1[i=1Ai! = 1Xi=1 P (Ai) :
4



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 5Das Tripel (
;F ; P ) hei�tWahrscheinlichkeitsraum. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P )ist vollst�andig, falls F alle Teilmengen G von 
 mit �au�erem Ma� Null enth�alt, d.h.G � 
 und inf fP (F ) : F 2 F ; G � Fg = 0 ) G 2 F :Jeder Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) kann vervollst�andigt werden. Man erweitert F um dieTeilmengen von 
 mit �au�erem Ma� Null und setzt das Ma� auf die erweiterte �{Algebra fort.Die Teilmengen F von F nennt man F{me�bar. Wir interpretieren F als Ereignis und P (F ) alsdie Wahrscheinlichkeit, da� das Ereignis F eintritt. Gilt P (F ) = 1, dann sprechen wir davon,da� das Ereignis F P{fast{sicher eintritt.De�nition 2.2 Auf einer Menge 
 betrachten wir eine Familie U von Teilmengen von 
. Die�{Algebra HU �\ fH : H ist �{Algebra auf 
;U � Hghei�t die von U erzeugte �{Algebra.Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum kann man ein Struktur in Form einer Filtrierung de�nieren.Die Filtrierungen werden sp�ater als Familie von Informationsmengen interpretiert.De�nition 2.3 Eine Familie von �{Algebren (Ft)0�t�1 hei�t Filtrierung in F , wenn gilt0 � s � t � 1 ) Fs � Ft und Ft � F ; f�ur 0 � t � 1:Ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitssraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� erf�ullt die �ublichen Bedingun-gen, falls(i) F0 enth�alt alle P{Nullmengen von F .(ii) Ft = Tu>tFu, f�ur alle t � 0; d.h. die Filtrierung (Ft)0�t�1 ist rechtsseitig stetig.Wir nehmen im folgenden an, da� die �ublichen Bedingungen stets erf�ullt sind.De�nition 2.4 Es sei ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� gegeben.Eine Zufallsvariable � : 
 7! [0;1] ist eine Stopzeit, falls das Ereignis f� � tg in Ft liegt, f�uralle t 2 [0;1].Es gelten die �ublichen Bedingungen. Insbesondere ist die Filtrierung (Ft)0�t�1 rechtseitig stetig.Darauf gr�undet sich der folgende Satz.Satz 2.1 Das Ereignis f� < tg liegt in Ft, f�ur alle t 2 [0;1], genau dann, wenn � eine Stopzeitist.Im allgemeinen sind alle stochastische Prozesse auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P )de�niert. Stochastischen Prozesse interpretieren wir hier zumeist als Preisprozesse von Anla-gem�oglichkeiten wie Aktien und Anleihen.De�nition 2.5 Ein stochastischer Proze� ist ein Familie von reellwertigen ZufallsvariablenX � fX(t) : t � 0g ;die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) de�niert sind. Auf einem �ltrierten Wahr-scheinlichkeitssraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� hei�t ein stochastischer Proze� X = fX(t) : t � 0gadaptiert, falls gilt X(t) ist Ft{me�bar f�ur alle t � 0:



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 6F�ur ein festes t � 0 haben wir auf (
;F ; P ) eine Zufallsvariable gegeben mittels! 7! X(t; !); f�ur ! 2 
:Andererseits erhalten wir f�ur ein festes ! aus 
 die Funktiont 7! X(t; !) f�ur t � 0;die wir Pfad von X nennen.Die Gleichheit zweier stochastischer Prozesse mu� sorgf�altig defniert werden. Wir unterschei-den zwei M�oglichkeiten.De�nition 2.6 Gegeben sei ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� unddie adaptierten stochastischen Prozesse X = fX(t) : t � 0g und Y = fY (t) : t � 0g. X und Ysind genau dann Modi�kationen, wennX(t) = Y (t) P{f.s.; f�ur t � 0:Die beiden Prozesse sind genau dann ununterscheidbar, wenn P{fast{sicher giltX(t) = Y (t); f�ur t � 0:Sind X und Y Modi�kationen, existiert eine P{Nullmenge Nt f�ur alle t � 0, so da� f�ur alle! 2 
 n Nt gilt X(t; !) = Y (t; !). Die Menge [0;1) ist �uberabz�ahlbar, also ist N � St2[0;1)Ntnicht unbedingt eine P{Nullmenge. N mu� nicht einmal me�bar sein. Sind die Prozesse X undY ununterscheidbar, gibt es eine P{Nullmenge N , so da� f�ur alle ! 2 
 n N und f�ur alle t � 0gilt X(t; !) = Y (t; !). Mit anderen Worten, X und Y besitzen auf 
 n N identische Pfade. DieNullmenge N liegt in F0 { demnach auch in allen Ft f�ur t � 0. Folglich sind ununterscheidbareProzesse Modi�kationen.De�nition 2.7 Ein stochastischer Proze� X = fX(t) : t � 0g auf einem Wahrscheinlichkeits-raum (
;F ; P ) ist c�adl�ag, falls er Pfade besitzt, die P{fast{sicher rechtsseitig stetig sind undderen linksseitiger Limes an jeder Stelle existiert.Der Proze� X ist c�agl�ad, wenn seine Pfade P{fast{sicher linksseitig stetig sind und der rechts-seitiger Limes an jeder Stelle existiert.Jeder c�adl�ag{Proze� X = fX(t) : t � 0g besitzt eine c�agl�ad{Version. Die c�agl�ad{Version lautetX�, wobei X�(t) = lims!t;s<tX(s) de�niert ist f�ur t � 0.C�adl�ag{Prozesse bieten eine elemetares Beispiel f�ur Stopzeiten.Beispiel 1 Auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� sei ein adap-tierter c�adl�ag{Proze� X = fX(t) : t � 0g gegeben. Zu einer Borelmenge aus den reellen Zahlen� de�nieren wir �(!) � infft > 0 : X(t; !) 2 �g:� hei�t Ersteintrittszeit von X in �. Ist � eine o�ene Menge, dann ist � eine Stopzeit.Eine spezielle Klasse der stochastischen Prozesse sind Martingale, Super{ und Submartingale.Ein Martingal ist ein Proze�, dessen erwartete Zuw�achse gleich Null sind. Submartingale habeneine positive Zuwachserwartung; im Falle der Supermartingale verh�alt es sich umgekehrt.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 7De�nition 2.8 Auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� sei ein ad-aptierter Proze� X = fX(t) : t � 0g gegeben. X hei�t Martingal (beziehungsweise Supermar-tingal oder Submartingal) bez�uglich der Filtrierung (Ft)0�t�1, falls gilt(i) EfjX(t)jg <1; f�ur alle t � 0.(ii) F�ur s � t gilt E fX(t) jFs g = X(s) P{f.s. (beziehungsweise "�" oder "�").Nach Korollar 1 von Theorem 9, Chapter I, von Protter (1995) besitzt jedes Martingal eineeindeutige Modi�kation, die ein c�adl�ag{Proze� ist. Von nun an betrachten wir ausschlie�lich diec�adl�ag{Version eines Martingals.Wir bereiten das Optional Sampling Theorem mit den drei folgenden De�nitionen und einemSatz vor.De�nition 2.9 X = fX(t) : t � 0g sei ein c�adl�ag{Proze� und T sei eine zuf�allige Zeit, alsoeine Zufallsvariable mit Werten in [0;1]. Dann hei�t XT = nXT (t) : t � 0o de�niert durchXT (t) � X(t ^ T ) = X(t)1ft<Tg +X(T )1ft�Tgder in T gestoppte Proze�.De�nition 2.10 Ein Martingal X = fX(t) : t � 0g auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeits-raum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� wird durch eine Zufallsvariable Y abgeschlossen, wenn EfjY jg <1 und X(t) = E fY jFt g f�ur 0 � t <1 gilt.De�nition 2.11 Eine Familie von Zufallsvariablen (U�)�2A auf einem Wahrscheinlichkeits-raum (
;F ; P ) ist gleichgradig integrierbar, falls giltlimn!1 sup�2A ZfjU�j�ng jU�jdP = 0:Hierbei bezeichnet A eine beliebige Indexmenge.Im Falle eines stochastischen Prozesses setzen wir die Indexmenge A � IR+0 und interpretierenden stochastischen Proze� als Familie von Zufallsvariablen, indiziert durch die "Zeit" t 2 IR+0 .Satz 2.2 Es sei X = fX(t) : t � 0g ein Martingal auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeits-raum �
;F ; P; (Ft)0�t�1�. X ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn Y = limt!1X(t)P{f.s. existiert, EfjY jg < 1 und X = fX(t) : 0 � t � 1g ist ein Martingal. Hierbei istX(1) = Y .Ein gleichgradig integrierbares Martingal kann durch eine Zufallsvariable abgeschlossen werden.Die Umkehrung gilt auch. Jedes Martingal, das durch eine Zufallsvariable abgeschlossen werdenkann, ist gleichgradig integrierbar.Satz 2.3 (Doobs Optional Sampling Theorem) Es sei X = fX(t) : t � 0g ein Martingalauf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1�, das durch eine Zufallsva-riable X(1) abgeschlossen wird. �1 und �2 seien Stopzeiten mit �1 � �2 P{fast{sicher. Dannsind X(�1) und X(�2) integrierbar, und es giltX(�1) = E fX(�2) jF�1 gP{f.s.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 8Auf das Optional Sampling Theorem st�utzt sich der Beweis des folgenden Satzes.Satz 2.4 Es sei X = fX(t) : t � 0g ein gleichgradig integrierbares Martingal auf einem �ltrier-ten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� und � eine Stopzeit. Dann istX� = fX(t ^ �) : 0 � t � 1g ebenfalls ein gleichgradig integrierbares Martingal.Ein n�utzlicher Satz ist die Jensensche Ungleichung.Satz 2.5 (Jensensche Ungleichung) Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) sei eineintegrierbare reellwertige Zufallsvariable X gegeben. Sei ' eine konvexe Funktion auf den reellenZahlen und '(X) integrierbar, dann gilt f�ur jede �{Algebra G � F' (EfXjGg) � Ef'(X)jGg:Korollar 1 X = fX(t) : t � 0g sei ein Martingal auf dem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum�
;F ; P; (Ft)0�t�1� und ' : IR ! IR eine konvexe Funktion. Ist '(X(t)) f�ur 0 � t < 1integrierbar, dann ist '(X) = f'(X(t)) : t � 0g ein Submartingal. Insbesondere gilt f�ur jedesMartingal M , jM j ist ein Submartingal.Beweis:Nach der Jensensche Ungleichung giltEf'(X(t))jFsg � ' (EfX(t)jFsg)= '(X(s)) P{f.s.; f�ur t � 0:Die Betragsfunktion j � j ist konvex; demnach ist die zweite Aussage eine Konseqenz der Grund-aussage des Korollars. 2Die Doobsche Ungleichung ist ein wesentliches Hilfsmittel bei Absch�atzungen.Satz 2.6 (Doobsche Ungleichung) Auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum�
;F ; P; (Ft)0�t�1� sei ein positives Submartingal X = fX(t) : t � 0g gegeben. F�ur alle p > 1und q mit 1p + 1q = 1 gilt k supt�0 jX(t)j kLp � q supt�0 kX(t)kLp :Korollar 1 (Doobsche maximale quadratische Ungleichung) Zus�atzlich fordern wirX(1) 2 L2(P ) und de�nieren X� � supt�0 jX(t)j. Dann ist jXj ein positives Submartingal,und f�ur p = 2 gilt Ef(X�)2g � 4EfX(1)2g:Wenden wir uns nun den stochastischen Prozessen zu und betrachten zwei elementare Beispie-le. Zun�achst umschreiben wir Z�ahlprozesse und studieren speziell den Poissonproze�. Der amh�au�gsten zitierte Proze� in der Finanzmathematik ist die Brownsche Bewegung. Sie ist einMartingal mit stetigen Pfaden und der "gebr�auchliche Integrator" in der stochastischen Inte-grationstheorie. Wir be�nden uns in den nachfolgenden Beispielen immer in einem �ltriertenWahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1�.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 9De�nition 2.12 (Tn)n�0 sei eine Folge von streng wachsenden Zufallsvariablen auf F . Es seiT0 = 0. Der Proze� N = fN(t) : 0 � t � 1g de�niert durchN(t) �Xn�11ft�Tngmit Werten in IN [ f1g hei�t Z�ahlproze� bez�uglich der Folge (Tn)n�1Durch die besondere De�nition von T0 ist sichergestellt, da� N(0) = 0 P{f.s. gilt. Wir setzenT � supn Tn und nennen T Explosionszeitpunkt von N . Ist T = 1 P{f.s., dann ist N einZ�ahlproze� ohne Explosion. Sei T =1, dann ist f�ur 0 � s < t <1N(t)�N(s) = Xn�11fs<Tn�tgder Zuwachs von N im Intervall (s; t ].Der Z�ahlproze� ist, so wie wir ihn de�niert haben, nicht unbedingt adaptiert bez�uglich derFiltrierung (Ft)0�t�1. Der n�achste Satz gibt Aufschlu� dar�uber, in welchem Fall ein Z�ahlproze�adaptiert ist.Satz 2.7 Ein Z�ahlproze� N = fN(t) : 0 � t � 1g ist genau dann adaptiert, wenn die Zufalls-variablen (Tn)n�1 Stopzeiten sind.Z�ahlprozesse ohne Explosion besitzen rechtsseitig stetige Pfade mit linksseitigem Grenzwert,sind also c�adl�ag{Prozesse.De�nition 2.13 Ein Z�ahlproze� N = fN(t) : 0 � t � 1g ohne Explosion ist ein Poissonpro-ze�, wenn gilt(i) F�ur alle 0 � s < t <1 ist der Zuwachs N(t)�N(s) unabh�angig von Fs.(ii) Sind s; t; u und v beliebig mit 0 � s < t < 1, 0 � u < v < 1 und t � s = v � u, dannbesitzen N(t)�N(s) und N(v) �N(u) die gleiche Verteilung.Die Eigenschaften (i) und (ii) sind bekannt als von der Vergangenheit unabh�angige Zuw�achse undstation�ar verteilte Zuw�achse. �Uber die Verteilung des Prozesses gibt der folgende Satz Aufschlu�.Satz 2.8 N = fN(t) : 0 � t �1g sei ein Poissonproze�. Dann giltP (N(t) = n) = e�� t (�t)nn! ;f�ur n = 0; 1; 2; ::: und ein � � 0. � hei�t Intensit�at des Poissonprozesses. N(t) ist Poisson{verteilt mit Parameter � t. Weiter istEfN(t)g = � t;var(N(t)) = � t; f�ur t � 0:Leicht sieht man, da� der Poissonproze� ein Submartingal ist, da er steigende Pfade besitzt. Wiemu� man die Steigung kompensieren, damit der auf diese Weise korrigierte Proze� ein Martingalist? Der nachstehende Satz beantwortet die Frage.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 10Satz 2.9 N = fN(t) : 0 � t � 1g sei ein Poissonproze� mit Intensit�at �. De�nieren wir dieProzesse A = fA(t) : 0 � t � 1g und M = fM(t) : 0 � t � 1g mittelsA(t) � � t undM(t) � N(t)�A(t) = N(t)� � t; f�ur t � 0:Dann ist M ein Martingal.Beweis:Wir nutzen die Unabh�angkeit und die Stationarit�at der Zuw�achse aus. Wir m�ussen zeigen, da�M(t) 2 L1 gilt. E fjM(t)jg = E fjN(t)�A(t)jg� E fjN(t)j + jA(t)jg= E fN(t)g+E fA(t)g= �t+ �t= 2�t < 1; f�ur alle t � 0:Unter dieser Voraussetzung k�onnen wir den bedingten Erwartungswert von M berechnen. F�ur0 � s < t gilt E fM(t) jFs g = E fN(t)� � t jFs g= E fN(t)�N(s) +N(s)� � s� � (t� s) jFs g= N(s)� � s+E fN(t)�N(s) jFs g � � (t� s)= M(s) +E fN(t)�N(s)g � � (t� s)= M(s) +E fN(t� s)�N(0)g � � (t� s)= M(s) + � (t� s)� � (t� s)= M(s)Damit haben wir gezeigt, da� M ein Martingal ist. 2Den Proze� A nennt man den Kompensator von N . Es gilt N =M�A. A besitzt die Eigenschaftder Vorhersehbarkeit, da A stetige Pfade besitzt. Zudem sind die Pfade von A von beschr�ank-ter Variation auf kompakten Intervallen. Im Folgenden ist die Zerlegung eines Prozesses in einMartingal und einen vorhersehbaren Proze� mit beschr�ankter Variation von grundlegender Be-deutung. Die Begri�e "vorhersehbar" und "von beschr�ankter Variation" werden sp�ater genaude�niert.Wenden wir uns nun der Brownschen Bewegung zu.De�nition 2.14 Ein reellwertiger adaptierter Proze� B = fB(t) : 0 � t <1g hei�tBrownsche Bewegung, falls gilt(i) F�ur alle 0 � s < t <1 ist der Zuwachs B(t)�B(s) unabh�angig von Fs.(ii) F�ur alle 0 < s < t < 1 ist B(t) � B(s) normalverteilt mit Erwartungswert Null undVarianz �2(t� s) f�ur eine reelle Konstante � > 0.Die Brownsche Bewegung startet in x, wenn P (B(0) = x) = 1. Ist � = 1 und startet B in 0,dann nennen wir B eine Standard Brownsche Bewegung.
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Zeit tAbbildung 2.1: 3 simulierte Pfade einer Standard Brownschen BewegungGilt EfjB(0)jg < 1, dann ist die Brownsche Bewegung ein Martingal. Falls die BrownscheBewegung ein Martingal ist, besitzt sie eine c�adl�ag{Modi�kation. Wir k�onnen sogar noch mehr�uber die Pfade von B aussagen.Satz 2.10 Es sei B = fB(t) : 0 � t <1g eine Brownsche Bewegung. Dann existiert eine Mo-di�kation von B mit stetigen Pfaden P{fast{sicher.Wir benutzen im weiteren stets eine Version der Brownschen Bewegung mit stetigen Pfaden.�Uber die Brownsche Bewegung gibt es zwei Aussagen, die uns mit der Problematik der sto-chastischen Integration vertraut machen.Satz 2.11 Es sei B = fB(t) : 0 � t <1g eine Brownsche Bewegung und (�n)n�1 eine Folgevon Partitionen des Intervalls [a; a+ t], f�ur a � 0 und t > 0. Die Folge (�n)n�1 sei verfeinernd;d.h.: f�ur m > n ist �m � �n. De�nieren wir �nB �Pti2�n (B(ti+1)�B(ti))2. Geht die Feinheitvon �n gegen Null f�ur n!1, dann gilt limn!1 �nB = t P{fast{sicher.Das Konzept der Folge (�n)n�1 wird sp�ater auf Stopzeiten erweitert. Die Aussage des Satzesbleibt jedoch in dem verallgemeinerten Fall erhalten. Es gilt dann [B;B](t) = limn!1 �nB = t.Der Proze� [�; �] hei�t quadratische Variation oder Bracket{Proze�. Die Brownsche Bewegungkann mithilfe der quadratischen Variation charakterisiert werden. Nach L�evy ist ein Proze� X =fX(t) : t � 0g eine Brownsche Bewegung, wenn X ein stetiges Martingal ist mit [X;X](t) = tf�ur t � 0 (siehe Satz 2.45).Wir de�nieren die Variation eines Prozesses entlang eines Pfades.De�nition 2.15 Sei X = fX(t) : 0 � t <1g ein c�adl�ag{Proze�. F�ur ein kompaktes IntervallI � [a; b] mit 0 � a < b de�nieren wir die Zufallsvariable VI(X) auf (
;F ; P ) durchVI(X)(!) � sup�2P Xti2� jX(ti+1; !)�X(ti; !)j; f�ur alle ! 2 
;



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 12wobei P alle endlichen Partitionen von I umfa�t. VI(X)(!) hei�t die Variation entlang einesPfades des Prozesses X f�ur ein gegebenes ! 2 
. X ist ein Proze� von beschr�ankter Va-riation auf kompakten Intervallen, ein FV{Proze�, wenn f�ur alle kompakten Intervalle I giltVI(X) <1 P{fast{sicher.Satz 2.12 Es sei B = fB(t) : 0 � t <1g eine Brownsche Bewegung. Die Pfade von B sindalle von unbeschr�ankter Variation P{fast{sicher.Im n�achsten Abschnitt sehen wir, da� im Falle eines FV{Prozesses X mit stetigen Pfaden dasstochastische Integral R �dX sich pfadweise wie das Lebesgue{Stieltjes{Integral berechnen l�a�t.Wir verallgemeinern den Begri� des Martingals.De�nition 2.16 Ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� sei gegeben. Einadaptierter c�adl�ag{Proze� X = fX(t) : 0 � t <1g hei�t genau dann ein lokales Martingal,wenn eine Folge von wachsenden Stopzeiten (�n)n�1 existiert mit limn!1 �n =1 P{fast{sicherund X�n 1f�n>0g ein Martingal f�ur alle n � 1 ist. Die Folge von Stopzeiten (�n)n�1 nennen wirfundamentale Folge.Ein Martingal ist ein einfaches Beispiel f�ur ein lokales Martingal. Wir setzen �n = n, dann sinddie Voraussetzungen erf�ullt. Unter welchen Bedingungen ist ein lokales Martingal ein Martingal?Eine m�ogliche Antwort bietet der nachstehende Satz.Satz 2.13 X = fX(t) : t � 0g sei ein lokales Martingal auf dem �ltrierten Wahrscheinlichkeits-raum �
;F ; P; (Ft)0�t�1�.Der Proze� X� = fX�(t) : t � 0g sei gegeben mittels X�(t) � sup0�s�t jX(s)j f�ur t � 0. IstEfX�(t)g < 1 f�ur alle t � 0, dann ist X ein Martingal. Gilt zus�atzlich EfX�g <1, dann istX ein gleichgradig integrierbares Martingal.2.2 Stochastische IntegrationstheorieDas stochastische Integral k�onnen wir nicht als Erweiterung der Integration nach Lebesgue undStieltjes gewinnen. Sei ein Proze� X = fX(t) : t � 0g als Integrator gegeben, und H = fH(t) :t � 0g der Proze�, den man integrieren m�ochte. Wir versuchen das stochastische IntegralIX(H)(!) = Z 10 H(s; !) dX(s; !)f�ur jedes ! 2 
 als das Lebesgue{Stieltjes{Integral zu de�nieren. Als Voraussetzung ben�otigenwir, da� X(!) auf Kompakta von beschr�ankter Variation ist. Die Brownsche Bewegung erf�ulltnach Satz 2.12 diese Voraussetzung nicht. Zudem k�onnten wir verlangen, da� die Pfade von Xdi�erenzierbar sind; sprich f�ur alle ! 2 
 solldX(t; !)dt ; f�ur alle t � 0existieren. Dann w�are die Integrationstheorie nach Riemann anwendbar. Solche Forderungenschr�anken die Menge der Integratoren zu stark ein. Viele Prozesse wie die Brownsche Bewegungkann man auf diese Weise nicht fassen. Ein erweitertes Konzept ist notwendig.Der Aufbau der Stochastischen Integrationstheorie im Sinne von Itô ist in Protter ausf�uhrlich



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 13beschrieben. Hier gehen wir nicht auf jedes Detail ein. Wir geben wesentliche Ergebnisse an, be-schr�anken uns hierbei zumeist auf Integranden mit c�agl�ad{Pfaden. Unter gewissen technischenVoraussetzungen kann man das stochastische Integral f�ur vorhersehbare Prozesse als Integran-den de�nieren. Teilweise geben wir hierf�ur Ergebnisse an.Das stochastische Integral wird zun�achst f�ur einfach vorhersehbare Prozesse als Integrand de�-niert. Die Prozesse, welche �ubliche Integraleigenschaften besitzen, betrachten wir als zul�assigeIntegratoren und nennen sie Semimartingale. Dringt man tiefer in die Theorie ein, sieht man,da� das "klassische" Semimartingal nach Doob und Meyer mit der De�nition in diesem Zu-sammenhang identisch ist. Im Rahmen des "neuen Konzepts" nach Protter f�allt das stochasti-sche Integral f�ur FV{Prozesse als Integratoren mit der pfadweisen Erweiterung des Lebesgue{Stieltjes{Integrals zusammen.Im weiteren Vorgehen be�nden wir uns stets in einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum(
;F ; P; (Ft)t�0), der die �ublichen Bedingungen erf�ullt.De�nition 2.17 Ein Proze� H = fH(t) : t � 0g hei�t einfach vorhersehbar, wenn erfolgende Darstellung besitzt.H(t) = H0 1f0g(t) + nXi=1Hi 1(Ti;Ti+1](t);wobei 0 = T1 � : : : � Tn+1 <1 eine endliche Folge von Stopzeiten ist und Hi eine FTi{me�bareZufallsvariable ist, mit jHij <1 P{f.s. f�ur 0 � i � n. Die Menge aller einfach vorhersehbarenProzesse sei mit S bezeichnet.Den Raum der einfach vorhersehbaren Prozesse S versehen wir mit der Topologie der gleichm�a�i-gen Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, welche wir TS0 nennen. Das Integral de�nieren wir f�ureinfach vorhersehbare Prozesse. Es ist eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum(
;F ; P ). Der Raum aller Zufallsvariable auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum, die fast{sicherendliche Werte annehmen, sei L0. Den Raum L0 versehen wir mit der Topologie in Wahrschein-lichkeit TL0.Gegeben einen Proze� X = fX(t) : t � 0g de�nieren wir die lineare Abbildung IX : (S;TS0)!(L0;TL0) durch IX(H) � H0X(0) + nXi=1Hi (X(Ti+1)�X(Ti)) :Hierbei ist H = fH(t) : t � 0g ein einfach vorhersehbarer Proze� der GestaltH(t) = H0 1f0g(t) + nXi=1Hi 1(Ti;Ti+1](t):Obenstehende De�nition ist eine pfadweise De�nition f�ur jedes ! 2 
.De�nition 2.18 Ein Proze� X = fX(t) : t � 0g ist ein totales Semimartingal, falls X einadaptierter c�adl�ag{Proze� ist und die Abbildung IX : (S;TS0)! (L0;TL0) stetig ist.Der Proze� X = fX(t) : t � 0g hei�t Semimartingal, falls f�ur jedes reelle t � 0 der gestoppteProze� Xt ein totales Semimartingal ist.Die folgenden S�atze geben Aufschlu� �uber die Struktur der Menge der totalen Semimartingaleund der Menge der Semimartingale.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 14Satz 2.14 Die Menge der (totalen) Semimartingale ist ein Vektorraum �uber den reellen Zahlen.Satz 2.15 Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsma� auf (
;F), das absolut stetig zu P ist. Dann istjedes (totale) P -Semimartingal ein (totales) Q{Semimartingal.Verkleinert man die urspr�ungliche Filtrierung, so da� ein Semimartingal adaptiert ist bez�uglichder verkleinerten Filtrierung, bleibt die Semimartingaleigenschaft bestehen.Satz 2.16 X = fX(t) : t � 0g sei ein Semimartingal zur Filtrierung (Ft)t�0. Sei (Gt)t�0eine Filtrierung, die in (Ft)t�0 enthalten ist; d.h.: Gt � Ft f�ur jedes t � 0. Dann ist X einG{Semimartingal, falls X adaptiert ist bez�uglich der Filtrierung (Gt)t�0.Semimartingale bilden die Menge der Integratoren in der stochastischen Integrationstheorie. VonInteresse ist, welche Integratoren zur Verf�ugung stehen. Es folgen einige Beispiele.Satz 2.17 Jedes quadratintegrierbare Martingal (mit c�adl�ag{Pfaden) ist ein Semimartingal.Den Begri� des lokalen Martingals haben wir bereits kennengelernt. Das Prinzip der Lokalisie-rung l�a�t sich allgemein formulieren.De�nition 2.19 Sei X = fX(t) : t � 0g ein stochastischer Proze�. Eine Eigenschaft E giltlokal, falls eine Folge von wachsenden Stopzeiten (�n)n�1 existiert mit limn!1 �n =1, so da�X�n 1f�n>0g die Eigenschaft E f�ur n � 1 besitzt.Mit dieser De�nition betrachten wir den folgenden Satz.Satz 2.18 Jedes lokal quadratintegrierbare lokale Martingal mit c�adl�ag{Pfaden ist ein Semimar-tingal.Korollar 1 Ein lokales Martingal mit stetigen Pfaden ist ein Semimartingal.Korollar 2 Die Brownsche Bewegung ist ein Semimartingal.Neben den lokal quadratintegrierbaren lokalen Martingalen ist eine andere Klasse von Integra-toren wichtig: die FV{Prozesse.De�nition 2.20 Der stochastische Proze� A = fA(t) : t � 0g sei ein FV{Proze�. Wir de�nie-ren den Proze� jAj = fjAj(t) : t � 0g durchjAj(t) � supn�1 2nXk=1 jA(t k2n )�A(tk � 12n )j:jAj hei�t totaler Variationsproze�.Der totale Variationsproze� jAj ist wachsend und es gilt jAj(t) <1 P{fast{sicher, f�ur t � 0.Satz 2.19 Jeder adaptierte FV{Proze� (mit endlicher totaler Variation jAj(1)) ist ein (totales)Semimartingal.Die Menge der Semimartingale bilden einen Vektorraum. Demnach ist die Summe aus einemkonstanten Proze�, einem lokal quadratintegrierbaren Martingal und einem FV{Proze� ebenfallsein Semimartingal. Prozesse, die sich in diese drei Summanden aufspalten lassen, nennen wirzerlegbare Prozesse.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 15De�nition 2.21 Ein adaptierter Proze� X = fX(t) : t � 0g mit c�adl�ag{Pfaden hei�t zerleg-bar, falls er die Darstellung besitztX(t) = X(0) +M(t) +A(t); f�ur t � 0:Hierbei ist M = fM(t) : t � 0g ein lokal quadratintegrierbares Martingal und A = fA(t) : t � 0gein FV{Proze�, und es gilt M(0) = A(0) = 0.Satz 2.20 Jeder zerlegbare Proze� ist ein Semimartingal.Wir haben die Integratoren relativ ausf�uhrlich diskutiert. Nun wenden wir uns den Integrandenzu. Wir gehen der Frage nach, wie sich die Menge der einfach vorhersehbaren Prozesse alsIntegranden geeignet erweitern l�a�t. Als Ergebnis erhalten wir die adaptierten Prozesse, dielinksseitig stetig sind und deren rechtsseitiger Grenzwert existiert.De�nition 2.22 Die Menge der c�adl�ag{Prozesse nennen wir D. Die Menge der adaptiertenProzesse, deren rechtsseitiger Grenzwert existiert und die linksseitig stetig sind, die also c�agl�ad{Prozesse sind, bezeichnen wir mit L.Auf den R�aumen S und L0 haben wir die Topologien TS0 und TL0 kennengelernt. Wir ben�otigeneine weitere, eine dritte Form der Konvergenz.De�nition 2.23 Eine Folge von Prozessen (Hn)n�1 mit Hn = fHn(t) : t � 0g konvergiertgegen einen Proze� H = fH(t) : t � 0g gleichm�a�ig auf kompakten Intervallen in Wahr-scheinlichkeit, falls giltlimn!1 sup0�s�t jHn(s)�H(s)j = 0 P{f.s.; f�ur t � 0:Der Raum S liegt in L, was man direkt aus der De�nition der einfach vorhersehbaren Prozesseerkennt. Wir versehen L, D und S mit der Topologie der gleichm�a�igen Konvergenz auf Kom-pakta TL, TD, beziehungsweise TS. Das n�achste Ergebnis ist der Schl�ussel, um die De�nitionIX(H) auf L zu erweitern.Satz 2.21 Der Raum S liegt dicht in L unter der Topologie der gleichm�a�igen Konvergenz aufKompakta TL.IX bildet einen Proze� auf eine Zufallsvariable ab. Nun de�nieren wir einen Operator (denstochastischen Integraloperator), der einen Proze� auf einen Proze� abbildet.De�nition 2.24 Es sei H = fH(t) : t � 0g 2 S und X = fX(t) : t � 0g ein stochastischerProze� mit c�adl�ag{Pfaden. Die (lineare) Abbildung JX : S! D ist de�niert durchJX(H) � H0X(0) + nXi=1Hi �XTi+1 �XTi� :Hierbei ist H = fH(t) : t � 0g ein einfach vorhersehbarer Proze� der GestaltH(t) = H0 1f0g(t) + nXi=1Hi 1(Ti;Ti+1](t):JX(H) hei�t das stochastische Integral von H bez�uglich X.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 16Im weiteren benutzen wir die drei gleichwertigen Schreibweisen.JX(H) = Z H(s) dX(s) = H �X:Die Beziehung zwischen IX und JX ist JX(H)(t) = IXt(H), zudem gilt IX(H) = R10 H(s)dX(s).Satz 2.22 Es sei X = fX(t) : t � 0g ein Semimartingal. Die Abbildung JX : (S;TS)! (D;TD)ist stetig.Wir haben gesehen, da� f�ur ein Semimartingal X der Integrationsoperator JX stetig auf (S;TS)ist. Zudem liegt S dicht in (L;TL). Da (D;TD) vollst�andig und metrisierbar ist, k�onnen wir denstochastischen Integrationsoperator JX von S auf L fortsetzen.De�nition 2.25 Es sei X = fX(t) : t � 0g ein Semimartingal. Die stetige AbbildungJX : (L;TL) ! (D;TD), die man als Fortsetzung von JX : S ! D erh�alt hei�t stochasti-sches Integral.Im weiteren Verlauf des Abschnitts bezeichnet X = fX(t) : t � 0g ein Semimartingal undH = fH(t) : t � 0g einen Proze� aus L. Wir werten das stochastische Integral H � X an derStelle t � 0 aus. (H �X)(t) = Z t0 H(s) dX(s) = Z[0;t]H(s) dX(s):Um 0 auszuschlie�en, schreiben wirZ t0+H(s) dX(s) = Z(0;t]H(s) dX(s):Mit diesen Bezeichnung gilt R t0 H(s) dX(s) = H(0)X(0) + R t0+H(s) dX(s).De�nition 2.26 F�ur Y = fY (t) : t � 0g 2 D sei der zugeh�orige Sprunganteil�Y = f�Y (t) : t � 0g de�niert durch �Y (t) � �Y (t) � �Y (t�) f�ur t � 0. Hierbei istY (0�) � 0. Es gilt also �Y (0) = Y (0).Es folgt eine Zusammenstellung von Eigenschaften des stochastischen Integrals.Satz 2.23 Es sei � eine Stopzeit. Dann gilt (H �X)� = H1[0;� ] �X = H � (X� ).Satz 2.24 (Assozitivit�at) Der stochastische Integralproze� Y = H �X ist ein Semimartingalund f�ur G = fG(t) : t � 0g 2 L giltG � Y = G � (H �X) = (GH) �X:Die stochastische Integration erh�alt die Semimartingaleigenschaft. Ist der Integrator X ein FV{Proze�, dann wird diese Eigenschaft unter der stochastischen Integration ebenfalls erhalten.Gleiches gilt f�ur lokal quadratintegrierbare lokale Martingale.Satz 2.25 Falls X = fX(t) : t � 0g ein Semimartingal und FV{Proze� ist undH = fH(t) : t � 0g 2 L, dann ist H �X ununterscheidbar vom pfadweise berechneten Lebesgue{Stieltjes{Integral und ebenfalls ein FV{Proze�.Satz 2.26 X = fX(t) : t � 0g sei ein (lokal quadratintegrierbares) lokales Martingal undH = fH(t) : t � 0g 2 L. Dann ist das stochastische Integral H �X ein (lokal quadratintegrier-bares) lokales Martingal.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 17F�ur Berechnungen ben�otigen wir die nachstehende De�nition.De�nition 2.27 Es sei � eine endliche Folge von endlichen Stopzeiten0 = �0 � �1 � : : : � �k <1:Die Folge � hei�t zuf�allige Partition. Eine Folge von zuf�alligen Partitionen (�n)n�1�n : �n0 � : : : � �nkn <1konvergiert zur Identit�at, falls gilt(i) limn!1 supk �nk =1 P{fast{sicher.(ii) jj�njj � supk j�nk+1 � �nk j konvergiert gegen 0 P{fast{sicher.Der quadratische Variationsproze� eines Semimartingals, den man auch als "Bracket{Proze�"bezeichnet, spielt eine fundamentale Rolle.De�nition 2.28 X = fX(t) : t � 0g und Y = fY (t) : t � 0g seien Semimartingale. Derquadratische Variationsproze� von [X;X] = f[X;X](t) : t � 0g, sei gegeben mittels[X;X](t) � X(t)2 � 2 Z t0 X(s�) dX(s); f�ur t � 0:Der quadratische Kovariationsproze� von X und Y ist de�niert durch[X;Y ](t) � X(t)Y (t)� Z t0 X(s�) dY (s)� Z t0 Y (s�) dX(s); f�ur t � 0:Aus der De�nition ist klar, da� die Abbildung (X;Y ) 7! [X;Y ] eine symmetrische Bilinearformist. Deshalb gilt die Polarisierungsidentit�at[X;Y ] = 12([X + Y;X + Y ]� [X;X] � [Y; Y ]):Der n�achste Satz gibt einige Eigenschaften des quadratischen Variationsproze� wieder.Satz 2.27 Der quadratische Variationsproze� eines Semimartingals X = fX(t) : t � 0g ist einwachsender adaptierter Proze�, der c�adl�ag{Pfade besitzt. Dar�uberhinaus gilt(i) [X;X](0) = X(0)2 und �[X;X] = (�X)2.(ii) Falls (�n)n�1 eine Folge von zuf�alligen Partitionen ist, die gegen die Identit�at strebt, danngilt X(0)2 +Xi (X�ni+1 �X�ni )2 ! [X;X]in der Topologie der gleichm�a�igen Konvergenz auf Kompakta.(iii) Ist � eine Stopzeit, dann gilt [X� ;X] = [X;X]� = [X� ;X� ].Korollar 1 Der Kovariationsproze� [X;Y ] = f[X;Y ](t) : t � 0g zweier Semimartingale X undY ist ein FV{Proze� und ebenfalls ein Semimartingal.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 18Korollar 2 (Partielle Integration) X = fX(t) : t � 0g und Y = fY (t) : t � 0g seienSemimartingale. Dann ist XY = fX(t)Y (t) : t � 0g ein Semimartingal und es gilt(XY )(t) = X(t)Y (t) = Z t0 X(s�) dY (s) + Z t0 Y (s�) dX(s) + [X;Y ](t); f�ur t � 0:Korollar 3 Alle Semimartingale auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum bilden eine Al-gebra.Im folgenden betrachten wir einige Beispiele, die das Verst�andnis der eingef�uhrten abstraktenTheorie erm�oglichen sollen. Wir zeigen, da� der Poissonproze� ein FV{Proze� ist und untersu-chen das Integral R B(s) dB(s).Beispiel 2 Sei N = fN(t) : t � 0g ein Poissonproze�. Der Pfad N(�; !) ist konstant bis aufdie Sprungstellen und monoton wachsend. Insbesondere ist die Di�erenz N(ti+1; !) � N(ti; !)positiv. F�ur die Variation entlang eines Pfades giltV[0;t](N)(!) = sup�2P Xti2� jN(ti+1; !)�N(ti; !)j= sup�2P Xti2�N(ti+1; !)�N(ti; !)= sup�2PN(t; !)�N(0; !)= N(t; !)�N(0; !) = N(t; !); f�ur alle ! 2 
 und t � 0:Der Poissonproze� ist ein Punktproze� ohne Explosion. Mit anderen WortenP (N(t) = 1) = 0 f�ur t � 0. Deshalb ist V[0;t](N) < 1 P{f:s: Ein Poissonproze� ist folg-lich ein FV{Proze�.Beispiel 3 In diesem Beispiel suchen wir die L�osung des Integrals R B(s) dB(s).B = fB(t) : t � 0g sei eine Standard Brownsche Bewegung. Aus Satz 2.11 wissen wir[B;B](t) = t f�ur t � 0. Nach dem Korollar 2 von Satz 2.27 giltZ t0 B(s) dB(s) = 12 �B(t)2 � t� ; f�ur t � 0:Im Sinne der klassischen Integrationstheorie erwarten wir 12B(t)2. Den zus�atzlichen Summanden�12 t verdanken wir der quadratischen Variation der Brownschen Bewegung. Das ist ein konkre-tes Beispiel, da� wir das Lebesgue{Stieltjes{Integral nicht gefahrlos auf stochastische Prozesseausdehnen k�onnen.Einen stochastischer Proze� mit c�adl�ag{Pfaden kann man als Summe aus seinem stetigen Anteilund den Spr�ungen darstellen.De�nition 2.29 Es sei X = fX(t) : t � 0g ein Semimartingal und �X = f�X(t) : t � 0g derSprunganteil von X. Der stetige Anteil von X ist de�niert durchXc(t) � X(t)� X0�s�t�X(s); f�ur t � 0:Satz 2.28 Es sei X = fX(t) : t � 0g ein adaptierter FV{Proze� mit c�adl�ag{Pfaden. Dann istder stetige Anteil des quadratischen Variationsprozesses [X;X]c = 0. Es gilt also[X;X](t) = X(0)2 +P0<s�t(�X(s))2.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 19F�ur einen stetigen FV{Proze� ist die quadratische Variation ein konstanter Proze�. Wir k�onnenauch Aussagen f�ur den quadratischen Kovariationproze� tre�en.Satz 2.29 X = fX(t) : t � 0g und Y = fY (t) : t � 0g seien Semimartingale. F�ur denKovariationsproze� [X;Y ] = f[X;Y ](t) : t � 0g gilt(i) [X;Y ](0) = X(0)Y (0) und �[X;Y ] = �X�Y .(ii) Falls (�n)n�1 eine Folge von zuf�alligen Partitionen ist, die gegen die Identit�at konvergiert,dann gilt X(0)Y (0) +Xi (X�ni+1 �X�ni )(Y �ni+1 � Y �ni )! [X;Y ]in der Topologie der gleichm�a�igen Konvergenz auf Kompakta.(iii) Ist � eine Stopzeit, dann gilt [X� ; Y ] = [X;Y � ] = [X� ; Y � ] = [X;Y ]� .Ist X zudem ein adaptierter FV{Proze�, erhalten wir[X;Y ](t) = X(0)Y (0) + X0<s�t�X(s)�Y (s); f�ur t � 0:Besitzt X oder Y stetige Pfade, dann ist [X;Y ](t) = X(0)Y (0).Der quadratische Kovariationsproze� ist in diesem Fall nicht konstant, falls X und Y mindestenseinmal zur gleichen Zeit springen.Beispiel 4 Nach Beispiel 2 gilt f�ur einen Poissonproze� N = fN(t) : t � 0g V[0;t](N) = N(t)f�ur alle t � 0. Eine weitere Aussage ist, da� N ein FV{Proze�. Der vorangegangene Satz l�a�tsich deswegen auf die quadratische Variation von N anwenden. Einen Poissonproze� konstruiertman �uber dessen Zwischenankunftszeiten, die unabh�angige exponentialverteilte Stopzeiten sind.F�ur die Sprungh�ohe gilt P (f�N(s) � 2 : s 2 [0; t]g) = 0 f�ur alle t � 0. Insbesondere ist N c = 0,da N ein Punktproze� ist.[N;N ](t) = N(0)2 + X0<s�t�N(s)2= X0<s�t�N(s)= N(t) P{f.s.; f�ur alle t � 0:F�ur einen Poissonproze� N haben wir die interessante Gleichheit V[0;t](N) = [N;N ](t) = N(t)f�ur alle t � 0 hergeleitet.Die Frage, unter welchen Bedingungen ein lokales Martingal ein quadratintegrierbares Martingalist, beantwortet der folgende Satz.Satz 2.30 Falls M = fM(t) : t � 0g ein lokales Martingal ist mit Ef[M;M ](1)g < 1, dannist M ein quadratintegrierbares Martingal. Dar�uberhinaus gilt Ef[M;M ](t)g = EfM(t)2g, f�uralle t 2 [0;1].Itô studierte die Brownsche Bewegung als Integrator. Aus dem n�achsten Satz leitet sich dieItô{Isometrie f�ur Integranden aus L ab.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 20Satz 2.31 X = fX(t) : t � 0g und Y = fY (t) : t � 0g seien Semimartingale undH = fH(t) : t � 0g und L = fL(t) : t � 0g Prozesse aus L. Dann gilt[H �X;L � Y ](t) = Z t0 H(s)L(s) d[X;Y ](s);und insbesondere erhalten wir[H �X;H �X](t) = Z t0 H(s)2 d[X;X](s):F�ur die Standard Brownsche Bewegung B = fB(t) : t � 0g gilt nach Satz 2.11[B;B](t) = t. H = fH(t) : t � 0g sei ein Proze� aus L mit EfR10 H(s)2 dsg < 1. AusSatz 2.26 folgt, da� H � B ein lokales Martingal ist. [H � B;H � B](t) = R t0 H(s)2 ds siehtman aus dem letzten Satz. Wir wenden Satz 2.30 an. H � B ist ein lokales Martingal mitEf[H �B;H �B](1)g = EfR10 H(s)2 dsg <1 nach Voraussetzung. Damit ist H �B ein quadra-tintegrierbares Martingal und Ef[H �B;H �B](t)g = Ef(H �B)(t)2g f�ur alle t � 0. Wir erhaltendie Itô{IsometrieEf(Z t0 H(s) dB(s))2g = Ef(H �B)(t)2g = Ef[H � B;H �B](t)g = EfZ t0 H(s)2 dsg:2.3 Die Itô{Formel und das Dol�eans{Dade{ExponentialWir betrachten das Verhalten eines Semimartingals X unter der Transformation durch eineFunktion f . Unter gewissen Bedingungen ist f(X) ebenfalls ein Semimartingal. Das Verhaltendes "Di�erentials" von f(X) beschreibt die Itô{Formel.Satz 2.32 (Die Itô{Formel) Es sei X = fX(t) : t � 0g ein Semimartingal und f eine C2{Funktion auf den reellen Zahlen. Dann ist f(X) = ff(X(t)) : t � 0g ein Semimartingal, und esgiltf(X(t))� f(X(0)) = Z t0+ f 0(X(s�)) dX(s) + 12 Z t0+ f 00(X(s�)) d[X;X]c(s)+ X0<s�tff(X(s))� f(X(s�))� f 0(X(s�))�X(s)g; f�ur t � 0:Die Itô{Formel vereinfacht sich in einigen Spezialf�allen.Korollar 1 Es sei V = fV (t) : t � 0g ein Semimartingal und FV{Proze�. F�ur eine C2{Funktionf auf den reellen Zahlen ist f(V ) = ff(V (t)) : t � 0g ein Semimartingal und FV{Proze�, undes giltf(V (t))� f(V (0)) = Z t0+ f 0(V (s�)) dV (s)+ X0<s�tff(V (s))� f(V (s�))� f 0(V (s�))�V (s)g; f�ur t � 0:Korollar 2 Es sei X = fX(t) : t � 0g ein Semimartingal mit stetigen Pfaden und f eineFunktion auf den reellen Zahlen aus C2. Dann ist f(X) = ff(X(t)) : t � 0g ein Semimartingal,und es giltf(X(t))� f(X(0)) = Z t0+ f 0(X(s)) dX(s) + 12 Z t0+ f 00(X(s)) d[X;X](s); f�ur t � 0:



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 21Der vorangegangene Satz l�a�t sich auf einen mehrdimensionalen Proze� ausdehnen.Satz 2.33 Es sei X = (X1; : : : ;Xn) ein n{Tupel von Semimartingalen, Xk = fXk(t) : t � 0gf�ur k = 1; : : : ; n. f sei ein Funktion Rn ! R, deren partielle Ableitungen zweiter Ordnungexistieren und stetig sind. Dann ist f(X) = ff(X1(t); : : : ;Xn(t)) : t � 0g ein Semimartingal,und es gilt f�ur t � 0f(X(t))� f(X(0)) = nXi=1 Z t0+ @f@xi (X(s�)) dXi(s)+ 12 nXi;j=1 Z t0+ @2f@xi@xj (X(s�)) d[Xi;Xj ]c(s)+ X0<s�tff(X(s)) � f(X(s�))� nXi=1 @f@xi (X(s�))�Xi(s)g:Die Itô{Formel wendet man zumeist zum L�osen von stochastischen Di�erentialgleichungen an.Ein elementares, dennoch sehr wichtiges Beispiel wird nun behandelt.Satz 2.34 Es sei X = fX(t) : t � 0g ein Semimartingal mit X(0) = 0. Dann existiert ein(eindeutiges) Semimartingal Z = fZ(t) : t � 0g, das die stochastische Di�erentialgleichungZ(t) = 1 + R t0 Z(s�) dX(s) erf�ullt. Z ist f�ur t � 0 gegeben mittelsZ(t) = exp�X(t) � 12 [X;X](t)� Y0<s�t(1 + �X(s)) exp���X(s) + 12(�X(s))2� :De�nition 2.30 F�ur ein Semimartingal X = fX(t) : t � 0g mit X(0) = 0 ist dasstochastische Exponential von X das (eindeutige) Semimartingal Z = fZ(t) : t � 0g, dasdie stochastische Di�erentialgleichung Z(t) = 1 + Z t0 Z(s�) dX(s), t � 0, l�ost. Z schreibt manauch E(X) und nennt es Dol�eans{Dade{Exponential von X.Wir untersuchen den vorangegangenen Satz f�ur spezielle Klassen von Prozessen.Korollar 1 Ist X = fX(t) : t � 0g ein Semimartingal und FV{Proze� mit X(0) = 0, dann hatdas Dol�eans{Dade{Exponential von X die GestaltE(X)(t) = exp (X(t)) Y0<s�t(1 + �X(s)) exp (��X(s)) ; f�ur t � 0:Ein einfaches Beispiel erhalten wir, wenn wirX als eine lineare Funktion von der Zeit annehmen.Beispiel 5 Der Proze� X = fX(t) : t � 0g sei de�niert durchX(t) � � t; f�ur t � 0:Hierbei ist � eine reelle Konstante. F�ur das Dol�eans{Dade{Exponential von X giltE(X)(t) = exp (� t) ; f�ur t � 0:Denn nach De�nition ist X ein stetiger FV{Proze�.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 22Korollar 2 Ist X = fX(t) : t � 0g ein stetiges Semimartingal mit X(0) = 0, gilt f�ur dasDol�eans{Dade{Exponential von XE(X)(t) = exp�X(t)� 12[X;X](t)� ; f�ur t � 0:Ein wichtiges Beispiel ist die sogenannte "geometrische Brownsche Bewegung". Sie ist der Proze�,durch den im allgemeinen die Preisprozesse von Aktien modelliert werden.Beispiel 6 Es sei B = fB(t) : t � 0g eine Standard Brownsche Bewegung. Der Proze�X = fX(t) : t � 0g sei de�niert durch X(t) � �t + �B(t) f�ur t � 0. Hierbei sind � > 0und � reelle Konstanten. F�ur t � 0 giltE(X)(t) = exp��B(t) + (�� 12�2)t� :E(X) hei�t geometrische Brownsche Bewegung. Ist � = 0, dann ist die geometrischeBrownsche Bewegung ein Martingal mit stetigen Pfaden, und E(X)(t) = exp ��B(t)� 12�2t�.
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Zeit tAbbildung 2.2: 3 simulierte Pfade einer geoemtrischen Brownschen Bewegung mit � = 0:3 und� = 0:20, sowie der zugeh�orige Erwartungswert.Korollar 3 Ist X = fX(t) : t � 0g ein stetiges Semimartingal und FV{Proze� mit X(0) = 0,dann hat das Dol�eans{Dade{Exponential von X die GestaltE(X)(t) = exp (X(t)) ; f�ur t � 0:Korollar 4 N = fN(t) : 0 � t � Tg sei ein Semimartingal, das zu einer Stopzeit � , mit � > 0P{f.s., von 0 auf � 2 IR springtN(t) � �1ft��g; f�ur 0 � t � T:Dann gilt E(N) = 1 +N:



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 23Beweis:N ist ein Sprungproze�; es gilt N c = 0 undN(t) = N(0)+P0<s�t�N(s) f�ur t � 0. Insbesonderesehen wir mithilfe von Satz 2.29 [N;N ](t) = N(0)2 +P0<s�t(�N(s))2 f�ur t � 0. Desweiterenist N(0) = 0 wegen � > 0 P{f.s.E(N)(t) = exp�N(t)� 12[N;N ](t)� Y0<s�t(1 + �N(s))exp���N(s) + 12�N(s)2�= exp�N(t)� 12[N;N ](t)� Y0<s�t exp���N(s) + 12�N(s)2� Y0<s�t(1 + �N(s))= exp�N(t)� 12[N;N ](t)� exp0@ X0<s�t��N(s) + 12�N(s)21A Y0<s�t(1 + �N(s))= exp�N(t)� 12[N;N ](t)� exp��N(t) + 12[N;N ](t)� Y0<s�t(1 + �N(s))= Y0<s�t(1 + �N(s))= 1 +N(t) f�ur 0 � t � T:Die letzte Gleichheit ergibt sich, da N h�ochstens einen Sprung in � besitzt. t � 0 sei fest. Ist�(!) � t, dann gilt �N(�; !) = � und �N(s; !) = 0 f�ur s 2 [0; t] n f�(!)g. Damit sehen wirY0<s�t(1 + �N(s; !)) = 1 +�N(�; !) = 1 + � = 1 +N(t; !):F�ur �(!) > t gilt N(s; !) = 0 und �N(s; !) = 0 f�ur s 2 [0; t], worausY0<s�t(1 + �N(s; !)) = 1 = 1 +N(t; !)folgt. Damit ist der Beweis abgeschlossen. 2Korollar 5 X = fX(t) : t � 0g sei ein stetiges Semimartingal mit X(0) = 0. Dann giltexp (X(t)) = E �X + 12[X;X]� (t); f�ur t � 0:Beweis:Satz 2.27 besagt �[X;X](t) = (�X(t))2 f�ur t � 0. X ist als stetig vorausgesetzt. Es ist�[X;X](t) = 0 f�ur t � 0. Nach Korollar desselben Satzes ist [X;X] ein FV{Proze�. Wir se-hen, da� [X;X] ein stetiger FV{Proze� ist. Mit Satz 2.29 schlie�en wir [X; [X;X]] = 0 und[[X;X]; [X;X]] = 0. Auf die rechte Seite der Behauptung wenden wir Korollar 2 anE �X + 12[X;X]� (t) = exp�X(t) + 12 [X;X](t) � 12 �X + 12[X;X];X + 12[X;X]� (t)�= exp�X(t) + 12 [X;X](t) � 12 [X;X](t)�= exp (X(t)) ; f�ur t � 0:Damit ist die Aussage gezeigt. 2Die Menge der Dol�eans{Dade{Exponentiale auf einem �ltriertenWahrscheinlichkeitsraum bildeneine spezielle Proze�klasse.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 24Satz 2.35 Es seien X = fX(t) : t � 0g und Y = fY (t) : t � 0g Semimartingale mitX(0) = Y (0) = 0. Dann gilt E(X)E(Y ) = E(X + Y + [X;Y ]):Im Falle eines stetigen Semimartingals X besitzt des Dol�eans{Dade{Exponential E(X) eineInverse E(X)�1. Die Inverse E(X)�1 hat die GestaltE(X)�1 = E(�X + [X;X]):Das Produkt zweier Dol�eans{Dade{Exponentiale ist wieder ein Dol�eans{Dade{Exponential.Dennoch bilden die Dol�eans{Dade{Exponentiale keine Algebra, da sie unter der Addition nichtstabil sind. Welche Prozesse lassen sich als Dol�eans{Dade{Exponentiale darstellen? Wir �ndeneine teilweise Antwort f�ur strikt positive Semimartingale.Satz 2.36 X = fX(t) : t � 0g sei ein strikt positives Semimartingale mit X(0) = 1. Es existiertein Semimartingal Y = fY (t) : t � 0g, so da� giltX = E(Y ):Insbesondere ist Y P{f.s. eindeutig.Beweis:Der stochastische Proze� H = fH(t) : t � 0g werde erkl�art durch H � � 1X��. H ist die c�agl�ad{Version von 1X ; vergleiche De�nition 2.7. und die darauf folgende Erl�auterung. Nach De�nitionist X(t�) = lims%tX(s) , f�ur t � 0, und X(0�) = 0. Aus diesem Grund existiert 1X� in Nullnicht, was uns zur oben angef�uhrten De�nition von H veranla�t hat. Mittels H de�nieren wirY = fY (t) : t � 0g Y (t) � Z t0 H(s) dX(s); f�ur t � 0:X ist ein c�adl�ag{Proze�, also ist 1X ebenfalls ein c�adl�ag{Proze�. Zudem ist ist 1X wohlde�niert,da X strikt positiv ist. H ist die c�agl�ad{Version von 1X , liegt demnach in L. Y ist nach Satz2.24 ein Semimartingal und es gilt mit der Assoziativit�at des stochastischen Integrals(X� � Y )(t) = (X� � (H �X))(t)= ((X�H) �X)(t)= Z t0 X(s�)H(s) dX(s)= Z t0 1fs>0g dX(s)= Z t0+ dX(s)= X(t) �X(0); f�ur t � 0:Da X(0) = 1 und Y (0) = 0, erhalten wirX(t) = 1 + Z t0 X(s�) dY (s) = E(Y )(t); f�ur t � 0:



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 25Es bleibt die Frage der Eindeutigkeit zu kl�aren. Y � = fY �(t) : t � 0g sei ein weiterer Proze�, derX = E(Y �) und Y �(0) = 0 erf�ullt. Der stochstische Proze� Z = fZ(t) : t � 0g sei die Di�erenzvon Y und Y �, Z � Y � Y �. Nach der eben getro�enen Annahme ist E(Y �) = E(Y ). In derIntegralschreibweise ist das gleichbedeutend mit1 + Z t0 X(s�) dY � = 1 + Z t0 X(s�) dY; f�ur t � 0:Daraus sehen wir (�) Z t0 X(s�) dZ(s) = 0 f�ur t � 0:Erneut ie�t ein, da� X als strikt positiv vorausgestzt ist. Wir integrieren den oben de�niertenProze� H bez�uglich des letzten Ausdrucks und erhalten mit der Assoziativit�at nach Satz 2.24(H � (X� � Z))(t) = Z t0 H(s) d (X� � Z) (s)= Z t0 H(s)X(s�) dZ(s)= Z t0 1fs>0gdZ(s)= Z(t)� Z(0); f�ur t � 0:Aber X� � Z ist nach (�) gleich Null, und deswegen gilt (H � (X� � Z)) = 0. Hieraus se-hen wir Z(t) = Z(0) f�ur alle t � 0. Nach Voraussetzung gilt Y (0) = Y �(0) = 0. Nun istZ(0) = Y (0)�Y �(0) = 0, was Z = 0 P{f.s. impliziert. Y und Y � sind folglich ununterscheidbar.Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt. 2Mit den Bezeichnungen des Beweises gelten die beiden Korollare.Korollar 1 X ist genau dann ein FV{Proze�, wenn Y ein FV{Proze� ist.Korollar 2 X ist genau dann ein (lokal quadratintegrierbares) lokales Martingal, wenn Y ein(lokal quadratintegrierbares) lokales Martingal ist.Beweis:Die Behauptungen folgen direkt aus den S�atzen 2.26 und 2.27 und der De�nition von Y , sowieder Beziehung X = E(Y ). 2Unter gewissen Voraussetzung k�onnen wir die obigen Korollare auf Prozesse X ausdehnen, dienicht{negativ sind.Korollar 3 X = fX(t) : t � 0g sei ein positives Semimartingal mit X(0) = 1 und Y = fY (t) :t � 0g ein Semimartingal mit Y (0) = 0, so da� X = E(Y ) gilt. Wir de�nieren die Stopzeit �durch � � inf ft � 0 : X(t) = 0g :Y besitze die Zerlegung Y = M + eY , wobei M = fM(t) : t � 0g ein lokales Martingal ist undeY = feY (t) : t � 0g die Beziehung eY = eY � erf�ullt. X ist genau dann ein lokales Martingal, wennY ein lokales Martingal ist.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 26Beweis:Y sei als lokales Martingal vorausgesetzt. Aus Satz 2.27 folgt direkt, da� X = 1 + X� � Y einlokales Martingal ist.Wir setzten X als lokales Martingal voraus. Der Proze� H = fH(t) : t � 0g sei geben mittelsH(t) � ( 1ft��g 1X(t�) ; falls t > 00; falls t = 0:H ist wohlde�niert, denn X(t�) > 0 auf ft � �g. Aus der konkreten Darstellung des stocha-stischen Exponentials sehen wir, da� X in � nicht "stetig" gegen Null geht, sondern dorthinspringt. Insbesondere ist H das Produkt zweier c�agl�ad{Prozesse und liegt demnach in L. F�urein festes t � 0 und ein ! 2 ft � �g ist Y (t) auf ft � �g durchY (t; !) = Z t0 H(s; !) dX(s; !)P{f.s. eindeutig bestimmt. Die Gestalt von Y und die Eindeutigkeit folgen wie im Beweis desvorangegangenen Satzes. Wegen Y = eY +M und eY = eY � ist eY durcheY (t) = eY � (t) = Y � (t)�M � (t) = Z t^�0 H(s) dX(s)�M(t ^ �); f�ur t � 0;P{f.s. eindeutig darstellbar. eY ist ein lokales Martingal, denn H 2 L und X ist ein lokalesMartingal, schlie�lich ist M als lokales Martingal vorausgesetzt. Aus Y = eY + M folgt dieAussage. 22.4 H2{SemimartingaleEine spezielle Klasse der Semimartingale sind die H2{Semimartingale. Hier f�uhren wir auf demRaum aller Semimartingale dieH2{Norm ein. In einem auf diese Weise normierten Raum k�onnenwir das stochastische Integral auf vorhersehbare Integranden ausdehnen.De�nition 2.31 Ein adaptierter Proze� H = fH(t) : t � 0g hei�t vorhersehbar, falls f�ur allet � 0 gilt, H(t) ist Ft�{me�bar. Hierbei ist Ft� � W0�s<tFs die kleinste �{Algebra, die alle�{Algebren Fs mit 0 � s < t enth�alt.Die Filtrierung ist rechtseitig stetig. Es ist W0�s<tFs = Ws2[0;t)\Q Fs, s l�auft somit durch eineabz�ahlbare Indexmenge. Das einfachste Beispiel f�ur vorhersehbare Prozesse sind stetige adap-tierte Prozesse.De�nition 2.32 Das Semimartingal X = fX(t) : t � 0g ist ein spezielles Semimartingal,falls X die Zerlegung besitzt X = X(0) +M +A:Hierbei ist M = fM(t) : t � 0g ein lokales Martingal und A = fA(t) : t � 0g ein adaptiertervorhersehbarer FV{Proze�, und es gilt M(0) = A(0) = 0. Diese Zerlegung hei�t kanonischeZerlegung.Eine andere Zerlegung haben wir in De�nition 2.21 kennengelernt. Eine Semimartingal hei�t"zerlegbar", falls es sich als Summe aus einem konstanten Anteil, einem lokal quadratintegrier-baren Martingals und einem FV{Proze� darstellen l�a�t.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 27Satz 2.37 Ist X = fX(t) : t � 0g ein spezielles Semimartingal, dann ist die kanonische Zerle-gung X = X(0) +M +A eindeutig.Die Eindeutigkeit der Zerlegung hat eine n�utzliche Konsequenz. Sei X = fX(t) : t � 0g einadaptierter Proze�, der ein lokales Martingal und ein vorhersehbarer FV{Proze� ist, dann ist Xkonstant.Jetzt de�nieren wir die H2{Norm f�ur spezielle Semimartingale.De�nition 2.33 X = fX(t) : t � 0g sei ein spezielles Semimartingal mit X(0) = 0 undkanonischer Zerlegung X = M + A, wobei M = fM(t) : t � 0g ein lokales Martingal undA = fA(t) : t � 0g ein adaptierter vorhersehbarer FV{Proze� ist. Zudem gilt M(0) = A(0) = 0.Die H2{Norm von X ist gegeben durchjjXjjH2(P ) � jj[M;M ](1)1=2jjL2(P ) + jjjAj(1)jjL2(P ):Der Raum H2 besteht aus allen speziellen Semimartingalen, deren H2{Norm endlich ist.Bemerkung: Formal ist die H2{Norm nur f�ur spezielle Semimartingale X mit X(0) = 0de�niert. Im allgemeinen Fall berechnet man nach der obigen De�nition die H2{Norm einesspeziellen Semimartingals X, indem man X � X(0) betrachtet. Ist X(0) eine feste relle Zahl,dann sagen wir, da� X ein H2{Semimartingal ist, falls jjX �X(0)jjH2 <1 gilt.Ein lokales Martingal M aus H2 ist nach Satz 2.30 ein quadratintegrierbares Martingal. Essei A ein FV{Proze� aus H2. Dann gilt f�ur die totale Variation von A, EfjAj(1)2g <1.Eine wichtige Absch�atzung f�urH2{Semimartingale liefert der folgende Satz, Theorem 5, ChapterIV, von Protter (1995).Satz 2.38 X = fX(t) : t � 0g sei ein H2{Semimartingal mit X(0) = 0. Dann giltE((supt�0 jX(t)j)2) � 8jjXjj2H2 :Korollar 1 Auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�T � sei Y = fY (t) :0 � t � Tg ein H2(P ){Semimartingal mit Y (0) 2 IR und Q ein zu P �aquivalentes Ma�, wobeiT > 0 ein endlicher Zeithorizont ist. Ist Y ein lokales Q{Martingal und dQdP quadratintegrierbar,dann ist Y ein Q{Martingal.Beweis: Wir schlie�en auf die Martingaleigenschaft des lokalen Q{Martingals Y mithilfe vonSatz 2.13. Als hinreichende Bedingung wird EQ nsup0�t�T jY (t)jo < 1 verlangt. L = fL(t) :0 � t � Tg sei der Proze�, der den Ma�wechsel P 7! Q beschreibt. Dann giltL(t) = EP � dQdP ����Ft� ; f�ur 0 � t � T:Aus der Gleichung folgt, da� L ein P{Martingal ist, das nach Annahme sogar quadratintegrierbarist. Die Erwartungswertoperatoren unter P und Q sind durchEQ f � g = EP f � L(T )g



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 28miteinander verkn�upft. Mit Satz 2.38 erhalten wirEQ( sup0�t�T jY (t)j) = EQ( sup0�t�T jY (t)� Y (0) + Y (0)j)� EQ(jY (0)j + sup0�t�T jY (t)� Y (0)j)= jY (0)j +EQ( sup0�t�T jY (t)� Y (0)j)= jY (0)j +EP ( sup0�t�T jY (t)� Y (0)jL(T ))� jY (0)j + 12 EP (( sup0�t�T jY (t)� Y (0)j)2 + L(T )2)� jY (0)j + 4jjY � Y (0)jj2H2(P ) + 12 EP nL(T )2o< 1:Damit ist die Bedingung von Satz 2.13 erf�ullt und Y ein Q{Martingal. 2Die S�atze, die sich auf c�agl�ad{Integranden beziehen, lassen sich unter Regularit�atsvoraussetzun-gen auf vorhersehbare Integranden �ubertragen. Als Beispiel, welche Bedingungen dazu notwendigsind, sei der folgende Satz zitiert.Satz 2.39 M = fM(t) : t � 0g sei ein lokales Martingal aus H2 (also quadratintegrierbar) undH = fH(t) : t � 0g ein adaptierter vorhersehbarer Proze�. Ist EfR10 H(s)2d[M;M ](s)g < 1,dann ist H �X = f(H �X)(t) : t � 0g ein quadratintegrierbares Martingal.Ein einfaches Beispiel f�ur das Verhalten von vorhersehbaren Prozessen als Integratoren liefertder nachstehende Satz.Satz 2.40 Der Proze� A = fA(t) : t � 0g sei de�niert durch A(t) � t ^ T , f�ur eine gegebe-ne reelle Zahl T > 0. A ist ein H2{Semimartingal und f�ur einen positiven stetigen Proze�H = fH(t) : t � 0g aus L ist H �A ein FV{Proze� mitV[0;t](H � A) = Z t^T0 H(s) ds; f�ur t � 0:Ist Ef(R T0 H(s) ds)2g <1, dann ist H �A ein H2{Semimartingal.Beweis:Die Variation von A ist o�ensichtlich gegeben durchV[0;t](A) = t ^ T � T; f�ur t � 0:Also ist A ein FV{Proze�, sogar ein H2{Semimartingal. Denn A ist stetig, also vorhersehbar,und es gilt jjAjj2H2 = EfjAj(1)2g = T 2 <1:Wir betrachten das stochastische Integral H � A. Wegen A(t) = T f�ur t � T gilt(H � A)(t) = Z t0 H(s) dA(s) = Z T^t0 H(s) ds; f�ur t � 0:



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 29Mit der Stetigkeit der Pfade von H schlie�en wirV[0;t](H � A)(!) = supn�1 2nXk=1 j Z t k2n0 H(s; !) dA(s) � Z t k�12n0 H(s; !) dA(s)j= supn�1 2nXk=1 j Z T^t k2n0 H(s; !) ds� Z T^t k�12n0 H(s; !) dsj= supn�1 2nXk=1 j Z T^t k2nT^t k�12n H(s; !) dsj= supn�1 2nXk=1 Z T^t k2nT^t k�12n H(s; !) ds= Z T^t0 H(s; !) ds� T maxs2[0;T ]H(s; !)< 1; P{f.s. f�ur t � 0:Nach De�nition besitzt H � A stetige Pfade, ist folglich vorhersehbar. Wegen jjH � AjjH22 =Ef(R T0 H(s) ds)2g ist H �A unter der Bedingung Ef(R T0 H(s) ds)2g <1 ein H2{Semimartingal.2Proposition 2.41 Sei Z = fZ(t) : t � 0g eine geometrische Brownsche Bewegung auf�
;F ; P; (Ft)0�t�T � f�ur eine reelle Zahl T > 0 mit der DarstellungZ(t) = Z(0) E (�B +m) (t)= Z(0) exp��B(t) + (�� 12 �2) t� ; f�ur 0 � t � T:Hierbei seien �;Z(0) > 0 und � relle Konstanten undm = fm(t) : t � 0g erkl�art durchm(t) = � t;f�ur t � 0, sowie B = fB(t) : t � 0g eine Standard Brownsche Bewegung unter P . Dann gilt(a) V[0;t] (R �0 Z(s)ds ) = Z t0 Z(s) ds; f�ur 0 � t � T:(b) EnR t0 Z(s)2 dso = 8>>><>>>: Z(0)2 t f�ur � = �12�2Z(0)22�+ �2 �exp �2� t+ �2 t�� 1� sonst ; f�ur t � 0:Beweis:Die Aussage (a) folgt aus Proposition 2.40, da Z stetige Pfade besitzt und Z � 0 gilt. Den Satzvon Fubini wenden wir auf die Aussage (b) an, was erlaubt ist, da Z2 � 0 gilt.E�Z t0 Z(s)2 ds� = Z t0 EnZ(s)2o ds= Z t0 E(�Z(0)exp��B(s) + (�� 12 �2) s��2) ds= Z(0)2 Z t0 Enexp�2�B(s) + (2�� �2) s�o ds



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 30= Z(0)2 Z t0 exp �(2�+ �2) s�E�exp�2�B(s)� 12 (2�)2 s�� ds= Z(0)2 Z t0 exp �(2�+ �2) s� ds= 8>>><>>>: Z(0)2 t f�ur � = �12�2Z(0)22�+ �2 �exp�2� t+ �2 t�� 1� sonst ; f�ur t � 0:Die vorletzte Zeile folgt aus der Martingaleigenschaft einer geometrischen Brownschen Bewe-gung ohne Drift. 2Satz 2.42 Sei Z = fZ(t) : 0 � t � Tg eine geometrische Brownsche Bewegung auf dem�ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�T� f�ur eine reelle Konstante T > 0. Dannist Z ein H2{Semimartingal.Beweis:Nach De�nition der geometrischen Brownschen Bewegung gilt mit den Bezeichnungen der vor-angegangenen PropositionZ(t) = Z(0) + � Z t0 Z(s) dB(s) + � Z t0 Z(s) ds; f�ur 0 � t � T:Wir de�nieren die Prozesse M = fM(t) : t � 0g und A = fA(t) : t � 0g mittelsM(t) � � Z t0 Z(s) dB(s) undA(t) � � Z t0 Z(s) ds ; f�ur 0 � t � T:A ist nach Satz 2.40 ein FV{Proze�. O�ensichtlich folgt aus der De�nition von A, da� der Proze�stetige Pfade besitzt. Mit anderen Worten, A ist vorhersehbar. Da EnR T0 Z(s)2 dso < 1 gilt,ist M ein Martingal. Z besitzt demnach die kanonische Zerlegung Z = Z(0) +M +A. Mit dervorangegangenen Proposition und der Cauchy{Schwarz{Ungleichung giltk Z kH2 = k [M;M ](T ) 12 kL2+ k jAj(T ) kL2= E f[� Z �B; � Z � B](T )g 12 + E8<: j�j Z T0 Z(t) dt!29=;12= �E(Z T0 Z(t)2d[B;B](t)) 12 + j�jE8<: Z T0 jZ(t) 1j dt!29=; 12� �E(Z T0 Z(t)2d[B;B](t)) 12 + j�jE8<: (Z T0 Z(t)2 dt)1=2(Z T0 1 dt)1=2!29=; 12= �E(Z T0 Z(t)2dt) 12 + j�jE(T Z T0 Z(t)2 dt) 12= �� + j�jpT �E(Z T0 Z(t)2dt) 12< 1:



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 31Wir haben gezeigt, da� die geometrische Brownsche Bewegung innerhalb eines beschr�anktenZeithorizontes ein H2{Semimartingal ist. 2Die geometrische Brownsche Bewegung ist das Dol�eans{Dade{Exponential einer skalierten Brown-schen Bewegung versehen mit einem konstanten Drift. Dadurch modelliert man h�au�g den Prei-proze� von Aktien. Alternativ dazu ersetzen wir die Brownsche Bewegung durch einen kompen-sierten Poissonproze�.Proposition 2.43 N = fN(t) : t � 0g sei ein Poissonproze� mit Intensit�at � > 0 und � > �1eine reelle Konstante. Es giltE(�N)(t) = exp (ln(1 + �)N(t)) undE f(E(�N)(t))ng = exp (� ( (1 + �)n � 1) t) ; f�ur t � 0 und n 2 IN:Beweis:Aus P (�N(s) � 2 : 0 � s � t) = 0 f�ur alle t � 0 folgt mit Korollar 1 von Satz 2.34E(�N)(t) = exp (�N(t)) Y0<s�t(1 + ��N(s)) exp (���N(s)))= exp (�N(t)) Y0<s�t exp (���N(s))) Y0<s�t(1 + ��N(s))= exp (�N(t)) exp0@�� X0<s�t�N(s))1A Y0<s�t(1 + ��N(s))= Y0<s�t(1 + ��N(s)) = (1 + �)N(t)= exp (ln(1 + �)N(t)) ; f�ur 0 � t � T:Mit der eben bewiesenen Darstellung giltE f(E(�N)(t))ng = E fexp (n ln(1 + �)N(t))g= 1Xk=0 exp (n ln(1 + �) k) e�� t (� t)kk!= 1Xk=0(1 + �)nk e�� t (� t)kk!= e�� t 1Xk=0 (� (1 + �)n t)kk!= exp (� ((1 + �)n � 1) t) ; f�ur 0 � t � T:Wir haben damit auch gezeigt, da� alle Momente von E(�N)(t) existieren. 2Satz 2.44 N = fN(t) : 0 � t � Tg sei ein Poissonproze� mit Intensit�at � > 0 innerhalb einesendlichen Zeithorizontes T > 0. Der Proze� M = fM(t) : 0 � t � Tg de�niert durchM(t) � N(t)� � t; f�ur 0 � t � T;ist nach Satz 2.9 ein Martingal. F�ur reelle Konstanten � > �1 und � de�nieren wir den Proze�Y = fY (t) : 0 � t � Tg mittelsY (t) � � t+ �M(t); f�ur 0 � t � T:



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 32Das Dol�eans{Dade{Exponential von Y besitzt die DarstellungE(Y )(t) = exp ((�+ � ln(1 + �)� ��) t+ ln(1 + �)M(t)) ; f�ur 0 � t � T:Insbesondere ist E(Y ) ein H2{Semimartingal.Beweis:Wir zerlegen Y in Y = m + �N . Wir bezeichnen mit m = fm(t) : 0 � t � Tg die Funktionm(t) = � t���t f�ur 0 � t � T . Nach Satz 2.28 ist [m;N ] = 0, da m ein stetiger FV{Proze� ist.Mit Proposition 2.43 und Satz 2.35 folgt mit Y (0) = 0E(Y )(t) = E(m+ �N)(t) = E(m)(t) E(�N)(t)= exp (� t� ��t) exp (ln(1 + �)N(t))= exp ((�+ � ln(1 + �)� ��) t+ ln(1 + �)M(t)) ; f�ur 0 � t � T:Aus der Integraldarstellung des stochastischen Exponentials erhalten wir die kanonische Zerle-gung von E(Y ) in ein lokales Martingal und einen vorhersehbaren, weil stetigen FV{Proze�.E(Y )(t) = 1 + � Z t0 E(Y )(s�) dM(s) + (�� ��) Z t0 E(Y )(s�) ds; f�ur 0 � t � T:Wir berechnen die H2{Norm des lokalen Martingalanteils. Zun�achst betrachten wir [M;M ].Nach De�nition ist M(t) = N(t) � �t, f�ur t 2 [0; T ]. Der Kompensator "�t" ist ein stetigerFV{Proze� mit Startwert Null. Nach Satz 2.29 gilt [M;M ] = [N;N ]. Aus Beispiel 4 wissen wir[N;N ] = N , woraus [M;M ] = N folgt. Damit und mit Satz 2.31 erhalten wirjj�E(Y )� �M jj2H2 = �2E f[E(Y )� �M; E(Y )� �M ] (T )g= �2E(Z T0 E(Y )(t�)2 d[M;M ](t))= �2E(Z T0 E(Y )(t�)2 dN(t)) :An dieser Stelle greifen wir auf Resultate vor, die erst in Abschnitt 6 angef�uhrt werden. N istnach Satz 2.59 ein Punktproze� mit konstanter Intensit�at �. Nach De�nition 2.36 k�onnen wirinnerhalb des Erwartungswertes "dN(t)" durch "� dt" ersetzen. Zudem setzen wir das Ergebnisvon Proposition 2.43 f�ur den Fall n = 2 ein.jj�E(Y )� �M jj2H2 = �2E(Z T0 E(Y )(t�)2 � dt)= �2 � Z T0 EnE(Y )(t�)2o dt= �2 � Z T0 exp �� ( (1 + �)2 � 1) t� dt< �2 �T exp ����� ( (1 + �)2 � 1) ���T�< 1 :Die totale Variation des stetigen Anteils berechnet sich mit Satz 2.40V[0;T ]�(�� ��) Z �0 E(Y )(t�) dt� = j�� ��j Z T0 E(Y )(t�) dt:



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 33�Ahnlich wie bei der geometrisch Brownschen Bewegung berechnen wir die L2{Norm der totalenVariation. Wir benutzen die Cauchy{Schwarzsche Ungleichung, wenden Fubini an und greifenauf Proposition 2.43 zur�uck.����������j�� ��j Z T0 E(Y )(t�) dt����������2L2 = j�� ��j2 E8<: Z T0 E(Y )(t�) dt!29=;� j�� ��j2 E(T Z T0 (E(Y )(t�))2 dt)= j�� ��j2 T  Z T0 En(E(Y )(t�))2o dt!= j�� ��j2 T  Z T0 Enexp (2� t� 2�� t) (E(�N)(t�))2o dt!= j�� ��j2 T  Z T0 exp (2� t� 2�� t) En(E(�N)(t�))2o dt!= j�� ��j2 T  Z T0 exp (2� t� 2�� t) exp�� ((1 + �)2 � 1) t� dt!= j�� ��j2 T  Z T0 exp �(2�+ ��2) t� dt!� j�� ��j2 T 2 exp �j2�+ ��2jT�< 1 :Aus diesen beiden Ergebnissen schlie�en wir, da� jjE(Y )jjH2 <1 gilt. 2
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Zeit tAbbildung 2.3: Simulierte Pfade von "geometrischen" kompensierten Poissonprozessen: E(Y ).Die Parameter sind so gew�ahlt, da� die Varianz des "St�orterms" �M in allen drei F�allen gleichist, und zwar var (�M) = �2 � = 0:1. F�ur � = 1000 und � = 0:01 approximiert E(Y ) einegeometrische Brownsche Bewegung mit Di�usionskoe�zient � = 0:01.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 342.5 Die Brownsche Bewegung als IntegratorDer Abschnitt, der die Brownsche Bewegung als Integrator thematisiert, st�utzt sich auf die Ab-handlungen von �ksendal (1995) und Karatzas und Shreve (1991).Die Brownsche Bewegung wurde in Abschnitt 2.1 de�niert. Eine andere M�oglichkeit, die Brown-sche Bewegung zu charakterisieren geht auf L�evy zur�uck. Er beschreibt die Brownsche Bewegungmithilfe der quadratischen Kovariation.Satz 2.45 (L�evys Charakterisierung einer Brownschen Bewegung) X = �X1; :::;Xd�sei ein d-dimensionales lokales Martingal mit stetigen Pfaden, Xk = nXk(t) : t � 0o f�ur k =1; :::; d. X ist genau dann eine d{dimensionale Standard Brownsche Bewegung, wennXk(0) = 0 und [Xk;Xj ](t) = �kj t; f�ur t � 0 und k; j = 1; :::; d;gilt.Wir betrachten die nat�urliche Filtrierung einer d{dimensionalen Brownschen Bewegung, dieFiltrierung, die durch den Proze� selbst erzeugt wird. Die nat�urliche Filtrierung erf�ullt im all-gemeinen nicht die �ublichen Bedingungen. Wir nehmen alle Nullmengen, die in der "End{�{Algebra" liegen und f�ugen sie zur "Start{�{Algebra" hinzu. Diese Filtrierung nennt man auchP{Erweiterung der nat�urlichen Filtrierung einer Brownschen Bewegung.Satz 2.46 F�ur k = 1; :::; d seien Bk = fBk(t) : 0 � t � Tg Brownsche Bewegungen auf dem�ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Gt)0�t�1�. Die P{Erweiterung der nat�urlichenFiltrierung von B1; :::; Bd sei mit (Ft)0�t�1 bezeichnet. Die P{Erweiterung (Ft)0�t�1 ist stetig.Auf �
;F ; P; (Ft)0�t�1� ist jeder adaptierte Proze� vorhersehbar. Denn ein adaptierter Proze�ist f�ur jedes t � 0 Ft{me�bar und wegen der Stetigkeit gilt Ft� = Ft.Die Aussagen der stochastischen Integrationstheorie lassen sich auf Integrale bez�uglich derBrownschen Bewegung anwenden. Im vorangegangenen Satz charakterisieren wir die Brown-sche Bewegung als lokales Martingal mit stetigen Pfaden und durch den Kovariationsproze�.Mit etwas tieferer Kenntnis k�onnen wir das stochastische Integral bez�uglich der BrownschenBewegung de�nieren, f�ur den Fall da� wir vorhersehbare Integranden verwenden. Der nachste-hende Satz gr�undet sich auf die De�nitionen der �H2;X�{Integrierbarkeit, beziehungsweise derX{Integrierbarkeit. Er ist eine auf die Brownsche Bewegung zugeschnitten Version von Theorem19 und Theorem 22, Chapter IV, von Protter (1995).Satz 2.47 B = (B1; : : : ; Bd) sei eine d{dimensionale Standard Brownsche Bewegung, Bk =fBk(t) : 0 � t � Tg f�ur k = 1; : : : ; d. H = fH(t) : 0 � t � Tg und K = fK(t) : 0 � t � Tgseien vorhersehbare Prozesse mitE(Z T0 H(t)2 dt) <1 und E(Z T0 K(t)2 dt) <1:Das stochastische Integral H � B1 existiert und besitzt stetige Pfade. Ist � eine Stopzeit, dannerhalten wir �H �B1�� = H1[0;� ] �B1 = H � �B1�� :



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 35F�ur den quadratischen Kovariationsproze� gilt[H �Bk;K �Bk](t) = Z t0 H(s)K(s) ds; f�ur 0 � t � T und k = 1; :::; dund f�ur 1 � k < j � d ist [H � Bk;K � Bj] = 0.Die Itô{Formel vereinfacht sich f�ur eine d{dimensionale Brownsche Bewegung.Satz 2.48 (Die Itô{Formel f�ur die Brownsche Bewegung) Es sei B = (B1; : : : ; Bd) eined{dimensionale Standard Brownsche Bewegung, Bk = fBk(t) : t � 0g f�ur k = 1; : : : ; d. f seiein Funktion IRd ! IR, deren partielle Ableitungen zweiter Ordnung existieren und stetig sind.Dann ist f(B) = ff(B1(t); : : : ; Bd(t)) : t � 0g ein Semimartingal, und es gilt f�ur t � 0f(B(t))� f(B(0)) = dXi=1 Z t0 @f@xi (B(s)) dBi(s) + 12 dXi=1 Z t0 @2f@xi@xj (B(s)) ds:Ein klassisches Konstrukt, um zuf�allige Bewegungen zu beschreiben, ist die Itô-Di�usion. DasVerhalten eines Aktienkurses S beschreibt man oft mittels stochastischer Di�erentialgleichungender Gestalt dS(t) = �S(t) dt+ �S(t) dB(t); t � 0;gegeben einen Startwert S(0) 2 IR+. Der Driftterm wird durch den Ausdruck �S(t) beschrieben,die zuf�allige Schwankung durch �S(t), wobei B eine Standard Brownsche Bewegung ist.Wir de�nieren die Itô-Di�usion im eindimensionalen Fall; allerdings l�a�t sich die De�nitionproblemlos samt Existenzbedingungen in den mehrdimensionalen Fall �ubertragen.De�nition 2.34 (Itô{Di�usion) Ein stochastischer Proze� X = fX(t) : 0 � t � Tg aufeinem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�T� ist eine Itô-Di�usion, falls giltX(t) = x+ Z t0 b(s;X(s)) ds + nXk=1 Z t0 �k(s;X(s)) dBk(s); f�ur 0 � t � T:Hierbei sind Bk = fBk(t) : 0 � t � Tg unabh�angige Standard Brownsche Bewegungen, f�urk = 1; :::; n, und x 2 IR ist der gegebene Startwert. b : IR+0 � IR ! IR und � = (�1; :::; �n) :IR+0 � IR! IRn sind me�bare Funktionen, diejjb(t; x)jj2 + jj�(t; x)jj2 � C(1 + jjxjj2) ; f�ur x 2 IR und t 2 [0; T ];f�ur eine Konstante C > 0 undjjb(t; x) � b(t; y)jj2 + jj�(t; x) � �(t; y)jj2 � Djjx� yjj2 ; f�ur x 2 IR und t 2 [0; T ];f�ur eine Konstante D > 0 erf�ullen. Im Falle einer d{dimensionalen Itô-Di�usion ist jj�jj22 =Pni=1Pdj=1 �2i;j.Bemerkung:(i) Die Forderungen an b und � sichern, da� die stochastische Di�erentialgleichung eine ein-deutige L�osung besitzt { siehe Theorem 5.5 von Oksendal (1995).



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 36(ii) X ist nach Exercise 7.5 von Oksendal (1995) quadratintegrierbar und es gilt die Absch�atzungEnjX(t)j2o � �1 + x2� exp(Kt)� 1 f�ur 0 � t � T;wobei K > 0 eine Konstante ist.(iii) Die Existenz einer L�osung ist unabh�angig vom Startwert x. Nach Theorem 5.5 von Ok-sendal (1995) k�onnen wir sogar als "Startwert" eine Zufallsvariable Z w�ahlen, die qua-dratintegrierbar ist, und zudem von � �B1(t); :::; Bn(t) : 0 � t � T � unabh�angig ist. DieUngleichung aus Bemerkung (iii) bleibt erhalten, wenn wir x2 durch E �X(0)2	 ersetzen.(iv) Die Itô{Di�usion hei�t zeithomogen, falls giltb(t; x) = b(x) und �(t; x) = �(x) ; f�ur x 2 IR und t 2 [0; T ]:Die Itô{Formel f�ur eine d{dimensionale Brownsche Bewegung haben wir schon kennengelernt.Es gibt allerdings auch eine Version, die zeigt, wie sich Itô{Di�usionen unter Transformationenverhalten.Satz 2.49 (Die Itô{Formel f�ur Itô{Di�usionen) X = fX(t) : t � 0g sei eine Itô{Di�usionder Form X(t) = x+ Z t0 b(s;X(s)) ds + nXk=1 Z t0 �(s;X(s)) dB(s); f�ur t � 0;mit Startwert x 2 IR. f sei ein Funktion aus C1;2([0;1) � IR; IR). Dann ist f(�;X(�)) =ff(t;X(t)) : t � 0g eine Itô{Di�usion, und es gilt f�ur t � 0f(t;X(t)) = f(0; x) + 12 Z t0 �(s;X(s))@2f@x2 (s;X(s)) dB(s)+ Z t0  @f@t (s;X(s)) + b(s;X(s)) @f@x (s;X(s)) + 12�(s;X(s))2 @2f@x2 (s;X(s))! ds:Eine Eigenschaft der Itô{Di�usion ist, da� sie einen Markov{Proze� beschreibt; das zuk�unftigeVerhalten wird allein vom derzeitigen Zustand beeinu�t.Satz 2.50 (Markov{Eigenschaft von Itô{Di�usionen) Auf einem �ltrierten Wahrschein-lichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)t�0� sei X = fX(t) : t � 0g eine Itô{Di�usion. Dann gilt f�ur jedebeschr�ankte Borel{me�bare Funktion f : IRn ! IRE ff(X(t+ h))jFtg (!) = E ff(X(t+ h))jX(t)g (!); f�ur t; h � 0 und ! 2 
:Im zeithomogenen Fall bietet sich die M�oglichkeit an, durch das Ma� P ein Ma� Qx zu de�nieren.F�ur ein festes x 2 IRd sei Qx das Ma�, unter dem X(0) = x gilt. Den dazugeh�origen Erwar-tungswertoperator bezeichnen wir mit Ex. Mit dem Operator Ex vereinfacht sich die Aussagedes obigen SatzesEx ff(X(t+ h))jFtg (!) = EX(t;!) ff(X(h))g ; f�ur t; h � 0 und ! 2 
:Bei Anwendungen ist es oft n�utzlich, einen Di�erentialoperator zweiter Ordnung A mit einerItô{Di�usion X zu verbinden.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 37De�nition 2.35 Es sei X = fX(t) : t � 0g eine zeithomogene d{dimensionale Itô{Di�usionauf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)t�0�. Der Generator von X istde�niert durch Af(x) � limt!0 Exff(X(t))g � f(x)t ; f�ur x 2 IRd:Die Menge der Funktionen f : IRd ! IR f�ur die der Grenzwert in x existiert sei mit DA(x)bezeichnet, und DA ist die Menge f�ur die der Grenzwert f�ur alle x 2 IRd existiert.Der Generator einer Itô{Di�usion h�angt mit dem Driftterm b und dem Di�usionskoe�zient �zusammen.Satz 2.51 Auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)t�0� sei eine zeithomo-gene d{dimensionale Itô{Di�usion X = fX(t) : t � 0g gegeben der FormXm(t) = xm + Z t0 bm(X(s)) ds+ nXk=1 Z t0 �m;k(X(s)) dBk(s); f�ur t � 0 und m = 1; :::d:Ist f eine Funktion aus C20(IRd; IR), dann liegt f in DA und f�ur den Generator A von X giltAf(x) = dXi=1 bi(x) @f@xi (x) + 12 dXi;j=1(��T )i;j(x) @2f@xi@xj (x); f�ur x 2 IRd:Beispiel 7 Wir betrachten eine d{dimensionale Brownsche Bewegung B = (B1; :::; Bd), mitBk = fBk(t) : t � 1g f�ur k = 1; :::; d. In der obigen Formulierung gilt dX = dB. Es istb = 0 und � = Id, wobei Id die d{dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. F�ur eine Funktionf 2 C20(IRn; IR) gilt Af(x) = 12 dXi=1 @2f@x2i (x); f�ur x 2 IRd:Das bedeutet A = 12�, wobei � der Laplace{Operator ist.Am n�achsten Beispiel studieren wir, wie sich der Generator einer Itô{Di�usion verh�alt, die nichtzeithomogen ist.Beispiel 8 X = fX(t) : t � 0g sei eine eindimensionale Itô{Di�usion, die nicht zeithomogenist. X(t) = x+ Z t0 b(s;X(s)) ds + Z t0 �(s;X(s)) dB(s); f�ur t � 0:Wir de�nieren den 2{dimensionalen Proze� eX = f eX(t) : t � 0g mittelseX(t) � (t;X(t)); f�ur t � 0:Mit ~b �  1b ! ; ~� �  0� ! und ~x �  0x !ist eX eine zeithomogene Itô{Di�usion und es gilt f�ur die k-te Komponente eXk von eXeXk = ~xk + Z t0 ~bk( eX(s)) ds+ Z t0 ~�k( eX(s)) dB(s); f�ur t � 0 und k = 1; 2:F�ur f 2 C20(IR2; IR) und ~x 2 [0;1) � IR erhalten wirAf(t; x) = Af(~x) = @f@t (t; x) + b(t; x)@f@x (t; x) + 12�(t; x)2 @2f@x2 (t; x):



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 38Den Generator kann man auch f�ur zeitheterogene Di�usionen de�nieren. Die Vorgehensweiseorientiert sich an der des vorangegangenen Beispiels, doch unterscheidet sie sich dadurch, da�man t festh�alt und die allgemeine De�nition des Generators auf die Funktion x 7! f(t; x) an-wendet. Naturgem�a� ist der Generator dann im Zeitverlauf nicht konstant, sondern wie dieDi�usionskoe�zienten selbst von der Zeit abh�angig.Atf(t; x) � limh!0 Et;xff(t;X(t + h))g � f(t; x)h ; f�ur x 2 IRd und t � 0:Der Erwartungswertoperator Et;xf � g entspricht Ef � jX(t) = xg, und kann als Erweite-rung des urspr�unglichen Operators Exf � g wie im obenstehenden Beispiel gewonnen werden.Insbesondere gilt dann f�ur x 2 IRd und t � 0Atf(t; x) = dXi=1 bi(t; x) @f@xi (t; x) + 12 dXi;j=1(��T )i;j(t; x) @2f@xi@xj (t; x):Wir sehen, da� im Vergleich zu Beispiel 8 der Ausdruck @f@t wegf�allt. Die Ursache ist, da� dieZeit t in Beispiel 8 als erste Komponente in den "erweiterten" Proze� eX hinzugef�ugt wird. DerGenerator von eX berechnet sich, indem man ~x = (t; x) variiert. In der De�nition von At wird tfestgehalten und ausschlie�lich x variiert.Satz 2.52 (Formel von Dynkin) Es sei X = fX(t) : t � 0g eine d{dimensionale Itô{Di�usion, � eine Stopzeit und f 2 C20(IRd). Gilt Exf�g <1 f�ur x 2 IRd, dann erhalten wirEx ff(X(�)g = f(x) +Ex �Z �0 Af(X(s)) ds� :Ein Ziel dieses Abschnittes ist, den Darstellungssatz von Feynman{Kac zu diskutieren. DieKolmogorovschen R�uckw�artsgleichung ist ein wesentlicher Schritt hin zum angestrebten Dar-stellungssatz.Satz 2.53 (Kolmogorovsche R�uckw�artsgleichung) Es sei X = fX(t) : t � 0g eined{dimensionale Itô{Di�usion und f 2 C20(IRd).(i) Wir de�nieren u : IR+0 � IRd ! IR durchu(t; x) � Ex ff(X(t))g ; f�ur t � 0 und x 2 IRd:Dann ist u(t; �) 2 DA f�ur alle t > 0 und es gilt@u@t = Au; f�ur t > 0und x 2 IRd;sowie die Anfangsbedingung u(0; x) = f(x) f�ur x 2 IRd.Hierbei ist Au der Generator angewandt auf die Funktion x! u(t; x) f�ur ein festes t > 0.(ii) Erf�ullt eine beschr�ankte Funktion w 2 C1;2(R � Rd) die Di�erentialgleichung @w@t = Awund die Randbedingung w(0; x) = f(x), dann ist w = u.Der Satz von Feynman und Kac tri�t eine erweiterte Aussage. Von f(X(t)) gehen wir aufexp �� R t0 q(X(s)) ds� f(X(t)) �uber.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 39Satz 2.54 (Darstellungssatz von Feynman{Kac I) Es sei X = fX(t) : t � 0g eined{dimensionale Itô{Di�usion, f 2 C20(IRd; IR) und q 2 C(IRd; IR) eine von unten beschr�ankteFunktion.(i) Wir de�nieren v : IR+0 � IRd ! IR durchv(t; x) � Ex�exp�� Z t0 q(X(s)) ds� f(X(t))� ; f�ur t � 0 und x 2 IRd:Dann ist v(t; �) 2 DA f�ur alle t > 0, und es gilt@v@t = Av � qv; f�ur t > 0 und x 2 IRd;sowie die Anfangsbedingung v(0; x) = f(x), f�ur x 2 IRd.Hierbei ist Av der Generator angewandt auf die Funktion x 7! v(t; x) f�ur ein festes t > 0.(ii) Erf�ullt eine Funktion w 2 C1;2(IR+0 � IRd) die Di�erentialgleichung @w@t = Aw � qw unddie Randbedingung w(0; x) = f(x), und ist zus�atzlich auf K � IRd beschr�ankt f�ur jedesKompaktum K � IR, dann ist w = v.Der Beweis basiert darauf, da� man die Itô{Formel auf Z(t) = Y (t) f(X(t)) anwendet, wobeiY de�niert ist durch Y (t) = exp�� R t0 q(X(s)) ds�. Die Feynman{Kac Formel gibt es noch inder Version mit endlichem Zeithorizont T und einer Endbedingung v(T; x) = f(x) anstelle derAnfangswertbedingung.Satz 2.55 (Darstellungssatz von Feynman{Kac II) Es sei X = fX(t) : 0 � t � Tg eined{dimensionale Itô{Di�usion innerhalb eines beschr�ankten Zeithorizontes T > 0. Wir betrachtendie stetigen Funktionen f : IRd 7! IR und q : [0; T ] � IRd 7! [0;1) mitf(x) � 0; f�ur x 2 IRd:L�ost eine Funktion v aus C1;2([0; T ] � IRd; IR) das Cauchy{Problem�@v@t + q v = At v; auf [0; T ]� IRd;v(T; x) = f(x); f�ur x 2 IRd;und erf�ullt zudem die polynomiale Wachstumsbedingungmax0�t�T jv(t; x)j �M �1 + jjxjj2�� ; f�ur x 2 IRd;f�ur beliebige Konstanten M > 0 und � � 1, dann besitzt v auf [0; T ]� IRd die Darstellungv(t; x) = Et;x(f(X(T )) exp � Z Tt q(s;X(s)) ds!) :Eine solche L�osung ist eindeutig.Bedeutend f�ur viele Anwendungen ist der Satz von Girsanov. Dieser Satz ist ein wichtiges Hilfmit-tel, den wir bei der Untersuchungen des verallgemeinerten Black&Scholes{Modells verwenden.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 40Satz 2.56 (Satz von Girsanov) F�ur T > 0 sei auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum�
;F ; P; (Ft)0�t�T � ein Proze� Y = (Y 1; : : : ; Y d) gegeben mit Y k = fY k(t) : 0 � t � Tg derForm Y k(t) = Z t0 Hk(s) ds+Bk(t); f�ur 0 � t � T und k = 1; :::; d:Hierbei ist B = (B1; : : : ; Bd) eine d{dimensionale Standard Brownsche Bewegung mit Bk =fBk(t) : t � 0g f�ur k = 1; : : : ; d, und H = (H1; : : : ;Hn), Hk = fHk(t) : t � 0g f�ur k = 1; : : : ; d,ein adaptierter Proze�. Wir de�nieren den Proze� M = fM(t) : 0 � t � Tg durchM(t) � exp � dXk=1 Z t0 Hk(s)dBk(s)� 12 Z t0 jjH(s)jj22 ds! ; f�ur 0 � t � T:Erf�ullt H die Novikov{BedingungEP (exp 12 Z T0 jjH(s)jj22 ds!) <1;dann ist M ein P{Martingal und wir k�onnen das Wahrscheinlichkeitsma� Q auf dem Me�raum(
;F) durch dQ(!) �M(T ) dP (!); f�ur ! 2 
;de�nieren. In diesem Fall ist Y eine d{dimensionale Standard Brownsche Bewegung unter demWahrscheinlichkeitsma� Q.Die Transformation P ! Q hei�t Girsanov{Transformation. Die Novikov{Bedingung sichert,da� M unter Q ein Martingal ist, was eine Grundlage f�ur den Beweis des Satzes ist. Den Satzvon Girsanov gibt es in mehreren Version, auch f�ur Semimartingale.Ein weiteres n�utzliches Hilfsmittel ist der Martingaldarstellungssatz. Er besagt, da� sich einMartingal, das an die P{Erweiterung der nat�urlichen Filtrierung einer d{dimensionalen Bewe-gung adaptiert ist, als stochastisches Integral bez�uglich der Brownschen Bewegung darstellenl�a�t.Satz 2.57 (Martingaldarstellungssatz) B = �B1; :::; Bd� sei eine d{dimensionale StandardBrownsche Bewegung auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Gt)t�0�, Bk =nBk(t) : t � 0o f�ur k = 1; :::; d und (Ft)t�0 die P{Erweiterung der nat�urlichen Filtrierung vonB. F�ur ein quadratintegrierbares (Ft)t�0{Martingal M = fM(t) : t � 0g existieren die progressivme�baren Prozesse Y k = nY k(t) : t � 0o, k = 1; :::; d, mitE�Z t0 Y k(s)2 ds� <1; f�ur t � 0 und k = 1; :::; d;so da� M die Darstellung besitztM(t) =M(0) + dXk=1 Z t0 Y k(s) dBk(s); f�ur t � 0:Insebsondere sind die Prozesse Y 1; :::; Y d P{f.s. eindeutig.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 41Korollar Mit den Voraussetzungen des vorangegangenen Satzes sei X eine quadratintegrierba-re Zufallsvariable aus FT f�ur eine reelle Zahl T � 0. Auf dem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum�
;FT ; P; (Ft)0�t�T� existiert ein quadratintegrierbares Martingal M = fM(t) : 0 � t � Tg mitM(T ) = X, das die Darstellung besitztM(t) = EfXg+ dXk=1 Z t0 Y k(s) dBk(s); f�ur t � 0:Die Prozesse Y 1; :::; Y d sind progressiv me�bar, und es giltEP �Z t0 Y k(s)2 ds� <1; f�ur t � 0 und k = 1; :::; d:Beweis: Wir de�nieren M durch M(t) = EP fXjFtg f�ur 0 � t � T . Nach De�nition ist M einMartingal bez�uglich (Ft)t�0.M ist nach Satz 2.30 ein quadratintegrierbares Martingal bez�uglich(Ft)0�t�T . Wir wenden die Aussage des obenstehenden Satzes an und erhalten das gew�unschteErgebnis. 22.6 Punktprozesse und stochastische IntegrationstheorieDieser Abschnitt befa�t sich ausschlie�lich mit Punktprozessen, wobei Punktprozesse mit sto-chastischen Intensit�aten im Mittelpunkt stehen. Insbesondere werden doppelt stochastische Pro-zesse behandelt, die auch als Cox{Prozesse bekannt sind. Der doppelt stochastische Proze� isteine nat�urliche Erweiterung des Poissonprozesses. Der Intensit�atsparameter � ist in diesem Fallzuf�allig. Im wesentlichen werden die Ergebnisse von Br�emaud (1981) aus Kapitel II und IIIzusammengefa�t.De�nition 2.36 Auf einem gegebenen �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)t�0�sei N = fN(t) : t � 0g ein adaptierter Punktproze� und � = f�(t) : t � 0g ein nicht{negativerprogressiv{me�barer Proze� mitZ t0 �(s) ds <1 P{f.s. ; f�ur t � 0:Gilt f�ur alle vorhersehbaren Prozesse C = fC(t) : t � 0g die GleichungE�Z 10 C(s) dN(s)� = E�Z 10 C(s)�(s) ds� ;dann hei�t � eine Intensit�at von N .Bemerkung : Die Intensit�at ist im allgemeinen nicht eindeutig.Die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit der Intensit�at werden wir sp�ater beantworten. Zun�achststudieren wir einige n�utzliche Ergebnisse.Satz 2.58 N = fN(t) : t � 0g sei ein adaptierter Punktproze� mit Intensit�at � = f�(t) : t � 0g.Wir de�nieren M = fM(t) : t � 0g durchM(t) � N(t)� Z t0 �(s) ds ; f�ur t � 0:Es gilt



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 42(i) N ist ein Punktproze� ohne Explosion (siehe Ausf�uhrung nach De�nition 2.12).(ii) M ist ein lokales Martingal.(iii) Ist X = fX(t) : t � 0g ein vorhersehbarer Proze� mitE�Z t0 jX(s)j�(s) ds� <1 ; f�ur t � 0;dann ist X �M ein Martingal.(iv) Ist X = fX(t) : t � 0g ein vorhersehbarer Proze� mitZ t0 jX(s)j�(s) ds <1 P{f.s. ; f�ur t � 0;dann ist X �M ein lokales Martingal.Bemerkung : Aus (iii) folgt direkt, da� der Proze� M ein Martingal ist, falls giltE�Z t0 �(s) ds� <1 ; f�ur t � 0:Mithilfe von (ii), der lokalen Martingaleigenschaft von M , k�onnen wir die Intensit�at charakte-risieren.Satz 2.59 N = fN(t) : t � 0g sei ein adaptierter Punktproze� ohne Explosion und � = f�(t) :t � 0g ein nicht{negativer Proze�. Ist M = fM(t) : t � 0g, gegeben durchM(t) � N(t)� Z t0 �(s) ds ; f�ur t � 0;ein lokales Martingal, dann ist � eine Intensit�at von N .Wir gehen davon aus, da� M ein Martingal ist. Unter dieser Voraussetzung erhalten wir f�ur0 � s < t E fN(t)�N(s) jFs g = E�Z ts �(u) du ����Fs� ;was uns dem "klassischen" Intensit�atsbegri� n�aherbringt. Insbesondere erhalten wir f�ur den Fall,da� � rechtseitig stetig und beschr�ankt ist,limt&s 1t� sE fN(t)�N(s) jFs g = �(s) ; f�ur s � 0:Ist �(t) F0{me�bar f�ur alle t � 0, dann interpretieren wir N als bedingten Poisson{Proze�. Dennim allgemeinen ist F0 nicht trivial, sondern kann auch "Zuf�alliges" enthalten. Ist F0 dennochtrivial, dann ist N ein inhomogener Poissonproze�.Der folgende Satz beantwortet die Frage, unter welcher Bedingung eine Intensit�at eindeutigist. Wir sehen, da� das f�ur vorhersehbare Intensit�aten der Fall ist.Satz 2.60 N = fN(t) : t � 0g sei ein adaptierter Punktproze� mit Intensit�at � = f�(t) : t � 0g.Dann existiert eine Intensit�at ~� = f~�(t) : t � 0g, die vorhersehbar ist. Insbesondere ist ~�eindeutig; d.h. jede vorhersehbare Intensit�at von N ist ununterscheidbar von ~�.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 43Punktprozesse assoziiert man mit einer streng wachsenden Folge von Stopzeiten (Tn)n�0. DerPunktproze� { oder Z�ahlproze� { z�ahlt, wieviele Stopzeiten bis zu einem bestimmten Zeitpunkt"eingetreten" sind, sprich, wieviele der Tn kleiner sind als ein festes t � 0. Formal gesprochenbedeutet das N(t) = Pn�1 1fTn�tg. Die Zwischenankunftszeiten (Sn)n�1 sind de�niert durchSn+1 � Tn+1 � Tn, n � 0. Bei der stochastischen Modellierung von tats�achlichen Problemennimmt man h�au�g an, da� die Zwischenankunftszeiten exponentialverteilt sind. Kreditausfall-risiko kann man auf �ahnliche Weise modellieren. Im folgenden konstruieren wir einen Punkt-proze�, der h�ochstens einen Sprung besitzt, also T0 = 0; T1 = �; T2 = T3 = ::: = 1, wobei� eine Stopzeit ist, die exponentialverteilt ist mit stochastischem Parameter. Der mit dieserFolge (Tn)n�0 assozierte Punktproze� N ist nichts anderes als der Indikatorproze� der Stopzeit� , sprich N(t) = 1f��tg. Bei der folgenden De�nition ist wichtig, da� F0 nicht unbedingt dietriviale �{Algebra ist.De�nition 2.37 Auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)t�0� hei�t eineStopzeit � exponentialverteilt mit stochastischem Parameter �e = f�e(t) : t � 0g, fallsgilt(i) �e(t) ist F0{me�bar und nicht{negativ f�ur t � 0.(ii) Z t0 �e(s) ds < 1 P{f.s., f�ur t � 0.(iii) P (� � t jF0 ) = 1� exp�� Z t0 �e(s) ds�, f�ur t � 0.Wir stellen uns vor, da� zum Zeitpunkt Null die Parameterfunktion �e = f�e(t) : t � 0g zuf�alliggezogen wird. Die Stopzeit � ist dann exponentialverteilt bedingt auf diese Parameterfunktion.Der n�achste Satz zeigt, wie man eine geeignete Filtrierung (Ft)t�0 �nden kann, so da� dieEigenschaft (i) gilt.Satz 2.61 Auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;H; P; (Ht)t�0� sei eine Stopzeit� gegeben. (Gt)t�0 sei eine Unter�ltrierung von (Ht)t�0 mit H0 = G0, und �e = f�e(t) : t � 0gsei ein nicht{negativer (Gt)t�0{adaptierter vorhersehbarer Proze� mitE�Z t0 �e(s) ds� <1 ; f�ur t � 0;und P (� � t jG1 ) = 1� exp�� Z t0 �e(s) ds� ; f�ur t � 0;wobei G1 � _t�0Gt gilt. Wir de�nieren die Filtrierung (Ft)t�0 durch Ft � Ht _ G1, t � 0.Dann ist � eine exponentialverteilte (Ft)t�0{Stopzeit und die Darstellung (iii) aus De�nition2.37 gilt.Beweis: Nach Konstruktion ist �e(t) F0{me�bar f�ur t � 0, und nach Voraussetzung giltE�Z t0 �e(s) ds� <1 ; f�ur t � 0;



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 44woraus wir direkt Z t0 �e(s) ds <1 P{f.s. sehen f�ur t � 0. Da G0 = H0 und F0 = H0 _ G1 gilt,erhalten wirP (� � t jF0 ) = P (� � t jG1 ) = 1� exp�� Z t0 �e(s) ds� ; f�ur t � 0:was den Beweis abschlie�t. 2Die folgenden Korollare bauen aufeinander auf und wir nehmen an, da� die Voraussetzungenvon Satz 2.61 gelten.Korollar 1 N = fN(t) : t � 0g sei der Indikatorproze� der Stopzeit �N(t) � 1f��tg ; f�ur t � 0:Der Proze� � = f�(t) : t � 0g gegeben durch�(t) � �e(t)1f�>tg ; f�ur t � 0;ist die (eindeutige) vorhersehbare Intensit�at von N .Beweis: Der Beweis beruht auf Satz 7, Kapitel III, von Br�emaud. N betrachten wir als Punkt-proze� mit einem Punkt in � . Die Folge (Tn)n�0, die mit N assoziiert ist, lautet dann T0 =0; T1 = �; T2 = T3 = ::: =1. Die zuf�allige FunktionG(t) � P (� � t jF0 ) = 1� exp�� Z t0 �e(s) ds� ; f�ur t � 0;ist die auf FT0 = F0 bedingte Verteilungsfunktion von � = T1. G ist F0{me�bar und pfadweisedi�erenzierbar mit g(t) � dGdt (t) = �e(t) exp�� Z t0 �e(s) ds� ; f�ur t � 0:Nach Br�emaud berechnet sich die Intensit�at � = f�(t) : t � 0g von N durch�(t) = g(t)1�G(t)1f�>tg= �e(t) exp�� Z t0 �e(s) ds�exp�� Z t0 �e(s) ds� 1f�>tg= �e(t)1f�>tg ; f�ur t � 0:� ist wie �e vorhersehbar. Nach Satz 2.60 ist � die eindeutige vorhersehbare Intensit�at. 2Korollar 2 Der Proze� M = fM(t) : t � 0g, de�niert durchM(t) � N(t)� Z t0 �(s) ds ; f�ur t � 0;ist ein (Ft)t�0{Martingal, sogar ein (Ht)t�0{Martingal.Insbesondere erhalten wir mittelsN(t) =M(t) + Z t0 �(s) ds ; f�ur t � 0;die eindeutige Zerlegung von N in das MartingalM und den vorhersehbaren FV{Proze� Z �0 �(s) ds.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 45Beweis: Nach Satz 2.58 ist M ein lokales (Ft)t�0{Martingal. Nach Voraussetzung giltE�Z t0 �(s) ds� = E�Z t0 �e(s)1f�>sg ds�� E�Z t0 �e(s) ds�< 1 ; f�ur t � 0;woraus mit der Bemerkung nach Satz 2.58 folgt, da� M ein (Ft)t�0{Martingal ist.M ist (Ht)t�0{adaptiert, denn die Prozesse N und � sind selbst adaptiert bez�uglich der Fil-trierung (Ht)t�0. Zudem ist (Ht)t�0 eine Unter�ltrierung von (Ft)t�0; d.h. Ht � Ft f�ur t � 0.Wegen E fjM(t)jg <1 giltE fM(t) jHs g = E fE fM(t) jFs g jHsg= E fM(s) jHs g= M(s) ; f�ur 0 � s < t:M ist ein (Ht)t�0{Martingal. Nach Satz 2.37 ist die Zerlegung N =M + R �0 �(s) ds eindeutig. 2Korollar 3 Der Proze� X = fX(t) : t � 0g sei das stochastische Exponential von �M , sprichX � E (�M). Es gilt(i) X besitzt die DarstellungX(t) = 1f�>tg exp�Z t0 �e(s) ds� P{f.s. ; f�ur t � 0:(ii) X ist ein lokales (Ft)t�0{Martingal.(iii) Insbesondere erhalten wirEn1f�>tg ���Hs _ G1o = 1f�>sg exp�� Z ts �e(s) ds� ; f�ur 0 � s < t:Beweis: Wir beweisen zun�achst (i). Nach De�nition gilt X(t) = E (�M) (t) = E (�N +A) (t),wobei der Proze� A = fA(t) : t � 0g durchA(t) � Z t0 �(s) ds ; f�ur t � 0;de�niert ist. N ist ein FV{Proze� und A sogar ein stetiger FV{Proze�. Mit Satz 2.29 undKorollar 4 von Satz 2.34 giltX(t) = E (�N +A) (t)= E (�N) (t)E (A) (t)= (1�N(t)) exp (A(t))= 1f�>tg exp�Z t0 �(s) ds� ; f�ur t � 0:



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 46Auf der Menge f� � tg ist X(t) wegen des ersten Faktors Null und auf f� > tg gilt �(t) = �e(t),t � 0. Den Faktor exp( � ) k�onnen wir auf f� � tg gefahrlos ab�andern, indem wir � durch �eersetzen. Aus dieser �Uberlegung folgt die angek�undigte DarstellungX(t) = 1f�>tg exp�Z t0 �e(s) ds� ; f�ur t � 0:(ii) folgt aus Satz 2.58 (ii); Demzufolge ist X = 1 +X� �M ein lokales (Ft)t�0{Martingal.Der Beweis von Aussage (iii) des Korollars ist wie folgt aufgebaut: Wir konstruieren eine Fol-ge von Stopzeiten (Tn)n�1, die X im Sinne von De�nition 2.16 als Martingal lokalisiert undbetrachten dann die Aussage f�ur den gestoppten Proze� XTn 1fTn>0g, n � 1. Mithilfe der Mar-tingaleigenschaft des gestoppten Proze� leiten wir das Gew�unschte her. Die Folge (Tn)n�1 seide�niert durchTn(!) � 8>><>>: inf �t � 0 : Z t0 �e(u; !) du > n� ; falls Z 10 �e(u; !) du > n1 ; falls Z 10 �e(u; !) du � n f�ur n 2 IN:Das Integral Z �0 �e(u; !) du ist ein monoton wachsender Proze� mit Anfangswertwert Null. Des-halb ist (Tn)n�1 eine monoton wachsende Folge von Stopzeiten, und es gilt 1fTn>0g = 1. WegenE�Z t0 �e(s) ds� <1, t � 0, existiert f�ur alle k 2 IN eine Nullmenge Nk 2 H mitZ k0 �e(u; !) du <1 ; f�ur alle ! 2 
 n Nk :Sei N � Sk�1Nk. Dann ist N als abz�ahlbare Vereinigung von P{Nullmengen selbst eine P{Nullmenge. Insbesondere gilt dannZ t0 �e(u; !) du <1 ; f�ur alle t � 0 und ! 2 
 n N :Daraus folgt limn!1Tn =1 P{f.s. Das Integral Z �0 �e(u) du ist stetig, woraus wirZ t^Tn0 �e(u) du � n ; f�ur t � 0 und n 2 IN;sehen. Mit Satz 2.58 (iii) zeigen wir, da� XTn 1fTn>0g = XTn ein (Ft)t�0{Martingal ist. Es giltnach Satz 2.23 XTn 1fTn>0g = XTn = 1 + (X� �M)Tn = 1 +X�1[0;Tn] �M:F�ur n 2 IN erhalten wirE�Z t0 jX(s�)1fTn�sgj�(s) ds� = E�Z t0 1f�>s�g exp�Z s0 �e(u) du� 1fTn�sg �(s) ds�= E�Z t0 1f��sg exp�Z s0 �e(u) du� 1fTn�sg �e(s)1f�>sg ds�� E�Z t0 exp�Z s0 �e(u) du� 1fTn�sg �e(s)1f�>sg ds�



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 47� E�Z t0 en �e(s)1f�>sg ds�� enE�Z t0 �e(s) ds�< 1 ; f�ur t � 0:XTn = XTn 1fTn>0g ist tats�achlich ein (Ft)t�0{Martingal. Es gilt damit EnXTn(t) jFso =XTn(s), f�ur 0 � s < t und n 2 IN, beziehungsweiseE(1Tnf�>tg exp Z t^Tn0 �e(u) du! �����Fs) = 1Tnf�>sg exp Z s^Tn0 �e(u) du! :Wir halten t und s fest. F�ur jedes n 2 IN ist Tn nach De�nition eine (Gt)t�0{Stopzeit. �e ist(Gt)t�0{adaptiert. Deswegen ist exp � Z t^Tn0 �e(u) du! G1{me�bar. Wir multiplizieren beideSeiten damit. Aus G1 � F0 � Fs folgt, da� wir den Faktor in den bedingten Erwartungswerthineinziehen d�urfen.(�) En1Tnf�>tg���Fso = 1Tnf�>sg exp � Z t^Tns^Tn �e(u) du! ; f�ur n 2 IN:Wir untersuchen, wie sich die "linke" und "rechte" Seite von (�) im Grenz�ubergang f�ur n!1verhalten. Die Folge (Tn)n�1 ist monoton wachsend mit limn!1Tn = 1 P{f.s. Damit gilt f�urP{fast alle ! 2 
 1Tnf�>tg & 1f�>tg ; n!1:1f�>tg im bedingten Erwartungswert ist nicht{negativ und durch 1 nach oben beschr�ankt. MitProposition 4.24 von Breiman (1993) giltlimn!1En1Tnf�>tg ���Fso = En1f�>tg jFsoDie Proposition von Breiman ist f�ur den Fall der Konverganz von unten "%" ausgelegt. Da1f�>tg durch 1 nach oben beschr�ankt ist wenden wir die Aussage auf 1� 1f�>tg an. F�ur P{fastalle ! 2 
 giltlimn!11Tn(!)f�(!)>sg exp � Z t^Tn(!)s^Tn(!) �e(u; !) du! = 1f�(!)>sg exp�� Z ts �e(u; !) du� ;da (Tn)n�1 P{f.s. gegen unendlich geht. Wir setzen die Ergebnisse in (�) ein und erhalten nachdem Grenz�ubergang f�ur n!1 mit Hs _ G1 = FsEn1f�>tg ���Hs _ G1o = 1f�>sg exp�� Z ts �e(s) ds� ; f�ur 0 � s < t ;was den Beweis abschlie�t. 2Bemerkung : Ein n�utzlicher Spezialfall tritt ein, wenn wir die stochastische Parameterfunktion�e deterministisch modellieren. Dann ist die Stopzeit � exponentialverteilt mit Parameterfunk-tion �e. Folglich gilt G1 � H0. Wegen Ft = Ht_G1 � Ht_H0 = Ht und Ht � Ft gilt Ft = Ht.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 48Die Ergebnisse, die bez�uglich der Filtrierung (Ft)t�0 gezeigt wurden, sind dann auch f�ur die"urspr�ungliche" Filtrierung (Ht)t�0 g�ultig. Insbesondere erhalten wirEn1f�>tg ��� Hso = 1f�>sg exp�� Z ts �e(s) ds� ; f�ur 0 � s < t:Der Proze� X ist ein (Ht)t�0{Martingal und exp � Z T0 �e(u) du! ist eine reelle Zahl. Damitist das Produkt aus dieser Zahl und X1f�>tg exp � Z Tt �e(s) ds! ; f�ur t � 0;ebenfalls ein (Ht)t�0{Martingal.Der letzte Teil der Bemerkung ist hilfreich, wenn wir in Kapitel 4 ein "einfaches" Modell ei-ner Anleihe mit Kreditrisiko de�nieren. T interpretieren wir als die F�alligkeit der Anleihe, dieStopzeit � als den Zeitpunkt des Kreditausfalls und �e als den "Renditespread" zur risikolosenAnleihe.Den Satz von Girsanov f�ur die Brownsche Bewegung haben wir im vorangegangenen Abschnittkennengelernt. Es folgt eine Erweiterung, die in allgemeinerem Zusammenhang auf Jacod undShiryaev (1987), Kapitel III, Abschnitt 3 bis 5, zur�uckgeht. Die hier zitierte Version ist vonSch�onbucher (1998a), Theorem 1, entnommen. Sie bindet Punktprozesse mit zuf�alligen Inten-sit�aten in Satz 2.45 ein.Satz 2.62 Auf einem gegebenem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� sei� eine Stopzeit und N = fN(t) : t � 0g deren Indikatorproze� N(t) = 1f��tg, f�ur t � 0.A = fA(t) : t � 0g sei der Kompensator von N und M = fM(t) : t � 0g erkl�art durchM � N �A. Wir nehmen an, da� N die Intensit�at � = f�(t) : t � 0g besitzt; d.h.A(t) = Z t0 �(s) ds ; f�ur 0 � t � T:B = �B1; :::; Bd� sei eine d{dimensionale Standard Brownsche Bewegung, Bk = nBk(t) : t � 0of�ur k = 1; :::; d. Wir setzen voraus, da� (Ft)0�t�1 die P{Erweiterung der nat�urlichen Filtrierungder Prozesse B und N ist und F = F1 gilt.Sei  = � 1; :::;  d� ein d{dimensionaler vorhersehbarer Proze�,  k = f k(t) : t � 0g f�urk = 1; :::; d, und � = f�(t) : t � 0g ein strikt positiver vorhersehbarer Proze� mitZ t0 jj (s)jj2 ds <1 und Z t0 j�(s)� 1j�(s) ds <1 f�ur t � 0:Wir de�nieren den Proze� L = fL(t) : t � 0g mittelsL � E  dXk=1 k � Bk + (�� 1) �M! :Ist EP fjL(t)jg <1 f�ur alle t � 0, dann k�onnen wir das Ma� Q de�nieren durchdQ(t) = L(t) dP (t); f�ur t � 0:



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 49Dann ist Q ein zu P �aquivalentes Wahrscheinlichkeitsma�, eB = � eB1; :::; eBd� de�niert durcheBk(t) � Bk(t)� Z t0  k(s) ds; ; f�ur t � 0 und k = 1; :::; d;ist eine Standard Brownsche Bewegung unter dem Ma� Q und der Proze� �Q = f�Q(t) : t � 0g,�Q(t) � �(t)�(t); f�ur t � 0; (2.1)ist die Intensit�at von N unter Q.Insbesondere l�a�t sich jedes zu P �aquivalente Ma� mithilfe geeigneter Prozesse  und � darstel-len.Bemerkung:(i) Der Ma�transformationssatz gilt in allgemeinerem Zusammenhang. N ist hier nur der In-dikatorproze� einer Stopzeit; in der urspr�unglichen Form des Satzes ist N ein "markierter"Punktproze�, der eine Intensit�at besitzt; siehe Theorem 4, Sch�onbucher (1998).(ii) Die Forderung, da� � strikt positiv ist, sichert, da� L strikt positiv ist.(iii) In unserem Fall k�onnen wir uns fragen, wodurch der Ma�wechsel { also der Proze� L {eindeutig festgelegt wird. Wir m�ussen untersuchen, wie � die Prozesse  und �, die Lparametrisieren, beeinu�t. Beachte zuerst, da� auf ft > �g �(t) = 0 gilt (vgl. Korollar1 von Satz 2.61). Wegen (2.1) gilt �Q(t) = 0 auf ft > �g. Folglich kann �(t) auf ft > �gbeliebig gew�ahlt werden, ohne da� sich der Proze� L und damit das Ma� Q ver�andert.(iv) Auf dem gegebenen �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�1� betrachtenwir eine Unter�ltrierung (Gt)0�t�1; d.h.: es gilt Gt � Ft f�ur 0 � t � 1. Genauer gesagt,wir untersuchen den �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;G; P G ; (Gt)0�t�1�, wobei G �G1 und P G(A) � P (A) f�ur A 2 G gelten soll. Auch in diesem Fall k�onnen wir denMa�transformationssatz anwenden. Den Ma�wechsel P G 7! QG auf �
;G; P G ; (Gt)0�t�1�f�uhren wir auf dem urspr�unglichen Raum durch; allerdings mu� der Proze� L, durch dender Ma�wechsel beschrieben wird, (Gt)0�t�1{adaptiert sein. L ist genau dann (Gt)0�t�1{adaptiert, wenn die stochastische Integrale  1 �B1, ...,  d �Bd und (�� 1) �M (Gt)0�t�1{adaptiert sind.Wir studieren diese �Uberlegung an einem Spezialfall, der uns in Kapitel 4 von Nutzen seinwird. In der Formulierung des Satzes sei d = 2 und (Gt)0�t�1 de�niert durchGt � � �B1(s); (B2)� (s); N(s) : 0 � s � t� ; f�ur 0 � t � 1:Wir stoppen die zweite Brownsche Bewegung B2 in � . Danach soll keine "Information"von ihr in die �{Algebren einie�en. L ist genau dann (Gt)0�t�1{adaptiert, wenn gilt(a)  1,  2 und � sind (Gt)0�t�1{adaptiert.(b) B2 wird innerhalb der De�nition von L durch (B2)� ersetzt.Das stochastische Integral  2 � (B2)� l�a�t sich auch Z �0  2(s)1f�>sg dB2(s) schreiben. Wirbetten diese Konstruktion in den urspr�unglichen Raum ein und erhalten f�ur t � 0L(t) = E �Z �0  1(s) dB1(s) + Z �0  2(s)1f�>sg dB2(s) + Z �0 (�(s)� 1) dM(s)� (t):



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 50Mit (iii) sehen wir, da� L { und damit die Ma�transformation P G 7! QG { durch 1(t) f�ur t � 0; 2(t; !) und �(t; !) f�ur t � 0 und ! 2 f� > tg;eindeutig bestimmt ist.



Kapitel 3Zeitstetige Modellierung desMarktesIn diesem Kapitel wird der Markt mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie modelliert. Zun�achstfolgt eine allgemeine Beschreibung, die auf die Arbeiten von Harrison und Pliska (1981) undGr�unewald (1998) zur�uckgreift. Nach den De�nition der Marktmodelle werden einige n�utzlicheS�atz zusammengefa�t. Im letzten Abschnitt verallgemeinern wir das Aktienmarktmodell nachBlack und Scholes.3.1 Die stochastische MarktmodellierungDie stochastische Marktmodellierung ist stark an die Ausf�uhrung von Harrison und Pliska (1981)anglehnt. In der Folgezeit wurde der Ansatz verallgemeinert und in mancher Hinsicht pr�azisiert;hierf�ur dient Gr�unewald (1998) als Referrenz.Der Markt wird innerhalb eines endlichen Zeithorizontes [0; T ] mit T > 0 betrachtet, undist durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) gegeben. Das Wahrscheinlichkeitsma� Psteht f�ur die subjektive Einsch�atzung eines Marktteilnehmers. Alle auf dem Markt t�atigen In-vestoren halten die gleichen Ereignisse f�ur m�oglich, beziehungsweise f�ur unm�oglich. Mit anderenWorten, die Markteinsch�atzung des Akteurs A sei gegeben durch das Wahrscheinlichkeitsma� P ,und die des Akteurs B durch P �, dann gilt P ist �aquivalent zu P �. Die Informationsstrukturist durch eine Familie von ��Algebren (Ft)0�t�T gegeben, die folgenden Anforderungen gen�ugt(i) Die �ublichen Bedingungen gelten { vergleiche De�nition 2.3.(ii) FT = F .(iii) F�ur alle A 2 F0 gilt P (A) 2 f0; 1g.In die auf diese Weise festgelegte Welt werden die Preisprozesse eingebettet. Den Pfad einesPreisprozesses kann man als den Kursverlauf einer bestimmten Anlagem�oglichkeit betrachten.Das Anlageuniversum sei gegeben durch den stochastischen Vektorproze� S = �S0; :::; SN�mit den Komponenten Sk = nSk(t) : 0 � t � To, k = 0; :::; N , die den Preisprozessen derAnlagen entsprechen. N + 1, N 2 IN, ist die Anzahl der Anlagem�oglichkeiten. Sk besitzt f�urk = 0; :::; N die Eigenschaften 51



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 52(i) Sk ist (strikt) positiv.(ii) Sk ist ein c�adl�ag{Proze�.(iii) Sk ist (Ft)0�t�T {adaptiert.(iv) Sk 2 H2(P )Wir nehmen an, da� S0 ein stetiger FV {Proze� ist. Die endliche Variation interpretiert man alslokal risikolos. S0 hei�t risikoloses Geldmarktkonto. Zur Vereinfachung fordernwir S0(0) = 1 und dar�uberhinaus soll S0 die DarstellungS0(t) = exp�Z t0 r(s) ds� ; f�ur 0 � t � T;besitzen, wobei r = fr(t) : 0 � t � Tg ein positiver adaptierter Proze� ist.Bemerkung: Die Annahmen (ii), (iii) und (iv) sind rein technischer Natur. Annahme (i)in der Form "strikt positiv" sichert die Arbitragefreiheit. W�urden wir beispielsweise erlauben,da� der Wert einer Aktie auch den Wert Null erreichen und sich danach wieder positiv entwickelnkann, dann best�unde die M�oglichkeit, risikolosen Gewinn zu erwirtschaften. Der Anleger solltedann die Aktie kaufen, wenn sie auf Null gefallen ist, und bei einem beliebigen positivenWert ver-kaufen. Es l�age kein Risiko vor, da der Aktienwert nicht ins Negative fallen kann. M�oglichkeitendieser Art wollen wir allerdings ausschlie�en. Zudem bietet diese Voraussetzung die M�oglichkeit,die Preisprozesse als Dol�eans{Dade{Exponential darzustellen.De�nition 3.1 Der risikolose Renditeproze� R0 = �R0(t) : 0 � t � T	 sei auf folgendeWeise de�niert R0(t) � ln�S0(t)� ; f�ur 0 � t � T: (3.1)R0 ist wohlde�niert, da S0 strikt positiv ist. Aus der De�nition sehen wir, da� R0 stetige Pfadebesitzt, und R0(0) = 0 gilt. Wegen (ln(x))0 = 1x folgt aus der Itô{Formel f�ur stetige FV{ProzesseR0(t) = Z t0+ 1S0(s) dS0(s); f�ur t � 0: (3.2)R0 ist ein stochastisches Integral mit einem FV{Proze� als Integrator. Nach Satz 2.25 ist R0ebenfalls ein FV{Proze�. Aus Korollar 3 von Satz 2.34 { das Dol�eans{Dade{Exponential stetigerFV{Prozesse { folgt die DarstellungS0(t) = exp�R0(t)� = E �R0� (t); f�ur 0 � t � T: (3.3)Beispiel 9 Die einfachste M�oglichkeit, den risikolosen Renditeproze� zu modellieren, bestehtdarin, als Verzinsungsrate eine positive reelle Konstante r zu w�ahlen. In diesem Fall istR0(t) = Z t0 r dt = rt; f�ur 0 � t � T:Daraus resultiert S0(t) = exp(rt).Das risikolose Geldmarktkonto S0 spiegelt eine Anlagem�oglichkeit wider. Daneben steht derDiskontierungsproze� �. Hier wird nicht zu einem Zeitpunkt Verm�ogen angelegt, sondern manbetrachtet den Sachverhalt von der umgekehrten Seite. � verwendet man, um zuk�unftige Zah-lungen abzuzinsen.



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 53De�nition 3.2 Der Diskontierungsproze� � = f�(t) : 0 � t � Tg sei erkl�art durch�(t) � 1S0(t) = exp ��R0(t)� = E ��R0� (t); 0 � t � T: (3.4)Der diskontierte Preisproze� Z = �Z0; Z1; :::; ZN� sei gegeben mittelsZk(t) � �(t)Sk(t); 0 � t � T und k = 0; :::; N: (3.5)Nachdem wir mit Z und � Vorbereitungen f�ur das weitere Vorgehen getro�en haben, kehrenwir zu den Preisprozessen S1; :::; SN zur�uck. Im Falle des Geldmarktkontos konnten wir denrisikolosen Renditeproze� einfach beschreiben, indem wir S0 logarithmierten. F�ur S1; :::; SNde�nieren wir die Renditeprozesse �uber stochastische Integrale. Hierbei greifen wir Satz 2.36 auf.Wir haben gezeigt, da� sich jedes strikt positive Semimartingal als Dol�eans{Dade{Exponentialdarstellen l�a�t.De�nition 3.3 F�ur die k{te Anlage sei der Renditeproze� Rk = nRk(t) : 0 � t � To de�-niert durch Rk(t) � Z t0 � 1Sk��(u) dSk(u); f�ur 0 � t � T und k = 1; :::; N: (3.6)In symbolischer Schreibweise giltdRk(t) = 1Sk(t�) dSk(t); 0 < t � T und Rk(0) = 0 f�ur k 2 f1; :::; Ng:Die Renditeprozesse sind derart de�niert, da� nach Satz 2.36 giltSk(t) = Sk(0) E �Rk� (t); 0 < t � T und k = 1; :::; N: (3.7)Damit erhalten wirdSk(t) = Sk(t�) dRk(t); 0 < t � T und k = 1; :::; N:Die diskontierten Preisprozesse lassen sich mit Satz 2.35 folgenderma�en schreibenZk(t) = �(t)Sk(t) (3.8)= E ��R0� (t) E �Rk� (t) (3.9)= Sk(0) E �Rk �R0� (t); 0 < t � T und k = 1; :::; N: (3.10)R0 ist ein stetiger FV{Proze�. Aus diesem Grund ist nach Satz 2.29 [R0; Rk] = 0 f�ur k = 1; :::; N .De�nition 3.4 Der diskontierte Rendite Proze� Y = �Y 0; :::; Y N� seiY k(t) � Rk(t)�R0(t); 0 < t � T und k = 0; :::; N: (3.11)Den auf diese Weise de�nierten diskontierten Renditeproze� setzen wir in (3.10) ein, und erhaltenden diskontierten Preisproze� Zk als Dol�eans{Dade{Exponential von Y k.Zk(t) = Sk(0) E �Y k� (t); 0 < t � T und k = 1; :::; N: (3.12)



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 54Ein am Markt t�atiger Akteur investiert sein Geld in die verschiedensten Anlagem�oglichkeiten.Die Art und Weise, wie er vorgeht { sprich, wann er welche Anlage kauft oder verkauft, l�a�t sichdurch seine Handelsstrategie � = (�0; :::; �N ) modellieren. Zu einem Zeitpunkt t 2 [0; T ] gibt�k(t) an, wieviele Anteile der k{ten Anlage der Investor gerade besitzt, sich also im Portfolio desInvestors be�nden. Der zur Handelsstrategie geh�orende Verm�ogensproze� ist der Gesamtwertder Anlagem�oglichkeiten, aus denen sich das Portfolio zusammensetzt.De�nition 3.5 Der Verm�ogensproze� U� = nU�(t) : 0 � t � To, der zu einer Handelsstra-tegie � geh�ort, sei gegeben durchU�(t) � NXk=0�k(t)Sk(t); f�ur 0 � t � T: (3.13)Den diskontierten Verm�ogensproze� V � = nV �(t) : 0 � t � To de�nieren wir durchV �(t) � �(t)U�(t) = NXk=0�k(t)Zk(t); f�ur 0 � t � T: (3.14)U�(0), bzw. V �(0), nennt man das Anfangsverm�ogen von U�, beziehungsweise V �.Eine Handelsstrategie wird durch einen vektorwertigen vorhersehbaren Proze� � = (�0; :::; �N )dargestellt mit �k = n�k(t) : 0 � t � To f�ur k = 0; :::; N . Die Forderung der Vorhersehbarkeitbedeutet, da� die Entscheidung des Investors, wie er sein Geld in t 2 [0; T ] anlegt, "kurz"vor dem Zeitpunkt feststehen mu�, an dem die Marktpreise der Anlagem�oglichkeiten bekanntsind. Die Menge der Handelsstrategien, die im weiteren verwendet werden, m�ussen noch gewissetechnische Bedingungen erf�ullen. Diese Bedingungen spielen eine Rolle bei der �Uberpr�ufung derArbitragefreiheit. Die Menge der zul�assigen Handelsstrategien T sei gegeben durchT � n� = ��0; :::; �N� : �k ist vorhersehbar und �k � Sk 2 H2 f�ur k = 0; :::; No (3.15)Wir beschr�anken uns auf Handelstrategien, die mit einem fest eingesetzten Startkapital arbeiten,bei denen also kein Geld zu{ oder abie�t. Die Umschichtungen im Portfolio sollen so vorgenom-men werden, da� eine bestimmte Menge an Anlagem�oglichkeit verkauft wird, um zeitgleich denGegenwert in anderen Anlagem�oglichkeiten zu investieren. Die �Anderungen des Portfoliower-tes werden allein durch die Preisschwankungen der Anlagen verursacht. Diese Strategien hei�enselbst�nanzierend.De�nition 3.6 Eine Handelsstrategie � hei�t genau dann selbst�nanzierend, wenn giltU�(t) = NXk=0��k � Sk� (t) = NXk=0 Z t0 �k(s) dS(s); f�ur 0 � t � T: (3.16)Ein Marktmodell gen�ugt der Forderung der Arbitragefreiheit, wenn jede selbst�nanzierendeHandelsstrategie, die mit Sicherheit { eigentlich P{f.s. { einen nicht negativen Verm�ogensproze�einen strikt positiven Preis besitzt.De�nition 3.7 Ein Marktmodell ist arbitragefrei, falls aus� 2 T selbst�nanzierend mit P �U�(t) � 0� = 1 und P �U�(T ) > 0� > 0folgt U�(0) > 0 P{f.s.



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 55Neben den gew�ohnlichen Anlagem�oglichkeiten gibt es noch andere "Instrumente", die am Marktgehandelt werden. Eine spezielle Form dieser Instrumente stellen beispielweise Kauf{ und Ver-kaufsoptionen dar. Die Instrumente fassen wir unter dem Begri� Contingent Claims zusammen.Unter den Contingent Claims zeichnen wir diejenigen aus, welche sich durch ein selbst�nanzie-rendes Portfolio darstellen lassen. So ist es innerhalb des Black&Scholes{Modells m�oglich, eineEurop�aische Aktienoption mithilfe eines Portfolios aus Aktien und Bonds nachzubilden.De�nition 3.8 Unter einem Contingent Claim X versteht man eine quadratintegrierbareZufallsvariable auf (
;F ; P ).Einen Contingent Claim X nennt man duplizierbar, wenn eine selbst�nanzierende Handels-strategie � 2 T existiert mit U�(T ) = X. Da das Anfangsverm�ogen U�(0) ben�otigt wird, um Xin T nachzubilden, hei�t �X � U�(0) der Preis von X.Ein Marktmodell hei�t vollst�andig, wenn jeder Contingent Claim duplizierbar ist.Mit Q sei die Menge aller Wahrscheinlichkeitsma�e auf (
;F) bezeichnet, f�ur deren ElementeQ gilt(i) P und Q sind �aquivalent.(ii) dQdP ist P{quadratintegrierbar mit dQdP (0) = 1 P{f.s.(iii) Z = (Z0; :::; ZN ) ist ein Q{Martingal.Q 2 Q nennt man ein zu P �aquivalentes Martingalma�.Eine fundamentale Annahme tre�en wir mitQ ist nicht leer.Diese Annahme sichert, da� die Forderung der Arbitragefreiheit nicht verletzt wird. Wir w�ahlenvon nun an ein festes Q 2 Q als Referenzma�.Bemerkung: Im allgemeinen liegt das "subjektive" Ma� P nicht in Q. Trivialerweise sind(i) und (ii) erf�ullt, doch sind die diskontierten Preisprozesse nicht unbedingt P{Martingale.Geht man allerdings davon aus, da� P 2 Q gilt, dann spricht man von Martingale Model-ling. Denn unter dieser Voraussetzung sind die diskontierten Preisprozesse Martingale unterdem "subjektiven" Ma� P .3.2 Folgerungen aus dem MarktmodellIn diesem Abschnitt untersuchen wir das oben de�nierte Marktmodell. Zun�achst studieren wirdie selbst�nanzierenden Handelsstrategien aus T . Eine Handelsstrategie ist selbst�nanzierend,wenn U� = PNk=0 �k � Sk gilt. Wir zeigen, da� diese De�nition zur Formulierung mithilfe derdiskontierten Preisprozesse V � = PNk=0 �k � Zk �aquivalent ist. Allerdings ben�otigen wir hierf�urfolgende Proposition.Proposition 3.1 Sei A ein FV{Proze� mit stetigen Pfaden sowie A(0) = 0 und H ein vorher-sehbarer Proze�. Dann gilt H � A = H� �A P{f.s.



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 56Beweis:Nach Satz 2.25 ist das stochastische Integral eines FV{Proze� ununterscheidbar vom pfadweiseberechneten Lebesgue{Stieltjes{Integral. Sei N � 
 eine Nullmenge, so da� auf 
 n N das sto-chastische Integral mit dem pfadweise berechneten Lebesgue{Stieltjes{Integral �ubereinstimmt.Wir nehmen ein festes ! 2 
 n N .(H �A) (t; !) = H(0; !)A(0; !) + Z t0+H(s; !) dA(s; !)= Z t0+H(s; !) dA(s; !)= Z t0+ (H(s�; !) + �H(s; !)) dA(s; !)= H�(0; !)A(0; !) + Z t0+H�(s; !) dA(s; !) + Z t0+�H(s; !) dA(s; !)= (H� �A) (t; !) + X0<s�t�H(s; !)�A(s; !)= (H� �A) (t; !); f�ur 0 � t � T:Im vorletzten Schritt haben benutzt, da� �A = 0 gilt. Denn wir haben A als pfadweise stetigvorausgesetzt. 2Lemma 3.2 � 2 T ist genau dann eine selbst�nanziernde Handelsstrategie, wenn giltV � = NXk=0�k � Zk P{f.s.Beweis:Zun�achst setzen wir � als selbst�nanzierend voraus. Dann gilt U� = PNk=0 �k � Sk. Mit derpartiellen Integration und mit der Eigenschaft, da� � ein stetiger FV{Proze� mit �(0) = 1 ist,sehen wir V � = � U�= �� � U� + U�� � � + [�;U�]= NXk=0�� � ��k � Sk� + NXk=0��k� Sk�� � � + V �(0):Wegen �(�) = 1� Z �0 �(t) dR0(t) und Sk(�) = Sk(0) + Z �0 Sk(t) dRk(t) folgtV � = NXk=0��� �k� � Sk + NXk=0(�k� Sk�) � �1 � �� � R0� + V �(0)= NXk=0��� �k� � �Sk(0) + Sk� � Rk� + NXk=0��k� Sk�� � 1� NXk=0(�k� Sk�) � ��� � R0� + V �(0)



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 57= NXk=0��� �k� � �Sk� �Rk� + NXk=0��� �k� � Sk(0) + NXk=0�k�(0) Sk�(0)| {z }=0 1� NXk=0��k� �� Sk�� �R0 + V �(0)= NXk=0��k �� Sk�� �Rk + NXk=0��(0)| {z }=0 �k(0)Sk(0)� NXk=0��k � Sk� � R0 + V �(0)= NXk=0��k Zk�� �Rk � NXk=0�k � ��� Sk� �R0� + V �(0):Der letzte Schritt gilt, denn Zk = � Sk f�ur k = 1; :::; N . Nun wenden wir Proposition 3.1 aufden Ausdruck �� Sk� � R0 an.V � = NXk=0��k Zk�� � Rk � NXk=0�k � ���� Sk�� �R0� + V �(0)= NXk=0��k Zk�� � Rk � NXk=0��k �� Sk�� �R0 + V �(0)= NXk=0��k Zk�� � �Rk � R0� + V �(0)= NXk=0��k Zk�� � Y k + V �(0)= NXk=0�k � �Zk� � Y k� + V �(0)Aus der Darstellung von Zk als Dol�eans{Dade{Exponential von Y k, Zk = Zk(0) E(Y k) =Zk(0) + (Zk� � Y k), folgtV � = NXk=0�k � �Zk � Zk(0)� + V �(0)= NXk=0�k � Zk � NXk=0�k � Zk(0) + V �(0)= NXk=0�k � Zk � NXk=0�k(0)Zk(0) + V �(0)= NXk=0�k � Zk � V �(0) + V �(0)= NXk=0�k � Zk; P{f.s.



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 58Wenn � eine selbst�nanzierend Handelsstrategie aus T ist, haben wir V � =PNk=0 �k �Zk gezeigt.Gilt f�ur eine Handelsstrategie aus T die Gleichheit V � =PNk=0 �k � Zk, dann zeigt man in ana-loger Vorgehensweise, da� U� = PNk=0 �k � Sk gilt. Das ist gleichbedeutend damit, da� � eineselbst�nanzierend Handelsstrategie ist. 2Eine wichtige Voraussetzung f�ur unser weiteres Vorgehen ist, da� f�ur eine selbst�nanzierendeHandelsstrategie � 2 T der diskontierte Verm�ogensproze� V � ein Q{Martingal ist.Lemma 3.3 Die diskontierten Preisprozesse Z1; :::; ZN liegen in H2(P ). Ist � 2 T eine selbst-�nanzierende Handelstrategie, dann ist V � = �U� ein H2(P ){Semimartingal. Insbesondere sind�1 � Z1, ..., �N � ZN und V � Q{Martingale, falls die Preisprozesse S1; :::; SN stetige Pfade be-sitzen.Beweis:Wir gliedern den Beweis in zwei Teile.Teil 1In diesem Teil des Beweises zeigen wir, da� Zk und V � H2(P ){Semimartingale sind. Den Indexk lassen wir im folgenden weg, da sich f�ur jedes beliebige k 2 f1; :::; Ng die gleiche Argumenta-tion anwenden l�a�t. Wir zeigen zun�achst, da� Z = �S 2 H2(P ) aus S 2 H2(P ) folgt. In gleicherWeise gilt die Aussage f�ur V �, da U� als endliche Summe von H2(P ){Semimartingalen selbstein H2(P ){Semimartingal ist (Eigenschaft der Subadditivit�at einer Norm).S ist aus H2(P ) und besitzt damit die eindeutige ZerlegungS = S(0) +M +A;wobeiM = fM(t) : 0 � t � Tg ein lokales Martingal und A = fA(t) : 0 � t � Tg ein vorherseh-barer FV{Proze� ist mit M(0) = A(0) = 0. Insbesondere giltEP f[M;M ](T )g <1 und EP njAj(T )2o <1: (3.17)Z ist ein spezielles Semimartingal, denn nach der partiellen Integration, Korollar 2, Satz 2.27,und, da � ein stetiger FV{Proze� ist, giltZ = � S= �� � S + S� � � + [�; S]= �� �M + �� � A+ S� � � + �(0)S(0)= Z(0) + �� �M + �� � A+ S� � �� Z(0) +MZ +AZ ;wobei die Prozesse MZ = fMZ(t) : 0 � t � Tg und AZ = fAZ(t) : 0 � t � Tg durch MZ ��� �M und AZ � �� �A+S� � � de�niert sind.MZ ist nach Satz 2.26 ein lokales Martingal undAZ nach Satz 2.25 ein vorhersehbarer FV{Proze�. Weiter giltMZ(0) = AZ(0) = 0. Im folgendenberechnen wir getrennt die H2{Norm von MZ und AZ .� ist nach De�nition ein monoton fallender FV{Proze� mit Startwert 1; d.h.: 0 � �(t) � 1 f�urt 2 [0; T ]. Wir erhalten jjMZ jj2H2(P ) = EP f[MZ ;MZ ](T )g= EP f[�� �M;�� �M ](T )g



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 59= EP (Z T0 �(t�)2d[M;M ](t))� EP (Z T0 d[M;M ](t))= EP f[M;M ](T )g< 1Die letzte Ungleichung gilt wegen (3.17). P sei die Menge aller endlicher Partitionen von [0; T ].Nach De�nition der totalen Variation giltjAZ j(T ) = sup�2P Xti2� jAZ(ti+1)�AZ(ti)j= sup�2P Xti2� ����Z ti+1ti+ �(t) dA(t) + Z ti+1ti+ S(t�) d�(t)����� sup�2P Xti2� ����Z ti+1ti+ �(t) dA(t)����| {z }� V1 + sup�2P Xti2� ����Z ti+1ti+ S(t�) d�(t)����| {z }� V2V1 und V2 sind Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) mit denen wir dieH2(P ){Norm von AZ absch�atzen. F�ur V1 gilt nach dem Korollar zu Theorem 48, Chapter I, vonProtter (1995) V1 = sup�2P Xti2� ����Z ti+1ti+ �(t�) dA(t)����� sup�2P Xti2� Z ti+1ti+ j�(t�)j| {z }� 1 jdAj(t)� sup�2P Xti2� Z ti+1ti+ jdAj(t)= jAj(T ) ;da jAj ein monoton wachsender Proze� ist.Bei der Berechnung f�ur V2 nutzen wir aus, da� S nicht{negativ ist, und � ein monoton fallenderProze� mit Startwert 1 ist. Es sei S�(T ) � sup0�t�T jS(t)j, dann giltV2 = sup�2P Xti2� ����Z ti+1ti+ S(t�) d�(t)����= sup�2P Xti2� Z ti+ti+1 S(t�) d�(t)= sup�2P Z 0T S(t�) d�(t)� Z 0T S�(T ) d�(t)= S�(T ) Z 0T d�(t)= S�(T ) (�(0)� �(T ))� S�(T ):



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 60Damit und mit Satz 2.38 erhalten wirjjAZ jj2H2(P ) = EP njAZ j(T )2o� EP n(V1 + V2)2o� 2 �EP nV12o+EP nV22o�� 2 �EP njAj(T )2o+EP nS�(T )2o�� 2 �EP njAj(T )2o+ 8 jjSjj2H2(P )�< 1:Die letzte Ungleichung gilt wegen (3.17) und, da S ein H2(P ){Semimartingal ist.Wir haben gezeigt, da� jjZ � Z(0)jjH2(P ) = jjMZ jjH2(P ) + jjAZ jjH2(P ) < 1 gilt. Mit anderenWorten, Z ist ein H2(P ){Semimartingal. Aus der gleichen Argumentation schlie�en wir, da�f�ur eine selbst�nanzierende Handelsstrategie � 2 T der diskontierte Verm�ogensproze� V � einH2(P ){Semimartingal ist.Teil 2Im zweiten Teil setzen wir voraus, da� die Preisprozesse S1; :::; SN stetige Pfade besitzen. Esreicht aus, die lokale Martingaleigenschaft von �k �Zk unter dem Ma� Q zu zeigen, k = 1; ::; N .Denn nach Voraussetzung ist ��k � Zk� (0) = �k(0)Zk(0) 2 IR, da F0 ausschlie�lich Mengenvom Ma� 0 und 1 enth�alt, dQdP ist quadratintegrierbar und �k �Zk liegt, wie wir soeben bewiesenhaben, in H2(P ). Aus dem Korollar zu Satz 2.38 folgt dann, da� �k � Zk ein Q{Martingal ist.Damit ist V � eine endliche Summe von Q{Martingalen und folglich selbst ein Q{Martingal.Unsere Vorgehensweise ist wie folgt: Wir zeigen, �k � Zk ist ein lokales Q{Martingal f�ur k =0; :::; N . Daraus folgt, da� V � = PNk=0 �k � Zk ein lokales Q{Martingal ist, woraus sich dasGew�unschte mit der oben angef�uhrten �Uberlegung ergibt. Wir verzichten erneut auf den Indexk. Die lokale Martingaleigenschaft von � � Z zeigen wir mithilfe einiger Aussagen von Protter(1995). Im wesentlichen wenden wir Theorem 28, Chapter IV, an. Als Voraussetzung ben�otigenwir(i) Z ist ein lokal quadratintegrierbares lokales Martingal unter Q.(ii) � ist ein vorhersehbarer Proze� und es existiert eine wachsende Folge von Stopzeiten(Tn)n�1 mit limn!1 Tn =1 Q{f.s., f�ur die giltEQ(Z Tn0 �(s)2 d[Z;Z](s)) <1 ; f�ur n 2 IN:Gelten (i) und (ii), dann ist � � Z ein lokal quadratintegrierbares lokales Martingal.Wir zeigen zun�achst, da� die Voraussetzung (i) erf�ullt ist. Die Beweisstruktur l�a�t sich in ihrenGrundz�ugen auch auf (ii) anwenden. Z ist nach De�nintion des �aquivalenten Martingalma�es einQ{Martingal. Wie wir bereits gezeigt haben, liegt Z in H2(P ); mit anderen Worten jjZjjH2(P ) <1. Mit Theorem 24, Chapter IV, von Protter (1995) sehen wirEP f[Z;Z](T )g � 3 jjZjj2H2(P ) <1: (3.18)Der quadratische Variationsproze� eines Semimartingals ist nach Satz 2.27 ein wachsender nicht{negativer Proze�. Es gilt sup0�t�T [Z;Z](t) = [Z;Z](T ):



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 61Mit (3.18) folgt sup0�t�T [Z;Z](t) <1 ; P{f.s. und Q{f.s. (3.19)Q{f.s. folgt, da P und Q �aquivalente Ma�e sind. Wir konstruieren eine wachsende Folge vonStopzeiten (Rn)n�1, so da� diese Folge Z im Sinne von De�nition 2.19 als quadratintegrierbarlokalisiert. Daraus folgt direkt die Forderung (i). Die Folge (Rn)n�1 mu� limn!1Rn =1 Q{f.s.erf�ullen. Wir betrachten in unserem Rahmen einen �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum, der aufeinen endlichen Zeithorizont T zugeschnitten ist. In diesem Zusammenhang kann limn!1Rnh�ochstens gleich T sein. Wir de�nieren (Rn)n�1 durchRn(!) � ( inf ft 2 [0; T ] : [Z;Z](t; !) > ng ; falls [Z;Z](T; !) > nT ; falls [Z;Z](T; !) � n f�ur n 2 IN:Nach Theorem 3, Chapter I, von Protter (1995) ist Rn eine Stopzeit f�ur n 2 IN. Aus (3.19) folgtlimn!1RnT Q{f.s. Aus der De�nition sehen wir, da� (Rn)n�1 eine wachsende Folge ist, undEQ n[ZRn ; ZRn ](T )o � n ; f�ur n 2 IN;gilt, da S stetige Pfade besitzt. Z ist als Martingal vorausgesetzt, und damit ist Z ein lokalquadratintegrierbares lokales Martingal unter dem Ma� Q.� ist Komponente einer selbst�nanzierenden Handelsstrategie und deswegen ein vorhersehbarerProze�. Wir beweisen nun, da�[Z;Z](t) = Z(0)2 + Z t0+ �(s)2 d[S; S](s) ; f�ur 0 � t � T: (3.20)gilt. Diese Gleichheit zeigen wir, indem wir ausnutzen, da� � ein stetiger FV{Proze� ist. F�urden quadratischen Kovariatonsproze� gilt damit nach Satz 2.29 d[�; �] = 0. Um die Notation zuerleichtern de�nieren wir f�ur ein Semimartingal X = fX(t) : 0 � t � Tg den quadratischenVariationsproze� hXi = fhXi(t) : 0 � t � Tg durch hXi(t) � [X;X](t) f�ur 0 � t � T . Mittelsder partiellen Integration, Korollar 2, Satz 2.27, erhalten wirhZi(t) = h�Si(t)= h�� � S + S� � � + [�; S]i(t)= h�� � S + S� � � + �(0)S(0)i(t)= �(0)2 S(0)2 + h�� � S + S� � �i(t)= Z(0)2 + h�� � Si(t) + 2 [�� � S; S� � �](t) + hS� � �i(t)= Z(0)2 + Z t0 �(s�)2 d[S; S](s) + 2 Z t0 �(s�)S(s�) d[S; �](s) + Z t0 S(s�)2 d[�; �](s)= Z(0)2 + Z t0 �(s�)2 d[S; S](s) ; f�ur 0 � t � T:Die eben gezeigt Gleichheit gilt f�ur "beliebige" Preisprozesse S; d.h.: auf die Forderung, da� Sstetige Pfade besitzt, kann in dem Beweis verzichtet werden. S ist ein H2(P ){Semimartingalund � 2 T . Mit der oben verwendeten Absch�atzung und � � 1 sehen wirEP (Z T0 �(s)2 d[Z;Z](s)) = EP (Z T0 �(s)2�(s)2 d[S; S](s))



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 62� EP (Z T0 �(s)2 d[S; S](s))� 3 jj� � Sjj2H2(P )< 1 :Wir nutzen erneut, da� der quadratische Variationsproze� [� �Z; � �Z] monoton wachsend sowienicht{negativ ist, und erhaltensup0�t�T Z t0 �(s)2 d[Z;Z](s) <1 ; P{f.s. und Q{f.s. (3.21)Wir de�nieren die Folge von Stopzeiten (Tn)n�1 mittelsTn � 8<: inf �t 2 [0; T ] : Z t0 �(s)2 d[Z;Z](s) > n� ; falls [� � Z; � � Z](T; !) > nT ; falls [� � Z; � � Z](T; !) � n f�ur n 2 IN:Mit der gleichen Begr�undung, die wir im Fall von (Rn)n�1 angef�uhrt haben, sehen wir, da�(Tn)n�1 eine monoton wachsende Folge von Stopzeiten ist und wegen (3.21) limn!1 Tn = TQ{f.s. gilt. Nach Konstruktion und wegen der Stetigkeit von Z erhalten wirEQ(Z Tn0 �(s)2 d[Z;Z](s)) � n ; f�ur n 2 IN:Damit werden wir Forderung (ii) gerecht. � � Z ist ein lokal quadratintegrierbares lokales Mar-tingal, und nach der Argumentation zu Beginn von Beweisteil 2 ein Q{Martingal. 2Bemerkung:(i) Im letzten Teil haben wir vorausgestzt, da� die Preisprozesse stetige Pfade besitzen. Mankann diese Einschr�ankung um den Preis komplizierter technischer Forderungen an diezul�assigen Handelstrategien, wie sie beispielsweise in Theorem 31, Chapter IV, von Protter(1995) angegeben sind, fallenlassen, so da� die Aussage erhalten bleibt.(ii) Ein m�oglicher Ausweg ist das oben erw�ahnte Martingale Modelling. Die Preisprozessesind unter dem subjektiven Ma� P derart modelliert, da� die diskontierten PreisprozesseP{Martingale sind. Mit anderen Worten, es gilt P 2 Q. Nach Teil 1 ist ein beliebigerdiskontierter Preisproze� Z ein H2(P ){Semimartingal und zugleich ein Martingal, da wirP 2 Q voraussetzen. Folglich ist Z ein quadratintegrierbares P{Martingal. Aus (3.20)erhalten wirEP (Z T0 �(s)2 d[Z;Z](s)) � EP (Z T0 �(s)2 d[S; S](s)) � 3 jj� � Sjj2H2(P ) < 1 :Nach Satz 2.39 ist � �Z ein quadratintegrierbares Martingal unter dem Ma� P { und damitin H2(P ).Lemma 3.3 liefert die Grundlage, duplizierbare Contingent Claims zu bewerten. Dar�uberhinaussind wir dann in einem vollst�andigen Marktmodell in der Lage, den eindeutigen fairen Preiseines beliebigen Contingent Claims zu berechnen.



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 63Satz 3.4 Sei X ein duplizierbarer Contingent Claim und � 2 T eine selbst�nanzierende Han-delsstrategie mit U�(T ) = X. Dann ist der arbitragefreie Preis von X in t durchU�(t) = 1�(t) EQf�(T )XjFtg; f�ur 0 � t � T;gegeben und h�angt nicht von der speziellen Wahl von Q 2 Q ab.Beweis:Nach Lemma 3.3 ist V � =PNk=0 �k � Zk ein Martingal unter Q. Mit der Beziehung V � = � U�gilt U�(t) = 1�(t)V �(t) = 1�(t)EQfV �(T )jFtg= 1�(t)EQf�(T )U�(T )jFtg = 1�(t)EQf�(T )XjFtg; f�ur 0 � t � T:Nach De�nition 3.6 ist U� durch U� = NXk=0�k � Sk gegeben. F�ur jedes Q 2 Q k�onnen wir U�auf die eben gezeigte Weise darstellen, was naturgem�a� vom Ma� Q unabh�angig ist. 2Die erwartete Rendite eines diskontierten Wertpapiers betr�agt unter dem Ma� Q Null. Das istgleichbedeutend damit, da� die diskontierten Preisprozesse Q{Martingal sind. Hat der risikoloseRenditeproze� die Gestalt R0(t) = R t0 r ds = rt f�ur t � 0, dann giltEQfSk(T )jFtg = erT EQf�(T )Sk(T )jFtg = erT e�rtSk(t) = e�r(T�t)Sk(t) ;EQfZk(T )jFtg = Zk(t); f�ur t � 0 und k = 1; :::; N:Die beiden folgenden S�atze arbeiten mit der Menge der �aquivalenten Martingalma�e Q. Dieabstrakte Konstruktion von Q l�ost sich hier auf und zeigt, welche Aussagekraft und praktischerNutzen in ihr liegt.Die Menge der �aquivalenten Martingalma�e Q haben wir als eine nicht{leere Menge vorausge-setzt. Das ist eine hinreichende Bedingung f�ur die Arbitragefreiheit des Marktmodells.Satz 3.5 Existiert ein zu P �aquivalentes Martingalma� Q, dann ist das Marktmodell arbitrage-frei.Beweis:� ist eine selbst�nanzierende Handelsstrategie aus T mitV �(T ) = V �(0) + NXk=0 Z T0+ �k(t) dZk(t) � 0 P{f.s. und P �V �(T ) > 0� > 0;dann folgt mit Satz 3.4 V �(0) = EQfV �(T )g > 0:Die Bedingungen aus der De�nition der Arbitragefreiheit k�onnen wir von U� auf V � �ubertragen,da � ein strikt positiver Proze� ist und V � = � U� gilt. 2Eine hinreichende Bedingung f�ur die Vollst�andigkeit eines Marktmodells liefert der folgendeSatz.Satz 3.6 Besteht die Menge der �aquivalenten Martingalma�e Q aus einem Element, dann istdas Marktmodell vollst�andig.



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 643.3 Das verallgemeinerte Black&Scholes{ModellWir betrachten nun ein mehrdimensionales Di�usionsmodell, bestehend aus dem risikolosenGeldmarktkonto S0 und N 2 IN m�oglicherweise korrelierten Aktien S1; :::; SN . Die Verzinsungs-rate auf dem Geldmarktkonto sei wie in Beispiel 3.1 eine reelle Konstante r � 0. Dann giltR0(t) � Z t0 r ds = r t; f�ur 0 � t � T:Die Aktienpreise folgen einer geometrischen Brownschen Bewegung. Allerdings wollen wir hiernicht direkt die Aktienpreisprozesse modellieren, wir beginnen mit den diskontierten Rendi-teprozessen und entwickeln �uber die diskontierten Preisprozesse schlie�lich die PreisprozesseS1; :::; SN .� = (�ij)1�i;j�N sei eine nicht{singul�are N � N{Matrix. Wir de�nieren die Kovarianzma-trix � = (sij)1�i;j�N durch sij � NXk=1�ik�jk f�ur 1 � i; j � N;und �k � pskk f�ur k = 1; :::; N . Sei � = (�1; :::; �N )T ein konstanter N -dimensionaler Vektor mitreellen Eintr�agen und B = �B1; :::; BN�T unabh�angige Standard Brownsche Bewegung auf demWahrscheinlichkeitsraum (
;G; P; (Gt)0�t�T ). Den diskontierten Renditeproze� Y erkl�arenwir durch Y (t) � �B + � t ; f�ur 0 � t � T: (3.22)Y = (Y 1; :::; Y N ) ist eine N{dimensionale Brownsche Bewegung mit Kovarianzmatrix � undDrift �.Z1(0); :::; ZN (0) seien positive reelle Konstanten. Wir de�nieren den diskontierten Preispro-ze� Z = (Z1; :::; ZN ) mittelsZk(t) � Zk(0) exp(Y k(t)� 12�2k t); f�ur 0 � t � T und k = 1; :::; N:Nun betrachten wir die quadratische Variation von Y k. Der Summand �kt f�allt nicht ins Gewicht,da er deterministisch ist, stetig in t ist, und zudem den Startwert Null besitzt. Es gilt[Y k; Y k](t) = 24 NXi=1 �kiBi; NXj=1�kjBj35 (t) = NXi=1 NXj=1�ki�kj hBi; Bji (t)= NXi=1 NXj=1�ki�kj�ij t = NXi=1 �2ki t = �2k t; f�ur t � 0 und k = 1; :::; N:Aus der Darstellung des Dol�eans{Dade{Exponentials f�ur Exponenten mit stetigen Pfaden siehtman Zk = Zk(0) exp(Y k � 12 [Y k; Y k]) (3.23)= Zk(0) E(Y k); f�ur k = 1; :::; N: (3.24)



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 65Nun sind wir in der Lage, den Preisproze� S = (S1; :::; SN ) zu de�nieren.S(t) � Z(t)�(t) ; f�ur 0 � t � T;Die Gestalt von Sk wird durch Zk und � bestimmt. Wir erhaltenSk = Z(0)kE(Y k) E(R0) = Z(0)kE(Y k +R0) f�ur k = 1; :::; N:Die letzte Gleichheit beruht darauf, da� R0 ein FV{Proze� mit stetigen Pfaden ist. In Abschnitt3.1 war der Renditeprozessen von Sk als Summe von R0 und Y k de�niert. Demnach istRk(t) = Y k(t) + rt = NXi=1 �kiBi(t) + ��k + r� t; f�ur 0 � t � T und k = 1; :::; N:Rk ist einen Brownsche Bewegung mit Varianz �2k und Drift �k+ r. Demnach sind die Preispro-zesse der Aktien { wie anfangs angek�undigt { geometrische Brownsche Bewegungen. Die geome-trische Brownsche Bewegung wurde in Beispiel 2.6 vorgestellt.Das Black&Scholes{Modell behandelt einen Markt, der aus einer Aktie und einer festverzins-lichen Anleihe mit einer konstanten Verzinsungsrate besteht. Die Aktie wird als geometrischeBrownsche Bewegung de�niert. Im verallgemeinerten Black&Scholes{Modell �nden wir anstelleeiner Aktie N Aktien, die { wie im speziellen Fall { geometrische Brownsche Bewegungen sind.Allerdings sind die Preisprozesse nicht unabh�angig, sondern durch die korellierten BrownschenBewegungen Y , beziehungsweise R, miteinander verbunden. Eine andere M�oglichkeit ist, dieRenditeprozesse R1; :::; RN als korrelierte Brownsche Bewegungen zu modellieren. Dieser An-satz liegt n�aher, doch mu� man dann "r�uckw�arts" die anderen Brownschen Bewegungen Y undB de�nieren.Zu Beginn haben wir einen abstrakten Wahrscheinlichkeitsraum gew�ahlt, auf dem die treibendenProzesse B1; :::; BN de�niert sind. Dazu benutzten wir eine �{Algebra, die mehr "Information"enthalten kann, als von B erzeugt wird. Auf dem hier modellierten Markt soll nur die Infor-mation eingehen, die aus den Preisprozessen, beziehungsweise von den erzeugenden BrownschenBewegungen, herr�uhren. Die Informationsstruktur habe die GestaltFt � �(B(s) : 0 � s � t); f�ur 0 � t � T:Die Abbildungen von B = (B1; :::; BN )T auf Y = (Y 1; :::; Y N )T , S = (S1; :::; SN )T undZ = (Z1; :::; Zk)T sind stetig und invertierbar. Es gilt alsoFt = �(B(s) : 0 � s � t)= �(Y(s) : 0 � s � t)= �(S(s) : 0 � s � t)= �(Z(s) : 0 � s � t); f�ur 0 � t � T:Das entworfene Modell f�allt in den allgemeinen Rahmen, der in Abschnitt 3.1 de�niert wurde.Die Preisprozesse S0; :::; SN sind strikt positiv, adaptiert und besitzen stetige Pfade, sind alsoc�adl�ag{Prozesse. Nach Satz 2.40 sind geometrische Brownsche Bewegungen H2{Semimartingale.



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 66Wir konstruieren das Referenzma� Q, unter dem die diskontierten Preisprozesse Zk,k = 1; :::; N; Martingale sein sollen. Nach der oben getro�enen Annahme ist � nicht{singul�ar.Es existiert ein N{dimensionaler Vektor  = (1; :::; N )T mit�  = �: (3.25)Wir de�nieren den N{dimensionalen Vektorproze� � = (�1; :::; �N )T , �k = f�k(t) : 0 � t � Tgmittels �(t) � B(t) +  t; f�ur 0 � t � T: (3.26)Mit (3.25) und (3.22) giltY (t) = �B + � t = �B +�  t = �(B +  ) = ��(t); f�ur 0 � t � T: (3.27)Der Proze� M = fM(t) : 0 � t � Tg sei gegeben durchM(t) � exp � NXk=1 kBk(t) � 12 NXk=1(k)2t! ; f�ur 0 � t � T: (3.28)M ist der Proze�, durch den der Ma�wechsel erfolgt. Also mu�M gewisse Eigenschaften erf�ullen.Proposition 3.7 M ist ein strikt positives quadratintegrierbares P{Martingal mit M(0) = 1P{f.s.Beweis:Durch Einsetzen sieht man sofort, da� M(0) = 1 gilt. Der Proze� eB = f eB(t) : 0 � t � Tg seigegeben durch eB(t) � � NXk=1 kBk(t); f�ur 0 � t � T:Dann ist h eB; eBi (t) =PNk=1 PNl=1 k l hBk; Bli (t) =PNk=1(k)2t.M l�a�t sich somit als Dol�eans{Dade{Exponential von eB darstellen: M = E( eB). Zudem ist M nach De�nition strikt positiv.Der Exponent eB ist nach Satz 2.45 Brownsche Bewegung unter P mit Varianz PNk=1(k)2. AusSatz 2.42 folgt die Quadratintegrierbarkeit von M . 2Das Ma� Q sei de�niert durch dQ �M(T )dP:Die Vorbereitung zielt darauf ab, Q als ein �aquivalentes Martingalma� zu konstruieren. NachProposition 3.7 mu� das durch M de�nierte Ma� Q nur noch erf�ullen, da� die diskontiertenPreisprozesse Q{Martingale sind. Wir k�onnen zwei Wege gehen, das zu zeigen. Der erste, welcherhier durchgef�uhrt wird, ist der direkte; alternativ dazu kann man beweisen, da� ZM ein P{Martingal ist. Wir ben�otigen folgende Proposition.Proposition 3.8 Die Prozesse �1; :::; �N sind unabh�angige Standard Brownsche Bewegungenunter dem Referenzma� QBeweis:Der Aufbau war darauf ausgerichtet, den Satz von Girsanov, Satz 2.56, anzuwenden. Es bleibt nur



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 67zu zeigen, da� die Novikov{Bedingung erf�ullt ist. In symbolischer und vektorieller Schreibweisegilt nach Gleichung (3.26) d�(t) =  dt + dB(t) f�ur 0 � t � T:Die Novikov{Bedingung fordertEP (exp(12 Z T0 k  k22 dt)) < 0:Das Integral nimmt den endlichen Wert T PNi=1 k2 an, also werden wir obiger Forderung ge-recht. 2Der nachstehende Satz l�a�t sich mit der eben bewiesenen Proposition zeigen.Satz 3.9 Die diskontierten Preisprozesse Z1; :::; ZN sind Q{Martingale.Beweis:Mit den Gleichung (3.24) und (3.27) giltZk(t) = Zk(0)E �Y k� (t) undY k(t) = NXi=1�ki �i(t); f�ur 0 � t � T und k = 1; :::; N:Y ist demnach eine N{dimensionale Brownsche Bewegung unter dem Ma� Q, also ein Q{Martingal. Das Dol�eans{Dade{Exponential eines Martingals ist ein lokales Martingal. Zk ist einegeometrische Brownsche Bewegung f�ur k = 1; :::; N . Nach Satz 2.42 ist Zk einH2{Semimartingal,folglich ein quadratintegrierbares Q{Martingal. 2Der Satz sagt, da� Q nicht leer ist, denn wir haben Q 2 Q gezeigt und damit die Existenzeines �aquivalenten Martingalma�es bewiesen. Es gilt sogar, da� Q das einzige �aquivalente Mar-tingalma� ist, mit anderen Worten: Das verallgemeinerte Black&Scholes{Modell ist vollst�andig.Mit den oben geleisteten Voraussetzungen k�onnen wir mithilfe von Satz 3.4 duplizierbare Contin-gent Claims bewerten. Sind wir in der Lage, zu zeigen, da� das verallgemeinerte Black&Scholes{Modell vollst�andig ist, so l�a�t sich der Preis jedes beliebigen Contingent Claims �uber das �aqui-valente Martingalma� Q explizit berechnen.Satz 3.10 Das verallgemeinerte Black&Scholes{Modell ist vollst�andig.Beweis:Wir zeigen die Aussage mit Satz 3.5, indem wir Q = fQg beweisen. Satz 2.45 gibt uns �uberm�ogliche Ma�tranformation P 7! Q Auskunft, wobei P und Q �aquivalent sind. Die Novikov{Bedingung sichert, da� die Martingaldichte L = dQdP ein P{Martingal ist. Nach Satz 2.62 k�onnenwir alle �aquivalente Ma�e auf gleiche Weise "erzeugen", indem wir auf die Novikov{Bedingungverzichten und stattdessen fordern, da� der Proze� L ein Martingal unter P ist. Auf diese Weiseerhalten wir s�amtliche zu P �aquivalenten Ma�e. Q� sei ein �aquivalentes Martingalma�, also istQ�ein zu P �aquivalentes Ma�. Daher l�a�t sich die Ma�transformation durch einen N{dimensionalenvorhersehbaren Proze�  = � 1; :::;  d� beschreiben,  k = f k(t) : t � 0g f�ur k = 1; :::; N , mitZ t0 jj (s)jj2 ds <1 P{f.s.; f�ur 0 � t � T:



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 68Die Martingaldichte L = fL(t) : 0 � t � Tg ist mittelsL � E  dXk=1 k �Bk! :de�niert. Unter Q� ist eB = � eB1; :::; eBd�, gegeben durcheBk(t) � Bk(t)� Z t0  k(s) ds; ; f�ur t � 0 und k = 1; :::; d; (3.29)eine N{dimensionale Standard Brownsche Bewegung. Nach Annahme ist Q� ein �aquivalen-tes Martingalma�, sprich Q� 2 Q. Damit sind die diskontierten Preisprozesse Z1; :::; ZN Q�{Martingale, also auch lokale Q�{Martingale. Mit den Gleichung (3.24) und (3.22) sehen wirZk(t) = Zk(0)E �Y k� (t) undY (t) = �B + � t; f�ur 0 � t � T und k = 1; :::; N:Nach Korollar 2 von Satz 2.36 sind die diskontierten Preisprozesse Z1; :::; ZN genau dann lo-kale Martingale unter dem Ma� Q�, falls die stochastischen Exponenten Y 1; :::; Y N lokale Q�{Martingale sind. Weiter ist Y genau dann ein lokales Q�{Martingal, wenn��1Y (t) = B +  t; f�ur 0 � t � T; (3.30)lokales Q�{Martingal ist, da � eine nicht{singul�are Matrix ist und ��1 � =  nach (3.25) gilt.Wir setzen (3.29) in (3.30) ein und erhaltenBk + k t = eBk(t) + Z t0  k(s) ds+ k t; f�ur 0 � t � T und k = 1; :::; N: (3.31)eB ist ein Standard Brownsche Bewegung unter Q�, also sind eBk lokale Q�{Martingale f�ur k =1; :::; N . Der Driftterm Z �0  k(s) + k ds mu� wegfallen, da der Ausdruck in (3.31) ein lokalesQ�{Martingal sein soll. Das ist aber gleichbedeutend mit  k = �k f�ur k = 1; :::; N . NachKorollar 2 von Satz 2.34 und (3.28) gilt damit f�ur LL(t) = E  dXk=1�kBk! (t) = exp � NXk=1kBk(t) � 12 NXk=1(k)2t! =M(t) ; f�ur 0 � t � T:Damit ist Q� = Q und die Eindeutigkeit des �aquivalenten Martingalma�es Q gezeigt. Es giltQ = fQg und nach Satz 3.5 ist das Marktmodell vollst�andig. 2Mit der Bewertungsformel aus Abschnitt 3.2 l�a�t sich in einigen Spezialf�allen der Preis direktberechnen. Betrachten wir nun eine Europ�aische Kaufoption auf eine Aktie S.Beispiel 10 (Die Black&Scholes{Formel) Der Markt bestehe aus einer Aktie S und demrisikolosen Geldmarktkonto. Sei der Contingent Claim X eine Europ�aische Kaufoption auf dieAktie S zum Aus�ubungspreis q > 0 mit F�alligkeit T > 0. X besitzt die GestaltX = max (S(T )� q; 0)



KAPITEL 3. ZEITSTETIGE MODELLIERUNG DES MARKTES 69und der Wert der Option cS(t; T; q) zur Zeit t berechnet sich wie folgt.cS(t; T; q) = S(t)�(d1(t)) � q exp (�r(T � t)) �(d2(t));mit d1(t) = ln(S(t)=q) + (r + 12�2) (T � t)�pT � td2(t) = d1 � �pT � t :Den Beweis �ndet man beispielsweise in Karatzas und Shreve (1998), Beispiel 4.1 in Kapitel II.



Kapitel 4KreditrisikomodelleIn diesem Kapitel werden einige Kreditrisikomodelle vorgestellt. Die Vorgehensweise ist chronolo-gisch in der Entwicklung solcher Modelle; das entspricht auch einer wachsender mathematischenKomplexit�at der Modelle. Zuerst wird das Modell dargelegt, das auf Merton (1974) zur�uckgeht.Es ist in die Black&Scholes-Welt eingebettet und benutzt die Optionspreistheorie. Als Ergebniserh�alt man die Ausfallswahrscheinlichkeit, die Recovery Rate und den Wert einer Anleihe. Einenanderen Weg beschreiten Jarrow, Lando und Turnbull (1997). Sie modellieren die Ausfallwahr-scheinlichkeit mithilfe des Anleihe{Ratings. Die Recovery Rate betrachten sie als eine von au�engegebene Konstante. Mit diesen Vorgaben k�onnen sie den Wert einer Anleihe berechnen. Alter-nativ versucht man dieser Tage, die Zinsstruktur von risikobehafteten Anleihen zu modellieren.Diese Art, an das Modellierungsproblem heranzugehen, geht auf im wesentlichen auf Du�e undSingleton (1995) zur�uck und wurde von Sch�onbucher (1998a) weitergef�uhrt.4.1 Der optionspreistheoretische Ansatz von MertonDer optionspreistheoretische Ansatz beruht auf �Uberlegungen Mertons (1974). Eine ausf�uhrlicheSchilderung �ndet man bei Madan (1998), worauf sich die vorliegende Darstellung st�utzt. Folgtman diesem Ansatz, ist der Kauf einer Unternehmensanleihe gleichbedeutend mit dem Erwerbdes Rechts, das Unternehmen zu �ubernehmen, falls es den Betrag, der in der Anleihe festgelegtist, zum Stichtag nicht aufbringen kann.Betrachten wir eine Anleihe, die zum Zeitpunkt T > 0 f�allig wird. In T ist das Unternehmenverpichtet, dem Anleihebesitzer den Betrag D > 0 zu zahlen. Liegt der Marktwert des Unter-nehmens dann unter D, kann die Zahlung nicht vollst�andig geleistet werden. Man spricht vomDefault{Ereignis. Der Anleihebesitzer bekommt gewisserma�en das Unternehmen und tauschtes gegen dessen Marktwert ein. Betr�agt der Marktwert in T mehr als D, kann die ausstehendeSchuld beglichen werden { das Default{Ereignis tritt nicht ein.Der optionspreistheoretische Ansatz ist in die Black&Scholes{Welt eingebettet. Im Sinne von Ab-schnitt 3.3 ist N = 1, und T > 0 ist ein fest gew�ahlter Zeithorizont. Wir be�nden uns auf einem�ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; (Ft)0�t�T ; P�. Hierauf sei W = fW (t) : 0 � t � Tg,eine Standard{Brownsche Bewegung, gegeben. (Ft)0�t�T ist die P{Erweiterung der nat�urli-chen Filtrierung von W . Neben dem risikolosen Geldmarktkonto B = fB(t) : 0 � t � Tg istA = fA(t) : 0 � t � Tg der Preisproze� der einzigen weiteren Anlagem�oglichkeit.Wir modellieren den Wert des Unternehmens wie einen Aktienkurs im Black&Scholes{Modell.Das erlaubt zu jeder Zeit den Erwerb und Leerverkauf des Unternehmens in beliebiger St�uck-70



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 71zahl. Ein Marktteilnehmer kann c{mal das Unternehmen besitzen, wobei c eine reelle Zahl ist.Diese Annahme steht im Widerspruch zur Wirklichkeit, die c 2 [0; 1] impliziert. Allerdings greiftnur unter dieser Annahme das Black&Scholes{Modell, wodurch wir die Unternehmensanleihebewerten wollen.Der Marktwert des Unternehmens A nimmt die Rolle des Aktienkurs ein. Mit den reellen Kon-stanten A(0) > 0, � > 0, � und r gelteB(t) � exp(rt) ; f�ur 0 � t � T (4.1)A(t) � A(0) + � Z t0 A(s) ds+ � Z t0 A(s) dW (s) ; f�ur 0 � t � T: (4.2)Wir formulieren nun den Anleiheproze� auf mathematische Weise. Die Anleihe des Unterneh-mens mit Auszahlungsanspruch D > 0 und F�alligkeit T ist ein Contingent Claim X der GestaltX � min (A(T );D) : (4.3)Wegen A(T ) > 0 k�onnen wir X auch als Di�erenz zweier Maxima schreibenX = max (A(T ); 0) �max (A(T )�D; 0) : (4.4)Der Wert der Anleihe sei C = fC(t) : 0 � t � Tg. Mit der Vollst�andigkeit des Black&Scholes{Modells, Beispiel 3.10 und (4.4) erhalten wirC(t) = e�r(T� t)EQ fmin (A(T );D) jFtg (4.5)= e�r(T� t)EQ fmax (A(T ); 0) jFtg � e�r(T� t)EQ fmax (A(T )�D; 0) jFtg (4.6)= cA(t; T; 0) � cA(t; T;D); f�ur 0 � t � T: (4.7)
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A(T )Abbildung 4.1: Auszahlungspro�l einer Anleihe mit Laufzeit T und Auszahlungsanspruch D =0:30.



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 72Insbesondere ist � � C(0) der Preis der Anleihe. Wir de�nieren die stochastischen ProzessePD = fPD(t) : 0 � t � Tg und � = f�(t) : 0 � t � Tg durchPD(t) � Q (A(T ) < D jFt ) und (4.8)�(t) � EQ� C(T )D ���� A(T ) < D; Ft� f�ur 0 � t � T: (4.9)PD(t) ist die Wahrscheinlichkeit unter dem Ma� Q, da� der Default eintritt, gegeben die Infor-mation zum Zeitpunkt t. PD hei�t bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit oder Conditional DefaultProbability. Der Proze� � ist die Conditional Recovery Rate. �(t) ist die erwartete Auszahlungim Verh�altnis zum Auszahlungsanspruch D, die der Anleihebesitzer erh�alt unter der Bedingung,da� der Default{Zustand erreicht wird, und gegeben die Information zur Zeit t.Proposition 4.1 F�ur die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit PD und die bedingte Recovery Rate� gilt PD(t) = 1 � � ln(A(t)=D) + (r � 12�2) (T � t)�pT � t !�(t) = 1� D � C(t) er (T�t)DPD(t) ; f�ur 0 � t � T:Beweis: Zun�achst betrachten wir PD und nutzen, da� A nach Abschnitt 3.3 die Darstellungbesitzt A(t) = A(0) exp��fW (t) + (r � 12�2)t� ; f�ur 0 � t � T;wobei fW = ffW (t) : 0 � t � Tg eine Brownsche Bewegung unter dem �aquivalenten Martingalma�Q ist. Der Zuwachs fW (T )� fW (t) ist f�ur t 2 [0; T ] unabh�angig von der �{Algebra Ft.PD(t) = Q (A(T ) < D jFt )= Q�A(t) exp�� �fW (T )� fW (t)�+ (r � 12�2)(T � t)� < D ����Ft�= Q�� �fW (T )� fW (t)�+ (r � 12�2)(T � t) < ln(D=A(t)) ����Ft�= Q fW (T )� fW (t)pT � t < ln (D=A(t)) � (r � 12�2)(T � t)�pT � t �����Ft!= � ln (D=A(t))� (r � 12�2)(T � t)�pT � t != 1� � ln (A(t)=D) + (r � 12�2)(T � t)�pT � t ! ; f�ur 0 � t � T:Der vorletzte Schritt folgt, da fW (T )� fW (t)pT � t unter dem Ma� Q standardnormalverteilt ist.F�ur � gilt damit�(t) = EQ� C(T )D ���� A(T ) < D; Ft�= 1D EQ nC(T )1fA(T )<Dg ���FtoQ (A(T ) < D j Ft)



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 73= 1DPD(t) EQ nminfA(T );Dg1fA(T )<Dg ���Fto= 1DPD(t) EQ nminfA(T );Dg �1� 1fA(T )�Dg����Fto= 1DPD(t) �EQ fminfA(T );Dg j Ftg �EQ nD1fA(T )�Dg���Fto�= 1DPD(t) �er (T�t)EQ ne�r (T�t) minfA(T );Dg���Fto�DQ �1fA(T )�Dg���Ft��= 1DPD(t) �er (T�t) C(t)�D (1� PD(t))�= 1� D � er (T�t) C(t)DPD(t) ; f�ur 0 � t � T:Damit ist die Aussage bewiesen. 2Wir formen die letzte Gleichung um und erhaltenC(t) = �(t)D e�r (T�t) + (1� PD(t))(1 � �(t))D e�r (T�t): (4.10)� und PD sind stochastische Prozesse, die vom Verlauf der Di�usion A abh�angen. Die gleicheFormel erh�alt man allerdings auch, wenn die Recovery Rate � konstant ist, und das Ausfaller-eignis vom Zins r unabh�angig ist. Dann ist �(t)D e�r (T�t) der Barwert der Auszahlung, dieder Anleihebesitzer im Fall des Default erwartet, und (1 � �(t))D e�r (T�t) der Anteil, der mitWahrscheinlichkeit 1� PD(t) zur�uckgezahlt wird.
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Zeit tAbbildung 4.2: Simulierter Pfad des Firmenwertproze� A mit r = � = 0, � = 0:15 und A(0) = 1,und der entsprechende Pfad des Anleihewertes C mit T = 10 und Auszahlungsanspruch D =0:70.
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Zeit tAbbildung 4.3: Die zu Abb 4.2 korrespondierende bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit PD.In Abbildung 4.2 sehen wir, wie der Firmenwert A den Preis der Anleihe C beeinu�t. Imzweiten Jahr bewegt sich der Firmenwert in dem Bereich, der eine Kreditr�uckzahlung in T inFrage stellt. Als Folge steigt die Ausfallwahrscheinlichkeit in Abbildung 4.3 an. Erst im achtenJahr steigt der Firmenwert deutlich an. Das Kreditrisiko wird verschwindend gering, die Anleihebleibt fast konstant auf dem "Nennwert" D = 0:70.Das Modell l�a�t sich auf Anleihen erweitern, deren Anspr�uche verschiedene Abstufungen besit-zen. D sei, wie oben, die gesamte Schuld, die in T zur�uckerstattet werden mu�. D ist die Summeder einzelnen Anspr�uche Dn > 0, f�ur n = 1; :::; N und N 2 IN. Es gilt demnach D =PNm=1Dm.F�ur 1 � n < m � N mu� Dn in T voll ausgezahlt werden, bevor die Anleihe, die zu Dmgeh�ort, bedient wird. Je kleiner n ist, desto gr�o�er ist die sogenannte Seniorit�at, die St�arke desAnspruchs. F�ur n = 1; :::; N sei Xn der Contingent Claim, der die Anleihe der n{ten Priorit�atbezeichnet; er wird in Analogie zu (4.4) wie folgt dargestelltXn = max(A(T )� n�1Xm=1Dm ; 0) � max(A(T )� nXm=1Dm ; 0) (4.11)Hierbei gelte P0n=1Dn = 0. Der Preisproze� der Anleihe mit Auszahlungspro�l Xn sei Cn =fCn(t) : 0 � t � Tg f�ur n 2 f1; :::; Ng.Cn(t) = e�r(T� t) EQ(max(A(T )� n�1Xm=1Dm ; 0) �����Ft) (4.12)� e�r(T� t) EQ(max(A(T )� nXm=1Dm ; 0) �����Ft) (4.13)= cA(t; T; n�1Xm=1Dm)� cA(t; T; nXm=1Dm); f�ur 0 � t � T und n = 1; :::; N:(4.14)Auch hier k�onnen wir die Ausfallwahrscheinlichkeit und die Recovery Rate berechnen. Die Aus-
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A(T )Abbildung 4.4: Auszahlungspro�l einer Anleihe der Seniorit�at n mit Laufzeit T , Pn�1m=1Dm =0:20 und Pnm=1Dm = 0:40.fallwahrscheinlichkeit PD ist in allen F�allen die gleiche. Denn ein Kreditausfall tritt dann ein,wenn der Emittent der Anleihen eine seiner Zahlungen nicht leisten kann. Die Recovery Rate�n = f�n(t) : 0 � t � Tg, n = 1; :::; N , ist von der Einstufung n abh�angig.PD(t) � Q (A(T ) < D jFt ) (4.15)�n(t) � EQ � Cn(T )Dn ���� A(T ) < D; Ft� (4.16)�n � Cn(0) ist der Preis der n{ten Anleihe.Proposition 4.2 F�ur PD und �n giltPD(t) = 1 � � ln(A(t)=D) + (r � 12�2) (T � t)�pT � t !�n(t) = 1� Dn � Cn(t) er (T�t)Dn PD(t) ; f�ur 0 � t � T und n = 1; :::; N:Der Beweis verl�auft analog zum Beweis der vorangegangenen Proposition.Die Information, die man aus dem Markt ben�otigt, ist die Zinsstruktur, die in diesem einfa-chen Modell durch ein konstante Verzinsungsrate r gegeben ist. Die Daten des Unternehmens,die gebraucht werden, sind die Struktur der Verschuldung, sowie der aktuelle Marktwert desUnternehmens A(0) und dessen Volatilit�at �. Seitens der Anleihe geht die Seniorit�at der An-leihe, die man untersuchen m�ochte, in das Bewertungsmodell, ein. Das Modell bietet getrenntf�ur jede Laufzeit eine Kreditausfallszeit � . Eine Firma kann bei Schulden mit kurzer Laufzeitzahlungsunf�ahig sein, jedoch Schulden mit h�oherer Laufzeit in vollem Umfang begleichen.In Tabelle 4.1 sehen wir, wie sich Anleihen nach ihrer Seniorit�at unterscheiden. Die Anleihe



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 76C1 ist die "sicherste", bei keiner hier angegebenen Laufzeiten wirkt sich das Kreditrisiko auf denNennwert D1 = 0:1 aus. Bei den Anleihen der zweiten und dritten Seniorit�atsklasse w�achst dasRisiko mit der Laufzeit. C2 verliert bei einer Laufzeit von 10 Jahren etwa 8% vom NennwertD2 = 0:3. Im Fall von C3 wirkt sich das Kreditrisiko am deutlichsten aus. Bei einer Laufzeit von10 Jahren erf�ahrt die Anleihe einen "Abschlag" von 33% vom Nennwert D3 = 0:3 auf 0:2.Laufzeit PD C1(0) �1(0) C2(0) �2(0) C3(0) �3(0)T = 1 0:0% :100 0:0% :300 0:0% :300 0:0%T = 2 9:6% :100 100:0% :300 100:0% :293 75:2%T = 3 20:3% :100 100:0% :300 99:5% :276 61:1%T = 4 27; 2% :100 100:0% :298 98:0% :260 51:5%T = 5 32:1% :100 100:0% :296 95:8% :247 44:7%T = 6 36:0% :100 100:0% :293 93:3% :235 39:6%T = 7 39:1% :100 100:0% :289 90:6% :224 35:5%T = 8 41:7% :100 100:0% :285 87:8% :215 32:3%T = 9 44:0% :100 99:9% :280 85:1% :207 29:6%T = 10 46:0% :100 99:9% :276 82:5% :200 27:4%Tabelle 4.1: Rechenbeispiel f�ur A(0) = 1, � = 0:25, r = 0, N = 3, sowie D1 = 0:1 undD2 = D3 = 0:3.Abbildung 4.5 zeigt im erweiterten Modell den simulierten Verlauf des Firmenwerts und derAnleihepreise. Die Gesamtschuld betr�agt in diesem Beispiel 0:90. Schon im zweiten Jahr f�alltder Firmenwert unter die H�ohe der Gesamtschuld. Allerdings reagieren zun�achst nur die beidenAnleihen von niedrieger Seniorit�at C2 und C3 darauf, indem sie an Wert verlieren. Ab demsechsten Jahr ist die Anleihe C3 beinahe wertlos. C2 wird erst zum Ende hin abgewertet, da derFirmenwert sich weiter nach unten bewegt. Die Anleihe mit der h�ochsten Seniorit�at C1 erleideterst ab dem sechsten Jahr geringen Wertverlust.Wir studieren den Indikatorproze� des Ausfallereignisses. Die Zeit des Kreditausfalls � kannnur den Wert T annehmen. Der Indikatorproze� des Zeitpunktes des Kreditausfalls N = fN(t) :0 � t � Tg hat die GestaltN(t) � 1ft��g = 1ft�Tg 1fA(T )<Dg; f�ur 0 � t � T: (4.17)Der Indikatorproze� N ist vorhersehbar, denn auf [0; T ) ist N konstant gleich Null. F�ur allet 2 [0; T ) ist N(t) Ft�{me�bar. In T gilt N(T ) = 1fA(T )<Dg = 1fA(T�)<Dg, da A als Di�usionstetige Pfade besitzt. Demnach ist N(T ) FT�{me�bar, also N vorhersehbar. In den folgenden
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C3(t) Zeit tAbbildung 4.5: Simulierter Pfad des Firmenwertproze� A mit r = � = 0, � = 0:15 und A(0) = 1,und der entsprechenden Anleihepreise C1, C2 und C3, wobei D1 = 0:40, D2 = 0:30, D3 = 0:20und T = 10 gilt.Abschnitten begegnen wir Indikatorprozessen des Kreditausfallereignisses, die nicht vorherseh-bare FV{Prozesse sind.4.2 Das Modell von Jarrow, Lando und TurnbullJarrow, Lando und Turnbull (1997) modellieren das Kreditrisiko, indem sie die Ratingklasseder untersuchten Anleihe betrachten. Ratings sind subjektive Einstufungen, die nach der Kre-ditw�urdigkeit des Anleiheemittenten vergeben werden. Anerkannte Ratings werden zum Beispielvon Moody's, Standard and Poor's und Lehman Brothers gestellt. Eine Anleihe kann w�ahrendihrer Laufzeit verschiedenen Ratingklassen zugeordnet werden. Das Default{Ereignis wird inden verschiedenen Klassen unterschiedlich bewertet. Dieser Ansatz legt es nahe, die Bewegun-gen zwischen den Ratingklassen durch eine zeitstetige homogene Markovkette zu modellieren.Der Default wird als absorbierender Zustand aufgefa�t. In diesem Modell k�onnen wir das Aus-fallereignis probabilistisch beschreiben. Beim Eintritt des Kreditausfalls stellt sich die Frage, wiehoch der Wertverlust der Anleihe ist, beziehungsweise, welche Summe der Emittent den Besit-zern seiner Anleihe auszahlen kann. Erfolgt der Default vor dem F�alligkeitstermin der Anleihe,soll der Emittent einen festen Bruchteil des Anspruches am F�alligkeitstermin auszahlen. DiesenBruchteil nennen wir Recovery Rate. In der Realit�at ist die Recovery Rate von den Geldmittelndes Schuldners und dessen Zahlungsmoral abh�angig. Man kann diese Faktoren nicht von vorne-herein durch die Recovery Rate festlegen; allerdings geht man innerhalb des Modells genau vondieser Voraussetzung aus.Mit dem Ansatz von Jarrow, Lando und Turnbull sind wir in der Lage, Anleihen eines Emitten-ten mit gleicher Laufzeit und verschiedenen Seniorit�aten durch unterschiedliche Recovery Rateszu beschreiben. Das Kreditrisikomodell vertr�agt sich mit jedem beliebigen Zinsstrukturmodell.Das bietet die M�oglichkeit, die Zinstruktur von Anleihen mit Kreditrisiko zu berechnen. Unter



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 78bestimmten Voraussetzungen k�onnen wir Contingent Claims unter Ber�ucksichtigung des Kredit-risikos bewerten.Eine wesentliche Einschr�ankung stellt die Homogenit�at der Markovkette dar. Innerhalb des An-satzes von Jarrow, Lando und Turnbull kann die Ausfallwahrscheinlichkeit nicht von anderenstochastischen Gr�o�en, wie beispielsweise einer Zinsver�anderung, beeinu�t werden.In diesem Abschnitt steht das Kreditrisikomodell im Vordergrund. Wir modellieren zun�achst dasAusfallsereignis durch eine zeithomogene Markovkette. Wir untersuchen das Modell und leitendie Ausfallwahrscheinlichkeiten ab. Sp�ater modellieren wir mithilfe der Ausfallwahrscheinlichkei-ten Preisprozesse und betrachten ein "einfaches Marktmodell" mit konstanter Verzinsungsrate.Es sei einWahrscheinlichkeitsraum �
;K; eP� gegeben. Im folgenden konstruieren wir die Zeit desKreditausfalls � . Der Zustandsraum S = f1; :::;Kg enth�alt die Ratingklassen 1; :::;K � 1, K seider Default{Zustand und absorbierend, K 2 IN. Der stochastische Proze� � = f�(t) : t � 0g seieine zeithomogene Markovkette auf dem endlichen Zustandsraum S. Wir interpretieren �(t) alsdie Ratingklasse, die der untersuchten Anleihe zum Zeitpunkt t zugeordnet ist. In den betrach-teten Beispielen ist K = 8, und mit den Zahlen 1; :::;K identi�zieren wir die Ratings 1=̂AAA,2=̂AA, 3=̂A, 4=̂BBB, 5=̂BB, 6=̂B, 7=̂CCC und 8=̂"Default". Die Startverteilung von � sei(�i)1�i�K . Die Familie von �Ubergangmatrizen, die � beschreibt, sei P = fP (t) : t � 0g. Hierbeiist P (t) = (Pij(t))1�i;j�K eine stochastische K �K{Matrix. Pij(t) gibt die Wahrscheinlichkeitan, da� � zur Zeit t den Zustand j einnimmt, gegeben den Anfangszustand i. Es giltPij(t) = eP (�(t) = j j �(0) = i); f�ur t � 0: (4.18)Mit dieser Beziehung und der Startverteilung (�i)1�i�K erhalten wireP (�(t) = j) = KXi=1 eP (�(0) = i) eP (�(t) = j j �(0) = i) = KXi=1 �i Pij(t); f�ur t � 0: (4.19)Die Vorw�artsgleichung lautet dPdt (t) = P (t)A; f�ur t � 0; (4.20)wobei A 2 IRK�K die Generatormatrix der Markovkette � ist. Die Generatormatrix gibt die "in-�nitesimalen �Ubergangswahrscheinlichkeiten" zwischen den einzelnen Zust�anden an. Da die zu-grundeliegende Markovkette homogen ist, ist die Generatormatrix konstant. Wegen der nat�urli-chen Anfangsbedingung P (0) = IK , wobei IK die K-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet,l�ost P (t) = eA t = Xn�0 1n! (At)n; f�ur t � 0; (4.21)die Vorw�artsgleichung eindeutig. Wir fordern, da� die Generatormatrix A diagonalisierbar ist.Mit dieser Voraussetzung lassen sich Ausfallwahrscheinlichkeiten explizit berechnen.Lemma 4.3 Die Familie der �Ubergangsmatrizen fP (t) : t � 0g besitzt die DarstellungP (t) = B diag �e��1 t; :::; e��K t� B�1; f�ur t � 0;wobei B = (Bik)1�i;k�K 2 IRK�K eine nichtsingul�are Matrix ist und ��1; :::;��K die Eigen-werte der Generatormatrix A sind. Es gilt �1; :::; �K � 0.



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 79Ordnen wir �1; :::; �K absteigend an, dann erhalten wir �K = 0 und f�ur die Matrix B die Glei-chungen B�;K = (1; :::; 1)T ; und B�1K;� = (0; :::; 0; 1) :Beweis : Wir haben die Annahme getro�en, da� A diagonalisierbar ist. Die Eigenwerte vonA seien ��1; :::;��K . Die nichtsingul�are Matrix B 2 IRK�K enth�alt als Spalten die zu denEigenwerten geh�origen Eigenvektoren. Damit giltA = B diag(��1; :::;��K)B�1:Wir setzen das Ergebnis in (4.21) ein und erhaltenP (t) = Xn�0 1n! (tB diag(��1; :::;��K)B�1)n= B Xn�0� 1n!diag(��1 t; :::;��K t))n� B�1= B diag0@Xn�0 1n! (��1 t)n; :::;Xn�0 1n! (��K t)n1A B�1= B diag �e��1 t; :::; e��K t� B�1; f�ur t � 0:Wir betrachten den Fall t = 1P (1) = B diag �e��1 ; :::; e��K � B�1 :Aus dieser Darstellung sehen wir, da� P (1) diagonalisierbar ist. Zudem ist P (1) eine �Ubergangs-matrix und besitzt deswegen nur positive Eintr�age, die sich zeilenweise zu Eins summieren. DieEigenwerte sind folglich durch 1 nach oben beschr�ankt. Es gilte��i � 1 ; f�ur 1 � i � K:Der nat�urliche Logarithmus ist eine streng monoton wachsende Funktion. Wir erhalten�i � 0 ; f�ur 1 � i � K:Insbesodere ist (1; :::; 1)T ein Eigenvektor von P (1) zum Eigenwert 1, da die Zeilensumme jeder�Ubergangsmatrix Eins betr�agt. P (1)T besitzt die gleichen Eigenwerte wie P (1). Den Zustand Khaben wir als absorbierend vorausgesetzt. Das ist gleichbedeutend mit P (1)K;� = (0; :::; 0; 1), be-ziehungsweise P (1)T�;K = (0; :::; 0; 1)T . O�ensichtlich ist (0; :::; 0; 1)T Eigenvektor zum Eigenwert1 von P (1)T . �i sind absteigend angeordnet, i = 1; :::;K. Es folgt �K = ln1 = 0. B besitzt alsSpalten die Eigenvektoren von P (1). (1; :::; 1)T ist der Eigenvektor, der zum Eigenwert 1 geh�ort.Damit sehen wir B�;K = (1; :::; 1)T :P (1)T hat die Gestalt P (1)T = �B�1�T diag �e��1 ; :::; e��K � BT :



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 80Die Spalten von �B�1�T sind die Eigenvektoren von P (1)T . Deswegen giltB�1K;� = (0; :::; 0; 1) :Naturgem�a� ist die Gestalt von B nicht eindeutig. Selbst wenn wir die Eigenvektoren durch dieAnordnung der Eigenwerte innerhalb der Diagonalmatrix festlegen, k�onnen wir die Eigenvekto-ren beliebig skalieren und in die Matrix B als Spalten "eintragen". In unserer �Uberlegung habenwir zun�achst B�;K = (1; :::; 1)T festgelegt. Danach haben wir die transponierte Inverse von Bbetrachtet. Die speziell gew�ahlte "Skalierung" von �B�1��1K;� ist zul�assig, da die GleichungB�1K;�B�;K = (0; :::; 0; 1) (1; :::; 1)T = 1h�alt. 2Wir untersuchen die Ausfallwahrscheinlichkeiten im Zeitintervall [0; t].eP (� � t) = eP (�(t) = K) = KXj=1 �jPjK(t); f�ur t � 0: (4.22)eP i sei das Ma� mit der Startverteilung �j = �ij und Ei der zugeh�orige Erwartungswertoperator,f�ur 1 � i; j � K; d.h. die Markovkette � startet mit Wahrscheinlichkeit 1 im Zustand i. DieFunktionen Si : IR! IR, seien de�niert durchSi(t) � 1� eP i (� � t) ; f�ur t � 0 und 1 � i � K: (4.23)Si ist die "�Uberlebenswahrscheinlichkeit" gegeben die Startverteilung �i, i = 1; :::;K.Proposition 4.4 F�ur die �Uberlebenswahrscheinlichkeiten Si, i = 1; :::;K, giltSi(t) = K�1Xk=1 �i;k e��kt; f�ur t � 0 ;wobei �i;k � �Bi;kB�1k;K, 1 � i; k � K.Die Intensit�aten �i : IR+0 ! IR, de�niert durch�i(t) � P7k=1 �k �i;k e��ktP7k=1 �i;k e��kt ; f�ur t � 0 und 1 � i � K � 1;erlauben die DarstellungSi(t) = exp�� Z t0 �i(s) ds� ; f�ur t � 0 und 1 � i � K:Insbesondere sind die Intensit�aten �i nicht{negativ, i = 1; :::;K � 1.Beweis : Mit den Beziehungen f�ur B und B�1, die in Lemma 4.3 hergeleitet wurden, und (4.22)gilt Si(t) = 1� eP i (� � t)= 1� KXj=1 �ijPj;K(t)



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 81= 1� Pi;K(t)= 1�Bi;� diag �e��1t; :::; e��K t� B�1�;K= 1� KXk=1Bi;k e��ktB�1k;K= 1� K�1Xk=1 Bi;k e��ktB�1k;K � Bi;K e��K tB�1K;K= 1� K�1Xk=1 Bi;k e��ktB�1k;K � 1 e01= K�1Xk=1 �Bi;k B�1k;K e��kt= K�1Xk=1 �i;k e��kt ; f�ur t � 0 und 1 � i � K:Es ist unser Ziel, die �Uberlebenswahrscheinlichkeiten Si zu charakterisieren. Wir untersuchenden jeweiligen Startwert.Si(0) = 1�Bi;� diag �e��10; :::; e��K0�| {z }=IK B�1�;K= 1�Bi;�B�1�;K= 1� �iK= ( 0 falls i = K;1 sonst:Der Index i sei im folgenden beliebig aus der Menge f1; :::;Kg. Si beschreibt die �Uberlebens-wahrscheinlichkeit in Abh�angigkeit von der Zeit. Aus diesem Grund ist Si monoton fallend undbildet auf das Interval [0; 1] ab. Insbesondere folgt darausSK(t) = 0 ; f�ur t � 0:Si ist eine endliche Summe von Exponentialfunktionen. Demnach ist Si stetig und beliebig oftdi�erenzierbar. F�ur die n�achste �Uberlegung sei t � 0 fest. Der Index i sei nun aus der Mengef1; :::;K � 1g. Wir schlie�en den Fall "i = K" aus. Es giltSi(t) > 0 ; f�ur t � 0:Denn g�abe es ein t0 � 0 mit Si(t0) = 0, dann w�urde darausSi(t) = 0 ; f�ur t � t0;folgen, da Si monoton fallend ist und auf [0; 1] abbildet. Das Intervall I � [t0;1) besteht ausunendlich vielen (sogar �uberabz�ahlbar vielen) Elementen, und f�ur jedes t 2 I w�urde0 = Si(t) = K�1Xk=1 e��kt �i;k



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 82gelten. Verstehen wir �t k � e��kt, k = 1; :::;K � 1, als Koe�zienten eines linearen Gleichungs-system der Form �t 1 �i 1 + ::: + �tK�1 �iK�1 = 0 ; t 2 I;dann besitzt das Gleichungssystem nur die triviale L�osung, sprich �i1 = ::: = �iK�1 = 0; denn esgibt unendliche viele Gleichungen und f�ur die Koe�zienten gilt �t k = e��kt > 0. Daraus w�arezu schlie�en, da� Si(0) = K�1Xk=1 �ik = 0gilt, was im Widerspruch zum oben Gezeigten, Si(0) = 1, steht.Mit diesem Ergebnis k�onnen wir die Intensit�aten diskutieren. Wieder sei i 2 f1; :::;K � 1g. DieAbleitung von Si lautetdSidt (t) = ddt  K�1Xk=1 �i;k e��kt! = K�1Xk=1 ��k �i;k e��kt= PK�1k=1 ��k �i;k e��ktK�1Xk=1 �i;k e��kt| {z }=Si(t)>0 Si(t) = ��i(t)Si(t); f�ur t � 0:
Wegen Si > 0 ist die Intensit�at �i wohlde�niert. Aus der Anfangsbedingung Si(0) = 1 sehenwir, da� Si(t) = exp�� Z t0 �i(s) ds� ; f�ur t � 0;die Di�erentialgleichung eindeutig l�ost. 2Wir betrachten die empirische Einjahres�ubergangsmatrix bP (1), die wir aus Jarrow, Lando undTurnbull (1997), Tabelle 4, �ubernehmen.

bP (1) � 0BBBBBBBBBBBB@
0:8918 0:0915 0:0110 0:0026 0:0028 0:0003 0:0000 0:00000:0081 0:9025 0:0710 0:0120 0:0033 0:0030 0:0000 0:00010:0010 0:0280 0:8930 0:0610 0:0111 0:0054 0:0002 0:00030:0006 0:0060 0:0640 0:8480 0:0581 0:0181 0:0022 0:00300:0004 0:0025 0:0102 0:0670 0:7816 0:0960 0:0124 0:02990:0000 0:0020 0:0040 0:0083 0:0462 0:8291 0:0355 0:07490:0000 0:0003 0:0115 0:0120 0:0205 0:0694 0:6510 0:23530:0000 0:0000 0:0000 0:0000 0:0000 0:0000 0:0000 1:0000

1CCCCCCCCCCCCA (4.24)
Die Matrix interpretiert man auf folgende Weise. Der Eintrag in der zweiten Zeile und derdritten Spalte, 0:0710, ist die Wahrscheinlichkeit, da� eine Anleihe mit Startrating AA nacheinem Jahr das Rating A besitzt. Aus der empirischen Matrix bP (1) k�onnen wir die Transforma-tionsmatrix bB, b�1,... und b�7 berechnen (siehe Beweis von Lemma 4.3). Daraus k�onnen wir die�Uberlebenswahrscheinlichkeiten bS1,..., bS7 sowie die Parameter b�1,...,b�7 gewinnen.
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KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 84In den Abbildungen 4.6 und 4.7 sind die �Uberlebenswahrscheinlichkeiten und Ausfallintensit�atenaufgetragen. Mit den Indices 1 bis 7 sind die Ratingklassen bezeichnet, in die eine entsprechen-de Anleihe zum Zeitpunkt Null eingestuft ist, wobei wir mit den Zahlen die Klassen wie folgtidenti�zieren: 1=̂AAA, 2=̂AA, 3=̂A, 4=̂BBB, 5=̂BB, 6=̂B, 7=̂CCC und 8=̂ Default.Als Beispiel betrachten wir ein "einfaches Marktmodell". Wir w�ahlen uns einen festen Zeit-horizont T > 0. Die Zinsstruktur ist durch eine konstante Verzinsungsrate r > 0 gegeben. Die ri-sikolosen Anlagen besitzen folglich deterministische Preisprozesse. Allein das Ausfallrisiko ist sto-chastisch und wird durch eine exponentialverteilte Stopzeit modelliert. In dem Ansatz von Jar-row, Lando und Turnbull w�ahlt man ein festes Anfangsrating i 2 f1; :::;K �1g. Unter dem Ma�eP i ist � exponentialverteilt mit Parameterfunktion �i; d.h.: eP i (� � t) = 1�exp�� Z t0 �i(s) ds�f�ur t 2 [0; T ]. Wir m�ussen einen "geeigneten" �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum de�nieren. Diezugrundeliegende Filtrierung sei (Ft)t�0, wobeiFt � � �1f��sg : 0 � s � t� ; f�ur 0 � t � T; und F � FT ; (4.25)gilt. Wir erinnern uns, da� f� � tg = f�(t) = Kg gilt und � eine Markovkette auf dem Wahr-scheinlichkeitsraum �
;K; eP� ist. Durch Konstruktion der Filtrierung ist � eine (Ft)t�0{Stopzeit.Insbesondere geht nur die "Information"�uber den Eintritt von � in K in die Filtrierung ein. Dieanderen Zust�ande werden nicht "beobachtet".Wir be�nden uns damit auf dem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; eP i; (Ft)0�t�T �, wo-bei eP i das auf F induzierte Ma� ist, denn es gilt F � K. Die Preisprozesse B = fB(t) : 0 � t �Tg und Ci(�; T ) = fCi(t; T ) : 0 � t � Tg seien f�ur 0 � t � T gegeben mittelsB(t) � exp (rt) und (4.26)Ci(t; T ) � � exp (�r(T � t)) + (1� �)1f�>tg exp � Z Tt (r + �i(u)) du! ; (4.27)wobei � 2 [0; 1) die Recovery{Rate ist. B ist das risikolose Geldmarktkonto und Ci(�; T ) dieAnleihe mit Laufzeit T , die Kreditrisiko ausgesetzt ist und in t = 0 in Ratingklasse i startet.Wir erhalten die "Randbedingung"Ci(T; T ) = � + (1� �)1f�>Tg: (4.28)Diese Darstellung rechtfertigt den Begri� Recovery{Rate, denn der Wert der Anleihe ist amLaufzeitende �, falls der Kreditausfall eintritt, sonst eine Geldeinheit. � = f�(t) : 0 � t � Tgsei der Diskontierungsproze�; d.h. � � B�1, beziehungsweise�(t) = exp (�rt) ; f�ur 0 � t � T: (4.29)F�ur den diskontierten Preisproze� Zi = fZi(t) : 0 � t � Tg der Anleihe erhalten wir f�ur0 � t � T Zi(t) = �(t)Ci(t; T ) (4.30)= � exp (�rT ) + (1� �) exp (�rT ) 1f�>tg exp � Z Tt �i(u) du! : (4.31)



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 85Proposition 4.5 Zi ist ein quadratintegrierbares eP i{Martingal und damit ein H2( eP i){Semi-martingal. Insbesondere giltEi n1f�>tg jFso = 1f�>sg exp�� Z ts �i(u) du� ; f�ur 0 � s < t � T:Beweis : Aus der Darstellung von Zi und r; �i � 0 folgt jZij � 1. Nach Korollar 3 von Satz2.61 ist X = fX(t) : 0 � t � Tg, de�niert durchX(t) � 1f�>tg exp�Z t0 �i(u) du� ; f�ur 0 � t � T;ein eP i{Martingal. Denn �i ist als Quotient zweier stetiger Funktionen selbst eine stetige Funk-tion. Damit existiert das Integral von �i �uber das Kompaktum [0; T ], woraus mit besagtem Satzdie Martingaleigenschaft folgt. Zi l�a�t sich mithilfe von X schreiben. De�nieren wir die reellenKonstanten a und b durcha � � exp (�rT ) undb � (1� �) exp (�rT )) exp � Z T0 �i(u) du! ;dann erhalten wir Zi = a + bX. Da X ein Martingal ist, gilt das auch f�ur Zi. Insbesondere istjZij � 1, woraus wir Ei �Zi(t)2	 � 1 schlie�en f�ur 0 � t � T . Mit Satz 2.30 und De�nition 2.33sehen wir, da� Zi ein H2( eP i){Semimartingal ist.Aus der Bemerkung nach Satz 2.61 Korollar 3 { speziell aus der Martingaleigenschaft von X {folgt Ei n1f�>tg jFso = 1f�>sg exp�� Z ts �i(u) du� ; f�ur 0 � s < t � T;was den Beweis abschlie�t. 2Sp�ater werden wir zeigen, da� ein Marktmodell, wie es hier vorgestellt wird, vollst�andig ist.Das liefert die Grundlage, Contingent Claims mithilfe von Satz 3.4 zu bewerten.Als Beispiel betrachten wir eine sogenannte "Default Option" .Beispiel 11 (Bewertung einer Default Option im einfachen Marktmodell)Der Besitzer einer Default Option mit F�alligkeit T1, 0 � T1 � T , erh�alt eine Geldeinheit in T1,falls die zugrundeliegende Anleihe innerhalb des Zeitintervalls [0; T1] ausf�allt, ansonsten verf�alltdie Option ohne Auszahlung. Der Contingent Claim X einer Default Option hat somit die GestaltX = 1f��T1g: (4.32)Nach De�nition ist � eine Stopzeit, mit anderen Worten f� � T1g 2 FT1 . jXj ist durch 1beschr�ankt. Damit ist X FT1{me�bar und EfX2g � 1. Im Sinne von De�nition 3.8 ist X einContingent Claim. Der Preisproze� von X sei ciX = �ciX(t) : 0 � t � T1	 f�ur eine Anleihe, diein Ratingklasse i startet. Mit Satz 3.5 und Proposition 4.5 giltciX(t) = 1�(t)Ei f�(T1)X jFt g= e�r(T1�t)Ei n1f��T1g jFto



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 86= e�r(T1�t) �1�Ei n1f�>T1g jFto�= e�r(T1�t)  1� 1f�>tg exp � Z T1t �i(u) du!! ; f�ur 0 � t � T1:Insbesondere gilt f�ur t = 0 und Anfangszustand iciX(0) = e�r T1  1� exp � Z T10 �i(u) du!! = e�r T1 eP i (� � T1) : (4.33)Die selbst�nanzierende Handelsstrategie �, die den Contingent Claim X nachbildet, l�a�t sichexplizit angeben. Zun�achst erinnern wir daran, da� jede Handelsstrategie, die nicht umschichtet,per De�nition selbst�nanzierend ist. Finden innerhalb eines Portfolios keine Umschichtungenstatt, dann ie�t weder Kapital zu noch ab, was gerade den Begri� "selbst�nanzierend" aus-macht. Im "einfachen Marktmodell" l�a�t sich eine Handelsstrategie �nden, durch die wir dieDefault Option ohne Umschichten nachbilden.Die Werte, die B und Ci in T1 annehmen, h�angen allein von � ab. Die Entwicklung von Bist sogar deterministisch. Es gilt nach De�nition von B und Ci(�; T )B(T1) = er T1Ci(T1; T ) = ( � e�r(T�T1) auf f� � T1g� e�r(T�T1) + (1� �) e�r(T�T1) exp �� R TT1 �i(u) du� auf f� > T1g :Mit diesem Wissen konstruieren wir eine statische, also selbst�nanzierende Handelsstrategie� = ('0; '1), indem wir das nachstehende lineare Gleichungssystem l�osen'0B(T1) + '1 Ci(T1; T ) = 1 auf f� � T1g'0B(T1) + '1 Ci(T1; T ) = 0 auf f� > T1g :Als L�osung erhalten wir '0 = e�r T1 + � e�r T11� � exp Z TT1 �i(u) du! (4.34)'1 = �er(T�T1)1� � exp Z TT1 �i(u) du! : (4.35)In Abbildung 4.8 sehen wir, wie sich die Handelsstrategie (�0; �1) verh�alt, wenn wir die Laufzeitder Default Option variieren. Mittels (�0; �1) k�onnen wir den Contingent Claim X nachbilden.Dazu nimmt man eine Long{Position im risikolosen Geldmarktkont ein (�0 > 0) und eine Short{Position in der Anleihe mit Kreditrisiko ein(�1 < 0). Mit wachsender Laufzeit T 1 steigt der Wertder Option, doch die Betr�age von �0 und �1 fallen.Das "einfache Marktmodell" geht von einer positiven Konstante r als Verzinsungsrate aus;modelliert man die Zinsstruktur nach Heath{Jarrow{Morton (1992), kann man jedes beliebi-ge Zinsstrukturmodell mit dem Default{Modell nach Jarrow, Lando und Turnbull verbinden,solange man annimmt, da� Zins und Ausfallrisiko unabh�angig sind. In Abschnitt 3 werden wirdiesen Fall diskutieren.
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T 1Abbildung 4.8: Die Anleihe hat das Startrating B, Laufzeit T = 10 Jahre und � = 0:2. Wirbetrachten den Preis einer Default Option, c6X(0), und tragen den Wert gegen T 1 auf, wobei wirdie selbst�nanzierende Handelstrategie (�0; �1) angeben, die den Contingent Claim X = 1f��T1gnachbildet.Lando (1997) verallgemeinert das hier vorgestellten Kreditrisikomodell. Der Grundgedanke, da�die Anleihe verschiedene Ratingklassen durchl�auft, bleibt erhalten. Die Markovkette ist aller-dings nicht mehr homogen, vielmehr ist die Generatormatrix A zeitabh�angig und zuf�allig. AlsErgebnis erh�alt man, da� die Intensit�at ein positiver stochastischer Proze� ist, der von zuvorgew�ahlten "Zustandsvariablen" abh�angt. Eine vern�unftige "Zustandsvariable" ist beispielsweisedie Verzinsungsrate r = fr(t) : 0 � t � Tg. Der Kreditausfall ist dann { probabilistisch um-schrieben { der erste Sprung eines Cox{Prozesses, also eine Stopzeit, die De�nition 2.37 gerechtwird.



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 884.3 Kreditrisiko mit stochastischer Ausfallsintensit�atZun�achst konstruieren wir den �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum, durch den das Marktmodellbeschrieben wird. Wir beginnen mit einem "abstrakten" �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum�
;K; eP ; (Kt)0�t�T�, wobei T > 0 ein endlicher Zeithorizont ist. Auf diesem Wahrscheinlich-keitsraum sollen die Prozesse "leben", die unsere Preisprozesse vorantreiben.W = �W 1;W 2� seieine 2{dimensionale Standard Brownsche Bewegung, W k = nW k(t) : 0 � t � To f�ur k = 1; 2.Wieder sei � eine Stopzeit mit � > 0 P{f.s. und N = fN(t) : 0 � t � Tg � n1f��tg : 0 � t � Toderen Indikatorproze�. Wir nehmen an, da� N die Intensit�at � = f�(t) : 0 � t � Tg besitzt. DieProzesseW 1; (W 2)� und N erzeugen die relevanten Informationsmengen, wobei wir unter (W 2)�den gestoppten Proze� (W 2)� (t) = (W 2)(t ^ �) verstehen, t 2 [0; T ].Ft � � �W 1(s); (W 2)� (s); N(s) : 0 � s � t� ; f�ur 0 � t � T:Von der zweiten Brownschen Bewegung W 2 ie�t nur bis zur Stopzeit � die "Information" indie �{Algebren ein. Wir de�nieren eine zweite Filtrierung, genauer gesagt eine Unter�ltrierungvon (Ft)0�t�T Gt � � �W 1(s); (W 2)� (s) : 0 � s � t� ; f�ur 0 � t � T:Die Intensit�at � von N soll (Gt)0�t�T {adaptiert sein.Wir betrachten von nun an den �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�T�, wobeiwir F � FT setzen und unter P das auf der Unter{�{Algebra F von eP induzierte Ma� verste-hen; d.h. P (A) � eP (A) f�ur alle A 2 F . Denn nach Voraussetzung gilt F � K. Die Filtrierung(Ft)0�t�T wird den Anforderungen aus Kapitel 3.1 gerecht. Die Prozesse W 1, (W 2)� und Nbesitzen den Startwert Null und sind zudem c�adl�ag. Deshalb ist F0 die P{Erweiterung einer tri-vialen �{Algebra und enth�alt nur Mengen vom Ma� Null oder Eins. Die Filtrierung (Ft)0�t�Tist rechtseitig stetig. Mit anderen Worten, (Ft)0�t�T gen�ugt den �ublichen Bedingungen (sieheDe�nition 2.3). Nach De�nition ist die Filtrierung aufsteigend und F = FT .Auf dem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum �
;F ; P; (Ft)0�t�T � modellieren wir die Preispro-zesse B, p(�; T ), B und p(�; T ) sind die Preisprozesse der risikolosen Anlagem�oglichkeiten. Dasrisikolose Geldmarktkonto ist modelliert durchB(t) � exp�Z t0 r(s) ds� ; f�ur 0 � t � T; (4.36)und p(�; T ), gegeben durchp(t; T ) � exp � Z Tt f(t; s) ds! ; f�ur 0 � t � T; (4.37)ist der Zero Bond mit Laufzeit T . Die Preisprozesse B und p(t; T ) werden nach Heath, Jarrowund Morton (1992) durch die Forward{Zinsstruktur modelliert, gegeben durchf(s; t) � f(0; t) + Z s0 �(u; t) du + Z s0 �(u; t) dW 1(u) und (4.38)r(t) � f(t; t); f�ur 0 � s � t � T: (4.39)



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 89Hierbei sind � und � (Gt)0�t�T {adaptierte Prozesse.Die Dynamik des kreditrisikobehafteten Geldmarktkontos C und des Defaultable Zero Bondsv(�; T ) wird durchC(t) � (1�N(t)) exp�Z t0 rd(s) ds� und (4.40)v(t; T ) � (1�N(t)) exp � Z Tt f(t; s) ds� Z Tt h(t; s) ds! ; f�ur 0 � t � T; (4.41)beschrieben. Dabei modellieren wir den Forward Spread zwischen der zuk�unftigen risikolosenZinsstruktur und der Defaultable Term Structure erneut nach Heath, Jarrow und Mortonh(s; t) � h(0; t) + Z s0 ~�(u; t) du + Z s0 ~�1(u; t) dW 1(u) + Z s0 ~�2(u; t) dW 2(u) und (4.42)rd(t) � f(t; t) + 1f�>tg h(t; t); f�ur 0 � s � t � T: (4.43)Hierbei sind ~�, ~�1 und ~�2 (Gt)0�t�T {adaptierte Prozesse.Wir modellieren die Zinsstruktur mit Kreditrisiko, indem wir den Zins als Summe aus demrisikolosen Zins f(�; �) und dem Spread h(�; �) darstellen.Im folgenden betrachten wir die risikolosen Preisprozesse B und p(�; T ). Einige Annahmen sindnotwendig, um mit der Forward{Zinsstruktur sinnvoll arbeiten zu k�onnen.Annahme 4.1 F�ur P{fast{alle ! 2 
 erlauben die "zweidimensionalen Pfade" von �(�; �) und�(�; �), die Integrationsreihenfolge zu vertauschen. Unter den "zweidimensionalen Pfaden" vonbeispielsweise �(�; �) verstehen wir die Abbildung �(�; �; !) : [0; T ]� [0; T ]! IR� IR, f�ur ! 2 
.Proposition 4.6 Der Proze� F (�; T ) = fF (t; T ) : 0 � t � Tg, de�niert durchF (t; T ) � Z Tt f(t; s) ds; f�ur 0 � t � T;besitzt unter den Voraussetzungen von Annahme 4.1 f�ur t 2 [0; T ] die GestaltF (t; T ) = F (0; T )�R(t) + Z t0 A(s; T ) ds+ Z t0 S(s; T ) dW 1(s);wobei die Prozesse R = fR(t) : 0 � t � Tg, A(�; T ) = fA(t; T ) : 0 � t � Tg und S(�; T ) =fS(t; T ) : 0 � t � Tg gegeben sind mittelsR(t) � Z t0 r(s) ds;A(t; T ) � Z Tt �(t; s) ds undS(t; T ) � Z Tt �(t; s) ds f�ur 0 � t � T:F�ur den Preisproze� p(�; T ) gilt dannp(t; T ) = p(0; T ) exp�R(t)� Z t0 A(s; T ) ds� Z t0 S(s; T ) dW 1(s)� ; f�ur 0 � t � T;beziehungsweise f�ur 0 � t � Tp(t; T ) = p(0; T ) E �R� Z �0 A(s; T ) ds+ 12 Z �0 S(s; T )2 ds� S(�; T ) �W 1� (t):



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 90Beweis:Der Beweis der Proposition folgt direkt aus Annahme 4.1 und ist zum Beispiel bei Bj�ork (1996)nachzulesen. Der letzte Teil der Aussage ist eine Konsequenz von Korollar 5, Satz 2.34. 2Nach den risikolosen Instrumenten wenden wir uns den Anlagem�oglichkeiten zu, die Kreditrisikoausgesetzt sind. Im Fall der risikobehafteten Forward{Zinsstruktur scha�en wir Voraussetzungentechnischer Natur.Annahme 4.2 F�ur P{fast{alle ! 2 
 erlauben die "zweidimensionalen Pfade" von ~�(�; �),~�1(�; �) und ~�2(�; �), die Integrationsreihenfolge zu vertauschen.Proposition 4.7 Der Proze� H(�; T ) = fH(t; T ) : 0 � t � Tg, gegeben mittelsH(t; T ) � Z Tt h(t; s) ds; f�ur 0 � t � T;besitzt unter den Voraussetzungen von Annahme 4.2 f�ur t 2 [0; T ] die GestaltH(t; T ) = H(0; T )� Z t0 h(s; s) ds+ Z t0 eA(s; T ) ds+ Z t0 eS1(s; T ) dW 1(s) + Z t0 eS2(s; T ) dW 2(s);wobei die Prozesse eA(�; T ) = f eA(t; T ) : 0 � t � Tg, eS1(�; T ) = f eS1(t; T ) : 0 � t � Tg undeS2(�; T ) = f eS2(t; T ) : 0 � t � Tg de�niert sind durcheA(t; T ) � Z Tt ~�(t; s) ds; f�ur 0 � t � T undeSk(t; T ) � Z Tt ~�k(t; s) ds; f�ur 0 � t � T und k = 1; 2:F�ur v(�; T ) erhalten wirv(t; T ) = v(0; T ) (1�N(t)) exp (E(t)) ; f�ur 0 � t � T;wobei der Proze� E = fE(t) : 0 � t � Tg gegeben ist durchE(t) � �F (t; T )�H(t; T )� + F (0; T ) +H(0; T ); f�ur 0 � t � T:Desweiteren besitzt v(�; T ) die Darstellung als Dol�eans{Dade{Exponentialv(t; T ) = v(0; T )E (�N +X + Y ) (t); f�ur 0 � t � T;wobei X = fX(t) : 0 � t � Tg und Y = fY (t) : 0 � t � Tg erkl�art sind durchX(t) � R(t)� Z t0 A(s; T ) ds+ 12 Z t0 S(s; T )2 ds� Z t0 S(s; T ) dW 1(s) undY (t) � E(t) + 12[E;E](t) �X(t)= Z t^�0 h(s; s) ds� Z t^�0 eA(s; T ) ds� Z t^�0 eS1(s; T ) dW 1(s)� Z t^�0 eS2(s; T ) dW 2(s) + Z t^�0 S(s; T ) eS1(s; T ) ds+12 Z t^�0 eS1(s; T )2 ds+ 12 Z t^�0 eS2(s; T )2 ds ; f�ur 0 � t � T:Insbesondere gilt Y = Y � .



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 91Beweis:Die Darstellung von H(�; T ) folgt mit Fubini aus Annahme 4.2 und ist beispielsweise bei Bj�ork(1996) nachzulesen.v(t; T ) d�urfen wir in exp(�) auf der Menge f� � tg gefahrlos ab�andern, da der Faktor (1�N(t))auf dieser Menge Null ist, woraus v(t; T ) = 0 auf f� � tg folgt. Es giltv(t; T ) = (1�N(t)) exp (�F (t; T )�H(t; T )� ) :Durch das Stoppen von H(�; T ) in � ver�andern wir die Gestalt des Exponenten f�ur jedes t 2 [0; T ]nur auf f� < tg � f� � tg.Nach Voraussetzung ist � > 0 P{f.s. Es giltv(0; T ) = (1�N(0)) exp (�F (0; T ) �H(0; T )) = exp (�F (0; T )�H(0; T )) :Mit der Defninition von E erhalten wir f�ur t 2 [0; T ]v(t; T ) = (1�N(t)) exp (�F (t; T )�H(t; T )� ) = v(0; T ) (1�N(t)) exp (E(t)) :Der Proze� E besitzt stetige Pfade. E ist die Summe aus den Prozessen �F (�; T ) und �H(�; T )abz�uglich einer Konstanten. Diese Prozesse bestehen aus Integralen, die als Integratoren "dW"und "dt" verwenden. Die Integrale bez�uglich "dt" sind nach Satz 2.25 stetig. Nach Satz 2.47besitzen die Brownschen Integrale stetige Pfade. Mithilfe von Satz 2.34, Korollar 5, erhalten wirexp (E(t)) = E �E + 12[E;E]� (t); f�ur 0 � t � T:Wir berechnen [E;E] und zerlegen den "stochastischen Exponenten" E+ 12 [E;E] in den Teil, derin � gestoppt wird und einen Restanteil. Nach Proposition 4.5 und der Darstellung von H(�; T )gilt f�ur t 2 [0; T ]E(t) = R(t)� Z t0 A(s; T ) ds� Z t0 S(s; T ) dW 1(s) + Z t^�0 h(s; s) ds� Z t^�0 eA(s; T ) ds� Z t^�0 eS1(s; T ) dW 1(s)� Z t^�0 eS2(s; T ) dW 2(s): (4.44)R und die Integrale bez�uglich "ds" sind nach Satz 2.25 stetige FV{Prozesse und haben denStartwert Null. Diese Prozesse fallen bei der Berechnung der quadratischen Variation von Ewegen Satz 2.29 weg. Auf die Brownschen Integrale wenden wir Satz 2.47 an, wobei wir f�urdie gestoppten Prozesse Satz 2.29 erneut ben�otigen. Um den folgenden Sachverhalt besser zu�uberblicken, benutzen wir f�ur den quadratischen Variationsproze� eine neue Schreibweise. F�ureine Semimartingal Z = fZ(t) : t � 0g de�nieren wir den Proze� hZi = fhZi(t) : t � 0g durchhZi � [Z;Z]. F�ur t 2 [0; T ] gilt[E;E](t) = DS(�; T ) �W 1 + � eS1(�; T ) �W 1�� + �eS2(�; T ) �W 2��E (t)= Z t0 S(s; T )2 ds+ 2 Z t^�0 S(s; T ) eS1(s; T ) ds+ Z t^�0 eS1(s; T )2 ds+ Z t^�0 eS2(s; T )2 ds: (4.45)Der Proze� X, wie er in der Aussage der Proposition de�niert ist, fa�t exakt die Summandenvon E + 12 [E;E] zusammen, die nicht in � gestoppt werden. Nach (4.44) und (4.45) sehen wir,



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 92da� Y die Gestalt besitzt, die nach Aussage der Proposition gelten soll. Daraus folgt direktY = Y � . Weiter gilt exp (E(t)) = E (X + Y ) (t); f�ur 0 � t � T:Insbesondere besitzen X und Y stetige Pfade. Das sieht man mit derselben Argumentation, mitder man zeigt, da� E stetige Pfade besitzt. Der Faktor (1 �N) l�a�t sich nach Korollar 4, Satz2.34, als stochastisches Exponential schreiben 1�N = E(�N). Wir erhaltenv(t; T ) = v(0; T )E(�N)(t)E(X + Y )(t); f�ur 0 � t � T: (4.46)Das Produkt zweier Dol�eans{Dade{Exponentiale ist nach Satz 2.35 ebenfalls ein Dol�eans{Dade{Exponential, wobei sich die Exponenten addieren und wir als zus�atzlichen Summanden die qua-dratische Kovariation der Exponenten erhalten. N ist o�ensichtlich ein FV{Proze�. Denn Nspringt in � um eine Einheit und ist sonst konstant. Die Variation entlang eines Pfades von Nist damit stets durch 1 nach oben beschr�ankt. Mit Satz 2.29 sehen wir [N;X] = [N;Y ] = 0, daX und Y stetige Pfade besitzen. Wir wenden diese �Uberlegung auf (4.46) an und schlie�env(t; T ) = v(0; T )E (�N) (t)E (X + Y ) (t)= v(0; T )E (�N +X + Y � [N;X]� [N;Y ]) (t)= v(0; T )E (�N +X + Y ) (t); f�ur 0 � t � T:Damit ist der letzte Teil der Aussage gezeigt. 2Die vier Preisprozesse haben wir in (4.36), (4.37), (4.40) und (4.41) de�niert. Jetzt stellen wireine Forderung, die garantiert, da� unser Marktmodell in den allgemeinen Zusammenhang, wieer in Kapitel 3.1 vorgestellt wurde, hineinpa�t. Aus der De�nition der Preisprozesse sehen wir,da� sie positiv, c�adl�ag und (Ft)0�t�T {adaptiert sind. Sie m�ussen zudem in H2(P ) liegen.Annahme 4.3 Die Preisprozesse B, p(�; T ), C und v(�; T ) sind H2(P ){Semimartingale.In Kapitel 3.3 haben wir das verallgemeinerte Black&Scholes{Modell behandelt. Die Vollst�andig-keit des Marktes hat sich als eine sehr n�utzliche Eigenschaft herausgestellt. In einem vollst�andi-gen Markt k�onnen wir beliebige Contingent Claims eindeutig bewerten. Ist der hier de�nierteMarkt vollst�andig, dann sind wir zudem in der Lage, jeden beliebigen Contingent Claim durcheine selbst�nanzierende Handelsstrategie nachzubilden.Wir de�nieren die diskontierten Preisprozesse, wobei wir als Numeraire { wie im verallgemei-nerten Black&Scholes{Modell { das risikolose Geldmarktkonto B verwenden.De�nition 4.1 Die diskontierten Preisprozesse ZB = fZB(t) : 0 � t � Tg, Zp =fZp(t) : 0 � t � Tg, ZC = fZC(t) : 0 � t � Tg und Zv = fZv(t) : 0 � t � Tg sind gegeben mit-tels ZB � BB ; Zp � p(�; T )B ; ZC � CB und Zv � v(�; T )B :Die diskontierten Preisprozesse lassen sich als Dol�eans{Dade{Exponentiale darstellen. ZB habenwir lediglich aus formalen Gr�unden de�niert. Naturgem�a� gilt ZB = 1, da wir B als Numeraireverwenden.Proposition 4.8 F�ur die diskontierten Preisprozesse Zp, ZC und Zv giltZp(t) = p(0; T ) E (Rp) (t) ;ZC(t) = E (RC) (t) undZv(t) = v(0; T ) E (Rv;1 +Rv;2) (t) f�ur 0 � t � T ;



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 93wobei die stochastischen Prozesse Rp = fRp(t) : 0 � t � Tg, RB = fRB(t) : 0 � t � Tg, Rv;1 =fRv;1(t) : 0 � t � Tg und Rv;2 = fRv;2(t) : 0 � t � Tg de�niert sind durchRp(t) � � Z t0 A(s; T ) ds+ 12 Z t0 S(s; T )2 ds� Z t0 S(s; T ) dW 1(s)RC(t) � �N(t) + Z t^�0 h(s; s) dsRv;1(t) � Rp(t) undRv;2(t) � �N(t) + Y (t) ; f�ur 0 � t � T:Insbesondere gilt RC = RC� und Rv;2 = Rv;2� .Beweis:R ist nach Satz 2.25 ein stetiger FV{Proze�. Mit Satz 2.34, Korollar 3, erhalten wir B = E(R).Die Inverse von B hat wegen Satz 2.35 die Gestalt B�1 = E(R)�1 = E (�R+ [R;R]). R ist einstetiger FV{Proze� mit Startwert Null. Nach Satz 2.29 gilt [R;R] = 0. Es folgt B�1 = E(�R).Aus demselben Grund gilt f�ur jedes stochastische Exponential E( � ) die GleichungE( � ) E(�R) = E( � �R): (4.47)Auf p(�; T ) angewendet erhalten wir mit Proposition 4.6Zp(t) = p(0; T ) E �R� Z �0 A(s; T ) ds+ 12 Z �0 S(s; T )2 ds� Z �0 S(s; T ) dW 1(s)� (t) E(�R)(t)= p(0; T ) E �� Z �0 A(s; T ) ds+ 12 Z �0 S(s; T )2 ds� Z �0 S(s; T ) dW 1(s)� (t)= p(0; T ) E (Rp) (t) ; f�ur 0 � t � T:F�ur C gilt nach De�nitionC(t) = (1�N(t)) exp�Z t0 f(s; s) ds+ Z t0 1f�>sg h(s; s) ds�= (1�N(t)) exp�R(t) + Z t^�0 h(s; s) ds� ; f�ur 0 � t � T:Aus Korollar 4, Satz 2.34, erhalten wir wie in der vorangegangenen Proposition die Beziehung(1 � N) = E(�N). Z �0 f(s; s) ds und Z �^�0 h(s; s) ds sind nach Satz 2.25 stetige FV{Prozesse.Nach Korollar 3, Satz 2.34, folgern wirC(t) = E (�N) (t) E �R+ Z �^�0 h(s; s) ds� (t) ; f�ur 0 � t � T:N ist ein FV{Proze�, und R sowie das Integral Z �^�0 h(t; t) dt besitzen stetige Pfade. Mit Satz2.29 sehen wir, da� die Kovariation zwischen diesen Prozessen und N Null ist. Aus Korollar 3,Satz 2.34, erhalten wir dannC(t) = E ��N +R+ Z �^�0 h(s; s) ds� (t) ; f�ur 0 � t � T:



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 94Damit und aus (4.47) folgtZC(t) = E ��N +R+ Z �^�0 h(s; s) ds� (t) E(�R)(t)= E ��N + Z �^�0 h(s; s) ds� (t)= E (RC) (t) ; f�ur 0 � t � T:Auf Zv wenden wir ebenfalls (4.47) an:Zv(t) = v(0; T ) E (�N +X + Y ) (t) E(�R)(t)= v(0; T ) E (X �R�N + Y ) (t) ; f�ur 0 � t � T:Proposition 4.6 liefertX(t)�R(t) = R(t)� Z t0 A(s; T ) ds+ 12 Z t0 S(s; T )2 ds� Z t0 S(s; T ) dW 1(s)�R(t)= � Z t0 A(s; T ) ds+ 12 Z t0 S(s; T )2 ds� Z t0 S(s; T ) dW 1(s)= Rp(t) ; f�ur 0 � t � T:Nach De�nition gilt Rv;2 = �N + Y . Wir erhalten die gew�unschte DarstellungZv(t) = v(0; T ) E (Rv;1 +Rv;2) (t) ; f�ur 0 � t � T:Es gilt N � = N , dennN � (t) = 1�f��tg = 1f��t^�g = 1f��tg\f���g = 1f��tg\
 = 1f��tg = N(t) ; f�ur 0 � t � T:Mit Proposition 4.6 sehen wir Y � = Y . Deshalb gilt RC = RC� und Rv;2 = Rv;2� . 2Wir tre�en einige technische Annahmen, die die Existenz von �aquivalenten Martingalma�ensichern. Dadurch werden wir der Forderung Q 6= ; gerecht, wobei Q die Menge der zu P �aqui-valenten Martingalma�e bezeichnet.Annahme 4.4 (i) S(�; T ), eS2(�; T ) und � sind positiv:S(t; T ) > 0 ; f�ur 0 � t � T;eS2(t; T ) > 0 und�(t) > 0; f�ur 0 � t � T ^ �:(ii) L = fL(t) : 0 � t � Tg sei gegeben mittelsL � E � 1 �W 1 +  2 � (W 2)� + (�� 1) �M� :Die Prozesse  1,  2und � sind so, da� L ein quadratintegrierbares P{Martingal ist, wobeidie Prozesse  k = n k(t) : 0 � t � To, k = 1; 2, und � = f�(t) : 0 � t � Tg de�niert sind



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 95durch  1(t) = �A(t; T ) + 12S(t; T )2S(t; T ) ; f�ur 0 � t � T; 2(t) = 1eS2(t; T ) �� eA(t; T ) + S(t; T ) eS1(t; T ) + 12 eS1(t; T )2 + 12 eS2(t; T )2��A(t; T ) + 12S(t; T )2S(t; T ) eS1(t; T )! und�(t) = h(t; t)�(t) ; f�ur 0 � t � T ^ �:Die technische Annahme 4.4 ist insbesondere im Fall eines "Martingale Model" erf�ullt. Dannsind die diskontierten Preisprozesse Martingale unter dem "subjektiven" Ma� P und damit gilt,wie wir sp�ater sehen werden,  1 =  2 = 0 und � = 1, was L = 1 bedeutet. Der konstante Proze�L ist dann selbstverst�andlich ein P{Martingal.Die Vollst�andigkeit des Marktes zeigen wir mithilfe von Satz 3.6; wir beweisen, da� Q nuraus einem Element besteht.Satz 4.9 Der in diesem Abschnitt de�nierte Markt ist vollst�andig.Beweis:Nach Satz 3.6 ist ein Marktmodell vollst�andig, falls die Menge der zu P �aquivalenten Martingal-ma�e Q nur aus einem Element besteht. Bezeichne P die Menge der zu P �aquivalenten Ma�e.Sei P � 2 P. Die Ma�transformation P 7! P � erfolgt durch einen Proze� L, der in Satz 2.62mittels  1,  1 und � gegeben ist. Insbesondere l�a�t sich jedes zu P �aquivalente Ma� auf dieseWeise erfassen. Wir konstruieren P � 2 P so, da� die diskontierten Preisprozesse Zp, ZC undZv lokale Martingale unter dem Ma� P � sind. Diese Konstruktion ist P{f.s. eindeutig. ZumAbschlu� nutzen wir Annahme 4.4 aus. Daraus folgern wir, da� dP �dP P{quadratintegrierbar istund die diskontierten Preisprozesse P �{Martingale sind. Mit anderen Worten P � 2 Q.Schritt 1Wir beweisen zun�achst die Aussage, Zp, ZC und Zv sind genau dann lokale Martingale, wennRp, RC und Rv;2 lokale Martingale sind.Wir setzen Rp, RC und Rv;2 als lokale Martingale voraus. Die Preisprozesse Zp, ZC und Zv lassensich nach Proposition 4.7 als stochastische Exponentiale von Rp, RC und Rv;1+Rv;2 darstellen.Dabei gilt Rv;1 = Rp. Mit Satz 2.26 sehen wir, da� Zp, ZC und Zv lokale Martingale sind.Nun seien Zp, ZC und Zv lokale Martingale. Zp ist strikt positiv. Satz 2.36, Korollar 2, besagt,da� Rp ein lokales Martingal ist. Nach Proposition 4.7 gilt ZC = E (RC) und RC� = RC . NachKorollar 3 von Satz 2.36 ist RC ein lokales Martingal. Der stochastische Exponent von Zv istdie Summe aus Rv;1 und Rv;2. Wir haben gesehen, da� Rv;2 = Rp ein lokales Martingal ist. F�urRv;2 gilt nach Proposition 4.7 Rv;2� = Rv;2. Erneut schlie�en wir nach Korollar 3, Satz 2.36, da�Rv;2 ein lokales Martingal ist.Schritt 2Sei P � 2 P. Nach Satz 2.62 existieren vorhersehbare Prozesse  k = n k(t) : 0 � t � To, k = 1; 2,und � = f�(t) : 0 � t � Tg, die die Ma�transformation P 7! P � beschreiben. F�ur die Prozesse



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 96fW k = nfW k(t) : 0 � t � To, k = 1; 2, de�niert durchfW k(t) �W k(t)� Z t0  k(s) ds; ; f�ur t � 0 und k = 1; 2;gilt damit, fW = �fW 1;fW 2� ist eine Standard Brownsche Bewegung unter dem Ma� P � und derProze� �P � = f�P �(t) : t � 0g, gegeben durch�P �(t) � �(t)�(t); f�ur 0 � t � T;ist die Intensit�at von N unter P �.Die Prozesse AP � = fAP �(t) : 0 � t � Tg undMP � = fMP �(t) : 0 � t � Tg de�nieren wir durchAP �(t) � Z t0 �P �(s) ds undMP �(t) � N(t)�AP �(t) ; f�ur 0 � t � T:Nach dem Ma�transformationssatz 2.62 ist MP � ein lokales P �{Martingal.Wir setzen die "neuen" Prozesse in die stochastischen Exponenten in Rp, RC und Rv;2 ein underhalten f�ur t 2 [0; T ]Rp(t) = � Z t0 A(s; T ) ds+ 12 Z t0 S(s; T )2 ds� Z t0  1(s)S(s; T ) ds� Z t0 S(s; T ) dfW 1(s) :Der Driftterm, die Integrale bez�uglich "ds", ist nach Satz 2.25 ein stetiger FV{Proze�. Insbeson-dere folgt aus der Stetigkeit die Vorhersehbarkeit. Wegen Satz 2.37, der eindeutigen Zerlegungeines speziellen Semimartingals, ist Rp genau dann ein lokales P �{Martingal, wenn der stetigeDriftterm wegf�allt. Rp ist folglich genau dann ein lokales P �{Martingal ist, falls gilt 1(t)S(t; T ) = �A(t; T ) + 12S(t; T )2 ; f�ur 0 � t � T: (4.48)RC hat die Form RC(t) = �N(t) + Z t^�0 h(s; s) ds ; f�ur 0 � t � T:Mit N =MP � +AP � giltRC(t) = �MP �(t)�AP �(t) + Z t^�0 h(s; s) ds ; f�ur 0 � t � T:Der Proze� RC ist wie im Fall von Rp ein lokales P �{Martingal, wenn der Drift wegf�allt. RC istgenau dann ein lokales P �{Martingal, wenn folgende Bedingung erf�ullt ist�(t)�(t) = �P �(t) = 1ft��gh(t; t) ; f�ur 0 � t � T: (4.49)Die notwendige und hinreichende Bedingung, die die lokale Martingaleigenschaft von Rv;2 sichert,ist wesentlich umst�andlicher, als die beiden zuvor diskutierten F�alle. Wegen N = MP � + AP �und Proposition 4.6 giltRv;2(t) = �N(t) + Y (t)



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 97= �MP �(t)�AP �(t) + Z t^�0 h(s; s) ds� Z t^�0 eA(s; T ) ds� Z t^�0 eS1(s; T ) dW 1(s)� Z t^�0 eS2(s; T ) dW 2(s) + Z t^�0 S(s; T ) eS1(s; T ) ds+12 Z t^�0 eS1(s; T )2 ds+ 12 Z t^�0 eS2(s; T )2 ds= �MP �(t)� Z t^�0 eS1(s; T ) dfW 1(s)� Z t^�0 eS2(s; T ) dfW 2(s)�AP �(t) + Z t^�0 h(s; s) ds� Z t^�0 eA(s; T ) ds+ Z t^�0 S(s; T ) eS1(s; T ) ds+12 Z t^�0 eS1(s; T )2 ds+ 12 Z t^�0 eS2(s; T )2 ds� Z t^�0  1(s) eS1(s; T ) ds� Z t^�0  2(s) eS2(s; T ) ds ; f�ur 0 � t � T:Die erste Zeile umfa�t den Teil von Rv;2, der ein lokales Martingal ist. Der stetige Drifttermsind die Integrale bez�uglich "ds", die in den letzten beiden Zeilen stehen. Rv;2 ist genau dannein lokales Martingal, wenn gilt1ft��g 2(t) eS2(t; T ) = ��(t)�(t) + 1ft��gh(t; t) � 1ft��g eA(t; T )+1ft��gS(t; T ) eS1(t; T )� 1ft��g 1(t) eS1(t; T ) (4.50)+1ft��g 12 �eS1(t; T )2 + eS2(t; T )2� ; f�ur 0 � t � T:Wir erhalten die drei nichtlinearen stochastischen Gleichungen (4.48), (4.49) und (4.50), dievoneinander abh�angig sind. Unter den Bedingungen von Annahme 4.4 (i) k�onnen wir die Glei-chungen entkoppeln und erhalten der Reihe nach 1(t) = �A(t; T ) + 12S(t; T )2S(t; T ) ; f�ur 0 � t � T; (4.51)�(t) = h(t; t)�(t) und (4.52) 2(t) = 1eS2(t; T ) �� eA(t; T ) + S(t; T ) eS1(t; T ) + 12 eS1(t; T )2 + 12 eS2(t; T )2��A(t; T ) + 12S(t; T )2S(t; T ) eS1(t; T )! ; f�ur 0 � t � T ^ �: (4.53)Schritt 3Wir de�nieren den Proze� LQ = fLQ(t) : 0 � t � Tg, durch den der Ma�wechsel erfolgt. Die be-schreibenden Prozesse seien  kQ = n kQ(t) : 0 � t � To, k = 1; 2, und �Q = f�Q(t) : 0 � t � Tgund sollen die Gleichungen (4.51) { (4.53) entsprechend l�osen. LQ sei gegeben durchLQ � E � 1Q �W 1 +  2Q � (W 2)� + (�Q � 1) �M� :Nach Annahme 4.4 (ii) ist LQ ein quadratintegrierbares P{Martingal. Damit ist die Voraus-setzung des Ma�transformationsatzes 2.62 ef�ullt. Darin wird verlangt, da� EP fjLQ(t)jg < 1



KAPITEL 4. KREDITRISIKOMODELLE 98f�ur t 2 [0; T ] gilt, was aus der Quadratintegrierbarkeit von LQ direkt folgt. Zudem ist Q damit"fast" ein �aquivalentes Martingalm�a�. Denn P und Q sind �aquivalent, LQ ist ein quadratinte-grierbares P{Martingal, und die diskontierten Preisprozesse sind lokale Martingale unter Q. Wirm�ussen zeigen, da� die diskontierten Preisprozesse Q{Martingale sind.Wir wenden das Korollar von Satz 2.38 an. Die diskontierten Preisprozesse sind H2(P ){Semi-martingale und lokale Q{Martingale. Aus dem Korollar folgt, da� die diskontierten PreisprozesseQ{Martingale sind. Denn die �{Algebra F0 ist P{f.s. trivial, weshalb die Startwerte der diskon-tierten Preisprozesse P{f.s. in IR liegen, und zudem ist dQdP P{quadratintegrierbar. Es gilt folglichQ 2 Q.Nach Bemerkung (iv) von Satz 2.62 ist LQ { sprich  1Q,  2Q und �Q { durch die Gleichung (4.51){ (4.53) eindeutig charakterisiert. Wir erhalten das angestrebte Ergebnis Q = fQg, was denBeweis abschlie�t. 2Bemerkung:(i) Aus den Gleichungen (4.51) { (4.53) k�onnen wir Bedingungen f�ur P 2 Q ableiten. Hierzuist notwendig, da� die Ma�transformation, die mittels LQ konstruiert wird, keine "echte"Ma�transformation ist; sprich, LQ = 1 gilt. Das ist gleichbedeutend mit 1 =  2 = 0 und � = 1:Daraus lassen sich die Driftbedingungen f�ur P 2 Q gewinnen. In Theorem 2 von Sch�onbu-cher (1998a) kann man diese Bedingungen nachlesen. Insbesondere ist nach (4.49) der"Renditespread" unter dem �aquivalenten Martingalma� gleich der Intensit�at von Nh(t; t) = �Q(t) f�ur 0 � t � T: (4.54)(ii) Der Modellrahmen, wie er in diesem Abschnitt entworfen wurde, l�a�t sich auf den Ansatzvon Jarrow, Lando und Turnbull anwenden. Denn die Intensit�at von N ist in diesem Falleine stetige positive Funktion �i, wobei der Index i das Startrating der Anleihe bezeichnet.Allerdings geht die Arbeit, die man in das Modellieren der Ausfallsintensit�at gesteckt hat,nach (4.54) verloren. Aus diesem Grund ist das Modell von Jarrow, Lando und Turnbullnur dann sinnvoll, wenn man "Martingale Modelling" betreibt. Der Satz vereinfacht sich indiesem Fall, da die zweite Brownsche Bewegung W 2 wegf�allt. Der Proze� h(�; �) hat danndie Gestalt h(s; t) = �i(t) f�ur 0 � t � T:



Kapitel 5DerivatebewertungIm vorangegangenen Kapitel haben wir in Abschnitt 3 ein Kreditrisikomodell mit stochastischerAusfallsintensit�at studiert und abschlie�end gezeigt, da� der Markt vollst�andig ist. Im Verlaufdieses Kapitels nutzen wir die erarbeiteten Ergebnisse. Zun�achst betrachten wir die Preisprozesseunter dem �aquivalenten Martingalma� Q. Danach leiten wir Bewertungsformeln f�ur ContingentClaims her.5.1 Die Preisprozesse unter dem �aquivalenten Martingalma�Wir betrachten das in 4.3 de�nierte Marktmodell. Es besteht aus dem risikolosen Geldmarkt-konto B, dem risikolosen Zerobond mit Laufzeit T p(�; T ), dem Geldmarktkonto mit KreditrisikoC und dem Zerobond mit Laufzeit T und Kreditrisiko v(�; T ). Nach Satz 4.9 existiert ein �aqui-valentes Martingalma� Q. Wir wenden im folgenden Satz 3.4 auf die Preisprozesse an.Sei S = fS(t) : 0 � t � Tg ein beliebiger Preisproze�. Nach Modellannahme gilt S 2H2(P ). Wir de�nieren die Zufallsvariable XS durch XS � S(T ). XS ist FT {me�bar und P{quadratintegrierbar, denn nach Satz 2.38 giltEP njXS j2o = EP nS(T )2o � EP 8<: sup0�t�T jS(T )j!29=; � 8 jjSjj2H2(P ) : (5.1)Folglich ist XS im Sinne von De�nition 3.8 ein Contingent Claim. XS l�a�t sich duplizieren,indem zum Zeitpunkt Null die zu S korrespondierende Anlage kauft und bis T h�alt. Mit Satz3.4 erhalten wir f�ur 0 � t � TS(t) = 1�(t)EQ f�(T )S(T ) jFt g = EQ(exp � Z Tt r(s) ds! S(T ) �����Ft) : (5.2)Gleichung (5.2) koennen wir f�ur die Preisprozesse verwenden, deren "Randbedingungen" wirkennen. F�ur p(�; T ) gilt p(T; T ) = 1. Daraus schlie�en wir mit (5.2)p(t; T ) = EQ(exp � Z Tt r(s) ds! �����Ft) ; f�ur 0 � t � T: (5.3)In �ahnlicher Weise gehen wir im Fall von v(�; T ) vor. Wir de�nieren zun�achst den stochastischenProze� SQ(�; T ) = fSQ(t; T ) : 0 � t � Tg durchSQ(t; T ) � Q (� > T jFt ) ; f�ur 0 � t � T: (5.4)99



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 100Mit (5.2) und v(T; T ) = 1f�>Tg schlie�en wirv(t; T ) = EQ(exp � Z Tt r(s) ds!1f�>Tg �����Ft) ; f�ur 0 � t � T: (5.5)Sind r und � unabh�angig, dann erhalten wirv(t; T ) = EQ(exp � Z Tt r(s) ds!1f�>Tg �����Ft) (5.6)= EQ(exp � Z Tt r(s) ds! �����Ft)EQ n1f�>Tg ���Fto (5.7)= p(t; T )Q (� > T jFt ) (5.8)= p(t; T )SQ(t; T ) ; f�ur 0 � t � T (5.9)F�ur die beiden Zero Bonds p(�; T ) und v(�; T ) haben wir mit (5.3) und (5.5) jeweils eine Dar-stellung mithilfe des �aquivalenten Martingalma�es hergeleitet. Dar�uberhinaus sind die beidenPreisprozesse durch die zuk�unftige Zinsstruktur, durch f(�; �) und h(�; �), nach Kapitel 4.3 de�-niert. Die Funktion f(0; �) und h(0; �) sind F0{me�bar und damit deterministisch, F0 ausschlie�-lich Mengen vom Ma� Null und Eins enth�alt. Die "Anfangsinformation ", die in f(0; �) undh(0; �) steckt, k�onnen wir auch in Form von Zero Bonds ausdr�ucken, deren Laufzeit t � 0 kleinerist als der feste Zeithorizont T . Die Funktionen p(0; �) : [0; T ] ! IR+ und v(0; �) : [0; T ] ! IR+seien de�niert durchp(0; t) � exp�� Z t0 f(0; s) ds� und (5.10)v(0; t) � exp�� Z t0 f(0; s) + h(0; s) ds� f�ur 0 � t � T: (5.11)p(0; t) ist der Preis eines risikolosen Zero Bond's mit F�alligkeit t 2 [0; T ], der sich aus derZinsstruktur, die in der Gegenwart gegeben ist, herleitet. In der Realit�at verh�alt es sich genauumgekehrt. Die Preise der Zero Bonds liegen vor, und die Zinsstruktur in Form von f(0; �) wirdentsprechend angepasst, da� (5.10) h�alt. Die gleiche �Uberlegung gilt f�ur v(0; �) und h(0; �).Die Preise der Zero Bonds mit Laufzeit t k�onnen wir mithilfe des �aquivalenten Martingalma�esdarstellen, f�ur 0 � t � T . Es giltp(0; t) = EQ �exp�� Z t0 r(s) ds�� ; und (5.12)v(0; t) = EQ �exp�� Z t0 r(s) ds� 1f�>tg� ; f�ur 0 � t � T: (5.13)Im folgenden Abschnitt werden wir die Gleichungen (5.10) { (5.13) weiter dikutieren.Die Bewertungsformel nach Satz 3.4 k�onnen wir mit einer Ma�transformation vereinfachen.Wir f�uhren das Forward{Ma� QT ein.De�nition 5.1 Innerhalb des spezi�zierten Marktmodells nach Kapitel 4.3 sei Q das �aquiva-lente Martingalma�. Wir de�nieren den Proze� LT = fLT (t) : 0 � t � Tg durchLT (t) � p(t; T )B(t) p(0; T ) ; f�ur 0 � t � T;



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 101und das Ma� QT durch dQT (t) � LT (t) dP (t) f�ur 0 � t � T:QT hei�t Forward{Ma�.Bemerkung:Die Ma�transformation Q 7! QT ben�otigt, da� LT ein positives Q{Martingal mit LT (0) = 1 ist.Wir k�onnen LT auf andere Weise schreibenLT = ZpZp(0) ;denn Zp ist der diskontierte Preisproze� von p(�; T ), sprich Zp = p(�; T )� = p(�; T )B�1. NachDe�nition des �aquivalenten Martingalma�es ist Zp ein strikt positives Q{Martingal. WegenB(0) = 1 erhalten wir Zp(0) = p(0; T ). Zp(0) ist die Normierungskonstante, da� LT (0) = 1gilt. Damit ist das Forward{Ma� QT wohlde�niert.Die folgende Proposition ist von Bj�ork (1996), Proposition 5.3, �ubernommen.Proposition 5.1 X sei ein FT {me�bare Zufallsvariable mit EQ fj�(T )Xj g <1. Dann giltEQ(exp � Z Tt r(s) ds! X �����Ft) = p(t; T )EQT fX jFt g f�ur 0 � t � T;wobei EQT den Erwartungswert bez�uglich des Ma�es QT bezeichnet.Proposition 5.1 und (5.10) { (5.13) bilden die Grundlage, um Contingent Claims wie beispiels-weise Default Swaps zu bewerten.5.2 Ein MartingalmodellIm letzten Abschnitt haben wir die Gleichungen (5.3) und (5.5) gezeigt. Die Preisprozesse p(�; T )und v(�; T ) lassen sich unter einem �aquivalenten Martingalma� Q auf r und � "reduzieren". Wirnehmen an, da� die diskontierten Preisprozesse Martingale unter unserem subjektiven Ma� Psind. Mit anderen Worten, wir studieren den Fall des Martingale Modellings.Nach Kapitel 4.3 be�nden wir uns auf einem "abstrakten" �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum�
;K; P; (Kt)0�t�T�, auf dem eine zweidimensionale Standard Brownsche Bewegung W =�W 1;W 2� und eine Stopzeit � "leben". Die Stopzeit � ist exponentialverteilt, wobei deren Pa-rameter durch die Brownsche Bewegung W gesteuert wird. Die Unter�ltrierungen (Ft)0�t�T ,(Gt)0�t�T und (Ht)0�t�T von (Kt)0�t�T seien durchFt � � �W 1(s); (W 2)� (s); N(s) : 0 � s � t� ; (5.14)Gt � � �W 1(s); (W 2)� (s) : 0 � s � t� und (5.15)Ht � � �W 1(s); (W 2)(s) : 0 � s � t� ; f�ur 0 � t � T: (5.16)gegeben. (Ft)0�t�T ist die Filtrierung, an die s�amtliche Preisprozesse adaptiert sind. In Kapitel4.3 modellieren wir die risikolose Zinsstruktur und die Zinsstruktur mit Kreditrisiko durch f(�; �)



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 102und h(�; �), wobei r(t) = f(t; t) f�ur t 2 [0; T ] gilt. Der Proze� h = fh(t) : 0 � t � Tg sei gegebendurch h(t) � h(t; t) f�ur t 2 [0; T ]. r und h sollen die Darstellung als zweidimensionale Itô{Di�usion im Sinne von De�nition 2.34 besitzenr(t) � r(0) + Z t0 b(s; r(s)) ds+ Z t0 �(s; r(s)) dW 1(s) und (5.17)h(t) � h(0) + Z t0 ~b(s; r(s); h(s)) ds + Z t0 ~�1(s; r(s); h(s)) dW 1(s) (5.18)+ Z t0 ~�2(s; r(s); h(s)) dW 2(s); f�ur 0 � t � T: (5.19)Insbesondere sehen wir, da� r nur an die nat�urliche Filtrierung vonW 1 adaptiert ist. Das erlaubtuns, jedes beliebige Short Rate Model f�ur r anzusetzen. Zu Short Rate Models siehe Kapitel 3 vonBj�ork(1996). h kann vom kurzfristigen Zins r beeinu�t werden. Man hat auch die M�oglichkeit,h unabh�angig von r zu w�ahlen, was wir durch ~�1 = 0, ~b(�; r; h) = ~b(�; h) und ~�2(�; r; h) = ~�2(�; h)erreichen. Die Stopzeit � wird durch h beschrieben. Es gelteE(Z T0 h(s) ds) < 1 und (5.20)P (� � t jHT ) = 1� exp�� Z t0 h(s) ds� ; f�ur 0 � t � T: (5.21)Nach Satz 2.61 ist � exponentialverteilt mit stochastischem Parameter h. N = fN(t) : 0 � t �Tg ist der Indikatorproze� von � ; d.h.: N(t) � 1f��tg, f�ur t 2 [0; T ]. Nach Korollar 1 von Satz2.61 besitzt N die Intensit�at � = f�(t) : 0 � t � Tg mit�(t) = h(t)1f�>tg ; f�ur 0 � t � T: (5.22)Wir nehmen an, da� � (Ft)0�t�T {adaptiert ist.Wir be�nden uns in einem Martingal Modell, falls P 2 Q gilt. Dazu sind einige Bedingungennotwendig. Nach Annahme 4.4 und der Bemerkung (i) von Satz 4.9 geben wir eine hinreichendeBedingung an. Die Ma�transformation, die in Satz 4.9 mittels  1,  2 und � konstruiert wird,mu� die Identit�at sein, um P 2 Q zu garantieren. Das ist gleichbedeutend mit  1 =  2 = 0 und� = 1.Annahme 5.1 Es gilt in dem Modellrahmen von Kapitel 4.3A(t; T ) = 12S(t; T )2 (5.23)eA(t; T ) = S(t; T ) eS1(t; T ) + 12 eS1(t; T )2 + 12 eS2(t; T )2 und (5.24)h(t; t)1f�>tg = �(t) ; f�ur 0 � t � T: (5.25)Annahme 5.1 sichert, da� P ein �aquivalentes Martingalma� ist. Nach Bemerkung (ii) von Lem-ma 3.3 sind damit die technischen Voraussetzungen erf�ullt. Sprich, f�ur eine selbst�nanzierendeHandelsstrategie � aus T ist der diskontierte Verm�ogensproze� V � ein P{Martingal. Mit Satz4.9 schlie�en wir, da� kein anderes �aquivalentes Martingalma� existiert, Q = fPg gilt. Wirsetzen Q � P . Im weiteren verwenden wir die Bezeichnung Q f�ur unser Ma� P , sofern wir auf



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 103Gleichungen zur�uckgreifen, die ausnutzen, da� P ein �aquivalentes Martingalma� ist.Im Gegensatz zu Kapitel 4.3 de�nieren wir rd = nrd(t) : 0 � t � To mittelsrd(t) � r(t) + h(t) ; f�ur 0 � t � T: (5.26)Dadurch �ubt � keinen direkten Einu� auf rd aus, wie es in der urspr�unglichen De�nition (4.43)der Fall ist.Lemma 5.2 Die Preisprozesse besitzen die Darstellungp(t; T ) = EQ(exp � Z Tt r(s) ds! �����Ft) ; (5.27)C(t) = 1f�>tg exp�Z t0 rd(s) ds� und (5.28)v(t; T ) = 1f�>tgEQ(exp � Z Tt rd(s) ds!�����Ft) ; f�ur 0 � t � T: (5.29)Insbesondere giltSQ(t; T ) = 1f�>tgEQ(exp � Z Tt h(s) ds!�����Ft) ; f�ur 0 � t � T: (5.30)Beweis: Gleichung (5.27) haben wir in (5.3) hergeleitet. Nach Kapitel 4.3 ist C durchC(t) = 1f�>tg exp�Z t0 �r(s) + 1f�>sgh(s)� ds� ; f�ur 0 � t � T;de�niert. Denn es gilt h(t) = h(t; t) f�ur 0 � t � T . F�ur festes t 2 [0; T ] d�urfen wir auf f� � tgim Exponenten von C Ver�anderungen vornehmen, da der Faktor 1f�>tg auf dieser Menge Nullist, woraus (5.28) unmittelbar folgt. v(�; T ) schreiben wir in der Form von (5.5) und wendenKorollar 3 von Satz 2.61 an. Es gilt P{f.s.v(t; T ) = EQ(exp � Z Tt r(s) ds!1f�>Tg �����Ft) (5.31)= EQ(EQ(exp � Z Tt r(s) ds!1f�>Tg �����Ft _HT) �����Ft) (5.32)= EQ(exp � Z Tt r(s) ds!EQ n1f�>Tg ���Ft _HTo �����Ft) (5.33)= EQ(exp � Z Tt r(s) ds! 1f�>tg exp � Z Tt h(s) ds!�����Ft) (5.34)= 1f�>tg EQ(exp � Z Tt (r(s) + h(s)) ds!�����Ft) (5.35)= 1f�>tg EQ(exp � Z Tt rd(s) ds!�����Ft) ; f�ur 0 � t � T: (5.36)



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 104Den Diskontierungsfaktor konnten wir vor den inneren Erwartungswert ziehen, da erHT {me�barist. F�ur SQ(�; T ) gilt ebenfalls mit Korollar 3 von Satz 2.61 und der HT {Me�barkeit von hSQ(t; T ) = EQ n1f�>Tg ���Fto (5.37)= EQ nEQ n1f�>Tg ���Ft _HTo ���Fto (5.38)= EQ(1f�>tg exp � Z Tt h(s) ds!�����Ft) (5.39)= 1f�>tg EQ(exp � Z Tt h(s) ds!�����Ft) ; f�ur 0 � t � T: (5.40)Damit ist das Lemma bewiesen. 2In Abschnitt 1 haben wir die Zinsstruktur, die anfangs gegeben ist, durch die Preise der ZeroBonds p(�) und v(�) beschrieben. Mit der Aussage von Lemma 5.2 k�onnen wir v(0; �) darstellendurch v(0; t) = EQ�exp�� Z t0 rd(s) ds�� ; f�ur 0 � t � T: (5.41)Wir tre�en einige technische Annahmen.Annahme 5.2 F�ur f(0; �) und h(0; �), sowie r und h gilt(i) f(0; �) und h(0; �) sind stetig di�erenzierbar.(ii) Die Funktionen t 7! EQ �exp�� Z t0 r(s) ds�� und t 7! EQ �exp�� Z t0 h(s) ds�� erlau-ben es, unter dem Erwartungswert zu di�erenzieren.Bemerkung: Hinreichende Bedingungen f�ur (ii) kann man bei Elstrodt (1996) { Satz 5.7, Ka-pitel IV { nachlesen.Wir de�nieren die Funktion SQ(0; �) 2 C1([0; T ]; [0; 1]) durchSQ(0; t) � EQ�exp�� Z t0 h(s) ds�� ; f�ur 0 � t � T: (5.42)Es gilt, �ahnlich wie in Lemma 5.2, SQ(0; t) = Q(� > t), wobei T durch t ersetzt wird. Dertats�achliche Beweis von SQ(0; t) = Q(� > t) folgt aus Gleichung (5.21), wenn wir den Er-wartungswert bilden. SQ(0; �) ist die �Uberlebenswahrscheinlichkeit, die Wahrscheinlichkeit, da�� > t ist. Annahme 5.2 sichert, da� SQ(0; �) di�erenzierbar ist.Wir interpretieren h als Verzinsungsrate einer �ktiven Anleihe. Wie im Fall der tats�achlichenVerzinsungsrate r k�onnen wir ein Forward{Ma� eQT de�nieren. Die Ma�transformation erfolgtdurch den Proze� eLT = eLT (t) : 0 � t � Tg, der durcheLT (t) � EQ(exp � Z Tt h(s) ds!�����Ft)exp�Z t0 h(s) ds� EQ(exp � Z T0 h(s) ds!) ; f�ur 0 � t � T; (5.43)



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 105de�nert ist. Der Z�ahler ist der Preisproze� des �ktiven Zero Bond's und entspricht p(�; T ) inGleichung (5.27). Im Nenner steht das "Geldmarktkonto" und die Normierungskonstante, soda�eLT (0) = 1 gilt. Aus der De�nition sehen wir, da� eLT strikt positiv ist. Die Martingaleigenschaftfolgt aus der DarstellungeLT (t) � EQ(exp � Z T0 h(s) ds!�����Ft)EQ(exp � Z T0 h(s) ds!) ; f�ur 0 � t � T;denn exp � Z T0 h(s) ds! ist eine durch 1 beschr�ankte FT {me�bare Zufallsvariable. eLT ist dasQ{Martingal, das man daraus durch bedingte Erwartungswertbildung de�niert.Das folgende Lemma bereitet die Bewertung von Default Swaps vor.Lemma 5.3 Unter den Voraussetzungen von Annahme 5.2 giltf(0; t) p(0; t) = EQ �r(t) exp�� Z t0 r(s) ds�� und (5.44)f(t; T ) = EQT fr(T ) jFt g ; f�ur 0 � t � T: (5.45)Sind r und h unabh�angig, dann giltv(0; t) = p(0; t)SQ(0; t) ; (5.46)h(0; t)SQ(0; t) = EQ�h(t) exp�� Z t0 h(s) ds�� und (5.47)h(t; T ) = EeQT fh(T ) jFt g ; f�ur 0 � t � T: (5.48)Beweis: Wir zeigen zun�achst die ersten beiden Gleichungen. p(0; �) besitzt nach (5.10) und(5.12) zwei verschiedene Darstellungenp(0; t) = exp�� Z t0 f(0; s) ds� = EQ �exp�� Z t0 r(s) ds�� ; f�ur 0 � t � T:Nach Annahme 5.2 sind beide Ausdr�ucke di�erenzierbar. Einerseits gilt� dpdt (0; t) = � ddt �exp�� Z t0 f(0; s) ds������t= exp�� Z t0 f(0; s) ds� f(0; t)= f(0; t) p(0; t) ; f�ur 0 � t � T:Andereseit d�urfen wir bei der Darstellung mithilfe des �aquivalenten Martingalma�es unter demErwartungswert di�erenzieren.� dpdt (0; t) = � ddtEQ �exp�� Z t0 r(s) ds��= �EQ� ddt �exp�� Z t0 r(s) ds������t�= EQ�r(t) exp�� Z t0 r(s) ds�� ; f�ur 0 � t � T:



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 106Aus dem Gleichsetzen der Ableitungen folgt das gew�unschte Ergebnisf(0; t) p(0; t) = EQ�r(t) exp�� Z t0 r(s) ds�� ; f�ur 0 � t � T: (5.49)Es gilt �(T ) � 1 P{f.s., und r ist als Itô{Di�usion nach Bemerkung (ii) von De�nition 2.34quadratintegrierbar. Folglich gilt EQ fj�(T ) r(T )jg <1. Nach Proposition 5.1 giltEQ(exp � Z T0 r(s) ds! r(T )) = p(0; T )EQT fr(T )g :Nach Lemma 5.1 von Bj�ork (1996) giltf(t; T ) = EQT fr(T ) jFt g ; f�ur 0 � t � T:Wir setzen voraus, da� r und h unabh�angig sind. In der "Sprache" des �aquivalenten Martingal-ma�es erhalten wir mit (5.41)v(0; t) = EQ �exp�� Z t0 (r(s) + h(s)) ds��= EQ �exp�� Z t0 r(s) ds�� EQ�exp�� Z t0 h(s) ds��= p(0; t)SQ(0; t) ; f�ur 0 � t � T:Damit gilt f�ur SQ(0; �)SQ(0; t) = v(0; t)p(0; t)= exp � Z T0 (f(0; s) + h(0; s)) ds!exp � Z T0 f(0; s) ds!= exp � Z T0 h(0; s) ds! ; f�ur 0 � t � T:SQ(0; �) und h(0; �) verf�ugen nun �uber die gleichen Voraussetzungen wie zuvor p(0; �) und f(0; �).Mit der analogen Vorgehensweise wie im ersten Fall folgt der zweite Teil der Aussage des Lem-mas. 25.3 Derivatebewertung im MartingalmodellIn diesem Abschnitt betrachten wir Default Options, Europ�aische Optionen auf Anleihen mitKreditrisiko, Spread Options und Default Swaps. Das Vorgehen ist an Sch�onbucher (1998b) an-gelehnt.Wir be�nden uns nach Satz 4.9 in einem vollst�andigen Marktmodell. Folglich ist jeder Con-tingent Claim X duplizierbar und nach Satz 3.4 ist durch�X(t) = EQ(exp � Z Tt r(s) ds!X �����Ft) ; f�ur 0 � t � T; (5.50)



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 107ein eindeutiger Preisproze� zugeordnet.Als Beispiel betrachten wir jeweils das Kreditrisikomodell nach Jarrow, Lando und Turnbullaus Kapitel 4.2. Der Zinssatz r und h seien unabh�angig, zudem ist h nach 4.2 eine nicht zuf�alligeFunktion. r sei nach Cox, Ingersoll und Ross (1985) modelliertr(t) � r(0) + Z t0 (� � � r(s)) ds+ � Z t0 qjr(s)j dW 1(s) ; f�ur 0 � t � T; (5.51)wobei � < 0, � > 0 und � > 12 � gilt. Speziell w�ahlen wir � � �0:2, � � 1, � � 0:3 undr(0) � 4%.
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Zeit tAbbildung 5.1: Simulierter Pfad eines Zinsmodells nach Cox, Ingersoll und Ross mit � = �0:2,� = 1, � = 0:3 und r(0) = 4%.In Abbildung 5.1 sehen wir einen simulierten Pfad von r. Durch ein Short Rate Model wirdeine Zinsstruktur angegeben { vergleiche (5.10) und (5.12). Abbildung 5.2 zeigt die gegenw�arti-ge Zinsstruktur, die vom gew�ahlten Modell gegeben ist. In der Anwendung liegt die Zinsstrukturin Form von f(0; �) vor, und wir passen die Parameter wie beispielsweise � daran an; sprich, wirw�ahlen �(t) so, da� wir die tats�achlich gegebene Zinsstruktur auch im Modell erzeugen.Zun�achst studieren wir Default Options. Eine Default Option zahlt zum Zeitpunkt des Kre-ditausfalls eine Geldeinheit aus, falls der Kredit innerhalb einer zuvor festgelegten Frist ausf�allt.T 1 2 [0; T ] sei die F�alligkeit der Option. Tritt ein Default in der Zeitspanne zwischen 0 undT 1 ein, so erfolgt die Auszahlung von Eins. Man kann eine Default Option als eine Versiche-rung gegen das Ereignis des Kreditausfalls betrachten, wobei [0; T 1] den Versicherungszeitraumdarstellt. Der Contingent Claim XD hat die GestaltXD � exp Z T� r(s) ds!1f��T 1g: (5.52)
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Zeit tAbbildung 5.2: Die vom Modell in (5.51) implizierte Zinsstruktur zum Zeitpunkt t = 0.Erfolgt der Kreditausfall bis T 1, dann erh�alt man eine Geldeinheit und legt sie im "Referrenzin-strument", dem risikolosen Geldmarktkonto, an. XD ist ein Contingent Claim im Sinne von De-�nition 3.8; denn XD ist FT {me�bar und nicht{negativ sowie durch B(T ) = exp Z T0 r(s) ds!nach oben beschr�ankt. Deshalb gilt EnjXDj2o � EnB(T )2o < 1, nach (5.1). D(�; T 1) =�D(t; T 1) : 0 � t � T	 sei der Preisproze� von XD. Mit (5.50) erhalten wirD(t; T 1) = EQ(exp � Z Tt r(s) ds! exp Z T� r(s) ds!1f��T 1g �����Ft) ; f�ur 0 � t � T:(5.53)Proposition 5.4 F�ur den Preis einer Default Option mit Laufzeit T 1 2 [0; T ] giltD(0; T 1) = Z T 10 EQ ��(t)h(t) exp�� Z t0 h(s) ds�� dt :Sind h und r unabh�angig, dann giltD(0; T 1) = Z T 10 h(0; t) v(0; t) dt :Beweis: Zuerst zeigen wir�� (T 1)N(T 1) = exp � Z T0 r(s) ds! exp Z T� r(s) ds!1f��T 1g : (5.54)Wir betrachten die rechte Seite von (5.54). Auf n� > T 1o ist der Faktor 1f��T 1g Null. Deshalbk�onnen wir bei den anderen Faktoren � � T 1 voraussetzen, woraus �^T 1 = � folgt. Wir erhaltenexp � Z T0 r(s) ds! exp Z T� r(s) ds!1f��T 1g



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 109= exp � Z T0 r(s) ds! exp Z T�^T 1 r(s) ds!1f��T 1g= exp � Z �^T 10 r(s) ds!1f��T 1g= �� (T 1)N(T 1) :Wir wenden die partielle Integration an (Korollar 2 von Satz 2.27) und nutzen dabei aus, da�� ein stetiger FV{Proze� ist. Denn damit gilt nach Satz 2.29 [�� ; N ] = �(0)N(0) = 0. Wirerhalten mit Satz 2.23�� (T 1)N(T 1) = Z T 10 �� (t) dN(t) + Z T 10 1f�<tg d�� (t)= Z T 10 �� (t) dN(t) + Z T 10 1f�<tg 1f��tg d�(t)= Z T 10 �� (t) dN(t)Zusammengefa�t, haben wirZ T 10 �� (t) dN(t) = exp � Z T0 r(s) ds! XDgezeigt, wobei XD der Contingent Claim ist, der nach (5.52) eine Default Option beschreibt. Wirsetzen das Ergebnis in (5.53) ein und nutzen aus, da� N ein Punktproze� mit der Intensit�at �ist. Mit De�nition 2.36, Korollar 3 von Satz 2.61 und Fubini gilt f�ur t = 0D(0; T 1) = EQ f�(T )XDg= EQ(Z T 10 �� (t) dN(t))= EQ(Z T 10 �� (t)�(t) dt)= EQ(Z T 10 �� (t)h(t)1f�>tg dt)= EQ(Z T 10 �(t)h(t)1f�>tg dt)= EQ(EQ(Z T 10 �(t)h(t)1f�>tg dt�����HT))= EQ(Z T 10 �(t)h(t)EQ n1f�>tg dt���HTo)= Z T 10 EQ ��(t)h(t) exp�� Z t0 h(s) ds�� dt :F�ur den zweiten Teil der Aussage sei vorausgesetzt, da� r und h unabh�angig sind. Das liefertmit Lemma 5.3 D(0; T 1) = Z T 10 EQ��(t)h(t) exp�� Z t0 h(s) ds�� dt



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 110= Z T 10 EQ f�(t)g EQ �h(t) exp�� Z t0 h(s) ds�� dt= Z T 10 p(0; t)h(0; t)SQ(0; t) dt= Z T 10 h(0; t) v(0; t) dt :Der Beweis ist mit der letzten Gleichung abgeschlossen. 2F�ur den Fall, da� r und h unabh�angig sind, k�onnen wir den Preis einer Default Option ausden aktuellen Marktdaten, aus v(0; �) und h(0; �) bestimmen.
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0.6 D7(0; T 1) D6(0; T 1)D5(0; T 1) D4(0; T 1)Laufzeit T 1Abbildung 5.3: Preise von Default Options von verschiedene Startratings sind gegen die LaufzeitT 1 aufgetragen. Der Index i = 4; :::; 7 steht f�ur das Startrating (vergleiche Kapitel 4.2).Eine Kaufoption auf den Zero Bond mit Kreditrisiko l�a�t sich in der Bewertung auf eine Formbringen, die einer "gew�ohnlichen" Kaufoption auf einen risikolosen Zero Bond gleicht. Der zu-geh�orige Contingent Claim seiXC � exp Z TT 1 r(s) ds!maxnv(T 1; T )� q; 0o ; (5.55)wobei q 2 [0; 1] der Aus�ubungspreis und T 1 2 [0; T ] die Laufzeit der Option ist. Wir interpretie-ren den Verzinsungsfaktor vor der eigentlichen Option wieder so, da� man die Auszahlung in T 1bis zum Endzeitpunkt T in die Referenzanlage B steckt. Der zum Contingent Claim XC geh�origePreisproze� sei c(�; T 1; q) = �c(t; T 1; q) : 0 � t � T	. Mit (5.50) erhalten wir f�ur t 2 [0; T ]c(t; T 1; q) = EQ(exp � Z T 1t r(s) ds!maxnv(T 1; T )� q; 0o �����Ft) : (5.56)Wir de�nieren "Preisprozesse", die auf dem de�nierten Markt nicht handelbar sind, allerdingsdie Bewertungsformel f�ur unseren Contingent Claim XC vereinfachen. Die Prozesse p�(�; T ) =



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 111fp�(t; T ) : 0 � t � Tg und �� = f��(t) : 0 � t � Tg sind durchp�(t; T ) = EQ(exp � Z Tt rd(s) ds! �����Ft) und (5.57)��(t) = exp�� Z t0 rd(s) ds� ; f�ur 0 � t � T; (5.58)gegeben. Mit (5.28) und (5.29) gilt v(t; T ) = 1f�>tgp�(t; T ) und C(t) = 1f�>tg��(t)�1, t 2 [0; T ].Im bedingten Erwartungswert von (5.56) steht eine FT 1{me�bare Zufallsvariable. Wir nehmeneine Ma�transformation �ahnlich zu (5.43) vor. Jedoch arbeiten wir auf dem "verk�urzten" �ltrier-ten Wahrscheinlichkeitsraum �
;FT 1 ; P; (Ft)0�t�T 1�. Der Proze� L� = �L�(t) : 0 � t � T 1	 seidurch L�(t) � EQ(exp � Z T 1t rd(s) ds!�����Ft)exp�Z t0 rd(s) ds� EQ(exp � Z T 10 rd(s) ds!) ; f�ur 0 � t � T 1; (5.59)de�niert, wobei wir den Ausdruck im Z�ahler mit p�(t; T 1) bezeichnen, t 2 [0; T 1]. Der Proze� L�ist ein positives Q{Martingal und erzeugt wie in De�nition 5.1 ein zu Q �aquivalentes Ma� Q�.Proposition 5.5 F�ur den Preis einer Kaufoption auf v(�; T ) mit F�alligkeit in T 1 2 [0; T ] undAus�ubungspreis q giltc(t; T 1; q) = 1f�>tgEQ(exp � Z T 1t rd(s) ds! maxnp�(T 1; T )� q; 0o �����Ft) ; f�ur 0 � t � T 1;beziehungsweise unter dem Ma� Q�c(t; T 1; q) = 1f�>tg p�(t; T 1)EQ� nmaxnp�(T 1; T )� q; 0o ���Fto ; f�ur 0 � t � T 1:Beweis: Zun�achst untersuchen wir die FT 1{me�bare Zufallsvariable Y � max �v(T 1; T )� q; 0	.Y ist beschr�ankt, denn 0 � Y � p�(T 1; T ) � 1. Folglich ist Y integrierbar. Wir zeigenY = 1f�>T 1g maxnp�(T 1; T )� q; 0o : (5.60)Das ist eine Konsequenz von (5.29) und (5.57).Y = maxnv(T 1; T )� q; 0o= maxn1f�>T 1g p�(T 1; T )� q; 0o= 1f�>T 1g maxn1f�>T 1g p�(T 1; T )� q; 0o + 1f��T 1g maxn1f�>T 1g p�(T 1; T )� q; 0o= 1f�>T 1g maxnp�(T 1; T )� q; 0o+maxn1f��T 1g 1f�>T 1g p�(T 1; T )� 1f��T 1g q; 0o= 1f�>T 1g maxnp�(T 1; T )� q; 0o :



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 112Aus (5.56), (5.60) und Korollar 3 von Satz 2.61 schlie�en wir f�ur t 2 [0; T 1]c(t; T 1; q) = EQ(exp � Z T 1t r(s) ds!maxnv(T 1; T )� q; 0o �����Ft)= EQ(exp � Z T 1t r(s) ds!1f�>T 1g maxnp�(T 1; T )� q; 0o �����Ft)= EQ(EQ(exp � Z T 1t r(s) ds!1f�>T 1g maxnp�(T 1; T )� q; 0o �����Ft _HT) �����Ft)= EQ(exp � Z T 1t r(s) ds!EQ n1f�>T 1g ���Ft _HTomaxnp�(T 1; T )� q; 0o �����Ft)= EQ(exp � Z T 1t r(s) ds! exp � Z T 1t h(s) ds! 1f�>tg maxnp�(T 1; T )� q; 0o �����Ft)= 1f�>tgEQ(exp � Z T 1t rd(s) ds! maxnp�(T 1; T )� q; 0o �����Ft) :Die erste Teilaussage ist damit bewiesen. Die zweite Aussage folgt aus der De�nition von L� in(5.59) und Lemma 5.3. 2
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Abbildung 5.4: F�ur den Fall, da� r und h unabh�angig sind, ist der "faire" Wert x eines DefaultSwap gegen die Laufzeit T 1 aufgetragen. Der Index i = 4; :::; 7 steht f�ur das Startrating (verglei-che Kapitel 4.2).Eine Alternative zur "gew�ohnlichen" Kaufoption ist, den Aus�ubungspreis durch den risikolo-sen Zero Bond festzulegen. Damit erhalten wir eine Kaufoption, deren Aus�ubungskriterium der



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 113Rendite{Spread{Struktur zwischen beiden Anlagen ist. Der Contingent Claim seiXCS � exp Z TT 1 r(s) ds!maxnv(T 1; T )� � p(T 1; T ); 0o ; (5.61)wobei � 2 [0; 1] und T 1 2 (0; T ) gilt. Aus (5.27), (5.29) und h > 0 sehen wir v(�; T ) � p(�; T ).Die Option wird dann in T 1 "ausgef�uhrt", wennv(T 1; T ) > �p(T 1; T ) (5.62)gilt. Wir erinnern uns an die Darstellung von p(�; T ) und v(�; T ) durch die Zinsstruktur in Kapitel4.3 p(t; T ) = exp � Z Tt f(t; s) ds! und (5.63)v(t; T ) = 1f�>tg exp � Z Tt f(t; s) ds� Z Tt h(t; s) ds! ; f�ur 0 � t � T: (5.64)p(T 1; T ) ist strikt positiv. Wir dividieren (5.62) durch p(T 1; T ) und erhalten mit (5.63) und(5.64) 1f�>T 1g exp � Z TT 1 h(T 1; s) ds! > � (5.65)als Bedingung, unter der die Option ausge�ubt wird. Es mu� auf jeden Fall das Ereignis f� > T 1geintreten, und der Zinsstruktur{Spreads(T 1; T ) � Z TT 1 h(T 1; s) dsT � T 1 ; (5.66)mu� s(T 1; T ) < � ln�T � T 1 erf�ullen. Durch � kann man den Spread der Zinsstrukturen, den manauch Yield{Spread nennt, als Aus�ubungskriterium einstellen { allerdings nur bedingt auf das�Uberleben der Anleihe bis zum Zeitpunkt T 1. Abbildung 5.5 gibt dar�uber Aufschlu� wie derFaktor � mit dem "Aus�ubungsspread" zusammenh�angt.Der zuXCS geh�orige Preisproze� CS(�; T 1; �) = �CS(t; T 1; �) : 0 � t � T	 l�a�t sich unter der An-nahme, da� r und h unabh�angig sind berechnen. Wir de�nieren die Prozesse  = f(t) : 0 � t � Tgund q(�; T ) = fq(t; T ) : 0 � t � Tg durch(t) = exp�� Z t0 h(s) ds� und (5.67)q(t; T ) = EQ(exp � Z Tt h(s) ds! �����Ft) f�ur 0 � t � T: (5.68) interpretieren wir als Diskontierungsproze� zum "Zins" h und q(�; T ) als den entsprechendenZero Bond mit Laufzeit T .Proposition 5.6 Falls r und h unabh�angig sind, gilt f�ur den Preis von XCSCS(0; T 1; �) = p(0; T )EQ n(T 1) maxnq(T 1; T )� �; 0oo :
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�Abbildung 5.5: Der "Aus�ubungsspread s (in Prozent) in Abh�angigkeit von � f�ur T = 5 undT 1 = 3.Beweis: Wir zeigen zun�achst die zwei GleichungenEQ n�(T 1) p(T 1; T )o = p(0; T ) und (5.69)EQ nmaxnSQ(T 1; T )� �; 0oo = EQ n(T 1) maxnq(T 1; T )� �; 0oo (5.70)Nach (5.12) giltEQ n�(T 1) p(T 1; T )o = EQ(exp � Z T 10 r(s) ds! EQ(exp � Z TT 1 r(s) ds! �����FT 1))= EQ(EQ(exp � Z T 10 r(s) ds! exp � Z TT 1 r(s) ds! �����FT 1))= EQ(EQ(exp � Z T0 r(s) ds! �����FT 1))= EQ(exp � Z T0 r(s) ds!)= p(0; T ) ;was (5.69) beweist. Die zweite Hilfsaussage (5.70) folgt mit SQ(T 1; T ) = 1f�>T 1g q(T 1; T ) analogzu (5.60) und Korollar 3 von Satz 2.61EQ nmaxnSQ(T 1; T )� �; 0oo = EQ nmaxn1f�>T 1g q(T 1; T )� �; 0oo= EQ n1f�>T 1g maxnq(T 1; T )� �; 0oo= EQ nEQ n1f�>T 1g maxnq(T 1; T )� �; 0o ���GToo= EQ nEQ n1f�>T 1g ���GTomaxnq(T 1; T )� �; 0oo



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 115= EQ(exp � Z T 10 h(s) ds! maxnq(T 1; T )� �; 0o)= EQ n(T 1) maxnq(T 1; T )� �; 0oo :r und h sind unabh�angig. Aus (5.9) sehen wir v(T 1; T ) = SQ(T 1; T ) p(T 1; T ). Damit k�onnenwir p(T 1; T ) aus max �v(T 1; T )� � p(T 1; T ); 0	 herausziehen und (5.69) sowie (5.70) anwenden.Das liefertCS(0; T 1; �) = EQ(exp � Z T 10 r(s) ds! maxnv(T 1; T )� � p(T 1; T ); 0o)= EQ(exp � Z T 10 r(s) ds! maxnSQ(T 1; T ) p(T 1; T )� � p(T 1; T ); 0o)= EQ(exp � Z T 10 r(s) ds! p(T 1; T ) maxnSQ(T 1; T )� �; 0o)= EQ(exp � Z T 10 r(s) ds! p(T 1; T )) EQ nmaxnSQ(T 1; T )� �; 0oo= p(0; T )EQ n(T 1) maxnq(T 1; T )� �; 0oo :Beim vorletzten Schritt haben wir auf die Unabh�angigkeit von r und h zur�uckgegri�en. Dieangestrebte Bewertungsformel haben wir damit hergeleitet. 2Der Wert der Option, CS(0; T 1; �) berechnet sich wie eine Kaufoption auf den "k�unstlichen"Zero Bond q(�; T ) mit Aus�ubungspreis �, was wir zus�atzlich mit dem Faktor p(0; T ) multiplizie-ren.
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Abbildung 5.6: Der Preis einer Spread Option CS(0; T 1; �) ist gegen die Laufzeit T 1 und �aufgetragen. Das Startrating ist i = 6.



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 116Zum Abschlu� betrachten wir die Bewertung eines Default Swaps. Ein Default Swap ist einGesch�aft, in dem zwei Parteien Zahlungen austauschen. Der Wert eines Swaps betr�agt bei Ab-schlu� des Gesch�aftes Null. Wir bewerten beide Zahlungen und untersuchen, welche Bedingungendaf�ur notwendig sind.Der festgelegte Dauer des Swaps sei T . Die eine Partei zahlt eine Geldeinheit bei Kreditausfall,falls das Ereignis bis T eintritt. Die andere Partei erbringt eine kontinuierlichen Zahlungsstrom,der mit dem Kreditausfall, doch sp�atestens in T , aufh�ort. Den Wert der erstgenannten Zahlungkennen wir. Er ist der Preis einer Default Option mit Laufzeit T . Nach Proposition 5.4 giltD(0; T ) = Z T0 EQ ��(t)h(t) exp�� Z t0 h(s) ds�� dt ; (5.71)beziehungsweise im Falle der Unabh�angigkeit von r und hD(0; T ) = Z T0 h(0; t) v(0; t) dt : (5.72)Der gesamte kontinuierliche Zahlungsstrom, der bereits mittels � diskontiert ist, seiY � Z T0 �(t)x(t)1f�>tgdt ; (5.73)wobei x : [0; T ]! IR+0 eine stetige Funktion ist. Der Preis des Auszahlungsstrom ist LL � EQ(Z T0 �(t)x(t)1f�>tgdt) : (5.74)Wir w�ahlen x derart, da� die Di�erenz aus L und D(0; T ) Null betr�agt. Dann sind beide Con-tingent Claims gleichviel wert, was Grundbedingung f�ur ein Swap{Gesch�aft ist.Proposition 5.7 L l�a�t sich wiefolgt darstellenL = Z T0 x(t) v(0; t) dt :Ist x konstant, dann ist der Swap f�urx = Z T0 EQ ��(t)h(t) exp�� Z t0 h(s) ds�� dtZ T0 v(0; t) dt ;fair bewertet. Falls r und h unabh�angig sind, giltx = Z T0 h(0; t) v(0; t) dtZ T0 v(0; t) dt :



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 117Beweis: Mit Fubini, der F0{Me�barkeit von x und Korollar 3 von Satz 2.61 erhalten wirL = EQ(Z T0 �(t)x(t)1f�>tgdt)= Z T0 EQ n�(t)x(t)1f�>tgo dt= Z T0 x(t)EQ n�(t)1f�>tgo dt= Z T0 x(t)EQ nEQ n�(t)1f�>tg jHT oo dt= Z T0 x(t)EQ n�(t)EQ n1f�>tg jHT oo dt= Z T0 x(t)EQ �exp�� Z t0 r(s) ds� exp�� Z t0 h(s) ds�� dt= Z T0 x(t)EQ �exp�� Z t0 rd(s) ds�� dt= Z T0 x(t) v(0; t) dt :Ist x konstant, dann gilt L = x Z T0 v(0; t) dt : (5.75)Der Wert des Swaps ist in der Gegenwart gleich Null. Wir erhalten die beiden Ausdr�ucke f�ur x,wenn wir die Gleichung L = D(0; T ) mittels (5.75) und (5.71), beziehungsweise (5.72) nach xau�osen. 2
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x6x5 x4Laufzeit T 1Abbildung 5.7: F�ur den Fall, da� r und h unabh�angig sind, ist der "faire" Wert x einer DefaultSwap ist gegen die Laufzeit T 1 aufgetragen. Der Index i = 4; :::; 7 steht f�ur das Startrating(vergleiche Kapitel 4.2).



KAPITEL 5. DERIVATEBEWERTUNG 118Abbildung 5.7 zeigt uns, wie sich die konstante "faire Pr�amienrate" x eines Default Swap verh�alt,wenn wir das Startrating und die Laufzeit variieren. Bei fast allen Ratingklassen steigt x mitwachsender Laufzeit des Default Swaps; nur im Fall des schlechtesten Ratings CCC entwickeltsich x gegenl�au�g und f�allt mit der Laufzeit T 1 ab. Das hat seinen Grund darin, da� dasKreditrisiko und damit die Gefahr eines Default in der ersten Zeitspann am h�ochsten ist undsich das Rating der Anleihe bedingt auf den Nicht{Kreditausfall tendetiell verbessert.



Kapitel 6AusblickMit dieser Arbeit sollte ein �Uberblick �uber wesentliche Kreditrisikomodelle gegeben werden. Diedargelegten Modelle fassen wir noch einmal kurz zusammen und weisen auf Punkte hin, die manim jeweiligen Fall mit Kritik betrachten kann. Zumeist handelt es sich hierbei um das Problem,die Modellparameter aus den vorhandenen Daten geeignet zu sch�atzen.Mit dem Modell nach Merton (1974) haben wir einen der zeitlich gesehen ersten Ans�atze n�aheruntersucht. Problematisch ist hier, da� man den Firmenwert, der durch eine geometrische Brown-sche Bewegung modelliert wird, nur schwer beobachten kann. Die beschreibenden Parameterwie der anf�angliche Firmenwert A(0) und die Schwankungskonstante � sind aus den vorhan-denen Daten kaum sch�atzbar. Der Ansatz nach Jarrow, Lando und Turnbull (1997) beschreibtKreditrisiken durch zeitstetige homogene Markovketten. Lando (1997) sieht in der Homogenit�atder Markovkette zurecht einen Kritikpunkt. Er versucht das zu beheben, indem er die �Ubergangs-wahrscheinlichkeiten innerhalb der Ratingklassen von stochastischen Gr�ossen wie dem kurzfristi-gen Zinssatz abh�angig macht. Allerdings l�a�t sich das Modell von Jarrow, Lando und Turnbullwegen seiner Einfachheit gut auf praktische Probleme anwenden. Die Idee von Sch�onbucher(1998a), die Zinsstrukter von Anleihen mit Kreditrisiko zu modellieren, �ndet ihre Grenzen imSch�atzen von Modellparametern. Oft werden von einer Firma nur sehr wenig Anleihen auf demMarkt gehandelt, soda� man eine Zinsstruktur nur schwer auf die Daten anpassen kann.Bei der Bewertung von Derivaten auf Anleihen mit Kreditrisko mu� genau an dem heiklen Pro-blemen der Modellidenti�kation und Sch�atzung der entsprechenden Parameter ansetzen. Aufdiesem Feld kann man Ergebnisse erzielen, die in der Anwendung, im Handelsbereich von Gro�-banken, n�utzlich sein k�onnten.
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