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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein mathematisches Modell entwickelt und analysiert, mit dem
Strukturen elastischer Materialien hinsichtlich ihrer mechanischen und gietechnischen
Eigenschaften sowie ihrer Fertigungsgerechtigkeit optimiert werden konnen. Ferner wird
ein Algorithmus entwickelt und analysiert, mit dem entsprechende , large-scale“ Probleme
effizient behandelt werden konnen. Als Anwendungsbeispiel erfolgt schliellich die Opti-
mierung der Verrippung der wirkflichenabgewandten Seite fiir eine Klasse von Umform-
werkzeugen sowie der Vergleich mit konventionell gestalteten Verrippungen.
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1. Einleitung

,Die Mathematiker sind eine Art Franzosen:
redet man zu ihnen, so tibersetzen sie es in ihre
Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas
anders. ¢

Johann Wolfgang von GoetheE]

Nach welchen Richtlinien sollen grofle Umformwerkzeuge konstruiert werden, um eine
moglichst optimale Nutzbarkeit zu erreichen? Diese Fragestellung beschéftigt nicht mehr
nur Ingenieure. In den vergangenen Jahren ist die optimale Gestaltung von Strukturen
ein aktives und bedeutendes Feld der mathematischen Forschung geworden.

Zielsetzungen der optimalen Gestaltung von Umformwerkzeugen sind vielfiltig und
komplex: Umformwerkzeuge miissen den an sie gestellten mechanischen Anforderungen
geniigen, d.h. sie miissen unter Einhaltung einer vorgegebenen Gewichtsschranke eine
moglichst hohe Steifigkeit bzw. eine moglichst geringe Nachgiebigkeit aufweisen. Damit
liegt bereits ein mathematisches Optimierungsproblem vor. Weiterhin muss die Gestalt
eines Umformwerkzeuges so beschaffen sein, dass seine Anfertigung moglich ist. SchlieSlich
diirfen die aus dem Gievorgang zur Anfertigung des Umformwerkzeugs resultierenden
Auswirkungen auf die Bauteileigenschaften nicht so sein, dass die Verwendbarkeit des
Umformwerkzeuges gefihrdet oder gar unméglich ist.

Die optimale Gestaltung von Umformwerkzeugen wird in dem von der Deutschen For-
schungsgemeinschaft (DFG) gefoérderten Projekt ,, Mathematisch, gieitechnische Optimie-
rung der Verrippung grofier Umformwerkzeuge® (MgOVgU) erforscht, an dem der Autor
dieser Arbeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter mitwirkt und in dessen Rahmen diese
Arbeit gefordert wurde.

1.1. Ziele der Arbeit

Innerhalb des DFG-Projekts MgOVgU arbeiten die Lehrstiihle ,, Hohere Mathematik und
Analytische Mechanik®* (M8) und ,,Umformtechnik und Giefereiwesen* (utg) der Tech-
nischen Universitdt Miinchen (TUM) zusammen. Es werden Strategien zur optimalen
Gestaltung grofler Umformwerkzeuge entwickelt und umgesetzt. M8 soll hierbei die ma-
thematische Modellierung einbringen, anhand derer diese Strategien entwickelt werden,
utg das giefitechnische know-how. Das Projekt MgOVgU ist in hohem Mafle interdis-
ziplindr, was von der DFG gewiinscht und gerade deshalb geférdert wird. Aus diesem
Charakter des Projekts ergeben sich die Ziele dieser Arbeit, ndmlich:

Maximen und Reflexionen, Uber Natur und Naturwissenschaft.
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1) Entwicklung und Analyse eines mathematischen Modells, mit welchem Strukturen
elastischer Materialien hinsichtlich ihrer mechanischen und gietechnischen Eigen-
schaften sowie ihrer Fertigungsgerechtigkeit optimiert werden kénnen.

2) Entwicklung und Analyse eines Algorithmus, mit welchem die Optimierung von sog.
,large-scale® Problemen hinsichtlich Mechanik, Giefitechnik und Fertigungsgerech-
tigkeit durchgefiihrt werden kann.

3) Optimierung groBer Umformwerkzeuge hinsichtlich Mechanik, Giefitechnik und Fer-
tigungsgerechtigkeit und Vergleich mit konventionell gestalteten Umformwerkzeu-
gen.

1.2. Ubersicht der Ergebnisse

Die Ubersicht der Ergebnisse dieser Arbeit erfolgt entsprechend den oben genannten Zielen

der Arbeit.

1.2.1. Mathematisches Modell

In den vergangenen Jahren haben sich die Topologieoptimierung bzw. die Formoptimie-
rung als bedeutende Ansétze zur optimalen Gestaltung von Strukturen etabliert. Auf-
grund der grofleren Freiheiten, die die Topologieoptimierung bei der optimalen Gestaltung
von Strukturen bietet ] wird im weiteren Verlauf dem Ansatz der Topologieoptimierung
gefolgt.

Topologieoptimierung

Die Topologieoptimierung hat das Ziel, innerhalb eines gegebenen Designraums 2 C R3
die optimale Gestalt eines Festkorpers B C €) zu finden. Gesucht wird jedoch i.a. nicht
direkt nach der Gestalt des Festkorpers B, sondern nach einer optimalen relativen Dich-
teverteilung h € Qaq (Qaq ist der Raum der zuldssigen relativen Dichteverteilungen, der
Index .q steht fiir admissible, vgl. Gleichung , S. mit dem Wertebereich [0, 1],
welche wiederum die Gestalt des Festkorpers B = B(h) definiert. Die relative Dichtever-
teilung h ist dann optimal, wenn sie ein Optimierungsproblem 16st, welches durch eine
Zustandsgleichung, ein Zielfunktional und Nebenbedingungen definiert ist:

Im Designraum 2 wirken Volumen- und Oberflichenkrifte, die durch Dichten f &
L*(Q,R3) und g € L*(99Q, R?) gegeben sind (L? ist der Raum der quadrat-integrierbaren
Funktionen im Sinne von Lebesgue, vgl. Kap. [2.2] S.[16)). Dies fithrt zu einer Verschiebung
u=wu(h) € V (V ist der Raum der zuléssigen Verschiebungen), d.h. die Verschiebung ist
wiederum abhéngig von der relativen Dichteverteilung h. Das Lastfunktional ¢ : V — R

wird definiert durch
(4,v) ::/f-vdas+/ g -vds
Q a0

2 Die Topologieoptimierung ist die flexibelste Form der Optimierung (...)*, [Harz07, S. 199].
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und berechnet die duffere virtuelle Arbeit, die bei gegebenen Kraftdichten f und g fiir eine
beliebige Verschiebung v aufgewandt werden muss (vgl. Kap. , S. . Die Bilinearform
a(h): V xV — R wird definiert durch

a(h)(u,v) := /(C(h) ce(u)) - e(v)de

Q
und berechnet die innere virtuelle Arbeit fiir einen linear elastischen Korper im Zustand
u fiir eine beliebige Verschiebung v bei gegebener relativer Dichteverteilung h (vgl. Kap.

3.3 S.[34] und Gleichung ([4.3), S. [4§)). Dabei ist
e(u) := % (Vu+ (Vu)")

die (symmetrisierte) Verzerrung bzgl. u (vgl. Kap. 3.1.1] S.[29)), wihrend C(h) der Elas-
tizititstensor ist, ein Tensor 4. Ordnung (vgl. Kap. [3.1.4] S. B2)). Die Verschiebung u(h)
hat die Zustandsgleichung der Topologieoptimierung (in ihrer schwachen Formulierung)

a(h)(u(h),v) = (£,v), fir alle v € V

zu 16sen. In einem Gleichgewichtszustand muss die innere virtuelle Arbeit also stets der
duBeren virtuellen Arbeit entsprechen (vgl. Gleichung (4.5]), S. 48). Das Zielfunktional
go : V — R (anstelle von V wiren auch andere Definitionsrdume moglich) berechnet die
GroBe, die es zu minimieren gilt. Die Nebenbedingungen ¢; : Q@ — R, i € {1,...,m} (@
ist der Raum der relativen Dichteverteilungen) sind erfiillt, wenn g;(h) < 0 ist (vgl. Kap.
13, 5. 1)

Das Optimierungsproblem der Topologieoptimierung wird definiert als die Suche nach
der optimalen relativen Dichteverteilung h,, die das Problem

rlfleiggo(U(h))
ot a(h)(u(h),v) = (L), YveV,
h gi(h) < 0, Vie{l,....,m}

16st. Die gesuchte optimale Gestalt des Festkorper B wird im weiteren Verlauf definiert
durch B(h.) := {h. > 1/2} C Q oder gegebenenfalls eine geglittete Version hiervon.

Das oben unter Kap. genannte erste Ziel der Arbeit (Entwicklung und Analyse eines
mathematischen Modells) fiihrt zu folgenden Anforderungen an diese Arbeit:

Es sind Moglichkeiten zu entwickeln, die Mechanik, Gie3technik und Fertigungsgerech-
tigkeit in das eben genannte Optimierungsproblem einzubeziehen. Dariiber hinaus sind
Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der Zustandsgleichung und des

Optimierungsproblems zu formulieren. Dies geschieht auf die im Folgenden beschriebene
Weise:

Einbeziehung von Mechanik, GieBtechnik und Fertigungsgerechtigkeit in die
Topologieoptimierung

Um die Mechanik, die Giefitechnik und die Fertigungsgerechtigkeit in die Optimierung
einzubeziehen, muss das Optimierungsproblem geeignet formuliert werden. Dies gelingt
anhand einer bedachten Wahl des Zielfunktionals, des Elastizitatstensors und der Neben-
bedingungen:
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Wahl des Zielfunktionals Im weiteren Verlauf wird go : V' — R definiert durch
go(u) := ({,u)

und berechnet die Nachgiebigkeit. Das Optimierungsproblem heifit entsprechend minima-
les Nachgiebigkeitsproblem (vgl. Gleichung (4.8)), S. .

Wahl des Elastizitdtstensors Die Gestaltung des Elastizitatstensors hat zwei Anforde-
rungen zu geniigen: Sie muss die Materialeigenschaften des gesuchten Korpers B wider-
spiegeln und ferner dem Konzept der relativen Dichteverteilungen Rechnung tragen. Ein
bekanntes Modell zur Gestaltung des Elastizitdtstensors in der Topologieoptimierung ist
das Solid Isotropic Material with Penalisation-Modell (kurz: SIMP-Modell), vgl. [Bend89,
Rozv92, MIej92]. Dieses definiert den Elastizitétstensor C : Qg — L>(Q, R3*3*3%3) (mit
geeignet definiertem Qg C Q) durch

C(h) = hpCO,

wobei p > 1 und C der (als konstant angenommene) Elastizitétstensor des verwendeten
Materials ist. Der Skalar p ist ein Strafexponent, der darauf abzielt, die Nachgiebigkeit in
Bereichen mit Zwischendichten 0 < h < 1 iiberproportional zu erhéhen, damit Lésungen
des Optimierungsproblems diese nicht erwiinschten Zwischendichten nicht oder wenigstens
kaum aufweisen.

Das SIMP-Modell wird durch das in dieser Arbeit entwickelte Konzept der Gewich-
tungsoperatoren verallgemeinert (vgl. Kap. , S. . Ein Gewichtungsoperator G :
Qc — L>(9) ist ein Operator, der relative Dichteverteilungen h gewichtet (daher die
Bezeichnung) und damit ermdoglicht, den Elastizitéatstensor C einer relativen Dichtevertei-
lung h geeignet zu modifizieren. Mit Hilfe von passend gewéhlten Gewichtungsoperatoren
konnen nicht nur Zwischendichten, sondern diverse Eigenschaften von relativen Dichte-
verteilungen, die unerwiinscht sind und in ihren Auswirkungen beseitigt oder wenigstens
reduziert werden sollen, z.B. gietechnisch mangelhafte Figenschaften, mit Straftermen
bedacht und auf diese Weise in der Optimierung vermieden werden. So wird erreicht, dass
nur relative Dichteverteilungen als Losung des Optimierungsproblems in Frage kommen,
die nicht oder nur in geringem Mafle unerwiinschte Eigenschaften haben. Unter Zuhilfe-
nahme eines Gewichtungsoperators G wird der Elastizititstensor C definiert durch

C(h) == G(h)Co.

Die Gietechnik wird durch den in Kap. [8.2] S. entwickelten Gewichtungsoperator
(3 in das Optimierungsproblem einbezogen. Hierbei wird unterstellt, dass in einem Um-
formwerkzeug B gietechnisch mangelhafte Eigenschaften wie z.B. hohe Eigenspannungen
vor allem dann entstehen, wenn wéhrend des Gieivorgangs von B der Abkihlverlauf stark
inhomogen ist, d.h. einige Bereiche des Umformwerkzeuges deutlich schneller abkiihlen als
andere. In diesem Fall werden Bereiche von {2, die einen inhomogenen Abkiihlverlauf vor-
weisen, durch den Gewichtungsoperator (G3 mit Straftermen bedacht.

Der Abkiihlverlauf wird in das Optimierungsproblem einbezogen, indem in Kap. [8.1]
S.[97], eine Moglichkeit entwickelt wird, das Stefan-Problem innerhalb der Topologieopti-
mierung zu nutzen. Durch die Losung des Stefan-Problems wird der Erstarrungsprozess
des Materials bei dem Guss eines Umformwerkzeuges mathematisch beschrieben.
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Wahl der Nebenbedingungen Die Nebenbedingungen beschrinken die Moglichkeiten
zur Auswahl von h, sorgen aber auch fiir ein wohlgestelltes Optimierungsproblem. Nach
der Prioritdt dieser beiden Aufgaben erfolgt die Auswahl der Nebenbedingungen. An-
hand des Instruments der Nebenbedingungen lasst sich die Fertigungsgerechtigkeit in die
Optimierung einbeziehen. Die Anfertigung eines Umformwerkzeugs ist grundsétzlich pro-
blemlos moglich, wenn der die Gestalt des Umformwerkzeugs definierende Festkorper B(h)
keine Hohlrdume oder Hinterschnitte aufweist. Dies ist der Fall, wenn die relative Dichte-
verteilung h eine Entformungsrichtung r, € R? besitzt, so dass h in Entformungsrichtung
nicht abnimmt, also

Vhr, > 0.

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Zustandsgleichung Die Zustandsgleichung entspricht der schwachen Formulierung der
Lamé-Gleichung. Diese elliptische Differentialgleichung beschreibt die Reaktion eines line-
ar elastischen, isotropen Korpers auf ein System anliegender Kréfte. Ein linear elastischer
Korper ist dadurch gekennzeichnet, dass seine Spannung o(u) in linearem Zusammenhang
zu seiner Verzerrung steht, genauer

Der Elastizitédtstensor Cy eines zusatzlich isotropen Korpers ist bereits eindeutig definiert
durch den FElastizitidtsmodul E > 0 und die Poissonzahl 0 < v < 1/2. Im weiteren Verlauf
wird angenommen, B sei ein linear elastischer, isotroper und zusétzlich homogener Korper,
d.h. E und v sind konstant (vgl. Kap. , S. .

Die schwache Formulierung ist eine Standardmethode zur Losung partieller Differential-
gleichungen und erlaubt Losungen (und Systeme von Kréften) geringerer Glattheit als die
starke Formulierung (vgl. Kap. , S. . Daher wird der Raum der zuléssigen Verschie-
bungen V definiert als der Abschluss von {v € C*(Q,R?) | v(z) = 0 fiir x € Ty} bzgl.
der || - ||z Norm (H' ist der Sobolev-Raum der Funktionen, deren schwache Ableitungen
in L? sind). Dabei gilt Ty C 0.

Die Zustandsgleichung ist eindeutig losbar, wobei die Losung u(h) in V' beschrénkt ist,
wenn der Designraum € ein beschrianktes Lipschitz-Gebiet ist, ferner Hy(I'g) > 0 gilt (Ho
ist das zweidimensionale Hausdorfl-Ma8) und a(h)(-, -) elliptisch ist (vgl. Kap. [3.3] S.[34]
und Kap. S.[d7). Um sicherzustellen, dass a(h)(-,-) elliptisch ist, muss

O < Gmin S G(h) S Gmax

gelten. Wird die Verschiebung u als Operator u : Q¢ — V definiert, so kann gezeigt
werden, dass u zweimal stetig F-differenzierbar ist, falls G zweimal stetig F-differenzierbar

ist (vgl. Kap. S. 27 und Kap. [£.3] S. pI).

Optimierungsproblem Um das Optimierungsproblem durch eine optimale relative Dich-
teverteilung h, € Qaq und einen Optimalwert g. := go(u(h.)) zu losen, reicht es zu zeigen,
dass fiir eine Folge {h,} C Qaq mit go(u(h,)) — g. die Folge G(h,,) gleichméBig in L>(Q2)
konvergiert (vgl. Kap. [£.2.2] S.[48). Dies ist (bei geeigneter Wahl von Q,q) gewéhrleistet,
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wenn die Folge {h,} beschrénkt ist. Dieser Umstand lasst sich mit Hilfe der verwendeten
Nebenbedingungen, jedoch auch mit Hilfe eines geeignet gewéhlten Gewichtungsoperators
sicherstellen.

In Kapitel [5 S. 59, wird ein solcher, mit Gy bezeichneter Gewichtungsoperator ent-
wickelt. Dieser bestraft Bereiche von €2, die eine hohe Norm des Gradienten [|[Vhl, der
relativen Dichteverteilung A aufweisen.

1.2.2. Algorithmus

Zwei Standardmethoden zur Behandlung von Problemen aus der Topologieoptimierung
sind die Method of moving asymptotes (MMA) und die optimality criteria (OC). MMA
wurde urspriinglich in [Svan87] vorgeschlagen und in [Svan95| zur globally convergent ver-
sion of MMA (GCMMA) erweitert. Inzwischen wurden Hybridanséitze von MMA und
GCMMA vorgeschlagen, [Zuo07]. MMA erzeugt in jedem Iterationsschritt ein strikt kon-
vexes, das urspriingliche Problem approximierendes Unterproblem und 16st dieses. MMA
kann allgemeine Probleme der Topologieoptimierung behandeln, hat jedoch in der Regel
schlechtere Konvergenzeigenschaften als OC, vgl. [Bend04, S. 18ff].

OC Methoden als Ansatz zur Losung von Strukturoptimierungsproblemen haben sich
in den spaten 1960 Jahren entwickelt, vgl. [Zhou92, Abschnitt 1]. Sie werden iiblicherweise
aus den notwendigen Optimalitédtsbedingungen fiir eine Losung des Optimierungsproblems
abgeleitet, welche mit Hilfe des Lagrangefunktionals gewonnen werden, vgl. Kap. [4.4] S.
b6l In jedem Iterationsschritt berechnet OC eine Losung, welche die notwendigen Opti-
malititsbedingungen (NO) anndhernd erfiillt. OC Algorithmen zur Topologieoptimierung
werden in [Bend95] und [Hass98] vorgeschlagen. Der erstgenannte Algorithmus wird in
[SigmO1] mit Hilfe der Programmiersprache Matlab realisiert. Obgleich das Iterations-
schema von OC Algorithmen aufgrund des Verzichts auf die Berechnung von Ableitun-
gen (insbesondere von u(h)) heuristisch ist, haben OC Algorithmen tiblicherweise bessere
Konvergenzeigenschaften als MMA, vgl. [Zuo07, Abschnitt 1]. Allerdings erfordern OC-
Algorithmen ,,einfach“ zu behandelnden Nebenbedingungen. Weil solche in dieser Arbeit
vorliegen, wird im Folgenden die OC der MMA-Methodik vorgezogen.

Das in Kap. genannte zweite Ziel der Arbeit (Entwicklung und Analyse eines Algo-
rithmus zur Optimierung von , large-scale“ Problemen) fiihrt zu folgenden Anforderungen
an diese Arbeit:

Es sind die notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir die Topologieoptimierung mit
Gewichtungsoperatoren zu formulieren. Mit diesen ist ein OC Algorithmus zur Behand-
lung von ,large-scale“ Problemen zu entwickeln, auf seine Konvergenzeigenschaften zu
testen und mit bereits existierenden OC Algorithmen zu vergleichen. Dies geschieht auf
folgende Weise:

Notwendige Optimalitatsbedingungen

Notwendige Optimalitdtsbedingungen (NO) werden mit Hilfe der partiellen Ableitungen
des Lagrangefunktionals ermittelt. Die partiellen Ableitungen kénnen ermittelt werden,

wenn sdmtliche Nebenbedingungen F-differenzierbar sind. Dies ist im weiteren Verlauf
der Fall, vgl. Kap. S. Das Lagrangefunktional des Optimierungsproblems wird
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definiert durch
L(h,u,0,A) = go(u) + Y Nigi(h) + a(h)(u,v) = (£,v),
i=1

wobei A € R w,v € V, h € Qg (vgl. Kap. S. p6). Die NO an (h,u,v,A) €
Qa xV xV xR™ lauten

A, >0, Vie{l,...,m},
Aigi(h) = 0, Vie{l,...,m},
Ln(h,u,v,N)g = S0 Nigi(h)g + d'(h)g(u,v) =0, YqeQ,
Ly(hyu,v,N)w = a(h)(u+v,w) =0, Yw eV,
L,(h,u,v,N)w = a(h)(u,w)— ({,w) =0, Yw eV,
La(h,u,v, )T = (g1(h),...,gm(h))Y <0, VY >0 e R™,

vgl. Satz[4.9] S. 56

Entwicklung eines OC Algorithmus

Ein OC Algorithmus hat das Ziel, in jedem Iterationsschritt eine Losung zu berechnen,
die die NO annédhernd erfiillt. Um die Zusammenhénge klar darstellen zu konnen, wird
die Entwicklung des OC Algorithmus unterteilt in die Zwischenschritte Problemstellung,
Approximation der NO und Vereinfachung:

Problemstellung Nachfolgend wird knapp beschrieben, mit welcher Problemstellung der
Algorithmus in jedem Iterationsschritt konfrontiert ist. Hierfiir werden die NO wie folgt
umgerechnet:

Aufgrund der oben genannten NO gilt

w = ulh),

> Agiha = d(a(u(h).ulh).

Mit der Zustandsgleichung gilt
a'(h)q(u(h),v) = —a(h)(u'(h)g,v)
fiir beliebige v € V' und damit auch
a'(h)q(u(h), u(h)) = —a(h)(v'(h)g, u(h)).
Uberdies gilt

a(hy + Ahy) (W (hy + Ahy)q, u(hy + Ahy)) = alhy) (W (hy + Ahy)q, u(hy))
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fir h,, h, + Ah, € Qg aufgrund der Zustandsgleichung.

Mit diesen Resultaten lautet das Ziel eines Iterationsschrittes, fiir ein gegebenes n € N
und h, € Q.q den Korrekturterm Ah, € @ und die Lagrange-Multiplikatoren A,
(Ani) € R™ zu finden, so dass fiir simtliche i € {1,...,m} die NO

Ani Z 07
> Avigi(h + Ahy)g = —a(hy) (W (hy + Aby)q,u(hy), Vg€ Q,

i=1
erfiillt sind, vgl. Kap. [6.1.1] S.[71]

Approximation der notwendigen Optimalitdtsbedingungen Die NO werden approxi-
miert, indem eine Taylorentwicklung der rechten Seite der oben genannten vierten Glei-
chung durchgefiihrt wird:

/

_a(hn)(ul(hn + Ahy)q,u(hy)) ~  —a(hy)(u'(hn)g + u" (hn)Ahng, u(hn))
= d'(hn)q(u(hn), u(hn)) + a"(hn) Ahng(u(hn), u(hn))
+ 20’ (hn)q(u (hi) Ah, u(hy)),

vgl. Kap. S.[73

Vereinfachung Aus den oben approximierten NO lésst sich prinzipiell ein OC Algo-
rithmus ableiten. Dieser wire jedoch nicht in der Lage, ,large-scale“ Probleme der To-
pologieoptimierung zu bearbeiten, da die Berechnung von «'(h,) hierfir bei Weitem zu
aufwandig ist. Entsprechend miissen, wie bei wissenschaftlich veréffentlichten OC Algo-
rithmen der Topologieoptimierung iiblich, Vereinfachungen vorgenommen werden, um eine
Berechnung von u/(h,) zu umgehen. Hierzu wird vereinfacht gesagt angenommen, dass
die Integralgleichung

a'(h)q(u(h),v) = —a(h)(u/'(h)q, v)

auch fiir die Integranden giiltig ist, falls v = u(h), dass also

G (h)q(o(u(h)) - e(u(h))) = =G(h)(a(u'(h)q) - e(u(h)))

gilt, vgl. Kap. [6.1.4] S. In Kap. [6.1.5] S. wird aus dieser Vereinfachung ein OC
Algorithmus entwickelt, der in seiner Struktur mit [Bend95] vergleichbar ist.

Auswertung und Vergleich der Konvergenzeigenschaften

Der in Kap. S. [79, formulierte Algorithmus wird in Kap. [6.2.3] S. [84] mit Hilfe
von exemplarischen Probegeometrien mit dem Algorithmus nach [Bend95] verglichen. In
samtlichen Fillen erzielt der Algorithmus nach Kap. [6.1.5] S. [f9] eine niedrigere Nach-
giebigkeit als der Algorithmus nach [Bend95]. Der Unterschied betrégt im Durchschnitt
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4,12%, mindestens 1,43% und hochstens 6, 77%. Uberdies weisen die durch den Algo-
rithmus nach Kap. [6.1.5] S. [T9 errechneten relativen Dichteverteilungen in der Regel
wglattere” Strukturen auf als die des Algorithmus nach [Bend95].

Die numerische Implementierung beider Algorithmen ist vergleichbar einfach. Daher
erscheint die Feststellung berechtigt, dass der Algorithmus nach Kap. [6.1.5] S. [79 dem
Algorithmus nach [Bend95] aufgrund seiner durchgéngig besseren Ergebnisse vorzuziehen
ist.

1.2.3. Umformwerkzeuge

Das in Kap. genannte dritte Ziel der Arbeit (Optimierung von Umformwerkzeugen
und Vergleich mit konventionell gestalteten Umformwerkzeugen) fiihrt zu folgenden An-
forderungen an diese Arbeit:

Es sind abstrakte Bedingungen an den Designraum, die wirkenden Krifte und die Ne-
benbedingungen (sog. Probegeometrien) zu entwickeln, die sowohl die topologieoptimier-
ten, wie auch die konventionell gestalteten Umformwerkzeuge zu erfiillen haben. Ferner
sind Kriterien zu definieren, nach denen die topologieoptimierten Umformwerkzeuge aus-
gewertet und mit den konventionell gestalteten Umformwerkzeugen verglichen werden.
Schliefflich ist das Ergebnis der Auswertung zu préasentieren. Dies geschieht wie folgt:

Probegeometrien

Zur Uberpriifung des mathematischen Modells und zum Vergleich von optimierten mit
konventionell verrippten Umformwerkzeugen durch mechanische FE-Analyse und die
GieBsimulation MAGMASOFT werden parametrisch aufgebaute Probegeometrien defi-
niert. Die Auswahl und Festlegung der Parameter orientiert sich an charakteristischen
Merkmalen und den Abmessungen realer Umformwerkzeuge, vgl. Kap. [7.2] S.[88]

Auszuwertende Kriterien

Das zentrale mechanische Kriterium eines Umformwerkzeugs ist die errechnete Nach-
giebigkeit. Diese soll moglichst gering sein. Das weitere mechanische Kriterium ist die
Verschiebung der Wirkflache in z-Richtung (sog. Wirkfldchendurchbiegung). Diese soll
moglichst homogen ausfallen, vgl. Kap. S. [90]

Giefitechnisch interessieren vor allem die aus dem GieBprozess resultierenden Eigenspan-
nungen, die méglichst gering sein sollen. Dies wird u.a. durch einen mdoglichst homogenen
Abkiihlverlauf eines gegossenen Umformwerkzeugs erreicht. Dariiber hinaus bestimmen
Art und Lage von Lunkern die gieBtechnische Eignung eines Umformwerkzeuges. Lunker
sind bei der Erstarrung einer Schmelze entstandene Schwindungshohlrdume, vgl. [Hass00),
S. 811], und sollen moglichst klein und fern der Wirkfliche positioniert sein, vgl. Kap.
[7.4.2) S. 1]

Die Fertigungsgerechtigkeit eines Umformwerkzeugs wird durch die Menge an Hohlréu-

men und Hinterschnitten innerhalb des Umformwerkzeugs bestimmt. Je weniger davon
auftreten, desto hoher ist die Fertigungsgerechtigkeit, vgl. Kap. [7.4.3] S. [94
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[1: gut; O: schlecht]
1

Abbildung 1.1.: Bewertung der Homogenitét des Abkiihlverlaufs (links) und Wirkflachen-
durchbiegung (rechts) von exemplarisch ausgewéhlten Umformwerkzeu-
gen, auf deren Wirkfliche jeweils ein homogener Druck von 5MPa aus-
geiibt wird. Oben wird ein konventionell verripptes Umformwerkzeug dar-
gestellt, in der Mitte ein rein mechanisch optimiertes Umformwerkzeug
und unten ein mechanisch-gieftechnisch optimiertes Umformwerkzeug.

HEREN B
[MPa] [%]

210 100
170 82
135 — 64
100 46
65 28
30 10
0 L\ 0

Abbildung 1.2.: Durch MAGMASOFT errechnete Eigenspannungen (links, Draufsicht)
und Lunkerwahrscheinlichkeit (rechts, Seitenansicht) der exemplarisch
ausgewahlten Umformwerkzeuge nach Abbildung Bereiche mit einer
Lunkerwahrscheinlichkeit unter 0,5% sind transparent dargestellt.
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Ergebnis

Topologieoptimierte Umformwerkzeuge sind konventionell verrippten Umformwerkzeugen
hinsichtlich der oben genannten mechanischen Kriterien stets deutlich iiberlegen. Wahrend
die Nachgiebigkeit von konventionell verrippten Umformwerkzeugen in der Regel um etwa
15% hoher ist, fallt bei ihnen die Homogenitat der Wirkflachendurchbiegung meist sogar
um mehrere Hundert Prozent schlechter aus, vgl. obige Abb. sowie Kap. [7.4.1] S.[90]
und Kap. S.[119

Rein mechanisch optimierte Umformwerkzeuge weisen im Vergleich mit konventionell
verrippten Umformwerkzeugen in der Regel deutlich héhere Eigenspannungen auf. Bei
mechanisch-gietechnisch optimierten Umformwerkzeugen ist der Abkiihlverlauf wesent-
lich homogener als bei rein mechanisch optimierten Umformwerkzeugen. Die auftretenden
Eigenspannungen sind vergleichbar mit denen der konventionell verrippten Umformwerk-

zeuge. Ferner sind topologieoptimierte Umformwerkzeuge in Bezug auf Lunker vergleich-

bar mit konventionell verrippten, vgl. obige Abb. und Abb. sowie Kap. [7.4.2] S.
[01] und Kap. [8.3.1] S. 119

Durch Einbeziehung einer Entformungsrichtung in die Topologieoptimierung werden
Hohlrdume und Hinterschnitte vermieden. Derart optimierte Umformwerkzeuge weisen
eine vergleichbar hohe Fertigungsgerechtigkeit auf wie konventionell verrippte Umform-
werkzeuge.

1.3. Aufbau

An den in Kap. [L.1] formulierten Zielen orientiert sich der Aufbau dieser Arbeit:

In Kapitel [2| S. [13, werden die funktionalanalytischen Grundlagen zur Topologieopti-
mierung genannt. Inhalt und Aufbau des Kapitels folgen grofitenteils den entsprechenden
Abschnitten aus [Hinz09, Kapitel 1], es flieflen jedoch auch einzelne Resultate aus [Litv00),
Kapitel 1] ein. Eine eingehende Behandlung des Themas kann z.B. auch in [AIt06] gefun-
den werden.

Kapitel 3 S. 29| befasst sich mit der linearen Elastizitétstheorie, welche das Verhalten
linear elastischer Korper unter einwirkenden Kréften modelliert. Inhalt und Aufbau folgen
insbesondere den entsprechenden Abschnitten aus [Brae03, Kapitel 2 und 6], vereinzelt
flieBen Resultate aus [Hinz09, [Ciar78, [Gurt72] [Scha99l Thie03] ein.

Kapitel[d] S.[41] stellt die Topologieoptimierung linear elastischen Materials dar. Zunéchst
wird das Konzept der Gewichtungsoperatoren als Mittel zur Topologieoptimierung entwi-
ckelt. Ferner wird die eindeutige Losbarkeit der Zustandsgleichung sowie die Losbarkeit des
Optimierungsproblems unter Verwendung von Gewichtungsoperatoren diskutiert. Schlie3-
lich werden notwendige Optimalitdtsbedingungen fiir eine Losung des Optimierungspro-
blems genannt. Die Ausfiihrungen in Kap. [£.4] S.[56] und Kap. [£.5] S.[57}, basieren hierbei
auf in [Litv00, Kapitel 2] dargestellten Abschnitten.

In Kapitel ], S. p9] wird mit dem Gewichtungsoperator G eine in der Topologieopti-
mierung neue Glattungsmethodik entwickelt und mit der géngigen Glattungsmethodik
mesh-independence filter, [Sigm94] [Sigm97], verglichen. G5 liefert sowohl in theoretischer,
als auch in praktischer Hinsicht bessere Ergebnisse.
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1. Einleitung

In Kapitel [0, S. [71], wird ein in der Topologieoptimierung neuartiger OC Algorithmus
entwickelt. Dessen Konvergenzeigenschaften werden mit denen des in der Topologieop-
timierung gingigen OC Algorithmus [Bend95] verglichen und stellen sich als durchwegs
besser heraus.

In Kapitel [7] S. [87, werden hinsichtlich mechanischer Eigenschaften topologieoptimier-
te Umformwerkzeuge entwickelt. Ferner werden deren Eigenschaften mit konventionell
gestalteten Umformwerkzeugen verglichen. Die Ausfithrungen in diesem Kapitel folgen
[Drud09], das im Rahmen des Projekts MgOVgU veroffentlicht wurde.

In Kapitel [§] S.[97], wird mit Hilfe des Konzepts der Gewichtungsoperatoren eine Moglich-
keit entwickelt, die Giefitechnik in die Topologieoptimierung einzubeziehen: Zunéchst
wird ermoglicht, das Stefan-Problem in der Topologieoptimierung zu nutzen, wodurch
der Abkiihlverlauf eines durch eine relative Dichteverteilung definierten Umformwerkzeu-
ges beim Gielvorgang modelliert und berechnet werden kann. Ferner werden Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen des Stefan-Problems in der Topologieoptimierung diskutiert.
Sodann wird der Gewichtungsoperator G3 entwickelt, mit dem die Gietechnik in die
Topologieoptimierung einbezogen wird. Schliefilich werden Umformwerkzeuge hinsichtlich
Mechanik, Gieitechnik und Fertigungsgerechtigkeit optimiert. Hierbei wird festgestellt,
dass die Einbeziehung der Giefftechnik durch den Gewichtungsoperator G5 die giefitech-
nischen Eigenschaften der optimierten Umformwerkzeuge deutlich verbessert. Der Ver-
gleich mit konventionell gestalteten Umformwerkzeugen ergibt gleichwertige Ergebnissen
hinsichtlich GieBtechnik und Fertigungsgerechtigkeit, jedoch eine deutliche Uberlegenheit
der optimiert gestalteten Umformwerkzeuge hinsichtlich ihrer mechanischen Eigenschaf-
ten.

12



2. Grundlagen

Essenziell fiir das Studium der Topologieoptimierung und daraus resultierender Problem-
stellungen ist das Verstdndnis der verwendeten funktionalanalytischen Techniken. Daher
werden die im weiteren Verlauf bendtigten Resultate aus der Funktionalanalysis in diesem
Kapitel knapp vorgestellt.

2.1. Banach- und Hilbertraume
Definition 2.1 (Norm, Banach-Raum) FEs sei X ein reeller Vektorraum.
(i) Eine Abbildung || -] : X — [0,00) ist eine Norm auf X, wenn fir beliebige A € R,
u,v e X
D) | =0 & u=0,
b) [[Aull = [Alllull,
c) [lu+oll < flull + [lv]

qgilt.

(ii) Ein normierter Raum heifst Banachraum, wenn er vollstindig ist, also alle Chauchy-
folgen {u,} einen Grenzwert u € X besitzen, d.h. falls lim,, ,—eo ||tm — un|| = 0, so
ezistiert ein u € X, so dass lim, o ||u, — ul|| = 0.

Beispiel 2.2 (Banachraume C(2), C*(Q))
(i) Fiir Q C R? sei der Funktionenraum C(2) definiert durch
C(Q) :={u:Q— R | u stetig}.
Falls € beschriinkt ist, so ist C'() ein Banachraum mit der sup-Norm

lullog@) = sup u(z)].
e

(ii) Es seien Q C R? offen und u € C(2). Fiir einen Multiindex o := (ay, ..., aq) € Ng

werden dessen Ordnung durch |a| = Z?Zl «; sowie die partielle Ableitung der
Ordnung |a| an der Stelle z durch

|al
D%u(x) : 0

"o

13
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definiert. Setze nun
CH(©) = {u € C(Q) | D(u) € C(), |o] < k}.
Sofern Q0 C R? offen und beschrinkt ist, sei
C*(Q) := {u € C*(Q) | D*(u) hat eine stetige Erweiterung auf Q, |a| < k}.

Dann sind die Rdume C*(2) Banachriume mit der Norm

lullor@ = Y IDulle).

laf <k

Definition 2.3 (Skalarprodukt, Hilbertraum) FEs sei H ein reeller Vektorraum.

(i) Eine Abbildung (-,-): H x H — R heifst Skalarprodukt auf H, falls
a) (u,v) = (v,u) fir alle u,v € H.
b) (-,-) ist bilinear.
¢) (u,u) >0 fir allew € H und (u,u) =0 < u=0.

(ii) Fin Vektorraum H mit Skalarprodukt (-,-) und assoziierter Norm
lull = (u, )2
heifit Pra-Hilbertraum.

(iii) Ein Prd-Hilbertraum (H, (-,-)) heifst Hilbertraum, wenn er unter seiner assoziierten
Norm wvollstindig ist.

Beispiel 2.4 Es sei ) # Q C R? offen und beschriinkt. Dann ist (C(2),(,)z2) ein
Pri-Hilbertraum (jedoch kein Hilbertraum) mit dem L?-Skalarprodukt

(1, 0) 2 1= /Q w(@)o(z)dz.

Satz 2.5 (Cauchy-Schwarz Ungleichung) FEs sei H ein Pra-Hilbertraum. Dann gilt fir
alle u,v € H die Cauchy-Schwarz Ungleichung

| (u, 0)| < Jlul{lvf]
Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.1, S. 11]. O

Definition 2.6 (Linearer Operator) FEs scien X,Y normierte reelle Vektorriaume mit
den Normen || - ||x, || - lly-

(i) Eine Abbildung A : X — Y heifit linearer Operator, sofern fir alle u,v € X,
A peR
A(Au + pv) = Nu + pAv

qgilt.

14
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(ii) Durch L(X,Y) wird der Raum aller linearer Operatoren A : X — Y definiert, die
beschrinkt sind im Sinne von

lAllxy = sup [Auly < oo.
flull x=1
L(X,Y) ist ein normierter Raum mit der Operatornorm || - || xy.

Satz 2.7 Fulls Y ein Banachraum ist, ist auch L(X,Y") ein Banachraum.
Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.2, S. 12]. O

Der folgende Satz besagt, dass jeder Operator A € L(X,Y) eindeutig durch sein Ver-
halten auf einem dichten Unterraum von X determiniert ist, sofern Y ein Banachraum
ist:

Satz 2.8 FEs seien X ein normierter Vektorraum, Y ein Banachraum und U C X ein
dichter Unterraum mit der selben Norm wie X . Dann existiert fiir alle A € L(U,Y’) eine
eindeutige Erweiterung A € L(X,Y) mit Aly = A sowie ||A||xy = || Allvy-

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.3, S. 12]. O
Definition 2.9 (Lineares Funktional, Dualraum)

(i) Es sei X ein Banachraum. FEin beschrinkter linearer Operator u* : X — R, d.h.
u* € L(X,R) heifit beschranktes lineares Funktional auf X.

(ii) Der Raum X* := L(X,R) der beschrinkten linearen Funktionale auf X heifit Dual-
raum von X und ist nach Satz[2.7) ein Banachraum mit der Operatornorm

[l :== sup [u"(w)].
Jullx=1

(iii) Es wird die Notation
(U, u) x= x == u*(u)

verwendet.
Der folgende Satz ist von besonderer Bedeutung:

Satz 2.10 (Rieszscher Darstellungssatz) Der Dualraum H* eines Hilbertraumes H ist
1sometrisch zu H: fir jedes v € H ist u*, definiert durch

<u*7u>H*,H = (U,U)H Vu € H7

in H* mit der Norm ||u*|| g+ = ||v||z. Umgekehrt existiert fiir jedes u* € H* ein eindeutiges
v € H, so dass wiederum

(W u)yg g = (v,u)g Yu € H,
mit ||[u* ||« = ||v||m gilt. Insbesondere ist ein Hilbertraum reflexiv (vgl. Def. S. [25)).
Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.4, S. 13]. O
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2.2. Sobolev-Raume

Um eine effiziente Theorie zur Losung partieller Differentialgleichungen zu entwickeln,
ist es notig, die klassischen Funktionenrdume C*(Q) durch Sobolev-Réiume WEP(Q) zu
ersetzen. Vereinfacht gesagt setzt sich W*?(Q) aus allen Funktionen u € LP(Q) zusammen,
die schwache partielle Ableitungen D%u € LP(Q) fiir alle |a| < k besitzen.

Hierfiir wird zunéchst der Raum LP(Q2) charakterisiert. Dabei sei B,; die Borelsche o-
Algebra auf dem R? und juq : By — [0, 00| das Lebesgue Ma8.

Definition 2.11 (£?(S2)) Es sei Q) € B,. Es werden fir p € [1,00) die Seminormen

1/p
Il = ( / |u<x>rpda:) |

[ullzoe(@) = ess sup,cqlu(z)| = inf{ar > 0+ pa({fuf > a}) = 0}
und fir 1 < p < oo der Raum
LP(Q2) = {u: Q — R Lebesgue-messbar : ||u|| 1) < 0o}
definiert.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Raume £P(Q2) keine normierten Rdume sind, da
messbare Funktionen u : @ — R, u # 0 mit [Ju||zr = 0 existieren. Aus diesem Grund
verwenden wir die Aquivalenzrelation

u~wvin LP(Q) <= |Ju—2|wo =0 < u=1fi,

um LP(Q) = £P(Q)/ ~ als den Raum der Aquivalenzklassen von fast iiberall identischen
Funktionen zu bilden, versehen mit der Norm || - ||1r(). AuBerdem sei

LP

loc

(2) := {u: Q@ — R Lebesgue-messbar : v € LP(K) fiir alle K C 2 kompakt}

und weiterhin LP (Q) = L} (Q)/ ~. Uberdies gelten LP(Q) C LL () fiir alle p € [1, o]
und, falls 14(Q2) < oo, L(Q) C LP(Q2) fiir alle 1 < p < gq.

Satz 2.12 (Fischer-Riesz) Die Riume LP(S2), p € [1,00] sind Banachrdume. Der Raum
L3(2) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u,v) 2 ::/uvdm.
Q

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.6, S. 17]. O

Lemma 2.13 (Héldersche Ungleichung) FEs scien Q € By, p € [1,00] und ¢ € [1, 0]

der duale Exponent, d.h.

1 1
S4o=1
P q

Dann gelten fiir alle uw € LP(Q2) und v € LY(QY) die Aussagen uv € L*(Q) und

[uvllr < Jlullze o]l zo-
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2.2. Sobolev-Raume

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Lemma 1.3, S. 17]. O

Zur Definition der Sobolev-Réaume ist ein Verstdndnis der schwachen Ableitung erfor-
derlich. Die Definition der schwachen Ableitung ist motiviert durch die Tatsache, dass fiir
eine beliebige Funktion v € C*(Q2) und jeden Multiindex o € N¢, |a| < k, die Gleichung

/Do‘undx— )|a|/uDa77dx

fir alle n € C2°(92) erfiillt ist. Hierbei sind
C®(Q) == {u € C®(Q) : supp(u) C Q kompakt}

und

supp(u) == {z € Q : u(x) # 0}.

Definition 2.14 (Schwache Ableitung) Es seien Q C R offen und u € Li (). Sofern
eine Funktion w € Li. (Q) existiert, so dass

/wndx: (—1)|a|/uDandx
0 Q

fir alle n € CX(Q), so heifft D*u := w die a-te schwache partielle Ableitung von w.

Es sei angemerkt, dass — sofern vorhanden — die klassische Ableitung mit der schwachen
iibereinstimmt.
Es sei Q C R? offen. Fiir k € Ny und 8 € (0, 1] sei

CHP(Q) := {u € C*(Q) : D*u ist B-Holder stetig fiir || = k}.
Hierbei ist f : Q@ — R S-Holder stetig, falls eine Konstante C' > 0 existiert, so dass
[f(x) = f)| < Clle —yl5,  fiir alle 2,y € Q,

wobei || -]z die euklidische Norm im R¢ ist. 1-Hélder Stetigkeit entspricht Lipschitz Stetig-

keit. Es wird C*°(Q) := C*(Q) gesetzt. Falls 2 beschrinkt ist, ist C*#(£2) ein Banachraum
mit der Norm

D*u(x) — D%u
lullere@y = llullcr@) + Z sup | () (y)l.

o=k TYELTFY HI—szﬁ

Definition 2.15 (C*#- und Lipschitz-Rand, Einheitsnormalenfeld) FEs sei Q) C R? offen
und beschrdnkt.

(i) Q hat einen C*’-Rand, k € Ny U {0}, B € [0,1], falls v > 0, | € {1,...,d},
o € {£1} und eine Funktion v € C*P(RI™Y) fiir ein beliebiges x € O ewistieren, so
dass

QﬂB(I‘,?”) = {y S B(SL’,T) oY < fY(ylV"7yl717yl+17"'7yd)}7

wobei B(x;r) die offene Kugel um x mit Radius r bezeichnet. Anstelle eines C'-
Randes sprechen wir auch von einem Lipschitz-Rand.

17



2. Grundlagen

(ii) Falls 092 ein Lipschitz-Rand ist, kann f.4i. das dulere Einheitsnormalenfeld n : 90 —
R? definiert werden, wobei n(x) mit ||n|ls = 1 der dufere Normalenvektor von 09
an der Stelle x ist.

(i) Es sei O ein Lipschitz-Rand. Dann heifit die Richtungsableitung

%(SL‘) = Vu(z)n(z), =€
die Normalenableitung von wu.

Nachdem der Begriff der schwachen Ableitung eingefithrt wurde, kénnen die Sobolev-
Réaume definiert werden.

Definition 2.16 (Sobolev-Riume) Es sei Q C R? offen. Fiir k € Ny, p € [1,00] sei der
Sobolev-Raum W*P(Q) definiert durch

WEP(Q) := {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) fiir alle |a| < k}

und mit der Norm

1/p
lullwes@y = | D 1D}, , pello0),
la| <K
[ullwrooi) = ZHDOLUHLoo
la|<k
versehen.
Notation

(i) Fiir p = 2 schreiben wir H¥(Q) := W"2(Q). Es ist darauf hinzuweisen, dass
WOor(Q) = LP(Q) fiir p € [1, ).

(ii) Fiir schwache partielle Ableitungen verwenden wir auch die Notation g, Ug,q;,

ua:ia:jack? te

(iii) Fiir u € H'(Q) setzen wir
Vu(z) = (ug, (), ..., uz,(2)).

Satz 2.17 FEs sei Q C R? offen.

(i) Die Menge C=(Q) N WHP(Q), k € Ny, p € [1,00) ist dicht in W*P(Q). Somit ist
WHhP(Q) die Vervollstindigung von {u € C*(Q) : ||ullyrr, < oo} bzgl. der Norm
I Al

(ii) Falls Q ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand ist, ist O (Q) dicht in W*P(Q),
k €Ny, p €ll,00).

18



2.2. Sobolev-Raume

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.10, S. 20]. O

Satz 2.18 FEs sei Q) C RY offen, k € Ny und p € [1,00]. Dann ist W*P(Q) ein Banach-
raum. Auferdem ist der Raum H*(Q) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u, U)Hk(Q) = Z (Dau, Da’U)L2(Q).

la|<k
Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.11, S. 20]. O

Um homogene Randbedingungen bereits in den Funktionenraum einzubeziehen, wird
folgender Unterraum definiert:

Definition 2.19 (Sobolev-Riume mit Nullrandbedingung) FEs sei Q C R? offen. Fiir
k€ Ny, p € [1,00] sei WEP(Q) der Abschluss von C°(Q) in W*P(Q) bzgl. der Norm
|- lwie, d.h. fir jedes w € WP (Q) existiert eine Folge (n;) C C(Q) mit

lim [Ju — 7;[|w.p) = 0.

1— 00

Wie auch bei den Sobolev-Réaumen ohne Nullrandbedingung ist W;”(Q) ein Banach-
raum und HE(2) ein Hilbertraum.

I/Véc P(Q) setzt sich exakt aus den u € WHP(Q) zusammen, so dass D% = 0 fiir alle
la| <k —1 auf 09 gilt, wobei noch eine angemessene Interpretation der Spuren D%u|sq
notig ist. Wie diese aussehen kann, soll nachfolgend geklart werden, sofern jedenfalls (2
einen Lipschitz-Rand hat.

Falls u € W*P(Q) N C(Q) gilt, kann der Randwert auf klassische Weise durch Verwen-
dung der stetigen Erweiterung definiert werden. Da 0f) allerdings eine Nullmenge ist und
Funktionen v € W*?(Q) auf Nullmengen gerade nicht determiniert sind, bedarf es der
Sorgfalt bei der Definition von Randwerten. Dieses Problem wird mit der Existenz eines
Spuroperators gelost:

Satz 2.20 (Spursatz) FEs sei Q C RY offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand. Dann
existiert fir alle p € [1,00] ein eindeutiger, beschrinkter linearer Operator

T: Wl’p(Q) — LP(09),
so dass B
Tu = ulpq, fiir alle u € WHP(Q) N C(Q).

Hierbei hingt ||T||lwie)r@oo) nur von Q und p ab. Tu wird die Spur von u auf 0
genannt.

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.12, S. 21]. O

Fiir die Behandlung von Randwertproblemen ist es niitzlich zu erkennen, dass die Se-
minorm | - kg, definiert durch

1/2

[ulmr@ = | D IDllz |
la|=k
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2. Grundlagen

auf H{(Q) dquivalent zur Norm || - || (o) ist. Offensichtlich gilt
|l ey < lull ey
Aus der im nachfolgenden Satz genannten Ungleichung folgt die Aquivalenz:

Satz 2.21 (Poincaré-Friedrichssche Ungleichung) FEs sei Q) C R? offen und beschrdnkt.
Dann ezistiert ein C' > 0, so dass

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.13, S. 22]. O
Sobolev-Réume sind in klassische Raume eingebettet:

Satz 2.22 (Einbettungssatz) FEs sei Q0 C R? offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand.
Es seienm € N und 1 < p < oo.

(i) Fir alle k € No, 0 < 8 <1 mit
d
m——>k+p
p
gilt die stetige Einbettung

Wm™e(Q) — CHP(Q),

d.h., es existiert ein C > 0, so dass fiir alle w € W™P(Q) (eventuell sind Verdnde-
rungen auf einer Nullmenge nitig) u € C*P(Q) gilt, wobei

lullers@) < Cllullwmr ).
(ii) Fir alle k € Ng, 0 < B <1 mit
d
m——>k+0
p

qilt die kompakte Einbettung
WmP(Q) s CMP(Q)),

d.h., abgeschlossene Kugeln in W™P(Q) sind relativ kompakt in C’k’ﬁ_(Q), d.h., jede
in W™P(Q) beschrinkte Folge {xx} C W™P(Q) besitzt eine in C*P(Q) konvergente
Teilfolge {xy, }.

(i) Fir g > 1 undl € Ny mit
d d
m-2>1-¢

D q

qilt die stetige Einbettung
W™P(Q) — Wh(Q).

Die Einbettung ist kompakt, falls m > 1 und m — g > -4

q

20



2.2. Sobolev-Raume

Fiir beliebige offene und beschrinkte Q € RY gelten die Aussagen (i) — (iii) ebenfalls fiir
Wo™r(€2).

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.14, S. 22]. O

Aufgrund der Bedeutung fiir den weiteren Verlauf werden nachfolgend spezielle Einbet-
tungen genannt:

Proposition 2.23

(i) Es sei Q C R?® offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand, k € N und py > 3. Dann
gilt
WHhe(Q) s WhP(Q) s CFHQ) — WHLo(Q).

(ii) Es seien X,Y,Z Banachrdume. Gelten X —— Y — Z oder X — Y —— Z, so
qilt auch X —— Z.

Beweis:

(i) Essei u € Wh*(Q). Fiir n € N gilt

n n Po
> < (Z x> . falls alle z; > 0.
=1 =1

Weil & — 2/P0 fiir £ > 0 streng monoton wichst, folgt

1/po
lilire = [ 3 / D u(z)Pdz
o<k €
1/po

> [ 1Dl
Q

la| <k

IN

1/po

= (V7| D ID

o<k

< ps()70ull e

Mit Satz[2.22] S. folgt die Aussage.

(ii) Gilt X —<— Y < Z, so konvergiert eine in Y konvergente Folge auch in Z. Gilt
X =Y —<— Z, so ist eine in X beschrinkte Folge auch in Y beschrankt.

21



2. Grundlagen

2.3. Bochner-Raume

Im Folgenden werden knapp die grundlegenden Réume vorgestellt, in welchen nach schwa-
chen Losungen parabolischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung gesucht wird. Seien
nachfolgend stets X ein separabler Banachraum und 7" > 0. Betrachtet werden Abbildun-
gen

te[0,T])— u(t) € X.

Es wird das Verstédndnis der Messbarkeit, Integrierbarkeit und schwachen Differenzierbar-
keit erweitert.

Definition 2.24 (Einfache Funktionen, starke Messbarkeit)

(i) Wir bezeichnen die Funktion s : [0,T] — X als einfach, falls sie von der Form

mit Lebesgue messbaren Mengen E; C [0,T] und y; € X ist.

(ii) Eine Funktion f :t € [0,T] — f(t) € X heifit stark messbar, falls einfache Funk-
tionen sy, : [0,T] — X existieren, so dass

sk(t) — f(t) fiir fast alle ¢ € [0, T7.

Definition 2.25 (Bochner-Integral)

(i) Wir definieren fir eine einfache Funktion s(t) = > ", 1g,(t)y; das Integral

/0 s(t)dt == Zsz(Ez)

(ii) Eine Funktion f :]0,T] — X heifst Bochner-integrierbar, falls eine Folge einfacher
Funktionen (sy) existiert mit sg(t) — f(t) f.4. und

T
/ |sk(t) — f(t)||xdt = 0  fiir k — oo.
0

(iii) Falls f Bochner-integrierbar ist, definieren wir

/T f(t)dt := lim Tsk(t)dt.
0

k—o00 0

Satz 2.26 (Bochner-Integrierbarkeit) Fine stark messbare Funktion f :[0,T] — X ist
genau dann Bochner-integrierbar, wenn t — || f(t)||x Lebesque integrierbar ist. In diesem

Fall qult
T
/ F()dt
0

T
< / 1) xdt
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2.3. Bochner-Raume

und fir alle u* € X* ist die Funktion t — (u*, f(t))x~ x integrierbar mit

<u*,/OT f(t)dt>X*7X = /0T<u*,f(t)>x*7xdt.

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.30, S. 38]. O
Dies motiviert zu folgender Definition Banachraum-wertiger Raume:

Definition 2.27 FEs sei X ein separabler Banachraum. Fir 1 < p < oo definieren wir
den Raum

LP(0,7;X) = {u:[0,T] — X stark messbar :

T 1/p
| wll oo, x) == (/ Hu(t)||’§(dt) < OO}-
0

L>0,7;X) := {u:[0,7] - X stark messbar :

[l oo (0,7:x) := €88 sUPyep 7y [lu(t)]| x < oo}

Dariiber hinaus st

Der Raum C*([0,T); X), k € Ny, ist entsprechend definiert als der Raum der k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen auf [0,T].

Definition 2.28 (Schwache Zeitableitung) FEs sei u € L'(0,T; X). Die Funktion v €
LY0,T; X) heifit schwache Zeitableitung von u, geschrieben u; = v, falls

/0 0 (t)u(t)dt = —/0 n(t)v(t)dt  fiir alle n € C2((0,7)).

Lemma 2.29 Fir jedesu € LP(0,T;X), 1 < p < oo, existiert eine Folge einfacher Funk-
tionen (sg) mit sx — u f.4. und sy — w in LP(0,T; X). Dariber hinaus sind Funktionen
der Form

> miltyu,  m € C2((0.7)), ui € X

i=1
dicht in LP(0,T; X). Weiterhin sind auch C((0,T); X) und C*([0,T]; X) fir k € Ny
dicht in LP(0,T; X).

Satz 2.30 Fs sei X ein separabler Banachraum. Dann ist LP(0,T;X) fir 1 < p < oo
ein Banachraum. Weiterhin kann der Dualraum von LP(0,T; X) isometrisch identifiziert
werden durch L(0,T; X*), 1/p+1/q =1, mit

T
(U, W) La(o,1:x+),L7(0,T:X) :/ (v(t), u(t)) x~ xdt.
0

Falls H ein separabler Hilbertraum ist, ist L*(0,T; H) ein Hilbertraum mit dem inneren
Produkt

(1, 0) 200010 = /0 (u(t), v(t)) gt
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2. Grundlagen

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.31, S. 39]. O

Definition 2.31 (Gelfandscher Dreier) FEs seien H,V separable Hilbertraume mit der
stetigen und dichten Finbettung V — H. Dann gilt die stetige und dichte Einbettung

Ve H—=V"
die Gelfandscher Dreier genannt wird. Die Finbettung H — V™ ist gegeben durch
wve Hw— (u,-)g e H* C V™.
Dariiber hinaus werde der Raum
W(,T;H,V) :={u: ue L*0,T;V), u € L*(0,T;V*)}

mit der Norm
) 2 2 /
lllworsiry = (Il + 2o r-)
eingefiihrt.

Aufgrund des Gelfandschen Dreiers V' — H — V* gilt fir v € L*(0,T;V) auch
w € L*(0,7;V*) und damit v € L'(0,T; V*). Daher macht es Sinn, u; € L'(0,T;V*) zu
verlangen und die zusiitzliche Bedingung u; € L*(0,T; V*) einzufiihren.

Satz 2.32 FEs sei V — H — V* ein Gelfandscher Dreier. Dann ist W(0,T; H,V) ein
Hilbertraum und es gilt die stetige Finbettung

W (0, T; H,V) < C([0,T]; H).

Uberdies gilt fiir alle w,v € W(0,T; H,V) die Integrationsformel

(u(t),v(t)m — (u(s),v(s))n = / ((ue(7), v(T))ve v + (0e(7), w(T))v=v) dT.

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.32, S. 40]. O

2.4. Schwache Konvergenz

In unendlichdimensionalen Rdumen sind beschrénkte, abgeschlossene Mengen nicht mehr
zwingend kompakt. Um Kompaktheitsresultate zu erlangen, muss das Konzept der schwa-
chen Konvergenz verwendet werden.

Definition 2.33 (Schwache Konvergenz) FEs sei X ein Banachraum. Eine Folge {xy} C
X konvergiert schwach gegen x € X, geschrieben

T — T,
falls

klim (", ) x+ x = (&%, x)x~ x, fiiralle 2™ € X™.
—00
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2.4. Schwache Konvergenz
Definition 2.34 (Schwach abgeschlossen, schwach folgenkompakt) Es seien X ein
Banachraum und C' C X.

(i) Die Menge C heifit schwach abgeschlossen, wenn

{zx}€C, xpy—2 = zeC.

(ii) Die Menge C' heifst schwach folgenkompakt, wenn

{zx} € C = 3I{zy,} C{op} mit o, =z, z€C.

Ist eine Menge schwach abgeschlossen, so ist sie abgeschlossen. Der Umkehrschluss ist
im Allgemeinen falsch.

Satz 2.35 (Eigenschaften schwacher Konvergenz) FEs sei X ein Banachraum.
(i) FEs sei {xyx} C X mit xp — x € X. Dann gilt x;, — .

(ii) In einem endlichdimensionalen Vektorraum X ist schwache Konvergenz dquivalent
zu Konvergenz.

(i) Ist X ein Hilbertraum, so folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz, dass schwache
Konvergenz x, — v € X dquivalent ist zu

klim (xp,v)x = (z,v)x fir allev € X.
—00

(iv) Es sei {zx} C X schwach konvergent gegen x € X. Dann ist {xy} beschrinkt.
(v) Es sei C C X abgeschlossen und konvex. Dann ist C' schwach abgeschlossen.
Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.16, S. 25]. O

Definition 2.36 (Reflexiv) FEin Banachraum X ist reflexiv, wenn die kanonische Ein-
bettung v € X — (-, x)x+x € (X*)* surjektiv ist, d.h., wenn fir jedes z*™* € (X*)* ein
x € X existiert mit

(™, 2") (x+y)= x+ = (", 2)x- x fiir alle 2 € X™.

Es gilt [[2*||(x+)+ = ||z||x. Weiterhin sind L” und W™P fiir 1 < p < oo und m € N
sowie jeder Hilbertraum reflexiv.

Satz 2.37 (Schwache Folgenkompaktheit) FEs sei X ein reflexiver Banachraum. Dann
gilt:

(i) Jede beschrinkte Folge {xx} C X beinhaltet eine schwach konvergente Teilfolge
{zr, } C {zp} mit xp, — x € X.

(ii) Jede beschrinkte, abgeschlossene und konvexe Teilmenge C' C X ist schwach folgen-
kompakt.
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2. Grundlagen

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.17, S. 25]. O

Definition 2.38 (Schwach [unterhalb-]stetig) FEs seien X ein Banachraum und F :
X — R ein Funktional.

(i) F' heifit schwach stetig, sofern fiir eine beliebige schwach konvergente Folge {zy} C
X gilt, dass F(xy) — F(x).

(ii) F heifit schwach unterhalbstetig, sofern fiir eine beliebige schwach konvergente Folge
{zx} C X gilt, dass liminfy_,o F(zg) > F(x).

Ist F' schwach stetig, so ist F' stetig. Der Umkehrschluss gilt iiblicherweise nicht. Ins-
besondere sind die meisten nichtlinearen stetigen Funktionale nicht schwach stetig.

Satz 2.39 (Schwach [unterhalb-]stetige Funktionale) Es sei X ein Banachraum. Dann
qgilt:

(i) Jedes beschrinkte lineare Funktional F' € X* ist schwach stetig.

(ii) Jedes stetige und konvexe Funktional F': X — R ist schwach unterhalbstetig.

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.18; S. 25]. O
Ist X ein Hilbertraum, so sind insbesondere die Funktionale || - ||x und || - ||% schwach
unterhalbstetig.

Nachfolgend werden Operatoren vorgestellt, die schwach konvergente Folgen auf stark
konvergente Folgen abbilden:

Definition 2.40 (Kompakte Operatoren) Fin linearer Operator A : X — Y zwischen
normierten Rdaumen heifft kompakt, wenn A beschrinkte Mengen auf relativ kompakte
Mengen abbildet, also

M C X beschriankt =AM CY kompakt.
Nachdem kompakte Mengen beschrinkt sind, sind kompakte Operatoren automatisch
beschréankt und damit stetig. Fiir eine kompakte Einbettung X << Y ist der Einbet-
tungsoperator Ixy :x € X — y € Y kompakt.

Es folgt der Zusammenhang zwischen schwacher und starker Konvergenz:

Satz 2.41 FEs set A : X — Y ein kompakter Operator zwischen normierten Rdumen.
Dann gilt fiir alle schwach konvergenten Folgen {x;} C X mit x), = x € X

Ax, — Ax inY.

Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Lemma 1.6, S. 26]. O
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2.5. Gateaux- und Fréchet Differenzierbarkeit

Nachfolgend wird vorgestellt, wie der Begriff der Differenzierbarkeit auf Operatoren zwi-
schen Banachrdumen ausgedehnt wird.

Definition 2.42 (Richtungs-/ G- und F-Differenzierbarkeit) FEs seien F': U C X =Y
ein Operator mit Banachriumen X,Y und U # 0 offen.

(i) F heifit richtungsdifferenzierbar in x € U, falls der Grenzwert

AP (e h) = Tim L) = F(2)

t—0t t

ey

fir alle h € X existiert. In diesem Fall heifit dF(x, h) Richtungsableitung von F in
Richtung h.

(ii) F heift Gateaux differenzierbar (G-differenzierbar) in x € U, falls F' richtungs-
differenzierbar in x und die Richtungsableitung F'(x) : X > h — dF(z,h) € Y
beschrankt und linear ist, also F'(z) € L(X,Y).

(iii) F ist Fréchet differenzierbar (F-differenzierbar) in x € U, falls F G-differenzierbar
in x ist und ferner folgende Bedingung erfiillt ist:

|F(z 4+ h) = F(z) = F'(z)h]ly = o(|[hllx)  fiir [|h]x — 0.

(iv) Falls F richtungs-, G-, F-differenzierbar in jedem x € V- mit V. C U offen ist, so
heifst F' richtungs-, G-, F-differenzierbar auf V.

Hohere Ableitungen werden folgendermaflen definiert: Falls F' G-differenzierbar in einer
Umgebung V von z ist und F’ : V' — L(X,Y') wiederum G-differenzierbar in z ist, heifit F’
zweimal G-differenzierbar in z. F"(x) € L(X, L(X,Y)) bezeichnet die zweite G-Ableitung
von F'in x. Hohere G-Ableitungen sind dquivalent definiert und auf die selbe Weise auch
hohere F-Ableitungen.

Offensichtlich impliziert F-Differenzierbarkeit von F' in x auch Stetigkeit von F'in z.
Wenn F' k-mal F-differenzierbar und F*) stetig ist, heiBt F k-mal stetig F-differenzierbar.

Nachfolgend einige Eigenschaften:

(i) Fir F-differenzierbare Operatoren gilt die Kettenregel. Es sei H(z) := G(F(x)).
Falls F, G F-differenzierbar in = bzw. F(z) sind, ist H F-differenzierbar in = mit
H'(z) = G'(F(x))F'(x). Falls F' G-differenzierbar in x ist und G F-differenzierbar
in F(z), so ist H G-differenzierbar in 2 und die Kettenregel gilt. Uberdies gilt auch
die Summenregel fiir F- und G-Ableitungen.

(ii) Falls F' G-differenzierbar in einer Umgebung von x ist und F’ stetig in x ist, ist F’
F-differenzierbar in x.
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2. Grundlagen

(iii) Falls F' : X x Y — Z F-differenzierbar in (z,y) ist, sind F(-,y) und F(z,-) F-
differenzierbar in = bzw. y. Diese sog. partiellen Ableitungen werden mit F,(x,y)
und F,(z,y) bezeichnet. Es gilt

F’(x, Yy) (e, hy) = Fo(z,y)he + Fy<x)y)hy'

(iv) FF: X xY — Z ist genau dann stetig F-differenzierbar in der offenen Menge
U C X xY, wenn die partiellen Ableitungen stetig F-differenzierbar in U sind.

(v) Falls F' G-differenzierbar in einer Umgebung V' von x ist, dann gilt fiir alle h € X
mit {x +th:te€[0,1]} CV

|F(x+h)— F(x)|ly < sup ||F'(z+th)h|y.
0<t<1
Falls t € [0,1] — F'(z 4+ th)h € Y stetig ist, gilt
1
F(x+h)—F(z) = / F'(z + th)hdt,
0

wobei das Y-wertige Integral als Riemann Integral definiert ist.

Anschliefend wird die Produktregel auf Operatoren zwischen Banachrdumen verallge-
meinert:

Definition 2.43 (Produkt) FEs seien X,Y, W Banachriume. Fine stetige, bilineare Ab-
bildung B : X x Y — W heifit Produkt.

Satz 2.44 (Produktregel) Es seien X,Y,W,Z Banachrdiume, U C X offen und nicht-
leer, FF : U =Y und G : U — Z F-differenzierbar und B : Y x Z — W ein Produkt.
Dann ist H : x — B(F(x),G(z)) F-differenzierbar mit der Ableitung

H'(z)h = B(F'(x)h,G(x)) + B(F(x),G'(z)h), fir allez € U, h € X.
Beweis: Siehe z.B. [Ruzi04, Satz 2.2.7]. O

Der nachfolgende Satz hat grole Bedeutung fiir Optimierungsprobleme mit partiellen
Differentialgleichungen:

Satz 2.45 (Satz iiber implizite Funktionen) FEs seien X,Y,Z Banachriume und F :
G — Z eine stetig F-differenzierbare Abbildung von einer offenen Menge G C X XY
nach Z. Es sei (xg,y0) € G derart, dass F(xo,y0) = 0 und F,(zo,y0) € L(Y,Z) eine
beschrinkte Inverse habe. Dann existieren eine offene Umgebung Ux(x¢) x Uy (yo) C G
von (xg, yo) und eine eindeutig definierte stetige Funktion w : Ux(xo) — Y, so dass

(i) w(zo) = vo,
(i) fir alle x € Ux(zo) genau ein y € Uy(yo) mit F(x,y) = 0 existiert, namlich
y = w(x).
Uberdies ist die Abbildung w : Ux(x¢) — Y stetig F-differenzierbar mit der Ableitung
w'(x) = —F, (2, w(z)) " Fy(z, w(x)).
Falls F : G — Z m-fach stetig F-differenzierbar ist, so ist es auch w : Ux(xg) — Y.
Beweis: Siehe z.B. [Hinz09, Theorem 1.41, S. 52]. O
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3. Linear elastisches Material unter
Einwirkung von Kraften

Bei der Topologieoptimierung ist als Nebenbedingung stets die Zustandsgleichung zu
erfiillen. In dieser ist ein strukturmechanisches Problem zu l6sen. Der von uns als li-
near elastisch angenommene Korper unterliegt hierbei einem vorgegebenen System an
Kréften und hat darauf akkurat zu reagieren. Es ist fiir uns also von Bedeutung, mit den
Grundlagen der Strukturmechanik und hierbei vor allem mit der linearen Elastizitits-
theorie vertraut zu sein. Dabei beschéftigen uns insbesondere Fragen nach der Losbarkeit
unseres kontinuierlichen strukturmechanischen Problems, der diskreten Approximation
einer solchen Losung und der Approximationsgiite.

Probleme in der Strukturmechanik befassen sich mit der Deformation von Korpern
unter Einwirkung von Kréften unterschiedlicher Art. Von Interesse sind hierbei die Ver-
zerrungen und Spannungen, die durch die Verformung eines Kérpers entstehen. Die Elas-
tizitdtstheorie geht davon aus, dass die auftretenden Spannungen nur von der ersten Ab-
leitung der Verschiebungen herriihren. Die lineare Elastizitédtstheorie nimmt einen aus-
schlieBlich linearer Zusammenhang an.

Im Folgenden werden in Kap. die wesentlichen Grundlagen der Elastizitétstheorie
aufgefiithrt und die im weiteren Verlauf der Arbeit bedeutende Lamé-Gleichung hergeleitet.
In Kap.[3.2 S.[33] folgt die schwache Formulierung der Lamé-Gleichung. In Kap.[3.3] S.[34]
werden die Voraussetzungen fiir die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung
prasentiert. Kap. S. beschreibt die Methode der diskreten Approximation solcher
schwachen Losungen, die im weiteren Verlauf der Arbeit verwendet wird. Schliefllich wird
die Giite dieser Approximationen mittels Fehlerabschitzung diskutiert.

3.1. Die Lamé-Gleichung in ihrer starken Form

Die Grundlage der Elastizitétstheorie bildet die dreidimensionale Theorie. Thre wesentli-
chen Bestandteile sind die Kinematik, die Gleichgewichtsbedingungen und die Material-
gesetze:

3.1.1. Kinematik

Es werde ein beliebiger Kérper betrachtet. Fiir diesen sei eine Referenzkonfiguration €
bekannt, welche der Abschluss einer beschrinkten offenen Menge 2 C R3 sei. In der Regel
ist () gerade die Teilmenge des R?, die der Kérper im spannungsfreien Zustand einnimmt.
Der aktuelle Zustand des Korpers wird durch eine Abbildung

¢:Q— R
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3. Linear elastisches Material unter Einwirkung von Kréften

beschrieben. Insbesondere nennt ¢(x) den Ort des Punktes, der sich im Referenzzustand
am Ort x € Q befunden hat. Es ist

¢ =1id + u,

wobei u : Q — R? als Verschiebung bezeichnet wird.
Nachfolgend werde ¢ stets als hinreichend glatt angenommen. ¢ ist eine Deformation,
wenn

det(Vo(z)) >0

fir ein x € Q gilt. Dabei ist V¢ : Q — R3*3 der Deformationsgradient und seine Ma-

trixdarstellung lautet
041 041 O
(91E1 axg 8([3

v¢:%%%

Ox1 Oxze  Ox3 ’
O¢s  Ops O3
o1 Oxo Oxs

wobei V¢ = Vu. Bei einer Deformation werden Teilmengen mit positivem Volumen wieder
in solche mit positivem Volumen abgebildet. Deformationen sind lokal injektive Abbildun-
gen.

Einer der wichtigsten Begriffe der Elastizitéitstheorie ist die Verzerrung (engl.: strain),
die lokale Anderungen der Lingen im betrachteten Korper beschreibt. In der linearen
Theorie werden die quadratischen Terme vernachléssigt und es ergibt sich die symmetri-
sierte Verzerrung e : 0 — R3*3, definiert durch

(Vu+ (Vu)") .

N =

€ =

Der Anschaulichkeit halber wird oft e(u) anstelle von e geschrieben.

3.1.2. Gleichgewichtsbedingungen

In der Mechanik wird der Einfluss der Kréfte axiomatisch behandelt. Es wird ange-
nommen, dass die Krafte-Wechselwirkungen vollsténdig zuriickgefithrt werden koénnen
auf flichenhaft verteilt wirkende Kréfte (kurz: Flichenkrdfte) und volumenhaft verteilt
wirkende Krifte (kurz: Volumenkrdifte). Eine typische Volumenkraft ist die Schwerkraft,
wéahrend etwa der Luftdruck eine Flachenkraft darstellt.

Das zentrale Axiom der Mechanik besagt nun, dass sich in einem Gleichgewichtszustand
alle Krafte und Momente zu Null addieren:

Axiom des statischen Gleichgewichts Der Korper B befinde sich unter den Volumen-
kriften f: B — R? (also im deformierten Zustand) im Gleichgewicht. Dann existiert ein
Vektorfeld g : B x §? — R? (S? bezeichnet die Einheitssphire im R?), so dass in jeder
Teilmenge V C B

/Vf(x)dx—l—/avg(x,n)ds _
/Vx/\f(x)dx—l—/ v Aglen)ds = 0

ov
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3.1. Die Lamé-Gleichung in ihrer starken Form

gilt. Das Zeichen A steht fiir das Vektorprodukt im R3. Die durch g spezifizierten Flichen-
krafte hdangen hierbei nicht nur vom Ort, sondern auch von der Richtung des &ufleren
Normalenvektors n ab.

Im nachfolgenden Satz von Cauchy wird die Abhéngigkeit von der Normalen n geklart

und die klassische Differentialgleichung der Mechanik aufgestellt. Hierbei seien:

R3*3  Menge der 3 x 3-Matrizen,

Rixg Menge der 3 x 3-Matrizen mit positiver Determinante,

0%*3%  Menge der orthogonalen 3 x 3-Matrizen,

@iX?’ Menge der orthogonalen 3 x 3-Matrizen mit positiver Determinante,

S3*3  Menge der symmetrischen 3 x 3-Matrizen,

S¥*3 Menge der positiv definiten 3 x 3-Matrizen.

Satz 3.1 (Satz von Cauchy) FEs seien g(-,n) € CY(B,R?), g(x,-) € C°(S* R?) und
f € C(B,R3) im Gleichgewicht gemif des Axioms des statischen Gleichgewichts. Dann
gibt es ein symmetrisches Tensorfeld o € C*(B,S**3) mit folgenden Eigenschaften:

g(x,n) = o(z)n, r€B, neS?
dive(z) + f(z) = 0.

Der Tensor o wird (Cauchyscher) Spannungstensor genannt.
Beweis: Siehe zum Beispiel [Brae03) S. 265]. O

Es sei darauf hingewiesen, dass divo(z) € R? gilt, genauer

911 0012 013

Ox1 + Oxa + Ox3

: o Joaq Joaa Joas
divo(z) = Tt Tt G ().

do31 | Oozp | Oosz

a.'bl + 8:)32 + 8%3

3.1.3. Materialgesetze

Eines der zentralen Probleme der Strukturmechanik besteht darin, zu gegebenen &ufle-
ren Kréiften die Deformation des Korpers und die Spannungen zu bestimmen. Die im Satz
von Cauchy genannte Differentialgleichung liefert dazu drei Gleichungen. Dadurch sind die
sechs Komponenten des symmetrischen Spannungstensors jedoch noch nicht vollstdndig
bestimmt. Die fehlenden Gleichungen ergeben sich aus den Materialgesetzen. Darin kommt
zum Ausdruck, dass die Deformation zu gegebenen Kréften auch von Materialeigenschaf-
ten abhéngt.

Definition 3.2 (Elastisches, homogenes, objektives, isotropes Material)

(i) Ein Material heifit elastisch, wenn es eine Abbildung
bRV 5 59
qibt, so dass fir jeden deformierten Zustand
o(z) = 6(Vo(d~' (2)))
gilt. & heifit Antwortfunktion.
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3. Linear elastisches Material unter Einwirkung von Kréften

(i) Ein Material heifft homogen, wenn & nicht explizit vom Ort ¢~(x) abhingt.
(iii) Bin Material heifit objektiv, wenn Qo (x)n = o(Qx)Qn fiir alle Q € Q3.
(iv) Ein Material heifit isotrop, wenn

(Voo™ (2))) = (Voo™ (2)Q)
fiir alle Q € Q3.

Die Forderung, die an den Spannungstensor o eines elastischen Materials gestellt wird,
wird als konstitutives Gesetz bezeichnet. Bei diesem wird angenommen, dass die Span-
nungen in lokaler Weise nur von den ersten Ableitungen der Verschiebungen abhéngen.

Die Definition der Objektivitat eines Materials wird auch Axziom der Koordinatenun-
abhdingigkeit genannt und fiir jedes Material gefordert. Isotropie dagegen ist eine reine
Materialeigenschaft: Sie besagt, dass im Material keine Richtung ausgezeichnet ist.

3.1.4. Lineare Elastizitatstheorie

Die Deformationen, Verzerrungen und Spannungen in einem Korper sind durch die Kine-
matik, die Gleichgewichtsbedingungen und die Materialgesetze bestimmt. Grundsétzlich
sind hierbei nur die Gleichgewichtsbedingungen fiir den Spannungstensor linear.

Die geometrisch lineare Theorie geht von kleinen Verschiebungen aus und verwendet an-
stelle der Verzerrung nur die symmetrisierte Verzerrung e. Die physikalisch lineare Theo-
rie nimmt kleine Verzerrungen an und verwendet ein Materialgesetz, welches einen li-
nearen Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Spannungen herstellt (kurz: lineares
Materialgesetz). Die lineare Elastizitdtstheorie ist eine geometrisch und physikalisch linea-
re Theorie. In ihr braucht nicht zwischen den (oben nicht erwdhnten) unterschiedlichen
Spannungstensoren unterschieden werden.

In der linearen Elastizitatstheorie errechnet sich die Spannung o durch Verkniipfung der
symmetrisierten Verzerrung e mit einem Tensor 4. Ordnung C, dem FElastizitditstensor. Auf-
grund der geforderten Materialeigenschaften und den daraus resultierenden Symmetrien
miissen nicht die gesamten 81, sondern nur noch 21 Komponenten von C, die sogenannten
FElastizitdten, benannt werden. Hierfiir sind wiederum - abhéngig von der Komplexitéit des
Materialgesetzes - 2 bis 21 Konstanten bzw. Funktionen notig.

Das bekannteste und auch einfachste lineare Materialgesetz ist das Hookesche Gesetz.
Es lautet bei geometrisch linearer Theorie

o = 2ue + Atr(e)]

fiir linear elastisches, isotropes Material, fiir welches wir uns nachfolgend interessieren.
Die beiden Konstanten p und A werden als Lamé-Konstanten bezeichnet und definie-
ren die oben genannten 21 Elastizitdten von C bereits vollstindig. Zu beachten ist, dass
die Gleichung tr (e) = div (u) gilt, A also die Spannungen infolge von Dichteinderungen
beschreibt. Der Anschaulichkeit halber wird oft o(u) anstelle von o geschrieben.
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3.2. Die schwache Formulierung der Lamé-Gleichung

Mit anderen, ebenfalls oft genutzten Konstanten, ndmlich dem FElastizitdtsmodul E und
der Querkontraktion (auch Poissonzahl) v besteht folgender Zusammenhang:

po M2 A
A+ p 200+ 1)
sowie E B
A= v =

(1+v)1-2v) 21+v)
Es kann berechnet werden, dass A\, u, £ > 0 und 0 < v < 1/2 gelten muss. Fiir viele
Materialien gilt v ~ 1/3.

Es werden nun I'yg und I’y derart definiert, dass ' NIy =  und Ty UT; = 990.
Auf dem Randstiick I'y sei die Verschiebung ug gegeben und auf dem Randstiick I'y die
Flachenkraft g. Die klassische elliptische Differentialgleichung fiir ein linear elastisches,
isotropes Material mit dem Referenzzustand 2 ist die Lamésche Differentialgleichung

—2pdive(u) — Agraddive = f in €,
U = U auf Iy,

olun = g auf T'y.

3.2. Die schwache Formulierung der Lamé-Gleichung

Die numerische Berechnung einer Losung einer elliptischen Differentialgleichung fufit auf
deren Variationsformulierung. Die Losungen der wichtigsten Differentialgleichungen las-
sen sich durch Minimaleigenschaften charakterisieren. Die Variationsaufgaben besitzen ih-
re Losungen in Sobolev-Réumen. Bei der numerischen Behandlung wird die Minimierung
in endlichdimensionalen Unterrdumen durchgefiihrt. Als passend - sowohl aus praktischer
als auch aus theoretischer Sicht - haben sich die sogenannten Finiten-FElemente-Rdume
erwiesen. Auflerdem wird hierbei auf einfache Weise die Existenz sogenannter schwacher
Lésungen gewonnen.

Es sei v Losung der Laméschen Differentialgleichung. Wird diese Gleichung mit einer
beliebigen (hinreichend glatten) Testfunktion v :  — R3 multipliziert und iiber € inte-

griert, ergibt sich
—/diva(u) ~odr = / f - vdx.
) )

Mit dem Gauf’schen Integralsatz folgt

/Qa(u) - Vodx — /89 o(u)n-vds = /Qf -~vdz.

Gelten Nullrandbedingungen auf I'y, so folgt aufgrund der Symmetrie von o

/Qa(u)-e(v)dx—/gf-vdx—i-/Flg-vds.

Die obige Gleichung wird als schwache Formulierung bzw. Variationsgleichung (der La-
méschen Differentialgleichung), eine Losung derselben als schwache Losung bezeichnet.
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3. Linear elastisches Material unter Einwirkung von Kréften

Jede klassische Losung der Laméschen Differentialgleichung 16st auch die schwache For-
mulierung.

Es sei darauf hingewiesen, dass aufgrund der Symmetrie von e(u) und o(u) deren Kom-
ponenten oftmals zu Vektoren zusammengefasst werden. Damit lautet das Hooksche Ge-
setz

o1 21+ A A A 0 0 0 €11
022 A 20+ A A 0O 0 0 €22
o33 | A A 2u+X 0 0 0 €33
2002 | 0 0 0 4 0 0 e |’
2013 0 0 0 0 4p 0 €13
2093 0 0 0 0 0 4u €23
kurz (u) = Cé(u) mit der Materialmatriz C|Es gilt
o(u) - e(v) = é(u)’ Ce(v). (3.1)

3.3. Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen

Es stellt sich heraus, dass unter bestimmten Voraussetzungen die schwache Losung gerade
die Losung des zugehorigen Variationsproblems ist. Hierzu wird die iibliche abstrakte
Notation eingefiihrt:

Definition 3.3 (Elliptische Bilinearform, Energienorm, stetiges Funktional) FEs sei H
ein Hilbert-Raum. Fine Bilinearform a : H x H — R heifit stetig, falls

la(u,v)| < C|lu|l - |Jv] fir alle u,v € H

mit einem C' > 0 gilt. Fine symmetrische, stetige Bilinearform a heif$t H-elliptisch, kurz
elliptisch oder koerziv, wenn mit einem a > 0

a(v,v) > aljv|)? fir alle v e H
qilt. Mit jeder elliptischen Bilinearform a wird durch
1/2

[v]la = a(v,v)

offensichtlich eine Norm induziert, die zur Norm des Hilbert-Raums H dquivalent ist.
Diese Norm wird Energienorm genannt. Auf einem normierten Raum V ist ein lineares
Funktional ¢ : V — R stetig, falls

[0(v)| < ellv]| fir alle v € V.

Der Raum der stetigen, linearen Funktionale auf einem normierten Raum V wird mit V*

bezeichnet (siehe Definition S. [15).

3Die Materialmatrix ist zwar vergleichbar, aber nicht identisch mit dem Elastizitiitstensor C, welcher
ein Tensor 4. Ordnung ist.
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3.3. Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen

Anstelle von ¢(v) wird haufig die Notation (¢, v) verwendet, um die Symmetrie in ¢ und
v zum Ausdruck zu bringen.

Mit V als dem Abschluss von {v € C*®(2,R3) | v(z) = 0 fiir x € Ty} bzgl. der || - ||m
Norm ist V ein Hilbertraum, vgl. [Brae(03, S. 45]. Dann werden a(u,v) : V x V' — R und
¢:V — R definiert durch

a(u,v) = /Q o) - e(v)da (3.2)

(L) = /Qf-vdx—f—/rlg-vds.

Dann lautet das Variationsproblem der linearen Elastizitédtstheorie in der eben eingefiihr-
ten Notation:
Findeuw e V: a(u,v) = ({,v) fir alle v € V. (3.3)

Weil a(u,-) € V* fir alle uw € V gilt und v € V — a(u,-) € V* stetig und linear ist,
existiert ein beschrénkter, linearer Operator A : V' — V* mit

a(u,v) = (Au, v)y«y Yu,v € V. (3.4)
Das Variationsproblem kann also auch in der Form
FindeueV: Au=/

beschrieben werden.
Fiir Losungen des Variationsproblems (3.3)) gilt das folgende wichtige Resultat iiber
Existenz und Eindeutigkeit:

Satz 3.4 (Satz von Lax-Milgram) FEs sei V' ein reeller Hilbert-Raum und a : V xV — R
eine elliptische Bilinearform mit den Konstanten C,a > 0 aus Definition[3.3], S.34l Dann
hat fiir jedes ¢ € V* die Variationsgleichung

a(u,v) = (¢,v) fir alle v € V
genau eine Lisung u € V. Auflerdem gilt
lully < ey
Der Operator A aus Gleichung geniigt
Ae LV, V"), At e L(v V), A7

-1

vey S
Beweis: Siehe z.B. [Brae03), S. 37|, [Litv00, S. 18] und [Hinz09, S. 29]. O

Nachfolgend wird gepriift, ob die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram erfiillt
sind. Fiir beliebige u,v € H*(€,R?) gilt mit dem Spursatz [2.20} S. [19]

/f-vdx—i—/ g - vds
Q N}

< [fllzzllvllzz + cllgllzz vl
< cmax{[|fllzz; l[gll 2 Hivll

|(€,U)| =
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3. Linear elastisches Material unter Einwirkung von Kréften

mit einem ¢ > 0, weshalb das lineare Funktional ¢ stetig ist. Uberdies gilt mit Konstanten
C1,Co > 0

a(u,v) = /Qa(u) ~e(v)dx
_ /Q (2pe(u) + M (e(u)]) - e(v)da
= QM/QG(U) ~e(v)dz + )\/ div (u)I - e(v)dx

Q
= QM/KZe(u)-e(v)dx—l—)\/Qdiv (u)div (v)dx
< 2 [ letwlletlide + [ div (i (o)
< 2lllIVulllz 190122 + Mdiv (@)l 2] div (o) 2
< @u ) [ S Iprule | | 3 10l

la]=1 la]=1

< Quet + ) [ullm o]

Damit ist die Bilinearform a stetig. Zum Nachweis der Elliptizitdt von a wird folgende
Abschéatzung verwendet:

a(u,u) = 2u/§ze(u)~e(u)dx+)\/gdiv (u)*dz
> Zu/gze(u)~e(u)dm.

Dabei wird zwischen homogenen und inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen unter-
schieden:

Lemma 3.5 (1. Kornsche Ungleichung) Es sei Q C R? eine offene, beschrinkte Menge

im RY mit stiickweise glattem Rand. Dann existiert ein ¢ = ¢(Q) > 0, so dass fiir ein
beliebiges v € H*(Q, R?)

/Q o) - e(v)da + [[o]2 > cllvll

qgilt.
Beweis: Siehe z.B. [Brae03] S. 280]. O

Lemma 3.6 (2. Kornsche Ungleichung) Es sei Q C R? eine offene, beschrinkte Menge
mit stickweise glattem Rand. Ferner habe I'y C 0 ein positives 2-dimensionales Majfs.
Dann ezistiert ein ¢ = /(Q,Ty) > 0, so dass fiir ein belicbiges v € Hy(Q, R?)

/Q e(v) - e(w)dz > o3

qgilt.
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3.4. Galerkin Approximation schwacher Lésungen

Beweis: Siehe z.B. [Brae03] S. 281]. O
Die Kornschen Ungleichungen besagen, dass a elliptisch ist.

Satz 3.7 (Existenzsatz) Es sei ) C R® ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Ferner
habe Ty C 02 ein positives 2-dimensionales Mafs. Dann hat das Variationsproblem der
linearen Elastizitdtstheorie (3.3]), S. genau eine Ldsung.

Beweis: Siehe z.B. [Brae03] S. 282]. O

3.4. Galerkin Approximation schwacher Lésungen

3.4.1. Das Ritz-Galerkin-Verfahren

Fiir die numerische Losung von elliptischen Randwertaufgaben bietet sich ein natiirliches
Vorgehen an. Fiir das Funktional J der zugehorigen Variationsaufgabe wird das Mini-
mum nicht im Sobolev-Raum V' bestimmt, sondern nur in einen passend gewéhlten, mit
V, bezeichneten endlichdimensionalen Unterraum. Hierbei steht [ fiir einen Diskretisie-
rungsparameter. Die Bezeichnung weist darauf hin, dass mit [ — 0 Konvergenz gegen die
Losung des gegebenen (kontinuierlichen) Problems erreicht werden soll.

Die Losung der Variationsaufgabe

J(v) = %a(v,v) ~ (60) - wint

ist nach dem Satz von Lax-Milgram berechenbar. Es ist u; eine Lésung in Vj, wenn
a(u,v) = (¢, v) fir alle v € V. (3.5)

Es sei insbesondere {¢1,..., ¢y} eine Basis von V. Dann ist Gleichung (i3.5)) dquivalent
zu

a(ul,qﬁi):(ﬁ,qﬁi), Z:].,,N
Der Ansatz

N
w = Z Urox
s}

fithrt zu dem Gleichungssystem

N

a(gbk‘agbz)Uk = (Ev sz), 1= 17 s ,N,

k=1

in Matrix-Vektorform also

AU =0
mit A, := a(dk, ¢;) und b; := (¢, ¢;). Die Matrix A heifit Steifigkeitsmatriz. Sie ist sym-
metrisch positiv definit, wenn a eine elliptische Bilinearform ist. Der Vektor b ist der
Lastvektor. Das oben genannte Gleichungssystem wird im praktischen Teil dieser Arbeit

durch ein vorkonditioniertes cg-Verfahren gelost. Als guter Vorkonditionierer erweist sich
die unvollstiandige Cholesky-Faktorisierung, vgl. [Deuf02), Beispiel 8.27, S. 287].
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3. Linear elastisches Material unter Einwirkung von Kréften

3.4.2. Finite-Elemente-Raume

In der Praxis werden Variationsprobleme in Raumen V; gelost, fiir die sich die Bezeich-
nung Finite- Elemente- Rdume eingebiirgert hat. €2 wird in endlich viele Teilgebiete zerlegt,
auf denen Funktionen betrachtet werden, die auf jedem Teilgebiet Polynome sind. Die
Teilgebiete werden als Elemente bezeichnet, die Funktionen heiflen Finite Elemente. Die
Letztgenannten werden als C*— Elemente bezeichnet, wenn sie in C*(Q) enthalten sind.
Sie heiflen konforme Finite Elementen, wenn sie in dem Sobolev-Raum enthalten sind, in
dem das Variationsproblem gestellt ist.

Es werde davon ausgegangen, dass () ein polygonales Gebiet ist. Nachfolgend werden
die wichtigsten Definitionen und Bezeichnungen eingefiihrt.

Definition 3.8 (Zuldssige und [quasi-]Juniforme Zerlegungen)

(i) Eine Zerlequng T = {T1, ..., Ty} von Q heifst zuldssig, wenn folgende Eigenschaften
erfillt sind:
a) Q= Uzj\i Ti;
b) Besteht T; N T aus genau einem Eckpunkt, so ist dieser sowohl ein Eckpunkt
von T; als auch von Tj.

c) Besteht T; N1 fiir i # j aus mehr als einem Punkt, so ist T; N'T; eine Seite

sowohl von T; als auch von Tj.

(ii) Als Ausdruck der Zerlegungsfeinheit kann T, anstatt T geschrieben werden, wenn
jedes Element einen Durchmesser von hochstens 21 besitzt.

(i) Fine Familie von Zerleqgungen T, heifit quasiuniform, wenn es eine Zahl k > 0 gibt,
so dass jedes T von T| einen Kreis vom Radius pr mit

pr > lr/k
enthdlt, wobei Il der halbe Durchmesser von T ist.

(iv) Eine Familie von Zerlegungen T, heifit uniform, wenn es eine Zahl k > 0 gibt, so
dass jedes T von T; einen Kreis mit Radius pr > l/k enthdlt.

Von Interesse ist die Frage, welche Anforderungen an die Basis von V} gestellt werden
sollen. Der nachfolgende Satz und die anschlieBende Definition geben hierzu
Auskunft. Dabei hat eine Funktion u auf € bei vorgegebener Zerlegung eine Eigenschaft
stiickweise, wenn die Restriktion auf jedes Element diese Eigenschaft hat.

Satz 3.9 Es sei k > 1 und () beschrinkt. Eine stickweise beliebig oft differenzierbare
Funktion v : Q — R gehirt dann zu H*(Q), wenn v € C*1(Q) gilt.

Beweis: Siehe z.B. [Brac03| S. 59]. O

Definition 3.10 (Nodale Basis) Zu einem Finite-Elemente-Raum V; seien eine Menge
von Punkten N(V}) bekannt, so dass die Funktionen durch die Werte an den Punkten
bestimmt sind. Die Funktionen, die an genau einem Punkt dieser Menge einen von Null
unterschiedlichen Wert annehmen, bilden eine nodale Basis.
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3.4. Galerkin Approximation schwacher Lésungen

Definition 3.11 (Finites Element, Referenzelement)

(i) Ein Finites Element ist ein Tripel (T, 11, %) mit folgenden FEigenschaften:

a) T ist ein Polyeder im R®. (Die Teile der Oberfliche von OT, die auf einer
Hyperebene liegen, werden als Seite bezeichnet.)

b) II ist ein Unterraum von C(T) mit endlicher Dimension s. Die Funktionen in
IT heiffen Formfunktionen (engl. shape functions).

c) X ist eine Menge von s linear unabhingigen Funktionalen tber I1. Jedes p € 11
st durch die Werte der s Funktionale aus 3 eindeutig bestimmt. Da sich die
Funktionale in der Regel auf Funktionswerte und Ableitungen an Punkten in T
beziehen, spricht man von (verallgemeinerten) Interpolationsbedingungen.

(ii) Eine Familie von Finite-Element-Riumen V; mit Zerlegung T; von  C R wird
als affine Familie bezeichnet, wenn es ein Referenzelement (Ti.f, Il e, Xyep) mit
folgenden Eigenschaften gibt:

Zu jedem T; € T, gibt es eine affine Abbildung F; : T,y — Tj, so dass fiir jedes
v € V; die Restriktion auf T; die Gestalt

v(z) = p(Fj_lx) mit p € Il,.f

hat. Ferner hat jedes Funktional { € ¥ die Form {(v) = L..;(p) mit p =vo F und
fref < Eref-

3.4.3. Fehlerabschatzungen

Neben der Approximation einer Losung des Variationsproblems der linearen Elastizitéts-
theorie interessiert die Approximationsgiite. Grundlegend fiir die Fehlerabschétzungen
von Finite-Elemente-Néherungen ist das folgende Lemma:

Lemma 3.12 (Céa-Lemma) Die Bilinearform a sei V-elliptisch mit den Konstanten
C,a >0 und H'(2) C V. .C H™(Q). Ferner seien u bzw. u; die Losungen der Variati-
onsaufgabe in V bzw. in V; C V. Dann gilt

C .
|lu — w||gm < — inf ||u— v gm.
o v eV

Beweis: Siehe z.B. [Brac03] S. 53]. O

Nach dem Céa-Lemma héngt die Genauigkeit der numerischen Losung wesentlich davon
ab, dass man Funktionenrdume wihlt, in denen die Losung u gut approximiert werden
kann. Von Interesse sind jedoch vor allem Abschitzungen der Form

lu — || < cl?

mit einer groflen Fehlerordnung p. Die Fehlerordnung héngt im allgemeinen von der Re-
gularitdt der Losung, vom Grad der Polynome in den Finiten Elementen und davon ab,
mit welcher Sobolev-Norm der Fehler gemessen wird.
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3. Linear elastisches Material unter Einwirkung von Kréften

Definition 3.13 (H®-reguldr) FEs sei m > 1, H*(Q) c V. C H™(Q) und a eine V-
elliptische Bilinearform. Das Variationsproblem
a(u,v) = (¢,v) fir alle v € V
heifst H®-regulir, wenn es zu jedem ¢ € H*>™(Q) eine Lisung u € H*(Q) gibt und
[ullzzs < e[ ]| zo—om
mit einem ¢ = ¢(§2,a,s) > 0 gilt.

Die nachfolgenden Fehlerabschiitzungen gelten fiir d = 2. Es werde dabei Q C R? als
polygonales, konvexes Gebiet vorausgesetzt, damit es in Dreiecke bzw. Vierecke zerlegt
werden kann. Zuniichst folgt eine Abschétzung in der H'-Norm:

Satz 3.14 FEs seien ein H?-requlires Variationsproblem und eine Menge quasiuniformer
Zerlegungen T; von Q0 in Dreiecke bzw. Parallelogramme gegeben sowie £ € L*()) und
damit u € H*(QY). Dann gilt fiir die Finite-Elemente-Néiherung w; € Vi durch (wenigstens)
lineare Dreieck- oder bilineare Viereckelemente

[ = wl[ e < clf|€]] 2
mit etnem ¢ > 0.
Beweis: Siehe z.B. [Brae03| S. 86f]. O

Die folgende Fehlerabschétzung wird in der L?-Norm (also der H°-Norm) gemessen und
verwendet in ihrem Beweis ein Dualitdtsargument, den sogenannten Aubin-Nitsche-Trick:

Satz 3.15 FEs scien ein H*-requlires Variationsproblem und eine Menge quasiuniformer
Zerlegungen T; von Q in Dreiecke bzw. Parallelogramme gegeben. Dann gilt

|lu — |2 < cCl||u — wy| g1,

wenn u € HY(Q) die Lisung des gegebenen Variationsproblems ist. Gilt auflerdem ( €
L*(Q) und damit w € H*(Q), dann ist

|lu — w2 < cC’2l2H€HL2.

Hierbei ist ¢ > 0 die Konstante aus Satz und C > 0 die Stetigkeitskonstante der
Bilinearform a.

Beweis: Siehe z.B. [Brae03), S. 88]. O

Die bisherigen Abschétzungen schliefen nicht aus, dass der Fehler an einzelnen Punkten
grof} ist. Das ist durch Abschéitzungen in der L..,-Norm ausgeschlossen:

Satz 3.16 Unter den Voraussetzungen von Satz gelte zusitzlich v € Hi() N
W2><(Q). Dann gilt

|3/2

lu —wllr., < cl*log 1I*2||ul|wa-

mit einer Konstante ¢ > 0.

Beweis: Siehe z.B. [Ciar78, S. 165]. O
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4. Topologieoptimierung von linear
elastischem Material

Ziel der Topologieoptimierung ist die optimale Gestaltung eines Festkorpers, auf den vor-
gegebene Krifte wirken. Optimiert wird eine physikalischen Gréfle wie die Nachgiebigkeit,
die maximalen Spannung, Verschiebung oder Verzerrung, wobei die Zustandsgleichung
und andere Nebenbedingungen erfiillt sein miissen.

Hierbei sind Fragen nach der Losbarkeit, den Optimalitdtskriterien und der diskreten
Approximierung des Optimierungsproblems von besonderer Bedeutung. Diese Fragestel-
lungen bestimmen den Inhalt des folgenden Kapitels: In Kap. wird das im weiteren
Verlauf dieser Arbeit verwendete Konzept der Gewichtungsoperatoren entwickelt und dis-
kutiert. In Kap. [4.2] S. [47], werden das Optimierungsproblem formuliert und die Fragen
nach der Losbarkeit der Zustandsgleichung und des Optimierungsproblems erértert. Kap.
[4.3] S.[pIl widmet sich den gebrauchlichen und auch in dieser Arbeit verwendeten Ne-
benbedingungen. In Kap. [£.4] S.[50, werden notwendige Optimalitdtsbedingungen an eine
Losung aufgezeigt, mit welchen spéter in Kap. [6] S.[71] ein in der Topologieoptimierung
neuartiger Optimierungsalgorithmus entwickelt wird. Kap. S.[57, beschéftigt sich mit
der endlichdimensionalen Approximation einer Losung des Optimierungsproblems.

4.1. Gewichtungsoperatoren als Mittel zur
Topologieoptimierung

Die Topologicoptimierung strebt an, innerhalb eines gegebenen Designraums Q C R3 die
optimale Gestalt eines Festkorpers B C €2 zu finden. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit
wird davon ausgegangen, dass der zu gestaltende Festkorper aus linear elastischem, isotro-
pem Material mit konstanten £ und v besteht. Es ist also zu bestimmen, welche Punkte
x € ) Materialpunkte sein sollen und welche nicht; man spricht von einem Materialvertei-
lungsproblem. Die Topologieoptimierung sucht nach einer optimalen relativen Dichtever-
teilung h auf 2 mit dem Wertebereich [0; 1]. Die Gestalt des gesuchten Festkorpers wird
berechnet durch B = {h > 1/2} C Q oder gegebenenfalls durch eine geglittete Version
hiervon.
Zunéchst sollen die Voraussetzungen an die verwendeten Rdume genannt werden:

Voraussetzung 4.1 Der Designraum ) C R3 sei ein offenes, beschrinktes Lipschitz-
Gebiet. Der Raum der relativen Dichteverteilungen sei Q := W1°(Q), womit die ste-
tige Einbettung von @ in C(Q) garantiert ist. Aus numerischen Griinden ist zu verlan-
gen, dass der Wertebereich einer zuldssigen relativen Dichteverteilung hy in [Auyin, 1] mit

Bmin = 1073 liegt. Uberdies sei eine Volumenobergrenze Vy > 0 gegeben, welche von hy
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4. Topologieoptimierung von linear elastischem Material

nicht iiberschritten werden darf. Schliefilich hat eine zuléssige relative Dichteverteilung
beschriankt zu sein. Aus diesen Griinden wird mit einem ¢ > 0 der Raum der zuléssigen
relativen Dichteverteilungen definiert durch

Qua C{h | h e W2(Q) C Q, |hllwaee < ¢, hum <h <1, / hdr < Vo), (4.1)
Q

wobel Q.q # 0 zu gelten hat und damit Vy > pz(2) Ay, mit psz als Lebesgue-Maf3 auf Bs.
Uberdies sei
Qc:={h | heQ, |hllg <2c e <h<es}

mit Konstanten 0 < e; < Ay, und ey > 1. Weil die Einbettung von @ in C(£2) stetig
ist, ist Q¢ eine offene Menge in @, vgl. [Litv00, S. 91f]. Weiterhin gilt Q.q C Q¢. Der
Raum der zulissigen Verschiebungen V' sei der Abschluss von {v € C*®(2,R3) | v(z) =
0 fiir x € T} bzgl. der || - ||z Norm und ist ein Hilbertraum, vgl. [Brae03|, S. 45]. Dabei
haben T'y C 99 und T'y := 9Q \ Ty ein positives 2-dimensionales Maf. Ferner bestehe
der gesuchte Festkorper B C 2 aus linear elastischem, isotropem und homogenem Ma-
terial mit Elastizitdtsmodul £ > 0 und Poissonzahl 0 < v < 1/2, die wiederum den
Elastizitdtstensor Cy definieren. Weiterhin gelte f = 0 € L?(Q2,R?) fiir die Volumenkraft,
d.h. die Volumenkraft wird vernachléssigt. Schliellich gelte 0 # g € L*(T'y,R?) fiir die
Flachenkraft, so dass fast iiberall e(u(h)) # 0 fiir beliebige h € Q.q sei.

Um die Moglichkeit zu schaffen, ohne zusétzliche Nebenbedingungen Einfluss auf die
Topologieoptimierung zu nehmen, wurde von mir das Konzept der sog. Gewichtungsope-
ratoren entwickelt:

Ein Gewichtungsoperator G : Qg — L*™(2) ist ein Operator, der relative Dichtever-
teilungen h gewichtet (daher die Bezeichnung) und dadurch erméglicht, den aus einer
relativen Dichteverteilung h resultierenden Elastizitéitstensor C : Qg — L*®(, R3*3%3%3)
durch C(h) := G(h)Cy auf beliebige Weise zu gestalten. Eigenschaften von relativen Dich-
teverteilungen, die unerwiinscht sind und in ihren Auswirkungen beseitigt oder wenigstens
reduziert werden sollen, z.B. das Auftreten von Zwischendichten oder giefitechnisch man-
gelhafte Eigenschaften, konnen mit Hilfe von geeignet gewéhlten Gewichtungsoperatoren
mit Straftermen bedacht und auf diese Weise fiir die Optimierung unbrauchbar gemacht
werden. So wird erreicht, dass nur relative Dichteverteilungen als Losung des Optimie-
rungsproblems in Frage kommen, die nicht oder nur in geringem Mafle unerwiinschte
Eigenschaften haben.

Ein Gewichtungsoperator ist mathematisch wie folgt zu definieren:

Definition 4.2 (Gewichtungsoperator) Es sei Voraussetzung [4.1], S. erfillt.

(i) Fine Abbildung G : Q¢ — L>*(Q) heifft Gewichtungsoperator, wenn sie zweimal
stetig F-differenzierbar ist, 0 < Guin < G(h)(x) < Guax Mit Gin, Gmax € R sowie
G(h)(z) <1 fir beliebige h € Qq, h1 € Qaq und x € Q gelten.

(ii) Eine Abbildung G : Q¢ — L*™(Q) heifit zuldssiger Gewichtungsoperator, wenn G
ein Gewichtungsoperator ist und zusdtzlich fir beliebige hy € Qaq, ¢ € Q mit ¢ # 0
auf einem 0, C Q mit ps(,) > 0 und x € 2

<2(G’(h1)Q)2

G = G ) ()2 0
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4.1. Gewichtungsoperatoren als Mittel zur Topologieoptimierung

und echt gréfler 0 fir alle x € Q, gilt, wobei pg das Lebesgue-Mafs auf Bs ist.
Bemerkung

(i) Aufgrund der stetigen Einbettung von @ in C () werden h, h; und g in der vorange-
gangenen Definition als stetig auf €2 angesehen (eventuell sind hierfiir Veréinderungen
auf Nullmengen nétig). Aus diesem Grund sind Punktauswertungen sinnvoll.

(ii) Das Produkt zweier Elemente von () ist hierbei und auch im weiteren Verlauf der
Arbeit als punktweises Produkt auf € zu verstehen.

(iii) Die in Voraussetzung , S. , formulierte Anforderung an die Regularitiat QQ.q C
W2>(Q) # @Q ist notwendig, um sicherzustellen, dass eine in Q,q schwach konver-
gente Folge h,, — h, € Q.q in @ stark konvergiert, also h,, — h, € (). Gemeinsam
mit Definition (i), S. , wird so die Konvergenz der Folge von Gewichtungsope-

ratoren ([4.9)), S. 50} erreicht.

(iv) Definition [£.2] (ii), S. [42] sichert die positive Definitheit der durch Gleichung (6.10),
S.[78] definierten Matrix D.

Ein bekanntes und hé#ufig verwendetes Modell der Topologieoptimierung heifit Solid
Isotropic Material with Penalisation-Modell (kurz SIMP-Modell). Auch dieses ldsst sich
durch den Gewichtungsoperator Gy : Qg — L>(Q)

Gi(h) =1, heQe (4.2)

beschreiben. Der Skalar p > 1, welcher das SIMP-Modell charakterisiert, ist ein Strafex-
ponent und bezweckt, den Elastizitdtsmodul in Gebieten mit Zwischendichten iiberpro-
portional zu schwichen, damit die Nachgiebigkeit zu erhohen und somit letztlich Zwi-
schendichten A, < b < 1 unbrauchbar zu machen. Eine tibliche Wahl - auch im weiteren
Verlauf dieser Arbeit - ist p = 3.

Satz 4.3 (SIMP-Modell) FEs seien Voraussetzung S. erfillt und Gy : Qg —
L>(Q) definiert wie in Gleichung (4.2) mit p > 1. Dann ist G1 ein zuldssiger Gewich-
tungsoperator.

Beweis: Es seien h € Qg, h1 € Qaa und q1, ¢2, 43,4 € Q mit g4 # 0 auf einem Q, C Q
mit pq(£2,) > 0. Wir wollen zeigen, dass

Gi(h)g = ph*'q,
Gl(Wqge = pp— 1" *qige.

Offensichtlich definiert G’ (h) eine lineare Abbildung von @ nach L>(€2). Uberdies gilt

IG (Ml = pllh* " qullze
PR Iz | o
ey llallz

-1
pes e,

IA N CIA
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4. Topologieoptimierung von linear elastischem Material

weshalb G’ (h) € £(Q, L>*(Q2)) gilt. AuBerdem gilt fiir ||¢1||g — 0

1Gi(h+ @) = Gi(h) = Gi(Maqille = ||(h+q)” = BP — ph?~ g |,
_ - p> Epp—k
— q h
> ()]
= O (|lai]l ;)
= o(lla1llp=)
= o([larlle),

weshalb Gy auf Q¢ F-differenzierbar ist. Mit denselben Mitteln wird gezeigt, dass G auf
Q¢ zweimal F-differenzierbar ist. Uberdies gilt fir ||¢1]o — 0

1(GY(h +q1) — GY(h))g2a3| = [p(p = D((h+ )" = W""?)qags|

< O (larll ) llaoll e s oo
< 0 (llallg) lezllelaslic
— 0,

weshalb G auf Qg zweimal stetig F-differenzierbar ist. Mit Gy = €] > 0 und Gpax = €b
ist G1 nach Definition [£.2] S.[42] ein Gewichtungsoperator. Dariiber hinaus gilt

2(G' () aa)”

—a"(h _ 1 hp—2 >0
Ch(ln) 1(h)quqa = p(p + 1)RY " qaqs >

und nach Voraussetzung echt grofler 0 auf €2,. Damit ist G; ein zuldssiger Gewichtungs-
operator. O

Anschlieend werden einige Eigenschaften von Gewichtungsoperatoren dargestellt:

Satz 4.4 (Eigenschaften von G) FEs gelten Voraussetzung S. und h € Qg,
hi1 € Qaq sowie q € Q).

(i) Es seien Gq,Gy zulissige Gewichtungsoperatoren und gelte G'(h1)qG4(h1)qg > 0.
Dann ist G : Qg — L>®(Q), definiert durch G(h) := G1(h)Ga(h), ein zuldssiger
Gewichtungsoperator.

(ii) Es seien Gy ein zuldssiger Gewichtungsoperator und H : Q¢ — Q¢ zweimal stetig
F-differenzierbar. Weiterhin gelte

hl € Qad = H(hl) S Qad

und GY(H(h1))H"(h1)gqqg < 0. Dann ist G : Qg — L™(), definiert durch
G(h) := G1(H(h)), ein zuldssiger Gewichtungsoperator.

Beweis: Es seien h € Qg, h1 € Qaq und q1, ¢2, ¢z € Q mit g3 # 0 auf einem Q, C ) mit
113(§2q) > 0.
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4.1. Gewichtungsoperatoren als Mittel zur Topologieoptimierung

(1) Mit Gmax = Gl,maxGZ,max und Gmin = Gl,minGZ,min ist G(h) € LOO<Q) und die

Abbildung G zweimal stetig F-differenzierbar mit den Ableitungen

G'(h)g = Gi(h)@aGa(h) + G1(h)Gy(h)q,
G"(hMqag = Gi{(h)qgGa(h) + G (h)aGy(h)g
+ G1(h) @G5 (h)q1 + G1(h)G5(h)qigs
und damit ein Gewichtungsoperator. Aulerdem gilt
2(G"(7)gs)” 2(G1(h1)g3)*Ga(ln) | 2(G3(h1)g3)*G1 ()
G(hy) Gi(h) Ga(hi)
+ 4G (7)) g3G5(h1)gs
> GY(h1)g3q3G2(h1) + G5(h1)g3q3Gi(h) + 4G (h)gsGY(h)gs

und hiermit

Q(G/(hl)%)z

—G"(h > 26" (hy)gs G (hy)gs > 0
Gh) (h1)g3qs > 2G| (h1)gsGo(hi)gs >

und echt groBer 0 auf €2,. Daher ist G ein zuléssiger Gewichtungsoperator.

Als Verkettung zweier zweimal stetig F-differenzierbarer Funktionen ist G ebenfalls
zweimal stetig F-differenzierbar mit den Ableitungen

G'(hg = G(H()H (M),
G"(h)qge = GY(H(h)H (h)qiH'(h)g2 + G| (H(h))H" (h)q142.
Mit Gmax = G1max Und Gin 1= G min ist G ein zuléssiger Gewichtungsoperator.
Uberdies gilt
Q(G/(hl)QS)2 _ 2G/1(JLI(hl)lLI/(hl)qs)2
G(h) G1(H(h1))
> GY(H(h1))H'(h1)gsH'(h1)gs

und damit

2(G'(h1)gs)?

el h > ! H h H// ]’L >
G(h) G"(h)asas = —G1(H(h1))H" (h1)gsqs > 0

und echt grofer 0 auf €2,. Deshalb ist G ein zuléssiger Gewichtungsoperator.

O

Nachfolgend werden Richtlinien vorgestellt, anhand welcher zuléssige Gewichtungsope-
ratoren konstruiert werden kénnen. Die Richtlinien haben den Vorteil, dass nicht in jedem
Einzelfall gepriift werden muss, ob ein zuléssiger Gewichtungsoperatoren vorliegt. Im wei-
teren Verlauf werden durch diese Richtlinien zuldssige Gewichtungsoperatoren erzeugt.
Anhand des in Kapitel [6] S. entwickelten Algorithmus lésst sich ein derart geschaffe-
ner Gewichtungsoperator G ohne weiteren Aufwand in die Optimierung implementieren.
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4. Topologieoptimierung von linear elastischem Material

Satz 4.5 (Konstruktion von G) Es seien Voraussetzung[1.1], S. erfillt, p > 1 (iibli-
cherweise p = 3) und hy € Qaq, h € Qg, ¢1,92 € Q sowie x € Q. Weiterhin sei die Abbil-
dung H : Qg — L>®(Q) zweimal stetig F-differenzierbar und es gelte Hyin < H(h)(z) <0
und H"(h1)qiqn < 0 fiir ein Hyin < 0. Es werde die Abbildung G : Qg — L™(QQ) definiert
durch

G(h) := h? exp(H(h)).

Dann ist G ein zuldssiger Gewichtungsoperator mit den Ableitungen

G'(h)qy = exp(H(h)) (ph" g1 + WP H'(h)qr) ,
G"(W)qigz = exp(H(h)) (p(p — )W 2quge + ph? ' H'(h) gy
+ ph? ' o H'(h)qy + h* H'(h)q1 H' (h) g2
+ WPH"(h)q1q2) -

Beweis: Es seien h € Qg, hi € Qaa und ¢ € @ mit ¢; # 0 auf einem Q, C Q mit
ps(2y) > 0. Mit Guin = €} exp(Hpin) > 0 und Guax = €5 gilt auch G(h) € L*(Q).
Deshalb ist G als Produkt und Verkettung zweimal stetig F-differenzierbarer Abbildungen
wiederum zweimal stetig F-differenzierbar. Daher ist G nach Definition £.2] S. [42] ein
Gewichtungsoperator. Ferner gilt

2(G'(h 2 _
% —G"(M)agn = exp(H(h))((phY a1 + W H (In)q1)*
>0 >0
+ phi g} — WP H" () qu )
>0 <0
> 0
und echt grofier 0 auf €2,. Deshalb ist G ein zuléssiger Gewichtungsoperator. a

Nachdem in Satz S. [46], dargestellt wurde, wie ein zuldssiger Gewichtungsoperator
G geschaffen werden kann, soll nachfolgend ausgefiithrt werden, anhand welcher Kriterien
H aus Satz L5 konstruiert werden kann:

Satz 4.6 (Konstruktion von H) Es seien Voraussetzung[4.1], S. erfullt, p > 1 (ubli-
cherweise p = 3), hy € Qaa, h € Qc, v € Q und q1,q2 € Q beliebig.

(i) Es seic>0 und f: Qg — L>®(Q) eine zweimal stetig F-differenzierbare Abbildung
mit

oo <
max If(R)][zoe < fmax

und (f'(h1)q)*+f(h) f"(h1)q1qr > 0. Dann erzeugt die Funktion H : Q¢ — L>(Q),
definiert durch

H(h) == —cf(h)*,
einen zuldssigen Gewichtungsoperator h — G(h) := h? exp(H (h)).
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4.2. Problemformulierung und Losbarkeit

Es seien k € N, 1 € {1,...,k} und erfille H; die Anforderungen an H aus Satz
S.[46] Dann bildet die Funktion G : Qg — L*=(%),

G(h) :== hP exp (Z Hz(h)> ;

einen zuldssigen Gewichtungsoperator.

Beweis: Es seien h € Qg, h1 € Qaq, q1, 2 € Q und beliebig.

(i)

H ist als Verkettung von zwei je zweimal stetig F-differenzierbaren Abbildungen
wiederum zweimal stetig F-differenzierbar mit den Ableitungen

H' (g = =2¢f(h)f'(h)a,
H'(h)qige = —2c¢(f'(h)arf' (h)gz + f(h) f"(h)q1gz) -
Weiterhin gelten H,, < H(h)(z) < 0 mit Hyy, := —cf2, und
H'(hM)qqn = —2c ((fl(hl)Ch)Q + f(hl)f”(h1>Q1Q1)
< 0

aufgrund der Voraussetzungen dieses Satzes. Damit erfiillt H die Voraussetzungen
von Satz [4.5] S. 6] weshalb G ein zuléssiger Gewichtungsoperator ist.

Nach den Voraussetzungen dieses Satzes sind sdamtliche H; auf Q)¢ zweimal stetig
F-differenzierbar. Setze

H(h) := ZHi(h).

Dann ist H als Summe zweifach stetig F-differenzierbarer Funktionen ebenfalls zwei-
mal stetig F-differenzierbar auf Q¢ mit H(h) < 0 und H”(h1)qg1qn < 0. Weiterhin
gilt Hypin < H(h)(z) <0, wobei

k
Hrnin = § Hi,min
=1

und H; min das jeweilige Minimum von H; ist. Damit erfiillt 4 die Voraussetzungen
von Satz [4.5] S. 46 weshalb G ein zulédssiger Gewichtungsoperator ist. 0

4.2. Problemformulierung und Losbarkeit

4.2.1. Formulierung und Lésbarkeit der Zustandsgleichung

Im Folgenden seien Voraussetzung [4.1], S. erfiillt, h € Q¢ und w,v € V. Dann lau-
tet die schwache Formulierung der Zustandsgleichung in der Topologieoptimierung mit
Gewichtungsoperator G

/QG(h) o(u) -e(v)dr = / g - vds,

I
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4. Topologieoptimierung von linear elastischem Material

wobei o(u) := Cy : e(u). Nachfolgend werde wieder die abstrakte Notation aus Kap. [3.3] S.
[34] verwendet. Die Bilinearform a wird ab jetzt mit a(h) bezeichnet, um die Abhéngigkeit
von h zu dokumentieren. Sie errechnet sich durch

a(h)(u,v) = / G(h) o(u) - e(v) dz. (4.3)
Q
Das Funktional ¢ € V* wird definiert durch
(¢,v) ::/ g - vds. (4.4)
'y

Satz 4.7 FEs scien Voraussetzung[A.1], S.[A1], erfillt, G ein Gewichtungsopemtor h € Qqa
und a(h) sowie ¢ wie in den vorstehenden Gleichungen (4.3 . S. 48 . definiert. Dann
besitzt die Gleichung

a(h)(u,v) = (¢,v), fir alle v e V (4.5)
genau eine Losung u € V.

Beweis: Es seien u,v € V, h € Q¢ und a( ) die Bilinearform a(h;), welche sich durch
hy = 1 ergibt. Nach Kap.|3.3] . 3L S. 13 E ist a(1) elliptisch mit Konstanten C, « > 0. Es gelten

a(h)(u,v)| = e(v) do
s/ G(h) |o(u) - e(v)] da
< Gmax/ |o(u) - e(v)| d
< ccmxnuuvnvnv
und
a(h)(v,v)

> Guina(1)(v,v)
> oGl

Damit ist die Bilinearform a(h) elliptisch. Weiterhin sind ¢ € V* und V ein Hilbertraum.
Die Aussage folgt z.B. mit dem Existenzsatz [3.7] S.[37] O

Wenn u € V' die Zustandsgleichung (4.5), S. [48] fiir ein gegebenes h € Q¢ erfiillt, wird

auch u(h) anstelle von u geschrieben.

4.2.2. Formulierung und Losbarkeit des Optimierungsproblems

Noch wurde das Zielfunktional des Optimierungsproblems nicht festgelegt. Im weiteren
Verlauf der Arbeit wird das Optimierungsziel sein, eine zuléssige relative Dichteverteilung
hy € Qaq zu finden, welche die Nachgiebigkeit des Designraums 2 minimiert bzw. dquiva-
lent hierzu die Steifigkeit maximiert. Fiir eine gegebene Verschiebung u errechnet sich die
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4.2. Problemformulierung und Losbarkeit

Nachgiebigkeit gerade durch (¢,u). Daher wird das Zielfunktional gy : V' — R definiert
durch

go(u) := (¢, u). (4.6)
Gesucht wird im Raum der zuldssigen Paare, welcher stets durch
Upa == {(h,u) € @ x V | h € Qaa, a(h)(u,v) = (l,v) YveV} (4.7)

definiert wird. Dann lautet das minimale Nachgiebigkeitsproblem

i . 4.8
<¢%§ldgﬂu) (4.8)

Satz 4.8 Fs seien Vomussetzung S. erfiillt, G ein Gewichtungsoperator und a(h)
sowie £ definiert wie in den Gleichungen , , S. und U,q wie in vorstehender
Gleichung , S. . Dann besitzt das minimale Nachgiebigkeitsproblem , S.
eine Lisung (R, uy) € Uag.

Beweis: Es gilt Q.q # 0 und mit Satz 4.7 S.[48] ist damit auch U,q # 0. Fiir beliebige
(h,u) € Usg gilt

go(u) = (€7u)
= a(h)(u,u) > 0

aufgrund der Koerzivitéat von a(h). Deshalb existiert ein g, > 0 mit

. = inf u).
g (hyetdog 90( )

Wegen der Definition von g, existiert eine Folge {(hp,u,)} C Uaq mit

gO(un) — G«

fiir n — co. Die Folge {h,} ist in W?*°(Q) beschrinkt und mit Proposition [2.23] S. 21}
auch in W20 (Q) mit py > 3. Weil W2 (Q) ein reflexiver Banachraum ist, existiert nach
Satz S.[25] eine (wieder mit {h,} bezeichnete) schwach konvergente Teilfolge

By — h, € WP (Q).
Daraus folgt mit Satz [2.41} S. die gleichméfige Konvergenz
h, = h, € Q,

da W?P(Q) nach Proposition S. 21} in @ kompakt eingebettet ist. Es gilt iiberdies
nach Kap. 2.5 S.

|G (hn) — G(ha)llpe < ﬁgJGWu+KM—hQWm—hQMw
< sup |G/ (ke + t(hy — ) llg.Loe 1Pn — hallg
o<t<1
— 0

49



4. Topologieoptimierung von linear elastischem Material

und damit
G(hn) = G(hy) € L=(Q). (4.9)

Weil Q.q aufgrund der stetigen Einbettung von W2°°(Q) in C(£2) konvex und abgeschlos-
sen ist, ist Q.q nach Satz [2.35] S. 25 schwach abgeschlossen. Somit ist h, € Q.q. Mit
Satz , S. , ist auch die Folge {u,} in V beschrinkt. Nachdem V' ein Hilbertraum ist,
existiert nach Satz [2.37, S.[25] eine (wieder mit {u,} bezeichnete) schwach konvergente
Teilfolge

Up — Us €V, (4.10)

wobei u, € V', weil V' konvex und abgeschlossen ist, also auch schwach abgeschlossen. Aus
der oben stehenden Gleichung (4.10]) folgt fiir ein beliebiges v € V

a(hy)(un,v) —  alhy)(us,v)
= b))+ [ (Glh) = Gl ol (o) do

weil a(hy)(-,v) € V*. Mit der Holderschen Ungleichung [2.13, S. , und der oben stehen-
den Gleichung (4.9) folgt

< 1G(hn) =GRl L= flo () - e(v) ] o1

/Q(G(hn) — G(hy)) o(uy) - e(v) dz

— 0.
Damit folgt fiir ein beliebiges v € V'
a(hp)(tn,v) = a(hy)(u., v),

siehe auch [Litv00, Lemma 2.1.1, S. 83], [Pete98, Abschnitt 3.2], weshalb (h.,u.) € Uaa.
Weil gy beschrankt und linear ist, ist es nach Satz [2.39] S. schwach stetig, woraus
gO(u*) = 0x

folgt. O

Uber die Bedeutung des korrekt gestellten Problems

Man konnte meinen, der grofStmogliche Raum der zuléssigen relativen Dichteverteilungen

wird nicht gebildet durch Q,q aus Voraussetzung [4.1] S. sondern durch

Qut = {h | h € L), Dy < h <1, / hdz < Vi),
Q

vgl. |[Litv00, Kap. 2.2.4]. Doch in diesem Fall ist es nicht moglich zu beweisen, dass das
Optimierungsproblem , S. , eine Losung besitzt. Es lasst sich zwar die Existenz
schwach konvergenter Folgen

Uy — Usx €V

und

hn — hy € L¥(Q)
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4.3. Betrachtung von Nebenbedingungen

mit h, € Qaq beweisen, jedoch nicht die Existenz gleichmiflig konvergenter Folgen h,, —
h, € L>*(Q) und G(h,) — G(h,) € L>®(Q). Aus diesem Grund lésst sich nicht zeigen,
dass fiir ein beliebiges v € V

a(hy) (U, v) = a(hy)(us, v)

gilt. Das heifit nicht zwingend, dass u, # u(h,). Zwei Umsténde legen dies jedoch nahe.
Zum einen gibt es veroffentlichte Beispiele dhnlicher Probleme, in denen die Nichtexis-
tenz einer Losung bewiesen wurde, siehe [Mura77]. Zum anderen ergibt die numerische
Behandlung ohne weitergehende Nebenbedingungen als in Qaq Probleme, die darauf hin-
deuten, dass h,, /~ h, und u, # u(h,). In [Bend04] wird die Nichtexistenz einer Losung
von Optimierungsproblem , S., mit zuléssigen relativen Dichteverteilungen (nq als
inzwischen etabliert angesehen []

4.3. Betrachtung von Nebenbedingungen

Nachfolgend werden die im weiteren Verlauf verwendeten Nebenbedingungen genannt
- sie sind in der praktischen Anwendungen von grofler Relevanz. Weiterhin wird die F-
Differenzierbarkeit der Nebenbedingungen sowie des Zielfunktionals und der Zustandsglei-
chung gezeigt. Damit wird moglich, im nachfolgenden Kap. [4.4] S. [56], die notwendigen
Optimalitidtsbedingungen fiir eine Losung des Optimierungsproblems ([£.8), S.[49] nennen
und in Kap. [6] S.[71] einen Algorithmus zur Losung desselben entwickeln zu kénnen.

Nebenbedingungen werden anhand von Funktionalen ¢g; : @ — R mit i € {1,... ,m}
definiert. Sie sind erfiillt, falls g;(h) < 0. Es kann gezeigt werden, dass fiir Q@ C H'(Q) eine
Losung des Problems ([4.8), S. [49] existiert, wenn séimtliche Funktionale g; schwach unter-
halbstetig sind, siehe [Litv00, S. 86ff]. Gilt Q C WP (Q) mit py > 3, so geniigt es, dass
sdmtliche Funktionale g; stetig sind. Sind sémtliche Funktionale jedoch F-differenzierbar,
so kann die Existenz notwendiger Optimalititsbedingungen gezeigt werden. Daher ist die
F-Differenzierbarkeit der Funktionale Untersuchungsgegenstand des nachfolgenden Ab-
schnittes, wobei stets Voraussetzung [£.1} S. 1], giiltig und G ein Gewichtungsoperator
sei.

Zustandsgleichung

Es werde die Funktion F' : Q¢ X V' — V* mit a(h) und ¢ wie in den Gleichungen (4.3)
und (4.4)), S. 48] definiert durch

(h,u) € Qg xV, (F(h,u),v) :=a(h)(u,v) — (¢,v), velV. (4.11)

Nachfolgend wird gezeigt, dass F': Qg X V' — V* und damit a : Qg — (V x V)* sowie
u: Qg — V zweimal stetig F-differenzierbar sind.

4 Another serious problem (...) is the now well established lack of existence of solutions to the distributed
problem*, [Bend04} S. 7]. In [Sigm98|, Abschnitt 1.1], wird dieser Umstand damit begriindet, dass die
Erhohung der Anzahl der Hohlrdume einer Geometrie bei Beibehaltung des Volumens iiblicherweise
die Nachgiebigkeit reduziere, d.h. die Menge zuléssiger Geometrien sei nicht abgeschlossen.
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4. Topologieoptimierung von linear elastischem Material

Es seien h € Qg, q1,q2 € Q mit h+ ¢ € Qg und h + ¢ € Q¢ sowie u, v, wy,wy € V.
Dann gelten

(F(hyu+wy),v) = (F(h,u),v)+ a(h)(w,v),
(F(h+ q,u),v) — (F(h,u),v) = alh+q)(u,v)—a(h)(u,v).

Man setze nun die partiellen Ableitungen
(Fu(h, w)wy,v) = a(h)(wy,v) = /G(h) o(wr) - e(v) dz,
Q
(Fp(h,u)qr,v) = d (h)q1(u,v) = /G/(h)ql o(u) - e(v) du.
Q

Essei Hy(h,q1) := G(h+q)—G(h) —G'(h)q: € L>(2). Dann gilt aufgrund der Definitio-
nen von F', Fj, und ||-||y+, Lemma(2.13] S.[16|(Holdersche Ungleichung), der Elliptizitiat von
a(1) (mit Konstanten C, a > 0) sowie der F-Differenzierbarkeit von G die Abschétzung

F(h+ q,u) — F(h,u) — Fi(h, u)q1,v)|

/H1 (h,q1) e(v) dx

[H1 (R 1) llzee [lo(w) - e(v)]]
[H1 (R q) e Cllullvlvlly
= ollalle)  firlale — 0.

Uberdies gilt Fj,(h,u) € £(Q,V*). Somit ist h +— F(h,u) F-differenzierbar mit der oben
genannten Ableitung F},.

Aus Gleichung , S. , folgt, dass u +— F'(h,u) eine stetige, affine Abbildung von
V nach V* ist. Damit ist diese Abbildung F-differenzierbar mit der Ableitung

Fu(h,u)w; = F(h,wy) + L.

Damit ist F' F-differenzierbar.
Weiterhin gelten

(Fu(h,u+w)wy,v) = (F,(h,uw)w,v),
(Fu(h+ qr,u)wy,v) — (Fu(h,w)wy,v) = a(h+ q)(wy,v) —a(h)(w,v),
(Fn(h,u+wi)qr,v) — (Fu(h,u)q,v) = (Fa(h,w1)q,v).

Setze also
(Fuu(h, w)wiws, v) = 0.

Offensichtlich ist (h,u) — Fu.(h,u) € L(V,L(V,V*)) stetig. Damit ist F,, die stetige
F-Ableitung von F, nach u, womit F, wiederum stetig in u ist. Setze weiterhin

(Epu(hyw)wiqr,v) = d' (h)q(wy,v) = /QG’(h)ql o(wy) - e(v) dz.
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4.3. Betrachtung von Nebenbedingungen

Es gilt fiir beliebige w,
| Fu(h + q,w)wy — Fu(h, u)wy — Fru(h,w)wigi|lve = o(|la1lle)  fiir |lq1flq — 0

mit den selben Argumenten wie oben, da nur u gegen w; getauscht werden muss, allerdings
u auch beliebig ist. Uberdies gilt

Fhu(h7 u)wlql = Fuh<h7 U’)qlwb

sowie Fpy(h,u) € L(Q, L(V,V*)) und Fyp(h,u) € L(V,L(Q,V™)). Setze auerdem

(Fhn(h, w)q1g2,v) = a” (h)quga(u, v) = / G"(h)qiqz o(u) - e(v) dz.
Q
Es gilt fiir beliebige ¢,

| Fn(h 4 o, w)q1 — Fi(h, w)qr — Fun(h, w)qugs]

ve = 0(|lg2llg)  fiir [g2llg — O,

da G nach Voraussetzung zweimal stetig F-differenzierbar ist. Dariiber hinaus gilt
Fun(h,u) € L£(Q,L(Q,V*)). Uberdies sind Fj,, und Fj;, aufgrund der vorausgesetzten
Stetigkeit von G’ und G” sowie der Beschrianktheit von a(1) stetig. Somit ist F' zweimal
stetig F-differenzierbar.

Es werde nun die Verschiebung u als Operator u : Qg — V betrachtet. Nach [Litv00),
Theorem 2.4.5, S. 114] gilt F,(h,u(h))™* € L(V*,V) mit

Fu(h,U(h))ilgl = Wwq, 61 € V*,

wobei wy derart ist, dass a(h)(wy,v) = (¢1,v) fir beliebiges v € V. Also ist u auf Q¢ auf-
grund von Satz[2.45] S.[28] ebenfalls zweimal stetig F-differenzierbar. Es gilt offensichtlich
F(h,u(h)) =0 € V* aufgrund der Gleichung ([£.11)), S. [51] und Satz 1.7} S. 48] (bzw. der
Elliptizitat von a(h)). Weil F' zweimal stetig F-differenzierbar ist, folgt

V30 = Fh(hv u(h))QI + Fu(ha u(h))u/(h)q17

S W = —Fu(hu(h) " Fa(h u(h)a: (4.12)
e Ve 30 = Fy(hu(h)u’(h)gg + Fan(h u(h))gign
+ Fyu(h,u(h)) (' (h)q1g2 + ' (h)g2q1)
+Fuu( ;u(h)u' (h)gu! (h)go, (4.13)
= W(Waw = —Falhu(h) " (Fu(h u(h)) g

)"
+ Fru(h,u(h)) (W' (h)qige +u'(R)gaq1)) ,
nachdem (F,(h, u)wiws,v) = 0.

Zielfunktional

Es gelten fiir beliebige u, wy, wy € V' der Definition (4.6)), S. von go : V — R folgend

go(u +wy) = (£, u +wi) = go(u) + (¢, wy).
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4. Topologieoptimierung von linear elastischem Material

Weil gq stetig und linear ist, ist es zweimal stetig F-differenzierbar mit den Ableitungen

go(w)wy = go(wr),
go(w)wiwy = 0.

Bemerkung Es werde durch ¢ : Q¢ — R,
®(h) := go(u(h)), h e Qa (4.14)

das (nach Satz , S. , wohldefinierte) reduzierte Zielfunktional definiert. Weil gy und
u zweimal stetig F-differenzierbar sind, ist es auch ® mit den Ableitungen

oM = go(u(h)u'(h)a,
= go(u'(M)q),
q)g(h)fhfh = Qé(ul(h)Q1)U"(h)Q1Q2
= go(u"(h)q1¢2)

Volumennebenbedingung

Die Volumennebenbedingung ¢, : @ — R lautet g;(h) := [, hdz — Vp mit Vj > 0. Hier
gelten fiir beliebige h,q € Q

gl(h+q)—/Q(h+q)dQ—Vo—gl(h)+/quQ.

Die Abbildung h +— g;(h) ist eine stetige, affine Abbildung von @ nach R. Daher ist diese
Abbildung F-differenzierbar mit der Ableitung

gi(h)q=/qdﬂ-
Q

Beschrdnktheitsnebenbedingung

Weil die Norm || - ||z nicht F-differenzierbar ist, ist mit Proposition [2.23 S. [21] als
gleichwertige Nebenbedingung die Beschrinktheit von A in W?20(Q) mit py > 3 zu ver-
langen. Die Beschrinktheitsnebenbedingung go : W2>(Q) — R (engl. global gradient
constraint) lautet daher go(h) := ||h||jy2p0 — ¢ fiir ein ¢ > 0. Mit [Litv00, Theorem 1.10.1,
S. 55| ist g, F-differenzierbar und es gilt fiir beliebige h,q € W (Q)

ity = s, S ([ 10w 2npegas )

o] <2

Materialnebenbedingungen

Der nachfolgende Abschnitt basiert auf [Litv00, S. 90f].
Eigentlich interessieren die Funktionale

gs1(h) :=max(h(z) — 1), g32(h) = max(hmm — h(x)),

z€Q e
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4.3. Betrachtung von Nebenbedingungen

doch sind diese nicht F-differenzierbar. Daher werden sie durch die Nebenbedingungen
gi(h) <0, i=3,...,2r+2, reN

ersetzt. Die Funktionale g; werden so gewéhlt, dass sie F-differenzierbar sind und die
Bedingung Ay, < h < 1 hinreichend gut erfiillen, jedoch wenigstens so gut, dass die
Bedingung in der endlichdimensionalen Approximation erfiillt ist:

Fiir ¢ > 0 werde auf der Menge Q ein e-Netz Q, := {x;}/_, C Q so gewihlt, dass fiir
jeden Punkt x € ) wenigstens ein Punkt x;, € €, existiert, so dass

[ — zklla < e

In Kapitel g S. wird sich zeigen, dass (2, genau die Menge an Punkten ist, an denen
wir innerhalb der Diskretisierung h auswerten.
Nun werden die Materialnebenbedingungen g; : Q — R definiert durch

gi(h) = h(z;) —1, i=3,...,r+2
gi(h) = hmm — h(zi), i=r+3,...,2r+2.

Weil die Einbettung von @Q in C(Q) stetig ist und die Abbildungen g; in h affine Funk-
tionale sind, sind diese Abbildungen F-differenzierbar und ihre Ableitungen fiir beliebige
h,q € @ bestimmt durch

g;(h)q = q(x;), gir(h)g = —q(x;), i=3,...,r+2.

Entformungsrichtung

Es kann (meist aus fertigungstechnischen Griinden, vgl. Kap. , S. , und Kap. , S.
eine Entformungsrichtung r, € R? gewiihlt werden, entlang welcher die relative Dichte-
verteilung A nicht abnehmen darf. In dieser Arbeit wird als Entformungsrichtung einer
der kanonischen Basisvektoren e;, i € {1,2,3} des R? in positiver oder negativer Richtung
gewdhlt (in der Regel r. = —e3).

Die Nebenbedingungen werden so gewéhlt, dass sie die Entformungsrichtung hinrei-
chend gut erfiillen, jedoch wenigstens so gut, dass die Entformungsrichtung in der endlich-
dimensionalen Approximation erfiillt ist: Es werden samtliche 7y € Ny Paare (x;, z); =:
(i, xr;) gebildet, wobei xj;, xy; € Q, fiir alle ¢ in Entformungsrichtung ,,benachbart* sind.
Das bedeutet fiir alle 7, dass xy; = ;; + ar, mit a > 0 errechnet werden kann und kein
kleineres 0 < ap < o und a; € €2, existieren, so dass x; = x;; + asr.. Die Anzahl r, € Nj
dieser Paare hiingt von der Wahl von (2, und damit von der gewihlten Diskretisierung
ab. Daraufhin werden fiir ¢ = 1, ..., ry die Funktionale g;19,12 : @ — R definiert durch

Givor+2(h) = h(xj;) — h(wy;).
Fiir beliebige h,qg € Q und i = 1,...,ry gelten
Givar+2(P + @) = gizorr2(h) + q(x5i) — q(wr;).

Weil die Einbettung von @ in C(Q) stetig ist und die Abbildungen g¢;, 2,12 in h affine
Funktionale sind, sind diese Abbildungen F-differenzierbar mit den Ableitungen

9§+2r+2(h)q = Q(%‘i) — q(zpi)-
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4. Topologieoptimierung von linear elastischem Material

4.4. Notwendige Optimalititsbedingungen fiir eine
Losung
Nun werden notwendige Bedingungen an ein Optimum des Problems (4.8)), S. , genannt.

Hierfiir gelte wiederum Voraussetzung[4.1] S. (1] Fiir u € V und h € Q¢ sind diem+1 € N
Funktionale den Ausfithrungen in Kap. [4.3] S. 51} folgend definiert durch

go(U) = (67 U),
gi(h) = / hdx — Vj,
Q
g2(h) = |hllwzs —c,
gi(h) = h(z;)) =1, i=3,...,7+2,
g’t(h) = hmin_h(xi), i:T+3,...,2T+2’
gi(h) F-differenzierbar, 1=2r+3,...,m.

Weiterhin sei

Upa == {(hyu) € @ xV | g;(h) <0, i=1,...,m, a(h)(u,v) = ((,v) YveV} (4.15)
Das Lagrangefunktional, welches aus dem Optimierungsproblem (4.§)), S.[49] folgt, wird
definiert durch

ﬁ@ﬂ%uA%ngQ+§jAgK@+ﬂ@ﬂm@—%&m,

wobei A € R™, u,v € V, h € Q¢.

Satz 4.9 Es seien Voraussetzung .1, S. erfillt, G ein Gewichtungsoperator und Uaq
definiert wie in Gleichung , S. . Dann besitzt das minimale Nachgiebigkeitsproblem
“y), S. eine Losung (B, us) € Uag.

Weiterhin existieren Lagrange Multiplikatoren Ay, = (Ayy, ..., A)T € R™ und v, €V,
die folgende Bedingungen erfillen:

Ay > 0, Vie{l,...,m},
Asigi(he) = 0, Vie{l,...,m},
Li(ha v, A)g = 30 Aigi(h)g + a (ha)g(us, v,) =0, Vg € Q,
Loy U, v, A )w = a(hy)(us + vy, w) =0, Yw eV,
Lo(hy, s, Vo, Aw = a(hy)(ug, w) — (L, w) =0, Yw eV,
La(he, g, v, AT = (g1(hy), ..., gm(h))T <0, ¥YY >0 e R™.
(4.16)
Beweis: Siehe z.B. [Litv00, Theorem 2.2.4, S. 95]. O

Es sei darauf hingewiesen, dass die Existenz der Lagrange Multiplikatoren dadurch
sichergestellt ist, dass Robinsons Regularititsbedingung erfiillt ist, eine sog. constraint
qualification. Sie lautet:
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4.5. Endlichdimensionale Approximation des Optimierungsproblems

Es ist Fy,(hs,us) € L(V,V*) surjektiv und existiert ein Paar (hg,up) € @ X V, so
dass F'(hy, u)(ho,up) = 0 und g;(h«) + gi(h«)ho < 0 fir ¢ € {1,...,m}, wobei F' nach
Gleichung ([4.11)), S.[p1] definiert ist, vgl. (in anderer Notation) [Hinz09, Gleichung (1.130),
S. 82]. Diese Bedingung ist aus folgenden Griinden erfiillt:

Werden nur Nebenbedingungen aus Kap. S. b1}, verwendet und die Volumen- sowie
die Beschréanktheitsnebenbedingung entsprechend sinnvoll gewéhlt, wovon wir im weiteren
Verlauf dieser Arbeit ausgehen, so existieren innere Punkte von ),q4. Sei he int(Qaq) und
ho = h — h,. Weil Qaq abgeschlossen und konvex ist und sémtliche g; stetig sind, existiert
ein € > 0, so dass g;(hs) + g.(hs)(ehg) < 0 fiir i € {1,...,m}. Setze also hg = ehy. Mit
Gleichung (4.12)4, S. 3} und u, = u(h,) gilt F’(h*,u*)(ho,uo) = 0, wenn ug = u'(hs)hyo.
Mit [Litv00, Theorem 2.4.5, S. 114] gilt iiberdies F,(hy,u,)™t € L(V*, V).

4.5. Endlichdimensionale Approximation des
Optimierungsproblems

Nachfolgend wird die Approximation des Optimierungsproblems (4.8)), S. durch eine
endlichdimensionale Problemstellung betrachtet, vgl. [Litv00, Kap. 2.3].

Endlichdimensionale Problemstellung

Es sei {@;}72, eine Folge endlichdimensionaler Unterrdume von () aus Voraussetzung ,
S. [41] welche die Bedingung

lim inf ||h — w||y1e =0, w e Q (4.17)

=00 heQ
mit py > 3 erfiillt. Definiere nun
Upay = {(h,u) | (hyu) € @y xV, F(hyu)=0€V*, gi(h)<0,i=1,...,m}
sowie
Qaa :=1{h | he€Q, gi(h) <0, i=1,...,m} (4.18)

mit stetigen Funktionalen g;. Das endlichdimensionale minimale Nachgiebigkeitsproblem
besteht darin, ein zuldssiges Paar (h;, u;) zu finden, so dass

— i , 4.19
go(wr) (hyglelgadylgo(w (4.19)

Satz 4.10 FEs seien die Voraussetzungen von Satz[4.9 S. erfillt und {Q;};2, eine
Folge endlichdimensionaler Unterrdiume von @), welche die Bedingung (4.17)) erfillen. Es
existiere weiterhin eine Folge {q,}22,, so dass

@n € Int(Qaa) vn,
Gn — ha in Whro(Q),

wobei (hy,u,) eine Losung des Optimierungsproblems (4.8]), S. ist. Dann existiert ein
k € N, so dass fiir alle | > k eine Losung h; fir das Problem (4.19)) existiert und

lim go(hy, w) = go(hu, us).
l—o0
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4. Topologieoptimierung von linear elastischem Material

Uberdies existiert eine Teilfolge {h, }5_, der Folge {h;}2,., so dass hy, — h, in WhPo(€Q).

Beweis: Siehe z.B. [Litv00, Theorem 2.3.1, S. 103]. O
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5. Erweiterung des SIMP-Maodells der
Topologieoptimierung durch
Gewichtungsoperatoren

In der praktischen Anwendung der Topologieoptimierung wird iiblicherweise auf die Ver-
wendung der Beschrinktheitsnebenbedingung (Kap. S. verzichtet. Stattdessen
wird diese durch andere Nebenbedingungen bzw. Methoden substituiert, die eine Wohlge-
stelltheit des Optimierungsproblems , S. , sicherstellen oder wenigstens sicherstel-
len sollen. Eine haufig verwendete Methode wird als mesh-independence filter bezeichnet,
[Sigm94] Sigm97]. Sie hat neben vielen Vorteilen auch Nachteile. Daher soll im Folgenden
eine Methode entwickelt werden, die die Vorteile des mesh-independence filters iiber-
nimmt, dessen Nachteile jedoch reduziert. Dies geschieht mit Hilfe des in Kap. [1.1] S. 1]
vorgestellten Konzepts der Gewichtungsoperatoren.

In Kap. werden die géngigsten Methoden zur Sicherstellung der Wohlgestelltheit
des Optimierungsproblems ([4.§)), S. 49 sowie deren Vor- und Nachteile dargestellt, vgl.
auch [Bend04, Kapitel 1.3.1]. In Kap. S. [61] wird mit dem Gewichtungsoperator G
eine neue Methode entwickelt und diskutiert. Dieser ldsst sich an das in Kap. S. @1}
beschriebene SIMP-Modell anbinden und erweitert dieses. Kap. [5.3, S. [63] beschreibt,
wie diese Methode bei abschnittsweise konstanten relativen Dichteverteilungen realisiert
werden kann und Kap. [5.4], S. [64] zeigt auf, welche Ergebnisse der Einsatz dieser Methode
erreicht und vergleicht die Ergebnisse mit denen des mesh-independence filters.

5.1. Griinde fiir die Erweiterung des SIMP-Modells

Nachfolgend sei Voraussetzung [4.1] S. [A1], erfillt.

Die in Kap. S. 51} vorgestellte Beschrianktheitsnebenbedingung wird in wissen-
schaftlichen Verdffentlichungen als global gradient constraint bezeichnet. Neben der Los-
barkeit (des Optimierungsproblems (4.8]), S. garantiert diese nach Satz[4.10} S.[p7, auch
die (schwache) Konvergenz der Losung der endlichdimensionalen Problemstellung gegen
die kontinuierliche Problemstellung (sog. FE-Konvergenz). Jedoch wurden laut [Sigm98|
Abschnitt 3.2.2] bisher keine numerischen Implementierungen der global gradient cons-
traint im Zusammenhang mit der Topologieoptimierung getestet.

Eine weitere Methode wird als local gradient constraint bezeichnet. Diese verlangt, dass
fast tiberall |[D*h| < ¢ fiir |a| = 1 zu gelten hat. Damit ist & in @) beschrinkt. In [Pete9g]
wurden Losbarkeit und FE-Konvergenz fiir die dort formulierte Problemstellung bewiesen
sowie die numerische Implementierung auch fiir abschnittsweise konstante endlichdimen-
sionale relative Dichteverteilungen h ¢ () vorgestellt. Die numerischen Resultate sind gut,
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5. Erweiterung des SIMP-Modells der Topologieoptimierung durch Gewichtungsoperatoren

jedoch wird eine Erhchung der Rechenzeit um den Faktor 100-1000 erwéhnt. Aus die-
sem Grund ist diese Methode fiir praktische Anwendungen zu langsam und daher nicht
geeignet.

Neben den Restriktionsmethoden sind vor allem Regularisierungsmethoden iiblich. Eine
davon wird als filtering the density bezeichnet. Diese errechnet die Bilinearform a(h) fiir

h € @ und u,v € V durch
a(h)(u,v) = h* K)P o(u)-e(v)dz

(s K)w) = [ h)K (e - )dy,
Q
Hierbei ist K ein Faltungskern, zum Beispiel definiert durch

{ 1— ||lz]la/c, falls ||z|2 < ¢,

Kolw) := 0, sonst

mit ¢ > 0 und K(x) = Ko(x)/ [z Ko(y)dy. In [Bour(l] wurde das oben genannten
Verfahren vorgeschlagen, Losbarkeit und FE-Konvergenz bewiesen sowie numerische Im-
plementierungen und Beispiele vorgestellt. Die Ergebnisse sind gut, jedoch gibt es keine
Aussagen zur Berechnungsdauer. In [Bend04, S. 35] wird moniert, dass zwar die errechne-
ten relativen Dichteverteilungen A auf groflen Gebieten nur die Werte h,;, und 1 anneh-
men, dies jedoch nicht fiir die regularisierten relativen Dichteverteilungen (h x K)P gilt,
mit welchen die mechanischen Berechnungen durchgefiihrt werden.

Eine aktuell weit verbreitete Methode wird als mesh-independence filter bezeichnet. Sie
wurde in [Sigm94] und [Sigm97] vorgeschlagen, ist heuristisch und nur fiir die numerische
Implementierung, also die endlichdimensionale Problemstellung gedacht. Es stellt sich
jedoch heraus, dass die Ergebnisse denen der local gradient constraint stark dhneln, die
Implementierung einfach und die Berechnungsdauer gering ist, vgl. [Sigm9§|. Die Methode
regularisiert elementweise die Ableitung der Nachgiebigkeit fiir ein h € Qaa; (Qaqy ist der
Raum der diskretisierten zuléssigen relativen Dichteverteilungen) folgendermafen:

> i1 hiHi®4(h) ¢
hi 22:1 Hy, ’

wobei sich die Ableitung der Nachgiebigkeit Kap. [4.3] S. 1] folgend durch

O (h)y, =

%W%z—LGWMdMWf@WMx

berechnet, 1; Basisfunktion von @; (Q; ist der Raum der diskretisierten relativen Dichte-
verteilungen) ist und

1 — ||z; — xlle/c, falls ||z; — k]2 < ¢
Hz'k =
0, sonst

mit ¢ > 0 ist. Der offensichtliche Nachteil dieser Methode ist, dass nicht bekannt ist, was
genau berechnet bzw. gelost wird, vgl. [Bend04) S. 36]. Entsprechend existieren auch keine
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5.2. Konzept der Erweiterung

Beweise zur Losbarkeit bzw. FE-Konvergenz, jedoch sind die numerischen Ergebnisse in
der Regel sehr gut.

Die vorangegangenen Beispiele verdeutlichen, dass bisher noch kein optimaler Weg ge-
funden wurde, den Anspriichen an Losbarkeit, FE-Konvergenz und numerische Implemen-
tierung gerecht zu werden.

5.2. Konzept der Erweiterung

Der Gewichtungsoperator (G; nach Gleichung , S. , der das SIMP-Modell représen-
tiert, sorgt dafiir, dass unerwiinschte Zwischendichten so unbrauchbar werden, dass sie in
Losungen des Optimierungsproblems , S. , kaum eine Rolle spielen. Soll mit den
Mitteln eines Gewichtungsoperators G5 auf die Beschranktheitsnebenbedingung, jedoch
nicht auf die Wohlgestelltheit des Optimierungsproblems verzichtet werden, hat G5
dafiir zu sorgen, dass keine relativen Dichteverteilungen als Losung des Optimierungspro-
blems in Frage kommen, deren Ableitungen unbeschrinkt hohe Werte annehmen.
G5 hat also das Vorhandensein von Gebieten zu bestrafen, in denen eine relative Dichte-
verteilung h im Betrag ihrer Ableitung hohe Werte ausweist.

Um Satz S. [46], anwenden zu kénnen, soll Gs : Q¢ — L*(9) die Struktur
Ga(h) == exp(H(h))
haben. Es bietet sich an, H : Q¢ — L®(2) durch
H(h) = |V
zu definieren. Somit wird (G5 definiert durch
Ga(h) = exp(—c| Vh|12). (5.1)

Noch wurde nicht gezeigt, dass G2 bzw. das Produkt GGy (zuldssige) Gewichtungs-
operatoren sind. Der nachfolgende Satz belegt jedoch:

Satz 5.1 FEs seien Voraussetzung [4.1], S. erfillt und Gy definiert wie in der vorste-
henden Gleichung (.1). Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Gy ist ein Gewichtungsoperator.

(ii) Es sei Gy definiert nach Gleichung (4.2)), S. mit einem p > 1. Das Produkt G1G4
st ein zuldssiger Gewichtungsoperator.

Beweis: Es seien h € Q¢ und ¢, ¢ € Q.

(i) Der Operator h + H(h) = —c||Vh||3 ist zweimal stetig F-differenzierbar mit den
Ableitungen

H'(h)g = —2¢(Vh,Vaq),
H”(h)Q1QQ - —20<VQ1,VC]2>,
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5. Erweiterung des SIMP-Modells der Topologieoptimierung durch Gewichtungsoperatoren

wobei (-,-) das euklidische Skalarprodukt ist. Damit ist auch G zweimal stetig
F-differenzierbar mit den Ableitungen

Glz(h)% = Gz(h)H/(h)Ch,
Gy(h)qiga = Ga(h)(H'(h)qi H'(h)g2 + H"(h)q162)-

Weil h in @ beschriankt ist, existiert ein Hp, < 0 mit H(h) > Hy,. Damit existiert
ein Guin ‘= exp(Hmin) > 0 mit

Gmin S G2(h) S 1.
Damit ist G ein Gewichtungsoperator nach Definition £.2] S.

(i) Es gilt H"(h)q1q1 = —c||[Vaq]|3 < 0. Mit (i) erfiillt H die Voraussetzungen aus Satz
[4.5] S. A6l Damit ist G1Gs ein zulissiger Gewichtungsoperator.

O

Nachfolgend werden Aussagen zur anzunehmenden Wohlgestelltheit des Optimierungs-
problems (4.8)), S. gemacht, wenn als Gewichtungsoperator G = GG verwendet,
jedoch auf die Beschrénktheitsnebenbedingung verzichtet wird:

Annahme 5.2 Es seien G; definiert nach Gleichung (4.2), S. , mit einem p > 1, Gy
definiert nach Gleichung (5.1)), S. , G := G1G4, pg > 3 und Voraussetzung , S. |1}
erfiillt. Jedoch werde ().q definiert durch

Quc (hheQ hun=<h<1, [ hie < Vo)
Q
Dann wird angenommen, dass Konstanten c;,c; > 0 und eine relative Dichteverteilung
he € Qaq mit ||h|[j2e0 < ¢1 existieren, so dass go(u(h)) > go(u(hy)) fiir jedes h € Qaq
mit || h||yw2e0 > co gilt.

Wenngleich es nicht moglich ist, die Giiltigkeit der vorstehenden Annahme zu be-
weisen, erscheint sie aus folgenden Griinden berechtigt:

Der Gewichtungsoperator Gy bestraft Gebiete, in denen eine relative Dichteverteilung
h im Betrag hohe erste Ableitungen besitzt. Dadurch wird in solchen Gebieten die Nach-
giebigkeit der relativen Dichteverteilung h erhoht. Die Nachgiebigkeit wird umso stéarker
erhoht, je hoher der Betrag der Ableitungen in diesem Gebiet ist. Der Gewichtungs-
operator (G; bestraft Gebiete, in denen eine relative Dichteverteilung h Zwischendichten
aufweist. In Gebieten mit im Betrag hohen zweiten, jedoch niedrigen ersten Ableitun-
gen liegen aufgrund der Definition von Q.4 grofitenteils Zwischendichten vor. Auch in
solchen Gebieten wird die Nachgiebigkeit der relativen Dichteverteilung h erhéht. Das
Zielfunktional ¢y errechnet gerade diese Nachgiebigkeit. Relative Dichteverteilungen h,
die in groBeren Gebieten im Betrag hohe Ableitungen besitzen, deren Norm ||A|| 200 also
hoch ist, diirften daher nicht als relative Dichteverteilungen mit einer niedrigen Nachgie-
bigkeit go(u(h)) in Frage kommen.

Bei Annahme ist das Optimierungsproblems (4.8]), S. , wohlgestellt:
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5.3. Umsetzung der Erweiterung im Falle abschnittsweise konstanter relativer Dichteverteilungen

Satz 5.3 FEs seien G definiert nach Gleichung (4.2)), S. mit etnem p > 1, Gy definiert
nach Gleichung (5.1]), S. G = G1Gy und Voraussetzung S. erfillt. Jedoch
werde Q.q definiert durch

Qui C{h | hEQ, hum<h<l, /hdmsvo}.
Q

Weiterhin seien a(h) sowie ¢ definiert wie in den Gleichungen (4.3)), (4.4), S. und Upg
wie in Gleichung [4.7), S. [49

Bei Annahme besitzt das Optimierungsproblem (4.8)), S. eine Losung (hy,us) €
U .

Beweis: Es seien g, und {(hy,, u,)} C Uaq definiert wie im Beweis von Satz , S. ,
und py > 3 sowie ¢1, o > 0 wie in Annahme [5.2] S.[62] Um den Beweis von Satz [4.§ S.
9] anwenden zu kénnen, muss die Folge {h,,} in W?#(Q) beschréinkt sein. Aufgrund der
Definition von ().q muss dies jedoch nicht der Fall sein. Mit Hilfe der Annahme kann
jedoch jedes Folgenelement h, mit ||h,|/y200 > co durch ein geeignetes ersetzt werden,
dessen Norm in W?2#°(Q) kleiner als ¢; ist. Diese Folge wird wieder mit {h,} bezeichnet
und ist in WP (Q) beschréinkt. O

5.3. Umsetzung der Erweiterung im Falle abschnittsweise
konstanter relativer Dichteverteilungen

In der praktischen Anwendung interessiert die Verwendung des im vorstehenden Kap.
b.2] S.[61] definierten Gewichtungsoperators Go innerhalb des endlichdimensionalen Op-
timierungsproblems. Hierzu ist die Berechnung der (schwachen) Ableitung einer relativen
Dichteverteilung h in €2 notig. Diese ist jedoch bei abschnittsweise konstanten relativen
Dichteverteilungen, wie sie in der Anwendung der Topologieoptimierung iiblicherweise
verwendet werden, nicht definiert. Im Folgenden soll ein Vorschlag entwickelt werden, mit
dem der Gewichtungsoperator GGy auch bei abschnittsweise konstanten relativen Dichte-
verteilungen verwendet werden kann.
Hierzu sei €; C R3 das umgebende Band der Dicke [ um €, d.h. €; ist offen, ;N = 0
und
min ||z — y|le <1, Vo € Q,
ye
vgl. [Pete98, Abschnitt 4.2.1]. Eine relative Dichteverteilung h € @Q; (Q; ist der Raum der
diskretisierten relativen Dichten) werde nun auf QU(); erweitert, indem A in einem Punkt
in ; den Wert zugewiesen bekommt, den h im néchstgelegenen Punkt (bzw. Wiirfel, vgl.
Diskretisierung [6.2], S. in Q hat.
Der Operator h — ||Vh]|3 ist fiir eine abschnittsweise konstante, nicht-stetige relative
Dichteverteilung h nicht definiert, da diese keine schwache Ableitung besitzt. In diesem
Fall kann dieser Operator durch den Operator

w

IVihl2(x) = 2—; S (b + 1)) — h@))? + (h() — h(z —1e))?),  2€9Q (52)

=1
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5. Erweiterung des SIMP-Modells der Topologieoptimierung durch Gewichtungsoperatoren

ersetzt werden, wobei e; der i-te kanonische Basisvektor des R? sei. Grundlage der vorste-
henden Definition sind folgende Umstiinde:

Es sei h eine abschnittsweise konstante relative Dichteverteilung. Gebiete, in denen h
ihren Wert héufig stark dndert, entsprechen solchen, in denen schwach differenzierbare
relative Dichteverteilungen eine im Betrag hohe Ableitung aufweisen. In solchen Gebieten
gilt oft

h(z +le;) — h(z) % h(x) — h(x —le;),
h(x +le;) — h(zx —le;)) ~ 0.

In der praktischen Anwendung stellt sich heraus, dass anstelle von ||V;h||3 durch die
Verwendung des Operators
1

(AR () = T Z (h(z +le;) — 2h(x) + h(z — le;))*, z€Q

ahnliche, jedoch im Hinblick auf die Nachgiebigkeit etwas bessere Ergebnisse erzielt wer-
den. Hierbei approximiert 4A; den Laplace-Operator A. Im Folgenden wird G5 daher im
Falle abschnittsweise konstanter relativer Dichteverteilungen h berechnet durch

Gy(h) = exp(—c(Ah)?), (5.3)

wobel ¢ > 0.

5.4. Vergleich der Erweiterung mit dem
mesh-independence filter

Im Folgenden soll der in diesem Kapitel entwickelte Gewichtungsoperator G5 numerisch
angewandt und die mit seiner Verwendung erzielten Ergebnisse mit denen des mesh-
independence filters verglichen werden. Dies geschieht mit Hilfe von zwei numerisch zu
behandelnden, exemplarischen Probegeometrien:

a) Der Designraum (2 sei zweidimensional mit einer Breite von 4m und einer Hohe von
80cm. Die Unterseite des Designraums sei versehen mit einer 8cm dicken Wirkfléche,
d.h. die relative Dichteverteilung nehme dort den Wert 1 an. Auf die Unterseite der
Wirkfliche wirke eine homogene Kantenpressung von 5N/mm in Richtung (0,1)7.
Die Oberseite des Designraums werde gehalten, d.h. die Verschiebung u sei dort 0.
Es werden die Material- und Volumennebenbedingung mit Vi = u2(€2)/2 verwendet,
vgl. nachfolgende Abbildung [5.1h).

b) Der Designraum {2 sei dreidimensional mit einer Breite von 4m, einer Lange von 2m
und einer Hohe von 64cm. Die Unterseite des Designraums sei versehen mit einer 8cm
dicken Wirkfliche. Auf die Unterseite der Wirkflache wirke ein homogener Druck
von 5MPa in Richtung (0,0,1)T. Die Oberseite des Designraums werde gehalten.
Es werden die Material- und Volumennebenbedingung mit Vj = u3(£2)/2 und die
Entformungsrichtung r, = —(0, 0, 1)¥ verwendet, vgl. Abbildung )
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4m

80cm

4m 2m

' 64cm

Abbildung 5.1.: Darstellung der Probegeometrien a) und b) nach Kap. , S. .

Zur numerischen Behandlung der Probegeometrien werden die Diskretisierung [6.2] S.
75 und der in Kap. S. formulierte Algorithmus verwendet. Beide Probegeome-
trien werden sowohl mit dem mesh-independence filter nach Kap. 5.1}, S. als auch mit
G5 nach Gleichung , S. , unter einer jeweils feiner werdenden Diskretisierung be-
arbeitet. Beide Methoden (der mesh-independence filter und G5) werden dabei stets mit
dem das SIMP-Modell repréisentierenden Gewichtungsoperator G nach Gleichung (4.2)),
S. 43, und p = 3 kombiniert. In sémtlichen Fillen werden dem verwendeten Algorithmus
100 Iterationen zur numerischen Behandlung der Probegeometrien vorgegeben. Als Start-
wert dient dabei die relative Dichteverteilung, die im Bereich der Wirkfliche den Wert 1
einnimmt und ansonsten konstant ist mit dem Wert, der die Volumennebenbedingung ak-
tiv werden lésst. Die Ergebnisse werden hinsichtlich Nachgiebigkeit, Netzunabhéngigkeit
und Zwischendichten ausgewertet.

5.4.1. Probegeometrie a)

Probegeometrie a) wird mit fiinf Diskretisierungsfeinheiten (I = 8,4,2,1,1/2 cm) bearbei-
tet. Der Designraum € wird also in 500, 2000, 8000, 32000 und 128000 Vierecke zerlegt ]
G5 rechnet mit ¢ = [*/4, der mesh-independence filter mit dem Radius ¢ = 6cm. Die
durch den Algorithmus errechneten relativen Dichteverteilungen sind in Abbildung
dargestellt.

°Die Diskretisierung des zweidimensionalen Designraums 2 erfolgt hierbei fiquivalent zu der in Diskre-
tisierung [6.2] S.[75] beschriebenen Diskretisierung eines dreidimensionalen Designraums. Anstelle von
Wiirfeln wird €2 in Vierecke zerlegt.

65
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\ARAA! LAAAAI
\ARAA/ LAAAAI
\ARAA/ LAAAAI
\ARAA/ LAAAAI

Abbildung 5.2.: Darstellung der relativen Dichteverteilungen als Ergebnis von Probegeo-
metrie a): Von oben nach unten erhoht sich die Feinheit der Diskretisie-
rung. Links wird G5, rechts der mesh-independence filter verwendet. Stets
wird die relative Dichteverteilung gegen (2 abgebildet. Schwarz steht hier-
bei fiir den Wert 1 der relativen Dichteverteilung, weif$ fiir den Wert Ai,.

Mesh-independence filter

Es sei h; € Qaa; die durch den verwendeten Algorithmus zur i-ten Diskretisierung,
i € {1,...,5}, errechnete relative Dichteverteilung nach 100 Iterationen. Der Wert ¢ = 1
steht hierbei fiir die am wenigsten feine Diskretisierung. Die errechnete Nachgiebigkeit
betragt durchschnittlich 977,56J. Die Nachgiebigkeit sinkt nicht bei feiner werdender
Diskretisierung und weicht durchschnittlich nur um 3, 84J von diesem Wert ab. Eine rela-
tive Dichteverteilung dndert sich bei feiner werdender Diskretisierung um durchschnittlich

4,15%, d.h.

5
1 hi = hi—1llL1(0)
— = 0,0415.
4 lZ: 112(2)

Diese Anderung sinkt bei feiner werdender Diskretisierung monoton von 8, 66% auf 0, 98%.
Es liegt also ein hohes Mafl an Netzunabhéngigkeit vor (dies ist i.ii. namensgebend fiir
den mesh-independence filter). Die mittlere Abweichung der relativen Dichteverteilungen
von hyax = 1 oder hmin = 1073 betrigt im Durchschnitt 6,2%, d.h.

5 . _
1 H mln(hi — 10 3, 1-— hZ)HLl(Q)
- > = 0,062.
i=1

p2(€2)
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5.4. Vergleich der Erweiterung mit dem mesh-independence filter

Diese Abweichung wichst bei feiner werdender Diskretisierung monoton von 5,46% auf
6, 52%. Zwischendichten liegen also in geringem Mafle vor und nehmen bei feiner werden-
der Diskretisierung zu.

Gewichtungsoperator G,

Die errechnete Nachgiebigkeit betragt durchschnittlich 939, 28J. Sie sinkt bei feiner wer-
dender Diskretisierung monoton von 1042,02J auf 885,11J. Damit ist G5 dem mesh-
independence filter im Hinblick auf die Nachgiebigkeit iiberlegen. Eine relative Dichtever-
teilung andert sich bei feiner werdender Diskretisierung um durchschnittlich 5, 28%. Diese
Anderung sinkt bei feiner werdender Diskretisierung monoton von 11, 17% auf 2,19%. Da-
mit liegt ein hohes Mafl an Netzunabhéangigkeit vor, jedoch liefert der mesh-independence
filter in dieser Hinsicht ein geringfiigig besseres Resultat. Die mittlere Abweichung der
relativen Dichteverteilungen von hp.e = 1 oder hpim = 1072 betrdgt im Durchschnitt
0, 84%. Diese Abweichung sinkt bei feiner werdender Diskretisierung monoton von 1,61%
auf 0,25%. Damit ist G5 dem mesh-independence filter im Hinblick auf Zwischendichten
deutlich iiberlegen. Dieses Ergebnis ist auch in der vorstehenden Abbildung zu erken-
nen: Die dort links abgebildeten, von (G5 erzeugten relativen Dichteverteilungen weisen

wesentlich schéirfere Rander auf als die rechts abgebildeten.
Tabelle [5.1] fasst die Ergebnisse zusammen:

Methode Kriterium Diskretisierungsindex Einheit
1 2 3 4 5

Nachgiebigkeit | 1042,02 960,08 923,71 885,5 885,11 [J]

Go Netzunabh. — 11,17 521 2,54 2,19 (%]
Zwischendichten 1,61 1,13 0,81 0,4 0,25 (%]
Nachgiebigkeit | 983,32 974,06 973,98 978 978,42 [J]

mif Netzunabh. — 8,66 4,99 1,98 0,98 (%]
Zwischendichten | 5,46 6,1 6,41 6,51 6,52 (%)

Tabelle 5.1.: Darstellung der mit den Methoden G5 und mesh-independence filter (mif)
erzielten Ergebnisse unter Probegeometrie a).

5.4.2. Probegeometrie b)

Probegeometrie b) wird mit drei Diskretisierungsfeinheiten (I = 8,4, 2 cm) bearbeitet. Der
Designraum €2 wird also in 10000, 80000 und 640000 Wiirfel zerlegt. G5 rechnet mit ¢ =
[*/4, der mesh-independence filter mit dem Radius ¢ = 12cm. Die Festkorper, die durch
die errechneten relativen Dichteverteilungen definiert werden, sind in der nachfolgenden
Abbildung dargestellt.

Mesh-independence filter

Es sei h; € Qaa,; die durch den verwendeten Algorithmus zur i-ten Diskretisierung, ¢ €
{1,...,3}, errechnete relative Dichteverteilung nach 100 Iterationen. Der Wert i = 1
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5. Erweiterung des SIMP-Modells der Topologieoptimierung durch Gewichtungsoperatoren

Abbildung 5.3.: Darstellung der durch die relativen Dichteverteilungen definierten Fest-
korper als Ergebnis von Probegeometrie b): Von oben nach unten erhéht
sich die Feinheit der Diskretisierung. Links wird G5 verwendet, rechts der
mesh-independence filter.

steht hierbei fiir die am wenigsten feine Diskretisierung. Die errechnete Nachgiebigkeit
betrégt durchschnittlich 1981, 55J. Die Nachgiebigkeit steigt dabei bei feiner werdender
Diskretisierung monoton von 1901,45J auf 2037,7J an. Eine relative Dichteverteilung
andert sich bei feiner werdender Diskretisierung um durchschnittlich 8,09%, d.h.

3
1 \hi = hi—1ll L1 (o)
- = 0, 0809.
2 Zz:; 13(82)

Diese Anderung sinkt bei feiner werdender Diskretisierung von 12, 76% auf 3, 43%. Damit
liegt ein hohes Mafl an Netzunabhéingigkeit vor. Die mittlere Abweichung der relativen
Dichteverteilungen von hyay = 1 oder hmi, = 1073 betrégt im Durchschnitt 10, 78%, d.h.

=0, 1078.

13(82)
Diese Abweichung wichst bei feiner werdender Diskretisierung monoton von 9,73% auf
11,47%. Zwischendichten liegen also in geringem Mafle vor und nehmen bei feiner wer-
dender Diskretisierung zu.

1 3 || IffllIl(hZ — 10_3, 1-— hz)HLl(Q)
32
i=1

Gewichtungsoperator G,

Die errechnete Nachgiebigkeit betrdgt durchschnittlich 1628, 76J. Sie sinkt bei feiner wer-
dender Diskretisierung monoton von 1785,73J auf 1511,34J. Damit ist Gy dem mesh-
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5.4. Vergleich der Erweiterung mit dem mesh-independence filter

independence filter im Hinblick auf die Nachgiebigkeit deutlich iiberlegen. Eine relati-
ve Dichteverteilung éndert sich bei feiner werdender Diskretisierung um durchschnitt-
lich 9,54%. Diese Anderung sinkt bei feiner werdender Diskretisierung von 14, 16% auf
4,93%. Damit liegt ein hohes Mafl an Netzunabhingigkeit vor, jedoch liefert der mesh-
independence filter in dieser Hinsicht ein geringfiigig besseres Resultat. Die mittlere Ab-
weichung der relativen Dichteverteilungen von Ay = 1 oder hmin = 1072 betrigt im
Durchschnitt 0,91%. Diese Abweichung sinkt bei feiner werdender Diskretisierung mono-
ton von 1,48% auf 0,49%. Damit ist G5 dem mesh-independence filter im Hinblick auf
Zwischendichten deutlich iiberlegen.
Tabelle fasst die Ergebnisse zusammen:

Methode Kriterium Dllskret1s1e;' ungsmd; * | Einheit
Nachgichigkeit | 1785,73 1589,23 1511,34 | [J]
Go Netzunabhéngigkeit — 14,16 4,93 (%]
Zwischendichten | 148 0,76 0,49 (%)
Nachgiebigkeit 1901,45 2005,5  2037,7 [J]
mif Netzunabhéngigkeit — 12,76 3,43 (%]
Zwischendichten 9,73 11,13 11,47 (%]

Tabelle 5.2.: Darstellung der mit den Methoden G5 und mesh-independence filter (mif)
erzielten Ergebnisse unter Probegeometrie b).

5.4.3. Fazit

Die in diesem Kap. [5.4| betrachteten Probegeometrien a) und b) liefern folgende Bewertun-
gen der verglichenen Methoden: Wihrend der mesh-independence filter eine geringfiigig
bessere Netzunabhéngigkeit vorweist als G, liefert GG bessere Ergebnisse im Hinblick auf
die Nachgiebigkeit und insbesondere die Zwischendichten.

Allerdings hat der mesh-independence filter theoretische Nachteile. Die Methode ist heu-
ristisch und es ist nicht bekannt, was genau berechnet bzw. gelost wird. Demgegeniiber
besagt Satz S. [63] dass G2 unter Annahme [5.2] S. die Wohlgestelltheit des Op-
timierungsproblems , S. , sicherstellt. Da die numerische Implementierung beider
Methoden einfach und ihre Berechnungsdauer gering ist, erscheint die Feststellung be-
rechtigt, dass der Gewichtungsoperator GGy dem mesh-independence filter aufgrund seiner
iiberwiegend besseren Ergebnisse vorzuziehen ist.
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6. Algorithmus zur
Topologieoptimierung mit
Gewichtungsoperatoren auf Basis
der notwendigen
Optimalitatsbedingungen

In der Topologieoptimierung haben sich zwei Lésungsmethoden zur numerischen Behand-
lung von Optimierungsproblemen etabliert: die Method of Moving Asymptotes Methodik
(MMA) und die optimality criteria Methodik (OC). MMA approximiert das Optimie-
rungsproblem in jedem Iterationsschritt durch ein vereinfachtes, konvexes Unterproblem
und bearbeitet dieses. OC leitet ihre Iterationsvorschrift fiir eine gegebene Problemstel-
lung aus den notwendigen Optimalitdtsbedingungen derselben ab. Wahrend die OC Me-
thodik vor allem bei einfach zu bearbeitenden Nebenbedingungen, wie sie in dieser Arbeit
verwendet werden, aufgrund von Geschwindigkeitsvorteilen vorzuziehen ist, hat die MMA
Methodik gerade bei komplexeren Problemstellungen ihre Vorteile, [Bend04, S. 18ff].

In Kap. wird ein in der Topologieoptimierung neuer OC Algorithmus fiir ,large-
scale“ Probleme entwickelt. Sodann wird in Kap. [6.2] S.[82] dieser Algorithmus mit dem
gangigen Algorithmus [Bend95] verglichen, welcher in [Sigm0O1] mit Hilfe der Program-
miersprache Matlab realisiert wird.

6.1. Entwicklung des Algorithmus

Zunéchst wird in Kap. dargestellt, mit welcher Problemstellung der Algorithmus in
jedem Iterationsschritt konfrontiert ist. Sodann werden in Kap. [6.1.2] S.[73] die notwen-
digen Optimalitétsbedingungen approximiert und in Kap. [6.1.3] S. [74] diskretisiert. In
Kap. [6.1.4] S.[77, werden Vereinfachungen, die notwendig sind, um ,large-scale“ Proble-
me behandeln zu kénnen, vorgenommen und diskutiert. Schlielich wird in Kap. [6.1.5] S.
[79, der Algorithmus formuliert.

6.1.1. Problemstellung

In Satz [4.9] S. [56] wurden notwendige Bedingungen an eine Losung des Optimierungs-
problems ([4.8), S. vorgestellt. Ziel ist es, iterativ ein Paar (h,,u.) € Uaq zu finden
bzw. hinreichend gut zu approximieren, welches die notwendigen Optimalitdtsbedingun-
gen erfiillt. Dabei seien im folgenden Abschnitt stets die Voraussetzungen von Satz
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6. Algorithmus zur Topologieoptimierung mit Gewichtungsoperatoren

erfiillt. Nachfolgend werden die notwendigen Optimalititsbedingungen umgerechnet, um
darstellen zu konnen, welche Bedingungen im n-ten Iterationsschritt zu erfiillen sind.
Hierbei ist als Startwert h; € Q,q iiblicherweise

Vo

- dex

h

geeignet.
Es erfiille (h., u., vs, A,) die notwendigen Optimalitdtsbedingungen (4.16)), S. . Dann

folgt aus den Gleichungen (4.16))s 4, S. 56}
us = u(hy),

v. = —u(h,). (6.1)

Damit lautet das Ziel eines Iterationsschrittes:

Finde fiir gegebenes n € N, h,, € Q.q den Korrekturterm Ah, € Q und die Lagrange-
Multiplikatoren A, := (A,;) € R™, so dass (h, + Ahy,, u(h, + Ahy,), —u(h, + Ahy,), Ay)
die notwendigen Optimalitdtsbedingungen , S. erfiillt. Dabei ist h, 1 := h, +
Ah,,. Im weiteren Verlauf wird deshalb gleichbedeutend als Ziel eines Iterationsschrittes
formuliert, dass das gesuchte Paar (Ah,, A,) die notwendigen Optimalitdtsbedingungen
erfiille.

Mit den Gleichungen (6.1)) lautet Gleichung (4.16), S. [56}
> Auigi(h)g = d'(h)g(u(h.),u(h), Vg€ Q.
i=1

Laut Gleichung (4.12))1, S. gilt
a(h)'q(u(h),v) = —a(h) (W' (h)q,v), VheQa, geQ, veV

und damit auch
a(h.)'q(u(hs), u(h.)) = —a(h.) (W' (he)q, u(hs)).
Weiterhin ist mit Gleichung (4.5]), S.

a(h+ Ah)(u(h + Ah),v) = a(h)(u(h),v)
= (670)7 Vh,h+ Ah € Qg, veV.

Damit gilt fiir v = «'(h,, + Ah,)q auch
a(hy + Ahy) (W (hy + Ahy)q, u(hy + Ahy)) = alhy) (W (hy + Ahy)q, u(hy)).
Somit erfiillt (Ah,, A,) die notwendigen Optimalitétsbedingungen (4.16)), S.[56] genau

dann, wenn fiir simtliche ¢ € {1,...,m}

Am' Z 07
- (6.2)
Anigi(hn + Ahn) - 07
> iy Mnigi(hn + Ahy)g = —a(hy) (W (hn + Ahy)q, u(hy)), Vg €Q

gilt.

72



6.1. Entwicklung des Algorithmus

6.1.2. Approximation der notwendigen Optimalitatsbedingungen

Ziel des n-ten Iterationsschrittes mit gegebenem h,, € Q.q ist, dass h,+Ah, € Qund A,, €
R™ die notwendigen Optimalitdtsbedingungen , S. , erfiilllen. Um hieraus einen
Algorithmus entwickeln zu konnen, miissen die notwendigen Optimalitdtsbedingungen
approximiert werden:

Die Taylorentwicklung der rechten Seite von (6.2))4, S. [12] lautet

—a(hy)(u(hn), W' (hy + Ahy)q) =~ —a( u(hy), u' (hn)g + " (hy) Ahng)
u(hn), u(hn)) +a” (hn) Ahng(u(hy), u(hy,))

)
+2a’(hn)q(u'(hn)Ath( n))
B /QG/(hn)q o(u(hn)) - e(u(hy)) dz

+ / G"(hn)Ahng o(u(hy)) - e(u(hy)) dz
Q
2/ G'(hy)q o(u (hy)Ahy) - e(u(hy)) dz.
0

Dabei wurden die Gleichungen 1 und 1, S. , sowie die entsprechenden Defi-
nitionen aus Kap. [4.3] S. [51] verwendet.

Die die Nebenbedingungen definierenden Funktionale g; haben im weiteren Verlauf
der Arbeit die nachfolgend definierte Voraussetzung zu erfiillen, so dass die g; nicht
approximiert werden miissen und damit ,,einfach® zu behandeln sind:

Voraussetzung 6.1 Es sei Voraussetzung [4.1] S. [41] erfiillt. Die verwendeten Nebenbe-
dingungen seien derart, dass Q.q # (). Fiir simtliche i € {1,...,m} sei g; : @ — R stetig
und affin. Damit ist ¢g; F-differenzierbar und die Ableitung ¢; nicht von h abhingig. Es
gibt also ¢; € Q*, so dass g.(h)q := (g}, q) o~ o fiir beliebige h,q € Q.

Bemerkung Es sei darauf hingewiesen, dass die Beschranktheitsnebenbedingung die vor-
stehende Voraussetzung [6.1] nicht erfiillt. Sie wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht
verwendet. Kapitel 5| S. 59, behandelte die alternativen Vorgehensweisen.

Definiere nun ¢ € Q, D € L(Q,Q) und M € L(R™, Q) durch

(¢F,c) = : G'(hy)q o(u(hy)) - e(u(hy,)) d,
(¢", DAh,) = —/QG"(hn)Ahnq o(u(hy)) - e(u(hy)) dz

— Q/QG/(hn)q o(u'(hp)Ahy) - e(u(hy,)) d,
ZAm<9§> Do-@ = Z(QT, MiAy),

<

e
<
—

g
[
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6. Algorithmus zur Topologieoptimierung mit Gewichtungsoperatoren

wobei M; := (g/)”. Dann erfiillt (Ah,, A,,) die approximierten notwendigen Optimalitéits-

bedingungen genau dann, wenn fiir sémtliche i € {1,...,m}
Ani 2 Ou
, (63)
DAh, = c¢— MA,
gilt.

Offensichtlich ist D symmetrisch. Wir nehmen zusétzlich an, dass D invertierbar ist.
Dann folgt Ah, = D7 1(c — MA,). Somit erfiillt A, die approximierten notwendigen

Optimalitdtsbedingungen genau dann, wenn fiir simtliche i € {1,...,m}
gi(hn) + MI'D Y (c — MA,) < 0,
Ani Z 07

Ani(gi(hy) + MID™ (¢ — MA,)) = 0
gilt.

6.1.3. Diskretisierung der approximierten notwendigen
Optimalitdtsbedingungen

Anstelle der Rdume ) und V' werden nun die endlichdimensionalen Rdume ; und V;
betrachtet. Zunéchst wird dargestellt, welches Gleichungs- und Ungleichungssystem sich
aus der Diskretisierung der vorstehenden Approximation (6.3) ergibt. Anschlieend wird
in Diskretisierung [6.2) S. [75 vorgestellt, wie die Rédume @; und V; definiert sind und
aufgezeigt, warum diese Definitionen sinnvoll sind.

Fir r € N sei {¢;}]_, eine Basis von @);. Die relative Dichteverteilung Ah,, errechnet
sich also durch

Ahy =Y Ahyjibj,  Ahy €R.
j=1

Es seien Qaq; C @; der Raum der diskretisierten zuléssigen relativen Dichteverteilungen
und h,, € Qaq,. Werden entsprechend dem vorangegangenen Kap. (g.)" = g.(ha)T €
R" sowie ¢ := (¢;) € R", D := (d;;) € R”" und M := (my,) € R™™ durch

¢ = /QG'(hn)wi o(u(hy)) - e(u(hy)) dz, (6.4)
diy = — /Q G (h)id; o(ulhn) - e(u(hn)) da

=2 [ G o)) - elu(h) da,
Q

mit e; als dem i-ten kanonischen Basisvektor des R" definiert, so erfiillen der Korrektur-
term Ah,; := (Ah,;) € R” und der Multiplikator A, € R™ genau dann die Diskretisie-
rung der approximierten notwendigen Optimalitdtsbedingungen (kurz: die diskretisierten
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Optimalitdtsbedingungen), wenn fiir alle ¢ € {1,...,m}
gi(hy) + MFAR,; < 0,
Ani Z 07
T (6.6)
DAh,; = c¢— MA,

gilt, wobei M; die i-te Spalte von M sei. Falls die Matrix M7 D~ M eine P-Matrix ist, also
alle prinzipalen Minoren positiv sind, existiert eine eindeutige Losung dieses Gleichungs-
und Ungleichungssystems, [Berm94]. In diesem Fall ist eine primal-duale aktive Mengen
Strategie eine ,extrem effiziente Methode® zur Losung von System (6.6), [Hint03, Ab-
schnitt 1].

Nachfolgend wird die im weiteren Verlauf dieser Arbeit verwendete Diskretisierung
vorgestellt:

Diskretisierung 6.2 Als Designraum Q C R3 werde der offene Quader
Q= (0,n,0) x (0,n,0) x (0,n,0)

definiert, wobei ng,ny,n, € N und [ > 0 mit der SI-Einheit [m]. Die Konstante [ ist
die Diskretisierungsfeinheit. Es wird die Punktmenge Q, = {z;}/_; C Q, r = nynyn,
definiert durch

1 L(i = 1)/(nyn.)]
rp=—|—-1|+l| n,—((i—1) modn,) |, ie{l,...,r}
1 | ((¢ — 1) mod nyn,)/n,]

Q wird durch eine zulédssige Zerlegung offener Wiirfel 2,. C Q der Kantenldnge [ diskre-
tisiert, wobei €2,, C €2 genau dem Wiirfel mit dem Schwerpunkt x; € €, entspricht. Der

Anschaulichkeit halber wird fiir i € {1,...,7} einem Wiirfel €2, die Kennung i, x i, X 4,
zugewiesen, wobei

i = |(—1)/(nyn.)|+1 €e{l,...,n.},

iy = (({—1) modn,)+1 €{l,...,n,},

i, = [((i—=1) mod nyn,)/n,|+1 €{1,...,n.}.

(), wird definiert durch die Menge derjenigen Funktionen ¢ : 2 — R, die auf jedem
einzelnen Wiirfel €2,, konstant sind. Eine Basis {t;}/_, von @, wird definiert durch ; =
Lo, . Damit wird (Qaq, definiert durch

Qady = {h € Qi | gi(h) <0 Vi}.

Der Raum V; wird folgendermaflen definiert: Es werde die Standardbasisfunktion ¢ :
R3 — R definiert durch

bo(2) { s(cosmay [l + 1) (cosmaa/l + 1) (cosmas/l+ 1), falls |z]e <1,
o\L) ‘=
) sonst,
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vgl. nachfolgende Abb. . Weiterhin werden die Eckpunkte €2, := {y;}’L, C Q,r o=
(ny + 1)(ny + 1)(n, + 1), aller Q,, definiert durch

LG = 1)/((ny + 1)(n. + 1))]
yj =1 ny — ((7 —1) mod (n, + 1)) , jed{l,...,rm}
(7 = 1) mod (ny +1)(n: +1))/(ny, +1)]

Dann wird fir k € {1,..., N}, N:=3ry, j = [k/3], m = ((k — 1) mod 3) + 1 und e,, der
m-te kanonische Basisvektor des R? die Funktion ¢y : Q — R3 definiert durch

do(x — yj)em, falls z€Q,
Or() == 0
, sonst.

Die Funktionen ¢ dienen als Basis {¢;}_von V; und haben die SI-Einheit [m]. All die
Funktionen ¢y, die iiberall auf I'y den Wert 0 annehmen, bilden nun eine Basis des Raums
V;. Dann gilt V; C V.

-1/2

Abbildung 6.1.: Darstellung der Standardbasisfunktion ¢g(z(y)) € R gegen y € R?, wobei
z(y):=(y1 y2 0)T und =1 gilt.

Es seien Voraussetzung , S. , erfiillt und h € Qaq; # 0. Dann besitzt die diskreti-
sierte Zustandsgleichung

a(h)(u,v) = (¢,v), fir alle v € V]
genau eine Losung u = u(h) € V. Es sei nun

Upay :={(h,u) € Qi x Vi | gi(h) <0 Vi, a(h)(u,v) = ({,v) YveV}
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6.1. Entwicklung des Algorithmus

der Raum der diskretisierten zulédssigen Paare. Dann lautet das diskretisierte minimale
Nachgiebigkeitsproblem
min  go(u). (6.7)

(hvu)euad,l

Dieses besitzt eine Losung.

Es sei darauf hingewiesen, dass @; ¢ @ mit () aus Voraussetzung S. gilt. Trotz
dieses Umstandes ist die Definition von @); in der Topologieoptimierung ﬁblichﬁ Der
Nachteil @Q; ¢ @ wird in Kauf genommen, weil sich die Rechendauer enorm reduziert,
ohne dass sich die Beschreibung des Designs stark Veréindert. Uberdies stellt sich in der
praktischen Anwendung heraus, dass sich die berechneten relativen Dichteverteilungen
nur geringfiigig unterscheiden.

Mit den eben beschriebenen Definitionen von V; und @); gelten

N

ul(hn>¢j = Z(ul(hn))zg(rbz GHI(Q’R3)7

G'(hn)tp; = Z(G/(hn))zj%‘ € L*=(Q),

G (o)t = D (G (hn))igaths € L(Q),

i=1

wobei 15,1y, beliebige Basisfunktionen von (); seien. Damit sind die diskretisierten Opti-
malitdtsbedingungen , S. , die der Korrekturterm Ah, und der Lagrangemultipli-
kator A,, erfiillen sollen, wohldefiniert.

6.1.4. Vereinfachung

Es existieren effiziente Verfahren zur Losung der diskretisierten Optimalitdtsbedingun-
gen (6.6), S. wie etwa die primal-dual active set Methode (PDAS), [Berg99, Hint03].
Jedoch ist bei , large-scale”“ Problemen das Aufstellen der diskretisierten Optimalitéatsbe-
dingungen problematisch:

In die Berechnung von D in Gleichung (6.6))4, S. [75] flieft die Ableitung u'(h,,) ein.
Diese muss mit Hilfe eines numerischen Verfahrens approximiert werden. Ublich ist hierbei
die Methode der numerischen Differentiation. Thre Anwendung fithrte jedoch dazu, dass
pro Iterationsschritt nicht eine, sondern r + 1 Zustandsgleichungen , S. , zu losen
wéren. Die numerische Losung der Zustandsgleichung (abgesehen von der numerischen
Losung des Gieivorgangs, vgl. Kap. |8 S. nimmt eindeutig die meiste Zeit innerhalb
einer Iteration in Anspruchﬂ. Schon fiir mittelgroBe Probleme mit » = 10° liegt die Dauer
einer einzelnen Berechnung auf aktuellen Desktopsystemen bei knapp einer Minute. Daher
ist eine Berechnung von D durch numerische Differentiation im Falle von ,large-scale®
Problemen nicht durchfiihrbar.

6 Usually one approximates the density as element-wise constant (...), [Sigm98, Abschnitt 1].

7,In case one (...) uses bilinear and continuous design approximation (...) the overall computational time
would be much higher without substantially improving the design description®, [Pete98, Abschnitt 4].

8 Most of the time, about 97 %, is spent on the equilibrium part“, [BorrOI, Abschnitt 6].
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6. Algorithmus zur Topologieoptimierung mit Gewichtungsoperatoren

Aus diesem Grund muss D durch eine mit geringerem Aufwand zu berechnende Ma-
trix ersetzt werden. Ziel ist, auf eine Einbezichung der Ableitung u'(h,) zu verzichtet.
Nachfolgend wird beschrieben, wie dies geschieht:

Mit Gleichung 1, S. , gilt
/ G(h) o(u'(h)q) - e(v) de = —/ G'(h)q o(u(h)) - e(v) da (6.8)
Q Q

fiir beliebige h € Q¢, ¢ € Q und v € V. Dariiber hinaus wird vereinfacht durch

( 5 | Gt ot et ) 1o, = G(B) o)) (o). (69

wobei 2, := supp(e(v)). Es seien h,, € Qadl und v, 1; beliebige Basisfunktionen von Q).
Mit den Vorstehenden Gleichungen (6.8) und (6.9)) rechnen wir

G'(hn )i o(u /(hn)¢3) -e(u(hy)) do

G’ (hn) i
G (hn)

= 2D ulh) Q %G(}W o (u'(hn)y) - e(dr) do

Gy (1 e .
e | s (MS(%) ., ) ot <t dy>d

k
= 23 [ G <M3<;¢k> ., e otutm) - elon dy> a

>t | SR luth) <l
((ha) G (B )0,
2/9 G(h)

wobei 0y, := supp(e(¢x)). Mit dieser Rechnung wiirde D = (d;;) € R™*" aus den diskre-
tisierten Optimalitdtsbedingungen , S. , durch

o QG/(hn>¢zG/(hn)¢J al ) olu ce(u T
dy = [ (PSR 1,00, ) o(winn) - etulh) d

errechnet werden. Jedoch stellt sich heraus, dass eine Reduktion dieser Matrix auf die
Hauptdiagonale dhnlich gute Resultate bei deutlich geringerem Berechnungsaufwand er-
zielt. Uberdies kann aus einer solchen Reduktion auf einfache Weise ein mit der Struk-
tur von [Bend95l, [Sigm01] vergleichbarer OC Algorithmus abgeleitet werden. Daher wird
zukiinftig

dij = /Q 0ij (2@/(%();?2(5;(%)% —G”(hn)wﬂ/}j) o(u(hn)) - e(u(hy)) dz,  (6.10)

—7 - Ghn) o(u(hn)y) - e(u(hn)) do

Q
0
WE

Q

[\}
Mz

I~

o(u(hn)) - e(u(hn)) dz,

78



6.1. Entwicklung des Algorithmus

gerechnet, wobei d;; das Kronecker-Delta sei. Dann ist D symmetrisch positiv definit,
wenn G ein zuldssiger Gewichtungsoperator ist, wovon im weiteren Verlauf ausgegangen
wird.

6.1.5. Formulierung des Algorithmus

Die diskretisierten Optimalitdtsbedingungen , S. , mit modifiziertem D nach der
vorstehenden Gleichung lassen sich gut mit Algorithmen behandeln, die die bereits
erwahnte primal-duale Strategie nach [Berg99, Hint03] verwenden. Bessere Resultate las-
sen sich jedoch mit einem Algorithmus erreichen, der nur Ungleichung 1, S. , exakt
erfiillt und sich ansonsten am System 2,4, S. , orientiert. Vor der Formulierung
dieses Algorithmus werden die verwendeten Nebenbedingungen konkretisiert:

Voraussetzung 6.3 Es sei Voraussetzung [£.1] S. 1], erfiillt. Es werden nur die Volumen-
und Materialnebenbedingung sowie die Entformungsrichtung nach Kap. S. b1} ver-
wendet, so dass Q.q # (). g1 sei stets die Volumennebenbedingung, m € N die Anzahl der
Nebenbedingungen.

Im Folgenden wird dargestellt, auf welche Weise sich der anschlieBend formulierte Al-
gorithmus am System 2_4, S. , orientiert:

Es seien ¢ € R" und M € R™™ nach den Gleichungen und , S. , D nach
der vorstehenden Gleichung (6.10), i € {1,...,m}, h € @, (Q; aus Diskretisierung [6.2]
S. und A = 0 € R™, d.h. Ah = D~ !c. Es sei die i-te Nebenbedingung verletzt, d.h.
gi(h + Ah) > 0. Dieser Umstand soll korrigiert werden, indem A um AA geéndert wird.

Sollen dabei System 1_3, S. , fiir 2 und Gleichung 4, S. , erfiillt werden, wobei
ausschliellich A; um AA; gedndert werden darf, so folgt

AA, o, 0
gi(h+Ah)

Dabei beschreibt dh die Korrektur von Ah.

(i) Entspricht die verletzte Nebenbedingung g; einer Materialnebenbedingung im Punkt
xj €8y, je{l,...,r}, soist M; € {xe;}, wobei e; der j-te kanonische Basisvektor
des R" ist. O.B.d.A. sei M; = e;, d.h. (h+Ah); ist um g;(h+Ah) grofer als zuléssig.
Dann folgt mit vorstehender Gleichung

oh = —g;(h + Ah)e;.

Durch die oben beschriebene Korrektur dndert sich also nur h;, und zwar gerade
so, dass Ungleichung 1, S. aktiv wird. Aus diesem Umstand resultieren die
Vorschriften 5b) und c) des nachfolgend formulierten Algorithmus.

(ii) Entspricht die verletzte Nebenbedingung g; der Entformungsrichtung in den Punk-
ten z;, x, € Q,, j,k € {1,...,r}, soist M; € {xe; Fei}. O.B.d.A. sei M; =e; — ey,

79
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d.h. (h + Ah); — (h+ Ah)j ist um g;(h + Ah) grofer als zuléssig. Dann folgt mit
Gleichung (6.11)), S.
gi(h+ Ah)(djjle; — dger)  gi(h+ Ah)(dwe; — djer)

A+ dig djj + dyx '

Oh =

Durch die oben beschriebene Korrektur dndert sich also nur A; und hj, und es gilt
(h+ Ah);d;; + (b + Ah)pdig

djj + dig '
Damit erfolgt die Korrektur gerade so, dass Ungleichung 1, S. , aktiv wird.
An diesem Umstand orientiert sich die Vorschrift 5a) des nachfolgend formulierten

Algorithmus: Diese korrigiert Ah so, als ob D die Einheitsmatrix wére, d.h. d;; =
diy = 1. Dies fiihrt in der Regel zu besseren Ergebnissen.

(h+ Ah+0h); = (h+ Ah + 6h), =

(iii) Der Korrekturterm Ah wird im nachfolgend formulierten Algorithmus folgenderma-
Ben erzeugt: Zundchst werden nach Vorschrift 4) Ay und Ah initiiert. Sodann wird
Ah nach Vorschrift 5) korrigiert, sodass Ungleichung 1, S. firi=2,...,m
erfiillt ist. Schlieflich wird iberpriift, ob das System 1_3, S. fiir + = 1 hin-
reichend gut erfiillt ist. Ist das der Fall, bricht der Algorithmus ab. Falls nicht,
wiederholt der Algorithmus die Prozedur mit einem durch Vorschrift 7) modifizier-
ten Al.

Voraussetzung [6.3] S.[79] sei fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit giiltig. Die Struktur
des nachfolgend formulierten Algorithmus ist vergleichbar mit der Struktur des in [Bend95]
genannten Algorithmus.

Algorithmus zur Topologieoptimierung mit Gewichtungsoperatoren

1) Initialisiere hq, setze n =1, Ahp.x € (0,1], TOL; 5 > 0, M; als 1. Spalte von M aus
Gl (6.5)), S.[74] sowie ein Abbruchkriterium.

2) Berechne u(h,) nach Gl ([£.5), S.[48 mit V' =V}, ¢ nach Gl (6.4), S.[74und D nach
GL (6.10), S.[78|

3) Setze /\0 = 0, /\1 = 105, k= 0.

4) Setze und lose

Ao+ A1
A:Czl = 2 )
DARE = c— MAE,. (6.12)

5) a) Firid,j € {1,...,r} derart, dass ein iy € {2,...,m} existiert, so dass
Gio (i + ARE) = () + ARE (2;) — by (25) — ARE(z5) > 0,
setze AhK(x;), A% (z;) derart, dass

o () _}_Ah’;i(xi) — hn(xj> —I—AhfL(Ij) _ ho () + Ahﬁ(ﬁi) ‘;' hn(%) + Ahi(:vj).
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6.1. Entwicklung des Algorithmus

b) Fir j € {1,...,r} derart, dass ein i € {2,...,m} existiert, so dass
gi(hy + ARE) = hy () + ARL(z;) — 1> 0,

setze ARE(z;) =1 — hy(z;).

c) Fir j € {1,...,r} derart, dass ein i € {2,...,m} existiert, so dass
Gi(hn + ARE) = huyin — by () — ARE(25) > 0,

setze ARE(z;) = huyin — ha(z5).
d) Setze AhF = max(—Ahpay, min(AhE Ahp.y)) (komponentenweise).

6) Falls A*, < TOL; oder |g;(h, + AhF)| < TOL, setze Ah, = ARk, A,y = A¥, und
gehe zu 8), sonst zu 7).

7) Falls g1(h, + AhE) > 0, setze \g = Ak, sonst \; = A¥,. Setze k = k + 1 und kehre
zuriick zu 4).

8) Abbruch, falls Abbruchkriterium erfiillt, sonst setze h,.1 = h, + Ah,, n = n +1
und kehre zuriick zu 2).

Bemerkung In vorstehender Vorschrift 3) muss sichergestellt sein, dass A,; < A;. In
unserem Fall hatte A,; stets die GréSenordnung 10~ — 1072, weshalb auch ein kleineres
A1 moglich gewesen wiire.

Der in diesem Kapitel entwickelte Algorithmus ist insbesondere durch Gleichung ,
S. , gekennzeichnet. Diese kann mit der im géngigen OC Algorithmus [Bend95] verwen-
deten Vorschrift verglichen werden, was im folgenden Kapitel geschieht. Da der Algo-
rithmus [Bend95)] auf das SIMP-Modell ausgelegt ist, wird im nachfolgenden Beispiel
errechnet, wie sich Gleichung , S. , bei Verwendung des SIMP-Modells darstellt:

Beispiel 6.4 (SIMP-Modell) Es seien Voraussetzung [6.3] S.[79] und Diskretisierung [6.2)]
S. [75] erfiillt. Nach Satz [4.3] S. ist die das SIMP-Modell beschreibende Abbildung

G(hn) = h2, p > 1 ein zuldssiger Gewichtungsoperator mit

A (h))? ., )
% — G"(h)qigs = p(p+ L)RE 2 qugr > 0

und h, € Qaa,; sowie ¢1 € Qi, ¢1 # 0. Mit den Gleichungen (6.4) und (6.5)), S. , sowie
(6.10)), S. [78] errechnet sich fiir i € {1,...,r}

6 = / phi~t o(u(hy)) - e(u(hn)) dz,
Qu;
m;1 = lga

dij = / 0ip(p + DR o (u(ha)) - e(u(hn)) do

Tq
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und damit
(p+1)c
hni

Setze Ak := AF,1%. Gleichung (6.12), S. 0] wird dann gelést durch

n

dn’ - > O

AR
G0 p(a),  mie Q. (6.13)

Ahﬁ(%) = m

6.2. Vergleich des entwickelten mit einem gangigen
Algorithmus

Im Folgenden wird der eben entwickelte Algorithmus mit dem in der Topologieoptimierung
gangigen Algorithmus nach [Bend95] verglichen. In Kap. wird dessen Iterationsre-
gel vorgestellt. In Kap. S. [83] werden die Iterationsregeln der beiden Algorithmen

verglichen. Kap. [6.2.3] S. schliefflich vergleicht die Ergebnisse, die aus der Anwendung
der beiden Algorithmen resultieren.

6.2.1. Die lterationsregel des gdngigen Algorithmus

Der in [Bend95] vorgeschlagene Algorithmusﬂ beschrénkt sich auf das SIMP-Modell und
die Volumen- und Materialnebenbedingung. Gleichwohl lieen sich sowohl die Entfor-
mungsrichtung z.B. entsprechend Vorschrift 5a) des in Kap. , S. , formulierten
neuen Algorithmus, als auch das Konzept der Gewichtungsoperatoren in den Algorithmus
nach [Bend95] implementieren. Der entscheidende Unterschied zu dem neuen Algorithmus
besteht in der Formulierung von Vorschrift 4),, nachfolgend [terationsregel genannt. Diese
lautet bei dem Algorithmus nach [Bend95]

A7
0

Dabei haben A]{j, ¢i, hy, und €, dieselbe Definition wie in Beispiel , S. . Weiterhin

wird in der Regel n = 1/2 gesetzt.

Bemerkung Wenn ¢; =~ A} > 0, so gilt

CZ—AIS

(3

sofern AR (x;) durch die vorstehende Iterationsregel (6.14) berechnet wird.

ALk () ~

nhn(z;), x; € Q, (6.15)

Beweis: Uber die Taylorentwicklung folgt

(1+h)"=14nh+ O(h%)

9Der in [Bend95), Kap. 1.2] vorgeschlagene Algorithmus bezieht sich auf die Verwendung von Materialien
mit Mikrostrukturen. Die Formulierung und Begriindung dieses Algorithmus fiir die Verwendung von
relativen Dichteverteilungen kann z.B. in [Sigm01] oder in [Bend04, Kap. 1.2] gefunden werden.
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und damit fiir ¢; ~ AE

141

1.2

0.2r

6.2. Vergleich des entwickelten mit einem géngigen Algorithmus

Q

Q

— - — Urspringliche Iterationsregel, n = 1/2
— — — Ursprungliche lterationsregel, n = 1/4
Neue Iterationsregel mit p = 3

I I I

! ! ! T J

0.4 0.6 0.8 1 K 1.2 1.4 1.6 1.8
c / /\o

Abbildung 6.2.: Darstellung der unterschiedlichen Iterationsregeln bei Verwendung des
SIMP-Modells. Fiir ein z; € €2, und eine relative Dichteverteilung h,,(x;)
wird der normierte Iterationsvorschlag (hn,+ARF)(z;)/h,(x;) gegen ¢; /AL
dargestellt.

6.2.2. Vergleich der lterationsregeln

Die Iterationsregel des Algorithmus nach [Bend95] wird durch Gleichung (6.14)), S. [82 de-
finiert. Bei Verwendung des SIMP-Modells wird die Iterationsregel des neuen Algorithmus
durch Gleichung (6.13)), S.[82] definiert. Fiir n = 1/(p+ 1) verhalten sich diese Iterations-
regeln fiir ¢; &~ AE > 0 aufgrund von Gleichung , S. , offensichtlich asymptotisch
identisch. Dies ist anhand des zweiten und dritten Graphen der vorstehenden Abbildung
in der Umgebung von ¢;/Af = 1 erkennbar.

Beiden Iterationsregeln gemeinsam ist, dass Ah¥(z;) = 0 fiir ¢; = A% berechnet wird.
Das ist sinnvoll, da in diesem Fall das Optimalitéitskriterium bereits erfiillt ist, d.h.
die rechte Seite von 4, S. ist in der i-ten Komponente 0, sofern keine ande-
ren Nebenbedingungen aktiv sind. Weiterhin ist die Ableitung der Funktion c;/Af —
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(hy + ARE)(2;) /hy(2;) im Definitionsbereich ¢;/Af > 0 bei beiden Iterationsregeln global
positiv, siehe vorstehende Abbildung [6.2, Das macht Sinn, denn die Folge ist, dass in
Bereichen, in denen eine Erhohung der relativen Dichteverteilung h,(x;) eine iiberpropor-
tionale Reduktion der Nachgiebigkeit zur Folge hat (c¢; > AF), die relative Dichtevertei-
lung tatsiichlich erhoht wird, d.h. AhF(x;) > 0. In Bereichen mit gegenteiliger Wirkung
(c; < AF) wird die relative Dichteverteilung h,(z;) jedoch reduziert.

Unterschiedlich ist hierbei jedoch das Ausmafl der Verédnderung von h,(x;). Wihrend die
relative Dichteverteilung h,, bei Verwendung der neuen Iterationsregel nur um den Faktor
1/(p + 1) wachsen und sich auch nur in Bereichen mit kleinen c;/Af schnell verringern
kann, legt die urspriingliche Iterationsregel mit n = 1/2 die Gewichtung auf ein rasche
Verdnderung von h,,.

6.2.3. Vergleich der Ergebnisse

Im Folgenden soll der in Kap. [6.1.5], S. [79, formulierte Algorithmus angewandt und die
hierbei erzielten Ergebnisse mit denen des Algorithmus [Bend95| verglichen werden. Dabei
werden die exemplarischen Probegeometrien a) und b) aus Kap. , S. , numerisch
behandelt und die hierbei erzielten Ergebnisse ausgewertet:

Zur numerischen Behandlung der Probegeometrien werden die Diskretisierung [6.2] S.
, und der Gewichtungsoperator G := G1G5 mit G nach Gleichung , S. , und
p = 3 sowie (G5 nach Gleichung , S. , und ¢ = [*/4 verwendet. Beide Probegeo-
metrien werden sowohl mit dem in Kap. S.[79] formulierten Algorithmus, als auch
mit dem Algorithmus nach [Bend95] unter einer jeweils feiner werdenden Diskretisierung
bearbeitet. In allen Fillen werden dem verwendeten Algorithmus 100 Iterationen zur nu-
merischen Behandlung der Probegeometrien vorgegeben. Als Startwert dient dabei die
relative Dichteverteilung, die im Bereich der Wirkfliche den Wert 1 einnimmt und an-
sonsten konstant ist mit dem Wert, der die Volumennebenbedingung aktiv werden lésst.
Die Ergebnisse werden hinsichtlich ihrer Nachgiebigkeit ausgewertet.

Probegeometrie a)

Entsprechend Kap. , S. wird Probegeometrie a) mit fiinf Diskretisierungsfeinheiten
(I =8,4,2,1,1/2 cm) bearbeitet. Der Designraum € wird also in 500, 2000, 8000, 32000
und 128000 Vierecke zerlegt. Die durch den Algorithmus errechneten relativen Dichtever-
teilungen sind in der nachfolgenden Abbildung [6.3| dargestellt.

Die errechnete Nachgiebigkeit der Ergebnisse des Algorithmus nach [Bend95] betrigt
durchschnittlich 982, 68J. Sie sinkt bei feiner werdender Diskretisierung von 1117, 31J auf
949, 35J. Demgegeniiber betréigt die errechnete Nachgiebigkeit der Ergebnisse des Algo-
rithmus nach Kap. [6.1.5] S. durchschnittlich 939, 28J. Sie sinkt bei feiner werdender
Diskretisierung monoton von 1042, 02J auf 885, 11J. Damit ist der Algorithmus nach Kap.
6.1.5 S. dem nach [Bend95] im Hinblick auf die unter Probegeometrie a) errechnete
Nachgiebigkeit {iberlegen.
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\ARRR] \AAAAIJ

\ARARA/ \ARAA/
\ARRA/! \ARAA/

Abbildung 6.3.: Darstellung der relativen Dichteverteilungen als Ergebnis von Probegeo-
metrie a): Von oben nach unten erhoht sich die Feinheit der Diskreti-
sierung. Links wird der Algorithmus nach Kap. [6.1.5 S. [79] verwendet,
rechts der nach [Bend95]. Stets wird die relative Dichteverteilung gegen
() abgebildet. Schwarz steht hierbei fiir den Wert 1 der relativen Dichte-
verteilung, weif3 fiir den Wert hiy.

Probegeometrie b)

Wie in Kap. , S. , wird Probegeometrie b) mit drei Diskretisierungsfeinheiten (I =
8,4,2 cm) bearbeitet. Der Designraum 2 wird also in 10000, 80000 und 640000 Wiirfel
zerlegt. Die Festkorper, die durch die errechneten relativen Dichteverteilungen definiert
werden, sind in der nachfolgenden Abbildung dargestellt.

Die errechnete Nachgiebigkeit der Ergebnisse des Algorithmus nach [Bend95] betrigt
durchschnittlich 1690, 73J. Sie sinkt bei feiner werdender Diskretisierung von 1826, 21J
auf 1593,04J. Demgegeniiber betrégt die errechnete Nachgiebigkeit der Ergebnisse des
Algorithmus nach Kap. [6.1.5] S. [79] durchschnittlich 1628,76J. Sie sinkt bei feiner wer-
dender Diskretisierung monoton von 1785,73J auf 1511, 34J. Damit ist der Algorithmus
nach Kap. [6.1.5] S.[79] dem nach [Bend95] im Hinblick auf die unter Probegeometrie b)
errechnete Nachgiebigkeit iiberlegen, vgl. auch die nachfolgenden Tabelle

Probe- Diskretisierungsindex . .
Alg. geometrie 1 2 3 4 5 Einheit
a) 1042,02 960,08 923,71  885,5 885,11
Rap.0-1.5 b) 178573 158023 1511,34 - - 1]
a) 1117,31 975,61 937,11 934,04 949,35
[Eend) b) 1826,21 1652,95 159304 - - 1]

Tabelle 6.1.: Darstellung der durch Anwendung der unterschiedlichen Algorithmen erziel-
ten Nachgiebigkeiten.
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Abbildung 6.4.: Darstellung der durch die relativen Dichteverteilungen definierten Fest-
korper als Ergebnis von Probegeometrie b): Von oben nach unten erhéht
sich die Feinheit der Diskretisierung. Links wird der Algorithmus nach

Kap. S. , verwendet, rechts der nach [Bend95].

Fazit

Die in diesem Kap. betrachteten Probegeometrien a) und b) liefern folgende Be-
wertungen der verglichenen Algorithmen: In sémtlichen Féllen erzielt der Algorithmus
nach Kap. S.[79] eine niedrigere Nachgiebigkeit als der Algorithmus nach [Bend95].
Der Unterschied betrigt im Durchschnitt 4, 12%, mindestens 1,43% und maximal 6, 77%.
Uberdies weisen die durch den Algorithmus nach Kap. S. errechneten relativen
Dichteverteilungen in der Regel ,glattere* Strukturen auf als die des Algorithmus nach
[Bend95], vgl. die Abbildungen [6.3| und S. [R5

Da die numerische Implementierung beider Algorithmen vergleichbar einfach ist, er-
scheint die Feststellung berechtigt, dass der Algorithmus nach Kap. S. dem
Algorithmus nach [Bend95] aufgrund seiner durchgéngig besseren Ergebnisse vorzuziehen
ist.
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7. Anwendung des Algorithmus zur
mechanischen Optimierung von
Umformwerkzeugen

Grofle Umformwerkzeuge werden auf der wirkflichenabgewandten Seite mit Verrippungs-
strukturen ausgestattet, um eine ausreichend steife Geometrie bei moglichst geringem
Werkzeuggewicht zu erhalten. Diese Verrippungen werden streng nach firmeninternen
Konstruktionsvorschriften ausgelegt, wobei in der Regel rechteckige oder wabenformige
Anordnungen von Stegen in der Hauptbelastungsrichtung zum Einsatz kommen, [Hoff07,
Sieg01]. Die Uberpriifung der Verrippungsauslegung iiber FE-Simulationen findet nicht
durchgéngig statt. Zudem werden in der Regel zur Berechnung homogene Materialei-
genschaften angenommen, da der Herstellungsprozess keine Beriicksichtigung findet. Um-
formwerkzeuge werden iiberwiegend aus Gusseisen im Verfahren Vollformguss hergestellt,
[Doeg07]. Die gieBtechnische Auslegung erfolgt iiber Erfahrungswerte der Gieflerei und des
Konstrukteurs. Aktuelle Giesimulationsprogramme, mit denen detaillierte Aussagen iiber
Formfiillung, Erstarrung, Temperaturverteilung, Eigenspannungen, mechanische Eigen-
schaften und Giefifehler berechnet werden kénnen, werden nur in Einzelfillen angewandt,
[Schn08, [Schw0§|, obwohl Anwendungsmoglichkeiten im Gieflereibereich grundsétzlich
weit verbreitet sind.

Die Topologieoptimierung ermdglicht die ideale mechanische Auslegung grofler Umform-
werkzeuge. Eine gleichzeitige Beriicksichtigung des Fertigungsprozesses Gieflen hinsicht-
lich der Inhomogenitéit von Materialeigenschaften, der Vermeidung von Gieffehlern und
der Gieibarkeit findet dabei allerdings nicht statt, [Hess03, Katz07, Mair05, [Tram07]. Die
Topologicoptimierung grofler Umformwerkzeugen befindet sich in der Industrie noch im
Forschungs- und Entwicklungsstadium oder wird nur zur Optimierung von Einzelaspekten
herangezogen, [Schn08].

In diesem Kapitel werden neuartige topologieoptimierte Verrippungsstrategien vorge-
schlagen, in Hinblick auf Mechanik, Giefitechnik und Fertigungsgerechtigkeit analysiert
und mit konventionellen Verrippungsstrategien verglichen. Die Erkenntnisse sind der Er-
trag der Zusammenarbeit mit dem Lehrstuhl fiir Umformtechnik und Gielereiwesen (utg)
der Technischen Universitat Miinchen im Rahmen des von der Deutschen Forschungsge-
meinschaft geférderten Projekts ,, Mathematisch, gieitechnische Optimierung der Verrip-
pung grofer Umformwerkzeuge“ und fiihrten zur Verdffentlichung von [Drud09].

Kap. beschreibt die entwickelte Software, mit der die Topologieoptimierung durch-
gefithrt wird. In Kap. S. B8 werden die zu optimierenden Probegeometrien definiert.
Die aus der Anwendung der Software resultierenden optimierten Geometrien werden in
Kap.[7.3, S.R9] analysiert und in Kap S.[90] mit konventionell gestalteten Geometrien
verglichen. Kap. [7.5] S.[05] beschreibt einen Ansatz zur Reduktion von Eigenspannungen
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innerhalb der optimierten Geometrien. Kap. [7.6], S. [06] schlieBlich bewertet die in diesem
Kapitel erzielten Ergebnisse.

7.1. Entwickelte Software

Basierend auf dem in Kapitel [4] S. beschriebenen Konzept der Gewichtungsoperatoren
wurde unter Verwendung des in Kap. S. [79] entwickelten Algorithmus eine Topo-
logieoptimierungssoftware in den Programmiersprachen C und Matlab (The MathWorks,
Inc., USA) programmiert. Die Struktur der Implementierung lehnt sich an den in [Sigm01]
empfohlenen Programmcode an. Es wurde eine STL-Schnittstelle geschrieben, wodurch
topologieoptimierte Geometrien in der Giefisimulation MAGMASOFT (MAGMA Gie-
Bereitechnologie GmbH, Aachen) eingelesen und gieftechnisch analysiert werden kénnen.
Der Programmcode wurde auf mediaTUM, dem Dokumenten- und Publikationsserver der
Technischen Universitdt Miinchen, gemeinsam mit dieser Arbeit verdffentlicht.

Anstelle des in Kap. [5.2] S. [61] vorgeschlagenen Gewichtungsoperators Go kommt in
diesem Kapitel noch der in Kap.[5.1] S.[59] beschriebene ,,mesh-independence filter* zum
Einsatz. Uberdies werden weder eine Entformungsrichtung (sieche Kap. , S. , noch
der Abkiihlverlauf (siche Kap.[8.2] S. in die Optimierung einbezogen.

7.2. Definition der zu optimierenden Probegeometrien

Zur Uberpriifung des mathematischen Modells und zum Vergleich von optimierten mit
konventionell verrippten Bauteilen durch Gieflsimulation und mechanische FE-Analyse
werden parametrisch aufgebaute Probegeometrien definiert. Die Auswahl und Festlegung
der Parameter orientiert sich an charakteristischen Merkmalen und den Abmessungen rea-
ler Umformwerkzeuge. Um gute Experimentierbedingungen und die Ermittlung grundle-
gender Aussagen zu gewihrleisten, werden als zuldssige Abstrahierung festgelegt die Re-
duzierung der Umformwerkzeug-Wirkflache auf eine homogene, 8cm dicke Deckenplatte
und der Verzicht auf Fithrungsflichen, Tragwangen und seitliche Rippentaschen. Fiir die
konventionellen Verrippungen ergibt sich beispielhaft eine Struktur wie in der nachfolgen-
den Abbildung [7.1h). Die Konstruktionsparameter zur Variation der Verrippung sind in
der nachfolgenden Tabelle aufgelistet.

Dariiber hinaus ergibt sich fiir die zu optimierenden Verrippungen ein maximaler De-
signraum, dessen Grundfliche 2mx4m misst und dessen Hohe iiber den Parameter H,
beschrieben wird. Der Volumenanteil des Designraums, welcher mit Masse zu fiillen ist,
ist durch V,, gegeben. Die Bezeichnung einer Probegeometrie ergibt sich aus der Aneinan-
derreihung der genannten Parametersymbole mit jeweiligem Index.

Tiefzugumformwerkzeuge sind einer grofien Anzahl unterschiedlicher Lastbedingungen
ausgesetzt. Aus diesem Grund wurden die in der Simulation angesetzten Oberflachen-
kréfte zu drei unterschiedlichen Typen von Krafteinleitungen abstrahiert: Die homogene
Fldchenpressung (Abb.[7.1p) représentiert Umformwerkzeuge fiir grofie, flache Teile (z.B.
Motorhauben). Die Kriifte, die bei kleineren Teilen mit grofieren Zugtiefen entstehen (z.B.
B-Séulen), werden durch eine Flachenpressung simuliert, welche in der Mitte der Wirk-
fliche doppelt so hoch ist wie am Rand, und dies entweder in einem rechteckigen oder in
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Lagerung

Abbildung 7.1.: a) Konstruktionsparameter der Probegeometrien am Beispiel einer kon-
ventionell verrippten Struktur; H, = Verrippungshéhe, S, = Rippendicke;
b) Designraum und Randbedingungen fiir die Topologieoptimierung.

Variable | Beschreibung 1 Inde2x (x) 3 Einheit
H, Verrippungshohe 200 400 600 [mm]
Vi, Volumenanteil 30 50 70 [%]
K, Flachenpressung | homogen zentral trapezoid | [MPa]
Sy Rippendicke 40-160 [mm]

Tabelle 7.1.: Definition der variablen Konstruktionsparameter der Probegeometrien.

einem trapezoiden Gebiet in der Mitte.

7.3. Optimierte Verrippungsstrategien als Resultat

Vertikale Querschnitte der optimierten Verrippungsgeometrien weisen fiir sémtliche Rip-
pen bauméhnliche Strukturen auf (vgl. nachfolgende Abb. . An der Wirkflache ist
die Rippendicke am grofiten. Die Rippe verjiingt sich zunéchst superlinear, um dann bis
zum Rand des Designrahmens einen nahezu konstanten Durchmesser aufzuweisen. Die ge-
naue Distanz sowie das Mafl der Verjiingung einer Rippe hidngen von der Krafteinleitung
ab und lassen sich nicht parametrisieren. Auflere Rippen verjiingen sich auf einer kiirze-
ren Distanz als innere. Hohlrdume werden héufig durch kleinere Rippen nach demselben
Muster gestiitzt. Die hierfiir verwendete Masse wird zu grofien Teilen der gestiitzten Rip-
pe entnommen. Wird das zulédssige Gesamtvolumen veréndert, so kénnen sich Form und
Position einer Rippe éndern, solange sie Hohlrdume aufweist.

Horizontale Querschnitte weisen konzentrisch angeordnete Rippen auf. Masse und
Wandstérke einer Rippe im Verhéltnis zu den iibrigen Rippen héngen in erster Ndherung
linear von der auf die Rippe wirkenden Krafteinleitung ab. Der Abstand zweier Rippen
entspricht bei homogener Krafteinleitung in erster Naherung der Wandstérke der angren-
zenden Rippen. Bei inhomogener Krafteinleitung verhalten sich die Rippenabsténde in
erster Ndherung umgekehrt proportional zur Krafteinleitung.

Je hoher der Designraum ist, desto weniger und stéarkere Rippen sind mechanisch opti-
mal. Fiir H; sind vier Rippen optimal, fiir Hy drei und fiir H3 zwei (vgl. Abb. .
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Abbildung 7.2.: Vertikale Querschnitte durch den Designraum (vgl. Abb. ), S.
zeigen die topologieoptimierten Verrippungsstrukturen H,V, K; mit x €
{1,3/2,2,5/2,3} und ansteigendem Volumenanteil von a) nach e).
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Abbildung 7.3.: Horizontale Querschnitte durch den Designraum an der Lagerung (vgl.
Abb.[7.1pb), S. zeigen die topologieoptimierten Verrippungsstrukturen
a) H\VaKy; b) HoV3Ky; ) H3VsKy; d) HoVoKy; e) HyVa K.

7.4. Vergleich mit konventionellen Verrippungsstrategien

Zur nachfolgenden Bewertung von optimierten und konventionellen Verrippungsstruktu-
ren wurde ein Farbsystem verwendet, bei dem weif} fiir gute, grau fiir durchschnittliche
und schwarz fiir schlechte Eigenschaften steht.

7.4.1. Mechanische Eigenschaften

Die auftretende Nachgiebigkeit bei Strukturen mit optimierter Verrippungsgeometrie war
durchwegs - meist zwischen 5% und 15% - geringer als bei Strukturen mit vergleichbarer
konventioneller Verrippungsgeometrie.

Die Verschiebung der Wirkflache fillt bei optimierter Verrippungsstruktur wesentlich
gleichméBiger aus als bei konventioneller Verrippung. Die durchschnittliche Abweichung
von der mittleren Verschiebung der Wirkflache ist bei konventioneller Verrippung stets

deutlich héher, im Schnitt um 370% (vgl. nachfolgende Abb. [7.4h) und Abb. [7.5). Beim

90



7.4. Vergleich mit konventionellen Verrippungsstrategien

Tiefziehen hat eine gleichméflige Verschiebung der Wirkflache den entscheidenden Vorteil,
dass die zwischen Stempel und Matrize eingespannte Blechplatine homogenen Flachen-
pressungen ausgesetzt ist und somit ein gleichméfliges FlieBen ermoglicht wird.
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Abbildung 7.4.: a) Vergleich der Wirkflachendurchbiegung: Empirischen Dichte der Ver-
schiebung aller FE-Knoten der Wirkflache unter Last gegen die Verschie-
bung dieser Knoten; b) Extremwerte: v. Mises Spannung gegen den Anteil
der FE-Knoten, bei welchen die korrespondierende v. Mises Spannung in
der Probegeometrie iiberschritten ist.

In a) und b) wird bei einer Flidchenpressung von 30 MPa auf die Wirk-
fliche die optimierte Geometrie HoV3 K7 mit einer Kreuzverrippung des
selben Volumenanteils verglichen.

SchlieBlich sind die Lastspannungsspitzen in einer Struktur mit optimierter Verrippung
ausnahmslos geringer, im Durchschnitt um 16% (vgl. obige Abb. [7.4p).

7.4.2. GieBtechnische Eigenschaften
GieBfehler

In Umformwerkzeugen sind in der Regel immer sog. Lunker (bei der Erstarrung entstan-
dene Hohlrdume) vorhanden, da die entsprechende Speisungstechnik zur vollstandigen
Vermeidung von Volumenfehlern aufwéndig und daher unwirtschaftlich wére. Lunker und
Porositét sind allerdings nur tolerierbar, wenn sie weder in Bereichen mit hohen Lastspan-
nungen, noch in der Néhe von zu bearbeitenden Funktionsflachen liegen. Zur Bewertung
der Lunkerposition in den Probegeometrien wird daher in Anlehnung an Vorarbeiten
[Hoff07] das in nachfolgender Abbildung schematisch dargestellte Bewertungssystem
verwendet.

Wie in den Bewertungsdiagrammen der nachfolgenden Abbildung|[7.7zu sehen ist, liegen
die Volumenfehler bei diinnen Rippen der konventionellen Verrippungen bzw. bei gerin-
gem Volumenanteil der optimierten Strukturen in der Wirkfliche. Dort sind wegen der
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Abbildung 7.5.: Vergleich der Wirkflichendurchbiegung bei einer homogenen Fldchen-
pressung von 30 MPa: a) Kreuzverrippung; b) Hexagonalverrippung; c)
Optimierte Probegeometrie HoV3K;. Alle Strukturen haben den selben
Volumenanteil.

Abbildung 7.6.: Schema zur Bewertung des Einflusses von Lunkern: a) Unkritischer Be-
reich; b) Ubergangsbereich; c¢) Kritischer Bereich aufgrund hoher Last-
spannungen und moglicher Beeintriachtigung der Wirkfldche.

geringen thermischen Masse der Verrippung die geringsten Erstarrungsgeschwindigkeiten
festzustellen. Ein Beispiel zeigt die Struktur in der nachfolgenden Abbildung )

Hexagonale Verrippung  Kreuzverrippung Optimierte Verrippung

(]
2H, @@ © O] |0 OO0 @@ & ,oum
(o] : : 3 : : : : : (S
1,0 @ @O @00 O @0 @ |°
2 o el e S I P R R R e R T @ schlecht
tH 0 @ @ o | @00 @9 00 0
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Rippendicke [mm] Rippendicke [mm] Volumenanteil

Abbildung 7.7.: Giefitechnische Bewertung der Probegeometrien in Bezug auf Porositét
und Lunker.

Bei allen Probegeometrien verbessert sich die Position der Lunker mit steigender Rip-
pendicke bzw. Volumenanteil und steigender Verrippungshohe (Abb. und . Die
Strukturen mit orthogonaler Kreuzverrippung schneiden im Vergleich etwas besser als die
Strukturen mit hexagonaler Wabenverrippung ab, da beim Aufeinandertreffen von jeweils
vier Rippen eine groflere thermische Masse entsteht und die thermischen Zentren somit
weiter von der Wirkfliche entfernt sind. Wenn Verrippungshéhe und -volumen identisch
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7.4. Vergleich mit konventionellen Verrippungsstrategien

sind, sind die strukturoptimierten Verrippungen in Bezug auf Porositidt und Lunker mit
den konventionellen vergleichbar (vgl. vorstehende Abb. [7.7)).
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Abbildung 7.8.: Beispiel der Porositatswahrscheinlichkeit in konventionellen und optimier-
ten Geometrien. Fehlerfreie Bereiche (Porositédt < 1%) sind transparent
dargestellt; a), b) Hexagonale Verrippung mit Rippenstéirke 40mm in a)
bzw. 160mm in b) und Verrippungshohe Hy; ¢) Optimierte Struktur HzVj.

Grofle Verrippungsvolumina (V3) fithren allerdings zu offener Porositéit an den Rippen-
bogenflanken. Die schmalen Ballen des Formsandes in diesem Bereich heizen sich beim
Abguss schnell auf, so dass die thermischen Zentren im Gegensatz zu den konventionellen

Rippen und den optimierten Strukturen mit geringerem Volumenanteil nicht mehr in der
Rippe liegen (vorstehende Abb. [7.8).

Eigenspannungen

Im Hinblick auf Eigenspannungen sind die konventionellen Verrippungen den optimierten
Verrippungen iiberlegen: Die durchschnittliche Eigenspannung ist in der konventionellen
Verrippung im Mittel um 26%, die maximale Eigenspannung um 52% niedriger. Dies zeigt
auch die schematische Einordnung der Eigenspannungen in Abbildung der nachfolgenden
L9l
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Abbildung 7.9.: Giefitechnische Bewertung der Probegeometrien im Hinblick auf Eigen-
spannungen.

Die Spannung der konventionellen Verrippungen liegt in allen Féllen unter 160 MPa,
was bei einem Werkstoftf GJS-700 in etwa der Dauerfestigkeit bei einem Sicherheitsfak-
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tor von 2 entspricht. Die hochsten Zugeigenspannungen bilden sich in den Kanten der
Rippenkreuzungen, wobei das Spannungsniveau tendenziell mit der Rippendicke und der
Verrippungshohe ansteigt (vgl. Abb. und . Die optimierten Strukturen zeigen
Eigenspannungskonzentrationen (nachfolgende Abb. ) im Rippengrund, die umso
hoher ausfallen, je grofler der Volumenanteil der Verrippung ist (vorstehende Abb. .
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Abbildung 7.10.: a), b) Beispielhafte Eigenspannungssimulationen (maximale Haupt-
spannungen) von konventionellen Hexagonalverrippungen der Verrip-
pungshohe H; in a) und Hs in b). Das ermittelte Spannungsniveau steigt
mit der Erh6hung von Rippendicke und Verrippungshohe; ¢) Optimierte
Geometrie H3V3 mit Spannungsspitzen im Rippengrund.

7.4.3. Fertigungsgerechtigkeit

Fiir den Vollformguss von grofien Umformwerkzeugen wird ein Schaumstoffmodell aus
Halbzeugblocken spanend herausgearbeitet. Mit mehrachsigen CNC Frasmaschinen kon-
nen auch gekriimmte Fléchen und leichte Hinterschnitte hergestellt werden. Bei ausladen-
den Hinterschnitten muss das Schaumstoffmodell modular hergestellt und geklebt werden,
was mit zusétzlichem Arbeitsaufwand und der Gefahr von Gieifehlern an den Klebestellen
verbunden ist. Isolierte Hohlrdume sind beim Gielen nur iiber gestiitzte Sandkerne zu rea-
lisieren und daher im Sinne einer wirtschaftlichen Fertigung zu vermeiden. Konventionelle
Kreuz- und Hexagonalverrippungen enthalten iiberwiegend glatte Geometrieflichen und
besitzen somit eine gute Fertigungsgerechtigkeit fiir die Erstellung des Schaumstoffmodells
(nachfolgende Abb. [7.11])).

Die mit der Topologieoptimierungssoftware berechneten Geometrien mit geringem Vo-
lumenanteil am Verrippungsbauraum (V]) weisen eine sehr veréstelte Baumstruktur mit
vielen isolierten Hohlrdumen und Hinterschnitten auf. Sie kénnen daher nur mit sehr
hohem Aufwand giefitechnisch umgesetzt werden. Die optimierten Strukturen mit mittle-
ren Verrippungsvolumina (V3) besitzen noch geringe Hohlrdume. Diese miissen nach der
Optimierung virtuell aufgefiillt werden, um den Einsatz von Kernen zu vermeiden. Da-
durch wird eine mogliche Gewichtsersparnis im Vergleich zu konventionellen Verrippungen
vermindert. Insgesamt ist eine durchschnittliche Fertigungsgerechtigkeit festzustellen. Op-
timierte Geometrien mit grofem Volumenanteil (V3) sind massiv ausgestaltet und besitzen
nur geringfiigige Hinterschnitte. Daher ist ihre Fertigungsgerechtigkeit als gut einzustufen,
mit der Einschrankung einer erhohten Friszeit aufgrund der Freiformflachen (Abb. [7.11]).
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Abbildung 7.11.: Bewertung der Fertigungsgerechtigkeit der Verrippungsstrategien beziig-
lich der Herstellung des Modells fiir den Vollformguss.

7.5. Reduktion von Eigenspannungen

Aufgrund der unbefriedigenden Ergebnisse der topologisch optimierten Geometrien hin-
sichtlich ihrer Eigenspannungen wurde ein heuristischer Algorithmug'’| entwickelt, mit
dem eine bereits mechanisch topologieoptimierte Verrippungsgeometrie iterativ nachbe-
arbeitet werden kann, um thermisch bedingte Eigenspannungen zu reduzieren.

Je grofler die Unterschiede in den Querschnitten eines Gussbauteils sind, desto grofier
sind iiblicherweise die auftretenden Eigenspannungen. In den Probegeometrien wurden
die hochsten Eigenspannungen in Gebieten mit kleinen Querschnitten wie dem Rippen-
grund oder diinnen Verbindungen zwischen einzelnen Rippen gefunden (vgl. nachfolgende
Abb. [7.12). Der oben genannte Algorithmus verdickt diese kritischen Regionen, wodurch
die Unterschiede in den Querschnitten reduziert werden. Der Algorithmus verteilt das
Material glatt und symmetrisch, weshalb keine Masseanhdufungen bzw. scharfe Kanten
oder Ecken und damit gietechnisch zu vermeidende Resultate entstehen.

In sémtlichen Féllen konnte die maximale v. Mises Spannung des Eigenspannungsten-
sors reduziert werden. Der Umfang der Reduzierung hiangt jedoch davon ab, ob die Struk-
tur der Verrippung nach Anwendung des Algorithmus’ qualitativ identisch bleibt oder sich
verdndert, also z.B. zwei Rippen zu einer zusammengefiigt werden. Bleibt die Struktur
qualitativ identisch, reduziert sich die max. v. Mises Spannung um durchschnittlich 18%,
verandert sich die Struktur, reduziert sich die max. v. Mises Spannung um durchschnitt-
lich 32%. Die durchschnittliche v. Mises Spannung steigt jedoch in sdmtlichen Fillen an.
Auch hier hingt der Umfang davon ab, ob sich die Struktur qualitativ éndert. Ist das der
Fall, steigt sie durchschnittlich um 39%, sonst um 17%.

Die Griinde fiir die Erhohung der durchschnittlichen Eigenspannung bleiben unklar.
Die Ergebnisse zeigen, dass eine Modifikation der Geometrie durch den beschriebenen
Algorithmus die Eigenspannungen nur teilweise effektiv reduziert. Die hochsten 2-3%
der Eigenspannungen einer bereits mechanisch topologieoptimierten Verrippungsgeome-

0Der Programmcode wurde auf mediaTUM, dem Dokumenten- und Publikationsserver der Technischen
Universitédt Miinchen, gemeinsam mit dieser Arbeit veréffentlicht.
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Abbildung 7.12.: Anwendung des in Kap. genannten Algorithmus zur Verringerung
von Eigenspannungen an der Probegeometrie HyV3: a) Von der To-
pologieoptimierungssoftware erstellte Originalgeometrie mit hohen Ei-
genspannungen im Rippengrund; b) Geometrie und Eigenspannungen
nach Erhéhung des Volumenanteils um 5 Prozentpunkte durch den
Algorithmus.

b)

trie konnen zuverléissig reduziert werden, jedoch auf Kosten einer durchschnittlich héheren
Figenspannung.

7.6. Ergebnis

Die softwareoptimierten Verrippungsgeometrien unterscheiden sich grundlegend von her-
kémmlichen Verrippungen. Deren rechteckige oder wabenformige Anordnung von Stegen
in der Hauptbelastungsrichtung bietet den Vorteil einer guten Fertigungsgerechtigkeit und
einer hohen Parametrisier- sowie Standardisierbarkeit. Die gieStechnische Eignung im Hin-
blick auf Porositdt und Lunkern sowie Eigenspannungen ist jedoch eingeschrankt. Dies
wird durch die Verwendung von hohen Sicherheitsfaktoren im Standardkonstruktionspro-
zess ausgeglichen. Topologieoptimierte Strukturen kénnen dagegen das volle Werkstoft-
potential ausnutzen und bieten bei deutlicher Gewichtsreduktion optimierte mechanische
Bauteileigenschaften wie hohere Steifigkeit und Homogenitéit der Wirkflachendurchbie-
gung. Jedoch treten bei den mechanisch topologieoptimierten Verrippungen hohe Gief3-
eigenspannungen auf, die durch den in Kap. [7.5] S.[95] beschriebenen Ansatz nicht wir-
kungsvoll reduziert werden kénnen. Daher wird im folgenden Kapitel [8] die Moglichkeit
entwickelt, mit Hilfe von Gewichtungsoperatoren den Gieflvorgang in die Topologieop-
timierung einzubeziehen und damit die auftretenden Giefleigenspannungen deutlich zu
reduzieren.
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8. Einbeziehung des GieBBvorgangs in
die Topologieoptimierung unter
Verwendung von
Gewichtungsoperatoren

Das vorangegangene Kapitel hat gezeigt, dass die alleinige Beachtung mechanischer Ei-
genschaften bei der topologieoptimierten Gestaltung von Umformwerkzeugen nicht aus-
reichend praktikabel ist. Anspriichen an die Fertigungsgerechtigkeit kann durch Einbezie-
hung einer Entformungsrichtung in die Nebenbedingungen geniigt werden. Dies féllt bei
der GieBtechnik schwerer, vgl. Kap.[7.5] S.[05] Insbesondere hohe Eigenspannungen haben
sich bei mechanisch topologieoptimierten Umformwerkzeugen als problematisch heraus-
gestellt, vel. Kap. S. [91] Hohe Eigenspannungen treten vor allem dann auf, wenn
stark unterschiedliche Abkiihlverldufe beim Guss eines Umformwerkzeuges auftreten. Es
gelange, Eigenspannungen zu reduzieren oder sogar zu vermeiden, wenn Umformwerk-
zeuge so gestaltet wiirden, dass die Abkiihlverlaufe beim Guss moglichst gleichméfig
verliefen. Die Beachtung dieses Umstands erfordert die Einbeziehung des Giefivorgangs
eines Umformwerkzeuges in die Topologieoptimierung.

Daran orientiert sich der Aufbau dieses Kapitels. In Kap. wird das Stefan-Problem,
ein Modell zur Berechnung von Erstarrungsvorgéngen, vorgestellt und vorgeschlagen, wie
dieses im Kontext der Topologieoptimierung genutzt werden kann. In Kap. [8.2] S. [107]
wird ein neuartiger Gewichtungsoperator entwickelt, anhand dessen der Abkiihlverlauf
und damit die Gietechnik in die Topologieoptimierung einbezogen werden kann. Zuletzt
werden in Kap. [8.3] S.[118] die Ergebnisse dieser neuartigen parallelen Optimierung von
Mechanik, Fertigungsgerechtigkeit und Giefitechnik ausgewertet.

8.1. Modellierung des GieBvorgangs

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie fiir eine gegebene relative Dichteverteilung
h € Qag U Qaq, der Erstarrungs- und Abkiihlverlauf im Verfahren Vollformguss simuliert
und somit in die Topologieoptimierung integriert werden kann.

In Kap. wird das Stefan-Problem beleuchtet, ein Modell der Warmeleitung mit
Phaseniibergang, womit Erstarrungsvorginge berechnet werden kénnen. Kap. [8.1.2] S.[98]
schlagt als Modell das Stefan-Problem der Topologieoptimierung vor, mit dem der aus dem
Gieflvorgang resultierende Abkiihlverlauf in der Topologieoptimierung genutzt werden
kann. In Kap. B.1.3] S. [I00] werden Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen zum Stefan-
Problem gemacht und Kap. S. [L04] beschreibt die Realisierung dieses Modells. In
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8. Einbeziehung des Gieflvorgangs in die Topologieoptimierung mit Gewichtungsoperatoren
Kap. [8.1.5] S.[106| schlieBlich wird das Ergebnis der Realisierung diskutiert.

8.1.1. Das Stefan-Problem

Mit dem Stefan-Problem werden Wirmeleitungsprobleme mit Phaseniibergang model-
liert. Damit konnen Schmelz- und Erstarrungsvorgénge eines Materials mathematisch be-
schrieben werden. Auf einem Gebiet Qr := (0, %) x ©Q mit ¢, > 0 und einem beschriankten
Lipschitzgebiet Q C R3 lautet die klassische Wirmeleitungsgleichung

pey O T = kAT auf Qrp.

Dabei sind in SI-Einheiten
T(t,x) [C]: Temperatur,
[%] : Materialdichte,
cy(z,T) [k\g’%} : Wéarmekapazitit,
k(x,T) [2%5]: Wérmeleitfihigkeit,

wobel z € €. Hierbel miissen noch Anfangsbedingungen fiir 7' und Randbedingungen auf
0N) gesetzt werden. Ublich sind Nebenbedingungen der Form
T(0) T auf €,
kVT -n+g = 0 auf ¥ := (0,1) x 0N2.

Es sei Ty; > 0 die Schmelztemperatur. Dann wird das Stefan-Problem fiir Schmelz-
und Erstarrungsvorgéange (mit konstanten Daten p, ¢y, k) in seiner Enthalpieformulierung
definiert durch

O(p(evT + Llgrst,y)) = kAT auf Qp, (8.1)

siche z.B. [Eck08, S. 448]. Hierbei ist 1{p~r,,} die charakteristische Funktion der Menge
{(t,x): T(t,z) > T,} und

L(z) [Vl\(’—gb] Schmelzwérme.

Weil 1i7>7,,) nicht differenzierbar ist, wird die oben genannte Gleichung im Distribu-
tionssinn aufgefasst, d.h. fiir alle n € C°(Qr) soll gelten

/ (p(evT + Llpspyy)0m + T An)dadt = 0.
Qp

8.1.2. Verwendung des Stefan-Problems in der Topologieoptimierung

Nachfolgend wird ein Modell vorgeschlagen, mit dem die Wéarmeleitungsgleichung mit
Phaseniibergang in die Topologieoptimierung einbezogen werden kann. Ziel dieses Modells
ist es, den (oftmals nur theoretisch moglichen) Abkiihl- und Erstarrungsverlauf eines
beliebigen, durch eine zuléssige relative Dichteverteilung h definierten Werkzeugs sinnvoll
zu beschreiben. Das Modell sieht vor, dem Werkzeug Materialeigenschaften sowie Anfangs-
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8.1. Modellierung des Giefivorgangs

und Randbedingungen abhéngig von der relativen Dichteverteilung h zuzuweisen. Es sei
h € QaqUQqd; mit Qg nach Voraussetzung[4.1] S. 1] und Qaq, nach Diskretisierung[6.2]
S. [0

Die von uns betrachteten Umformwerkzeuge werden iiberwiegend im Verfahren Voll-
formguss hergestellt. Die Schmelze wird hierbei auf etwa 1400°C erhitzt und in eine Sand-
form gegossen, in der ein dem Werkstiick entsprechendes Modell aus Polystyrol (EPS)
enthalten ist. Die Schmelze vergast das EPS vollstdandig und nimmt den frei werdenden
Raum ein, vgl. [Hass00, S. 1374ff]. Diesen nun gegebenen Zustand sollen die Anfangsbe-
dingungen und Materialeigenschaften des im Folgenden vorgeschlagenen Modells wider-
spiegeln. Daher werden Bereiche des Designraums mit hoher relativer Dichteverteilung
h vornehmlich mit den Materialeigenschaften des verwendeten Werkstofts GJS-600 ver-
sehen. Dagegen werden Bereiche, deren relative Dichteverteilung h nahe dem Minimum
Pin ist, vornehmlich mit Materialeigenschaften des Formsands ausgestattet.

Die Anfangstemperaturen fiir Bereiche reiner Schmelze (h = 1) bzw. reinen Sandes
(h = 0) werden auf T.x := 1400°C bzw. T, = 20°C gesetzt, die Schmelztemperatur
Ty auf 1166,75°C. Die iibrigen Starttemperaturen Ty werden so gebildet, dass

weo = fTT::x pc(T)eve(T)dT + pe(Tu) L,

(8.2)
hweo = [r' par(r)evar(T)Ar + par(Tar) LarLin>m, 3,

wobei die Indizes G, S, M fiir GJS-600, Sand und Mischung stehen und

pu = hpe+ (1 —h)ps,
CV,M = hCV,G + (1 — h)Cvﬁ,
LM = hLG
Falls allerdings
T T
/ pM(T)vaM(T)dT < hwG,o < / ,OM(T)CV7M(T)dT -+ pM(TM)LM
Tin Tmin

gilt, wird T = T)s gesetzt.
Die Randbedingungen sollen ein realistisches Abkiihlverhalten widerspiegeln. Daher
wird als Randbedingung

kv(TVT -n+qu(T)(T —Tx) =0  auf X (8.3)

verwendet, was dem Newtonschen Abkiihlungsgesetz entspricht, vgl. [Eck08, S. 342]. Es
werden definiert

Ky = hig+ (1 —h)ks,
qu = hge+ (1 - h)gs,
T := 20°C.
Hierbei sind
T [°C] : Umgebungstemperatur,

q(z,T) [ W } : Wiérmeiibergangskoeffizient
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mit x € 0). Die Wiarmeleitungsgleichung mit Phaseniibergang wird darauthin durch

or

(pM(T)CV,M(T) + pM(TM)LM(STM) E = HM(T)AT auf QT (84)

aufgestellt, wobei d7,, das Dirac-Maf in T}, ist.

8.1.3. Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Dieser Abschnitt stellt die fiir unsere Zwecke wesentlichen Ergebnisse aus [Roub89] vor.
Zunichst soll das Stefan-Problem in seiner schwachen Formulierung aufgestellt werden.
Anschlieflend werden Ergebnisse zur Existenz einer Losung zu der von uns verwendeten
Problemstellung genannt. Aussagen zur Eindeutigkeit dieser Losung kénnen nicht getétigt
werden, es besteht jedoch kein Grund zu der Annahme, dass keine Eindeutigkeit vorliegt []
In [Niez83] konnten unter der Voraussetzung, dass die Koeffizienten eine hohere Glatt-
heit haben als in unserem Fall, zuséitzlich Aussagen zur Eindeutigkeit, Regularitidt sowie
zur stetigen und monotonen Abhéngigkeit von den Koeffizienten gemacht werden. Eine
eingehende Behandlung des Stefan-Problems kann z.B. auch in [Visi96] gefunden werden.

Problemformulierung

Der Designraum () sei wie in Diskretisierung , S. , zerlegt. Gleichung ({8.1)), S. ,
wird nun umformuliert zu
oT

Cor = V- (kVT) auf Q. (8.5)

Hierbei gelte
c(x,T)=c(T), k(z,T)=ri(T) fir x € Q,,
sowie insbesondere
CZ(T> = C?(T) + LZ'(STM.
Fiir jedes 7 € {1,...,r} werden die Funktionen «;, 5; : R — R derart definiert, dass
do; ! dB; o a;’t

all)= T, (1) =TT (8.6)

Aufgrund der Definition von ¢; sind die Gleichungen im Distributionssinn zu verste-
hen. Dann kann Gleichung ({8.5)) umgeschrieben werden zu

T(t,x) = a;(w(t,x)), -
% = ABi(w) } = (0] > e (8.7)

Dabei ist w = w(t, z) eine unbekannte Enthalpie, a;(w) die Temperatur und g;(w) die
Temperatur nach der Kirchhoff Transformation, kurz die Kirchhoff Temperatur (3; o o *

11 Unfortunately, in general the uniqueness remains as an open problem, though it does not seem that
there is any actual reason for the weak solution not to be unique.“ [Roub89, Abschnitt 4]
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8.1. Modellierung des Giefivorgangs

heifit Kirchhoff Transformation und «; ' Enthalpie Transformation). Enthalpie und Kirch-
hoff Temperatur haben die SI-Einheiten [W s m™3] und [W m~!]. Die Randbedingungen
werden definiert durch

VBi(w) -n+g(t,z,a;(w)) =0 auf ; := (0,19) x 0y, (8.8)

Weil Losungen der obigen Gleichungen (8.7) fiir ¢ = 1,...,7 auch die Randbedingungen
(8.3), S. 99, (bzw. die allgemeinen Randbedingungen nach Kap. S. zu erfiillen

haben, miissen wir folgende Kontaktbedingungen einfiihren:
Vii(w)-n = VBw) n,

a(w) = a;(w)

Bedingung ist der Notwendigkeit geschuldet, dass der Wéarmefluss keine Spriinge
hat. Als Anfangsbedingung wird

w(x,0) = wy(x) auf €2 (8.10)

gesetzt. Wihrend im Problem (8.2)-(8.4), S. [0, (bzw. im allgemeinen Stefan-Problem
aus Kap. [8.1.1} S. die Temperatur unbekannt ist, ist im System ({8.7)-(8.10)), S. [LOOf,

die Enthalpie unbekannt.
Es soll fiir dieses System die schwache Formulierung aufgestellt werden. Es sei hierfiir
(-,-)= das Skalarprodukt des Hilbertraumes L?(Z). Fiir jedes z € H'(Qr) folgt aufgrund

der Gleichungen (8.7)), S. 100}
3 (@—“’ ~ AB(w), ) 0
— \ Ot Q,
=1 i
Die Bedingungen (8.8)-(8.10) liefern
d 0z
Q;

=1

+ (wg,z(-,O))in - (’LU(',to),Z(',to))in> = 0.

Nun wird folgende Konvention verwendet: a(w) bezeichnet die fast iiberall auf Q27 durch
a(w)(t,z) = a;(w(t, x)), falls x € Q,,

definierte Funktion. Entsprechend wird 5(w) auf Q7 definiert. Hieraus resultiert nachfol-
gende Definition:

Definition 8.1 (Schwache Lésung) FEine Funktion w € L*(Q7) heifit schwache Lésung
des Stefan-Problems in heterogenem Material, d.h. des Problems (8.7) — (8.10), S. ,
falls

a(w) € L*(0,ty; H(Q))
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und die Integralidentitdt

@ %) — (VB(w), V2o, — (g(a(w), 2)s + (o, 2(,0))o = 0

fiir jedes z € H(Qp) mit z(-,ty) = 0 giiltig ist.

Aufgrund dieser Definition gilt a(w)|y, € L2(0,to; HY?(9£2)) und damit auch a(w)|y, €
L*(X). H'/? bezeichnet hierbei den entsprechenden Sobolev-Slobodeckii Raum.

Existenz schwacher Losungen

Zum Nachweis der Existenz schwacher Losungen des Stefan-Problems nach vorstehender
Definition werden Voraussetzungen an die Daten «;, (5;, g und wy gestellt:

Voraussetzung 8.2 Es gebe Konstanten T, < Thax, 0 < Kmin < Kmax Und grax > 0.
Mit diesen Konstanten gelte:

1) Fiir alle i € {1,...,7} seien «, 5; : R — R stetige, nicht abnehmende Funktionen,
so dass f3; 0 a; ! eine absolut-stetige Funktion ist, ferner Gleichung , S. im
Distributionensinn bzw. fast iiberall gilt, ¢;(7") > 0 und Kmin < Ki(T) < Kpax fir
fast alle T € R gelten und schlielich limj,|— o0 | (w)| = 00

2) Die Funktion g : ¥ x R — R ist messbar, |g(t,z,T)| < gmax fir fast alle (¢,2,7T) €
Y X [Tin, Tax)- Die Funktion g(t, z,-) : R — R ist stetig und nicht abnehmend fiir
fast alle (¢,x) € 3. Ferner ist g(+, -+, Tinin) < 0 sowie g(+, -, Tmax) > 0 fast iiberall auf
>

3) Bs gelte g(t,,T) = Y1, Gi(t,x,T) mit L € N. Fiir alle [ € {1,..., L} existiere cine
Funktion oy : [Tiin, Tmax] — R, die streng monoton wichst und Lipschitz-stetig ist,
so dass Gi(t,x, 0, '(-)) : R — R affin linear fiir fast alle (¢,z) € X ist.

4) Es gelte wy € L®(Q) und Tiin < a(wg) < Thax fast tiberall auf €.

Satz 8.3 (Existenz schwacher Lésungen) Es seien Diskretisierung[6.2), S.[75, und Vor-
aussetzung erfillt. Dann existiert mindestens eine Losung des Stefan-Problems nach

Definition [8.1], S. [101].

Beweis: Siehe [Roub89, Proposition 4.1, 4.2 und Corollary 4.1]. O

Nachfolgend sollen Voraussetzungen an die Materialeigenschaften des Stefan-Problems
der Topologieoptimierung (8.2) — (8.4), S. [99f, genannt werden. Diese Voraussetzungen
sind in physikalischer Hinsicht sinnvoll und schrénken die Problemstellung nicht ein:

Voraussetzung 8.4 Fiir beliebige T gelte

Pmax 2 PG(T)7 )OS(T) 2 Pmin > 07
CV,max 2 CV,G(T)a CV,S(T> Z CV,min > 07
le >0, (8.11)
Rmax Z RG(TL KS( ) 2 Kmin > Oa
Gmax 2 QG(T>7 QS(T) Z Qmin > 07
Tw— qu(T) (T —-T) Lipschitz-stetig, streng monoton wachsend.
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Dariiber hinaus erfiille wg o nach Gleichung (8.2, S. , die Ungleichung

Tmax

weo < [ (palr)evs(r) + ps(rleva(r) dr + ps(Tur) L
Tinin

Satz 8.5 Fs seien Diskretisierung[6.2], S. und Voraussetzung [8.4], S. erfillt und

h € Qaa,- Dann besitzt das Stefan-Problem der Topologieoptimierung (8.2) — (8.4), S.
mindestens eine Lisung T € L*(0,to; H'(Q)).

Beweis: Es sei h € (Qaq;. Sdmtliche Daten seien definiert wie in Kap. S. Wir
wollen zeigen, dass Voraussetzung [8.2] S.[102] erfiillt ist. Die Aussage des Satzes [8.5] folgt

dann mit Satz S.

Die mengenwertige Abbildung a; ' definieren wir durch

{f;m par(@i, T)ev (@i, T)AT + par (s, TM)LM(xi)]l{T>T1LI}} , T#Tw,
;:n]:[n pM(x“ T>CV’M('xi’ T>dT + [07 pM($17 TM)LM(wz)] s T = TM

Weil ;! fiir T < Ty und T > T} einer streng monoton wachsenden Funktion entspricht,
existiert «; und ist eine stetige, nicht abnehmende Funktion. Definiere nun

a;(w)
Bi(w) = / Ky (2, 7)dT.

Tmin

Mit Gleichung (8.11)4, S. [102} ist 3; eine stetige, nicht abnehmende und 3; o ozi_l eine
absolut-stetige Funktion. Weiterhin gelten lim,|—, o |a;(w)| = oo und Gleichung , S.
100} im Distributionensinn bzw. fast iiberall.

Es gilt g(t, 2, T) = qu(T)(T — T ). Setze ebenfalls o1(T") := qu(T)(T — T4 ). Nach Glei-
chung 6, S.|[102] ist o7 streng monoton wachsend und Lipschitz-stetig auf [Tinin, Timax)-
Weiterhin gilt

g(t,z,07(T)) =T.
Damit ist g(¢, z, -) auch stetig und nicht abnehmend. Mit Gleichung (8.11))5, S. , gelten
|g(ta x, T)| S qmax(Tmax - Tmin)7 T S [Tmina Tmax]a
g(t7x7Tmin) = 07
g(ta Z, Tmax) > Qmin(Tmax - Tmin) > 0.
Definiere wy = hwgo mit wego nach Gleichung (8.2);, S. . Mit den Gleichungen

(8.11);_3, S. 102} gilt wy € L®(2). Weil A > 0 und wg > 0, gilt wy > 0 und damit
To > Tin mit Ty nach Gleichung (8.2),, S. Definiere nun

Trﬂax
wgo = / ps(T)ey.s(T)dr,

Tmin

wse = [ (pstrleva(r) + po(revs(r) dr + ps(Tin) Lo
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Dann gilt

Tmax
/ par(F)evnt (F)Ar + put (Tar) Lar = 2w + (1 — h)wso + h(1 — h)ws.
Tmin

Definiere die Funktion f : R — R durch
f(h) == h*(wao + wsp — wsa) + hwse — wao — 2Ws0) + Ws-

Um sicherzustellen, dass in Gleichung (8.2)),, S. , To < Thnax gilt, muss f(h) > 0 fiir jedes
h € [0, 1] gelten. Es gelten bereits f(0) = wgo > 0 und f(1) = 0. Weil f ein Polynom 2.
Grades ist, reicht es, zu zeigen, dass f/'(1) < 0 ist. Es gilt gerade

f(1) =weo —wse <0
mit Voraussetzung 8.4] S.[102] Damit ist Voraussetzung 8.2 S.[102] erfiillt. O

Bemerkung

(i) Im vorstehenden Satz , S. , wurde h € Qaq; aus Diskretisierung S. ,
verlangt. Es ist davon auszugehen, dass die Aussagen von Satz auch fiir h € Q.q

aus Voraussetzung S. [T}, gelten. In diesem Fall hat h und haben somit o und
[ eine hohere Glattheit in €.

(ii) Uberdies kann davon ausgegangen werden, dass die Aussagen von Satz auch auf
h € Q¢ verallgemeinert werden konnen. Hierbel wiirde wg o aus Gleichung (8.2));,
S.[99] definiert durch

1400°C
Wa,o 1= / pc(T)eva(T)dT + pa(Th) L.
T,

min

Ferner miisste Tyay > 1400°C geeignet gewéhlt und in Voraussetzung [8.4] S. [102]

1400°C
weo < / (pe(T)evs(r) + ps(F)eva(r)) dr + ps(Tar) Lo

min

sichergestellt werden.

8.1.4. Numerische Implementierung

Die Wirmeleitungsgleichung wird mit der vertikalen Linienmethode diskretisiert, sie-
he hierzu [Gros05, Kapitel 5]. Die Ortsdiskretisierung wird entsprechend der nachfol-
gend vorgestellten Diskretisierung [8.6] S. vorgenommen und fithrt zu einem System
gewoOhnlicher Differentialgleichungen. Der Designraum €2 wird von einer Hiille der Dicke
ro == (R —1/2)l, R € N umgeben, der die relative Dichteverteilung h = 0 und damit
die Materialeigenschaften des Formsandes nach Kap. [8.1.2] S. 08 zugewiesen werden.
Dieses Vorgehen ist der Tatsache geschuldet, dass bei dem Vollformguss das EPS Mo-
dell mit Formsand ummantelt ist. Das System gewdohnlicher Differentialgleichungen wird
mittels eines adaptiven Extrapolationsverfahrens diskretisiert, welches das linear-implizite
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Euler-Verfahren als Basisverfahren hat, siehe hierzu [Born02, Kap. 6.4.2]. Die auftretenden
Steifigkeits- und Massenmatrizen sowie der Lastvektor werden mit der Gauf-Legendre-
Quadratur aufgestellt, siehe hierzu [Deuf02, Kap. 9.3]. Losungen der resultierenden Glei-
chungssysteme werden mit Hilfe eines pcg-Verfahrens approximiert, siehe hierzu [Deuf(2]
Kapitel 8]. Die Temperaturen werden solange berechnet, bis die berechnete maximale
Temperatur geringer als 30°C istE Die Kennwerte des verwendeten Materials GJS-600
sind hierbei der Gieflsimulation MAGMASOFT entnommen. Der Programmcode wurde
auf mediaTUM, dem Dokumenten- und Publikationsserver der Technischen Universitét
Miinchen, gemeinsam mit dieser Arbeit vercffentlicht.

Diskretisierung 8.6 Es sei Diskretisierung [6.2] S. [75] erfiillt. Definiere mit R € N und
o := (R — 1/2)l den offenen Quader

Qz = (—ro, ngl +1o) X (=70, Nyl +10) X (=70, N2l + 10).

Der Raum €z ist die Erweiterung des Raumes ) um die oben beschriebene Hiille der Dicke
ro, welcher die relative Dichteverteilung h = 0 zugewiesen wird. Weiterhin definieren wir
Qr = (0,ty) x Q= als den Raum und ¥ := (0,%p) x 0Q= als den Rand, in und auf dem
das Stefan-Problem der Topologieoptimierung - , S. , zu 16sen ist. Mit Satz
, S. , ist = := L?(0,tp; H'(Qz)) der Raum der zuléssigen Temperaturen. Der Raum
der diskretisierten zuléssigen Temperaturen =; wird folgendermaflen definiert:

Es seien s € N die Anzahl der Zeitpunkte und t; := 0,...,t, := ty die Zeitpunkte, zu
denen die Temperatur gemessen wird. Definiere die Funktion vy : R — R durch

1—|t], falls |t| <1,
Yo(t) = 0
, sonst

sowie fiir j € {1,..., s} die Funktion v; : R = R (mit ¢,y = t5 = t() durch

*) ( t—t, )
ry. = ry .
’ ’ tivilpseyy Htalpayy — 1t

Uberdies werden die Temperaturen an den Ortspunkten z; € Qe, i€ {1,...,&} € =
(ny + 2R)(ny + 2R)(n, + 2R) berechnet. Die Punktmenge )¢ ist eine Erweiterung der
Punktmenge 2, um Punkte in der oben beschriebenen Hiille aus Formsand. Es wird die
Punktmenge Q¢ := {z;}5_, C Qz fiiri € {1,...,£} definiert durch

—1 [0 = 1)/((ny + 2R)(n. + 2R))]
xi=ro| 1 | +1 ny, — (( — 1) mod (n, + 2R))
-1 [((i = 1) mod ((ny 4+ 2R)(n. + 2R)))/(ny, + 2R)]

Es sollen nun {¢;} 52, mit Ny := s eine Basis von Z; bilden. Hierfiir sei ¢y nach Diskreti-
sierung [6.2] S.[75] definiert und & € {1,..., No}. Dann setzen wir i = (k—1)mod (£) +1,
x; € Q¢ sowie j = |(k —1)/¢] + 1 und definieren ¢y, : Q7 — R durch

do(r — )y (t), falls (t,x) € Qr,
or(t, ) =
0, sonst.

1271 diesem Zeitpunkt stehen die gietechnische Eigenschaften eines Umformwerkzeugs fest. Eine dariiber
hinaus gehende Simulation des Temperaturverlaufs ist {iberfliissig.
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¢x hat die SI-Einheit [°C]. Aufgrund der vorstehenden Definitionen gilt =, C =.

8.1.5. Ergebnis

Nachfolgend wird mit Hilfe der Diskretisierung [8.6] S. und des in Kap. S.
beschriebenen Algorithmus exemplarisch der Erstarrungs- und Abkiihlverlauf einer gegos-

senen einfachen Probegeometrie aus dem Material GJS-600 berechnet und die Ergebnisse
mit denen der GieBsimulation MAGMASOFT verglichen.

Die gegossene Probegeometrie €2 sei ein Quader der Grofle 9cm x9cmx 18cm, d.h. € :=
(0,9/100) x (0,9/100) x (0,18/100) C R3. Der Quader wird durch die relative Dichtever-
teilung definiert, die auf ganz €2 den Wert 1 einnimmt. Es wird die Diskretisierung
S. mit R = 15 und [ = 2mm verwendet. Der Designraum 2 wird also in 182250
Wiirfel zerlegt. Ferner wird der Quader beim Guss mit einer Hiille aus Formsand der
Dicke 2, 9cm ummantelt. Die nachfolgende Abbildung vergleicht die durch den Algo-
rithmus nach Kap. S. errechnete Temperaturverteilung innerhalb des Quaders
zum Zeitpunkt ¢ = 2000s mit der durch MAGMASOFT errechneten Temperaturvertei-
lung. Demgegeniiber vergleicht die auf der néchsten Seite folgende Abbildung den
durch den Algorithmus nach Kap. S. [104] errechneten Abkiihlverlauf des Punktes
(45,45,90)/1000 € €2, welcher der Mittelpunkt des gegossenen Quaders ist, mit dem durch
MAGMASOEFT errechneten Abkiihlverlauf.

[°C]
11060
1060
11040
1042
11020
1024
1000 1006
980 988
960 970
940 952
935
o 920
Jeweils in [cm] 917

Abbildung 8.1.: Errechnete Temperaturverteilung des gegossenen Quaders €2 nach Kap.
in dem Teilgebiet [9/200,9/100] x [9/200,9/100] x [0,18/100] C €
zum Zeitpunkt ¢ = 2000s: Links wird der Algorithmus nach Kap. [8.1.4
S. zur Errechnung der Temperaturverteilung verwendet, rechts die
Gieflsimulation MAGMASOFT.

Die Abbildungen und weisen eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse des
in Kap. S. [L04] beschriebenen Algorithmus mit denen der GieBsimulation MAG-
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1400

Abkuhlverlauf nach Kap. 8.1.4

— - — - Abkuhlverlauf nach MAGMASOFT

1200

1000

800

[°C]

600

400

200

Abbildung 8.2.: Errechneter Abkiihlverlauf des Mittelpunkts des gegossenen Quaders €2

nach Kap. S.

MASOFT aus. Somit ist davon auszugehen, dass eine gute Anwendbarkeit des Algorith-
mus nach Kap. 8.1.4] S.[104] zur Ermittlung des Erstarrungs- und Abkiihlverlaufs von
zu gieBenden Umformwerkzeugen, die durch relative Dichteverteilungen definiert sind,
gewahrleistet ist.

8.2. Einbeziehung des GieBBvorgangs

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt [8.1] S. [97] entwickelt wurde, wie mit Hilfe des
Stefan-Problems der Gieflvorgang eines durch eine relative Dichteverteilung definierten
Umformwerkzeuges modelliert werden kann, wird im Folgenden dargestellt, wie der Gief3-
vorgang innerhalb der Topologieoptimierung tatsédchlich genutzt werden soll. Dies soll,
wie im bisherigen Verlauf dieser Arbeit, mit Hilfe eines Gewichtungsoperators GG3 gesche-
hen. Dieser Gewichtungsoperator hat die Aufgabe, das Vorhandensein ungleicher Abkiihl-
verldufe zu bestrafen und damit in der Optimierung zu vermeiden. Hiermit soll erreicht
werden, dass Losungen des Optimierungsproblems , S. , durch die Einbeziehung
von (G5 in die Topologieoptimierung homogenere Abkiihlverldufe erzielen als ohne dessen
Einbeziehung.

In Kap. wird der Gewichtungsoperator G3 entwickelt, mit dessen Hilfe der aus
dem Gieivorgang resultierende Abkiihlverlauf in die Topologieoptimierung einbezogen
werden kann. Ferner wird diskutiert, ob G3 ein zuléssiger Gewichtungsoperator nach De-
finition S. ist. In Kap. [8.2.2] S. wird dargestellt, wie die Ableitungen des

Abkiihlverlaufs errechnet werden kénnen, ohne ein weiteres Mal das Stefan-Problem der

Topologieoptimierung (8.2)) - (8.4), S. [09f, auswerten zu miissen.
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8.2.1. Entwicklung eines Gewichtungsoperators zur Beriicksichtigung
des Abkiihlverlaufs

Aufgrund der Bemerkung nach Satz [8.5] S. ist davon auszugehen, dass fiir jedes
h € Q¢ eine Temperaturverteilung 7' € = (2 wie in Diskretisierung [8.6] S. existiert,
die das Stefan-Problem der Topologieoptimierung - (8:4), S. P9, 16st. Laut FuBinote
[11], S.[I00 kann davon ausgegangen werden, dass diese Losung eindeutig ist. Daher bilde
nachfolgend T : Q¢ — = eine relative Dichteverteilung h € ()¢ auf die Losung des Stefan-
Problems der Topologieoptimierung - , S. , ab. Wir schreiben T'(h, t) fiir die
Temperatur in Q= zum Zeitpunkt ¢, welche aus der relativen Dichteverteilung h € Q¢
resultiert.

Definiere nun ay, : Qg — L*(2) durch

ar(h) = /0 “ (Tlht) - Tyt (8.12)

als den Abkiihlverlauf der relativen Dichteverteilung h € Q[ Der Abkiihlverlauf soll
anhand eines geeigneten Gewichtungsoperators (G in die Topologieoptimierung einbe-
zogen werden. Um Satz [4.6] S. 6] anwenden zu kénnen, soll der Gewichtungsoperator
Gs: Qg — L>(Q) fir h € Q¢ die Form

G3(h) = exp(—Cof?(h))

mit Cy > 0 und einem geeigneten f : Q¢ — L*°(Q2) haben. Dieser Gewichtungsoperator
hat die Aufgabe, den Abkiihlverlauf einer relativen Dichteverteilung h zu bewerten und
inhomogene Abkiihlverldufe zu bestrafen und damit innerhalb der Optimierung unbrauch-
bar zu machen. Ein Abkiihlverlauf wird dabei vereinfacht gesagt als homogen angesehen,
wenn er iiber weite Teile von {2 Werte nahe dem durchschnittlichen Abkiihlverlauf vor-
weist. Daher soll (f(h))(z) Werte nahe 0 einnehmen, wenn = € €2 in einem Bereich mit
einem Abkiihlverlauf nahe dem Durchschnitt liegt. In Bereichen, deren Abkiihlverlauf
unter dem Durchschnitt liegt, die also iiberdurchschnittlich schnell abkiihlen, soll f(h)
kleiner als 0 sein und in Bereichen, deren Abkiihlverlauf {iber dem Durchschnitt liegt, soll
f(h) grofer als 0 sein.

Aus diesem Grund wird der Abkiihlverlauf ay, geeignet zentriert. Hierzu werden der (ge-
wichtete) durchschnittliche Abkiihlverlauf dg, : Q¢ — R und der zentrierte Abkihlverlauf
Zaw : Qc — L(§2) definiert durch

B Jo hag,(h)da
dyy(h) := J9 7 fg e

sowie L )
ch(h) = d:;)(h) — 1.

du, wird deshalb gewichtet, weil uns vor allem der Abkiihlverlauf in Bereichen hoher
relativer Dichteverteilung mit Werten nahe 1 interessiert. Wegen 0 < e; < h < ey gilt

13Der Abkiihlverlauf in der Hiille aus Formsand Qz \ € interessiert hierbei nicht.
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8.2. Einbeziehung des Giefivorgangs

To(h) > T auf Q mit Ty(h) = T aus der Anfangsbedingung ({8.2), S. . Damit existiert
ein dgy min > 0, so dass wegen Randbedingung (8.3)), S. , daw(h) > daymin gilt, 24, ist also
wohldefiniert. In Gebieten, die schneller abkiihlen als der Durchschnitt, gilt z,,(h) < 0, in

Gebieten, die langsamer abkiihlen als der Durchschnitt, gilt z,,(h) > 0. Daher definieren
wir [ := 24, und die Abbildung G35 durch

Gs(h) := exp(—Co22,(h)). (8.13)
Nachfolgend werden einige Annahmen zusammengefasst:

Annahme 8.7 Es seien die Voraussetzungen [4.1] S. und [8.4], S. [102] erfiillt. Das

Stefan-Problem der Topologieoptimierung (8.2) - (8.4), S.[99} sei fiir jedes h € Q¢ ein-
deutig losbar. Der Abkiihlverlauf a;, sei zweimal stetig F—differenzierbar.ﬂ

Mit Annahme sind auch d,, und z,, zweimal stetig F-differenzierbar. Nun werden
Vereinfachungen formuliert, die vor allem der numerischen Implementierbarkeit geschuldet
sind:

Vereinfachung 8.8 Es seien h € Q¢ und ¢1, g2 € Q. Es sei d,,,(h)¢; = 0 und damit auch
dy,(h)g1qz = 0 (im Falle von [, ¢dz = [, ¢.dz = 0 ist der durch diese Vereinfachung
entstehende relative Fehler gering). Uberdies sei a},(h)qiqs = 0.

Der nachfolgende Satz besagt, dass mit vorstehender Annahme (und Vereinfa-
chung B.8) G5 und G1G2Gj5 (zuldssige) Gewichtungsoperatoren nach Definition [1.2] S. [42]

sind:

Satz 8.9 Fs sei Annahme erfillt, Gy definiert nach Gleichung (4.2)), S. mit einem
p > 1, Gy definiert nach Gleichung (5.1)), S. und G5 definiert wie in der vorstehenden
Gleichung (8.13). Dann gelten folgende Aussagen:

(i) G3 und G1G2G3 sind Gewichtungsoperatoren.
(ii) Es sei Veremfachung giiltig. Dann sind G3 und G1G2Gj3 zuldssige Gewichtungs-

operatoren.

Beweis: Es seien h € Q¢ und ¢, ¢ € Q.

(i) Der Operator h + H(h) := —Coza,(h)? ist zweimal stetig F-differenzierbar mit den
Ableitungen
H'(h)qg = —2Coz240(h)z.,(R)q1,
H'(M)qigz = —2C0(240(h) 120, (R) a2 + 2w (1) 25, (h)q162)-

Damit ist auch G3 zweimal stetig F- differenzierbar mit den Ableitungen
Gy(h)gn = Gs(h)H'(h)qu,
Gi(h)qae = Gs(h)(H'(h)qiH'(h)a2 + H" (h)q142).

MPiir letztgenannte Annahme wiren evtl. Veriinderungen der Materialeigenschaften in Voraussetzung

B-4 S.[102] notig.
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Wegen 0 < e; < h < es gilt aufgrund der Anfangs- und Randbedingungen (8.2)) und

B.3), 5.9,
0 < axo(h) < Crdgy(h)

mit 1 < C < Thaxto/day min- Damit gilt
—1 < zu(h) <C —1.
Mit Cy := max(1, (C; — 1)) > 1 gilt
—CyCy < H(h) <0.

Es sei Guin = exp(—CyCs) > 0. Dann gilt G, < Gs(h) < 1. Damit ist G5 ein
Gewichtungsoperator. Weil G und G nach den Sétzen [1.3] S. und 5.1}, S. [61]
Gewichtungsoperatoren sind, ist auch G;G2G3 ein Gewichtungsoperator.

(ii) Mit vorstehender Vereinfachung [8.8] S.[109] ist
(Z:w(h)ql)Z + le'l)(h)zé:v(h)QIql - (Zéw(h)ql)Z = 0

und echt groBler 0, wenn ¢; # 0. Damit erfiillt G5 die Voraussetzungen von Satz
(i), S. , und ist somit ein zuléssiger Gewichtungsoperator. Weil G5 und G5 die
Voraussetzungen von Satz , S, , erfiillen, ist G;GoG3 nach Satz (ii), S. ,

([

ein zuléssiger Gewichtungsoperator.

Ist Annahme [5.2] S. [62] fiir G := G1G2G}3 giiltig, so kann unter Verwendung des Ge-
wichtungsoperators G auf die Beschrénktheitsnebenbedingung verzichtet werden, ohne
dass das Optimierungsproblem (4.8)), S. , seine Wohlgestelltheit einbiif}t:

Annahme 8.10 Annahme S. sei giiltig fiir G := G1G2G3 mit G definiert nach
Gleichung (4.2)), S. 43} mit einem p > 1, G5 definiert nach Gleichung (5.1)), S. [61] und G
definiert nach Gleichung (8.13)), S.

Satz 8.11 FEs seien Gy definiert nach Gleichung (4.2]), S. mit einem p > 1, Gg

definiert nach Gleichung (5.1)), S. Gs definiert nach Gleichung (8.13)), S. G =
G1G2G3 und Voraussetzung [4.1], S. sowie Annahme 8.7, S. erfillt. Jedoch werde

Qaa definiert durch
Qadc{h | hEQ, hminShSL /hd.ﬁlfg‘fo}
Q

Weiterhin seien a(h) sowie £ definiert wie in den Gleichungen (4.3), (4.4), S. und Uaq

wie in Gleichung [4.7), S. 49
Beit Annahme besitzt das Optimierungsproblem (4.8)), S. eine Losung (h.,u,) €
Usq.

Beweis: Siehe den Beweis des Satzes [5.3] S. [63] O
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Beispiel 8.12 (Spannungsgitter) Nachfolgend soll der Abkiihlverlauf eines gegossenen
Spannungsgitters der Grofle 18cmx24cmx1,5cm aus dem Material GJS-600 berechnet
und bewertet werden. Das Spannungsgitter wird durch eine geeignet definierte relati-
ve Dichteverteilung definiert. Der errechnete Abkiihlverlauf soll mit dem wohlbekannten
Abkiihlverlauf eines gegossenen Spannungsgitters verglichen werden: ,,Bei der Abkiihlung
einer solchen gegossenen Probe erstarren erst die seitlichen Stébe (...), dann die beiden
Querbalken und zuletzt der mittlere Stab (...). Im erkalteten Zustand sind die beiden
Querbalken auf Biegung, die seitlichen Stébe auf Druck und der Mittelstab auf Zug be-

ansprucht®, [Hass00, S. 1177].

[*Cs]x 10° [1: gut; 0: schlecht]

1.4 I :I 0.98
— — 0.96

1.35

13 . 0.92
0.9
1.25 ]
| . 0.88

1.2 0.86

a) b)

Abbildung 8.3.: Errechneter Abkiihlverlaufs eines gegossenen Spannungsgitters und Be-
wertung desselben:
a) Nach Gleichung , S. errechneter Abkiihlverlauf des gegosse-
nen Spannungsgitters nach Beispiel gegen die Oberfliche des Span-
nungsgitters;
b) Bewertung des errechneten Abkiihlverlaufs durch den Gewichtungsope-
rator G3 nach Gleichung , S. , mit Cy = 10 gegen die Oberfléiche
des Spannungsgitters.

Wie in Abbildung ) dargestellt, kiithlen bei dem nach Gleichung , S. , er-
rechneten Abkiihlverlauf - abgesehen von den dufleren Ecken der beiden Querbalken - die
seitlichen Stédbe des Spannungsgitters am schnellsten ab, dann folgen die Querbalken und
zuletzt der mittlere Stab. Dies stimmt mit dem bekannten, oben zitierten Abkiihlverlauf
eines gegossenen Spannungsgitters iiberein und fithrt zu der in Abbildung [8.3b) darge-
stellten Bewertung des Abkiihlverlaufs durch den Gewichtungsoperator GG3 nach Gleichung
, S. mit Cy = 10: Weite Teile der Querbalken werden mit einem Wert nahe 1
gewichtet, da der dort errechnete Abkiihlverlauf nahezu dem durchschnittlich errechneten
Abkiihlverlauf entspricht. Sowohl die seitlichen Stébe, als auch der mittlere Stab werden
mit einem niedrigeren Wert gewichtet. Erstere kiihlen schneller ab als der Durchschnitt,
letzterer langsamer.

Der Gewichtungsoperator (G5 ist also in der Lage, die Inhomogenitdt des Abkiihlver-
laufs korrekt zu bewerten und somit eine sinnvolle Gewichtung der das Spannungsgitter
definierenden relativen Dichteverteilung zu ermitteln.
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8.2.2. Ermittlung der Ableitungen des Abkiihlverlaufs
Problemstellung

In Annahme 8.7} S.[109] gehen wir davon aus, dass ax, zweimal F-differenzierbar ist. Die
Ableitungen von ay, flieen in die Berechnung der Ableitungen von G3 nach Gleichung
(8-13), S.[109] ein. Die Ableitungen von G miissen bei Anwendung des Algorithmus nach
Kap.[6.1.5] S.[79] errechnet werden. Im endlichdimensionalen Fall mit Diskretisierung 8.6}
S. [105] lieBen sich aj,(h) und af,(h) sinnvoll durch numerische Differentiation approxi-
mieren. Doch dhnlich wie bei der Berechnung der Verschiebungsableitung u/(h,,) in Kap.
, S. , miisste hierfiir das Stefan-Problem der Topologieoptimierung - ,
S. 99} nicht einmal, sondern 2r + 1 Mal gelést werden. Jedoch ist die Berechnung einer
Losung des Stefan-Problems der Topologieoptimierung iiblicherweise zeitaufwandiger als
die Berechnung einer Losung der Zustandsgleichung , S. . Daher ist die Berech-
nung von ay,(h) und ay,(h) durch numerische Differentiation im Falle von ,large-scale”
Problemen aus den bereits in Kap. [6.1.4] S.[77], genannten Griinden nicht praktikabel.
Ziel ist daher, eine sinnvolle Schétzung der Ableitung ay, (h)q bzw. der Differenz ay, (h+
q) — ary(h) zu entwickeln, ohne dass eine weitere Auswertung des Stefan-Problems der
Topologieoptimierung - , S. , notig ist. Wir betrachten hierbei nur relative
Dichteverteilungen h € Qaq; mit fQ hdx = Vo und ¢ = c;, 0 < ¢ < 1, da nur solche rela-
tiven Dichteverteilungen in der praktischen Anwendung relevant sind. Mit Vereinfachung

, S. , rechnen wir tiberdies af,(h)q1g2 = 0.

Vorgehen

Fiir unser Vorhaben betrachten wir die Fundamentallésung. Diese beschreibt eine Losung
der Wirmeleitungsgleichung

Ou = Au auf (0, 00) x R,

wenn zum Zeitpunkt ¢ = 0 dem Ursprung die Warmemenge 1 zugefiigt wird. Die Funda-

mentallosung lautet
1 i3
u(t)(z) = WGXP )

vgl. [Eck08, Kap. 6.2.5]. Es gelte nun d = 3. Dann wird mit der Transformation z =
|z]]2(2t) 72, dz = —||z||2(2t)=%/2dt der Abkiihlverlauf der Fundamentallésung fiir ein

r # 0 € R? durch
o1 [EdE O (232 2
/ T P\~ ) _/ lolimtpz P —g | &
0 00
_ /m; 2 q
= Jo Tl P\ T2

1
= — 8.14
e (8.14)

errechnet. An diesem Ergebnis wollen wir uns bei der Schatzung von aj, (h)q orientieren:
Wir nehmen an, dass die Anderung des Abkiihlverlaufs in einem Punkt z; € € in etwa
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8.2. Einbeziehung des Giefivorgangs

umgekehrt proportional zur Distanz zu einem Punkt x; € 2 sein muss, sofern sich in z;
die zugefiihrte anféingliche Warmemenge durch eine verénderte relative Dichteverteilung
gedndert hat, also
(ay (A)15)(2:) = O([lzs — z5l7Y).
Zur weiteren Konkretisierung benstigen wir eine Schiitzung fiir [, a,,(h)gdz, welche
wir mit My(h, q) € R bezeichnen wollen. Es bietet sich an,

Jo qdz
fQ hdx

My(h, q) ::/Qakv(h)dx

zu setzen.

Zuletzt wollen wir die Berechnung von aj, (h)g parametrisieren. Hierbei bietet sich an,
mit geeigneten Dichtefunktionen fx von Zufallsvariablen X auf dem R3? zu arbeiten, da
fiir diese stets [os fx(2)de =1 gilt. Dann gilt

[ atads = [ Moo fele)ds,
Q R3

Wenn z; € ) die zusétzliche Warmemenge zugefithrt wiirde, die € auch durch die
Verénderung der relativen Dichteverteilung um 1; zusétzlich zugefiihrt wiirde, liee sich
die Verdnderung von ag,(h) in x; € Q durch

(ako(h +15) = aro(h)) (i) = Mo(h, q) fx (zi — x;)

schétzen.
Nun gilt es, ein geeignetes fy zu finden. Geeignet heifit hierbei, dass fx () fiir z € R3

in etwa die Asymptotik von Gleichung (8.14) haben sollte. Als Ausgangspunkt bietet sich
die Dichtefunktion fx einer Pareto-verteilten Zufallsvariable X an. Diese wird berechnet

durch -
b
fx(x) = % (E) , x>b

fiir 4,0 > 0, vgl. [John94, Kapitel 20]. Die Verallgemeinerung auf R lautet

7 b ’Y+1
- R.
=5 () - e

Nun soll fx auf R?® verallgemeinert werden, wobei fx(z) = fx(||z||2) gelten soll. Hierbei
stellen wir fest, dass

1 y+1 0o T 2 1 v+1 )
_— dez = inf dp df d
/M(uwrw) ’ /// C(r+b) P
o0 1 7+1
= / 4770( ) r2dr
0 T+b

= [ ame (G = ) R )

1 2 1
— 4nbe (_ 2, _)
y—=2 -1«

8wb* ¢
(v=2)(y — 1)y
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gilt, falls c € R, b > 0, v > 2. Wird nun

7 =2)(y - 1)y
o = ( 8>7£b3 ) (8.15)
gesetzt, so ist fy mit
b y+1
fX(I) = Cp (W) 3 X € RS (816)

fiir v > 2, b > 0 die Dichtefunktion einer Zufallsvariable X. Es ist jedoch festzustellen,
dass die Asymptotik von fx nicht derjenigen aus Gleichung , S. entspricht.
Dennoch behalten wir diesen Ansatz bei, denn es stellt sich heraus, dass in der praktischen
Umsetzung fiir experimentell ermittelte Werte von v und b sehr gute Ergebnisse erzielt
werden. Welche Werte hierbei geeignet sind, wird nachfolgend ausgefiihrt.

Mit Diskretisierung S. [103] definieren wir aj,(h) fir h € Qaay, [, hdz = V; und
Y= Lo, durch

(ak, (R)W5) (i) = Mo(h) fx (wi — x;), @5 €{1,...,r}, (8.17)

wobei fx nach vorstehender Gleichung (8.16)) definiert ist, V; aus Voraussetzung , S.
(1] stammt und

Automatisierung

Um in der praktischen Anwendung die Berechnung geeigneter Werte v, b zu automatisie-
ren, werden innerhalb einer Testreihe von 18 Testgeometrien folgende Einflussgrofien auf
die Differenz ag,(h + q) — ag,(h) getestet:

(i) der Einfluss der Kantenlénge eines Wiirfels [;
(ii) der Einfluss der Groe des Designraums €2;

)

)
(iii) der Einfluss der Geometrie des Designraums;
(iv) der Einfluss der relativen Dichteverteilung h (homogen vs. inhomogen);
)

(v) der Einfluss der Lage eines betrachteten Wiirfels im Designraum (mittig vs. am
Rand);

(vi) der Einfluss der Stérke der Verdnderung der relativen Dichteverteilung in einem
Wiirfel.

In allen Testfillen wird die relative Dichteverteilung h derart gewéhlt, dass fQ hdzx = V.
Ferner wird h nur in einem Wiirfel Q,,, 7 € {1,...,r}, geéndert, d.h. ¢ = clq, und
¢ > 0. Zunéchst sollen geeignete Werte fiir v und b experimentell ermittelt werden, um
hieraus Vorschriften ableiten zu kénnen, anhand derer die beiden Parameter automatisch
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berechnet werden kénnen. Also werden die Parameter v und b gerade so gewéhlt, dass sich
c(a},(R)i)(z;) = (arw(h + q) — ago(h))(2z;) (mit jeweils simulierten ay,) ergibt. Deshalb
wird stets erst v > 0 festgelegt, dann

_ (ago(h + q) — ago(h))(2:)
co = Mo(h) (8.18)

und zuletzt b nach Gleichung (8.15)), S.

Es stellt sich heraus, dass mit v = 1/2 ein brauchbarer Wert gefunden ist, vgl. nachfol-
gende Abbildung[8.4] S.[116] Das hat zwar zur Konsequenz, dass fx keine Dichtefunktion
einer Zufallsvariable mehr ist. Jedoch ldsst sich ag,(h + q) — ag,(h) auf einem beschrénk-
ten Gebiet wie 2 am besten mit diesem Wert anndhern. Mit Werten v > 2 wird der

Asymptotik (8.14)), S.[112] deutlich weniger geniigt.

Beispiel 8.13 Es sei Diskretisierung [6.2] S. [75] mit folgenden Parametern erfiillt: Die
Diskretisierungsfeinheit betrage { = 8cm und es gelte n, := 50, n, := 25, n, := 7. Damit
hat der Designraum €2 die Abmessung 4m x 2m x 56cm, d.h. Q = (0,4) x (0,2) x
(0,14/25) C R®. Es gelte h = 1/2 auf Q und ¢ = 1/10 auf dem Wiirfel Q,, mit der
Kennung 25 x 13 x 4 und ¢ = 0 sonst. Damit gilt ¢ = 4288 und

l 1 24
i==1 -1 1
; 5 +11]13

1 3

Anhand der in Kap. S. [104] beschriebenen Methode werden die Abkiihlverldufe
agy(h + q) und ay,(h) errechnet. Ferner wird v = 1/2 gesetzt, dann ¢y durch Gleichung

(8.18), S.[115 und zuletzt b durch Gleichung (8.17), S. [114] berechnet. Auf diese Weise
wird aj, (h)q nach Gleichung (8.17)), S.[114] ermittelt. Abbildung [3.4] schlieBlich vergleicht

ary(h + q) — agy(h) mit a),(h)g. Es ist zu erkennen, dass mit der in diesem Kap. [8.2.2
beschriebenen Methode zur Schitzung von ay,(h+q)—ax,(h) durch aj,,(h)q gute Resultate
erzielt werden.

Aus der auf S. erwahnten Testreihe sollen nun Vorschriften abgeleitet werden,
anhand derer b automatisch und ohne Auswertung von ag,(h+ ¢q) berechnet werden kann.
co wird anschlielend wieder mit Formel (8.15)), S. berechnet. Die aus der Testreihe

abgeleiteten Erkenntnisse lauten:

(i) Bei gleich bleibender Diskretisierungsfeinheit (gleich bleibenden n,, n,, n, nach Bei-
spiel S.|115]) hat der Parameter [ keine signifikanten Auswirkungen auf b;

(ii) bei gleich bleibendem Designraum (2 fiihrt eine feinere Diskretisierung (fiithren grofer
werdende n,, n,,n,) zu einem groferen b;

(ili) je gleichméBiger die Geometrie (gleich grofie n,,n,,n,) des Designraums ist, desto
grofer ist b;

(iv) je homogener die relative Dichteverteilung h ist, desto groBer ist b;
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a) b)

Abbildung 8.4.: Vergleich von ag,(h + q) — ax,(h) mit a),(h)g nach Beispiel , S.
a) Darstellung von ay, (h+ q) — ag,(h) gegen nebeneinander aufgetragene
horizontale Querschnitte des Designraums €2. Die Anzahl der horizonta-
len Querschnitte betrigt gerade n, = 7. Der i-te Querschnitte schneidet
Q2 in der Hohe (2¢ 4+ 1){/2. Das ist auf Hohe der z-Koordinate der Mit-
telpunkte der Wiirfel in der zugehorigen i-ten Schicht von Wiirfeln. Ein
Element (x,y) € N? der dargestellten (z,y)-Achsen entspricht dabei dem
Mittelpunkt des Wiirfels mit der Kennung ¢, x ¢, X ¢.. Dabei sind 7, = z,
iy =((y—1)mod n,) +1und i, = [(y — 1)/n,| + 1;

b) Darstellung von aj,, (h)q gegen (wie bei a)) nebeneinander aufgetragene
horizontale Querschnitte des Designraums ).

(v) die Auswirkungen der Inhomogenitét einer relativen Dichteverteilung lassen sich
nicht parametrisieren;

(vi) am Rand des Designraums €2 ist b groBer als in seiner Mitte (jedoch nicht signifikant);

(vii) es ist bei b keine klare Abhéngigkeit von der Stdrke der Verdnderung der relativen
Dichteverteilung in einem Wiirfel erkennbar.

Die Resultate (ii) - (iv) haben sich als relevant herausgestellt. Entsprechend soll eine
Vorschrift zur Berechnung von b aus diesen drei Resultaten abgeleitet werden. Es werde
Var : Q¢ — R definiert durch

o (h = Vo pis(52))* d

Var(h) := ()
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8.2. Einbeziehung des Giefivorgangs

Var(h) nimmt fir h € Quq U Qaq,; mit fQ hdx = Vi nur Werte in [0, 1/4] an und ist ein
Ma$ fiir die Inhomogenitit von h. Definiere weiterhin ¢ € R3 durch

Ny
10 Var(h)

¢:=——|logy | ny | —1logy(9/2) | — 5

= 1.
89 *

L

Dann lautet die Vorschrift zur Berechnung von b

3
b=]] (8.19)
k=1

Wegen n,,n,,n, > 1 gilt ¢ > —101log,(9/2)/89 4+ 7/8 > 1/2 fiir h € Qag U Qaq; mit
Jo hdz = Vi und damit b > 1/8 > 0. Entsprechend ist ein derart berechnetes b zuléssig.

Ergebnisse

In der nachfolgenden Abbildung |8.5 werden die aus der oben erwidhnten Testreihe stam-
menden, experimentell ermittelten b (d.h. zunédchst wird v = 1/2 gesetzt, dann ¢q durch

Gleichung (8.18]), S. , und zuletzt b durch Gleichung ({8.15)), S. , berechnet) mit den

automatisch berechneten b (d.h. zunéchst wird v = 1/2 gesetzt, dann b durch Gleichung

(8.19), S. [117, und zuletzt ¢y durch Gleichung (8.15), S.[114] berechnet) verglichen. Die

relative Abweichung der automatisch berechneten b von den experimentell ermittelten b
betriagt durchschnittlich 8,28% und ist damit gering.

2.6
2.4

2.2

1.8
1.6
1.4

1.2F

Experimentell abgeleitetes b
— - — Automatisch berechnetes b
1 1 1 1

0.8 1 1 1 1 J
(o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Abbildung 8.5.: Vergleich von experimentell und automatisch berechnetem b mit Hilfe der
18 Testgeometrien aus der oben erwidhnten Testreihe: Es wird b gegen die
jeweilige Testgeometrie abgebildet.
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8. Einbeziehung des Gieflvorgangs in die Topologieoptimierung mit Gewichtungsoperatoren

8.3. Anwendung des entwickelten Gewichtungsoperators

Nachfolgend wird der in Kap. 8.2.1] S. [108] entwickelte Gewichtungsoperator G5 nume-
risch angewandt. Die hierbei erzeugten Umformwerkzeuge sollen mit rein mechanisch op-
timierten sowie mit konventionell gestalteten Umformwerkzeugen verglichen werden. Dies
geschieht mit Hilfe einer exemplarischen Probegeometrie:

Der Designraum (2 sei dreidimensional mit einer Breite von 100cm, einer Lénge von
50cm und einer Hohe von 17cm. Die Unterseite des Designraums sei versehen mit einer
2cm dicken Wirkflache. Auf die Unterseite der Wirkfliche wirke ein homogener Druck
von 5MPa in Richtung (0,0,1)7. Die Oberseite des Designraums werde gehalten, d.h.
die Verschiebung u sei dort 0. Es werden die Material- und Volumennebenbedingung mit
Vo = p3(Q)/2 und die Entformungsrichtung r, = —(0,0,1)” verwendet, vgl. Abbildung

R.G
%
.17cm

Abbildung 8.6.: Darstellung der Probegeometrie nach Kap. [8.3|

Zur numerischen Behandlung der Probegeometrie werden der Algorithmus nach Kap.

6.1.5] S.[79 und die Diskretisierung [8.6 S.[105] mit R = 2 und I = 1/2 cm verwendet,

der Designraum €2 wird also in 680000 Wiirfel zerlegt. Als Gewichtungsoperator wird zum
einen G := (G1 G5 mit G nach Gleichung , S. , und p = 3, sowie G5 nach Gleichung
, S. , mit ¢ = /4 verwendet, zum anderen G := GG5G3 mit G| und G, wie
eben und G5 nach Gleichung (8.13)), S. [109, mit Cy € {30,60,90}. In allen Fillen wer-
den dem Algorithmus 100 Iterationen zur numerischen Behandlung der Probegeometrien
vorgegeben.

Den derart erzeugten Umformwerkzeugen wird in der eben genannten Reihenfolge die
Kennung c) — f) zugewiesen: Kennung c) entspricht dem rein mechanisch optimierten
Umformwerkzeug, d) — f) entsprechen den mechanisch und gietechnisch optimierten Um-
formwerkzeugen mit steigendem Cj. Als Startwert dient den Umformwerkzeugen c) — e)
die relative Dichteverteilung, die im Bereich der Wirkfliche den Wert 1 einnimmt und an-
sonsten konstant ist mit dem Wert, der die Volumennebenbedingung aktiv werden lésst.
Umformwerkzeug f) verwendet einen Startwert, welcher sich an den mechanischen und
gieBtechnischen Erkenntnissen der Kapitel [7] S.[87 und [§] orientiert. Ferner werden zum
Vergleich je ein kreuz- und ein hexagonalverripptes Umformwerkzeug mit den Kennun-
gen a) und b) erzeugt. Alle Umformwerkzeuge werden hinsichtlich ihrer mechanischen und
giefitechnischen Eigenschaften ausgewertet. Mechanische Bewertungskriterien sind hierbei
die Nachgiebigkeit und die Homogenitét der Wirkflachendurchbiegung. Das gietechnische
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8.3. Anwendung des entwickelten Gewichtungsoperators

Bewertungskriterium ist die (gewichtete) Bewertung der Giefitechnik by, : Q¢ — R. Diese

wird definiert durch f hGa()d
boy(h) = 223 g
gt( ) fQ hdax [ ) ]7

wobei G5 mit dem Parameter Cy = 10 .erechnet wird. In Prozent ausgedriickt lautet die
giefitechnische Bewertung 1000y, (h)%. Uberdies werden die errechneten Eigenspannungen
und Lunkerwahrscheinlichkeiten aller Umformwerkzeuge verglichen.

8.3.1. Auswertung der Ergebnisse

Die errechnete Nachgiebigkeit der topologieoptimierten Umformwerkzeuge ist stets deut-
lich geringer als die der konventionell verrippten Umformwerkzeuge: Durchschnittlich be-
triagt der Unterschied 17,5%, wenigstens 11,43% und hochstens 22,29%. Dabei stellt sich
heraus, dass durch Einbeziehung des Gieflvorgangs in die Topologieoptimierung die Nach-
giebigkeit in allen Féllen sinkt, im Durchschnitt um 4,14%. Die Nachgiebigkeit des he-
xagonal verrippten Umformwerkzeugs ist um 7,45% geringer als die Nachgiebigkeit des
kreuzverrippten Umformwerkzeugs.

Ferner ist die Wirkflichendurchbiegung der topologiecoptimierten Umformwerkzeuge we-
sentlich homogener als die der konventionell verrippten Umformwerkzeuge: Die Standard-
abweichung von der mittleren Wirkflichendurchbiegung in z-Richtung betrégt bei den
topologieoptimierten Umformwerkzeugen im Durchschnitt 10,64 - 10~ "m. Sie ist damit
um 69,08% geringer als die vergleichbare Standardabweichung der konventionell verripp-
ten Umformwerkzeuge, die 34,4 - 10~"m betr#igt. Dieses Resultat kann in Abbildung [8.8]
S. nachvollzogen werden.

Die giefitechnische Bewertung der topologieoptimierten Umformwerkzeuge steigt bei
grofer werdendem Cy monoton von 78,4% auf 95,52%. Eine stiarkere Gewichtung des
Gewichtungsoperators G5 im Optimierungsprozess fithrt also bestdndig zu einer hoheren
gieBtechnischen Bewertung. Uberdies weist das hexagonal verrippte Umformwerkzeug mit
91,47% eine hohere gieBtechnische Bewertung aus das kreuzverrippte Umformwerkzeug,
dessen giefitechnische Bewertung bei 85,34% liegt. Damit fillt die giefitechnische Bewer-
tung von topologieoptimierten Umformwerkzeugen besser aus als die giefitechnische Be-
wertung von konventionell verrippten Umformwerkzeugen, wenn der Parameter Cj des
Gewichtungsoperators G3 hinreichend hoch gewahlt wird. Die giefitechnische Bewertung
der Umformwerkzeuge kann in Abbildung [8.7] S.[120] nachvollzogen werden.

Samtliche Resultate sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengefasst:

Kennung des Umformwerkzeugs
a) b) c) d) e) f)
Nachgiebigkeit 28,19 26,09 23,11 22,36 22,19 2191 [J]
Homog. Durchbiegung WF | 36,32 32,49 13,01 994 7,37 1224 | 10~ "[m]
Bewert. Giefitechnik 85,34 91,47 784 84,42 91,67 95,52 (%)

Kriterium Einheit

Tabelle 8.1.: Mechanische und giefitechnische Auswertung der Umformwerkzeuge a) — f)

nach Kap. S.
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8. Einbeziehung des Gieflvorgangs in die Topologieoptimierung mit Gewichtungsoperatoren

[1: gut; O: schlecht]
1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
03

02

Abbildung 8.7.: Gieitechnische Bewertung der Umformwerkzeuge a) — f) nach Kap. 8.3
S. durch den Gewichtungsoperator G3 nach Gleichung (8.13)), S. @,

mit Cy = 10 gegen die Oberfliche dieser Umformwerkzeuge.

[m] X 10-5
1.8

1.6

& &F

0.8

0.6

Abbildung 8.8.: Errechnete Verschiebung der Unterseite der Wirkfliache der Umformwerk-

zeuge a) — f) nach Kap. S. in z-Richtung.
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8.3. Anwendung des entwickelten Gewichtungsoperators

a) - b)

e

)

e)

Abbildung 8.9.: Durch MAGMASOFT errechnete von Mises Eigenspannungen in den Um-
formwerkzeugen a) — f) nach Kap.[8.3] S.[L18] in der Draufsicht. Aufgrund
der vorhandenen Symmetrien wird die Eigenspannung nur in dem darge-
stellten linken, unteren Viertel der Bauteile abgebildet.

[%]
Y Y v v v 100
a) b)
82
— — 64
c d) 46
28
e) f g f) 10
0

Abbildung 8.10.: Durch MAGMASOFT errechnete Wahrscheinlichkeit fiir Porositét in
den Umformwerkzeugen a) — ) nach Kap. 8.3 S. in der Seitenan-
sicht. Bereiche mit einer Porositatswahrscheinlichkeit unter 0,5% sind
transparent dargestellt. Aufgrund der vorhandenen Symmetrien wird
die Porositdatswahrscheinlichkeit nur in der dargestellten linken Hélfte
der Bauteile abgebildet.
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8. Einbeziehung des Gieflvorgangs in die Topologieoptimierung mit Gewichtungsoperatoren

In der vorstehenden Abbildung ist die Wirksamkeit des Gewichtungsoperators G
innerhalb des Optimierungsprozesses zu erkennen. Die errechneten Eigenspannungen in
den topologieoptimierten Umformwerkzeugen sind umso niedriger, je stirker G3 gewichtet
wird. Die Eigenspannungen des Umformwerkzeugs f) erreichen das Niveau der Eigenspan-
nungen der konventionell verrippten Umformwerkzeuge.

Die vorstehende Abbildung[8.10]zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Porositét bei kon-
ventionell verrippten Bauteilen etwas geringer ist als bei topologieoptimierten Bauteilen.
Jedoch liegen die moglichen Positionen dieser Lunker in sémtlichen Féllen im unkritischen
Bereich, vgl. Abb. , S. Daher ist die Bewertung der Umformwerkzeuge a) — f) in

Bezug auf Porositéit und Lunker identisch gut.

8.3.2. Fazit

Die Verwendung des Gewichtungsoperators (G3 in der Topologieoptimierung hat signifi-
kant positive Auswirkungen auf die gieStechnischen Eigenschaften der derart optimierten
Umformwerkzeuge. Die giefitechnische Bewertung mechanisch-gieftechnisch optimierter
Umformwerkzeuge ist deutlich hoher als die gieitechnische Bewertung rein mechanisch op-
timierter Umformwerkzeuge. Bei hinreichend hoher Gewichtung der Gieftechnik iibertrifft
diese gieBtechnische Bewertung sogar diejenige konventionell verrippter Umformwerkzeu-
ge. Da die Verwendung von G3 keine negativen Auswirkungen auf die mechanischen Eigen-
schaften der Umformwerkzeuge hat, sind sowohl die rein mechanisch optimierten, als auch
die mechanisch-gieftechnisch optimierten Umformwerkzeuge den konventionell verrippten
Umformwerkzeugen in ihren mechanischen Eigenschaften deutlich iiberlegen.

Durch die Entwicklung des Gewichtungsoperators (G5 ist es wirkungsvoll gelungen, den
Gieflvorgang in die Topologieoptimierung einzubeziehen.
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A. Notation

Die einzelnen Bezeichnungen sind den Kapiteln zugeordnet, in denen sie zum ersten Mal
genannt werden.

Grundlagen

Q Designraum, in der Regel ein offenes, beschrinktes Lipschitz-Gebiet
des R3

0; Partielle Ableitung 0/0x;

D~ Partielle Ableitung der Ordnung «

Ck(Q) Menge der Funktionen mit stetigen Ableitungen der Ordnung k

Ck(Q) Unterraum von C*(Q2) der Funktionen mit kompaktem Triger

L(X,)Y) Raum aller linearen Operatoren von X nach Y

X* Dualraum von X

By Borelsche o-Algebra auf dem R?

7% Lebesgue-Mafl auf dem R¢

LP(92) Raum der Funktionen auf €2, deren p-te Potenz Lebesgue-
integrierbar ist

n AuBere Normale

Wmr(Q) Sobolev-Raum von LP-Funktionen mit LP-integrierbaren Ableitun-
gen bis zur Ordnung m

H™(Q) Sobolev-Raum von L2-Funktionen mit quadrat-integrierbaren Ab-
leitungen bis zur Ordnung m

HMQ) Unterraum von H™(2) der Funktionen mit verallgemeinerten Null-
randbedingungen

\Y% Nabla-Operator

X =Y X ist stetig in Y eingebettet

X —>5—=Y X ist kompakt in Y eingebettet

T —T x) konvergiert schwach gegen x

Linear elastisches Material unter Einwirkung von Kraften

10) Deformation

U Verschiebung

det Determinante

e Symmetrisierte Verzerrung

f Volumenkraft

g Flachenkraft

o Cauchyscher Spannungstensor
div Divergenzoperator
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A. Notation

C Elastizitatstensor

A, Lamé-Konstanten

E Elastizitdtsmodul

v Poissonzahl

Iy Mit Dirichlet-Bedingungen versehener Teil des Randes von 2
I Mit Neumann-Bedingungen versehener Teil des Randes von (2
o-e =tr(o7e)

J Variationsfunktional

a(-,-) Bilinearform im Variationsproblem

(¢,-) Lineares Funktional im Variationsproblem

T Zerlegung von ()

Topologieoptimierung von linear elastischem Material

Q Raum der relativen Dichteverteilungen

h Relative Dichteverteilung

V Raum der Verschiebungen

Qaa Raum der zuldssigen relativen Dichteverteilungen
Uaa Raum der zulédssigen Paare

G, Der das SIMP-Modell reprasentierende Gewichtungsoperator
p Strafexponent im SIMP-Modell

Q, Menge der Mittelpunkte der Zerlegung von §2

90 Zielfunktional

Dy Reduziertes Zielfunktional

g1 Volumennebenbedingung

Te Entformungsrichtung

m Anzahl der Nebenbedingungen

L Lagrangefunktional

A Lagrange Multiplikatoren

Erweiterung des SIMP-Modells der Topologieoptimierung durch
Gewichtungsoperatoren

Gy Gewichtungsoperator zur Erweiterung des SIMP-Modells
A Laplace-Operator
A Numerische Approximation des Laplace-Operators

Algorithmus zur Topologieoptimierung mit Gewichtungsoperatoren auf Basis der
notwendigen Optimalitatsbedingungen

Q Raum der relativen diskretisierten Dichteverteilungen

Uy Basisfunktion von @),

r Dimension von @),

Qaay Raum der diskretisierten zuldssigen relativen Dichteverteilungen
Vi Raum der diskretisierten Verschiebungen

i Basisfunktion von V
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N Maximal mogliche Dimension von V,
l Diskretisierungsfeinheit
Uaa, Raum der diskretisierten zuldssigen Paare

Einbeziehung des GieBvorgangs in die Topologieoptimierung unter Verwendung
von Gewichtungsoperatoren

= Der mit einer Hiille der Dicke rq > 0 ummantelte Designraum (2
Raum der zuldssigen Temperaturen
! Raum der diskretisierten zuléssigen Temperaturen

ey Abkiihlverlauf

. Durchschnittlicher Abkiihlverlauf

Zaw Zentrierter Abkiihlverlauf

Gs Gewichtungsoperator zur Einbezichung des Gieivorgangs in die To-
pologieoptimierung

byt Bewertung der Giefltechnik
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