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Zusammenfassung

Die numerische Simulation von Mehrfeldproblemen, wie sie in zahlreichen wissen-
schaftlichen und technischen Problemstellungen hiufig auftreten, stellen sowohl an die
mathematische als auch an die physikalische sowie an die numerische Modellierung
und an das Simulationswerkzeug hochste Anforderungen. Es beeinflussen sich bei
diesen Mehrfeldproblemen gleichzeitig unterschiedliche physikalische Phénomene,
wie beispielsweise bei Fluid-Struktur-Interaktionen (FSI) ein Fluid eine angrenzende
Struktur und umgekehrt.

Mehrfeldprobleme wie FSI treten auch in Stromungsmaschinen auf; das stromende
Fluid regt die Gehausestrukturen, Leit- und Laufrdder zu Schwingungen an, und
die schwingenden Strukturen werden stark belastet oder erzeugen Léarm. Derartige
Effekte mit Hilfe eines leistungsfiahigen Simulationswerkzeugs vorausberechnen oder
nachvollziechen zu konnen ist, vor dem Hintergrund der Kosten oder der begrenzten
Moglichkeit von Experimenten sehr erstrebenswert.

Fir die Simulation derartiger und weiterer Problemstellungen wurde im Rahmen
dieser Arbeit ein modulares Losungsverfahren entworfen, umgesetzt und angewendet.
Eine Besonderheit stellt dabei dar, dass dieses Verfahren durch die Definitionen von
Konfigurationen und mit Hilfe geeigneter Diskretisierungs- und Gleichungs-Objekte fiir
neue Anwendungen effizient erweiterbar und anpasspar ist. Die Leistungsfihigkeit des
Verfahrens und die hohe Vielseitigkeit werden an unterschiedlichen Fluid-, Struktur-
und FSI-Simulationen nachgewiesen.

Die Diskretisierung erfolgt auf beliebig polyedrischen Gittern mit einem Finite-
Volumen-Verfahren (FVV) zweiter Ordnung. Auch die strukturmechanischen
Berechnungnen koénnen mit diesem FVV durchgefithrt werden. Das FVV fir
strukturmechanische Berechnungen wird im Rahmen dieser Arbeit umfassend fiir
unterschiedliche Materialgesetze und anhand zahlreicher Testfille vorgestellt, und
die Leistungsfahigkeit und Schwéchen dieser Modellierung fiir Struktursimulationen
werden ausfithrlich diskutiert. Die Anwendbarkeit des modularen Verfahrens auf die
Simulation einer FSI in einer Stromungsmaschine rundet die Arbeit ab. Neben Mo-
dulen zur Gleichungsdiskretisierung und -losung kommen Module fiir die Behandlung
der Fluid-Struktur-Interfaces und zur Netzverformung zur Anwendung.

Mit dem neu entwickelten modularen Losungsverfahren steht fiir zukiinftige
Forschungs- und Entwicklungsprojekte eine leistungsfahige und ausbaufihige Basis
fiir komplexe ingenieurwissenschaftliche Problemstellungen zur Verfiigung und soll in
Zukunft als Grundbaustein eines integrierten Entwurfs- und Optimierungssystems fiir
Stromungsmaschinen eingesetzt werden.






Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Numerische Verfahren zur Simulationen von Problemstellungen der Stromungs- und
Strukturmechanik haben in vielen Bereichen der Ingenieurwissenschaften gleicher-
mafen im akademischen wie im industriellen Bereich breite Anwendung gefunden.
Fiir viele Problemstellungen aus diesen Bereichen kénnen die die Strukturen oder
Stromungen beschreibenden Gleichungen in der Regel nicht mehr analytisch gelost
werden, sondern nach sinnvoller Modellierung und Abstrahierung nur noch numerisch.

Weiterhin sind experimentelle Untersuchungen im Gegensatz zu einer numeri-
schen Simulation héufig zeit- und kostenintensiv oder aber in vielen Féllen nicht
durchfithrbar. Ferner kann beim Entwurf oder bei der Optimierung von technischen
Systemen die numerische Simulation sehr vorteilhaft eingesetzt werden. Durch Variati-
on der untersuchten Geometrien kénnen Parameterstudien durchgefithrt und wiederum
einfache neue analytische Ersatzmodelle entwickelt oder bekannte Ersatzmodelle ka-
libriert werden. Die Entwicklungszeiten technischer Systeme kénnen so verkiirzt, der
erforderliche Prototypenbau minimiert und dadurch die Entwicklungskosten reduziert
werden.

Durch die immer weiter fortschreitende Entwicklung der Digitalrechner werden
diese numerischen Verfahren zunehmend effizienter sowie immer haufiger und selbst-
verstandlicher eingesetzt. Je effizienter jedoch die Digitalrechner werden, desto
komplexer werden auch die zu untersuchenden Phanomene: Zum einen werden bisher
stark abstrahierte und modellierte Probleme detaillierter untersucht, zum anderen
werden neue Arten von Problemstellungen gewahlt.

Eine besondere Herausforderung stellen hierbei Simulationen aus dem Bereich
der Mehrfeldprobleme dar, bei denen unterschiedliche physikalische Phéanomene
gleichzeitig wirken und sich gegenseitig beeinflussen. Ein Beispiel fiir diese Mehr-
feldproblematik ist die Simulation von Fluid-Struktur-Interaktionen (FSI), bei der
Simulationsverfahren zur Behandlung von Stréomung und Struktur miteinander so
gekoppelt werden, dass sowohl die Stromung die Struktur als auch die Struktur die
Stromung anregt und damit beide Felder miteinander interagieren.



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Neben der Genauigkeit solcher Verfahren zur Simulation von Fluid-Struktur-
Interaktionen spielt die Effizienz eine wichtige Rolle. Nicht nur das Verfahren zur
Simulation der Stromung, sondern auch das Verfahren zur Simulation der Struktur
muss effizient arbeiten konnen. Weiterhin miissen Daten an den Schnittstellen der
Felder schnell aufbereitet und untereinander ausgetauscht werden, zudem sind Simu-
lationen dieser Art meist instationdrer Natur, so dass auch das Speichern und das
Nachbearbeiten der Daten pro Zeitschritt effizient erfolgen miissen.

Weiterhin sollte ein Verfahren so flexibel sein, dass es in einfacher Weise zur
Untersuchung neuer Problemstellungen angepasst oder erweitert werden kann.

Fiir eine genaue numerische Simulation von realen Stromungen miissen nach
WALTERS [106] folgende Hauptkriterien eingehalten werden: Die

genaue Geometrieapproximation,

hohe Qualitdt der Netzgenerierung,

genaue Approximation der konvektiven Terme der Transportgleichungen und

physikalische sinnvolle Modellierung der Turbulenz.

Fiir eine genaue numerische Simulation realer Strukturen gelten ebenfalls die ersten bei-
den Kriterien, weiterhin miissen die diffusiven Terme der Transportgleichungen genau
modelliert werden. Der vierte Punkte entfallt fiir Struktur-Simulationen, es treten je-
doch andere Schwierigkeiten auf, wie etwa die Formulierung geeigneter Materialgesetze
oder die genaue Modellierung geometrischer oder physikalischer Nichtlinearitaten.

1.2 Stand des Wissens

Numerische Simulationsmethoden werden in den unterschiedlichsten wissenschaftlichen
und industriellen Bereichen erfolgreich angewendet. In den Ingenieurswissenschaften
sind dies hauptséchlich die Simulation von Wérmeleitungs- und Stréomungsvorgangen
sowie die Strukturanalyse. Zur numerischen Behandlung der zugrunde liegenden parti-
ellen Differentialgleichungen werden unterschiedliche Finite-Diskretisierungs-Verfahren
verwendet und in den folgenden Abschnitten kurz beschrieben. Ein Hauptaugenmerk
liegt hierbei auf der Finite-Volumen-Methode, die einen Schwerpunkt dieser Arbeit
bildet.

1.2.1 Simulations-Verfahren

1.2.1.1 Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) zur Diskretisierung und Losung partieller
Differentialgleichungen wurde in den 50er Jahren eingefithrt, s. AGYRIS [11],
ZIENKIEWICZ [111] und BATHE [15], und hat sich seither besonders in der
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Strukturmechanik als effizientes numerisches Werkzeug etabliert. Die FEM basiert auf
den Nédherungsverfahren nach Galerkin und Ritz, s. PFEIFFER [82].

Die Idee hinter diesen Néherungsverfahren steht besteht darin, die gesuchte konti-
nuierliche Losungsgroflie, wie z. B. bei strukturmechanischen Problemstellungen das
Verschiebungsfeld, durch eine endliche Linearkombination mit Hilfe von sog. Basis-
funktionen zu approximieren. Die Basisfunktionen miissen lediglich die kinematischen
Randbedingungen erfiillen und kénnen ansonsten beliebig gewahlt werden.

Anstatt das gesamte Verschiebungsfeld zu approximieren, werden innerhalb der
sog. Finiten Elemente gebietsweise Naherungen ermittelt, welche durch Knoten
definiert werden. Das Verschiebungsfeld innerhalb eines Elements wird dann mit
Hilfe der Knotenverschiebungen bestimmt. Durch lokal giiltige Ansatzfunktionen
werden jedem Element Eigenschaften wie Masse und Steifigkeit zugeordnet. Durch
Superposition der einzelnen Elemente zur Gesamtstruktur gewinnt man schliellich
das problembeschreibende Gleichungssystem, welches mit direkten oder iterativen
Verfahren gelost wird.

Die geometrische Form der Elemente kann beliebig gewahlt werden. Man unter-
scheidet allgemein giltige Kontinuumselemente und spezialisierte Elemente wie
Stab-, Balken oder Schalenelemente, welche sich spezieller Modellvorstellungen der
Kontinuumsmechanik bedienen.

Mit Hilfe der FEM lassen sich heute stationdre, instationdre, geometrisch oder
physikalisch lineare und nichtlineare Problemstellungen der Struktur- und der Stro-
mungsmechanik erfolgreich untersucht.

Vor allem die folgenden genannten Griinde sprechen fiir eine Verwendung der
FEM:

e Die FEM wurde in den 50er Jahren und in den folgenden Jahren bis heute stetig
weiterentwickelt und sie ist deswegen fiir unterschiedlichste Bereiche der numeri-
schen Simulation etabliert und wird in diesen zuverldssig angewendet.

e Die Diskretisierungsordnung und damit die Genauigkeit der numerischen Simu-
lation kann durch die gewéhlten Ansatzfunktionen in einfacher Weise lokal auf
Elemente bezogen erhoht werden.

Diesen positiven Eigenschaften stehen u. a. folgende negative Merkmale gegeniiber:

e Eine Formulierung fiir allgemeine Element- und Netztopologien ist schwierig in
eine Programmstruktur umsetzbar, s. BATHE [15].

e Bei den verschiebungsbasierten FEM koénnen sog. Locking-Phdnomene auftreten,
d.h. eine durch die Diskretisierung kiinstlich und damit unphysikalische erhohte
Steifigkeit.

e Bei der Diskretisierung von sog. Erhaltungsgleichungen mit der FEM konnen
die Erhaltungseigenschaften nur schwer beibehalten werden. Die FEM garantiert
zunachst keine Konservativitit, weswegen sie sich auch bis heute nicht zur Simu-
lation stromungsmechanischer Problemstellungen durchsetzen konnte.
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1.2.1.2 Finite-Volumen-Methode

Die Finite-Volumen-Methode (FVM) wurde in den 60er Jahren von PATANKAR [79]
fir Warmetransportvorgange und Stromungsmechanische Problemstellungen einge-
fithrt und hat sich vor allem durch die Arbeiten von PERIC [81] und vielen weiteren
in den 90er Jahren fiir die numerische Simulation realer Stromungen durchgesetzt und
wird fiir unterschiedlichste Problemstellungen erfolgreich angewendet.

Bei den Finite-Volumen-Verfahren (FVV) werden nicht die origindren, problem-
beschreibenden partiellen Differentialgleichungen diskretisiert. Zunéchst wird das
Simulationsgebiet in nichtiiberlappende Finite Volumen unterteilt. Schliellich werden
die partiellen Differentialgleichung iiber ein reprasentatives Volumen integriert. Mit
Hilfe des Integralsatzes von Gauss werden dann die auftretenden Volumenintegrale in
Oberflachenintegrale umgewandelt. Somit erhalt man Bilanz- oder Flussgleichungen
iiber die Oberflachen der einzelnen Finiten Volumina.

Das durch diese Diskretisierungstechnik entstandene, problembeschreibende Glei-
chungssystem kann dann mit direkten oder iterativen Verfahren gelost werden.

Vor allem die folgenden Eigenschaften der FVM sprechen fiir eine Verwendung
dieses Verfahrens:

e Durch die Flussformulierung der partiellen Differentialgleichung werden die Er-
haltungseigenschaften dieser Gleichungen automatisch erfiillt, dann spricht man
von einem konservativen Verfahren.

e Die Finite-Volumen-Formulierung ist besonders einfach auf beliebige Volumen-
und Netztopologien anwendbar und deswegen fiir geometrisch hochkomplexe Pro-
blemstellungen besonders geeignet.

Urspriinglich zur Simulation stromungsmechanischer Problemstellungen entwickelt,
kann das Finite-Volumen-Verfahren grundsétzlich auch zur Loésung strukturmecha-
nischer Problemstellungen angewendet werden und ist iiberall dort eine sinnvolle
Diskretisierung- und Losungsmethode, wo die Erhaltung von physikalischen Grofien
eine wichtige Rolle spielt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein modulares Losungsverfahren entwickelt, welches
fir Problemstellungen der Stromungs- und Strukturmechanik sowie zur Simulation
von Fluid-Struktur-Interaktionen die FVM als Diskretisierungsverfahren anwendet.
Deswegen werden kurz der bisherige Stand der Technik der FVM und fiir diese
Arbeit wichtige Meilensteine bei der Entwicklung der FVM in diesen Teilgebieten der
numerischen Simulation zusammengefasst.
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Finite-Volumen-Methode in der Stromungsmechanik

Die FVM zur Simulation realer Stromungen wurde durch die grundlegenden Arbeiten
von PATANKAR [79] etabliert. Patankar fithrte die sequentiellen Losungsverfahren
SIMPLE und SIMPLER zur Behandlung gekoppelter nichtlinearer Gleichungssysteme
ein, welche heute beinahe ausschliellich in universitdren und kommerziellen Verfahren
Verwendung finden. Bei diesem sequentiellen Losungsverfahren kénnen in eleganter
Weise unterschiedliche Kombinationen von Gleichungssystemen behandelt werden, so
dass heute laminare und turbulente, kavitierende und kondensierende, mehrphasige,
reaktive u. v. a. Stromungsphdnomene numerisch untersucht werden kénnen.

Die sequentiellen Losungsverfahren existieren heute in zahlreichen Varianten; zu
nennen sind hier z. B. das SIMPLEC-Verfahren nach DOORMAL [100], welches
jedoch nur in speziellen Féallen wesentliche Verbesserungen gegeniiber dem origindren
SIMPLE-Verfahren liefert. Ein umfassender Vergleich dieser und der weiteren Varian-
ten SIMPLEX, SIMPLEST und PRIME findet sich in DARWISH [28].

Patankar verwendet zur Losung noch versetzte Rechennetze. Hier werden das
Geschwindigkeits- und Druckfeld auf unterschiedlichen Netzen diskretisiert und
bestimmt, woraus ein hoher Speicheraufwand und eine komplizierte Datenhal-
tung resultieren. RHIE [86] fithrt die nichtversetzte Variablenanordnung fiir das
Geschwindigkeits- und das Druckfeld ein, welche auch in dieser Arbeit Verwendung
findet. Durch diese wird der Speicheraufwand gering gehalten und die Datenhaltung
wesentlich vereinfacht.

Instationdre Stromungsvorgéange, die im Rahmen dieser Arbeit eine wesentliche Rolle
spielen, konnen wie stationdre Stromungsvorgéinge mit den von PATANKAR [79]
eingefithrten sequentiellen Losungsverfahren behandelt werden. Eine entscheidende
Beschleunigung bei Simulationen mit kleinen Zeitschritten wurde durch das neue
PISO-Druckkorrektur-Verfahren nach ISSA [56] erreicht, das auch im Rahmen dieser
Arbeit zur Anwendung kommt.

Die Einfachheit und Vielseitigkeit der FVM haben diese zu dem heute allge-
mein verwendeten Werkzeug zur numerischen Simulation realer Stromungsvorgéange
gemacht.

Finite-Volumen-Methode in der Strukturmechanik

Die FVM hat sich zur Simulation realer Stromungsvorgange durchgesetzt. Sie
wird heute im universitdren und industriellen Umfeld erfolgreich als Simulations-
werkzeug angewendet und fiir immer neue Problemstellungen angepasst, verbessert
und erweitert. Im Gegensatz dazu ist die FVM zur Simulation strukturmechanischer
Problemstellungen heute noch wenig bekannt und wenig verbreitet.

In der Strukturmechanik wurde die FVM in den 90er Jahren durch eine Arbeit von
DEMIRDZIC [30] eingefiihrt. In diesem Artikel wird die Anwendung der FVM fiir die
thermo-elasto-plastische Spannungsanalyse entwickelt. Neben den Lamé-Gleichungen
zur Losung des Verschiebungsfeldes wird auflerdem das Fourier-Gesetz als zusatzliche
Erhaltungsgleichung diskretisiert und gelost, um neben den Spannungen, resultierend
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aus dem Verschiebungsfeld, Wéarmespannungen berticksichtigen zu koénnen. Es folgen
einfache, zweidimensionale und rotationssymmetrische dreidimensionale Simulations-
rechnungen, welche mit analytischen und experimentellen Losungen verglichen werden.

In einer weiteren Arbeit von DEMIRDZIC [31] wird die FVM ausschliefllich
auf die Spannungsanalyse in komplexen Rechengebieten erfolgreich angewendet. Die
Lamé-Gleichungen werden diskretisiert und liefern nach Losung das dreidimensionale
Verschiebungsfeld, mit welchem dann iiber das Hooke-Gesetz das Spannungsfeld er-
mittelt wird. Die Diskretisierung wird auf polyedrisch, unstrukturierten Rechennetzen
durchgefiihrt. Die Diskretisierung lasst eine sequentielle Losungstechnik, wie schon in
PATANKAR [79] zur Lésung der Fluid-Gleichungen beschrieben, zu. Es wird auf die
Konservativitdt und die aus dieser Eigenschaft resultierende mogliche Anwendbarkeit
und physikalische Korrektheit des Verfahrens auch bei der Diskretisierung auf sehr
groben Netzen hingewiesen. Zudem kann das Verfahren einfach erweitert werden.

Das vorgestellte Verfahren wird auf zwei einfache Testfille, einen dreidimensionalen
Balken unter Eigengewicht und eine gelochte Platte unter Zug, angewendet und zeigt
hierbei hervorragende Ubereinstimmung mit analytisch gewonnenen Vergleichslosun-
gen.

Ein grofler Nachteil bei der angewendeten Diskretisierungstechnik liegt in ihrer geo-
metrischen Richtungsabhéangigkeit begriindet, wodurch die Koeffizientenmatrizen fiir
jede der drei gelosten Erhaltungsgleichungen gespeichert werden miissen. Auflerdem
ist eine starke Unterrelaxation der diskreten Gleichungen fiir eine stabile Losung
notwendig, und das Konvergenzverhalten des iterativen Losungsverfahrens ist méflig.

Eine Abhilfe gegen diese erwahnten Nachteile liefert DEMIRDZIC [32] in einer
weiteren Arbeit, in welcher er das iterative Verfahren unter Verwendung eines
geometrischen Mehrgitterverfahrens stabilisiert und stark beschleunigt. Der Nachteil
des hohen Speicherbedarfs aufgrund der unterschiedlichen Koeffizientenmatrizen fiir
die diskreten Erhaltungsgleichungen konnte jedoch noch nicht behoben werden. Es
werden drei Testfille auf unterschiedlich feinen Netzen gerechnet und als Benchmark-
Ergebnisse vorgestellt. Zu erwéihnen ist hier vor allem der letzte Testfall, welcher von
der NAFEMS [5] (National Agency for Finite Element Methods and Structures),
als Validierungstestfall vorgeschlagen wurde. Dieser Testfall stellt eine elliptische,
dicke und gelochte Platte dar, welche am Auflenrand eingespannt und normal zu
diesem aus einer Richtung belastet wird. Das vorgestellte FVV liefert hervorragende
Ubereinstimmungen mit Losungen, die mit einem FEV gewonnen wurden.

Dass die FVM auch zur Simulation dimnwandiger Strukturen wie Platten oder
Schalen verwendet werden kann, zeigt WHEEL [107]. In seinem Artikel untersucht
er die Durchbiegung am Rand eingespannter Platten mit quadratischer und runder
Form und erzielt schon bei sehr groben Netzen gute Ergebnisse. Das Verfahren zeigt
kein Locking-Verhalten, wie es bei strukturmechanischen Simulationen mit der FEM
auftreten kann.

Ein wichtiger Schritt in Richtung der Erhohung der Stabilitait und der Verbes-
serung des Konvergenzverhaltens der FVM in der Strukturmechanik stellt die Arbeit
von JASAK [60] dar: In dieser Publikation wird die Diskretisierung so modifiziert,
dass fiir alle Erhaltungsgleichungen zur Berechnung der Verschiebungen dieselbe
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Koeffizientenmatrix erhalten wird. Dadurch wird der Speicherbedarf des Verfahrens
im Gegensatz zu seinen Vorganger-Varianten signifikant reduziert. Weiterhin wird
durch Einfithrung einer Uberrelaxierung des Gleichungssystems eine maximale im-
plizite Diskretisierung angewendet und das Verfahren auch ohne Anwendung eines
Mehrgitterverfahrens wie in DEMIRDZIC [32] extrem stabilisiert und beschleunigt.
Darin werden drei unterschiedliche Testfille vorgestellt: Zunachst wiederum die
gelochte Platte unter Zug, schliefllich die instationdre Wellenausbreitung in einem
plotzlich belasteten prismatischen Stab und die instationdre Spannungsanalyse in
einem Diesel-Einspritzsystem. Es werden hervorragende Ergebnisse erzielt. Mit dem
letzten Testfall wird auflerdem die einfache Parallelisierbarkeit des Verfahrens gezeigt.

In einem spéteren Forschungsbericht zeigt JASAK [61], wie in einfacher Weise
gemischte Randbedingungen in einer FVM in der Strukturmechanik zu implemen-
tieren sind. Solche Randbedingungen treten unter anderem in Kontaktproblemen
zwischen zwei Strukturoberflichen auf.

Schliefllich zeigt erstmals MANEERATANA [69] in seiner Dissertation, wie die
FVM auch fiir geometrische Nichtlinearitdten angewendet werden kann. Er untersucht
fast ausschlieflich stationdre Belastungsvorginge und vergleicht die Simulationen
sowohl mit analytischen Ergebnissen als auch experimentellen Daten. Die Uberein-
stimmung ist in beiden Fallen sehr gut.

Diese Arbeit wird von TUKOVIC [98] aufgegriffen. Dabei wird die stationire und
instationére, extreme Deformation eines eingespannten Balkens unter Endlast unter-
sucht. Weiterhin wird die Schwingung einer idealisierten Turbinenschaufel simuliert.
Ein besonderes Augenmerk dieser Arbeit liegt in der Verwendung einer robusten und
nicht-dissipativen Diskretisierung des Zeitterms.

Auch BIJELONJA [19] wendet die FVM fir Simulationen mit grofien Verschiebungen
und Verzerrungen an, beschrankt sich aber auf inkompressible Materialien, die dem
Mooney-Rivlin-Materialgesetz gehorchen.

Die bisher aufgefiihrten Arbeiten liefern die Basis fiir die numerische Behand-
lung der Strukturmechanik des in dieser Arbeit entwickelten Verfahrens. Die vielseitige
Anwendbarkeit der FVM zur Simulation strukturmechanischer Problemstellungen ist
weiteren Arbeiten zu entnehmen.

Hier sind die Veréffentlichungen von IVANKOVIC [57] zu nennen, der die FVM zur
Simulation der instationdren Rissausbreitung in Materialien verwendet, die er in einem
spateren Artikel, s. (IVANKOVIC [58]), unter Verwendung eines Mehrgitter-Losers
hinsichtlich Robustheit und Schnelligkeit verbessert. Desweiteren ist eine Arbeit von
DEMIRDZIC [29] zu erwéahnen, in der die FVM zur Simulation des Spannungszu-
stand und der Deformation in thermo-elastischen orthotropen Materialien untersucht
wird, sowie eine Abhandlung von BIJELONJA [19], in der die FVM zur Simulation
inkompressibler linear elastischer Kérper untersucht wird.

Zusammenfassend lassen sich in allen Arbeiten eine grofie Vielseitigkeit in der
Anwendbarkeit und eine hohe Qualitit erzielter Simulationsergebnisse unter Verwen-
dung der FVM erkennen, weswegen diese eine attraktive Alternative und somit eine
zukunftsfahige Methode fiir Forschungen und Anwendungen im universitaren wie im
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industriellen Umfeld darstellt.

1.2.1.3 Fluid-Struktur-Interaktion

Die Arbeit befasst sich mit der Entwicklung eines modularen Losungsverfahrens,
welches die FVM im Speziellen zur Simulation von Mehrfeldproblemen anwendet.
Zu den Mehrfeldproblemen gehoren auch die Problemstellungen der Fluid-Struktur-
Interaktion.

Bei diesen Simulationen konnen zwei Klassen unterschieden werden: die sog. einseiti-
ge und die zweiseitige FSI. Beide Varianten konnen mit dem entwickelten Verfahren
realisiert werden, weswegen eine kurze Beschreibung dieser Methoden erfolgt.

1.2.1.4 Einseitige FSI

Bei der einseitigen FSI werden Stromungsfeld und Strukturfeld getrennt simuliert. Da-
durch tritt keine Riickkopplung vom Strukturfeld ins Stromungsfeld auf. Ein Vorteil
dieses Verfahrens ist, dass bei dieser Methode beliebige, voneinander unabhangige Pro-
gramme miteinander kombiniert werden konnen.

Ein Nachteil ergibt sich aus der Tatsache, dass dieses Vorgehen nur beim Auftreten
von kleinen Verformungen sinnvoll anwendbar ist.

1.2.1.5 Zweiseitige FSI

Bei der zweiseitigen FSI kann die Strukturantwort aufgrund der Fluidbelastung nicht
mehr vernachléssigt werden.
Man unterteilt weiterhin in die externe und die interne zweiseitige FSI.

Bei der externen FSI werden, wie bei der einseitigen FSI, beliebige Programme
miteinander gekoppelt, weshalb ein eigenstandiges, weiteres Programmmodul zur
Datenaufbereitung und zum Datenaustausch bendtigt wird. Miissen die Daten haufig
ausgetauscht werden, wie das in iterativen Losungsverfahren der Fall ist, konnen diese
Methoden in der Anwendung aufwéndig werden.

EINZINGER [34] verwendet ein derartiges Verfahren zur Untersuchung der FSI in
Turbomaschinen und koppelt einen Finite-Volumen-Stromungsloser mit einem Finite-
Elemente-Strukturloser. Auch kommerzielle Programme wie z. B. ANSYS-CFX [2]
verfolgen oftmals diese Losungsstrategie.

Der genannte Nachteil der externen, zweiseitigen Kopplung wird durch die Ver-
wendung interner FSI-Verfahren umgangen, wobei ein eigenes Programm die
Berechnung des Stromungs- und des Strukturfeldes sowie die Datenaufbereitung
und den Austausch iibernimmt. Der bei diesen Verfahren zeitlich vernachlissigbare
Datenaustausch kann so oft wie notig effizient durchgefithrt werden. WALL [105]
oder HRON [55] verwenden durchgingige FEV mit dieser Losungsstrategie. Auch die
Open-Source-Bibliothek OPENFOAM [6] arbeitet an einem derartigen Verfahren,
jedoch unter ausschlieflicher Verwendung der FVM.
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Zu erwahnen sind weiterhin Verfahren, bei denen Fluid- und Strukturfeld als
Teile eines einzigen zusammenhangenden Kontinuums betrachtet werden. Datenauf-
bereitung und -austausch an Schnittstellen zwischen den Feldern existieren dann
nicht mehr. Diese Verfahren konnen daher sehr effizient sein. Die Unterscheidung
zwischen Fluid- und Strukturbereich erfolgt dann einfach tiber bereichsweise definierte
Zustandsgesetze.

Verfahren dieser Art, sog. Monolithische Verfahren, werden =z. B. von
GREENSHIELDS [42] und PAPADAKIS [78] beschrieben, bleiben aber noch

auf spezielle Anwendungen beschrankt.

1.2.2  Verfahrensentwicklung am FLM
1.2.2.1 Integriertes-Design-System

Seit etwa zwei Jahrzenten wird am Lehrstuhl fiir Fluidmechanik (FLM) der TUM
ein integriertes Entwurfssystem (I/ntegrated Design System) fiir den Erstentwurf, die
Nachrechnung und die Optimierung von Stromungsmaschinen entwickelt. Das IDS wird
in der Industrie bereits erfolgreich eingesetzt und im Rahmen von Forschungsprojekten
stetig weiterentwickelt, s. SCHILLING [88] u. SCHMALHORST [91].

Prinzipiell konnen mehrstufige Arbeits- und Kraftmaschinen in radialer und axialer
Bauweise untersucht werden. Mit Hilfe des IDS werden sowohl einfache stationdre
Einkanalrechnungen als auch aufwéndige instationdre Rechnungen ganzer Maschinen
durchgefithrt. Die Vielseitigkeit und Komplexitat der zu untersuchenden Problemstel-
lungen machen eine hochmodularisierte und somit gut erweiterbare Programmstruktur
unbedingt erforderlich. Man unterscheidet drei Hauptmodule des IDS:

e Das Preprocessing-Modul beinhaltet die Spezifizierung des zu untersuchenden
Maschinentyps hinsichtlich des Auslegungspunkt und der physikalischen Eigen-
schaften des stromenden Fluids.

Weiterhin beinhaltet dieses Modul einen einfachen, aber leistungsfahigen Netz-
generator. In der zweidimensionalen Meridianansicht wird mit Hilfe geladener
CAD-Daten der rotationssymmetrische Teil des Rechengebiets in Bereiche auf-
geteilt und anschlieBend blockstrukturiert, zweidimensional vernetzt. Die zwei-
dimensionalen Netze werden dann rotiert, um den realen dreidimensionalen Re-
chenraum abzubilden.

Unsymmetrische Maschinenbereiche, wie etwa das Spiralgehduse, werden in einem
eigenen Modul mit Hilfe der geladenen CAD-Daten dreidimensional vernetzt.

e Das Solver-Modul beinhaltet den dreidimensionalen Loser fiir die durchzufiihren-
den stationdren und instationdren Simulationen. Das Modul liefert den Input fiir
die Visualisierung und das Postprocessing der ermittelten Daten.

e Mit Hilfe des Postprocessing-Moduls konnen die ermittelten Daten visualisiert und
ausgewertet werden. Schnittstellen zu externen kommerziellen oder Open-Source-
Postprocessing-Programmen werden ebenfalls bereitgestellt. Ferner konnen die
Daten fiir eine Optimierungsrechnung aufbereitet werden.
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Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Solver-Modul durch ein neues, modulares und leis-
tungsfahigeres Verfahren ersetzt. Dieser Schritt wurde vor allem aufgrund der veralte-
ten Programm- und hinterlegten Datenstruktur und der daraus resultierenden schlech-
ten Wartbarkeit und kaum moglichen Erweiterbarkeit dieses Moduls notwendig.

1.2.2.2 Simulations-Verfahren

Das Solver-Modul des integrierten Entwurfssystems unterliegt einem standigen
Prozess aus Weiter- und Neuentwicklung aufgrund der stetig steigenden Anforderun-
gen hinsichtlich der Komplexitat der zu untersuchenden Phénomene. Die zunéchst
am Lehrstuhl entwickelten Simulationsverfahren waren einfache, hochspezialisierte
Programme mit einfacher strukturierter Datenbasis und einem sehr statischen nicht-
modularen Programmaufbau.

Die ersten modernen Simulationsverfahren, basierend auf einer Finite-Volumen-
Diskretisierung am FLM, wurden von SCHUSTER [92] und BADER [13] entwickelt.
Schuster entwickelte ein parallelisiertes Programm zur Simulation der turbulenten,
instationaren Stromungsphénomene in einem Voith-Schneider-Propeller auf bewegten
Rechennetzen.

Bader entwickelte ein einfaches Simulationsverfahren fir die turbulente, stationére,
schwachkompressible Durchstromung von Axialventilatoren und beschrankte sich auf
Einkanalrechnungen und Simulationen auf strukturierten Gittern.

MULLER [74] und REINELT [84] unternahmen erste erfolgreiche Versuche
zur Modularisierung und Objektorientierung des Simulationsverfahrens. Dadurch
konnten erste einfache Simulationen akademischer Testfille auf unstrukturierten
Rechennetzen durchgefiihrt werden.

SKODA [93] vollzog schlieflich den Umstieg auf die Programmiersprache C
und verwendete in einigen Programmteilen bereits objektorientierte Ansétze der
Sprache C++. Dieses Verfahren arbeitet mit blockstrukturierten Rechennetzen,
was die Simulation komplexer Problemstellungen und ganzer Maschinen erstmals
in der Geschichte des Lehrstuhls moglich machte. Die Parallelisierung wird mit der
Bibliothek MPT [4] durchgefiihrt. SKODA [93] implementierte eine umfangreiche
Bibliothek von Turbulenzmodellen und eine Methoden zur Diskretisierung der
konvektiven Terme. Es konnen somit stationdre und instationare Problemstellungen
untersucht werden. Ferner wurde ein nichtlineares Mehrgitterverfahren, welches den
SIMPLE-Algorithmus als Glatter verwendet, integriert. Hierbei ergaben sich jedoch
Schwierigkeiten hinsichtlich Stabilitit und Konvergenzverhalten bei der Simulation
turbulenter Stromungsvorgange.

EINZINGER [34] erweiterte das Verfahren von Skoda auf kompressible Stro-
mungen beliebiger Machzahl-Bereiche. Ferner entwickelt er ein Modul zur Simulation
von strukturmechanischen Problemen, basierend auf der Finite-Elemente-Methode,
und machte damit einfache Simulationen von stationdren und instationaren Fluid-
Struktur-Interaktionen moglich.
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FROBENIUS [39] machte erste Versuche zur stationdren und instationdren
Modellierung und Simulation von Kavitationsvorgdngen mit dem inkompressiblen
SIMPLE-Druckkorrekturverfahren.

Zur Simulation von Stromungsvorgédngen in Schraubenspindelpumpen wird das
Verfahren um ein allgemeines nichtpassendes Interface und die Chimera-Technik
hinsichtlich Praxistauglichkeit untersucht, s. HERMANN [50] u. [51].

BOGNER [20] erweiterte die Kavitationsmodellierung und tiberarbeitete diese
grundlegend. Das Verfahren wurde um neue, stabilere und schnellere lineare Glei-
chungsloser erweitert. Die zunehmend komplexeren Problemstellungen setzen dem
kontinuierlich weiterentwickelten Verfahren uniiberwindbare Grenzen. Bogner schlug
deswegen eine grundlegende Uberarbeitung der Programmstruktur vor. Diese Uber-
arbeitung umfasst den Umstieg auf eine unstrukturierte, polyedrische Datenstruktur,
die Aufteilung des Programms in einzelne dynamisch verlinkte Bibliotheken und die
Verwendung von moderner Templateprogrammierung der Programmiersprache C++-.

1.3 Zielsetzung und Aufbau der Arbeit

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein modulares Losungverfahren zur Simulation von
Mehrfeldproblemen entwickelt, welches sowohl als zentraler Baustein eines numerischen
Entwicklungssystems fiir Stromungsmaschinen im industriellen Entwurfs- und Opti-
mierungsprozess eingesetzt werden kann als auch fir universitare Forschungsarbeiten
eine leicht adaptierbare und erweiterbare Programm- und Programmierumgebung fiir
allgemeinere Problemstellungen darstellt.

Das entwickelte Verfahren wird im Rahmen dieser Arbeit zur Loésung sowohl
stromungs- als auch strukturmechanischer Problemstellungen wie auch gekoppel-
ter Fluid-Struktur-Interaktionen verwendet. Die Fluid-Gleichungen werden mit
einem Finite-Volumen-Verfahren diskretisiert. Zur Losung der Gleichungen wird
eine Programmstruktur entwickelt, welche eine maximale Flexibilitdt hinsichtlich
Erweiterbarkeit auf neue Problemstellungen zulasst. Die Struktur-Gleichungen kénnen
entweder mit einem neu entwickelten Finite-Volumen-Modul oder mit einem bereits
bestehenden, aber liberarbeiteten Finite-Elemente-Modul berechnet werden.

Die mit dem entwickelten Verfahren untersuchten Problemstellungen sind statio-
narer wie instationdrer Natur. Die Berechnung voll-turbulenter Stromungen erfolgt
durch Losung der Reynolds- bzw. Favré-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen in
Verbindung mit einem Wirbelviskositatsansatz von BOUSSINESQ [22].

Bei den strukturmechanischen Problemstellungen konnen geometrische und phy-
sikalische Nichtlinearitdten in einfacher Weise berticksichtigt werden. Fir die
Fluid-Struktur-Interaktion konnen unterschiedliche Kopplungsalgorithmen verwendet
werden. Ferner kann die Struktur-Berechnung entweder mit einem Finite-Volumen-
oder einem Finite-Elemente-Verfahren durchgefithrt werden.
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Um eine problemlose Wiederverwendbarkeit, einfache Wartbarkeit und Erweiterbarkeit
zu ermoglichen, ist der Kern des Verfahrens in der objektorientierten Programmierspra-
che C/C++ entwickelt und unterteilt in verschiedene speziell entwickelte, unabhéangige
Bibliotheken; sie greift aber auch auf frei verfiighare und eingebundene Bibliotheken zu.

Im ersten Kapitel erfolgte nach einer kurzen Darlegung der Problemstellung ein
Abriss des momentanen Wissensstandes.

Die beiden folgenden Kapitel fassen die wesentlichen physikalischen Grundlagen
der zu beschreibenden Phénomene zusammen. Ein besonderer Schwerpunkt liegt hier-
bei in der Beschreibung der strukturmechanischen Gleichungen und den verschiedenen
Ansétzen zur Betrachtung instationédrer strukturmechanischer Problemstellungen.

Das vierte Kapitel erlautert dann ausfithrlich die in dieser Arbeit angewendeten
numerischen Verfahren und die ihm zugrunde liegende Diskretisierungstechnik. Die
angewandten Techniken zur Losung linearer Gleichungssyteme werden im Einzelnen
vorgestellt. Ferner werden die Besonderheiten bei der Anwendung von sequentiellen
Losungsverfahren auf fluidmechanische und strukturmechanische Problemstellungen
aufgezeigt.

Im fiinften und sechsten Kapitel wird das Verfahren sowohl auf akademische
wie auch praktische Problemstellungen aus der Fluid- und Strukturmechanik ange-
wendet. Es soll dabei verdeutlicht werden, wie durch die Modularitat des Verfahrens
in einfacher Weise neue und unterschiedlich komplexe Problemstellungen untersucht
werden konnen.

Ein besonderes Augenmerk liegt dabei auf der Validierung des neu entwickelten
Finite-Volumen-Struktur-Moduls. Dabei werden Stérken, Grenzen und Verbesserungs-
moglichkeiten des hinterlegten Moduls aufgezeigt. Ferner werden das Finite-Volumen-
und das Finite-Elemente-Modul hinsichtlich der Eignung zur Simulation von
Fluid-Struktur-Interaktionen untersucht und schliefllich ein Testfall mit diesen unter-
schiedlichen Methoden untersucht sowie die Ergebnisse verglichen und diskutiert.

Alle neu gewonnenen Erkenntnisse dieser Arbeit werden im letzten Kapitel zu-
sammengefasst.
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Kapitel 2

Stromungsmechanik

Stromungen allgemeiner Fluide werden vollstdndig durch die Erhaltungsgleichungen
fiir Masse, Impuls und Energie sowie durch die Anwendung geeigneter Zustandsgesetze
beschrieben. Diese Gleichungen liefern die Losungsgrofien des Geschwindigkeitsvektors
v, des Drucks p, der Temperatur 7" und der Dichte p.

Die die Stromungsmechanik beschreibenden Gleichungen werden im Folgenden in der
Eulerschen Betrachtungsweise geschrieben. Bei dieser Formulierung wird der Fluss
durch ein feststehendes Kontrollvolumen betrachtet. Wird der Stromungsraum wahrend
einer Simulation verformt, wie beispielweise bei der Simulation von rotierenden Laufra-
dern in Turbomaschinen oder bei FSI-Simulationen, wird das Raum-Erhaltungs-Gesetz
(Space-Conservation-Law, SCL) angewandt, wodurch man eine gemischte Lagrange-
Euler-Beschreibung (Arbitrary-Lagrange-Euler, ALE) erhélt.

Fiir die spater verwendete Finite-Volumen-Diskretisierung erweist sich die vektorielle,
integrale Schreibweise der Gleichungen als besonders vorteilhaft. Die auftretenden In-
tegrale werden fiir ein beliebiges Kontrollvolumen dV gebildet und - sofern moglich -
mit Hilfe des Integralsatzes von Gauss in Oberflichenintegrale umgewandelt.

2.1 Massenerhaltung
In Vektorschreibweise lautet die Erhaltungsgleichung fiir die Masse:
dp
P / ds = 0, 2.1
VatVJrSpvnS 0 (2.1)

Dabei stehen auf der linken Seite der Zeitterm und der konvektive Term. Quellen
oder Senken auf der rechten Seite der Massenerhaltungsgleichung werden hier nicht
berticksichtigt. Im inkompressiblen Fall ldsst sich vereinfachen:

/SvndS —0. (2.2)
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2.2 Impulserhaltung

Die Impulserhaltungsgleichungen in integraler Vektorschreibweise lauten:

opv

9N / pvvnds = / rndS — / IpndsS + / pedV. (2.3)
v Ot s s s 1%

Auf der linken Seite stehen die zeitliche Anderung und der konvektive Transport des
Impulses, auf der rechten Seite der Schubspannungs-, der Druckkraft- und der Ge-
wichtskraftterm mit dem Ortsfaktor g. I bezeichnet den Einheitstensor.

Diese Gleichungen sind prinzipiell fiir jedes Fluid anwendbar, eine Spezialisierung er-
gibt sich erst durch die Modellierung des Schubspannungsterms. Im Rahmen dieser
Arbeit wird die Hypothese nach Stokes verwendet, die fiir Newtonsche Fluide lautet:

2
T=p|(Vv+Vvl) - §VVI : (2.4)

Darin verschwindet der zweite Term in den eckigen Klammern bei der Betrachtung
eines inkompressiblen Fluids aufgrund der Massenerhaltung, s. Gl. 2.2.

Man fasst die Massen- und Impulserhaltung unter Verwendung der Stokes-Hypothese
unter dem Namen Navier-Stokes-Gleichungen oder unter der Bezeichnung Hydrodyna-
misches Grundsystem zusammen.

Fir die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten inkompressiblen und isothermen
Stromungen gentigt das Hydrodynamische Grundsystem zur Bestimmung des unbe-
kannten Geschwindigkeits- und Druckfeldes. Es koénnen mit dem Verfahren jedoch
auch kompressible Fliissigkeiten und Gasstromungen untersucht werden. In diesen
Fallen miissen zusétzlich die Energieerhaltungsgleichung und geeignete Zustands-
und Stoffgesetze zur Bestimmung der Temperaturverteilung und der nicht konstanten
Dichte und Viskositéit gelost werden, welche im Anhang C aufgefiihrt werden.

2.3 Turbulenzmodellierung

Die bisher vorgestellten Gleichungen gelten fiir laminare wie turbulente Stromungen.
Ohne zusétzliche Annahmen stellt dieses Gleichungssystem die Basis fiir die direkte
numerische Simulation (DNS) dar. Bei diesem Verfahren miissen die dreidimen-
sionalen, instationdren Gleichungen gelost werden, um das chaotische und zeitlich
komplexe Verhalten von Stromungen korrekt wiedergeben zu kénnen. Fiir praktische
Problemstellungen ist dieser Ansatz aufgrund enormer Rechenzeiten noch nicht
verwendbar, weswegen im Rahmen dieser Arbeit sog. statistische Turbulenzmodelle
zur Anwendung kommen. Eine kurze Herleitungsskizze zur Gewinnung derartiger
Turbulenzmodelle findet sich im Anhang B.

Die spater vorgestellten Simulationen werden mit dem ke-Turbulenzmodell unter
Verwendung einer Standardwandfunktion durchgefithrt. Implementierungsspezifische
Details zu diesem Turbulenzmodell und den zugehorigen Randbedingungen finden sich
ebenfalls im Anhang B.0.4.1 und B.0.5.
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Ferner wurden im Verfahren noch das kw-Turbulenzmodell und das SST-
Turbulenzmodell im modularen Losungsverfahren hinterlegt. Auch diese Turbu-
lenzmodelle werden mit ausfiithrlichen Details zur Implementierung der zugehorigen
Randbedingungen im Anhang beschrieben, s. B.0.4.2, B.0.4.3 und B.0.5. .

2.4 Rotierendes Bezugssystem

Gerade bei Stromungen in Turbomaschinen, wie sie in den abschlieBenden Kapiteln
vorgestellt werden, spielen Tragheitskrafte, die durch Stomlinienkrimmung und die
Rotation des Bezugssystems hervorgerufen werden, eine grofle Rolle. Die Stromlini-
enkriimmung ist implizit in den Impulsgleichungen enthalten, die Rotation des Koordi-
natensystems muss durch eine geeignete Transformation der Gleichungen berticksich-
tigt werden. Durch diese Transformation in ein rotierendes, korperfestes Bezugssystem
lasst sich die eigentlich instationére Stromung z. B. durch ein rotierendes Laufrad als
stationdr betrachten und damit auch mit einer stationdren Simulation erfassen. Der
Rechenaufwand sinkt damit erheblich.

Transformiert man mit Hilfe der Beziehung

V=Ww-+c, (2.5)

wobei v die Absolut-, w die Relativ- und ¢ = QF x r die Fiihrungsgeschwindigkeit
mit der Fiihrungs-Winkelgeschwindigkeit Q" darstellt, entstehen zusitzlich die auf die
Stromung wirkende Zentrifugal- und Coriolisbeschleunigung:

a? = Qf x (QF X r), (2.6)

a® =20 x w. (2.7)

Diese Krafte miissen in den Impulsgleichungen durch zuséatzliche Quellterme beriick-
sichtigt werden. Die transformierte Massen- und Impulserhaltung lauten nun:

/ @dv+/pwnd5:0, (2.8)
v ot s

)
/ 9w v + / pwwndS — / ndS — / IpndsS + / pgdV + / qodV,  (2.9)
v Ot s s s 1% 1%

q = —pQf x (QF X X) — 2002 x w. (2.10)

Eine numerische Behandlung der Impulsgleichungen neigt gerade bei hohen Coriolis-
kriaften zu Instabilititen. Weiterhin ist der Ubergang von einem rotierenden in ein
stehendes Bezugssystem schwierig zu implementieren.

Nach KROLL [64] kénnen die Gleichungen aber so transformiert werden, dass die Lo-
sungsvariable weiterhin die Absolutgeschwindigkeiten bleiben, die durch die relativen
Massenstrome transportiert werden. Durch diese Umformung kénnen Teile der entstan-
denen Quellterme implizit verarbeitet werden, wodurch die numerische Stabilitdt beim
Losen stark erhoht wird. Die Massen- und die Impulserhaltung mit den modifizierten
Quelltermen S lauten nun:

dp B
/V adV—i—/SpvndS =0, (2.11)
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Y v / pvwndS = / ndS — / TpndsS + / pedV + / Qv (2.12)
v Ot g g s 1% 1%

q" = —2pQF xv. (2.13)

Details zur Transformation der Energieerhaltung in ein rotierendes Bezugssystem
finden sich im Anhang A.1.1.

Auch in allen weiteren Transportgleichungen, wie z. B. in der Gleichung fir die
turbulente kinetische Energie oder fiir die turbulente Dissipation, wird der konvektive
Transport durch die relativen Massenstrome ausgedriickt. Weitere Modifikationen,
welche rotationsbedingte, turbulente FEffekte berticksichtigen, werden im Rahmen
dieser Arbeit nicht untersucht. Hierfir sei auf die Arbeiten von BARDINA [14],
HOWARD [54] und KLEMENT [63] verwiesen.
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Kapitel 3

Strukturmechanik

Einer der Schwerpunkte dieser Arbeit liegt in der Implementierung eines Moduls zur
numerischen Behandlung der Grundgleichungen der Strukturmechanik. Deswegen wer-
den diese in diesem Kapitel in verschiedenen im Verfahren hinterlegten Formulierungen
ausfiihrlich hergeleitet.

Die Herleitung vollzieht sich in drei Schritten.

e Zunichst wird der Zusammenhang zwischen Dehnung und Verschiebung
formuliert.

e Es folgt die Beschreibung des Zusammenhangs zwischen Dehnung und
Spannung, des so genannten Materialgesetzes.

e Schliefllich muss das Kréftegleichgewicht aufgestellt werden, um die Impulserhal-
tungsgleichungen fiir die Strukturmechanik zu erhalten.

Diesen Punkten vorangestellt ist noch die exakte Beschreibung der Konfiguration
eines Korpers.

Fiir eine einfache Umsetzbarkeit in eine FV-Formulierung wird im Folgenden die
Vektor- und Tensorschreibweise verwendet.

3.1 Konfiguration eines Korpers

Dieser Abschnitt erlautert die Beschreibung der allgemeinen Bewegung eines Korpers.
Die momentane Lage des Korpers wird als Konfiguration bezeichnet. Bei grofien
Verschiebungen andert sich diese Konfiguration stédndig. Eine effiziente und elegante
mathematische Behandlung erfolgt durch eine inkrementelle Zerlegung des Bewegungs-
oder Deformationsvorgangs. Damit lassen sich dann auch die Dehnungen und die
Spannungen inkrementell zerlegen.

Die Beschreibung der kontinuierlichen Anderung der Konfiguration eines Kor-
pers wird in einem feststehenden kartesischen Koordinatensystem betrachtet. Die
Lage eines Punktes P in der undeformierten Anfangs- oder Initial-Konfiguration wird
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durch den Ortsvektor x° beschrieben. Zu einem neuen Zeitpunkt oder Zeitschritt n
befindet sich der Punkt am neuen Ort x™ .

In Abb. 3.1 ist ein Koérper mit einem Punkt P zu diesen beiden Zeitpunkten und
zu einem weiteren Zeitpunkt n + 1 dargestellt. Im Verlauf der Berechnung folgt
man allen Punkten des Korpers von der Initial- zur Endkonfiguration. Man nennt
diese Vorgehensweise die Lagrangesche Betrachtungsweise im Gegensatz zur in der
Stromungsmechanik hauptséichlich verwendeten Fulerschen Betrachtungsweise.

X

Abbildung 3.1: Konfiguration eines Korpers in den Zeitpunkten tg, ¢, und ¢,41

Die Ortsvektoren x des Punktes P zum Zeitpunkt 0 und zum Zeitpunkt n wird durch
die Verschiebung u” verkniipft. Analog geschieht das mit der Lage zum Zeitpunkt n

und zum Zeitpunkt n + 1 durch die Verschiebung u"*:
x" =x"+u" (3.1)
bzw.
X" = x" putt (3.2)

Der Zuwachs der Verschiebung vom Zeitpunkt n zum Zeitpunkt n+1 lautet dann:

u=u"""—u" (3.3)

Nun betrachtet man die Konfiguration des Punktes zum Zeitpunkt n. Ein infinitesimal
kleines, materielles Linienelement dx° wurde deformiert und wird zum Zeitpunkt n
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mit dx" bezeichnet. Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man die folgende Verkniipfung
zwischen diesen beiden Grofien:

dx" = oxY

dx". (3.4)

Mit dieser Gleichung hat man nun eine Beziehung zwischen undeformierter und de-
formierter Lage gewonnen. Die Abbildung selbst ist durch den sog. Deformations-
Gradienten-Tensor (DGT) gegeben:

ox™
oxY

Fi =F = = Vx. (3.5)

Er stellt einen nicht-symmetrischen Tensor zweiter Stufe dar und beschreibt die Deh-

nung und Drehung des betrachteten Korpers. Der Tensor wird zum Zeitpunkt 0 aufge-

stellt und bezieht sich somit auf die Initialkonfiguration.

Eine alternative Darstellung fiir den DGT erhélt man durch Ableitung von Gl. 3.1:
ox"  ox¥  ou”

ox0  Ox0 + ox0’ (3.6)

In dieser Gleichung stellt der erste Ausdruck der rechten Seite den Einheitstensor I
dar, und man erhélt:

ou”
ox0
Da der DGT eine Abbildung von der undeformierten zur deformierten Lage darstellt,
muss ebenfalls eine Abbildung von der deformierten zur undeformierten Lage der Form
F~! existieren.

Bei der spiteren Verwendung werden die Indizes der Tensoren der Ubersichtlichkeit
halber oft weggelassen. Die verwendeten Tensoren beziehen sich deshalb im Folgenden
immer auf eine definierte Referenzkonfiguration.

F/ =F=I1+—=1+Vu (3.7)

3.2 Zusammenhang von Dehnung und Verschie-
bung

Mit den nun vorhandenen Verformungsmaflen des Deformations- und des Verschie-
bungsgradienten wird in diesem Abschnitt ein Dehnungsmafl eingefiihrt, welches eine
effiziente Simulationsmethode ermoglicht. Dazu betrachtet man zunéchst die Lénge
eines materiellen Linienelements dl = dx in der undeformierten und die Léange eines
materiellen Linienelements in der deformierten Lage eines Korpers. Mit der Differenz
dieser Léangen definiert man den Green-Lagrange-Dehnungs-Verzerrungs-Tensor

(GLDVT) E:

1 1
; ((dl”)T ar — (@)’ dlo) = ((dx")T ax — (ax") dxo) — (dx" T Edx". (3.8
Mit Hilfe des DGT, s. Gl. 3.7, ersetzt man die Terme in der neuen Konfiguration:

(ax*) FTFax” - (dx")" 1dx? = 2 (dx")" Edx" (3.9)



20 KAPITEL 3. STRUKTURMECHANIK

und fasst zusammen:

(de)T (FTF — I) dx’ =2 (dXO)T Edx". (3.10)
Somit erhalt man fir den GLDVT
E = % (F'F -1), (3.11)

bzw. gewinnt man mit der Beziehung fiir den DGT GI. 3.5 folgenden Ausdruck in
Abhéangigkeit der Verschiebungen:

1
E= 3 (Vu +vu® + VuVuT) . (3.12)

Man kann zeigen, dass dieser Tensor unabhangig von einer Starrkoper-Drehung ist, s.

LIPPMANN [68].

Ferner erkennt man einen linearen und einen nichtlinearen Anteil und schreibt:

E=E;, + E.in (3.13)
mit !
E;, = 5 (Vu + VuT) (3.14)
und 1
Euiin = 5 (Vavu”). (3.15)

Der lineare Anteil wird als infinitesimaler Dehnungs-Verzerrungs-Tensor (DVT)
bezeichnet. Der nichtlineare Anteil enthélt die geometrischen Nichtlinearitaten. Bei
der Berechnung mit kleinen Verschiebungen kann der nichtlineare Anteil vernachléssigt
werden, da dann auch der Verschiebungsgradient klein ist.

Die Komponenten der Hauptdiagonalen des GLDVT beschreiben somit die Léngen-
anderung in die jeweilige Raumrichtung, die Nebendiagonalelemente die Winkeldnde-
rungen bzw. die Verzerrungen des betrachteten Elements. Dies wird in der folgenden
Abb. 3.2 fir den zweidimensionalen Fall veranschaulicht.

Die wichtigen Erkenntnisse bei der Herleitung des GLDVT werden im Folgen-
den zusammengefasst:

e Bei der Herleitung des GLDVT wurde keine Annahme beziiglich der Groie der
auftretenden Verformungen gemacht, er ist fiir jeden beliebig grofien Verfor-
mungszustand giiltig und unabhangig von Starrkdrperrotationen.

e Der hergeleitete GLDVT besteht aus einem linearen und einem nichtlinearen
Anteil. Alle Berechnungen mit grofien Verformungen sind nichtlinear.

e Bei Berechnung kleiner Verformungszustinde kann der nichtlineare Anteil ver-
nachléssigt werden.

e Die auftretenden Gradienten sind alle auf die Ausgangs- oder Initialkonfiguration
bezogen. Dehnungen und Verzerrungen werden deswegen auf diese Initialkonfi-
guration bezogen berechnet.
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Abbildung 3.2: Anschauliche Herleitung von Dehnungen und Verzerrungen an einem ebenen,
zweidimensionalen Element

Genauso wie man einen geeigneten Dehnungstensor zur Beschreibung beliebiger
Verformung eines Korpers gefunden hat, muss nun noch zur Beschreibung des Span-
nungszustands in einem Korper ein geeigneter Spannungstensor gefunden werden.
Der Cauchy-Spannungstensor o wird bei linear-elastischen Verformungen verwendet.
Das geeignete Dehnungs-Verzerrungs-Ma$B ist der lineare Anteil des GLDV'T, siehe Gl.
3.3. Die Spannung wird als Kraft auf eine unverformte Flache definiert.

Werden die Verformungen aber grof}; sind die Flachen der verformten Konfigu-
ration nicht mehr bekannt. Man leitet sich deswegen einen Spannungstensor her, der
in der Referenzkonfiguration mit den aktuell unverformten Fléachen verwendet werden
kann.

Dazu werden zunéchst alle auftretenden Léngen, Fliachen und Volumina aus Aus-
gangskonfiguration 0 und Endkonfiguration 1 in Beziehung zueinander gesetzt. Fiir
ein Langenelement des betrachteten Korpers erhilt man:

dx' = Fdx’. (3.16)
Flachenelemente werden mit der Nansonschen Formel transformiert:
n'dA' = JF'n%dA°. (3.17)

Der Jakobische Operator J ist die Determinante des Deformationstensors und liefert
die Transformationsbeziehung fiir die Volumina:

dV' = detFdV°® = JdV°. (3.18)

Im Sonderfall des inkompressiblen Materials gilt J = 1.
Mit Hilfe dieser Beziehungen koénnen die sog. Piola-Kirchhoff-Spannungs-Tensoren
(PKST) abgeleitet werden. Der erste PKST ist aufgrund seiner Nichtsymmetrie und
in Bezug auf die Ableitung geeigneter Materialgesetze schwierig zu handhaben und
wird im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter verwendet.
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Der zweite PKST X ist so definiert, dass er, multipliziert mit der Flache in der
Ausgangskonfiguration, die in die Ausgangskonfiguration transformierte Kraft F
ergibt:

dF’ = SndA". (3.19)

Mit dem Deformationsgradienten wird nun eine direkte Beziehung zwischen dem zwei-
ten PKST und dem Cauchy-Spannungs-Tensor formuliert:

dF’ = F 'ondA". (3.20)

Wird nun noch die Flache in der Ausgangskonfiguration mit Hilfe der Nansonschen
Formel transformiert, ergibt sich:

2ndA’ = F o J(F") ' ndA” (3.21)

und .
»=JF'o(F") . (3.22)

Dieser Spannungstensor ist symmetrisch und mit dem GLDVT energetisch konsistent.
Das bedeutet, dass die Verformungsenergie, die sich aus der Multiplikation des 2.
PKSTs mit dem vollstandigen GLDVT ergibt, dieselbe ist, welche aus der Multipli-
kation des Cauchy-Spannungs-Tensors und dem linearen Anteil des GLDV'T resultiert:

oe =XYE. (3.23)

Der Vorteil ist, dass die linke Seite der Gleichung in der unbekannten verformten Kon-
figuration, die rechte Seite dagegen in der Momentan- oder Referenzkonfiguration be-
stimmt werden kann.

3.3 Gleichgewichtsbeziehungen

Nun miissen noch Gleichgewichtsbeziehungen und ein geeignetes Materialgesetz
gefunden werden. Fiir erstere bendtigt man geeignete Spannungstensoren. Infolge einer
allgemeinen Belastung erfihrt ein Korper beliebig grofle Verschiebungen und befinde
sich zum Zeitpunkt n im Gleichgewicht.

In einem solchen Zustand ist der Spannungszustand an einem beliebigen Punkt
P des Korpers durch drei zueinander orthogonale Schnitte mit den in ihnen wir-
kenden Schnittspannungen bestimmt. Diese drei Schnittspannungsvektoren werden
nun noch in ihre Komponenten parallel zu den Achsenrichtungen des kartesischen
Koordinatensystems zerlegt und man erhalt damit die neun Komponenten des
Spannungstensors:
Ogzx Oxy Oxz
o= |0y Oy Oy | - (3.24)
Ozx Ozy Ozz

Verwendet man die Indexschreibweise, signalisiert der erste Index die Wirkebene,
charakterisiert durch deren Normalenvektor, der zweite dagegen kennzeichnet die
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Wirkrichtung der Spannung in dieser Ebene. Dieser Spannungstensor wird Cauchy-
Spannungs-Tensor (CST) genannt.

Nun kann das Kraftegleichgewicht tiber den Spannungszustand an einem Punkt
P, welcher in einer beliebig orientierten Schnittebene mit der Oberflichennormale
n liegt, gebildet werden. Dieses Kréftegleichgewicht liefert dann den gesuchten
Schnittspannungsvektor t:

t =on. (3.25)

Da Spannungen in der Regel in einem Korper stetig verteilt sind und eben nicht nur
punktuell wirken, werden die Gleichgewichtsbedingungen fiir ein beliebiges, aus einem
Korper geschnittenes Volumenelement um einen Punkt aufgestellt: An dessen Ober-
flichen wirken die Spannungsvektoren t und in dessen Schwerpunkt greift die Volu-
menkraft f an. Fiir eine statische Gleichgewichtslage muss die Summe aller Krafte
verschwinden:

/ tdA + / £V = 0. (3.26)
A v
Mit Gl. 3.25 ersetzt man den Spannungsvektor und erhélt:

/ ondA + / £V = 0. (3.27)
A 1%

SchlieBlich erhéjt man mit dem Integralsatz von Gauss:

/ VondV + / £V = 0. (3.28)
|4 |4

Mit einer Erweiterung um einen instationdren Term wird diese Formulierung zur spé-
teren numerischen Diskretisierung verwendet.

Neben dieser Beziechung werden die weiteren wichtigen Erkenntnisse dieses Abschnitts
wie folgt zusammengefasst:

e Aus einer Momentenbetrachtung an einem Volumenelement erkennt man die
Symmetrie des CST.

e Da dieser sich auf die aktuelle Konfiguration bezieht, sind dessen Komponenten
bei einer Starrkorperdrehung nicht konstant.

e Das Kraftegleichgewicht wurde am verformten Korper aufgestellt, die Differen-
tiale beziehen sich folglich auf die verformte Konfiguration.

3.4 Materialgesetz

3.4.1 Linear-elastisches und kompressibles Material

Die abgeleiteten Dehnungs- und Spannungstensoren miissen durch ein geeignetes
Materialgesetz verkniipft werden. Es beschreibt, wie ein Korper auf eine auflere
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Belastung reagiert. Eine &uflere Belastung induziert einerseits Verformungen und
andererseits Spannungen.

Das Materialgesetz kann nur experimentell gewonnen werden. Bei einem in allen
Punkten eines Korpers gleichen Materialverhalten spricht man von einem homogenen,
ansonsten von einem inhomogenen Materialverhalten. Weiterhin heifit ein Werkstoff
isotrop, wenn dessen Eigenschaften von der Richtung unabhéngig sind, anderenfalls
anisotrop.

Bei vielen Werkstoffen stellt man eine eindeutige Zuordnung von Dehnung und
Spannung zu einem Zeitpunkt n fest, was eine Unabhéngigkeit von der Deformations-
geschichte bedeutet. Nimmt der deformierte Korper nach Entlastung wieder seine
urspringliche Gestalt an, nennt man das Verhalten elastisch. Im Falle eines linear-
elastischen Materialverhaltens lasst sich formulieren:

o = CE, (3.29)

was eine lineare Abbildung zwischen zwei Tensoren zweiter Stufe darstellt. Der Elas-
tizitdtstensor C ist demzufolge ein Tensor vierter Stufe mit 81 Komponenten, siehe
GROSS [44]. Durch die Symmetrie des Spannungstensors und des Dehnungstensors
unterliegt dieser ebenfalls gewissen Symmetrieeigenschaften.

Im Rahmen dieser Arbeit wird im Folgenden nur linear-elastisches, homogenes und iso-
tropes Materialverhalten vorausgesetzt. Damit ergibt sich fiir den Elastizitatstensor:

1—v v v
1-2v 11121/ 11121/ 000
L 1-2v 11—2V 11—2V 000
L — =000
C— T—2v 1-2v 1-2v . 3.30
I+4v| 0 0 0 300 (3:30)

0o 0 0 10
0 0 0

N[

Ferner werden die Lamé-Konstanten A und p eingefiihrt, welche auch als Kompressions-
und Schub- oder Querkontraktionsmodul bezeichnet werden. Sie lassen sich mit Hilfe
des Elastizitdtsmoduls E und der Querkontraktions- oder Poisson-Zahl v im allgemei-
nen dreidimensionalen Fall durch

Ev
— 31
A= T = 2) (3:31)
und
_ L (3.32)
F=50 1) '
ausdricken.

3.4.2 Linear-elastisches Material

Ein elastischer Werkstoff besitzt demnach zwei unabhéingige Materialkonstanten. Fir
den Spannungstensor o schreibt man mit diesen Konstanten und Beziehung GI. 3.30:

o=2uE+ Mr(E)L (3.33)
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Fir zweidimensionale, ebene Spannungszustiande muss die erste Lamé-Konstante A

modifiziert werden:
A= v (3.34)
1+ ) (1 —v) '

Je nachdem, ob im Dehnungs-Verzerrungs-Tensor E nur lineare Anteile oder auch
der nichtlineare Anteil berticksichtigt wird, siehe Gl. 3.12, erhdlt man das Hoo-
ke-Materialgesetz zur Beschreibung eines linear elastischen Materials oder das
Saint- Venant-Materialgesetz zur Beschreibung eines geometrisch-nichtlinearen, hyper-
elastischen Materials. Das betrachtete Material ist kompressibel.

Fiir die Beschreibung eines inkompressiblen Materials miissen wegen v = 0,5
und der damit nicht definierten zweiten Lamé-Konstante andere Materialgesetze
gefunden werden.
Beispielsweise kann der hydrostatische Druck als zuséatzliche Losungsvariable einge-
fiihrt werden:

o =2uE — pl, (3.35)

s. z. B. LIPPMANN [68]. Als zusitzliche Bestimmungsgleichung muss dann eine ki-
nematische Bedingung gewahlt werden:

Vu =0, (3.36)

welche die Volumenerhaltung beschreibt.

3.5 Impulserhaltung

Die Impulserhaltung fiir die Strukturberechnung wird je nach Anwendungsbereich
in verschiedenen Formulierungen verwendet. Bei der Berechnung eines geometrisch
linearen und elastischen Verformungszustandes verwendet man die sog. Cauchy-
Formulierung (CF), unter der Annahme kleiner Verformungen, dass keine geometrische
Unterscheidung zwischen unverformtem und verformtem Korper gemacht werden muss.

Wird dagegen eine Festigkeitsberechnung mit grofien, geometrisch-nichtlinearen
Verformungen untersucht, verwendet man die Lagrange-Formulierung (LF) der
Impulserhaltung, welche weiter in die Totale-Lagrange-Formulierung (TLF) und die
Fortschreitende-Lagrange-Formulierung (FLF) unterteilt wird.

Diese unterschiedlichen Anséitze werden in den folgenden Abschnitten erklart und mit
deren Hilfe die Impulserhaltung in eine zur Diskretisierung geeignete Form gebracht.

3.5.1 Cauchy-Formulierung

Bei der Cauchy-Formulierung sind die Verformungen so klein, dass keine geometrische
Unterscheidung zwischen unverformter und verformter Geometrie gemacht wird. Damit
entsprechen bei dieser Formulierung die Inkremente der Verschiebungen den Absolut-
Verschiebungen:

u = Ju. (3.37)
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Die Gleichgewichtslage eines durch eine Volumenkraft f belasteten Korpers mit dem
beliebigen Volumen V' und mit der Dichte p lautet in integraler Form:

0 (pu)
v ot?

v — / VodV = / pfdV, (3.38)
1% |4

wobei im Gegensatz zu Gl. 3.28 nun auch der Zeitterm auf der linken Seite mit bertick-
sichtigt wurde.

Mit Hilfe des Satzes von Gauss wird fiir die spatere Diskretisierung der zweite Term
der linken Seite in ein Oberflichenintegral umgewandelt:

0 (pu)
v Ot?

dv — /S onds = / pfdV. (3.39)
1%

Die Dehnungen und Verzerrungen E werden durch den linearen Anteil des Green-
Lagrange-Verzerrungstensors ausgedriickt:

E= % [Vu + VuT] . (3.40)

Mit dem Hooke-Materialgesetz Gl. 3.33 werden die Verformungen mit dem Spannungs-
tensor o verkntipft:
o =2uE + Mr(E)L (3.41)

Man erhalt somit die integrale Form der Impulserhaltungsgleichungen in Cauchy-
Formulierung;:

9? (pu

v Ot?

Jav — /S V [uVu+ pVu” + Mitr(Vu)| ndS = /V pfdV. (3.42)

3.5.2 Totale-Lagrange-Formulierung

Mit der Totalen-Lagrange-Formulierung (TLF) konnen geometrisch-nichtlineare Ver-
formungen in einfacher Weise untersucht werden. Dazu wird die Losung in Teilschritte
zerlegt. In jedem Teilschritt oder Zeitschritt werden Zuwéchse oder Inkremente der
Verschiebungen du und Spannungen do bestimmt.

Die Impulserhaltung wird auf eine physikalische Initialkonfiguration 0 bezogen:

62
/ (o) e [ SR ngds, = / pofdVi. (3.43)
Vo 81:2 So Vo

An die Stelle des Cauchy-Spannungstensors tritt bei dieser Formulierung der mit dem
DGT F transfomierte zweite PKST 3.

Um die inkrementellen Verschiebungen als Losungsvariablen zu erhalten, wird nun die
Impulserhaltung in inkrementeller Form angeschrieben:

& (podu) T T T _
— o —dVy — [ (6ZF" + SF" + 6%0FT ) nodSo = | (podf) dVp.  (3.44)
Vo at2 SO VO
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Das Inkrement des DGT ergibt sich mit:
OF = 6Vu. (3.45)

Das Inkrement des zweiten PKST lautet unter Verwendung des Saint-Venant-
Materialgesetzes:
0% = 2u0Eq + Mr(0Ey)1, (3.46)

wobei das Inkrement des auf die Initialkonfiguration bezogenen GLDVT Ej mit
1 T T T T
0E) = ; [Vou+ (Vou)" + Vou(Vu)” + Va(Vou)" + Vou(Vou)'| (3.47)
bestimmt wird.

Nach jedem inkrementellen Berechnungsschritt werden die neu bestimmten In-
kremente der Verschiebungen und Spannungen dem alten Gesamtverschiebungs- bzw.
Gesamtspannungstensor hinzuaddiert:

PIRED ILNEND (3.48)
und
u:=u’+fu (3.49)

Da stets die Initialkonfiguration als Referenz verwendet wird, muss das Rechennetz
wahrend der Simulation nicht verformt werden. Dies spart Rechenzeit, und die
Formulierung eignet sich fiir stationdre Simulationen grofler Verformungszustidnde bei
reinen Strukturberechnungen.

3.5.3 Fortschreitende-Lagrange-Formulierung

Bei der Fortschreitenden-Lagrange-Formulierung (FLF) wird jeweils die zuletzt
bestimmte Losung wihrend der ebenfalls inkrementellen Losungsprozedur als Refe-
renzkonfiguration u verwendet.

Man erhélt die Impulsgleichungen in dieser inkrementellen Formulierung, indem
man in den mit der TLF ausgedriickten Impulsgleichungen F =T setzt, s. Gl. 3.44:

/V u %dm - /S ; ((52u + X, 0FT + 52&]?5) n,dS, = / (puof) dV,.  (3.50)

Fiir das Inkrement des GLDVT gilt nun:

u

1
0E, = [Vou + (Vou)" + Vou(Vou)'| | (3.51)

Das Inkrement des zweiten PKST lautet in der Fortschreitenden-Lagrange-
Formulierung unter Anwendung des Saint-Venant-Materialgesetzes:

0%, = 200B, + Mr(dE)L (3.52)
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Nach jedem Teilschritt werden wie bei der Totalen-Lagrange-Formulierung die neu
bestimmten Zuwéchse oder Inkremente der Verschiebungen und Spannungen zum
Gesamtverschiebungs- bzw. Gesamtspannungstensor hinzuaddiert, bzw. kumuliert:

=3+ (3.53)

und
u:=u"+du (3.54)

Zusatzlich wird am Ende eines Zeitschritts das Rechengebiet mit den vorliegenden
Verschiebungsinkrementen verformt und mit dem verformten Rechengebiet wird die
neue Referenzkonfiguration definiert. Der zweite PKST wird in diese neue deformierte
Referenzkonfiguration transformiert:

1
Y=
det F

FX'F7, (3.55)

Diese Formulierung wird immer dann verwendet, wenn eine Netzverformung wahrend
des Simulationsprozesses notwendig ist, z. B. bei gekoppelten Fluid-Struktur-
Interaktionen.

3.6 Rotierendes Bezugssystem

Werden stationare Simulationen in einem Relativsystem durchgefiihrt, wie z. B. bei
der Strukturanalyse eines rotierenden Laufrads in einer Turbomaschine, so miissen
die auftretenden Fliehkrifte in allen Formulierungen als zusétzliche Volumenkraft fy

berticksichtigt werden:
fi = Q x (2 xx). (3.56)

Ein zusatzlicher Quellterm durch die Coriolis-Kraft wie bei den Impulsgleichungen der
Stromungsmechanik treten aufgrund des fehlenden konvektiven Terms nicht auf.
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Kapitel 4

Numerische Verfahren

In den folgenden Abschnitten wird das im entwickelten Losungsverfahren hinterleg-
te Finite-Volumen-Verfahren zur Diskretisierung partieller Differentialgleichungen aus-
fithrlich vorgestellt. Bei der Diskretisierung werden folgende Ziele verfolgt:

e Diskretisierungsgenauigkeit zweiter Ordnung sowohl fiir zeitliche als auch fiir
raumliche Terme,

e die Anwendbarkeit auf komplexeste geometrische Strukturen und

e cin speicherschonendes, einfach zu parallelisierendes Verfahren.

4.1 Allgemeine Transportgleichung

Die in den Kapiteln 2 und 3 vorgestellten Erhaltungsgleichungen weisen alle eine ahn-
liche Gestalt auf, so dass sich eine allgemeine Transportgleichung (ATG) formulieren

lasst:
A(p9)
ot
Diese besteht aus einem Zeit-, einem Konvektions-, einem Diffusions- und einem Quell-
term.
I' bezeichnet die sogenannte Diffusionskonstante und ¢ die transportierte Grofle.
Je nachdem wie I' und ¢ gewdhlt werden, erhédlt man die Erhaltungsgleichungen fiir
Masse, Impuls, Energie und Turbulenz. Terme dieser zuletzt genannten Gleichungen,
welche nicht in der ATG auftreten, werden im Quellterm zusammengefasst.
Fir die spéter folgende Finite-Volumen-Diskretisierung wird die ATG tiber ein betrach-
tetes finites Volumen V' integriert:

/ ( )dV+ | (Fuoav = [ (Frvg)av+ [ av. (42

Im Anschluss daran werden die Volumenintegrale des Konvektions- und des Diffusions-
terms mit Hilfe des Satzes von Gauss in Oberflaichenintegrale umgewandelt:

/V ( (gtcb))dwr / (pug) ndS = / ['Vé) nds + / qdV. (4.3)

+ V(pug) = VI'Vo + q. (4.1)
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Die Flache S beschreibt die Oberflache des betrachteten finiten Volumens V.

Es wurden keinerlei Annahmen hinsichtlich der Gestalt des betrachteten Zellvo-
lumens und seiner Oberfliche gemacht, so dass beliebig geformte, polyedrische
Zellvolumina mit polygonalen Oberflichenteilen, s. Abb. 4.1, verwendet werden kon-
nen. Hierdurch ist das Verfahren einfach auf sehr komplexe Geometrien anwendbar.
Eine derartige polyedrische Volumenzelle ist in Abb. 4.1 dargestellt.

Abbildung 4.1: Polyedrische dreidimensionale finite Volumenzelle

Der Zellmittelpunktwert einer betrachteten Gréfle ¢ wird mit P gekennzeichnet, der
unmittelbar benachbarte Wert mit N. Der Verbindungsvektor zwischen diesen beiden
Punkten wird mit xpy bezeichnet, der normierte Verbindungsvektor mit d. Jede
Zellflache ist beschrieben durch ihren Mittelpunkt ¢, den Einheits-Normalenvektor n
und den Zellflicheninhalt S.

Bei der vorgestellten Diskretisierungsmethode wird ein kompaktes Rechenmole-
kil angestrebt. Das bedeutet, dass bei der Diskretisierung einer Gleichung am
Zellmittelpunkt P nur die unmittelbaren Nachbarn der Zelle in die implizite Dis-
kretisierung der iterativen Losungsprozedur miteinbezogen werden. Weiter entfernte
Nachbarn werden aus Werten der alten Iteration berechnet und explizit in die
iterative Losungsprozedur miteinbezogen. Die so entstehenden Koeffizientenmatrizen
der linearen Gleichungssysteme bleiben dann diinnbesetzt und das Losungsverfahren
speicherschonend.

Der Zellfacheninhalt S einer polygonalen Flache wird mit Hilfe des Satzes von
Gauss, den zugehorigen Kantenléngen L, ,; und Kantenschwerpunkten z.; bestimmt:

xXr xXr
S:/dS:/V 0 dS:/ 0| ndL ~ 3w, L2, (4.4)
S S 0 L 0 i
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Der Zellflachenmittelpunkt x. g ist der Schwerpunkt der betrachteten Zellfléche:

> Teili
g = ————. 4.5
T o)
In analoger Weise wird das Volumen einer polyedrischen Zelle mit Hilfe des Satzes von
Gauss, den zugehorigen Flachen und den Flachenschwerpunkten bestimmit:

A xXr
vz/ dV:/ v o dV:/ 0 | ndS ~ 3 z,.57. (4.6)
1% \%4 0 S 0 i

Der Zellmittelpunkt x.y ist der Schwerpunkt der betrachteten Zelle:

i Tes,iSi

Tev = ﬂ (47)

Dadurch dass die Summe der Teilvolumina das betrachtete Gesamtvolumen wiedergibt
sowie die Zellfichen zwischen zwei Zellen identisch sind, ergibt sich eine konsistente
und konservative Diskretisierung. Fiir ein Einzelvolumen wie in Abb. 4.1 werden nun
alle Terme der allgemeinen Transportgleichung 4.3 diskretisiert.

4.2 Raumliche Diskretisierung

4.2.1 Interpolation an die Zellflaichen

Werden bei der Diskretisierung Werte an den Zellflachen f benotigt, erhédlt man diese
durch lineare Interpolation aus den der Zellfliche benachbarten Zellmittelpunktswer-
ten:

o= ¢p(1 = As) + OnAf. (4.8)

Der Interpolationskoeffizient Ay wird mit Hilfe der Ortsvektoren x berechnet:

Xe — Xp

s (4.9)

xn —xpl|’

Man spricht hier auch von einem Zentrale-Differenzen-Schema.

Bei stark nichtorthogonalen, verzerrten oder gescherten Volumen-Zellen stabilisiert eine
sogenannte Skewness-Correction, welche zusétzlich den Gradienten der betrachteten
Grofle in die Interpolation miteinbezieht:

b5 =5 (60 +6x) + 5 (Vop +V00) [xy— £ (o txn)] . (410)

Bei der Diskretisierung des konvektiven Terms werden spezielle Interpolationen an die
Zellflichen verwendet, s. Abschnitt 4.2.3.
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4.2.2 Gradientenberechnung

Gradienten konnen entweder mit Hilfe des Satzes von Gauss oder mit Hilfe der Methode
der kleinsten Quadrate ermittelt werden.
Bei der ersten Methode lautet die Approximation:

2N <¢f5f)iN.

Vo AV

(4.11)

Die auftretende Summe erstreckt sich dabei auf alle Teilfachen der Gesamtoberflache
des betrachteten Volumens.

Bei der zweiten Methode nimmt man eine lineare Variation der Losungsvariable ¢ an
und erhélt als Diskretisierungsfehler ey:

en = ¢n — (¢p + Vopdyp). (4.12)

Wird nun der Ausdruck am betrachteten Zellmittelpunkt ep minimiert, wobei wy =
1/|dpn| geometrische Gewichtungsfaktoren darstellen, erhélt man fiir den Gradienten
an einem Zellmittelpunkt P:

qu)p == Z (w]QVGilde (ng — ng))iN . (413)

iN

Dabei ist G eine symmetrische 3 x 3-Matrix, welche mit Hilfe von Abstandsvektoren
und den Gewichtungsfaktoren bestimmt wird:

G = Z (ijVdPNdPN)iN . (414)
iN

Der Vorteil der ersten Methode ist die Einfachheit der Implementierung und eine sehr
schnelle und speicherschonende Berechnung der Gradienten. Bei stark verzerrten oder
nichtorthogonalen Zellen ist aber eine Genauigkeit zweiter Ordnung bei der Diskreti-
sierung nicht mehr gewéhrleistet.

Die zweite Methode liefert auch bei stark verzerrten oder nichtorthogonalen Zellen die
geforderte Genauigkeit der Diskretisierung. Die Berechnung ist allerdings aufwandiger,
sowohl die Geschwindigkeit als auch den Speicherbedarf betreffend. Dies liegt an der
Bestimmung der Hilfsmatrizen G. Zu Beginn jedes Zeitschritts miissen die Koeffizien-
ten aus der aktuell vorliegenden Geometrie neu bestimmt und zusétzlich gespeichert
werden.

Da sich die im Rahmen dieser Arbeit implementierte zweite Methode als sehr stabil
erwiesen hat, wurde sie in allen vorgestellten Simulationen, soweit nicht anders ver-
merkt, verwendet.

Bei sehr stark verzerrten Netzen schligt ZWART [112] eine Relaxation der Gradienten
vor, welche ebenfalls implementiert wurde. Bei nicht ausreichender Konvergenz der Lo-
sung konnen aber starke Abweichungen vom erwarteten Ergebnis auftreten, weswegen
diese bei den vorgestellten Simulationen nicht verwendet wurde.
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4.2.3 Diskretisierung des konvektiven Terms

Der konvektive Fluss F' iiber eine reprasentative Zellfliche Sy wird mit Hilfe des Mas-
senstroms 1 iiber diese folgendermaflen genéhert:

Ff = /Sf (V(pus)) dS; = 1ivsy. (4.15)
Im verwendeten iterativen Losungsschema wird der Massenstrom wahrend einer
[teration als konstant betrachtet, wodurch dann auch die Impulsgleichungen ein
lineares Gleichungssystem bilden.

Es fehlt jedoch noch eine geeignete Bestimmung der Loésungsgrofe ¢ an der
Zellflache. Die Schwierigkeit besteht darin, einen moglichst guten Kompromiss zwi-
schen zu erreichender Genauigkeit und Stabilitat des Losungsverfahrens zu finden.
Die beiden gingigsten Verfahren zur Approximation werden kurz vorgestellt und
dann ein Ausblick auf die sogenannten hochauflosenden Fluss-Begrenzungs- oder
Flux-Limiter-Verfahren gegeben.

4.2.3.1 Stromauf-Interpolations-Verfahren

Bei der Stromauf-Interpolation (Upwind-Differencing-Scheme, UDS) wird der gesuchte
Zellflichenwert ¢, in Abhangigkeit des vorliegenden Massenstroms 72 durch eben diese
Zellflache bestimmt:

ny >0
by = {gbp, wenn 1my > 0, (4.16)

¢on, wenn iy < 0.

Dieses Verfahren ist uneingeschrankt stabil, besitzt jedoch nur eine Genauigkeit erster

Ordnung. Die dem Verfahren inhérente numerische Diffusion fiihrt zu einem Verschmie-
ren der Losung, s. PERIC [81].

4.2.3.2 Zentrales-Differenzen-Schema

Beim Zentralen-Differenzen-Schema (Central-Differencing-Scheme, CDS) wird der Zell-
flachenwert ¢, mit Hilfe von Gl. 4.9 linear an die betrachtete Zellfliche interpoliert:

¢ = Aron + (1 = Ap)on. (4.17)

Dieses Verfahren besitzt eine Genauigkeit zweiter Ordnung, die Stabilitat des Verfah-
rens nimmt aber ab. Dies resultiert aus Oszillationen im Loésungsfeld, die wahrend des
[terationsprozesses bei Verwendung dieses Schemas auftreten kénnen.

4.2.3.3 Hochauflosende Verfahren

Die genaue Approximation des konvektiven Terms stellt ein fundamentales Problem
dar. Das Erreichen einer moglichst hohen Genauigkeit und das Erreichen einer hohen
numerischen Stabilitat sind dabei kontrare Optimierungsziele, s. PATANKAR [79].
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Inzwischen werden sogenannte hochauflosende, limitierende Flux-Limiter-Verfahren
erfolgreich angewendet, siehe SKODA [93], die auch im vorgestellten Verfahren hin-
terlegt sind. Diese Flux-Limiter-Verfahren stellen eine Kombination aus verschiedenen
Basisverfahren dar. Im Rahmen dieser Arbeit wurde sehr erfolgreich das MINMOD-
Schema nach HARTEN [49] verwendet. Weitere Schemata zur Diskretisierung des
konvektiven Term sind im Verfahren hinterlegt und werden in FIEREDER [37]
ausfiihrlich besprochen.

Obwohl diese Flux-Limiter-Verfahren ihre Genauigkeit und Stabilitit automa-
tisch dem lokalen Stromungszustand anpassen, zeigte sich bei deren Anwendung
in komplexen Problemstellungen immer noch ein instabiles numerisches Verhalten.
Deswegen werden die hochauflosenden Interpolationsschemata nicht direkt implizit
diskretisiert, wie urspringlich vorgeschlagen, sondern mit einer nachgezogenenen
Korrektur berticksichtigt. Diese Methode, erstmals von KHOSLA [62] vorgeschlagen,
stabilisiert das Verfahren. Die Berechnung des Wertes ¢; an einer Zellfliche f erfolgt
nun tiiber die folgende Beziehung:

7= (077%)" + a(efO% — oS, (4.18)

wobei Werte zum aktuellen Iterationsschritt mit m, Werte aus dem vorhergegangenen
[terationsschritt mit m — 1 gekennzeichnet werden.

HOS bezeichnet dabei den mit einem "High-Order-Scheme", z. B. CDS oder MINMOD,
diskretisierten Wert, U DS den mit dem Stromauf-Interpolations-Verfahren diskretisier-
ten Wert.

Durch den Blendingfaktor a wird zuséatzlich der Anteil des hoherwertigen Schemas ein-
gestellt. Bei o = 0.0 erhielte man also das reine Stromauf-Interpolations-Schema, bei
a = 1.0 das reine hoherwertige Interpolations-Schema. In komplexen Anwendungen
zeigte sich die Notwendigkeit eines Wertes a < 1.0, was die Genauigkeit des Verfahrens
prinzipiell herabsetzt, aber stets einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und
Stabilitat gewahrleistete.

Die Konvergenzeigenschaften des iterativen Losungsprozesses verschlechtern sich ge-
geniiber der rein impliziten Betrachtung in der Regel nur wenig, da der explizit nach-
gefithrte Anteil meistens klein gegeniiber dem impliziten Anteil ist.

4.2.4 Diffusiver Term
Bei der Niherung des diffusiven Flusses F'¢ an einer Zellfliche S;
F}l:Ff (V(b)fnfo (419)

wird der Gradient der Losungsgrofie ¢ an dieser Zellfldche benétigt.

Bei linearer Interpolation der Gradienten der Zellflichen-Nachbarn an die Zellflache
entstiinde ein Ausdruck in Abhéngigkeit nicht nur der unmittelbaren Nachbarwerte
der betrachteten Fléche, sondern auch von Werten der jeweiligen tibernachsten Zellen.
Die Implementierung wird im allgemein polyedrischen Fall komplex und zu speicher-
aufwindig, weswegen MUZAFERIJA [76] eine Ndherung des diffusiven Flusses in
Richtung des normierten Verbindungsvektors d von der betrachteten Zellfliche zur be-
nachbarten Zellen vorschlagt. Bei wenig verzerrten Netzen ist n ~ d, die Richtung
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des Verbindungsvektors zweier Nachbarzellen entspricht also in etwa der Richtung des
Normalenvektors der betrachteten Zellflache.

Uber eine zentrale Differenz erhélt man dann den folgenden leicht implementierbaren,
impliziten Ausdruck:

ON — Op
Ff =T} (V9), Sy =TSy = (4.20)

Die Abweichung der Richtung des Normalenvektors n und des Verbindungsvektors d
zieht man durch eine explizite Korrektur nach. Mit dem aktuellen Iterationsschritt m
und dem vorangegangenen Iterationsschritt m — 1 erhalt nun:

Ff = (T4S; (Vg),d)" + (T1S; [Vén — Vod])" " (4.21)

Kombiniert man nun diese beiden Ausdriicke, erhdlt man die einfach zu implementie-
rende und stabile Form des diskreten diffusiven Flusses:

ON <Z5P

Da dieser Korrekturterm die Nichtorthogonalitiat im Sinne einer Finite-Volumen-
Diskretisierung behandelt, wird dieser auch als Nichtorthogonale Korrektur bezeichnet.
Da der explizit nachgefiihrte Korrekturterm bei gewissenhaft erstellten Rechennetzen
klein ist, verschlechtert sich das Konvergenzverhalten durch diese Behandlung kaum.
Diese Diskretisierung wurde auch von SKODA [93] im Vorgangerverfahren hinterlegt.
ZWART [112] zeigt jedoch, dass eine bessere Approximation erreicht wird, wenn man
einen Korrekturwert « in 4.22 einfithrt

FD pfagfw
|xn — xp]|

181 (Vo) (n—d). (4.22)

+TySp (Vo) (n—ad) (4.23)

und diesen mit
a=nd (4.24)

bestimmt.

Durch diese Modifikation wird die Differenz n — d auf d projiziert und somit vom
ersten Term aus 4.22 mitbehandelt. Der Gradient aus der alten Iteration wird jetzt
nur noch zur Bestimmung der nichtorthogonalen Korrektur verwendet.

Bei sehr stark verzerrten und nichtorthogonalen Netzen konnen die explizit nachgezo-
genen Korrekturen sehr grof3 werden und das Konvergenzverhalten verschlechtern oder
sogar zur Divergenz fiihren. Der urspringliche Koeffizienten-Anteil wird deswegen
unter Beriicksichtigung der Nichtorthogonalitiat der betrachteten Zellflache modifiziert:

oSy _Tid (a 41 O‘) . (4.25)

|XN—XP| |XN—XP| A

Der Wert A ist ein beliebiger, empirisch gefundener Faktor, welcher typischerweise
um A = 0,8 liegt. Ein entsprechender Term muss auf der rechten Seite der diskre-
ten Gleichung beriicksichtigt werden. Diese Modifikation greift nur in problematischen
Regionen des Rechennetzes und erméglicht auch die Losung bei akzeptablem Konver-
genzverhalten auf sehr schlechten Netzen.
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4.2.5 Quellterme
4.2.5.1 Volumen-Quellterme

Ein Volumen-Quellterm ()p in einer Zelle wird iiber das Volumenintegral iiber diese
Zelle bestimmt. Hierfiir setzt man die Existenz eines reprasentativen Mittelwerts gp
von ¢ im Zellmittelpunkt voraus und erhélt:

Op — /V ddV ~ qpAVp. (4.26)

Die Zellmittelpunktswerte sind unmittelbar bekannt. Die Approximation liefert eine
Genauigkeit zweiter Ordnung.

4.2.5.2 Oberflaichen-Quellterme

Zur Bestimmung von Oberflichen-Quelltermen miissen die geometrischen Flachenver-
laufe sowie die Verteilung des Flusses tiber die jeweilige betrachtete Fléache bekannt
sein. Um stets ebene Teilflachen zu erhalten, wird eine beliebige polyedrische Fléache
zunéchst trianguliert. An jedem Teilfldchenstiick exisitiert ein représentativer Integrand
des Flusses. Mit dem integralen Fluss F; = f;.5; durch eine Zellfache S erhélt man dann
fiir das Oberflachenintegral tiber ein Teilvolumen:

/Sde _ ZF _ Zz’/sde ~ ZfS (4.27)

Die Approximation liefert eine Genauigkeit zweiter Ordnung.

4.3 Zeitliche Diskretisierung

Fiir eine genaue zeitliche Auflésung einer Simulation muss eine geeignete zeitliche Dis-
kretisierung fiir jede Rechenzelle P gewéhlt werden. In den Fluidgleichungen tritt nur
die erste zeitliche Ableitung nach der jeweiligen betrachteten Losungsgrofie auf, bei
den in den Verschiebungen formulierten Impulsgleichungen der Strukturmechanik je-
doch auch die zweite zeitliche Ableitung.

Fir Fluid- und Strukturgleichungen wird dieselbe Genauigkeit der Diskretisierung an-
gestrebt, man erhalt diese mit den im folgenden vorgestellten Euler-Verfahren.

4.3.1 Riickwarts-Euler-Verfahren erster Ordnung

Beim impliziten Eulerverfahren erhélt man eine zeitliche Diskretisierungsgenauigkeit
erster Ordnung und ein theoretisch fiir beliebig grofle Zeitschritte anwendbares Verfah-
ren:

¢p —

/V $dV ~ TQ%AV. (4.28)

Zusatzlich zur Losungsgrofle ¢ des aktuellen oder des neuen Zeitschritts miissen nun
auch Werte des alten Zeitschritts o verwendet und abgespeichert werden.
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4.3.2 Riickwarts-Euler-Verfahren zweiter Ordnung

Beim Riickwarts-Euler-Verfahren werden zusatzlich Werte aus dem vorletzten
Zeitschritt oo in die Diskretisierung miteinbezogen, weswegen man auch vom Drei-
Zeitebenen-Verfahren spricht und die Werte aus dem letzten und dem vorletzten
Zeitschritt im Speicher gehalten werden miissen.

Fir die erste zeitliche Ableitung lautet die Diskretisierung:

(%)" _ 36" — 40 + oy

ot 26t (4.29)

Fiir die Impulsgleichungen der Struktur benétigt man eine konsistente Diskretisierung
der zweiten zeitlichen Ableitung der Verschiebungen. Man geht von der Formulierung
der ersten zeitlichen Ableitung der Strukturgeschwindigkeiten aus

(4.30)

dovp\" 3OV — 46VY + 6V
o ) 26t

und ersetzt die Geschwindigkeit des neuen Zeitschritts v durch einen Drei-Zeitebenen-
Ausdruck mit den Verschiebungen:

30up — 4oup + ouy’

v = 4.31
und erhalt schliefSlich die folgende Diskretisierung;:
Pup\"  [(06vp\"  3(6up —4éup)  46vy — oV (4.32)
or )\ ot ) 4512 20t '

TUKOVIC [98] und die vorliegende Arbeit zeigen ein sehr gutes und wenig dissipa-
tives Losungsverhalten bei instationdren Simulationen. Zusétzlich zu den Werten der
Verschiebungen aus den letzten und vorletzten Zeitschritten miissen nun auch noch die
Geschwindigkeiten aus diesen beiden Zeitschritten im Speicher gehalten werden.

Eine direkte Diskretisierung der zweiten zeitlichen Ableitung unter Verwendung der
Werte aus der Zeitebene ooo

OPup\"  [(0évp\"  26up —56uf + 46uP — dup’
oz )\ ot B 26t

(4.33)

fithrt zu Instabilitdten im Losungsverhalten und wurde deswegen nicht verwendet.
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4.3.3 Raum-Erhaltungs-Gesetz

Das Raum-Erhaltungs-Gesetz berticksichtigt Netzbewegungen oder Netzverfor-
mungen des Fluidgebiets im Losungsprozess. Netzbewegungen treten zum Beispiel
bei Simulationen rotierender Laufrédder oder verschiebbarer Kolben in Stromungs-
maschinen auf. Netzverformungen ergeben sich ebenfalls bei der Simulation von
Fluid-Struktur-Interaktionen auf. Bei der Bewegung oder Verformung von Netzen
entstehen zusétzliche sog. Netz-Massenfliissse, durch die die konvektive Terme der
Erhaltungsgleichungen modifiziert werden miissen.

Bei der Herleitung dieser Netz-Massenfliisse geht man von der Volumen-
Kontinuitéatsgleichung aus

av
= /V dv — /5 v,ndS = 0, (4.34)

aus, welche die Raumerhaltung fiir eine bewegte oder verformte Volumenzelle mit dem
Volumen V' beschreibt. Der zweite Term auf der linken Seite stellt den Netz-Massenfluss
dar, welcher durch die Netzgeometrie und die Netzgeschwindigkeit v, bestimmt wird.
Durch die Diskretisierung erhéalt man

A VACI. Ve

wobei fiir die zeitliche Ableitung hier beispielhaft das bereits vorgestellte Riickwérts-
Euler-Verfahren verwendet wurde. Die Anwendung anderer zeitlicher Diskretisierungen
erfolgt analog.

Die zeitliche Ableitung wird nun mit dem durch die Zellbewegung oder Zellver-
formung tiberstrichenen Volumen 0V ausgedriickt:

R D oY)

4.
At At (4.36)
bzw. fiir ein Zellfliche f:
ovy
-V, 4.
At Vi (4.37)

Zur Berechnung des iiberstrichenen Zellvolumens wird die jeweilig betrachtete Zellfla-
che zunéchst trianguliert. Durch die Bewegung oder Verformung wird durch ein be-
trachtetes Dreieck dieser Zellfliche ein Prisma tiberstrichen, dessen Zellvolumen tiber
Tetraedrisierung berechnet wird, s. Abb. 4.2.

Hierbei ist zu beachten, dass die Seitenflichen des jeweilig betrachteten Prismas
Vierecke sind, welche verwunden sein konnen. Der entstehende Fehler wird durch
zweimalige Tetraedrisierung mit unterschiedlicher Ausrichtung der Tetraeder und
anschliefender Mittelung der unterschiedlich berechneten iiberstrichenen Volumina
vermieden.

Die Netzbewegung oder Netzverformung beeinflusst nur die Massenfliisse iy,
welche nun um die Netz-Massenfliisse 725, vermindert werden miissen:

Mfres = /Sfp (v —vy)ndS ~ (pvnS — pV); =1y — 1y (4.38)
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------------------ Triangulation der Oberflache

Vv

Vo

— ——- Extrudiertes Prisma

Abbildung 4.2: Raum-Erhaltungs-Gesetz

Diese Netz-Massenfliisse miissen deswegen jedes Mal neu berechnet werden, wenn das
Netz eine Bewegung oder Verformung erfihrt, in der Regel also zu Beginn jedes neuen
Zeitschritts. Mit deren Hilfe werden dann die resultierenden Massenstrome 7y s
ermittelt.

SKODA [93] implementierte das Raum-Erhaltungs-Gesetz noch in einer fiir
Starrkorperrotationen spezialisierten Form. Die neue polyedrische Datenstruktur und
die beliebigen Netzdeformationen, wie sie bei FSI-Simulationen auftreten koénnen,
machten obige Implementierung, siche FIEREDER [37], notwendig.
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4.4 Randbedingungen

Eine genaue Festlegung, Diskretisierung und Implementierung der Randbedingungen
ist Grundlage fiir ein stabiles und schnelles Konvergenzverhalten. Prinzipiell unter-
scheidet man Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen, die fiir das Fluid- und das
Strukturgebiet an unterschiedlichen Réandern angewandt werden.

4.4.1 Dirichlet-Randbedingung

Bei einer Dirichlet-Randbedingung wird der Wert einer Gréfle ¢ am Rand vorgegeben.
Fir Gleichungen, die am randnéachsten Mittelpunkt M diskretisiert wurden, muss der
Randwert ¢ zusammen mit dem korrespondierenden Koeffizienten der diskreten Glei-
chung auf die rechte Seite b aufgeschlagen werden:

4.4.2 Neumann-Randbedingung

Bei einer Neumann-Randbedingung wird der Gradient der Grofle ¢ vorgegeben.

Fiir Gleichungen, die am randnéchsten Mittelpunkt M diskretisiert wurden und fiir
deren Diskretisierung der Gradient am Rand R benotigt wird, muss der zum Gradien-
ten gr = (Vogr)n korrespondierende Fluss direkt auf die rechte Seite b hinzuaddiert
werden.

Dies geschieht beispielsweise beim diffusiven Term der allgemeinen Transportgleichung:

/V VVdV — /S Vonds =y < /S ngndS)i

— % ([ vonas) o T RIS] (140)

Der Vektor der rechten Seite wird dann modifiziert nach der Beziehung:

Die Grofle ¢ am Rand wird dann iiber Extrapolation vom Zellmittelpunktswert be-
stimmt:

Or = oM + grldurl, (4.42)

wobei dy;g den Verbindungsvektor vom Zellmittelpunkt zum Punkt der Randfliche
bezeichnet.

Die speziellen Auspragungen dieser Randbedingungstypen und Details der Implemen-
tierung werden sowohl fiir die fluidmechanischen als auch die strukturmechanischen
Gleichungen im Anhang C beschrieben.
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4.5 Gleichungsloser

Die effiziente Losung der durch die Diskretisierung gewonnenen linearen Glei-
chungssysteme stellt eine zentrale Problemstellung bei der Entwicklung des neuen
Losungsverfahrens dar. Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine mit MPI [99] paral-
lelisierte Bibliothek zur Losung linearer Gleichungssysteme implementiert, welche
verschiedene Varianten von iterativen Losungsverfahren enthéilt, deren Funktionsweise
in den folgenden Abschnitten ndher beschrieben wird.

Nach der vollstandigen Diskretisierung und der Einarbeitung der Randbedingungen
erhilt man fiir jede Erhaltungsgleichung ein lineares Gleichungssystem:

A¢ =b. (4.43)

Die N x N Koeffizientenmatrix A weifit dabei eine symmetrische oder unsymmetrische,
diinnbesetzte Struktur auf, wobei N der Anzahl der verwendeten Finite-Volumen
Zellen entspricht. Jede Zeile der Koeffizientenmatrix enthélt dabei ein Diagonalelement
und so viele Nebendiagonalelemente, wie die korrespondierende Finite-Volumen Zelle
unmittelbare Nachbarn besitzt. ¢ stellt den Losungsvektor und b die rechte Seite des
Gleichungssystems dar.

Zur Losung eignen sich iterative Losungstechniken aus den folgenden Griinden:

e Bei den spater vorgestellten iterativen Losungsverfahren miissen nur wenige Zu-
satzinformationen im Losungsprozess gespeichert werden und die Verfahren blei-
ben somit speicherschonend.

e Sowohl die Koeffizientenmatrix als auch die rechte Seite der zu losenden Glei-
chungssysteme stellen innerhalb der dufleren Iterationsschleife des sequentiellen
Losungsverfahrens nur momentane Néaherungen dar und miissen zu Beginn jedes
auBeren Iterationsschritts aktualisiert werden. Deswegen miissen die Gleichungs-
systeme innerhalb eines dufleren Iterationsschrittes nur ndherungsweise mit sog.
inneren Iterationsschritte gelost werden.

Die entkoppelt diskretisierten Gleichungssysteme werden iterativ bis zu einem ver-
niinftig gewahlten Konvergenzkriterium gelost. Konvergenz ist dann erreicht, wenn die
Norm des Fehlers e der Losung gegen Null geht. Da der Fehler e der vorliegenden Lo-
sung nur mit Hilfe der momentanen Losung ¢* und der exakten Losung ¢ bestimmt
werden kann

e=¢* — &, (4.44)

die exakte Losung jedoch unbekannt ist, wird das Residuum r oft aus pragmatischen
Griinden als Hilfsmafl zur Bewertung des Konvergenzstatus verwendet:

r=b-—Agp*. (4.45)

Im Losungsprozess wird versucht, eine geeignete Norm des Residuums um einige Gro-
Benordnungen zu reduzieren. Dazu wird die Betragssummenorm ||r||, zur Bewertung
des Losungsfortschritts der inneren Iterationsschritte verwendet. In jeder Iteration
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wird diese neu bestimmt und mit dem Wert der Betragssummennorm des ersten
inneren Iterationsschritts entdimensioniert.

Die Bewertung des Losungsfortschrittes der d&ufleren Iterationsschleife erfolgt mit Hilfe
einer Matrix-basierten Entdimensionierung nach JASAK [59], welche zwar einen
relativ hohen Berechnungsaufwand verlangt, gleichzeitig aber fiir unterschiedlichste
Problemstellungen zuverlédssig anwendbar ist.

Hierzu wird zunéchst der arithmetische Mittelwert ¢ des betrachteten Losungsvektors
¢ und damit ein Hilfsvektor ¢* = ¢ — @I gebildet. Mit diesem Ausdruck und dem
Residuenvektor r wird dann der entdimensionerte Residuenvektor ry bestimmt:

. r
AT - [Agl

Beim Erreichen eines Residuenabfalls von vier Groflenordnungen wéhrend der aufleren
[terationsschleife des sequentiellen Losungsverfahrens 4.6 wird im Rahmen der in
dieser Arbeit vorgestellten Simulationen von Konvergenz gesprochen. Fiir die inne-
ren Iterationen reicht in der praktischen Anwendung ein Residuenabfall von einer
Groflenordnung, da bei den untersuchten Gleichungssystemen sowohl die Koeffizi-
entenmatrizen als auch die Vektoren der rechten Seite nur momentane Naherungen
darstellen.

(4.46)

ry

Fir die verschiedenen auftretenden Gleichungstypen eignen sich unterschiedliche
iterative Losungsverfahren, welche in den folgenden Abschnitt kurz vorgestellt werden.

4.5.1 Unvollstindige LU-Zerlegung (ILU)

Die unvollstandige LU-Zerlegung (Incomplete Lower Upper decomposition, ILU) lie-
fert die ndherungsweise Zerlegung einer Matrix A in eine linke, untere (Lower) Drei-
ecksmatrix und eine rechte, obere (Upper) Dreiecksmatrix:

A ~LU. (4.47)

Fiir die Zerlegungsmatrizen werden nur Elemente fiir eine vorgegebene Besetzungs-
struktur ermittelt. Mit Hilfe dieser Zerlegung konnen Gleichungssysteme A¢ = b
durch wiederholte Vorwdrtssubstitutions-Schritte:

¢ =L7'b, (4.48)
und Rickwartssubstitutions-Schritte:
x = U1, (4.49)

effizient vorkonditioniert oder gelost werden.

Erstmals erwiahnt wurde die ILU-Methode in VARGA [102]. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde eine sehr einfache Variante der sog. ILU(0)-Zerlegung verwendet. Die 0 bezieht
sich auf den Level der Besetzungsstruktur, s. MEISTER [72]. Bei der verwendeten
Variante werden nur die Diagonalelemente der urspriinglichen Koeffizientenmatrix A
modifiziert. Diese Variante wurde aus den folgenden Griinden gewahlt:
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e Fir die Modifikation der Diagonalelemente muss nur wenig zusétzlicher Speicher
allokiert werden.

e Die Variante kann effizient parallelisiert werden, s. Abs. 4.5.4.

e Sie kann als Prakonditionierer fiir die spater beschriebenen Gradientenverfahren
verwendet werden.

e Als Teil des implementierten Mehrgitterverfahrens, s. Abs. 4.5.3 wird sie als Re-
laxationsverfahren verwendet.

e Sie kann auch auf Blockgleichungssysteme angewendet werden, wie sie bei der
gekoppelten Diskretisierung von Gleichungssystemen auftreten, s. ZWART [112].

Die implementierte Variante der ILU(0) wird im sequentiellen Losungsverfahren zur
iterativen Losung aller auftretenden Konvektions-Diffusions-Gleichungen effizient an-
gewendet wie sie bei der Diskretisierung der allgemeinen Transportgleichung entstehen.
Sie 16st den SIP-Algorithmus nach STONE [95] ab, eine fur strukturierte Verfahren
spezialisierte ILU-Zerlegung, der im Vorgangerverfahren von SKODA [93] verwendet
wurde.

4.5.2 Konjugierte Gradientenverfahren (CG)

Konjugierte Gradientenverfahren (Conjugate-Gradient-Verfahren), welche erstmals
von HESTENES [52] vorgestellt wurden, sind Abstiegsverfahren zur Minimierung
quadratischer Funktionen.

Die Grundidee der Konjugierten Gradientenverfahren besteht darin, die quadratische
Form des urspriinglichen Gleichungssystems Ax = b zu verwenden: F angeschrieben:

1
F = 5XTAX —x'b, (4.50)

welche als einziges Minimum die Losung des urspriinglichen Gleichungssystems besitzt.
F wird beim CG-Verfahren nicht in die Richtung des Residuums r = —VF minimiert,
sondern mit Hilfe von Suchrichtungsvektoren d;, die zur Koeffizientenmatrix A konju-
giert sind:

d/ Ad;;; = 0. (4.51)

Durch diese Bestimmung der Minimierungsrichtung gelangt das konjugierte Gradien-
tenverfahren theoretisch in N Schritten zur Loésung des Gleichungssystems mit der
N x N Koeffizientenmatrix A.

Das konjugierte Gradientenverfahren in seiner Grundform ist nur auf Gleichungs-
systeme mit symmetrischer und positiv definiter Koeffizientenmatrix A anwendbar.
Symmetrische und positiv definite Matrizen treten bei der Diskretisierung der
Druckkorrekturgleichungen sowie der Diskretisierung der Struktur-Impulsgleichungen
auf. Mit entsprechender Prakonditionierung, beispielsweise mit der vorgeschlagenen
ILU(0)-Methode oder der unvollstindigen Cholesky-Zerlegung (Incomplete Cholesky
Conjugate Gradient, ICCG-Verfahren, s. MEIJERINK [71]) konnen derartige
Gleichungssysteme sehr effizient gelost werden.
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Zur effizienten Losung von unsymmetrischen Gleichungssystemen sei noch das
Bi-CG-Verfahren (Bi-Conjugate-Gradient) zu erwéhnen, welches bereits von
LANCZOS [65] vorgeschlagen wurde und seine Verbreitung durch die Formulierung
von FLETCHER [38] fand. Dieses Verfahren weist drei entscheidende Nachteile
auf, s. MEISTER [72]: Zunachst kann es zu einem Verfahrensabbruch kommen,
obwohl die Losung des Gleichungssystems noch nicht ermittelt wurde. Dann werden
aufwindige Matrix-Vektor-Multiplikationen mit A und A” benétigt. SchlieBlich
konnen sich Oszillationen im Konvergenzverhalten zeigen. VAN DER VORST [103] hat
deswegen die BICGSTAB-Methode (BiCG Stabilized) vorgestellt, welche ein wesentlich
glatteres Konvergenzverhalten aufweist.

Das BiCGSTAB(1)-Verfahren stellt eine Verallgemeinerung der BiICGSTAB-Methode
dar und verwendet anstelle einer eindimensionalen Minimierung eine [-dimensionale
Minimierung. Es wurde von SLEIJPEN [94] hergeleitet und wird im Losungsverfah-
ren sehr effizient und robust zur Losung der Druckkkorrekturgleichung, Abs. 4.6.1.1,
angewendet.

4.5.3 Mehrgitterverfahren (MG)

Mehrgitterverfahren zéhlen zu den effizientesten iterativen Losungsverfahren fiir
lineare Gleichungssysteme, wobei im Optimalfall der Losungsaufwand proportional zur
Anzahl der Unbekannten ist. Der Grundgedanke dieser Verfahren besteht darin, Fehler
mit Hilfe einer Hierarchie von Leveln unterschiedlicher Auflésung der Problemstellung
iterativ zu losen. Eine kompakte Einfithrung in die Mehrgitterverfahren findet sich
z.B. in BRIGGS [26]. Viele einfache iterative Losungsverfahren wie das bekannte
Gauss-Seidel- oder das Jakobi-Verfahren, s. MEISTER [72], besitzen die Eigenschalft,
kurzwellige oder stark oszillatorische Fehler besser als langwellige Fehlerkomponenten
glatten zu konnen.

Bei geometrischen Mehrgitterverfahren, s. HACKBUSCH [46], [47] u. [48], wird
deswegen eine Hierarchie von geometrisch immer grober werdenden Gittern erstellt.
Die mogliche Anzahl von Ebenen ist dabei durch die Grofle des urspriinglichen
Problems bestimmt. Langwellige Fehlerkomponenten auf einem Feingitter erscheinen
auf einem Grobgitter kurzwellig und kénnen dort mit einfachen Glattern effizient
gedampft werden.

Durch die geeignete Definition von Operatoren zur Restriktion der Feingitterlosung
auf das Grobgitter sowie zur Prolongation von Korrekturwerten vom Grobgitter auf
das Feingitter sowie durch die Wahl eines geeigneten Gldtters und einer sinnvollen
Netzhierarchie kann dann mit iterativ ausgefiihrten Zyklen optimal schnell die Losung
erreicht werden.

Es ist in vielen Féllen komplizierter Geometrien und komplexer unstrukturierter
Vernetzungen schwierig und oftmals unmoglich eine wirkliche Hierarchie von geome-
trisch représentierten Netzen zu erstellen.

Algebraische Mehrgitterverfahren, s. BRANDT [24], BRANDT [25] und RUGE [87],
verwenden keine geometrische Hierarchie von Rechennetzen, es wird eine Hierarchie
von immer kleiner werdenden Gleichungssystemen mit Hilfe des Gleichungssystems der
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urspriinglichen Problemstellung gebildet. Wiederum miissen geeignete Operatoren zur
Restriktion, Prolongation und Glattung sowie ein geeigneter Zyklus zur Losung der
Problemstellung definiert werden. Mit der geeigneten Wahl von Restriktions- und Pro-
longationsoperatoren ergeben sich die Gleichungssysteme aller Level dann automatisch.

Im Rahmen dieser Arbeit kamen sowohl ein algebraisches Mehrgitterverfahren,
bei welchem die Vergroberung auf Finite-Volumen-Aggregationen basiert, sowie
ein geometrisches Mehrgitterverfahren, welches lediglich die Vergroberungsstrategie
unstrukturiert, algbraisch durchfiihrt, zum Einsatz. Diese Verfahren werden in den
nachsten Abschnitten kurz beschrieben.

4.5.3.1 Algebraisches Mehrgitterverfahren (AMG)
Vergroberungsstrategie

Die algebraische Vergroberungsstrategie basiert rein auf den Matrixeigenschaf-
ten des urspriunglichen Problemstellung und folgt einem sog. Aggregations- bzw.
Agglomerationsansatz, s. VANEK [101], bei welchem Finite-Volumen-Zellen zu
Blocken aggregiert werden. Diese Blocke bilden die Zellen des groberen Levels. Bei
der implementierten Variante nach RAW [83] werden die minimalen und maximalen
BlockgroBlen durch empirische gefundene Werte festgelegt.

Wahrend der Vergroberung kann festgestellt werden:

e Die Vergroberungsrichtung kann wechseln.

e Ein urspriinglich strukturiert vernetztes Rechengebiet kann auf dem néchsten,
groberen Level unstrukturiert sein.

e Eine unstrukturierte Datenbasis ist bei Verwendung dieses AMG deswegen zwin-
gend erforderlich und macht eine Implementierung in das strukturierteVorgan-
gerverfahren von SKODA [93] unmoglich.

Weitere bezeichnende Eigenschaften fiir das Verfahren von RAW [83] sind:

e Es ist speziell fiir die Finite-Volumen-Diskretisierung entworfen worden und be-
halt den konservativen Charakter der Gleichungen iiber alle Levels bei.

e Es ist einfach parallelisierbar, s. 4.5.4.
e Es ist speicherschonend.

e Es kann auch fiir Blockgleichungssysteme angewendet werden, wie sie z. B. bei
der gekoppelten Diskretisierung von Gleichungssystemen auftreten konnen, s.
ZWART [112].

Der Vergroberungsalgorithmus lasst sich in die folgenden Schritte zusammenfassen:

1. Finde zunéchst fiir jede Rechenzelle den betragsméfiig maximalen Nachbarkoef-
fizienten A"
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2. Gehe tiber alle Gleichungen, deren Finite-Volumen-Zelle noch nicht einem Block
zugewiesen wurde und beginne mit einem neuen Block fiir die nachste nicht zu-
gewiesene Zelle.

3. Bestimme fiir den aktuellen Block die Gleichungen, welche stark mit diesem in
Verbindungen stehen. Eine starke Verbindung liefert die empirische gefundene
Beziehung A;; > 0A7}*", wobei im Rahmen dieser Arbeit sehr erfolgreich mit
dem Wert 6 = 0,25 gearbeitet wurde. Die Zelle, die mit dieser Gleichung korre-
spondiert, wird zum aktuellen Block hinzugefiigt, falls dessen Groflie noch nicht
eine festgelegte Maximalgrofle tiberschreitet.

4. Mit einem zusétzlichen Aggregationsschritt werden die gebildeten Blocke so rund
wie moglich gemacht. Hierbei werden Zellen zum aktuellen Block hinzugefiigt,
falls diese zwei oder mehr starke Verbindungen zu diesem besitzen. Auch dieser
Schritt wird bis zum Erreichen einer festgelegten Maximal-Blockgrole durchge-
fithrt.

5. Falls die GroBe des aktuellen Blocks kleiner als eine festgelegte Minimalgrofle ist,
gehe zu Schritt 2 bis zumindest diese Minimalgrofle erreicht ist.

Als Beispiel fiir den Vergroberungsalgorithmus werden in Abb. 4.3 die Rechennetze,
welche ein Quadrat kartesisch und polyedrisch diskret abbilden, auf dem feinsten und
den folgenden groberen Leveln dargestellt. Zu 16sen sei auf dem feinsten Rechennetz
eine reine Diffusionsgleichung.

Bei entsprechender Nummerierung der urspriinglichen Netzzellen wird durch den al-
gebraischen Vergrobergungsalgorithmus eine geometrische Vergroberung erreicht. Die
minimale Blockgréfie wurde auf vier, die maximale Blockgréfe auf acht Rechenzellen
festgelegt. Der implementierte algebraische Vergroberungsalgorithmus zeigt bei allge-
meiner Nummerierung der Netzzellen eine deutlich unregelméfligere Struktur der gebil-
deten Rechenzellen als bei quasi-geometrischer Vergroberung. Die minimale Blockgrofie
kann nicht immer eingehalten werden. Die Auswirkung dieser unregelmafligen Rechen-
zellen auf das Konvergenzverhalten des Losungsverfahrens wird in Kapitel 6.2.1.7 dis-
kutiert.

Restriktion, Prolongation, Zyklus und Relaxation

Nach der Festlegung der Vergroberungsstrategie, bleibt noch zu klaren, wie die
Grobgitter-Gleichungen aufgestellt werden konnen, wie die Losung von einem feinen
zu einem groben Netz durch die sog. Restriktion und wie umgekehrt die Losung von
einem groben zu einem feinen Netz durch die sog. Prolongation iibertragen werden
kann. Zuséatzlich fehlt noch die Festlegung eines Glattungs- oder Relaxationsverfahrens
auf den einzelnen Netzebenen.

Im Folgenden werden Groflen und Indizes, die sich auf die Feingitter-Zellen beziehen
klein, GroBen und Indizes, die sich auf Grobgitter-Zellen beziehen, grofl geschrieben.

Die Gleichung einer Feingitter-Zelle ¢ lautet:

Z aij¢j = bi, (4.52)

JEN;
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il

Abbildung 4.3: Vergroberungsalgorithmus fir verschiedene Vernetzungstopologien, links fiir
ein kartesisches, rechts fiir ein polyedrisches Rechennetz.

wobei sich die Summe iiber j auf alle Eintrédge N; der betreffenden Zeile i der betrach-
teten Koeffizientenmatrix bezieht.

Die Losung innerhalb einer Feingitterzelle ¢; wird mit Hilfe des Wertes des Grobgit-
terblockes ®;/;, welcher die Feingitterzelle ¢ enthélt, korrigiert:

bi = ¢i + Py (4.53)

Hiermit ist der Prolongationsoperator festgelegt.
Es wird nun gefordert, dass die korrigierte Summe der Feingitter-Residuen ¢ innerhalb
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eines Grobgitterblocks I verschwindet:

> 7 =0. (4.54)
iel
7; folgt mit G1.4.52: )

JEN;
Mit dieser Beziehung und GI. 4.53 folgt:

Fi=Ti— Y iy (4.56)

JEN;
Mit Hilfe von Gl.4.54 und einigen Umformungen folgt schlielich eine Beziehung fiir

die Grobgitter-Gleichung:
Z Z aijq,’)J/j = ZT’Z‘, (457)
i € 1jEN; i€l
wobei sich die erste und die letzte Summe auf alle Feingitterzellen ¢ innerhalb der Gro-
bitterzelle I erstrecken, die zweite Summe auf alle Eintrage j der jeweils betrachteten
Zeile i der Koeffizientenmatrix des Feingitter-Gleichungssystems.
Diese Beziehung wird in Analogie zu den Gleichungen des Feingitters umgeschrieben:

S A, = B (4.58)

JENT

Die Koeffizienten der Grobgitter-Gleichungen erhélt man mit G1.4.57 durch einfache
Summation von Feingitter-Koeffizienten, s. Abb. 4.4. Die rechte Seite enthélt die

Ajp=873+89; TN

Ago=a35+ay4+ag4+3y3 \3 7 Aj1=877+agg+ 79+
T OO
4 9
N 4
Ag1=8g7+8,g

Abbildung 4.4: Beispiel zur Bestimmung der Grobgitter-Koeffizienten bei einem zweidimen-
sionalen Feingitter mit zwei Grobgitterzellen.

Summe aller Feingitterresiduen innerhalb eines Grobitterblocks und legt den Restrik-
tionsoperator fest. Die Gleichungssysteme aller Level konnen nun bestimmt werden.

Zuletzt bleibt noch die Frage zu klaren, nach welchem Schema sich Feingitter-
und Grobgitter-Losungen abwechseln. Hierfiir stehen verschiedene Arten von Zyklen
zur Verfiigung wie der V-Zyklus, der W-Zyklus und der FMG-Zyklus, s. Abb. 4.5.
FMG steht hier fiir Full-Multigrid. Alle drei Typen wurden implementiert und kénnen
verwendet werden.
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Abbildung 4.5: Verschiedene Zyklus-Typen bei Verwendung eines Mehrgitterverfahrens

Auf allen Ebenen des verwendeten Zyklus werden einige Iterationsschritte zur Gldttung
der Losung der gebildeten Gleichungssysteme durchgefiihrt. Dazu wurde die schon
vorgestellte ILU(0) verwendet, s. Abschnitt 4.5.1.

Durch zahlreiche Testldufe konnte ermittelt werden, dass ein Abfall der Residuennorm
wahrend eines Restriktions- oder Prolongationsschrittes von einer Groflenordnung
fiir ein sehr schnelles Konvergenzverhalten fiir viele Problemstellungen ausreichend
ist. Allgemeine Regeln oder Aussagen zur Anzahl der zu verwendenden Iterationen
konnen hier jedoch nicht getroffen werden, denn die Anzahl der zu verwendenden
Glattungsschritte wahrend der Restriktions- oder Prolongationsphase kann je nach
Problemstellung stark variieren.

Mit den vorgangegangenen Abschnitten sind alle benotigten Bausteine fiir ein
einfaches Aggregations-basiertes algebraisches Mehrgitterverfahren definiert worden.
Es wurde effizient zur Losung der auftretenden Druckkorrekturgleichung, s. Abs.
4.6.1.1 bei groBen Problemstellungen angewendet.

4.5.3.2 Full Approximation Scheme (FAS)

Das Full Approximation Scheme (FAS) ist eine Mehrgitterstrategie zur Losung von
nichtlinearen Gleichungen oder gekoppelten Gleichungssystemen, s. BRANDT [23]
und BRIGGS [26]. Im Falle linearer Gleichungen reduziert es sich auf ein lineares
Mehrgitterverfahren. Zuséatzlich zu den Operatoren zur Restriktion, Prolongation und
Glattung muss noch ein geeignetes Schema zur nichtlinearen Glattung definiert werden.

PERIC [81] schlagt beispielsweise ein geometrisches FAS zur effizienten Loésung
des hydrodynamischen Grundsystems vor, die nichtlineare Glattung erfolgt hier durch
die duflere Iterationsschleife des SIMPLE-Algorithmus, s. Abs. 4.6.1. Ein dhnliches
Verfahren wird in dieser Arbeit zur Losung der Struktur-Impulsgleichungen verwendet
und im Folgenden kurz beschrieben.

Feingitterwerte werden im Folgenden wiederum klein geschrieben, Grobgitter-
werte grof3.
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Abbildung 4.6: Schematische Darstellung des Mehrgitterverfahrens zur Losung der Impuls-
gleichungen der Strukturmechnik bei Anwendung eines V-Zyklus und n Netzebenen. Die Im-
pulsgleichungen sind entkoppelt diskretisiert, die resultierenden Koeflizientenmatrizen sind
fiir alle Komponenten identisch. Durch Anwendung der dufleren Iterationen als Glatter wird
die Kopplung der Gleichungen auf jedem Level wieder hergestellt.

Fir die hier betrachteten Gleichungssysteme gilt:

a(p)p=b(d), (4.59)

wobei die Abhéngigkeit der Koeffizientenmatrix und der rechten Seite von ¢ der Uber-
sichtlichkeit halber in den folgenden Ableitungen nicht mehr explizit vermerkt wird.
Zunichst werden einige Glattungsschritte auf dem Feingitter durchgefiihrt und mit der
momentanen Losung ¢* und dem Feingitterresiduum r wird geschrieben:

ag =b+a'¢*—b " +r (4.60)
Diese Gleichung wird nun auf das Grobgitter tibertragen:
AP=B+A®-B+R=B+Q (4.61)

Die Grobgittergleichung entspricht somit der Feingittergleichung bis auf einen zusétz-
lichen Quellterm, der ein Maf} fiir den auf dem Feingitter verbleibenden langwelligen
Fehler darstellt.

Dieser zusétzliche Quellterm wird mit geeigneten Restriktionsvorschriften ermittelt.
Die Losungsgrofie ¢ wird im implementierten Verfahren nach der Vorschrift

Br= Y 6+ Vi ()], (162)
tiel

auf eine Grobgitterzelle I restringiert, wobei N; der Anzahl der Feingitterzellen ¢
entspricht, welche in der Grobgitterzelle I enthalten sind.
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Mit der restringierten Losungsgrofie ¢ werden die restlichen Terme A (®) und B(¢)
bestimmt.
Die Restriktion der Feingitterresiduen r erfolgt mit Gl. 4.54.

Der zusitzliche Quellterm der Grobgittergleichung bleibt wéihrend der nichtli-
nearen Glattungsschritte konstant.

Nach diesen Glattungsschritten wird mit der momentanen Grobgitterlosung &;
eine Korrektur bestimmt

) =& — Dy (4.63)
welche auf das Feingitter mit der Prolongationsvorschrift
(p;el = (I)/I + VI(I),I (Xjer — X1) - (4.64)

iibertragen wird. Die prolongierten Werten werden auf die Feingitterlosung aufgeschla-
gen.

Das Verfahren kann problemlos auf einen beliebigen Zyklus nach Abs. 4.5.3.1 erweitert
werden.

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Impulsgleichungen der Strukturmechanik
mit diesem geometrischen FAS gelost, wobei lediglich die Netzhierarchie mit Hilfe der
algebraischen Vergroberungstrategie nach 4.5.3.1 erfolgt.

Alle zur Diskretisierung bendtigten geometrischen Werte wie Zellmittelpunkte, FI&-
chennormalen und Flachenmittelpunkte und Verbindungsvektoren von Nachbarzellen
werden mit Hilfe der aggregierten Finite-Volumen-Zellen ermittelt.

Die Koeffizientenmatrizen enthalten in diesem speziellen Fall zwar konstante Werte
und es liegt kein nichtlineares Problem vor, die einzelnen Gleichungen wurden jedoch
derart diskretisiert, dass die Kopplung zwischen diesen lediglich durch die rechten
Seiten b der diskreten Impulsgleichungen hergestellt wird.

Die vorgestellte sequentielle Losungsmethode nach Abschnitt 4.6.2.1 versagt bei der
entkoppelten Diskretisierung der Impulsgleichungen bei vielen Simulationsaufgaben.
Mit Hilfe des FAS wird die Kopplung zwischen den Gleichungen mit Hilfe durch-
gefiihrter dufleren Iterationsschritte als Glattungsoperationen auf allen Netzebenen
wieder hergestellt. Die inneren Iterationsschritte werden mit Hilfe der vorgestellten
ILU(0) durchgefihrt.

Die Feingitterlosung und die Feingitterresiduen werden mit Hilfe von Gl. 4.62 auf
das Grobgitter restringiert und mit den restringierten Werte werden die Vektoren der
rechten Seiten b der Impulsgleichungen gebildet. Diese enthalten alle explizit nachge-
fithrten Korrekturen und alle Kopplungsterme. Die Koeffizientenmatrizen miissen nur
einmal zu Beginn der Losung fiir alle Level bestimmt werden. Das Verfahren ist im
Uberblick in Abb. 4.6 dargestellt.

Das Konvergenzverhalten wird mit diesem FAS deutlich verbessert, s. Abs. 6.2.1.7.

4.5.4 Anmerkungen zur Parallelisierung

Zur parallelen Simulation wird das Rechengebiet in Teilgebiete zerteilt. Ein einfaches
zweidimensionales Beispiel ist mit der resultierenden Koeffizientenmatrix bei der vor-
gestellten Diskretisierungstechnik in Abb. 4.7 schematisch dargestellt. Von Null ver-
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Abbildung 4.7: Einfaches zweidimensionales, partitioniertes Rechengebiet und Besetzungs-
struktur der zugehorige Koeffizientenmatrix bei der angewendeten Diskretisierungstechnik.
Grau hinterlegte Werte und Matrixeintrage werden in eigenen Datenfeldern gespeichert.

schiedene Matrixeintrige sind nur an den gekennzeichneten Positionen vorhanden. Im
Diskretisierungs- und Losungsprozess werden benotigte Werte an Gebietsgrenzen in
zusiatzlichen Feldern abgelegt. Die Matrixkoeffizienten, welche die einzelnen Gebiete
mit einander koppeln, werden analog wie im Feldinneren gebildet und ebenfalls in zu-
sétzlichen Feldern gespeichert.

Alle vorgestellten Losungsverfahren sind mit den folgenden Vereinfachungen nach
LILEK [67] effizient parallelisierbar:

e Beim Bilden der ILU- und der IC-Zerlegung werden lediglich die Diagonalkoeffi-
zienten der Koeffizientenmatrizen modifiziert. Diese Modifikationen werden lokal
auf den Teilgebieten durchgefithrt und die Kopplungskoeffizienten werden nicht
miteinbezogen.

e Die Vorkonditionierungsschritte und die inneren Iterationen werden ebenfalls le-
diglich lokal auf den Teilgebieten durchgefithrt. Nach jedem Vorkonditionierungs-
schritt oder nach jeder innerer Iteration werden die Losungsgrofien zwischen den
Teilgebieten ausgetauscht.

e In den Mehrgitterverfahren werden die Vergroberungen lokal in den Teilgebie-
ten vorgenommen. Die Kopplungskoeffizienten zwischen den Teilgebieten werden
auf allen Grobleveln gebildet und in zusétzlichen Feldern gespeichert. Auf allen
Leveln erfolgt nach jedem Relaxationsschritt ein Datenaustausch der aktuellen
Werte zwischen den Teilgebieten.

Die vorgestellten Losungsverfahren wurden in einer Programm-Bibliothek hinterlegt,
auf welche das modulare Simulationswerkzeug zugreifen kann. Alle Verfahren sind mit
Hilfe der MPI-Bibliothek, MPT [4], parallelisiert. Ferner sind alle Losungsverfahren fiir
einfache lineare Gleichungssysteme und fiir Blockgleichungssysteme anwendbar. Solche
Gleichungssysteme entstehen, wenn mehrere Erhaltungsgleichungen in einem Diskre-
tisierungsschritt zusammengefasst oder gekoppelt gelost werden. Es bietet sich zum
Beispiel an, das hydrodynamsiche Grundsystem gekoppelt zu 16sen, s. ZWART [112].
Eine Gegeniiberstellung der vorgestellten Losungsverfahren findet sich in Anhang D.
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4.6 Sequentielle Losungsverfahren

Bei den implementierten Losungsverfahren werden die die Problemstellungen beschrei-
benden diskretisierten Gleichungen nacheinander, bzw. sequentiell abgearbeitet. Alle
diskretisierten Gleichungen stellen fiir die hinterlegten iterativen Losungsverfahren
nun lineare und voneinander entkoppelte Gleichungssysteme dar, s. 4.5.

Um der Kopplung und der Nichtlinearitdt Rechnung zu tragen, sind diese linea-
ren Gleichungssysteme in eine &uflere Iterationsschleife eingebettet. Wahrend eines
auBeren Iterationsschrittes miissen die linearen Gleichungssysteme nicht sehr genau
gelost werden, da die momentan vorliegenden Gleichungssysteme nur eine Néherung
der untersuchten Problemstellung darstellen. Ferner werden einige Terme, wie nichtor-
thogonale Korrekturen, Skewness-Korrekturen oder nachgefithrte Korrekturterme fiir
die konvektiven Fliisse der Fluidgleichungen explizit mit Hilfe von Werten aus alten
Iterationsschritten berechnet und miissen deswegen ebenfalls aktualisiert werden, s.
Abschnitt 4.2.4 und 4.2.3.3.

Falls nach einer gewissen Anzahl von dufleren Iterationen alle gelosten Gleichungen
ein verniinftig gewahltes Konvergenzkriterium erfiillen ist die Losung erreicht, s. Kap.
4.5. Im Falle einer instationdren Rechnung wird dann der nachste Zeitschritt begonnen.

Ein grofler Vorteil dieser sequentiellen Losungsweise ist die einfache Erweiter-
barkeit auf unterschiedlichste Problemstellungen. Neu zu untersuchende Gleichungen
und damit neue physikalische Modelle kénnen einfach in die duflere Iterationsschleife
eingebunden werden, wodurch bei entsprechender Programmstruktur eine gute Mo-
dularisierbarkeit erreicht wird, s. Kap.5. Ein weiterer Vorteil ist, dass in der Regel nur
Speicher fiir eine Koeffizientenmatrix fiir alle linearen Gleichungssysteme bereitgestellt
werden muss.

Eine gekoppelte Losung des gesamten diskreten Gleichungssystems ist aus spei-
chertechnischen Griinden fiir praktische Problemstellungen heute noch nicht moglich
und auch nicht sinnvoll. Teile des Gleichungssystems, wie das hydrodynamische
Grundsystem, bestehend aus Impulsgleichungen und Massenerhaltung, gekoppelt zu
l6sen, ist bei entsprechender Diskretisierungstechnik und entsprechenden Gleichungs-
l6sern, s. Abschnitt 4.5 heute moglich, s. ZWART [112], und wird heutzutage in
kommerziellen Programmen wie ANSYS-CFX bereits erfolgreich angewendet.

Im Folgenden werden die hinterlegten sequentiellen Losungsverfahren fiir fluid-
und strukturmechanische Problemstellungen néaher beschrieben und bei deren
Anwendung auftretende Besonderheiten erlautert.

4.6.1 Stromungsmechanik

Mit Hilfe der vorgestellten Finite-Volumen-Diskretisierungstechnik erhalt man
fir jede Transportgleichung ein lineares Gleichungssystem. In den nichtlinearen
Impulserhaltungsgleichungen, den Turbulenzgleichungen und der Energiegleichung
wurden die Koeffizientenbeitrage des konvektiven Terms mit Hilfe des a priori unbe-
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kannten Geschwindigkeitsfeldes bestimmt. Nachgefiihrte Korrekturen werden fiir eine
explizite Behandlung auf im Quellterm berticksichtigt.

Dies erfordert einen iterativen Losungsalgorithmus notwendig, bei dem die Er-
haltungsgleichungen innerhalb einer nichtlinearen oder &ufleren Iterationsschleife
sequentiell gelost werden. Mit dem jeweils vorliegenden Geschwindigkeitsfeld werden
die konvektiven Anteile der Koeffizienten aktualisiert. Mit den aktuellen Losungsgro-
Ben werden auch die explizit nachgefiithrten Korrekturterme neu berechnet.

Die linearen Gleichungssysteme miissen deswegen fiir die aktuelle duflere Iterati-
on nicht sehr genau gelost werden, typischerweise gentigt ein Residuenabfall fiir die
betrachtete Losungsgréfie um eine Groflenordnung.

Bei einer instationdren Berechnung ist zusatzlich die &uflere Iterationsschleife in
eine Zeitschleife eingebettet, welche die Simulation in die einzelnen Zeitschritte
unterteilt. Die instationére Berechnung wird somit in einzelne stationare Teillosungen
aufgeteilt.

Um die voneinander abhangigen Gleichungen bei dieser sequentiellen Losung
miteinander zu koppeln und ein schnelles und robustes Konvergenzverhalten zu
gewinnen, wurden von PATANKAR [80] das SIMPLE-Verfahren (Semi-/mplict
Momentum for Pressure-Linked FEquations), hauptsiachlich zur Losung stationérer
Problemstellungen, und von ISSA [56] das PISO-Verfahren (Pressure Implicit with
Splittung of Operators) fiir instationdre Problemstellungen entwickelt. Beide wurden
im entwickelten Programmsystem hinterlegt und werden deswegen im Folgenden kurz
zur Bestimmung eines inkompressiblen Stromungsfeldes beschrieben. Eine Erweite-
rung auf beliebige Machzahl-Bereiche ist einfach moglich und wird beispielsweise in
DEMIRDZIC [30] vorgestellt.

4.6.1.1 SIMPLE-Algorithmus

Zu Beginn eines dufleren Iterationsschrittes werden die drei Impulsgleichungen geldst.
Man erhélt mit Hilfe des momentan vorliegenden Druckfeldes, zu Beginn der Simula-
tion mit Hilfe einer verniinftigen Schétzung des Drucks die neuen Geschwindigkeiten.
Mit diesem nun vorliegenden Geschwindigkeitsfeld und mit Hilfe der Massenerhaltung
wird dann ein neues Druckfeld bestimmt. Dies ist zundchst problematisch, da die
Massenerhaltung den Druck nicht enthélt. Weiterhin kann das aktuelle Geschwindig-
keitsfeld aufgrund des geschétzten Druckfeldes die Massenerhaltung nicht erfillen.

Ziel ist es nun, das vorliegende Druckfeld und das mit den Impulsgleichungen
ermittelte Geschwindigkeitsfeld so zu korrigieren, dass die Massenerhaltung erfillt
werden kann:
v=v*+Vv (4.65)
bzw.:
p=p"""+p. (4.66)

Der Exponent n kennzeichnet dabei den aktuellen Iterationsschritt. Die gestrichenen
Groflen sind die Korrekturwerte. v* ist das aus den Impulsgleichungen gewonnene Ge-
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schwindigkeitsfeld.
Formal wurden die Geschwindigkeiten am betrachteten Punkt P mit den diskretisierten
Impulsgleichungen berechnet:

b" -, AV AV

= — -l 4.67
v I FTALCA! (1,67
welche umgeschrieben werden in:
AV
v =" - ——V(p" ). (4.68)
Ap
Mit den korrigierten Werten aus G1.4.65 und G1.4.66 erhélt man:
AV
v =v" - ——V(p"). (4.69)
Ap

Der erste Term auf der rechten Seite wurde beibehalten, denn die Geschwindigkeiten
der Nachbarpunkte der aktuell betrachteten Zelle P werden nicht korrigiert.

Durch diese Vernachlassigung erhélt man durch Substraktion der G1.4.69 von G1.4.68
eine einfache Beziehung zwischen den Geschwindigkeits- und den Druckkorrekturen:

AV
vV =——=V({). (4.70)
Ap
Mit dieser Beziehung und mit Hilfe der inkompressiblen Massenerhaltung, s. Kap.2:
Vv =Vv'+ Vv =0 (4.71)
gewinnt man somit eine Gleichung fir die gesuchten Druckkorrekturen:
AV
VI=—=V{@)| =[Vv]y. (4.72)
A% P

Diese Poisson-Gleichung fiir die Druckkorrekturen an den Zellmittelpunkten P wird
mit einem Standardverfahren gelost, s. Abschnitt 4.5. Mit den Druckkorrekturwerten
werden die Geschwindigkeitskorrekturen aus G1.4.66 bestimmt und sowohl das Druck-
als auch das Geschwindigkeitsfeld korrigiert. Die Massenerhaltung ist nun erfiillt, die
Impulsgleichungen wegen ihrer Nichtlinearitat jedoch noch nicht. Somit erfolgt der
nachste auflere [terationsschritt.

Die oben erwidhnte Vernachlissigung der Geschwindigkeitskorrekturen der Nach-
barwerte, die zum benotigten Zeitpunkt noch nicht bekannt sind, ist das Charak-
teristikum des SIMPLE-Verfahrens. Stabile und schnelle Konvergenz ist bei dieser
Vorgehensweise nur durch starke Unterrelaxation der Druckkorrekturwerte und fiir
komplexe Problemstellungen auch der Geschwindigkeitskorrekturwerte zu erhalten, s.
SKODA [93]. Es wurden zahlreiche Versuche unternommen, diese Vernachlassigung
zu kompensieren. Zu erwahnen sind das SIMPLER-Verfahren nach PATANKAR [79]
und das SIMPLEC-Verfahren nach DOORMAL [100]. Bei praktischen Problemstel-
lungen wurden jedoch keine grundlegenden Verbesserungen im Konvergenzverhalten
gegeniiber dem urspriinglichen SIMPLE-Verfahren erreicht.

Ein sehr effizientes, sequentielles Verfahren stellt das PISO-Druckkorrekturverfahren
fiir instationare Berechnungen dar, welches im folgenden Abschnitt erlautert wird.
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4.6.1.2 PISO-Algorithmus

Das PISO-Druckkorrekturverfahren wurde von ISSA [56] fir die Simulation instatio-
néarer Problemstellungen entwickelt.

Das prinzipielle Vorgehen bei der Herleitung folgt dem des SIMPLE-Verfahrens, und
es werden Korrekturwerte fiir das Geschwindigkeitsfeld und das Druckfeld gesucht. Die
Korrekturen der Geschwindigkeiten der Nachbarwerte in 4.68 werden hier nicht mehr
vernachléssigt, und die korrigierten Impulsgleichungen lauten daher:

bt - A AV
Ay Ay

vt =

v(ph). (4.73)

Zieht man GI. 4.68 von Gl. 4.73 ab, erhélt man nun fiir die Geschwindigkeitskorrektu-
ren:

Ay, Ay

Diese Korrekturwerte werden nun nochmals korrigiert:

V(p'). (4.74)

Ay, Ay

V/ + Vl/ —

V(' +p"). (4.75)

Zieht man von dieser G1.4.75 G1.4.70 ab, erhélt man einen Ausdruck fiir die zweiten Ge-
schwindigkeitskorrekturen in Abhéngigkeit der ersten Korrekturwerte und der zweiten
Druckkorrekturen:
" S Av, AV
v = — _
Ap Ap
Da die Kontinuitatsgleichung nach dem ersten Korrekturschritt bereits erfiillt war und
mit der Forderung, dass diese auch nach der zweiten Korrektur erfiillt bleibt, lautet die
nun zu lésende Gleichung:

v(p"). (4.76)

Vv =0, (4.77)
welche mit G1.4.76 eine Poisson-Gleichung fiir die zweiten Druckkorrekturen liefert:
v & v<p~>] _ [7] | (478)
l Ap P Ap P

Es lassen sich analog zu obigem Vorgehen weitere Korrekturgleichungen herleiten.
Bei einem orthogonalen Rechengitter sind zwei Korrekturschritte innerhalb eines
Zeitschritts ausreichend, s. ISSA [56]. Nichtorthogonale Korrekturen, wie in Abschnitt
4.2.4 beschrieben, kénnen direkt in diese Korrekturschritte mit eingearbeitet werden.

Bei Einhaltung eines kleinen Zeitschritts, s. Kap. 4.7, sind bei diesem Verfahren
keine &ufleren Iterationsschritte notwendig, und das Verfahren ist fir diese Art
der Problemstellungen dem SIMPLE-Verfahren hinsichtlich des zu betreibenden
Rechenaufwandes deutlich iiberlegen.

Grundsatzlich konnten diese nachgezogenen Korrekturen auch in einem statio-
naren Simulationsprozess durchgefiihrt werden. Das Konvergenzverhalten konnte aber
bei den untersuchten komplexen Problemstellungen dadurch nicht verbessert werden.
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Dadurch, dass die Korrekturwerte der Nachbarpunkte in die Berechnung mit
einbezogen werden, miissen die Matrixkoeffizienten der Impulsgleichungen zuséatzlich
abgespeichert werden.

Der grofle Vorteil der sequentiellen Verfahren ist zum einen der niedrige Speicherbedarf,
da nur eine Koeffizientenmatrix, bzw. im PISO-Verfahren zwei gespeichert werden
muss, zum anderen, dass zusatzliche abzuarbeitende Gleichungen einfach hinzugefiigt
und mitgelost werden konnen.

4.6.1.3 Diskretisierung der Druckkorrekturgleichungen

Alle Gleichungen wurden an den Zellmittelpunkten diskretisiert. PATANKAR][79]
stellte jedoch fest, dass bei dieser nicht versetzten Variablenanordnung Geschwindig-
keiten und Druck von einander gekoppelt sind und unphysikalische Oszillationen in der
numerischen Losung auftreten konnen und es in den meisten Féllen iiberhaupt nicht
moglich ist, eine Losung zu generieren.

PATANKAR [79] schldgt zur Vermeidung dieser Oszillationen eine Variablenanord-
nung vor, bei der Geschwindigkeiten und Druck auf zueinander versetzten Rechen-
netzen gelost werden. Fiir konturangepasste und unstrukturierte Rechennetze ist dies
jedoch schwierig zu realisieren, und die Datenhaltung wird sehr kompliziert. Deswegen
wurde ein Korrekturterm nach RHIE[86] in die Diskretisierung miteinbezogen, der die
Kopplung der Gleichungen sicherstellt und durch den die Oszillationen vermieden wer-
den konnen.

Die Diskretisierung der Druckkorrekturgleichung geht von der korrigierten Massener-

haltungsgleichung aus:
> i+ iy = 0. (4.79)

Der erste Term enthélt die Korrekturmassenstrome, welche mit Gl. 4.65 fiir jede Zell-
flache f mit den Druckkorrekturen ausgedriickt werden:

Wy , AV (o
iy = pruy, pSy = _SfA—;,f <%>f (4.80)

Das Zellvolumen AV und die Zentralkoeffizienten der Impulsgleichungen A}, werden
dabei zentral an die betrachtete Zellfliche interpoliert.

Der zweite Term wird nun mit dem von RHIE [86] vorgeschlagenen Korrekturterm
und den Werten aus der alten Iteration diskretisiert:

2),-@)]
on s on ;

Dabei werden die verwendeten Druckgradienten nach PERIC [81] mit Hilfe von

paV
Ay

m* = pyus, Sy = py (u*SF +v*SY + w'S;) — (4.81)

<@> :( = (P~ —pP) (4.82)
f

on ry —Tp)ny

bzw. mit

\ _ (AV), <8_p> N
<8n>f (ry —rp)ng\0on f(N 2 (4.83)
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bestimmt.

Bei der Herleitung der Druckkorrekturgleichung werden die reziproken Zentral-
koeffizienten der Impulsgleichungen verwendet. Das ist nur aufgrund einer spezi-
ellen Diskretisierung der Wandrandbedingungen der Impulsgleichungen mit einem
Nachgezogenen-Korrektur-Ansatz nach PERIC [81] moglich, aus dessen Anwendung
identische Koeffizienten fiir alle drei Komponenten der Impulsgleichungen resultieren.
Die verwendeten Zentralkoeffizienten der Impulsgleichungen enthalten bei instatio-
naren Rechnungen den Reziprokwert des Zeitschrittes. Deswegen kann die verwendete
Diskretisierung nach RHIE [86] bei Simulationen mit sehr kleinem Zeitschritt zu
Instabilitdten fithren, da der Korrekturterm aus Gl. 4.81 seine Wirkung verliert.
Nach PERIC [81] treten derartige Probleme allerdings erst bei einer Courant-Zahl
Co < 0.01 auf und waren bei Simulationen im Rahmen dieser Arbeit nicht relevant.
Die Druckkorrekturgleichungen wurden derart diskretisiert, dass keine Abhéngigkeit
der Grofle des Korrekturterms aus Gl. 4.81 vom Unterrelaxationsfaktor a der Impuls-
gleichungen vorliegt, s. Abschnitt 4.7.2.

Sowohl der SIMPLE- als auch der PISO-Algorithmus koénnen direkt mit der
Losungsvariable p formuliert werden, s. JASAK [59]. Dadurch entsteht ein physi-
kalisch anschaulicheres Verfahren, welches keine kiinstlichen, zusatzlichen Grofien
wie die Druckkorrektur benotigt und dariiber hinaus hinsichtlich Stabilitdt und
Konvergenzeigenschaften der hier vorgestellten Druckkkorrekturvariante tiberlegen
sein kann, s. FIEREDER [37]. Die grundsitzlich auftretenden Probleme bei der
Druck-Geschwindigkeitskopplung bleiben erhalten und die daraus resultierenden
Diskretisierungstechniken miissen weiterhin angewendet werden.

Der sequentielle Losungsverlauf fiir den beschriebenenen SIMPLE-Algorithmus der
Fluid-Gleichungen ist in Abb. 4.8 dargestellt.
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Abbildung 4.8: Ablaufdiagramm des sequentiellen SIMPLE-Algorithmus.

4.6.2 Strukturmechanik
4.6.2.1 Einheitliche Formulierung und Implementierung

Die Gleichungen zur Simulation strukturmechanischer Problemstellungen werden se-
quentiell abgearbeitet. Die Impulsgleichungen der Strukturmechanik enthalten in der
CF, der LF und der TLF keine konvektiven Terme, so dass auf der linken Seite der Glei-
chungen nur der Zeitterm und der diffusive Term der jeweils betrachteten Verschiebung
auftreten. Alle anderen Terme, die durch Anwendung auf ein spezielles Materialgesetz
auftreten, werden explizit auf der rechten Seite der diskretisierten Gleichungen behan-
delt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde nur das Saint-Venant-Materialgesetz bzw. das
Hooke-Gesetz fiir elastische Verformungen angewendet.

Von JASAK [60] wurde bei Anwendung dieser Materialgesetze vorgeschlagen, als Dif-
fusionskoeffizienten I' = 2 + A zu verwenden, wodurch eine identische Koeffizien-
tenmatrix fiir alle drei Impulsgleichungen resultiert und das Konvergenzverhalten des
Verfahrens gegeniiber Verfahren mit anderer Diskretisierungstechnik stark verbessert
wird. Man spricht hier von einer Uberrelaxierung des Gleichungssystems.

Mit dieser Uberrelaxierung werden nun die Impulsgleichungen fiir die CF, die TLF und
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die ULF in inkrementeller Schreibweise formuliert:

2
/ W) vy [ (6symas = [ (pf)av (4.84)
av  Ot? ds av
bzw.:
9? (podu)
/d T /d . () nodSo =
T T
/d 0By + /d [T + (2 +0%) 6F  mgdsi, (4.85)
bzw.:
0* (pudu)
NI v » _
/dvu ot2 Vu dSa (032) 0, dS,

/d (00D dVi + /d (204 92,) 0F] | nds.. (456)

Fir das Inkrement des Spannungstensors > gilt mit der Anwendung des Materialge-
setzes fiir alle Formulierungen:

0% = 2udE + Atr (E) 1, (4.87)

wobei der Ausdruck des Dehnungs-Verzerrungs-Tensors E an die jeweilige Formulierung
angepasst werden muss. Unabhéangig von der Formulierung kann dieser Tensor in einen
linearen und einen nichtlinearen Anteil aufgespalten werden:

Ef = E;, + Ef (4.88)

nlin

wobei F fir die jeweils angewendete Formulierung steht. Der lineare Anteil ist in allen
Formulierungen identisch, nur der nichtlineare Anteil wird angepasst. Man erhalt nun
fiir das Inkrement des Spannungstensors:

nlin

0% = 26 By + At (6Eyn) 1+ 2u0EL,, + Mr (SEf,,) L (4.89)

Mit Gl. 4.89 und dem bereits erwihnten Vorschlag von JASAK [60] fiir eine Uberre-
laxierung erhalt man den fiir die Diskretisierung fertigen Ausdruck des Inkrements des
Spannungstensors:

03 = (2n+ A) Véu+
1 (Vouw)" — (i + \) Vou + Mtr (Vou) +
2u0EY,, + Mr (OB,

nlin nlin) ]:7 (490)
wobei nur der erste Term der rechten Seite implizit im Gleichungssystem verarbeitet
wird.

Fir die drei Impulsgleichungen ergibt sich deswegen fiir alle vorgestellten Formu-
lierungen eine einheitliche Diskretisierung, und nur die rechte Seite muss jeweils
bei der Diskretisierung speziell behandelt werden. Der implizite diffusive Term der
Impulsgleichungen wird mit einer nachgezogenen Korrektur fiir die diffusiven Fliisse
implementiert, s. 4.23.
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4.6.2.2 Inkrementelles Rechenverfahren

Die Impulsgleichungen wurden im vorhergehenden Abschnitt einheitlich formuliert und
konnen nach der durchgefithrten Diskretisierung nun iterativ gelost werden.

In einem instationaren, inkrementellen Verfahren miissen die Verschiebungs- und die
Spannungsinkremente zur Gesamtverschiebung und zur Gesamtspannung kumuliert
werden:

u=u’+u (4.91)

bzw.:

¥ = X%+ 6%, (4.92)

wobei o den verfiigharen Wert aus dem letzten, alten Zeitschritt bezeichnet.

Wird wahrend des Berechnungsvorgangs das Strukturnetz verformt, werden die Kno-
tenwerte der Verschiebungen bendtigt, und die an den Zellmittelpunkten ermittelten
Losungen miissen an die Netzknoten interpoliert werden, s. 4.6.3.2. Durch die Netz-
verformung wird eine neue Referenzkonfiguration generiert. Bei der ULF muss der
2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor in diese neue Referenzkonfiguration transformiert
werden:

1
DB

=1 FFEFT. (4.93)

Alle zur Diskretisierung benétigten geometrischen Groflen wie Zellvolumina, Zellfla-
chen, Zellzentren, Fliachenzentren und Fldchennormalen miissen ebenfalls neu berech-
net werden.

Der sequentielle Losungsverlauf fiir die Struktur-Gleichungen ist in Abb. 4.9 dargestellt.

4.6.2.3 Inkompressibles Materialverhalten

Unter Anwendung geeigneter Materialgesetze konnen mit dem Finite-Volumen-Modul
auch inkompressible Materialien untersucht werden, s. Kap. 3.4.2.

Da fiir Problemstellungen dieser Art der Druck als zuséitzliche unbekannte Grofie auf-
tritt, konnen analog zu den sequentiellen Verfahren fiir fluidmechanische Problemstel-
lungen nun auch Druck- bzw. Druckkkorrekturverfahren fiir die gekoppelten struktur-
mechanischen Problemstellungen angewendet werden, s. Abschnitt 4.6.1. Die Herlei-
tung verlauft analog, wenn man in den entsprechenden Gleichungen fiir die Masse-
nerhaltung und den aus dieser resultiernden Druck- bzw. Druckkorrekturgleichungen,
anstelle der Geschwindigkeiten v die Verschiebungen u verwendet.

Im Konvergenzverhalten und in der Stabilitat des Verfahrens treten dann die gleichen
Vorziige und Nachteile der Druckkorrekturverfahren auch fiir strukturmechanische Pro-
blemstellungen auf wie z. B. eine starke Unterrelaxation der Druckkorrekturen, s. Ab-
schnitt 4.7.1.

Ferner konnen die Erhaltungsgleichungen bei der Untersuchung dieses Materialver-
haltens in einfacher Weise gekoppelt diskretisiert und gelost werden, wie es flir die
fluidmechanischen Gleichungen von iiblich ist, s. z. B. ZWART [112].
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Abbildung 4.9: Sequentielle Losung der Strukturgleichungen.

4.6.2.4 Schwichen des sequentiellen Losungsverfahrens

Durch die Uberrelaxierung der Impulsgleichungen nach JASAK [60] wird fiir viele un-
terschiedliche Problemstellungen ein schnelles und stabiles Konvergenzverhalten erzielt.
Eine Unterrelaxation, wie sie in der Regel zur Losung der Fluidgleichungen angewen-
det werden muss, ist nur in wenigen Fallen notwendig, s. Kap. 6.2. Trotzdem wird
die sequentielle Methode fiir einige spezielle Problemstellungen sehr zeitaufwéindig und
damit ineffizient. Dieses Versagen tritt besonders auf bei Simulationen, bei welchen

e die stationare Berechnung

e cines kompressiblen Materials unter
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e linear-elastischen Verformungszusténden
e bei diinnwandigen oder langgestreckten Bauteilen

e unter Querbelastung

untersucht werden soll. Bei instationdren, inkompressiblen Problemstellungen oder
Problemstellungen mit geometrischen Nichtlinearitaten tritt dieses Verhalten in der
Regel nicht auf.

Griinde fiir dieses Versagen und Moglichkeiten mogliche Abhilfen werden in den
folgenden Abschnitten diskutiert.

Bei den sequentiellen Losungsverfahren werden grofie Teile der Erhaltungsglei-
chungen explizit aus der vorangegangenen Iteration berechnet und damit auf den
Quellterm der rechten Seite der zu losenden Gleichungen geschrieben. Unter Ver-
wendung des Hooke-Materialgesetzes lautet der Quellterm q der rechten Seite der
Impulsgleichungen:

q = (2u+ A\) Véu + pou’ — (u+ \) Véu + Atr (Véu) L. (4.94)

Die expliziten Korrekturterme fiir die Nichtorthogonalitdten treten erst in der fir die
Diskretisierung umgeformten Darstellung auf und stellen bei qualitativ guten Netzen
kein Problem dar, s. Abschnitt 4.2.4. Die Problemstellung tritt aber auch bei voll-
kommen orthogonalen Netzen auf, weswegen dieser Term in der folgenden Betrachtung
ausgeschlossen werden kann. Die anderen Terme werden im Folgenden diskutiert:

o \tr(Viu)l: Dieser Term beschreibt die Kompressibilitédt des Materials und kann
bei der dargestellten Problemstellung als vernachlassigbar klein angenommen
werden.

e —(u+ A\)Vou: Dieser Term kompensiert die implementierte Uberrelaxation und
dient in Kombination mit dieser der Beschleunigung des Losungsverhaltens, s.
JASAK [60].

e 1(Vou)T: Dieser Term, der den transponierten Gradienten der Verschiebungen
beinhaltet, verursacht die Problematik der implementierten sequentiellen Lo-
sungsstrategie, da die beiden vorangegangenen Terme keine Verschlechterung des
Losungsverhaltens bewirken konnen,

Wie eben gezeigt wurde, stellt der transponierte Gradient der Verschiebungen
einen limitierenden Faktor fiir die Effizienz des sequentiellen Losungsverfahrens dar.
Der Term ist - anders als der entsprechende Term im Schubspannungstensor der
Impulsgleichungen der Fluidmechanik - in vielen Problemstellungen sehr grofl und
eignet sich oft nicht zur expliziten Behandlung. Er enthélt wichtige koppelnde Terme
zwischen den Komponenten der Impulsgleichungen und miisste zur Verbesserung des
sequentiellen Losungsverfahrens implizit behandelt werden.

Bei der impliziten Diskretisierung dieses Terms entstiinden jedoch grofle Re-
chenmolekiile, in die nicht nur unmittelbare Nachbarn der betrachteten Rechenzelle,
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sondern auch Nachbarn der Nachbarzellen miteinbezogen werden miissten. Dadurch
stiege der Speicheraufwand zur Losung der strukturmechanischen Gleichung stark
an. Somit miissten die Diskretisierungstechniken stark angepasst, bzw. spezialisiert
werden, und zudem ware eine gekoppelte Losung mit daraus resultierendem erhéhtem
Speicheraufwand der Gleichungen notwendig.

Ein weiterer Ansatz, um eine bessere Kopplung zwischen den Impulsgleichungen
zu erreichen und damit das Losungsverfahren fiir diese Art der Problemstellungen
zu verbessern, bestiinde darin, die betrachteten Strukturen als inkompressibel zu
betrachten, s. 3.4.2. Wie in Abschnitt 4.6.2.3 gezeigt, konnte dann, &hnlich wie bei der
Losung der Fluidgleichungen und unter Anwendung eines geeigneten Materialgesetzes,
eine Druckkorrekturgleichung abgeleitet werden, die die Komponenten der Impulslgei-
chungen dann tiber den Druck koppelt und damit das Konvergenzverhalten verbessert.
Es wird hierbei allerdings ein Modellierungsfehler in Kauf genommen, welcher bei
vielen Problemstellungen nicht akzeptiert werden kann, s. BATHE [15].

Ein dritter Ansatz, um eine bessere Kopplung zwischen den Impulsgleichungen
zu erreichen und damit das Losungsverfahren fiir diese Art der Problemstellungen
zu verbessern, ware die Losung des Impulsgeichungssystems mit Hilfe eines FAS-
Mehrgitterverfahrens. Dieser Ansatz wurde im entwickelten Verfahren umgesetzt und
wurde eingehend was in Abs. 4.5.3.2 beschrieben.

4.6.3 Fluid-Struktur-Interaktion
4.6.3.1 Fluid-Struktur-Interface

Fiir eine physikalisch korrekte und stabile numerische Simulation ist ein konservativer
Datenaustausch am Fluid-Struktur-Interface zwingend notwendig. Einerseits miissen
vom Fluid-Gebiet die Spannungen und Driicke auf die angrenzenden Strukturen iiber-
tragen werden, andererseits die durch Verformung der Struktur neuen Berandungen
des Fluids vom Struktur- zum Fluidgebiet hin. Weiterhin erhalten die Fluidgebiete
die Geschwindigkeiten der angrenzenden, verformten Strukturgebiete als zuséatzliche
Randbedingungen. Fiir einen konservativen Datenaustausch gelten dann am Fluid-
Struktur-Interface I F die Beziehungen:

/So-FluidndSIF :/SO-StrukturndSIF (495)

bzw.:
VIF Fluid = VIF,Struktur- (496)

Dies wird einfach an topologisch passenden Interfaces erreicht, wo die Netzknoten
iibereinstimmen. Dies stellt bei einem polyedrischen Finite-Volumen-Verfahren keine
Einschrankung hinsichtlich dessen Flexibilitdat dar, da jedes Interface durch einen im-
plementierten Verschneidungsalgorithmus und das allgemeine Netzinterface, s. 4.8.1,
passend gemacht werden kann. Ein derartiges Interface ist fiir den ebenen Fall in
Abb. 4.10 unter Verwendung eines Finite-Volumen-Strukturmoduls dargestellt. Bei
FE-Strukturberechnungen werden die Verformungen der Strukturen an den Knoten



4.6. SEQUENTIELLE LOSUNGSVERFAHREN 65

Interface Struktur

Abbildung 4.10: Datenaustausch am Fluid-Struktur-Interface bei Finite-Volumen-
Strukturberechnung.

der Strukturnetze bestimmt. Deswegen miissen die Fluidkrifte in diesem Fall an die
Netzknoten interpoliert werden. Die Verformungen der Strukturen kénnen in diesem
Fall direkt ibergeben werden.

4.6.3.2 Netzverformung

Bei der Struktursimulation mit grofien Verformungen und der Modellierung mit Hil-
fe der FLF miissen die Strukturnetze verformt werden. Da Verschiebungen u an den
Zellmittelpunkten Z der finiten Volumina bestimmt werden, miissen diese in geeigne-
ter Weise an die Netzknoten N interpoliert werden. Eine einfache Bestimmung der
Knotenverschiebung iiber eine Volumen-gewichtete Mittelwertbildung aus den an den
betreffenden Knoten angrenzenden Zellwerten 7

Z. 7
o = 28 (av7u) (4.97)
> (AV?)
ist einfach zu implementieren und schnell in der Ausfiihrung, reicht aber fiir genaue
Simulationen mit grofien Deformationen nicht aus.
Deswegen werden im entwickelten Verfahren die Knoten-Verschiebungen mit Hilfe der
iiber die Abstande gewichteten umliegenden Zellwerte und den umliegenden Gradienten
bestimmt:

S ﬁ (uZ + VuZAx)
p— 1 .
i Tax]

U_N

(4.98)
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Der Berechnungsaufwand ist grofler als bei der Methode nach 4.97, die Simulationser-
gebnisse werden jedoch deutlich besser. TUKOVIC [98] geht sogar noch einen Schritt
weiter und bezieht die zweiten Ableitungen der Verschiebungen in die Berechnung mit
ein

N X ‘A—lx‘ (uZ + Vu?Ax + %AXTVVHZAX)

uV = . : (4.99)
i Tax]

wodurch der Rechenaufwand zur Netzverformung stark ansteigt, jedoch in den
erreichten Losungen keine Verbesserungen erzielt werden konnten.

Bei FSI-Simulationen miissen nicht nur die Strukturnetze, sondern auch die Netze
des Fluidgebiets verformt werden, wenn diese an eine verformte Struktur angrenzen.
Hierfiir wurden unterschiedliche Methoden implementiert, welche sich hinsichtlich
Genauigkeit, Schnelligkeit und Robustheit unterscheiden, sich prinzipiell in zwei
Klassen von Algorithmen unterteilen lassen und im folgenden Abschnitt ausfithrlich
beschrieben werden.

Differentielle Methoden

Bei den differentiellen Methoden zur Netzverformung werden die Verschiebungen der
Netzknoten innerhalb des Fluidgebiets mit Hilfe partieller Differentialgleichungen
ermittelt. Die Randbedingungen oder Randverschiebungen werden direkt aus der
Verformung des Strukturgebietes gewonnen.

Bei den Federanalogie-Modellen, s. z. B. BATINA [16], werden die Kanten der
Rechenzellen als Federn aufgefasst, die an den Netzknoten miteinander verbunden
sind. Vor der Netzverformung verschwinden alle Federkrifte. Bei Verschiebungen der
Berandungen werden die Federn dann gestreckt oder gestaucht um eine Linge Al, die
Federkrifte sind zu dieser Linge proportional. Uber die Formulierung des Kriftegleich-
gewichts an jedem inneren Netzknoten gewinnt man ein lineares Gleichungssystem
zur Bestimmung der Knotenverschiebungen. Fiir die Federn sind noch geeignete
Federkonstanten zu ermitteln. Die einfachste Methode ist, diese umgekehrt propor-
tional zur Kantenlinge zu setzen. Uber einen zusitzlichen Proportionalititsfaktor
kann die Federkonstante lokal angepasst werden, so dass zum Beispiel sehr feine Zel-
len in Wandnéhe weniger verformt werden als groe Zellen innerhalb des Rechennetzes.

Bei moderaten Verformungen liefern Methoden dieser Art gute Ergebnisse. Bei
groffen Verformungen und Verdrehungen koénnen extreme Scherungen der Netzzellen
auftreten. WUNDERER [110] schlagt deswegen die Einfithrung zusitzlicher Drehfe-
dern zwischen jeweils zwei Kanten vor, welche diesen Scherungen entgegenwirken. Das
Problem wird jedoch nichtlinear, der Aufwand zur Losung steigt stark an.

Bei den linear-elastischen Modellen wird das Rechennetz als linear-elastisches
Kontinuum aufgefasst. Eine Bewegung der Berandung bewirkt eine Deformation des
Kontinuums. Diese Deformation wird mit den linear-elastischen Lamé-Gleichungen fiir
isotrope Materialien berechnet:

pVVu+ (u+ A) Vvu’ = 0. (4.100)
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Eine Vereinfachung erhélt man, indem man A = 0 setzt. Dadurch unterbindet man die
Querkontraktion, erhélt aber immer noch eine hinreichende Beschreibung der Netzde-
formation, s. WICK [108]:

uV (u+u’) =o0. (4.101)

Diese Gleichung wird mit den Techniken aus Kap. 4 diskretisiert und mit einem Stan-
dardlosungsverfahren aus 4.5 iterativ gelost. Bei stark nichtorthogonalen Netzen kann
dies sehr aufwandig werden.

Die Losungsgrofien an den Zellmittelpunkten werden an die Netzknoten interpo-
liert, was bei stark inhomogenen Netzen problematisch sein kann. Bei homoge-
nen Netzen erhédlt man gute bis sehr gute Ergebnisse fiir die Netzdeformation, s.
WUNDERER [110]. Die Stéarke der Verformung kann lokal iiber p eingestellt wer-
den.

Algebraische Methoden

Die oben beschriebenen Methoden zur Netzdeformation wurden implementiert und
ausfiihrlich getestet. Die Losung der zuséatzlich auftretenden partiellen Differentialglei-
chung kann sehr zeitaufwandig werden. Aus diesem Grund wurde auch eine sehr ein-
fache algebraische Methode implementiert, welche eine direkte Berechnung der neuen
Positionen der inneren Netzknoten erméglicht. Hierfiir werden fiir jeden Netzknoten die
Distanz zum néchsten bewegten x;, und die Distanz zum néchsten fixierten Netzknoten
x; bestimmt und mit diesen Werten ein Wichtungsfaktor a bestimmt:

oo Xl (4.102)
%7 + [xs]

Die neue Position x,, des betrachteten inneren Netzknotens wird dann mit
X, = X, (4.103)

bestimmt, wobei x, den Verbindungsvektor von alter zu neuer Position des nachsten
bewegten Berandungsknoten darstellt.

Die neuen Positionen der Netzknoten konnen also direkt berechnet werden. Es miissen
jedoch die Distanzen |x,| und |x| effizient bestimmt werden. Hierzu wurde ein einfa-
cher Suchbaum, s. BENTLEY [17], verwendet. Diese Bestimmung muss nur einmal
pro berechneten Zeitschritt erfolgen, wodurch die Berechnung der Netzdeformation an
Schnelligkeit die differentiellen Methoden iibertrifft. Die in der Regel weniger gute Qua-
litat der deformierten Netze stellte fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefithrten
Simulationen kein Problem dar.

4.6.4 Sequentielles Losungsverfahren fiir Fluid-Struktur-
Interaktionen

Die sequentiellen Losungsverfahren fiir fluidmechanische und strukturmechanische Si-
mulationen kénnen einfach fiir die Fluid-Struktur-Interaktion miteinander kombiniert
werden. Je nachdem wie oft der Datenaustausch zwischen den Fluid- und den Struk-
turbereichen erfolgt, spricht man von einer schwachen oder starken Kopplung.
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Bei der schwachen Kopplung werden die Daten nur zum Ende des betrachteten Zeit-
schrittes ausgetauscht, anschlieBend Fluid- und Strukturnetze verformt, notwendige
Transformationen durchgefiithrt und der neue Zeitschritt begonnen.

Bei der starken Kopplung hingegen werden der Datenaustausch, die Netzverformung
und die Transformationen mehrere Male pro Zeitschritt durchgefiihrt. Dies geschieht so
lange, bis ein geeignetes Konvergenzkriterium fiir den Datenaustausch erreicht ist. Zum
Beispiel kann tiberpriift werden, ob sich die am Fluid-Struktur-Interface berechneten
Krafte nicht mehr andern.

4.7 Erhohung der Stabilitat

Zur Erhohung der Stabilitdt und zur Beschleunigung des Losungsverfahrens werden
zum einen Relaxationen, zum anderen Limitierungen der Losungsgrofien verwendet.
Diese Methoden bewéhren sich gerade bei praktischen Problemstellungen sehr, und oft
ist eine Losung erst mit ihrer Hilfe moglich.

4.7.1 Explizite Unterrelaxation

Bei der expliziten Unterrelaxation wird die neu erhaltene Losungsgrofe ¢, mit der Lo-
sung aus dem vorangegangenen Iterationsschritt ¢,,_; mit einem Unterrelaxationsfaktor
« gemischt:

Pn =g+ (1 —a)d,_1. (4.104)

Der Unterrelaxationsfaktor « ist zwischen 0.0 < o < 1.0 zu wahlen. Diese Unterrelaxa-
tion ist beim angewandten SIMPLE-Druckkorrekturverfahren fiir die neu berechneten
Druckkorrekturwerte zwingend notwendig. Auch die ermittelten Geschwindigkeitskor-
rekturen miissen im entwickelten Verfahren bei komplexen Problemstellungen so rela-
xiert werden.

Von ZWART [112] wird vorgeschlagen, auch die neu berechneten Gradienten zu unter-
relaxieren. Dies wurde im Verfahren ebenfalls implementiert, jedoch konnte hierdurch
keine Erhohung der Losungsstabilitat oder eine Beschleunigung des Verfahrens erhalten
werden.

4.7.2 Implizite Unterrelaxation

Die implizite Unterrelaxation wurde von PATANKAR [79] vorgeschlagen und greift
direkt in das betrachtete Gleichungssystem ein. Mit einem Unterrelaxationsfaktor a,
der zwischen 0.0 < a < 1.0 gewéhlt wird, erhoht man durch Division die Diagonaldo-
minanz des Gleichungssystems:

A A
S At = b (S8 - Ap) oy (4.105)

Bei Konvergenz des iterativen Losungsprozesses ist die Losungsgrofie ¢ zum Iterations-
schritt n gleich der LosungsgroBe ¢" ! zum vorhergegangenen Iterationsschritt n — 1,
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die neu hinzugefiigten Terme verschwinden, und man erhéalt das originidre Gleichungs-
system. Fiir die verwendeten iterativen Losungsverfahren spielt die Diagonaldominanz
eine wichtige Rolle, bzw. macht eine iterative Losung des Gleichungssystems erst mog-
lich.

Diese Art der Unterrelaxation wurde stets auf die Impulsgleichungen und die Turbu-
lenzgleichungen mit einem typischen Wert des Unterrelaxationsfaktors 0.2 < a < 0.5
angewendet. Die Druckkorrekturgleichungen und die Strukturgleichungen sind als reine
Diffusionsgleichungen diskretisiert, somit diagonaldominant und miissen nicht unterre-
laxiert werden.

4.7.3 Unterrelaxation Fluid-Struktur-Interface

Bei der Simulation von Fluid-Struktur-Interaktionen mit grofien Verformungen kann es
zu Instabilitdten des Verfahrens kommen. Diese Instabilitaten sind stark vom Dichte-
Verhéltnis zwischen Fluid und Struktur, Fluid-Viskositéat, Steifigkeit des Materials und
ZeitschrittgroBe abhiangig, s. TUKOVIC [98], WALL [105]. Durch Unterrelaxation
der von der Struktur an das Fluid iibergebenen Verschiebungen wird das Verfahren
auch fiir diese Problemstellungen stabilisiert. Hierzu werden in der Literatur verschie-
dene Varianten angegeben. All diesen Methoden ist gemeinsam, dass die Losung der
Struktur- und Fluid-Gleichungen in einer weiteren FSI-Schleife, hier mit Iterationszéh-
ler k symbolisiert, erfolgt, bis keine Anderung der iibertragenen Verschiebungen mehr
auftritt.

In der einfachsten Methode werden die zu tibertragenden Verschiebungen du* mit einem
konstanten Unterrelaxationsfaktor 0,0 < a <= 1,0 mit Hilfe von aktuellen Verschie-
bungen und Verschiebungen aus dem alten FSI-Iterationsschritt ibergeben:

ou;, = aduy + (1 — a)du;,_;. (4.106)

Bei der Methode nach Aitken, s. z. B. MOK [75], wird der Unterrelaxationsfaktor «
adaptiv aus alten Verschiebungswerten und den aktuellen Verschiebungen ermittelt:

wobei

(A(Suk,l — Aéuk) A(Suk

= Ye—1 + (Ye—1— 1 4.108
Vi = Yr-1 + (Yr-1 ) (Aduy_; — A(Suk)2 ( )
und die Beziehungen
Aduy, = duy_; — duy, (4.109)
und
Adug_; = duy_o, — 0ug_y (4.110)
gelten.

Die zweite Methode fand im Rahmen dieser Arbeit noch keine Anwendung, kann aber
eine deutliche Beschleunigung des Losungsverfahrens ermoglichen.
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4.7.4 Limitierungen

Innerhalb des iterativen Losungsverfahrens konnen die gesuchten Groflen unphysika-
lische Werte annehmen. Durch Limitierungen nach jedem aufleren Iterationsschritt
kann eine Destabilisierung des Verfahrens vermieden werden.

So wird verhindert, dass Driicke, Dichte und Temperatur wéhrend des Rech-
nungsverlaufs kleiner Null werden. Auch die turbulente kinetische Energie und die
Dissipation werden auf Null bzw. einen sehr kleinen Wert begrenzt. Die turbulente
Viskositédt wird je nach Problemstellungen auf ein Vielfaches der laminaren Viskositéat
begrenzt, wobei typischerweise als Grenze fip,, < 100044, gesetzt wurde. Hieraus
resultiert dann automatisch eine Begrenzung der turbulenten Dissipation nach oben.

4.8 Parallelisierung und Partitionierung

Durch die Partitionierung wird das Rechengebiet in einzelne Bereiche aufgeteilt. Die-
se Bereiche werden tiber sogenannte Interfaces miteinander verbunden. Die Interfaces
konnen innerhalb eines Rechenprozesses liegen, wie es beispielsweise héufig bei Bertick-
sichtigung von Periodizitaten vorkommt, konnen aber auch prozessiibergreifend eine
Verbindung zwischen Rechenbereichen herstellen. Die Topologie der Rechennetze an
den Schnittstellen kann unterschiedlich sein, weshalb in einem Vorbereitungsschritt die
aneinandergrenzenden Rechennetze verschnitten und damit passend gemacht werden
miissen.

4.8.1 Allgemeines Interface

Um einen konservativen Datenaustausch zu gewahrleisten und die Flexibilitdat des Ver-
fahrens zu gewéhrleisten, wurde im Rahmen dieser Arbeit ein Verschneidungsalgorith-
mus implementiert, der sowohl sehr schnell als auch robust ist und auch innerhalb
der Fluid- und Strukturgebiete als allgemeines nichtpassendes oder Non-Matching-
Interface verwendet werden kann. Das Verschneiden vollzieht sich dabei in den fol-
genden Schritten:

e Zunichst werden an den sich bertihrenden Oberflichen die beliebig polygonalen
Oberflichennetze extrahiert.

e Die extrahierten Oberflichennetze werden nun trianguliert.

e Ein Verschneidungs- Master wird festgelegt und das zugehorige Oberflichennetz
extrudiert. Die Extrusion erfolgt in Richtung der tiiber die angrenzenden Fla-
chenmafizahlen gewichteten Knoten-Normalvektoren. Die Extrusionslinge wird
als Teil der kleinsten Kantenlange des Master-Netzes bestimmt. Der Master stellt
somit wieder ein Volumennetz mit einer Zellschicht dar. Die extrudierten Volu-
menzellen sind Prismen mit Grundfliche eines Dreiecks und werden als Master-
Cells bezeichnet. Der Verschneidungspartner wird als Slave bezeichnet und wird
durch ein Oberflachennetz reprasentiert. Die Teilflichen des Slave werden als
Slave-Faces bezeichnet.
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e Fiir jede entstandene Zelle des extrudierten Master-Netzes werden zunéachst iiber
einfache Bounding-Box-Kriterien mogliche Verschneidungsnachbarn gesucht.

e Nun werden Verschneidungspunkte von Zellen des Master-Netzes, welche aus
extrudierten Dreiecksflachen bestehen, mit den Dreicksflichen des Oberflachen-
Slave-Netzes bestimmt. Dies geschieht in den folgenden Schritten:

— Liegt der Punkt eines Slave-Faces innerhalb oder auf der betrachteten
Master-Cell, ist dieser ein Verschneidungspunkt. Liegen alle Punkte eines
Slave-Faces innerhalb oder auf der Master-Cell, so ist die aktuelle Verschnei-
deoperation beendet.

— Sonst werden nun die Kanten des Slave-Faces mit den Seitenflachen der
Master-Cell verschnitten.

— Nun werden noch Verschneidungspunkte von Extrusion-Kanten der Master-
Cell mit dem betrachteten Slave-Face gesucht.

Durch die durchgefithrten Verschneideoperationen wurden Verschneidungspunkte
gefunden, welche die neuen Teilflichen des Verschneidungsnetzes bilden und als
Intersection-Faces bezeichnet werden. Ein Intersection-Face kann durch die Triangula-
tion der betrachteten Oberflichennetze aus minimal drei und maximal sechs Punkten
aufgebaut sein. Die Verschneidungspunkte miissen nach den Verschneideoperationen
noch in eine umlaufende Reihenfolge gebracht werden. Die mit den Verschneidungs-
punkten gebildeten Intersection-Faces sind in jedem Fall konvex.

Die Verschneideoperationen selbst bestehen aus elementaren Gerade-Ebene- und
Gerade-Gerade-Verschneideoperationen und Tests, ob Punkte innerhalb oder aufler-
halb der extrudierten Master-Cells liegen. Die zugehorigen notwendigen geometrischen
Genauigkeiten werden lokal fiir die einzelnen Verschneidungspartner tiber einen Teil
der kleinsten auftretenden Kantenldnge bestimmt.

Durch die der Verschneidung vorangegangene Triangulierung ist der Verschneidealgo-
rithmus nicht auf Verschneidungsnetze mit konvexen Elementen beschrankt.

Zu kleine Verschneidungsflichen, typischerweise kleiner als 0.1 Prozent des Fléchen-
inhalts des zugehorigen Master-Face, oder Verschneidungsflichen mit sehr hohen
Streckungsverhéaltnissen [, typischerweise [ > 1000, werden aussortiert.

Nach den Verschneideoperationen ist bekannt, welche Intersection-Faces zu welchem
Master-Face und zu welchem Slave-Face gehoren, und das Verschneidungsnetz konnte
idealerweise zuriick in die Volumennetze eingefiigt werden. Bei rdumlich gekriimmten
Verschneidungsnetzen wird dies aufgrund dreidimensionaler Effekte zunehmend
unmoglich, bzw. durch Vorbereitungsoperationen zu aufwéndig; dieser Schritt wird
deswegen nicht vorgenommen. Das Verfahren rechnet deswegen nur intern mit diesem
Verschneidungsnetz, welches als Grundlage der impliziten Diskretisierung iiber ein
Interface dient. Das urspriingliche Volumennetz bleibt erhalten. Hierdurch bleibt
das Verfahren sehr schnell, was gerade bei instationdren Rechnungen wichtig ist,
denn oftmals missen die Verschneidungsnetze der Non-Matching-Interfaces in jedem
Zeitschritt neu bestimmt werden.

Weiterhin ist anzumerken, dass sich bei dreidimensional gekriimmten Interfaces
die Flache des Verschneidungsnetzes betragsméifliig von den Oberflichennetzen des
Masters und des Slaves unterscheiden kann. Das bedeutet, dass ein urspriingliches
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Master- oder Slave-Face betragsméflig eine andere Flache besitzt als die Summe der
Flachen der zugehorigen Verschneidungs-Faces. Hierdurch wére keine geschlossene
Finite-Volumen-Zelle mehr vorhanden und die konservative Diskretisierung eines
Oberflachenintegrals ist nicht mehr moglich. Aus diesem Grund werden die Fléchen-
inhalte der Intersection-Faces skaliert. Nun besteht aber das Problem, dass Master
und Slave flichenméfliig unterschiedlich grofie Verschneidungsnetze sehen und die
berechneten Massenstrome iiber das allgemeine Interface unterschiedlich wiirden und
hierdurch wiederum die Konservativitat des Verfahrens verletzt wiirde. Deswegen
werden die Massenstrome nur vom Master berechnet und dem Slave zur Verfiigung
gestellt, wodurch dann auch Massenkonservativitat gewéhrleistet ist.

Durch das allgemeine nichtpassende Interface wird dem Losungsverfahren ein
passendes Interface suggeriert, und die Diskretisierungsverfahren andern sich tber
diese Interfaces nicht. Die Diskretisierung bleibt voll implizit.

4.8.2 Partitionierung und Parallelisierung

Ein grofler Nachteil des alten blockstrukturierten Verfahrens ns3d war, dass es
bei einer stark inhomogenen Grofle der einzelnen Rechenblécke und der Verteilung
dieser auf einzelne Rechenprozesse kaum moglich war, eine hohe und damit effiziente
Auslastung dieser Prozesse zu erreichen. Dieser Nachteil entfallt bei dem vorgestellten
Verfahren fast vollstandig, da das betrachtete Rechengebiet nun von der frei zur
Verfiigung stehenden Software-Bibliothek METIS optimal aufgeteilt, bzw. partioniert
wird. Lediglich Struktur- und Fluidgebiete und stehende sowie rotierende Bereiche
miissen im implementierten Verfahren noch auf unterschiedlichen Prozessen behandelt
werden.

Die durch diese Partitionierung gebildeten Blocke des Rechengebiets miissen auf Daten
der angrenzenden Rechenzellen in Nachbarblocken zugreifen koénnen. Diese Daten
werden in sog. Shadow-Zellen gespeichert. Durch das implementierte allgemeine Netz-
Interface konnte die hinterlegte Datenstruktur im Vergleich zum Vorgangerverfahren
wesentlich vereinfacht werden.

Der Datentransfer iiber ein Interface zwischen zwei unterschiedlichen Prozessen wird
durch die frei verflighare Software-Bibliothek MPI realisiert.

4.8.3 Periodizitaten

Periodische Interfaces unterscheiden sich hinsichtlich der Datenhaltung nicht von ge-
wohnlichen Interfaces. Sie konnen passend und nichtpassend sein und werden in trans-
latorische und rotatorische Periodizitaten unterteilt.

Bei translatorischen Interfaces erfolgt keine Modifikation der auszutauschenden Daten.
Lediglich beim Datenaustausch iiber rotationsperiodische Interfaces muss beachtet wer-
den, dass skalare Groflen ¢ zwar ohne Modifikation punktweise iibergeben werden kon-
nen, vektorielle Groflen ¢ und tensorielle Gréflen @ jedoch mit einer Drehmatrix D
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modifiziert werden miussen:

on = ¢ (4.111)
¢n = Do (4.112)
&y = D®D L (4.113)

Rotationsperiodische Interfaces sind im implementierten Verfahren auf Rotationen um
die z-Achse beschrankt, und die Drehmatrix lautet fiir eine Periodizitat mit dem Winkel
v deswegen:
cosy —siny ()
D = [ siny cosy 0 (4.114)
0 0 1

Eine Erweiterung fiir Periodizitaten um eine allgemeine Rotationsachse ist einfach mog-

lich, s. HERMANN [50].



74

KAPITEL 4. NUMERISCHE VERFAHREN



75

Kapitel 5

Verfahrensentwicklung

Das vorgestellte Verfahren stellt eine grundlegende Neuentwicklung dar, welche auf
den Erfahrungen der Verfahrensentwicklung von SKODA [93], EINZINGER [34]
und BOGNER [20] aufbaut, die sinnvollen Kernideen konsequent wiederverwendet
bzw. erweitert sowie einen einfachen neuen, modularen Ansatz zur Losung kontinu-
umsmechanischer Problemstellungen aufzeigt und anwendet.

Das physikalische und mathematische Modell, die angewendeten Diskretisierungs-
techniken und die Losungmethoden wurden in den bisherigen Kapiteln ausfithrlich
beschrieben. In diesem Kapitel werden auftretende Problemstellungen und Zielsetzun-
gen beim Softwareentwurf fiir ein anwendbares Programmpaket diskutiert und die
reale Umsetzung des Programmkonzepts vorgestellt.

5.1 Anforderungen an das Simulationswerkzeug

Nach BOGNER [20] ergeben sich fiir ein Simulationswerkzeug sowohl im universitdren
als auch im industriellen Umfeld drei wesentliche Anwenderrollen:

e die des Simulationsingenieurs,
e die des Forschers und

e die des Programmierers.

Der Letztgenannte ist zwar kein Anwender im herkémmlichen Sinne, stellt aber eben-
falls Anforderungen an die Software. Diesen Sachverhalt veranschaulicht auch die fol-
gende Abb. 5.1.

Der Simulationsingenieur ist primar an den hinterlegten physikalischen Modellen,
der Programmstabilitdt und Geschwindigkeit interessiert. Fir den Programmierer
hingegen stehen die Erweiterbarkeit und Wartbarkeit des Programmcodes im Vor-
dergrund. Der Forscher muss gleichzeitig neue Modelle entwickeln, implementieren,
validieren sowie anwenden und stellt also eine Mischung aus den beiden vorher
genannten Anwendergruppen dar. Dieser Sachverhalt wird von BOGNER [20] in



Simulations-
werkzeug

Abbildung 5.1: Anwenderrollen bei Simulationsaufgaben.

der folgenden Abb. 5.2 veranschaulicht. Sie besagt auch, dass die Abgrenzung dieser
Anwendergruppen oft nicht strikt moglich ist.

Ebenfalls wird anhand dieser Graphik die Moglichkeit erkannt, dass Angehorige
einer Gruppe durch Rollentausch ganz neue Anforderungen an die Software stellen
konnen. Dieser Sachverhalt ist typisch fiir den Forscher, welcher oftmals nach der
Modelldefinition ein Modell implementieren, validieren und anwenden muss bzw. fiir
andere Forscher oder Anwender anwendbar machen muss.

Forscher
Modellimplementierung
Entwickler
Modellvalidierung
Anwender y Modellauslieferung

Abbildung 5.2: Rollentausch bei Anwendung des Simulationswerkzeugs.

Die Anwendergruppen stehen somit in einem stdndigen Kommunikations- und
Interaktionsprozess. Das Simulationswerkzeug muss stdndig angepasst oder erweitert



werden.

Die Anforderungen an ein verwendetes, numerisches Simulationswerkzeug kon-
nen somit nur durch einen nichtstarren und hochdynamischen Software-Entwurf und
eine ebenso flexible Software-Umsetzung befriedigt werden. Die Ziele fiir die Entwick-
lung eines derartigen, neuen Simulationswerkzeuges kénnen vor dem Hintergrund der
bisherigen Ausfiihrungen nun klar definiert werden.

5.2 Entwicklungsziele solver3d

Die Implementierung und programmiertechnische Umsetzung eines numerischen Simu-
lationswerkzeugs stellt einen enormen programmiertechnischen und -organisatorischen
Aufwand dar. Eine anwendbare und leistungsfihige Software kann somit nur entstehen,
wenn Anforderungen und Ziele fiir das numerische Simulationswerkzeug klar definiert
werden:

e Allen anderen Zielen tibergeordnet muss das neue Verfahren physikalisch korrekte
und sinnvolle Ergebnisse liefern.

e Das Verfahren muss fiir neue Problemstellungen wiederverwendbar sein, deswegen
muss das Verfahrens einfach und effizient erweiterbar und wartbar sein.

e Die einfache und effiziente Erweiterbarkeit und Wartbarkeit setzt eine hohe Mo-
dularitdt des Verfahrens voraus. Die einzelnen Module miissen in einfacher Weise
unabhangig voneinander getestet und angewendet werden kénnen.

e Durch diese hohe Modularitat des Verfahrens kann dann sichergestellt werden,
dass einzelne Module schnell ausgetauscht, angepasst oder erweitert werden kon-
nen. Durch diesen Punkt wird eine schnelle Adaption des Verfahrens an neue Pro-
blemstellungen erreicht, wodurch ein schnelles Experimentieren jederzeit moglich
ist.

e Das Verfahren sollte einfach im Kontext mit anderen bestehenden Programm-
systemen verwendet werden kénnen. Hierzu ist es notwendig, Schnittstellen an
verfiighare Netzgeneratoren sowie an Programme zum Pre- und Postprocessing
oder andere Simulationsverfahren bereitzustellen. Nur dadurch konnen Ergebnis-
se eines Simulationswerkzeugs einfach und mit notwendiger Sicherheit verglichen,
verifiziert und validiert werden.

Fir physikalisch korrekte und sinnvolle Ergebnisse ist ein mathematisch korrektes und
sinnvolles Modell notwendig. Die im Simulationswerkzeug umgesetzte Numerik zur
Beschreibung dieser Modelle muss konsistent und genau sein. Dass das hier vorgestellte
Verfahren physikalisch sinnvolle Ergebnisse liefern kann, wird in Kap. 6 gezeigt. Eine
wesentliche Verbesserung zu den Vorgangerverfahren wurde durch die tiberarbeitete
Diskretisierungstechnik von Zeit-, Konvektions- und Diffusionstermen erreicht.



Das Programm ist einfach wartbar aufgrund seiner iibersichtlichen und klar ge-
gliederten Programmstruktur. Uberfliissige oder veraltete Routinen aus den Vorgin-
gerverfahren wurden entfernt.

Die hohe Modularitit des Verfahrens wird priméar erreicht durch die konsequen-
te Anwendung der Programmiersprache C++. Mit dieser Programmiersprache ist es
moglich, hochste Komplexitat zu beherrschen, indem man klar hierarchisch gliedert
und organisiert, s. STROUSTRUP [96]. Die Vorgingerverfahren sind noch in
origindrem C' programmiert und verwenden noch kaum hohere Datenstrukturen.
Hierdurch wurde die Software zunehmend uniibersichtlich und nur mit enormem
zeitlichem Aufwand wartbar.

Das vorliegende Verfahren ist einfach anpassbar. Es verwendet konsequent ob-
jektorientierte Elemente wie Namensbereiche, Strukturen und Klassen, wodurch
das Verfahren iibersichtlich strukturiert wird. Weiterhin ist das Verfahren unterteilt
in verschiedene Bibliotheken, die effizient miteinander interagieren. So existieren
beispielsweise Bibliotheken zur Losung linearer Gleichungssysteme, s. Kap. 4.5, oder
zur geometrischen Bearbeitung von Rechennetzen, s. Kap. 4.8.1, welche auch in einem
anderen Kontext als mit dem Losungsverfahren solver3d verwendet werden konnen.

Eine einfache Verwendbarkeit im Kontext mit anderen Programmsystemen wird
durch die Verwendung von offenen Dateitypen erreicht. Ferner ist es einfach moglich,
Eingabedateien fiir eine Simulation in unterschiedlichste Dateitypen zu konvertieren,
um z. B. Vergleichsrechnungen mit dem Simulationsprogramm ANSYS [2] oder
OPENFOAM [6] zu ermoglichen.

5.3 Komponenten numerischer Anwendungen

BOGNER [20] adaptiert in seinem Entwurf fiir sein numerisches Werkzeug das
Schichtenmodell von ACOSTA [7]. Dieses Schichtenmodell fiir numerische Software
ist dhnlich einem FKEisberg aufgebaut, welcher zum grofiten Teil unter der Wassero-
berflache liegt, s. Abb. 5.3. Nur die sichtbare Spitze ist fiir den CFD-Anwender zu sehen.

Die unterste Schicht des ACOSTA [7]-Modells bildet die Kommunikations-Schicht,
welche die funktionalen Komponenten zur Parallelisierung und zur Datenstruktur
enthélt.

Die dariiberliegende Algebra-Schicht enthdlt Algorithmen zur Diskretisierung
von Gleichungen. Kenntnisse tiber Programmierungs-Details der darunterliegenden
Kommunikationsschicht sind fiir die Algebra-Schicht nicht notwendig, es werden
lediglich geeignete Schnittstellen der Kommunikationsschicht verwendet.

Nun folgt tber dieser Algebra-Schicht die Ldser-Schicht (Solver), welche Lo-
sungsalgorithmen fiir die diskreten Gleichungssysteme enthélt. Diese Loser-Schicht
arbeitet wiederum ohne Kenntnisse der Algebra-Schicht und die Loser-Schicht greift
iiber bereitgestellte Schnittstellen der Algebra-Schicht auf selbige zu.



Die oberste Benutzer-Schicht (User) stellt lediglich die zum User offenen Schnittstel-
len zur Ansteuerung der Software zur Verfiigung. Sie ist nach auflen sichtbar und
repréasentiert die numerische Software als Ganzes.

User

/ Solver \
Algebra \
/ Communication

Abbildung 5.3: Schichtenmodell nach Acosta.

Das ACOSTA [7]-Modell ist in seiner Grundform stark hierarchisch aufgebaut,
und die Interaktion zwischen den Schichten kann nur in vertikaler Richtung erfolgen.
Dieses grundlegende Prinzip ist sowohl im Entwurf des CFD-Tools von BOGNER, [20]
als auch im hier vorgestellten Verfahren abgebildet. BOGNER [20] kritisiert aber am
origindren Schichtenmodell, dass keine horizontalen Schnittstellen fiir die funktionalen
Komponenten existieren, wodurch eine bessere Interaktion zwischen Benutzer und
Software moglich ware und die Nutzbarkeit des Werkzeugs erheblich erweitert wiirde.
Fiir das neu entwickelte Verfahren solver3d wurde nach BOGNER [20] eine Anpas-
sung des ACOSTA [7]-Modell vorgenommen.

Die oberste Schicht bildet die Anwenderschicht und bietet fiir den Standardnut-
zer Ansteuerungsmoglichkeiten fiir das Verfahren solver3d. Der Anwender konfiguriert
lediglich tiber Parameterdateien das Verfahren fiir seine jeweilige Problemstellung. Er
benoétigt keine tiefer gehenden Kenntnisse tiber die zugrunde liegende physikalische
und numerische Modellierung.

Darauf folgt die Schicht des Modellierungsexperten. Dieser stellt sich bei der
Anwendung des Verfahrens neue Konfigurationen zusammen oder setzt neue physikali-
sche Modelle in Numerik um. Er benotigt keine Kenntnisse tiber die zugrundeliegenden
Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme oder diskrete Geometriebearbeitung
oder die zugrundeliegenden Datenstruktur.

Uber diese Kenntnisse verfiigt der Numerikezperte, welcher die Module zur Lo-
sung linearer Gleichungssysteme oder zur diskreten Geometriebearbeitung anpasst,
erweitert oder verbessert.



Die darunter liegende Schicht ist fir den Programmierexperten bestimmt, wel-
cher neue externe Module einbindet oder anpasst. Er benotigt keinerlei Kenntnisse
iiber die dariiberliegenden Schichten oder die spédtere Anwendung.

Durch diese vier Schichten ergibt sich auch die Grobunterteilung des neu entwi-
ckelten numerischen Verfahrens. Die obersten beiden Schichten werden durch den
Kerncode des solver3d gebildet, welcher als reines Anwendungsobjekt fungieren oder
eben durch den Modellierungsexperten angepasst und erweitert werden kann.

Die dritte Schicht wird représentiert durch entwickelte Bibliotheken zur Losung
linearer Gleichungssysteme und zur Bearbeitung von Geometrie und Rechennetzen.
Die unterste Schicht beinhaltet alle externen eingebundenen Bibliotheken wie die
Partitionierungs-Software METIS [1] oder die Parallelisierungs-Software MPI [4], s.
Kap 4.8.

Dieses neue und fiir das entwickelte Verfahren angepasste Schichtenmodell ist in Abb.
5.4 dargestellt.

Anwender / /\ Programm solver3d
Modellierer Gleichungs-Objekte
Diskretisierungs-Objekte
D e

Programmierer

Numeriker U / \ Linearer Loser
Geometrie-Bearbeitung
; / / MPI

METIS

Entwickler Baustein

Abbildung 5.4: Das fiir das neue Verfahren angepasste Acosta-Schichtenmodell.

Man erkennt an den obigen Ausfithrungen, dass eine strikte Trennung der An-
wendergruppen, wie von BOGNER [20] vorgeschlagen, nicht immer moglich ist.
Gerade zwischen den ersten beiden Schichten muss oftmals durch neue Anforderungen
an die Software eine starke Interaktion erfolgen konnen. Die beiden untersten Schichten
sind in der Regel jedoch fiir die Anwender der oberen beiden Schichten nur in sehr
seltenen Féllen von Interesse.

Eine wesentliche Grundlage zur Modellierung komplexer Mehrfeldprobleme ist
eine hohe Flexibilitdt des Verfahrens. Diese Flexibilitdt wird durch die Definition von
Konfigurationen erreicht, deren Grundkonzept und Aufbau im Folgenden beschrieben
werden.



5.4 Flexibilitdt durch Konfigurationen

Eine hohe Machtigkeit erreicht das neue Verfahren durch die Ermoglichung der Zu-
sammenstellung von Konfigurationen. Durch diese Konfigurationen ist das Verfahren
sehr einfach auf unterschiedlichste Problemstellungen anpassbar und erweiterbar und
erreicht damit die angestrebte hohe Flexibilitat.

Die Konfigurationen werden somit individuell gestaltet. Festgesetzt wird ledig-
lich, dass die Losung innerhalb einer Zeitschleife geschieht, welche wiederum eine
auflere Iterationsschleife umschliefit, s. Kap. 4.6. Innerhalb der dufleren Iterationsschlei-
fe konnen dann z. B. die Nichtlinearitdten einer Problemstellung oder nachgezogene
Korrekturen, s. Kap. Kap. 4, berticksichtigt werden. Durch diese Festsetzung des
Losungsablaufs entstehen keinerlei Einschriankungen hinsichtlich zu behandelnder
Problemstellungen.

Die Konfiguration wird in einer Initialisierungsphase des Programms festgelegt.
Zunéchst wird die Netzdatei geladen. Es folgt die Randbedingungsdatei, welche
zusétzlich zu den sperzifizierten Randbedingungen die Informationen enthéilt, zu
welcher Domain das betreffende Rechennetz gehort. Aulerdem wird in dieser Datei
die Kinematik des Rechengebietes festgelegt. Eine Domain konnte z. B. einen zu-
sammengehorigen Struktur- oder Fluidbereich darstellen. Durch das Einlesen einer
Parameterdatei pro Domain wird dann festgelegt, welche Gleichungen in diesem
Rechengebiet gelost werden sollen.

Mit Hilfe dieser Informationen tber die zu losenden Gleichungen wird nun der
pro Domain definierte Equationpool befiillt. Dieser Pool stellt einen einfachen Contai-
ner dar, welcher im Wesentlichen einen std :: vector < equationBasex > enthélt, s. z.
B. STROUSTRUP [96].

Die equation Basex reprasentiert dabei ein Objekt einer Basisklasse fiir alle wahrend
der Losung durchzufithrenden Operationen bzw. zu losenden Gleichungen. Diese
Basisklasse enthélt rein virtuelle Funktionen fiir

o die Initialisierung, welche fiir die Gleichung spezifische Parameter festsetzt,

e das Preprocessing, welches jeweils zu Beginn eines Zeitschritts aufgerufen wird,
e das Ldsen, welches innerhalb der &ufleren Iterationsschleife aufgerufen wird,

e das Postprocessing, welches jeweils zum Ende eines Zeitschritts aufgerufen wird,

e den Output, mit dem der aktuelle Losungsstand der Gleichung angezeigt wird
und

e den State, mit dem der Status der Gleichung abgefragt und mit dessen Hilfe
entschieden wird, ob der Iterationsprozess abgebrochen oder fortgesetzt werden
Muss.

In der Initialisierung eines Gleichungs-Objektes werden beispielsweise Unterrelaxati-
onsfaktoren fiir die betreffende Losungsgrofie gelesen und gesetzt.



Ein konkretes Beispiel fiir die Verwendung fiir das Preprocessing einer Gleichung
zu Beginn eines Zeitschritts ist die Akkumulation des Verschiebungsvektors und des
Spannungstensors im Falle der Strukturgleichungen bei einer inkrementellen Losung,
s. Abschnitt 4.6.

Im Schritt Lésen erfolgt das eigentliche Update der betrachteten Losungsvaria-
ble.

Ein konkretes Beispiel fiir das Postprocessing einer Gleichung am Ende eines
Zeitschritts ist die Berechnung des aktuellen Spannungstensorinkrements im Falle der
Strukturgleichungen, welches wahrend der inkrementellen Losung nicht benotigt wird.

Diese virtuellen Funktionen werden in den abgeleiteten konkreten Gleichungs-
Objekten - falls benottigt - ausimplementiert, und der FEquationpool stellt zentrale
Abarbeitungsroutinen fiir diese Funktionalititen zur Verfliigung. Der Losungsablauf
mit Hilfe der vorgestellten Programmstrukturen wird in Abb. 5.5 dargestellt.

5.4.1 Gleichungs-Objekte

Die Gleichungs-Objekte stellen die zentralen Operationsbausteine des Losungsverfah-
rens dar und existieren in unterschiedlichen Auspragungen, welche jedoch alle von einer
gemeinsamen Basisklasse equationBase abgeleitet werden. Durch diese Basisklasse
werden zentrale Zugriffspunkte und Schnittstellen bereitsgestellt. Gleichungs-Objekte
werden einer Domain zugeordnet. Eine Domain beschreibt ein Kontinuum einer physi-
kalischen Ausprigung. Beispielsweise unterscheidet man Fluid- und Struktur-Domain.
Fluid-spezifische Gleichungen koénnen natiirlich nur der Fluid-Domain und dem
zugehorigen Equationpool zugeordnet werden. Gleiches gilt fiir Struktur-spezifische
Gleichungen.

Im Folgenden werden vier unterschiedliche Beispiele fiir Gleichungstypen néher
beschrieben, durch welche eine sehr universelle Anwendbarkeit des Verfahrens er-
moglicht wird. Eine weiterreichende, sinnvolle und mogliche Ableitungshierarchie der
Gleichungs-Objekte ist in Abb. 5.6 dargestellt.

Durch ein Objekt der Gleichungs-Klasse FquationOfState wird eine Zustandsgleichung
reprasentiert. Dieses einfache Gleichungs-Objekt enthélt in der Losungsfunktion
die Ausimplementierung des angewendeten Zustandsgesetzes, z. B. des allgemeinen
Gasgesetzes, s. Anhang A. Als zusitzlicher Parameter wird ein expliziter Unterrelaxa-
tionsfaktor zur Verfiigung gestellt, welcher in der Parameterdatei festgelegt wird, und
den Losungsprozess bei komplexen Problemstellungen stabilisiert.

Mit einem Objekt der Gleichungs-Klasse PureDiffusionFEquation wird eine reine Dif-
fusionsgleichung reprasentiert, welche z. B. zur Losung von Warmeleitungsproblemen
in Strukturen, s. Kap. 3, oder zur Losung der Druck- oder Druckkorrekturgleichungen
in sequentiellen Losungsverfahren fiir stromungstechnische Anwendungen verwendet
wird. Es wird ein impliziter Unterrelaxationsfaktor zur Verfiigung gestellt, welcher in
der Parameterdatei festgelegt wird und der der Stabilisierung des Losungsprozesses
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Abbildung 5.5: Sequentielles Losungsverfahren im objektorientierten Kontext.

dient. Ferner steht dem konkreten Gleichungs-Objekt ein Diskretisierungsobjekt zur
Verfligung, welches eine Diskretisierung des Diffusionsterms ermoglicht. Im Falle
einer Finite-Volumen-Diskretisierung konnte tiber die Parameterdatei die konkret
angewendete nichtorthogonale Korrektur oder ein Relaxationsfaktor fiir die Skewness-
Correction, s. Kap. 4, festgelegt werden. Im Falle einer instationdren Berechnung ist
zusatzlich das zeitliche Diskretisierungsschema festzulegen. Zur Losung der implizit
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Abbildung 5.6: Mogliche Ableitungshierarchie fiir Gleichungs-Objekte.

diskretisierten Gleichungs-Objekte wird weiterhin ein Objekt der Klasse LinearEqua-
tionSystemSolver zur Verfligung gestellt. Die konkrete Auspragung dieses Objekts, ob
z. B. eine ILU oder ein AMG, s. Kap. 4.5, angewendet werden soll, geschieht wiederum
iiber die Parameterdatei.

Mit einem Objekt der Gleichungs-Klasse GeneralTransportEquation wird eine
allgemeine Transportgleichung représentiert. Sie enthélt prinzipiell alle Eigenschaften
und Funktionalitdten der PureDiffusionEquation, wird aber ergénzt durch Einstel-
lungsmoglichkeiten zur Diskretisierung des konvektiven Terms, s. Kap. 4.

Eine interessante Gleichungs-Klasse stellt das FSI-Interface dar, welches sowohl
dem EquationPool fiir die zu untersuchende Fluid-Domain als auch der zu untersu-
chenden Struktur-Domain hinzugefiigt wird. In der Initialisierungsfunktion fiir diese
Gleichung werden zunéchst Verbindungen zwischen Fluid- und Strukturbereichen
hergestellt. Fiir die Strukturbereiche miissen Verbindungen von flachenzentrierten
Fluid-Berandungen, fiir die Fluidbereiche Verbindungen von Netzknoten-Koordinaten
von Strukturrdndern hergestellt werden. In den ausimplementierten Losungsfunk-
tionen werden dann die Kréfte der Stromung an die Strukturen iibergeben, bzw.
die Geschwindigkeiten der Strukturen an die Stromung und die Netzdeformationen
iibergeben, s. Abschnitt 4.6.

5.4.2 Diskretisierungs-Objekte

Bei der Diskretisierung der zu losenden Gleichungen hilft eine Instanz der Klasse Dis-
cretizer, welcher alle dazu notwendigen Funktionalitidten enthélt. Hierzu zédhlen Me-
thoden zur Diskretisierung der Zeit-, Konvektions-, Diffusions- und Quellterme sowie
zur geeigneten Einarbeitung von Randbedingungen.

5.4.3 Loser-Objekte

Zur Losung der durch die Diskretisierung entstehenden linearen Gleichungssysteme
werden den betreffenden Gleichungen Loser-Objekte zur Verfiigung gestellt. Diese



Loser-Objekte greifen dann auf Funktionalititen einer eingebundenen Bibliothek zur
Losung linearer Gleichungssysteme zu, welche fiir unterschiedliche Anwendungen
verschiedene Gleichungsloser zur Verfiigung stellt, s. Abschnitt 4.5.

Man erkennt, dass schon durch die Definition dieser einfachen Gleichungs-Objekte
eine einfache Anpassbarkeit und sehr hohe Flexibilitdt des Verfahrens erreicht wird.
Die programmiertechnische Umsetzung wurde bewusst sehr einfach gehalten, um
ein schnelles Einarbeiten in die bestehende Programmstruktur zu ermoglichen.
Auf Techniken wie Template-Programmierung oder generisches Programmieren, s.
BOGNER [20] und ALEXANDRESCU [9], wurde bewusst im Rahmen dieser
Arbeit verzichtet. Es ist jedoch problemlos moglich, diese Techniken in weitergehen-
den Arbeiten fiir dieses Verfahren sinnvoll anzuwenden. Durch die Festlegung der
Konfigurationen kénnen mehrere Entwickler unabhéngig voneinander programmieren,
experimentieren und anwenden, ohne den Kern des Losers, wie Objekte zur Daten-
haltung, zur Geometrieaufbereitung, zur Diskretisierung oder zur Losung linearer
Gleichungssysteme modifizieren zu miissen.

Weiterhin erkennt man, dass bei diesem Konzept keinerlei Einschrankung hinsichtlich
der verwendeten Diskretisierungstechnik gemacht wurde. Ein Gleichungs-Objekt,
welches im Losungsprozess aufgerufen wird und durch die Bereitstellung der Schnitt-
stellen wie Initialisierung, Preprocessing und Postprocessing effizient angesprochen
werden kann, kann seinerseits in der Solve-Methode externe Bibliotheken aufrufen
und mit den im Verfahren hinterlegten Modulen koppeln. Beispielsweise wurde im
Verfahren ein Gleichungs-Objekt entwickelt, welches die von EINZINGER [34]
entwickelte Finite-Elemente-Bibliothek ansteuert. Ferner konnte fiir ein laufendes
Forschungsprojekt, s. ESTORFF [35] , ein externes Akustik-Modul erfolgreich in den
Losungsprozess eingebunden werden.

5.4.4 Das Verfahren solver3d

Abschlieend wird in Abb. 5.7 der modulare Aufbau des Losungsverfahrens dargestellt.
Zentral steht das numerische Simulationswerkzeug solver3d, der Diskretisierungs- und
Gleichungs-Objekte und die Gleichungs-Pools zur Verfiigung stellt. Zur Losung der
Gleichungssysteme wird auf die externe Bibliothek linearSolver zugegriffen. Die Par-
allelisierung tibernimmt die Open-Source-Bibliothek MPI. Rechennetze kénnen iiber
das Integrierte Design System oder kommerzielle Programme wie Tecplot oder ICEM
erzeugt werden. Die Netze werden mit Hilfe einer converter-Bibliothek in das passen-
de Loser-Format konvertiert. Die converter-Bibliothek greift einerseits auf METIS zu,
um das Rechengebiet zu partitionieren, andererseits auf die Bibliothek polytool, die
Bearbeitungsfunktionen fiir polyedrische Rechennetze zur Verfiigung stellt. Die Biblio-
thek polytool greift auf eine Bibliothek geometry zu, welche einfache Operationen zur
Bearbeitung und Modifikation von Geometrien zur Verfiigung stellt und dient wie-
derum als Basis fiir eine Bibliothek GGI-intersection, die spezielle Verschneidungs-
Operationen fiir das General-Grid-Interface durchfithrt. Der solver3d stellt schliellich
die problemangepassten Konfigurationen zur Verfiigung, von denen beispielhaft die-
jenigen aufgefithrt wurden, welche im Rahmen dieser Arbeit eingesetzt wurden. Fiir
Fluid-Struktur-Interaktionen kann auf die Finite-Elemente-Bibliothek fem3 zugegrif-
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Abbildung 5.7: Modularer Aufbau des Verfahrens solverdd. Kommerzielle bzw. Open-Source
Bibliotheken sind grau hinterlegt.

fen werden.
Das Diagramm stellt den derzeitigen Stand des Verfahrens dar.



5.5 Finite-Elemente-Verfahren fem3d

Im abschlienden Kapitel dieser Arbeit, s. Kap. 6.3, werden auch Simulationsergebnisse
vorgestellt, welche mit der Finite-Elemente-Methode ermittelt wurden. Das dazu
verwendete externe Modul wird als eigenstédndiges Gleichungsobjekt, s. Abschnitt
5.4.1, in das Losungsverfahren eingebettet und angesteuert. Dieses Modul fem3d
wurde von EINZINGER [34] entwickelt, implementiert, verifiziert und validiert.

Das Verfahren ist verschiebungsbasiert implementiert und enthalt eine umfang-
reiche Bibliothek von isoparametrischen Volumenelementen sowie generalisierten
Elementen wie Stab, Balken und Schale und kann gleichermafien fiir ebene wie
rdumliche Simulationen angewendet werden. Es kénnen geometrische, jedoch keine
physikalischen Nichtlinearitaten behandelt werden. Es wurde das linear-elastische
Hooke-Materialgesetz hinterlegt.

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Implementierung des Verfahrens findet sich
in EINZINGER [34] und ist stark an die Strategie nach BATHE [15] angelehnt.
Die hinterlegten, verschiebungsbasierten Elemente neigen jedoch zu sog. Locking-
Phénomenen, also kiinstlichen und nicht-physikalischen Versteifungseffekten, zu
deren Vermeidung EINZINGER [34] die Verwendung der Enhanced-Assumed-Strain-
Method nach ANDELFINGER [10] vorschlégt.

Die Ergebnisse von Simulationen, welche mit diesem Losungsverfahren durchge-
fiihrt wurden, zeigen hervorragende Ubereinstimmung entweder mit analytischen
Referenzlosungen oder mit numerischen Losungen, die mit der kommerziellen
Finite-Elemente-Software ANSYS [2].
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Kapitel 6

Verifikation und Validierung

In diesem Kapitel werden ausfiihrlich Simulationsergebnisse, welche mit dem neuen
modularen Losungsverfahren erhalten wurden, vorgestellt und diskutiert. Das Kapitel
gliedert sich in drei Teile: Zunachst werden Simulation fluidmechanischer Problemstel-
lungen, dann strukturmechanischer Problemstellungen und zuletzt die Simulation einer
Fluid-Struktur-Interaktionen vorgestellt. Die Ergebnisse werden entweder mit analyti-
schen Losungen oder verfiigharen Benchmark-Losungen verglichen.

6.1 Fluidmechanik

Die folgenden Beispiele fiir Problemstellungen aus der Fluidmechanik gliedern sich in
zwei Teile: Zunachst werden stationare, dann instationare Testbeispiele gezeigt und
die Ergebnisse diskutiert.

Sofern nicht anders vermerkt, gelten fiir die vorgestellten Simulationen:

o Alle Testfille aus der Fluidmechanik wurden mit dem neu entwickelten modularen
Losungsverfahren simuliert.

e Fiir die stationdren  Simulationen  wurde  stets das = SIMPLE-
Druckkorrekturverfahren angewendet. Bei den instationdren Simulationen
erfolgen Vergleiche des SIMPLE- und des PISO-Verfahrens.

e Das Konvergenzkriterium £ der inneren Iterationen fiir die Impulsgleichungen
und die skalaren Transportgleichungen wurde stets k£ < 0,1 gewahlt, fiir die
Druckkorrekturgleichung £ < 0, 01.

e Das Konvergenzkriterium & der dufleren Iterationen wurde k < 10~* gesetzt.

e Zur Losung der Impulsgleichungen und der skalaren Transportgleichungen wurde
die iterative Form der unvollstandigen LU-Zerlegung verwendet, zur Losung der
Druckkorrekturgleichung das BiCGstab(1)-Verfahren, s. Abschnitt 4.5.

o Zellflichenwerte werden iiber die Beziehung 4.9 bestimmt, lediglich die Massen-
strome in der Druckkorrektur werden mit Hilfe der Skewness-Correction nach
Beziehung 4.10 ermittelt.



e Die Gradientenberechnung erfolgt iiber GI. 4.11.

e Die konvektiven Flissse werden mit dem UDS- dem CDS-, MINMOD- oder
SMART-Schema, s. Abschnitt 4.2.3, approximiert.

e Die diffusiven Fliisse werden mit den nichtorthogonalen Korrekturen nach Gl.
4.23 diskretisiert.

e Fiir die stationdren Simulationen miissen fiir alle Gleichungen implizite Unter-
relaxationen angewendet werden, s. Abschnitt 4.7.2. Die Unterrelaxation fir die
Druckkorrekturgleichung o, wurde stets starker als fiir die Impulsgleichungen
eingestellt und zwar im Bereich 0,2 < o, < 0,4. Fiir die Impulsgleichungen wur-
de die Unterrelaxation a; im Bereich 0,5 < a; < 0,7 gewahlt. Fir die restlichen
Transportgleichungen wurde die Unterrelaxation o stets mit oy, = 0,2 gewahlt.

6.1.1 Stationare Testfalle
6.1.1.1 Lid-Driven-Cavity

Als erstes akademisches Beispiel wird die zweidimensionale Simulation der Lid-Driven-
Cavity diskutiert. Hierbei handelt es sich um eine quadratische, mit Fliissigkeit befiillte
Kavitat der Kantenldnge [, welche an den Seitenwdnden und der Bodenseite von
stationaren Wanden und an der Oberseite von einer mit konstanter Geschwindigkeit
ug bewegten Wand begrenzt wird. Durch die Wandbewegung wird ein Wirbelsystem
in der Kavitat induziert.

Dieses Testbeispiel hat sich in zahlreichen Studien als Benchmark fiir neue Lo-
sungsverfahren bewédhrt. Es liegen ausfiihrliche Vergleichsdaten bei verschiedenen
Reynoldszahlen vor, von denen die von GHIA [40] hier zum Vergleich herangezogen
werden. Diese Ergebnisse wurden von der NASA aufbereitet und zur Verfiigung
gestellt, s. NASA [3]. Das Rechengebiet wurde mit drei unterschiedlichen kartesischen
Rechennetzen mit 16 x 16 x 1,32 x 32 x 1 und 64 x 64 X 1, sowie einem extrem verzerrten
Rechennetz mit 64 x 64 x 1 Zellen, einem unstrukturierten Dreiecksnetz mit 3112 und
einem Polyedernetz Zellen mit 1627 Zellen modelliert, s. Abb. 6.1. Das polyedrische
Netz wurde auf Basis des Voronoi-Diagramms, s. AURENHAMMER [12] bzw.
BROWN [27], des unstrukturierten Dreiecksnetzes generiert.

Da das entwickelte Simulationsverfahren nur dreidimensionale Gebiete behandeln
kann, wird ein Rechennetz in der x-y-Ebene mit Einheitstiefe in z-Richtung und
nur einer Zelle in Tiefenrichtung verwendet. Vorder- und Hinterseite werden mit
reibungsfreien Wénden modelliert, so dass man eine wirkliche zweidimensionale
Stromung erhélt.

Beispielhaft werden nur Simulationsergebnisse und Vergleiche fiir den Stromungszu-
stand bei einer Reynolds-Zahl Re = 100 besprochen. Die Aussagen, die hier getroffen
werden, lassen sich auch auf die Simulationen, welche fiir grofiere Reynolds-Zahlen
Re = 400 und Re = 3200, durchgefiihrt wurden, tibertragen.
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Abbildung 6.1: Unterschiedliche Vernetzungsstrategien.

In allen Abbildungen werden die Profile die normierten Geschwindigkeitskompo-
nenten u/ug und v/uy an den Positionen y = 0,5/ und x = 0,5/ mit den oben
erwahnten Referenzdaten verglichen. In Abb. 6.3 sind die Ergebnisse fiir die sukzessive
verfeinerten kartesischen Netze dargestellt. Die konvektiven Terme wurden mit dem
UDS-Verfahren diskretisiert. Man erkennt deutlich die Netzkonvergenz bei feiner
werdenden Netzen.

Ferner wurde der Einfluss der unterschiedlichen Diskretisierungsschemata fiir die
konvektiven Fliisse auf dem feinsten kartesischen Netz untersucht. Hier wurden das
Schema erster Ordnung UDS und die Schemen zweiter Ordnung CDS und MINMOD
verwendet. Die nachgefiihrte Korrektur wurde mit einem Blending-Faktor a« = 1,0
realisiert, s. 4.2.3.3.

Dass bei der Diskretisierungstechnik wirklich eine Genauigkeit zweiter Ordnung
erreicht wird, zeigen die in den Abb. 6.3 dargestellten Verldufe der Fehlerreduktion.
Ausgewertet werden hier der Minimalwert der Geschwindigkeitskomponente u sowie
die Minimal- und Maximalwerte der Geschwindigkeitskomponente v fiir die oben
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Abbildung 6.2: Fehlerreduktionen e iiber der relativen Netzfeinheit A/A; unter Verwendung
der konvektiven Schemata CDS (links) und MINMOD (rechts).
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bereits besprochenen dargestellen Verldufe.

Die Ergebnisse zeigen, wie zu erwarten, die grofiten Abweichungen fir das UDS-
Schema. Auch das MINMOD-Schema zeigt noch geringe Abweichungen von den
Referenzdaten, das CDS-Schema liefert im Vergleich zur Referenz nahezu identische
Werte. Das Konvergenzverhalten ist beim UDS-Schema am besten, gefolgt vom
MINMOD- und vom CDS-Schema. Das MINMOD-Schema stellt damit einen guten
Kompromiss zwischen erzielter Genauigkeit und Stabilitat des Verfahrens dar.

Die Ergebnisse, welche auf den beiden unstrukturierten Rechennetzen unter An-
wendung der CDS-Diskretisierung gewonnen wurden, zeigen ebenfalls sehr gute
Ubereinstimmungen mit den Referenzdaten, s. Abb. 6.3. Das triangulierte Rechen-
netz besitzt dabei etwa so viele Rechenzellen wie das kartesische Rechennetz mit
64 x 64 x 1 Zellen, weswegen die Ergebnisse, die auf diesem Netz ermittelt wurden, als
Vergleich ebenfalls dargestellt sind. Das polyedrische Rechennetz wurde auf Basis des
triangulierten Netzes mit Hilfe des Voronoi-Diagramms gebildet und das Rechennetz
hat deutlich weniger Rechenzellen als das triangulierte Rechennetz, dafiir besitzt eine
Zelle aber nun wesentlich mehr Nachbarn. Dies wirkt sich besonders positiv auf eine
glatte numerische Berechnung von Gradienten aus. Die Qualitdt des Ergebnisses bleibt
trotz des relativ groben Netzes erhalten.

Die Untersuchung auf dem extrem verzerrten, strukturierten Rechennetz mit
64 x 64 x 1 Volumina zeigt ebenfalls eine sehr gute Ubereinstimmung mit den
Referenzdaten und ist ebenfalls in Abb. 6.3 dargestellt. Eine akzeptale Konvergenz
konnte bei der verwendeten CDS-Diskretisierung auf diesem Netz nur durch die
Verwendung der neu implementierten nichtorthogonalen Korrekturen fiir die diffusiven
Flisse und durch Anpassung der Unterrelaxationen fiir Impulsgleichungen und
Druckkorrekturgleichungen erreicht werden. Eine weitere Stabilisierung erhélt man
durch die Verwendung der Gradientenberechnung nach der Methode der kleinsten

Quadrate, s. Abs. 4.13.

6.1.1.2 Konvektionsgetriebene Stromungen

Die Stromung des vorhergenden Abschnittes war aufgrund der niedrigen betrachteten
Reynoldszahl hauptséachlich durch Diffusionseffekte gepragt. Mit dem Testfall konnte
die stabile und genaue Diskretisierungstechnik fiir die diffusiven Terme auch fiir
unstrukturierte und qualitativ schlechte Rechennetze gezeigt werden.

Bei konvektionsdominierten Stréomungen, welche hohe Reynolds-Zahlen aufwei-
sen, treten diffusive Effekte in den Hintergrund, und eine genaue Approximation der

konvektiven Terme bestimmt die Gute des numerischen Verfahrens in entscheidendem
Madfe.

Im Folgenden wird an zwei kurzen Beispielen, welche fiir die Anwendung des
Verfahrens zur Simulation von Stréomungsmaschinen besonders wichtig sind, auch die
Giite der Diskretisierungstechnik der konvektiven Terme gezeigt.

Zunachst wird eine Staupunktstromung untersucht, fiir die eine analytische Losung
existiert. Staupunktstromungen treten bei jeder Profil- oder Schaufelumstromung auf



und sind deswegen von elementarer Bedeutung bei der Untersuchung von Stromungs-
maschinen.

Hierauf wird noch der sog. Gostelow-Testfall untersucht, der eine zweidimensionale
Stromung durch ein Schaufelgitter darstellt. Auch zu diesem Fall existiert eine
geschlossene analytische Losung.

Staupunkt-Stromung

Die untersuchte Staupunktstromung erfolgt in einem quadratischen zweimdi-
mensionalen Gebiet vom oberen Rand zu den Seitenrandern und verldsst dort das
untersuchte Gebiet. Dieser Testfall wird auch von SKODA [93] untersucht. Die neuen
hinterlegten unstrukturierten Diskretisierungstechniken und numerischen Eigenschaf-
ten des Verfahrens lassen sich an diesem Testfall in geeigneter Weise untersuchen.

Die untere Wand wird reibungsfrei modelliert, damit ein Vergleich mit der analy-
tische, potentialtheoretischen Losung moglich ist. Diese feldweise Losung fiir das
Geschwindigkeits- und das Druckfeld ist durch die folgenden Gleichungen gegeben:

Uy =a <x2 — y2) (6.1)
v, = —2azy, (6.2)

1
p=—5p (v§+v§) +C. (6.3)

Die Geschwindigkeiten werden an den FKEin-und Ausstromriandern als Dirichlet-
Randbedingungen vorgegeben. Fir das Druckfeld ergeben sich Neumann-
Randbedingungen an allen Réndern des Stromungsgebietes, weswegen in der
Beziehung fiir den Druck auch eine beliebige Konstante C' auftritt. Die Geschwin-
digkeitsvektoren werden durch Hyperbeln beschrieben, die Druck-Isolinien durch
konzentrische Kreise.

Durch den Vorfaktor a kann die Reynolds-Zahl der Stromung definiert werden.
Es wurden Simulationen fiir a = 1, a = 10 und a = 100 durchgefiihrt, wobei die dyna-
mische Viskositéit stets zu g = 0.0001kg/ms gewahlt wurde. Fiir die unterschiedlichen
Werte fiir a ergeben sich keine grundlegend unterschiedlichen Aussagen, so dass nur
Ergebnisse aus Rechnungen mit a = 1 im Folgenden besprochen werden.

Fir die numerischen Simulationen wurden sechs sukzessive verfeinerte kartesi-
sche und sechs verfeinerte polyedrische Rechennetze analog zu Abb. 6.1 gewdhlt.
Mit der angestrebten Vervierfachung der Rechenzellen auf den einzelnen Netzebenen
ergeben sich die Netzgrofien in nachstehender Tab. 6.1.

In den numerischen Simulationen wurden die konvektiven Terme mit dem UDS-, dem
CDS- und dem MINMOD- und dem SMART-Verfahren diskretisiert. Um Konvergenz
auch fiir das CDS-Verfahren auf allen Netzebenen erreichen zu konnen, wurde das CDS
mit einem zehn-prozentigen UDS-Anteil gemischt. Mit dieser Modifikation wurden
dieselben stabilen und schnellen Konvergenzeigenschaften fiir alle unterschiedlichen
Verfahren erreicht.



Netz | kartesisch | N;/N;_; | polyedrisch | N;/N;_;
ol 16 _ 16 -

o2 64 10 68 125
3 256 4,0 249 3,66
g4 1024 4,0 1036 4,16
g5 4096 4,0 4127 3,98
g6 16384 4,0 16245 3,94

Tabelle 6.1: Netzgrofien und Verfeinerungsgrade fiir den Testfall der Staupunktstromung.

In Abb. 6.4 sind die Fehlerreduktionsraten e fiir die einzelnen Diskretisierungs-
schemata dargestellt. Die Fehler werden mit dem UDS-Verfahren mit der erwarteten
ersten Ordnung, mit den hoherwertigen Verfahren mit der erwarteten anndhernd
zweiten Ordnung reduziert. Lediglich fiir das CDS-Verfahren ergibt sich ein nicht
absolut stetiges Abklingverhalten des Fehlers. Dies ldasst sich zum einen mit dem
oszillatorischen Verhalten des Verfahrens und zum anderen mit der Beimischung
des UDS-Anteils erklaren, welches das Verfahren in der Genauigkeit herabsetzt.
Bemerkenswert ist hier jedoch, dass auch mit dem CDS-Verfahren fiir alle Gitter eine
konvergierende Losung erzielt werden konnte.

kartesisch polyedrisch
CDS(0,9) | MINMOD | SMART | CDS(0,9) | MINMOD | SMART
Netz | u v u v u | v |u v u v u | v

gl - - - - - - - - - - - -

g2 1,01 09 26| 22 282214 15 24| 23 |21]|14
g3 1,212 (24 20 (1711917} 32 |18]| 16 |3,0]3,1
g4 33138 |18 1,8 | 1,812,120 34 (20| 19 [14|19
gh L7023 (1819 (192218 14 |15| 1,3 |1,0] 19
g6 1411519 19 [1922|15| 14 |14] 15 |[1,1]1,0

Tabelle 6.2: Erreichte Ordnungen fiir den Testfall Staupunktstromung.

Auch bei der Verwendung der polyedrischen Rechennetze ist kein wesentlicher Un-
terschied im Konvergenzverhalten hinsichtlich Iterationszahl und Stabilitat festzustel-
len. Die Ergebnisse sind den erzielten Ergebnissen auf den kartesischen Rechennetzen
gleichwertig; die Fehlerreduktion erfolgt fiir alle Gréflen und die hoheren Konvektions-
schemata mit anndhernd zweiter Ordnung, s. Tab. 6.2. Eine Ausnahme bilden lediglich
die Losungen, die mit dem SMART-Verfahren ermittelt wurden, wo die Fehlerredukti-
onsrate vom vorletzten auf das feinste Netz nahe den Wert 1.0 geht.

Die erreichten Ordnungen fiir die mit den Impulsgleichungen ermittelten Geschwindig-
keitskomponenten sind in Tab. 6.2 fiir die hoherwertigen Konvektionsschemata zusam-
mengefasst.
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Abbildung 6.4: Fehlerreduktionen e iiber der relativen Netzfeinheit A/A; fiir den Testfall der
Staupunktstromung unter Verwendung der konvektiven Schemata UDS (links oben), CDS
(rechts oben), MINMOD (links unten) und SMART (rechts unten) unter Verwendung karte-
sischer, sukzessive verfeinerter Rechennetze.

Gitterstromung nach Gostelow

Bei der reibungsfreien Gitterstromung nach Gostelow treten zuséatzliche Anforderun-
gen an das numerische Verfahren im Gegensatz zum vorhergehenden, vorgestellten
Testfall auf. Zum einen die Dirichlet-Randbedinung fiir den Druck am Auslass und
zum anderen die translatorisch periodischen Rénder des Rechengebietes.

Die analytische Losung fiir den Druckverlauf um die Schaufel gilt fiir eine abge-
wickelte, unendlich ausgedehnte Schaufelkaskade. Die analytische Losung wurde von
GOSTELOW [41] ermittelt, von MULLER [74] und REINELT [84] korrigiert. Sie
wird im Vergleich mit numerischen Simulationsergebnissen auf unterschiedlich feinen
Netzen in Abb. 6.6 dargestellt und auf Strichstérke genau getroffen.

Die Profilkontur wird mit einer reibungsfreien Wand modelliert. Die Vernetzungsstra-
tegie wird fiir die ersten drei Netzstufen in Abb. 6.5 dargestellt. Zuséatzlich sind in der



Abbildung die Druckisolinien dargestellt. Die Rechenzellen sind in Bereichen des Git-
ters geschert und nichtorthogonal, so dass eine volle zweite Ordnung bei Verwendung
hochauflésender Konvektions-Diskretisierungen nicht zu erwarten ist. Auch missen sich
hierdurch immer Abweichung zur analytischen Losung ergeben, die aber natiirlich zu
minimieren sind.
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Abbildung 6.5: Vernetzungsstrategie fiir den Testfall des Gostelow-Gitters fiir die Netze gl,
g2 und g3, sowie Konturplot des Druckverlaufs auf dem feinsten Rechengitter.

Es wurden Simulationen auf fiinf sukzessive verfeinerten Netzen durchgefiihrt. Bei der
numerischen Betrachtung der Fehlerreduktion wird die auf dem feinsten Rechennetz
ermittelte Losung als Referenz herangezogen. Die Netzgrofien sind in Tab. 6.3 zusam-
mengefasst. Es werden wiederum Simulationsergebnisse, welche mit den UDS-, dem

Netz | Knoten | N;/N;_4
ol 136 -

) 544 40
g3 2176 4.0
ol 8704 10
o5 | 34816 | 40

Tabelle 6.3: Netzgrofien und Verfeinerungsgrade fir den Testfall des Gostelow-Gitters.

CDS-, dem MINMOD- und dem SMART-Verfahren ermittelt wurden, vorgestellt.

Fiir eine stabile Verwendung des CDS-Verfahrens musste ein 10-prozentiger UDS-Anteil
beigemischt werden. Die ermittelten Fehlerreduktionsraten fiir die hoherwertigen Sche-
mata sind in Abb. 6.6 und Tab. 6.4 zusammengefasst. Das CDS-Verfahren weist hierbei
zu den feineren Netzen hin das ungenaueste Verhalten auf. Dies kann mit dem oszil-
latorischen Charakter des Verfahrens und dem beigemischten UDS-Anteil begriindet
werden. Das SMART- und das MINMOD-Verfahren lassen zu den feineren Gittern



hin eine hohere Fehlerreduktionsrate erkennen. Das SMART-Verfahren liefert im Ver-
gleich zum MINMOD-Verfahren geringere absolute Fehler bei sehr d&hnlichen, stabilen
Konvergenzeigenschaften.
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Abbildung 6.6: Links: Fehlerreduktion e tiber der relativen Netzfeinheit A/A; fiir den Testfall
Gostelow-Gitter unter Verwendung der konvektiven Schemen CDS, MINMOD und SMART.
Rechts: Analytische Losung des normierten Druckverlaufs im Vergleich mit numerisch ermit-
telten Losungen auf den Netzen gl, g3 und g5.

Fir die folgenden Losungen auf den feiner werdenden Netzen erkennt man durch-
schnittliche Werte fiir die ermittelten Ordnungen im Bereich zwischen 0,9 und
1,7, s. Tab. 6.4. Die ermittelten Ordnungen nach Tab. 6.4 fallen bei Verwendung

CDS [ MINMOD | SMART
gl | - i i
02| 14 1,7 17
o3| 13 0,9 0,9
od | 1.1 13 15
o5 | 1,2 1,3 1,3

Tabelle 6.4: Erreichte Ordnungen fiir den Testfall des Gostelow-Gitters.

des MINMOD- oder SMART-Verfahrens zunachst auf einen Wert unter Eins beim
Ubergang von Netz G1 auf G2 auf. Dies ist durch die noch unzureichende Abbildung
der Profilkontur bei der grobsten Vernetzung zu erkléaren, s. Abb. 6.5. Dieses Verhalten
deckt sich mit Erkenntnissen aus der Literatur, s. PERIC [81], wonach sich das er-
wartete asymptotische Abklingverhalten des Fehlers erst bei Verwendung hinreichend
feiner Netzen ergibt.

Auch fiur Konvektions-dominierte Stromungen arbeitet das numerische Verfahren
stabil und genau. Unter idealen Netzbedingungen werden fiir die implementierten
konvektiven Schemata Ordnungen nahe 2.0 erreicht. In der praktischen Anwen-
dung mit nichtorthogonalen oder verzerrten Netzen muss mit Ordnungen zwischen
1,1 < O < 1,5 gerechnet werden.



6.1.2 Simulation der Stromung in radialen Kreiselpumpen

In den folgenden Abschnitten wird das neue Losungsverfahren hinsichtlich der Eignung
zur Simulation realer Anwendungen untersucht. Dabei wird eine Pumpenreihe radialer
Bauweise untersucht. Die Betriebspunkte der unterschiedlichen Pumpen werden durch
die dimensionslose spezifische Drehzahl n, beschrieben:

Q3
nNg = nﬁ, (64)
wobei n die Drehzahl darstellt, H die Forderhohe und ) den geférderten Volumen-
strom. Es werden Simulationen fiir Maschinen spezifischer Drehzahl n, = 30, 40, 50,
70 und 90 1/min jeweils fiir den Optimal- bzw. Auslegungspunkt, welcher durch den

geforderten Volumenstrom @) = @), definiert ist, durchgefiihrt.

Reprasentativ wird nur ein Sektor bzw. ein Schaufelkanal der Radialmaschinen
betrachtet. Der rotierende Bereich wird im Relativsystem modelliert, s. 2.4, wodurch
eine stationdre Simulation moglich wird. Die Vernetzung erfolgt auf unstrukturierten
Rechennetzen, s. Abb. 6.7 dargestellt. Die Rechennetze wurden mit dem Integrierten
Design-System (IDS) des Lehrstuhl zunéchst als blockstrukturierte Netze erstellt und
dann zu einem unstrukturierten rotierenden und einem unstrukturierten stationdrem
Netzteil zusammengefasst. Die einzelnen Netzbereiche miissen dabei keine zusammen-
hangenden Gebiete darstellen.

Es werden laminare und turbulente Stromungssimulationen durchgefiithrt. Bei
den laminaren Stromungen erfolgt die Modellierung mit Hilfe des Quasi-Navier-
Stokes- bzw. des Quasi-Euler-Verfahren, welche im folgenden Abschnitt beschrieben
werden. Bei den turbulenten Stromungen wird das Standard-ke-Turbulenzmodell mit
Standard-Wandfunktion verwendet, Kap. B und Abs. B.0.5.

Verglichen werden die Ergebnisse im Falle der laminaren Strémungen mit Ergebnissen,
die mit dem Vorgéngerverfahren ns3d, s. SCHMALHORST [90] ermittelt wurden.
Im Falle der turbulenten Stromungen werden Vergleiche mit dem Vorgéngerverfahren
ns3d und der kommerziellen CFD-Software ANSYS-CFX durchgefiihrt.

6.1.2.1 Quasi-Navier-Stokes- bzw. Quasi-Euler-Verfahren

Die Berechnungen der laminaren Stromungen wurden mit dem Quasi-Navier-Stokes
(QNS)- bzw. mit dem Quasi-Euler-Verfahren (QE) durchgefiihrt. Diesem Verfahren
liegen folgende Annahmen zugrunde:

e Die effektive dynamische Viskositat ist konstant, womit bei konstanter laminarer
Viskositat p; die Konstanz der turbulenten Viskositat p; folgt.

e Die turbulente Viskositat wird iiber eine Turbulenzkonstante C; und die laminare
Viskositat berechnet: p; = Cypy.

e Die Turbulenzkonstante C; liegt dabei im Bereich 10 < C; < 1000, womit die
turbulente Viskositat stets deutlich hoher als die laminare Viskositat ist.



Die Vorteile des Verfahrens liegen darin begriindet, dass nun keine Transportgleichun-
gen fiir die turbulente kinetische Energie und die turbulente Dissipation gelost werden
miissen. Zusétzlich konnen die QNS- bzw. QE-Simulationen im Vergleich zu RANS-
Berechnungen, auf deutlich groberen Netzen ausgefithrt werden. Damit ergeben sich
fir QNS/QE-Simulationen im Vergleich zu RANS-Berechnungen deutlich geringere
Simulationszeiten, weswegen dieses Verfahren fiir Voroptimierungen und Vorauslegun-
gen von Stromungsmaschinen in vielen Fallen sehr gut geeignet ist, wie z. B. von

SCHILLING [89] und SCHMALHORST [90] gezeigt wird.

6.1.2.2 Auswertegroflien

Zum detaillierten Vergleich der beiden Simulationsverfahren wird die dimensionslose
Druckverteilung an verschiedenen Positionen der Laufschaufeloberfliche betrachtet:

4
Cp = T—5—. (6.5)
T gpu
Der dimensionslose Druck wird iiber der dimensionslosen Lauflinge s entlang der
Profiloberflache auf der Druck- und Saugseite aufgetragen. Als Profilpositionen wurden
Positionen in Néhe der Deckscheibe (shroud), der Nabe (hub) und etwa in Profilmitte

(mean) gewdhlt.

Als integrale Auswertegrofien werden die Totaldruckerhohung W,., und der Wir-
kungsgrad 7, herangezogen. Alle Groflen werden dimensionslos dargestellt, um eine
Vergleichbarkeit von Stromungsmaschinen unterschiedlicher Baugrofie zu gewéhrleis-
ten. Als Entdimensionierungsparameter werden der Durchmesser des Laufrades D
sowie die Winkelgeschwindigkeit w herangezogen.

D
ref — 5 6.6
Tref = 5 (6.6)
Upef = Wyef, (6.7)
2p
P=——. 6.8
pr?’efw2 ( )

Die Totaldruckerh6hung wird als Differenz der integralen Totaldriicke P bestimmt:
\Ilt - PT,out - PT,in- (69)

Die theoretische Totaldruckerhohung ergibt sich aus der Drallainderung der Stromung:

2
Uiih = Vrew = —5— (Cugla — Curtin) , (6.10)

uref
wobei ¢, die Umfangskomponenten der Absolutgeschwindigkeit und u die Umfangsge-
schwindikeit darstellt. Beide Grofien werden iiber Bilanzebenen unmittelbar vor bzw.
hinter dem Laufrad bestimmt.
Der hydraulische Wirkungsgrad wird dann mit Hilfe von

M (6.11)

Uy ih

ermittelt.



6.1.2.3 Simulationsergebnisse

Die Simulationen fiir die unterschiedlichen spezifischen Drehzahlen n, = 30, 40, 50, 70,
901/min wurden auf unstrukturierten Rechennetzen durchgefiihrt, welche einen Schau-
felkanal der untersuchten Pumpen in einen stehenden und einen rotierenden Bereich
unterteilen. Die Netztopologien sind in Abb. 6.7 fiir die unterschiedlichen Maschinen-
typen dargestellt. Fiir die QNS-Rechnungen lassen sich deutlich grobere Netze als fiir
die RANS-Rechnungen verwenden. Die einzelnen Netzgrofien sind in Tab. 6.5 zusam-
mengefasst. An den Seitenrdndern der untersuchten Rechengebiete werden periodische
Randbedingungen nach Kap. 4.8.3 gesetzt.

Abbildung 6.7: Einkanalsimulation einer Pumpe n, = 30: Vernetzungsstrategie mit rotieren-
dem und stehendem Bereich (links) und Druckkonturen.

ng[1/min] | Nons | Nrans | Nons/Nrans
30 8280 | 74034 0,11
40 7524 | 39780 0,19
20 11328 | 61776 0,19
70 8875 | 91200 0,10
90 9112 | 64056 0,14

Tabelle 6.5: Netzgrofien fiir die QNS- und RANS-Berechnungen der Pumpenreihe.

Wie bereits erwéhnt, werden die Ergebnisse, die das neue Verfahren liefert, mit Ergeb-
nissen des Vorgéngerverfahrens ns3d und der kommerziellen Software ANSY S—CFX
verglichen.

Bei den zunédchst vorgestellten RANS-Simulationen wird das Standard-ke-
Turbulenzmodell mit Standardwandfunktion verwendet.

Die Diskretisierung der konvektiven Terme erfolgt in den Simulationslaufen zunéchst
mit UDS, dann mit MINMOD und CDS, s. Abschnitt 4.2.3. In der kommerziellen
Software ANSYS-CFX werden nur Rechnungen mit dem sog. First-Order- und dem
High-Resolution-Schema durchgefithrt. Das High-Resolution-Schema liefert hierbei wie
MINMOD und CDS im Idealfall optimaler Netze eine Genauigkeit zweiter Ordnung.



RANS-Simulationen

Zunichst werden die ermittelten integralen Werte der RANS-Simulationen un-
tereinander verglichen und diskutiert. In den Abb. 6.8 sind die Werte fiir Druckzahlen
V,., und die Werte fiir die hydraulischen Wirkungsgrade 7, fiir Ergebnisse aus
UDS-Simulationen dargestellt.
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Abbildung 6.8: Ingetrale Werte Druckzahl ¥, .., (links) und des hydraulischen Wirkungsgrades
Ny, liber der spezifischen Drehzahl n, und fiir UDS-Simulationen.

Man erkennt zunachst fiir alle Kurven die gleichen Tendenzen in den Verlaufen der
untersuchten Grofien.

Bei den Verlaufen fiir die dimensionslosen Druckzahlen W,., werden fir alle Verfahren
und Drehzahlbereiche sehr ahnliche Werte ermittelt.

Fir die ermittelten hydraulischen Wirkungsgrade ny, liefert das neue Verfahren
solver3d sehr &hnliche Werte wie C'F'X im Bereich der hohen Drehzahlen und gréflere
Abweichungen im Bereich der niedrigen Drehzahlen.

Simulationen mit dem UDS-Diskretisierungsschema sollten nur fir erste Ab-
schatzungen durchgefithrt werden. Zur realistischen Systemabbildung sollte ein
Diskretisierungsschema zweiter Ordnung fiir die konvektiven Terme verwendet
werden. Vergleiche von derartig ermittelten Simulationsergebnissen werden in Abb.
6.9 dargestellt. Die Simulationsergebnisse, welche mit ns3d und solver3d ermittelt
wurden, wurden mit MINMOD-Verfahren zur Diskretisierung der konvektiven Terme
ermittelt, wobei kein Blending-Faktor angewendet wurde, s. Abs. 4.2.3 und Abs.
4.2.3.3. Fir die Simulationen mit CFX wurde das High-Resolution-Schema zur
Diskretisierung der konvektiven Terme verwendet, welches wie MINMOD im Idealfall
eine Diskretisierungsgenauigkeit zweiter Ordnung liefert.

Fiir alle dargestellten Simulationsergebnisse sind sehr gute Ubereinstimmungen fiir die
ermittelten Verlaufe fiir Druckzahlen und Wirkungsgrade erzielt worden. Sowohl ns3d
als auch das Verfahren solver3d liefern im Vergleich mit CFX erhohte Werte in den
Druckzahlen und den Wirkungsgraden. Das Verfahren solver3d bringt hierbei noch
etwas hohere Werte als ns3d. Diese kann mit der geringen numerischen Diffusivitat des
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Abbildung 6.9: Ingetrale Werte Druckzahl W,.,, (links) und des hydraulischen Wirkungsgrades
Ny, Uber der spezifischen Drehzahl n, und fiir HOS-Simulationen.

Verfahrens erklart werden, welche durch die iiberarbeiteten Diskretisierungstechniken
fir die konvektiven Terme und die neue Diskretisierungstechnik fiir die diffusiven
Terme erklart werden kann.

Einen detaillierteren Blick auf die Qualitdat der erzielten Simulationsergebnisse
erhélt man mit der Untersuchung der dimensionslosen Druckverlaufe ¢, an ausgewahl-
ten Positionen der Laufschaufeln. Derartige Ergebnisse fiir Simulationen mit dem UDS-
und dem MINMOD- bzw. HIGH-RESOLUTION-Schema fir die unterschiedlichen
Verfahren sind in die Abb. 6.10 zu sehen. Die dimensionslosen Druckverlaufe sind
hierbei représentativ fiir die Kreiselpumpe der spezifischen Drehzahl n, = 501/min der
dimensionslosen Schaufelkoordinate s an Schaufelober- und unterseite fiir Positionen
an einer mittleren Position zwischen Nabe und Deckscheibe dargestellt.
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Abbildung 6.10: Dimensionslose Druckverlaufe bei Anwendung des RANS-Verfahrens an ei-
nem représentativen Mittelschnitt der Laufschaufel fiir UDS- und HOS-Diskretisierung.



Die beiden Verfahren ns3d und solver3d liefern bis auf Strichstirke identische
Verlaufe. Im Gegensatz zu C'FX féllt eine Abweichung im Bereich der Schaufel-
hinterkante und Schaufeloberseite bei Verwendung des UDS-Diskretisierungsschema
auf. Diese Abweichungen verschwinden fast vollstandig bei Verwendung der Diskre-
tisierungsschemata zweiter Ordnung. Die Abbildung von Druck- und Saugspitzen im
Bereich der Schaufelvorderkanten, welche fiir eine genaue Voraussage von Kavitati-
onsgebieten besonders wichtig sind, erfolgt von allen Verfahren in gleicher Quantitét

und Qualitat, s. BOGNER [20] und BOGNER [21].

Stabilitat

Das neuen Verfahrens solver3d zeigt im Gegensatz zum Vorgiangerverfahren ns3d eine
héhere numerische Stabilitat.

Diese resultiert zunachst aus der polyedrisch unstrukturierten Datenstruktur, wodurch
die Rechengebiete nicht mehr in viele Einzelbereiche zerlegt werden miissen wie beim
blockstrukturierten Verfahren ns3d. Dadurch wird die Prékonditionierung fiir die
linearen Gleichungsloser, s. Kap. 4.5, verbessert, und die linearen Gleichungsloser
konnen die geforderten Konvergenzkriterien fiir die inneren Iterationen schneller
erreichen. Dies kann vor allem bei der Losung der Druckkorrekturgleichungen, welche
eine Poisson-Gleichung darstellt, s. Abschnitt 4.6, erhebliche zeitliche Vorteile bringen.

Ferner wurde die Diskretisierungstechnik vollstdndig tberarbeitet. Gerade die
neue Diskretisierungstechnik fiir die nichtorthogonalen Korrekturen in den diffusiven
Flisssen, s. Abs. 4.2.4, sowie die Gradientenberechnung mit der Methode der kleinesten
Quadrate, s. Abs. 4.2.2, bringen fiir die numerische Stabilitédt erhebliche Vorteile.
Diese Verbesserungen hinsichtlich der numerischen Stabilitdat werden in der folgen-
den Tab. 6.6 dargestellt. Fiir die durchgefithrten Simulationen der untersuchten
Pumpenreihe mit den unterschiedlichen Diskretisierungsschemata UDS, MINMO D
und C'DS fiir die konvektiven Terme ist jeweils eingetragen, ob mit dem Verfahren
Konvergenz K, Divergenz D oder ein eingeschwungener Zustand E erreicht wurde.

Fir das UDS-Schema wurde fiir beide Verfahren stets Konvergenz erreicht. Bei
den reinen MINMOD-Simulationen konnte mit dem mns3d-Verfahren meistens nur
ein eingeschwungener Zustand erreicht werden. Bei Verwendung des CDS-Schema
divergierte das ns3d-Verfahren in drei untersuchten Punkten, in den iibrigen zwei
konnte keine Konvergenz erreicht werden. Das neue Verfahren liefert auch bei den
CDS-Simulationen stets ein verwendbares Ergebnis.

QNS-Simulationen

Im Folgenden wird noch das neue Verfahren hinsichtlich seiner FEignung fiir
QNS-Simulationen getestet. Diese Art der Simulationen werden sehr effizient zur
Voroptimierung und fiir das Initialdesign von Stromungsmaschinen eingesetzt, s.
SCHMALHORST [90]. Dabei werden moglichst kurze Rechenzeiten angestrebt.
Dies wird erreicht durch Verwendung von sehr groben Rechennetzen, welche fiir die
eigentlich laminaren Rechnungen mit erhohter effektiver Viskositdt geeignet sind,



UDS MINMOD CDS
ng | ns3d | s3d | ns3d | s3d | ns3d | s3d
30| K K E K E K
40 | K K E K D K
50| K K K K D K
70| K K E K E K
0| K K E K D E

Tabelle 6.6: Vergleich der numerischen Stabilitdt der beiden Verfahren ns3d und solver3d
hinsichtlich (K)onvergenz, (E)ingeschwungen und (D)ivergenz.

s. Abs. 6.1.2.1. Da mit diesen Rechnungen nur Abschitzungen fiir das Initialdesign
getroffen werden und um das Verfahren sehr stabil und schnell zu machen, werden die
konvektiven Terme mit UDS diskretisiert.

Verglichen werden wiederum die dimensionslosen Druckverlaufe an Schaufelposi-
tionen in Nabennédhe, in der Mitte und in Deckscheibennahe. Es werden lediglich
représentative Ergebnisse fir den mittleren spezifischen Drehzahlbereich n, = 501/min
dargestellt. Die QNS-UDS-Ergebnisse fiir verschiedene Turbulenzkonstanten Cr, wel-
che mit den Verfahren ns3d und solver3d ermittelt wurden, sind im Vergleich mit den
ermittelten RANS-UDS-Ergebnissen dargestellt, s. Abb. 6.11.
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Abbildung 6.11: Dimensionslose Druckverldufe bei Anwendung des QNS-Verfahrens an einem
repriasentativen Mittelschnitt der Laufschaufel.

Alle QNS-Verliufe zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung mit den RANS-Ergebnissen.
Es zeigt sich kaum ein Einfluss fiir die unterschiedlichen Turbulenzkonstanten C}.
Die numerische Stabilitat ist fiir die hoheren Turbulenzkonstanten jedoch als deutlich
hoher zu bewerten. Lediglich im Bereich der Schaufelvorderkante werden die Druck-
und Saugspitzen nicht so ausgepragt wie bei den RANS-Rechnungen abgebildet, was
aber auf die verwendeten groben Rechennetze zurtickzufithren ist.

Das neue entwickelte Verfahren solver3d ist wie sein Vorgangerverfahren fiir
QNS-Rechnungen fiir den Initialdesign- und Optimierungsprozess geeignet.



6.1.3 Instationarer Testfall
6.1.3.1 Karmansche Wirbelstrafie

Zur Untersuchung des instationdren Verhaltens des Losungsverfahrens wurde das Phé-
nomen einer ebenen laminaren Karmanschen Wirbelstrafie numerisch untersucht. Die-
ses Beispiel ist in der Literatur als numerischer Benchmark gut dokumentiert, und
die Ergebnisse von PERIC [81] werden als Vergleich herangezogen. Die Karmansche
Wirbelstrafle bildet sich hierbei durch die Umstromung eines Zylinders in einem Kanal
aus. Der Zylinder ist leicht auflermittig positioniert, s. Abb. 6.12. Am Einlass wird ein
parabolisches Geschwindigkeitsprofil vorgegeben.
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Abbildung 6.12: Vorderer Teil des grobsten Rechennetzes fiir den Testfall der Karmanschen
Wirbelstrafe.

Die auf den Zylinderdurchmesser D und die mittlere Einlassgeschwindigkeit U
bezogene Reynolds-Zahl betrigt Re = 100. Die numerischen Simulationen wurden auf
vier sukzessive verfeinerten, unstrukturierten Netzen mit 1024, 4096, 16384 und 48256
Rechenzellen durchgefiihrt.

Zur  Simulation werden die sequentiellen SIMPLE- und das PISO-
Druckkorrekturverfahren verwendet und hinsichtlich ihrer Eigenschaften verglichen.
Ferner wurde der Einfluss der zeitlichen Diskretisierungsordnung sowie der Einfluss
der ZeitschrittgroBe untersucht. Um eine Ablosung und damit die Ausbildung einer
Wirbelstrafie erhalten zu kénnen, muss raumlich mit einer Genauigkeit zweiter Ord-
nung diskretisiert werden. Dazu wurde das CDS fiir die konvektiven Fliisse verwendet.
Beim iterativen SIMPLE-Algorithmus wurde dieses Schema mit einer nachgezogenen
Korrektur, s. Abs. 4.2.3.3, und einem Blendingfaktor ¢ = 1,0 angewendet. Das
PISO-Verfahren verwendet keine nachgezogenen Korrekturen, s. FIEREDER [36].

Als Vergleichsgroflen werden die Verldufe des oszillierenden Auftriebsbeiwertes
cq und des Widerstandsbeiwertes cy herangezogen, die mittels der angreifenden
Druck- und Schubspannungen, welche aus den Kraften f, und f, resultieren, an den



Zylinderoberfliche ermittelt werden:

fy
cq = (6.12)
3pU”
2

Charakteristisch fiir die Problemstellung sind die sich einstellende Ablosefrequenz, die
Amplituden und die entsprechenden Mittelwerte. Die Ablosefrequenz f bzw. Umlaufs-
dauer T' ist durch die dimensionslose Strouhal-Zahl beschrieben:
D

T

welche fiir diese Problemstellung nach PERIC [81] zum Wert Sr = 0,3018 konver-

giert. Dieser Wert wird in den durchgefiihrten Simulationen mit dem Sr = 0, 3125 auf
dem feinsten Netz nur leicht tiberschétzt.

Sr (6.14)

Die Netzkonvergenz fiir Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte stellt sich ist fiir
die SIMPLE- und die PISO-Berechnung ein, s. Abb. 6.13 .
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Abbildung 6.13: Netzkonvergenz fiir Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte bei Simulation mit
dem PISO-Druckkorrekturverfahren.

Die Reduktion des Fehlers fiir die ermittelten Auftriebs- und Widerstandsbeiwertie im
Vergleich mit der idealen Reduktionsrate ist in Abb. 6.14 dargestellt. Fiir die Auftriebs-
beiwerte ergibt sich fast der fiir ein Schema zweiter Ordnung ideale Verlauf, fiir den
Widerstandsbeiwert ist der Verlauf bei den gewéhlten Netzen noch nicht gleichméfig,
im Steigungsverlauf dem idealen Verlauf jedoch sehr ahnlich.

Die Verlaufe der Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte, welche auf dem feinsten Netz
mit dem SIMPLE- und dem PISO-Druckkorrekturverfahren ermittelt wurden, sind
vergleichsweise in Abb. 6.15 gegeniibergestellt. Der ermittelte Auftriebsbeiwert zeigt
nahezu einen identischen Verlauf, der Widerstandsbeiwert wird vom PISO-Verfahren
etwas iiberschatzt.
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Abbildung 6.14: Fehlerreduktion e iiber der relativen Netzfeinheit A/A; fiir die ermittelten
Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte.

Abbildung 6.15: Ermittelte Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte auf dem feinsten Rechennetz
fiir SIMPLE- und PISO-Druckkorrekturverfahren iiber der normierten Zeit.

Das Verfahren zeigt hinsichtlich instationarer Berechnungen sowohl fiir zeitliche Diskre-
tisierung erster als auch zweiter Ordnung sehr gute Konvergenzeigenschaften bei sehr
guten Ergebnissen. Bei Verwendung kleiner Zeitschritte kann das PISO-Verfahren ver-
wendet werden, welches eine deutliche Beschleunigung des Verfahrens bei instationaren
Problemstellungen bewirkt. Im Falle des feinsten hier untersuchten Rechennetzes konn-
te mit dem PISO-Verfahren die Simulation in einem Sechstel der mit dem SIMPLE-
Algorithmus benotigten Zeit durchgefithrt werden. Effiziente instationdre Stromungs-
simulationen sind eine wichtige Grundvoraussetzung fiir die erfolgreiche Simulation von
Fluid-Struktur-Interaktionen.



6.2 Strukturmechanik

In den néchsten Abschnitten erfolgt nun die Validierung des implementierten Finite-
Volumen-Struktur-Moduls. Es werden Vergleiche mit geeigneten Referenzlosungen
dargestellt und werden wiederum stationdre und instationdre Testfille untersucht.
Es wird nur physikalisch lineares Materialverhalten vorrausgesetzt, geometrische
Nichtlinearitaten werden in eigenen Abschnitten behandelt. Das Material wird stets
als kompressibel angenommen.

Sofern nicht anders vermerkt werden fir das numerische Simulationsverfahren
die folgenden Einstellungen vorgenommen:

o Alle Testfalle aus der Strukturmechanik wurden mit dem neu entwickelten mo-
dularen Losungsverfahren simuliert.

e Das Konvergenzkriterium £ der inneren Iterationen fiir die Impulsgleichungen
wurde stets mit k£ < 0,01 gewahlt.

e Das Konvergenzkriterium k der duBeren Iterationen wurde stets mit k < 107*
gewdhlt.

e Zur Losung der Impulsgleichungen wurde stets das I[CCG-Verfahren verwendet,

s. Abs. 4.5.

e Zellflachenwerte werden mit Hilfe der Skewness-Correction nach Gl. 4.10 ermit-
telt.

e Die Gradientenberechnung erfolgt stets iiber die Methode der kleinsten Quadrate,
s. Gl 4.13.

e Die diffusiven Fliisse werden mit den nichtorthogonalen Korrekturen nach Gl.
4.23 diskretisiert.

e Fiir die Simulationen miissen in der Regel keine impliziten Unterrelaxationen
angewendet werden.

6.2.1 Stationare linear-elastische Testfalle
6.2.1.1 Prismatischer Stab unter Eigengewicht

Im ersten vorgestellten Validierungsbeispiel wird ein prismatischer Stab bzw. Balken
mit quadratischem Querschnitt und der Lange [ unter Eigengewicht untersucht. Fiir
diesen Testfall gibt es analytische Losungen, s. TIMOSHENKO [97], welche hier zum
Vergleich herangezogen werden. Der betrachtete Balken wird an einem Ende fixiert
und ist sonst an allen anderen Seitenflichen frei. Der Balken wird lediglich durch den
Ortsfaktor g und sein daraus resultierendes Eigengewicht belastet. Fiir diesen Belas-
tungszustand erhilt man fiir die Verschiebungen die folgenden analytischen Losungen:

U= -z, (6.15)



v= —V—ggyz, (6.16)

P9l 2 2
w—Eb(z —l)+u(x +y)}. (6.17)
Bis auf die Spannungskomponente in z-Richtung
O, = Pgz (6.18)

ist der Balken spannungsfrei.

Zur numerischen Untersuchung wurde ein Rechennetz mit 3 x 3 x 25 Volumen-
zellen verwendet. Die Abweichung der Losungsgrofien von den analytischen Losungen
liegt bei diesem Beispiel im Bereich des Konvergenzkriteriums, was bei einem
Diskretisierungsverfahren zweiter Ordnung und den quadratischen Verlaufen der
Losungsgrofien zu erwarten ist.

DEMIRDZIC [31] benétigt zum Erreichen eines Residuenabfalls von drei GroBenord-
nungen noch 35 Iterationen. Mit der implementierten sequentiellen Losungsmethode
und der Verwendung des ICCG-Verfahrens wurde dieses Konvergenzkriterium bereits
nach elf Iterationen erreicht.

Reprasentativ wird die Verschiebungsverteilung in Balken-Léngsrichtung und die
zugehorige Spannungsverteilung in Abb. 6.16 dargestellt.

T

0.8

0.2

norm Znorm

Abbildung 6.16: Simulierte Verschiebungs- und Spannungsverldufe entlang der Balkenachse
im Vergleich mit den analytischen Losungen.



6.2.1.2 Biegung eines beidseitig eingespannten Balkens

Beim zweiten Testfall wird die Biegung eines beidseitig eingespannten Balkens der
Lange [ unter Gewichtskraft durch den Ortsfaktor g untersucht. Die Belastung erfolgt
nun quer zur Balkenlédngsachse und wird als Streckenlast ¢ = %2 modelliert.

Die numerische Simulation wird auf drei sukzessive verfeinerten Netzen durch-
gefithrt. Die Ergebnisse werden mit der analytischen eindimensionalen Balkentheorie
verglichen. Die eindimensionale Balkentheorie kann keine dreidimensionalen Effekte
wie den Querschub beriicksichtigen, so dass Abweichungen der Ergebnisse von der
Referenz zu erwarten sind.

Die Biegelinie aus der eindimensionalen Theorie fiir diesen Belastungsfall lautet:

w5t [0 2 () )]

worin I das Flachentragheitsmoment darstellt, s. z. B. GROSS [43].

Bei der Betrachtung der Losungskurven, welche fiir ein Konvergenzkriterium
k < 10~ ermittelt wurden, stellt man eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem
analytischen Verlauf fest. Ferner ist die Netzkonvergenz gut erkennbar. Auf dem
feinsten Rechennetz wird die analytische Losung leicht iiberschétzt, was sich durch
numerische Beriicksichtigung von dreidimensionalen Effekten erklaren lasst.

Das Konvergenzverhalten ist als sehr gut einzustufen. Obwohl das feinste Re-
chennetz 64-mal mehr Zellen als das grobste Rechennetz beinhaltet, werden nicht
einmal doppelt so viele auflere Iterationen zur Losung der Problemstellung auf dem
feinsten Rechennetz benotigt.

0.8 analytisch
06
0.2
0.4
0.
0.2 %
w EO
E .
=
0.8
| | | | 1.2 | | | |
1 08 06 04 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A/A, X/l

Abbildung 6.17: Simulation der Durchbiegung eines beidseitig eingespannten Balkens: Feh-
lerreduktionen e iiber der relativen Netzfeinheit A/A; und Vergleich mit der analytischen
Losung.



6.2.1.3 Biegung eines einseitig eingespannten Balkens

Das dritte Beispiel behandelt einen einseitg eingespannten Balken unter dem Einfluss
des Eigengewichtes. Die Belastung erfolgt quer zur Balkenldngsachse. Es wurden die
gleichen Netze wie im vorhergehenden Beispiel verwendet. Die numerisch ermittelten
Losungen werden mit der analytischen Losung aus der eindimensionalen Balkentheorie

verglichen:
4 2 x\3 x\4
w(e) = 5457 [6 (7) -+(3) +(3) ] (6.20)

5. z. B. GROSS [43)].

Zunachst wurde fiir alle drei Netze untersucht, ab welchem Konvergenzkriterium
keine Anderung in der Losung mehr zu erwarten ist. Dieses ist nach Abb. 6.18 fiir
alle Netze bei einem Residuenabfall von 5 Groflenordnungen zu erwarten. Der grofie
Unterschied in den Losungen bei den unterschiedlichen Konvergenzkriterien von 1073
und 10~* zeigt, dass ein Residuenabfall von 3 GréBenordnungen fiir den sequentiellen
Losungsprozess bei der Untersuchung von linear-elastischen Problemstellungen zu
niedrig ist. Das vorhergehende Beispiel in Abschnitt 6.2.1.1 stellt eine Ausnahme dar.
Netzkonvergenz stellt sich ein, auf dem feinsten Netz erhilt man ein gute Ubereinstim-
mung mit der analytischen Losung. Das Konvergenzverhalten bei dieser Belastungsart
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N - N
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s SN s NN
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Abbildung 6.18: Simulation der normierten Durchbiegung eines einseitig eingespannten Bal-
kens, links die numerisch ermittelten Losungen auf dem feinsten Netz fiir verschiedene Konver-
genzkriterien, rechts Darstellung der Netzkonvergenz fiir das Konvergenzkriterium k < 1072
im Vergleich mit der analytischen Losung.

als méfig einzustufen. Mit der sequentiellen Loésungsmethode werden sehr viele
auBere Iterationsschritte zum FErreichen des Konvergenzkriterium benotigt. Dieses
Verhalten wurde auch bei weiteren Testféllen, z.B. diinnwandigen Strukturen unter
Querbelastung, festgestellt. In Abschnitt 6.2.1.7 wird eine Methode zur Verbesserung
des Konvergenzverhaltens vorgeschlagen, besprochen und angewendet.



6.2.1.4 Dickwandiges Rohr unter Innendruck

Im Folgenden wird ein dickwandiges Rohr unter Innendruck p,y simuliert. Das Rohr
ist beschrieben durch seinen Innen- und Auflenradius r; und r,, wobei das Verhéltnis
Lo = 2 gewdhlt wurde. Die Ausdehnung in Achsrichtung des Rohres sei unendlich, so
dass eine zweidimensionale Betrachtung gentigt.

Aufgrund der Rotationssymmetrie der Problemstellung wurde nur ein Sektor
mit Winkel o = 60° vernetzt, dessen begrenzende Berandungen eine reibungsfreie
Einspannung reprasentieren. Diese Einspannung wird in der implementieren FVM
einfach durch eine Symmetrie-Randbedingungen, s. Abb. 6.19, modelliert, wobei
lediglich Verschiebungskomponenten in tangentialer Richtung zugelassen werden.

/

: reibungsfrei o: periodische Knoten

x: Einspannung

Abbildung 6.19: Geometrie, Rechennetz und Randbedingungen zur numerischen Simulation
eines dickwandigen Rohres unter Innendruck (links) sowie unter Torsionslast (rechts).

Die numerischen Simulationen wurden auf drei sukzessive verfeinerten Netzen mit
8 x 8x 1,16 x 16 x 1 und 32 x 32 x 1 Zellen durchgefiihrt. Das grobste Rechennetz
und die Randbedingungen fiir die Simulation sind in Abb. 6.19 dargestellt.

Auch fir diesen Testfall existieren analytische Losungen sowohl fiir die radiale
Verschiebungsverteilung

wn(r) = P, T : l(l —0) (E)z (1+ y)] (6.21)

— T
E r2—r; r

als auch fiir die radiale Spannnungsverteilung o,, und die azimutale Spannnungs-
verteilung oy,

2 [/ra\2 ]
o (1) = —porrg —2 <?) - 1_ : (6.22)
bzw: _ i
(r) = + r (T“)zﬂ (6.23)
Op(T) = r — .
¢0 Po r2—r2 [\r ’

welche zum Vergleich herangezogen werden, s. GROSS [44].



Die Vergleiche der mit wuy = %Orrzr_?rz
og = uo% Spannungen sind fiir einen Schnitt ¢ = konst. in den folgenden Abb. 6.20
und 6.21 dargestellt. Die Ergebnisse zeigen die erwartete Netzkonvergenz. Ferner
erkennt man, dass die analytische Losung schon fiir das grobste verwendete Gitter

sehr gut getroffen wird. Zwischen mittlerem und feinstem Netz sind nur Unterschiede

normierten Verschiebungen und der mit
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>
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Abbildung 6.20: Vergleich von Verschiebungen w,(r) an einem Schnitt ¢ = konst mit der
analytischen Losung.
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Abbildung 6.21: Vergleich von Spannungen 044 und o, an einem Schnitt ¢ = konst. mit der
analytischen Losung.

in Strichstdrke erkennbar. Ein kritischer Punkt sind die Spannungen an Innen- und
AuBenrand, wo die Ubereinstimmung mit der analytischen Lésung erst auf dem
feinsten Netz gut getroffen wird. Dies konnte aber in einfacher Weise mit Hilfe eines
zu den Rédndern verfeinerten Netzes erreicht werden.



6.2.1.5 Dickwandiges Rohr unter Torsionslast

In diesem Testfall wird ein dickwandiges Rohr mit identischen Abmessungen wie beim
Testfall im vorherigen Abschnitt - doch nun unter Torsionslast - untersucht. Das Rohr
ist an seinem Innenrand fixiert. Am Auflenrand wird die Torsionslast 7y in Form einer
tangential wirkenden Kraft aufgebracht. Wiederum wird nur ein Sektor mit o = 60°
untersucht. Die Berandungen werden als periodisches Interface modelliert, s. Abb. 6.19.

Die numerischen Simulationen wurden auf drei sukzessive verfeinerten Netzen mit 8 x
8 x 1,16 x 16 x 1 und 32 x 32 x 1 Zellen durchgefithrt. Das grobste Rechennetz und
die Randbedingungen fiir die Simulation sind in Abb. 6.19 dargestellt.

Fiir diesen Testfall existieren analytische Losungen sowohl fiir die azimutalen Verschie-
bungen

2
ToT r T
=—2|——-= 6.24
uo(r) 2G'r; {7’@- r] (6:24)
als auch fiir die Schubspannungen
N
0rg(r) =0 (T—“) : (6.25)

5. z. B. GROSS [44].

2
Die numerisch simulierten und mit uy = 5 normierten azimutalen Verschiebungen
K3

und die mit 79 normierten Schubspannungen sind fiir einen Schnitt ¢ = konst. in Abb.
6.22 dargestellt. Die Ergebnisse zeigen die erwartete Netzkonvergenz. Ferner erkennt
man, dass die analytische Losung schon fiir das grobste verwendete Gitter sehr gut

3 , 4 ,
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Abbildung 6.22: Vergleich von Verschiebungen uy(r) und Spannungen o,4 an einem Schnitt

a

¢ = konst. mit der analytischen Losung.

getroffen wird.

Zwischen mittlerem und feinstem Netz sind nur noch Unterschiede in Strichstarke




erkennbar. Kritische Punkte sind die Spannungsrander an Innen- und Auflenrand, wo
die Ubereinstimmung mit der analytischen Losung erst auf dem feinsten Netz gut
getroffen wird. Dies konnte in einfacher Weise mit Hilfe eines zu den Réndern hin
verfeinerten Netzes erreicht werden. Mit einem so verfeinerten Netz reicht dann eine
Simulation schon fiir die grobste Auflésung aus.

Auch EINZINGER [34] untersucht diesen Fall mit einem Finite-Elemente-Verfahren
und verwendet zur Modellierung lineare und quadratische, verschiebungsbasierte
Elemente. In seinen Ergebnissen erkennt man grofie Abweichungen in Verschiebungen
und Spannungen zum Auflenrand hin. Dieses Phanomen ist in den Finite-Elemente-
Verfahren als Locking bekannt und tritt bei dem vorgestellten Finite-Volumen-
Verfahren nicht auf.

6.2.1.6 Gelochte Platte unter Zug

Der folgende Testfall zeigt die Spannungsverteilung in einer gelochten Platte unter Zug.
Die theoretisch unendlich ausgedehnte Platte wird im Unendlichen mit einer Zugspan-
nung f, an ihren Enden beaufschlagt. Der Lochradius wird mit a bezeichnet. In der
numerischen Simulation wird nur ein Ausschnitt der Platte untersucht und gleichzeitig
die Symmetrie der Problemstellung ausgenutzt, s. Abb. 6.23.

Die numerischen Simulationen wurden auf drei sukzessive verfeinerten Netzen mit
16 x 16 x 1, 32 x 32 x 1 und 64 x 64 x 1 Zellen durchgefiithrt. Zusétzlich wurden
Losungen auf einem triangulierten und einem polyedrischen Netz berechnet. Das tri-
angulierte Netz ist in etwa so fein wie das feinste strukturierte Netz gewédhlt. Das
polyedrische Netz wurde auf der Basis des triangulierten Netzes generiert und besitzt
nur noch etwa ein Viertel der Anzahl der Zellen des triangulierten Netzes. Die beiden
unstrukturierten Netze sind in Abb. 6.24 dargestellt.

Fiir diesen Testfall existieren analytische Losungen fiir die Spannungsverlaufe in ra-
dialer Richtung o,,, azimutaler Richtung o4, sowie fiir die Schubspannungen o,4, s.
GROSS [44], welche auch in kartesischen Koordinaten dargestellt werden konnen:

a’ (3 3at
Ope = [u ll - <50052¢ + cos4¢>> + 550054 (6.26)
bzw.:
2 1 3 4
Ouy = [u [—2—2 <50052¢ - cos4¢>> - 5%00344 (6.27)
bzw.:
o a’ /1 3at
Oy = fa [—T—Q (§sin2¢ + sin4¢) + §ﬁ8in4¢] : (6.28)

Fiir alle mit f, normierten Spannungskomponenten o, 04, und o, zeigen sich gute bis
sehr gute Ubereinstimmungen der numerisch ermittelten Verliufe mit den analytisch
berechneten. Auf den sukzessive verfeinerten Netzen ist fiir alle Spannungskomponenten
Netzkonvergenz eindeutig erkennbar. Die Ordnung des Verfahrens wird beim feldwei-
sen Vergleich mit den analytischen Losungen fiir alle Spannungskomponenten bestatigt
und die Kurven der Fehlerreduktion gehen asymptotisch gegen den erwarteten idea-
len Verlauf, s. Abb. 6.25. roflere Abweichungen von der Referenzlosung ergeben sich
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Abbildung 6.23: Geometrie der untersuchten Lochplatte mit Randbedingungen fiir die Simu-
lation einer gelochten Platte unter Zug.

Abbildung 6.24: Unstrukturierte Vernetzungsstrategien fiir die Simulation einer gelochten
Platte unter Zug.
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Abbildung 6.25: Fehlerreduktionen e tiber der relativen Netzfeinheit A /A fiir die Spannungs-
komponenten 0,;, 04y und o, bei sukzessive verfeinerten Rechennetzen.

nur in Nédhe des Plattenlochs. Diese Abweichungen kénnen in einfacher Weise durch
eine adaptive Netzverfeinerung zum Rechengebietsrand vermieden werden, welche im
Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefithrt wurde.

Auch bei den auf den beiden unstrukturierten Netzen berechneten Losungen gelten
die oben angefiithrten Aussagen. Die repréisentativ dargestellt Verlaufe der Spannungs-
komponenten zeigen untereinander und im Vergleich mit den Kurven, die auf dem
strukturierten Rechennetz ermittelt wurden, keine nennenswerte Unterschiede.
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Abbildung 6.26: Verlauf der normierten Spannungskomponente o,, (oben), oy, (mitte), oz,
(unten), an Schnitten ¢ = & (links) und ¢ = § (rechts). Die dargestellten Ergebnisse wurden
bei Simulationen auf strukturierten und unstrukturierten Rechennetzen durchgefithrt und

werden hier mit den analytischen Losungen verglichen.



6.2.1.7 Effizienzsteigerung durch Mehrgitterverfahren

In Abschnitt 4.6.2.4 wurden Schwéchen im Konvergenzverhalten des sequentiellen
Losungsverfahrens fiir die Strukturgleichungen diskutiert und Moglichkeiten zur Behe-
bung aufgezeigt. Obwohl bei allen bisher vorgestellten Testbeispielen Konvergenz ohne
Unterrelaxation oder andere Mafinahmen zur Stabilisierungs erreicht wurde, wird der
sequentielle Losungsprozess bei speziellen Problemstellungen wie der Balkenbiegung,
welche in Abschnitt 6.2.1.3 vorgestellt wurde, sehr langwierig.

Bei diesen Problemstellungen wird durch die Verwendung des implementierten
Mehrgitterverfahrens nach Abs. 4.5.3.2 das Konvergenzverhalten stark beschleunigt.
Dieses Verfahren wird nun beispielhaft auf das Balkenproblem aus Abs. 6.2.1.3
angewendet.

Es wurden Simulationen fiir drei Feingitterdiskretisierungen mit 3 x 3 x 25,
6 x 6 x 50 und 12 x 12 x 100 Zellen durchgefiihrt. Die Ergebnisse der Simulationen
decken sich mit Abschnitt 6.2.1.3 und werden nicht mehr gezeigt. Zur Losung wurde
das Mehrgitterverfahren mit einem V-Zyklus eingesetzt. Auf dem feinsten Rechennetz
wird zunéchst eine duflere Iteration durchgefithrt. In der Restriktionsphase werden
jeweils drei (duflere) Iterationen, wihrend der Prolongationsphase vier (duflere)
[terationen vorgenommen.

Es wurden Rechnungen, die auf geometrischen und algebraisch unstrukturierten
Vergroberungen nach Abschnitt Abs. 4.5.3.1 basieren, durchgefiihrt. Die geometrische
Vergroberung ist bei unstrukturierten Netzen nur moglich, falls diese topologisch auf
ein strukturiertes Netz zuriickgefithrt werden kénnen und die Volumenzellen entspre-
chend nummeriert wurden. Deswegen ist diese Art der Vergroberung fiir die spétere
praktische Anwendungen nur bedingt moglich. Bei der algebraischen Vergroberung
wurde die minimale Blockgrofle auf vier, die maximale auf acht Rechenzellen festgelegt.

Der Unterschied im Konvergenzverhalten bei Anwendung dieser unterschiedli-
chen Vergroberungen zeigt Abb. 6.27. Représentativ werden nur die Residuenabfélle
der Verschiebungen, welche sich aus Rechnungen auf den feinsten Gittern ergaben,
dargestellt. Man erkennt hier fiir beide Strategien einen glatten und gleichmafigen
Abfall der Residuen, welcher bis zu einer Grofie von 108 abgebildet wird. Gute Ergeb-
nisse sind nach Abs.6.2.1.3 schon bei einer Gréfie von 107 zu erwarten, weswegen der
Iterationsprozess deutlich frither abgebrochen werden kann. Durch die gleichméfige
und regelméflige geometrische Vergroberung kann die Losung schneller erreicht werden
als bei Verwendung des unstrukturierten Vergroberungsalgorithmus. Der Unterschied
im Konvergenzverhalten von der herkémmlichen sequentiellen Losungsmethode und
der Mehrgitter-Losungsmethode unter Verwendung des unstrukturierten Vergrobe-
rungsalgorithmus ist ebenfalls in Abb. 6.27 dargestellt. Das Mehrgitterverfahren
erreicht hier - die Anzahl der Iterationen betreffend - um Groflenordnungen schneller
das Konvergenzkriterium. Da eine &uflere Iteration in den Mehrgitterverfahren
aufgrund der Restriktions-, Prolongations- und Relaxationsoperationen aufwandiger
ist als im sequentiellen Losungsverfahren, werden die normierten Losungszeiten fiir
die unterschiedlichen Losungsverfahren in Tabelle 6.7 zusammengestellt. Zeitlich sind
die Mehrgitterverfahren dem herkémmlichen Losungsverfahren deutlich tiberlegen.
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Abbildung 6.27: Vergleich der Residuenabfélle fiir die Verschiebungskomponenten u, v und
w flir das Balkenproblem. Links das sequentielle Losungsverfahren im Vergleich mit dem
Mehrgitterverfahren bei idealer geometrischer Vergroberungsstrategie. Rechts die Verlaufe bei
Anwendung des Mehrgitterverfahrens unter Verwendung der idealen und der algebraischen
Vegroberungsstrategie.

N N/N1 iS iG 1A th/tGJ tA/tAJ tA/tG ts/tG ts/tA
225 1 9848 | 63 | 94 | 1,0 Lo | 2,0 |[ 26,0 | 13,0
1800 8 [ >10000] 84 | 190 | 6,0 3.1 | 1,5 | 39,8 | 26,6
14400 | 64 | > 10000 | 149 | 289 | 55,0 | 42,0 | 2,2 || 52,8 | 54,4

Tabelle 6.7: Vergleich der sequentiellen (S) Losungsmethode mit dem Mehrgitterverfahren
mit geometrischer Vergroberung (G) und algebraisch unstrukturierter Vergroberung (A) hin-
sichtlich Iterationen ¢ und Losungszeiten ¢ bei der Simulation eines einseitig eingespannten
Balkens mit drei unterschiedlichen Feingitterdiskretisierungen.

Fir die Berechnungen wurden noch keinerlei Optimierungen hinsichtlich der un-
strukturierten Vergroberungsstrategie, des Relaxationsschemas, der Anzahl der
Glatteriterationen oder der Art des Zyklus durchgefithrt, wodurch mit Sicherheit die
Leistungsfahigkeit des Verfahrens noch deutlich gesteigert werden kann.

In diesem Abschnitt konnte gezeigt werden, dass die implentierte FVM auch fiir
stationére, linear-elastische Problemstellungen mit dinnwandigen, langgestreckten
Konstruktionselemente, welche mit den Finite-Volumen-Zellen sehr fein diskretisiert
werden miissen, effizient angewendet werden kann. Dies ist eine Grundvoraussetzung,
um spezialisierte Elementtypen wie Stabe, Balken oder Schalen vermeiden zu koénnen.



6.2.2 Stationire geometrisch-nichtlineare Testfille
6.2.2.1 Nichtlineare Verformung eines eingespannten Balkens

Bei diesem Testfall wird die geometrisch nichtlineare Verformung eines einseitig ein-
gespannten Balkens der Lange [ und der Querschnittsfliche A unter Endlast F un-
tersucht. Dabei werden die inkrementellen Lagrange-Formulierungen, die TLF und die
ULF, angewendet und die ermittelte Losungen verglichen. Analytische Losungen fiir
die Verschiebungen der Balkenspitze existieren fiir diesen Testfall nur in Form ellipti-
scher Integrale, welche numerisch ausgewertet werden miissen, s. MATTIASON [70]
und als Vergleichswerte herangezogen werden. Die geometrischen Abmessungen und
Materialdaten sind in der folgenden Tabelle 6.8 zusammengefasst.

[ [m] 2,0

A [m?] 0,04

E [N/m?] | 15,293 - 10°
p [kg/m3] 1000, 0

v [—] 0,3

Tabelle 6.8: Geometrie und Materialeigenschaften fiir nichtlinear verformten Balken

Die Werte wurden so gewahlt, dass die erste natiirliche FEigenfrequenz 1H z betragt.

Die numerische Simulation erfolgt wiederum auf drei sukzessive verfeinerten Re-
chennetzen mit 3 x 3 x 30, 6 x 6 x 60 und 12 x 12 x 120 Volumenzellen. Die
inkrementelle Losungsweise wird instationdr durchgefithrt werden. Um schnell zu
einem stationdren Endzustand zu gelangen, wurde das implizite Eulerverfahren
erster Ordnung zur zeitlichen Diskretisierung verwendet. TUKOVIC [98] schlagt zur
Beschleunigung des Verfahrens die Einfiihrung einer kiinstlichen Dampfung D in Form
eines zusatzlichen Zeitterms vor
ov

D = ” K 5 v, (6.29)
wobei die Dampfungskonstante K prinzipiell beliebig hoch gewéhlt werden kann, da
der Einfluss der Dampfung bei Erreichen des stationdren Endzustandes verschwindet.
Um keine Instabilitat des Verfahrens herbeizufithren, wurde diese etwa in der Grofien-
ordnung des Elastizitdtsmoduls gewahlt.

Der untersuchte und verformte Balken mit den verformten Rechennetzen ist in
Abb. 6.28 fiir verschiedene Belastungszustinde dargestellt.

Die ermittelten Absolutbetriage der Maximalauslenkungen der Balkenspitze sind
in den Diagrammen 6.29 fiir verschiedene Belastungen F),,.,, dargestellt, wobei die
Normierung der aufgebrachten Last nach F,..,, = 1;_112 erfolgt.

Man erkennt selbst bei extremen Verformungszustinden gute bis sehr gute Uberein-
stimmung mit den Referenzlosungen. Stabilitat kann jedoch bei grofien Verformungen
und unter Anwendung der Fortschreitenden-Lagrange-Formulierung nur durch eine



genauen Interpolation der Losungsgréfien an die Netzknoten und anschlieende
Netzdeformation erreicht werden, s. Abs. 4.6.3.2. Beim Vergleich der beiden implemen-
tierten Lagrange-Formulierungen erkennt man, dass Losungen fiir die TLF generell
niedriger als fiir die FLF, bzw. ULF ausfallen. Ursachen hierfiir wurden im Rahmen
dieser Arbeit nicht gefunden.

Bei den TLF-Simulationen mussten die Impulsgleichungen mit einem Faktor
a = 0,8 unterrelaxiert werden, um fiir alle Belastungsfille Losungen erhalten zu

konnen. Zusétzliche Anmerkungen zur inkrementellen, instationaren Losungsprozedur
finden sich in Abschnitt 6.2.4.1.

z

%,Y

Abbildung 6.28: Auslenkungen fiir die nichtlineare Verformung mit den zugehérigen Rechen-
netzen eines eingespannten Balkens fiir verschiedene Belastungszustédnde.
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Abbildung 6.29: Auslenkungen fiir die nichtlineare Verformung eines eingespannten Balkens
flir verschiedene normierte Belastungszustédnde.



6.2.3 Instationéare linear-elastische Testfalle
6.2.3.1 Eingespannter Balken unter plotzlicher Belastung

In diesem Abschnitt wird die eindimensionale und zweidimensionale instationdre Wel-
lenausbreitung in einem einseitig eingespannten Balken untersucht. Der Balken ist 10m
lang und 1m hoch. Die Materialeigenschaften des Balkens sind in Tab. 6.9 zusammen-
gefasst.

E[N/m’ 2,1 10"
p lkg/m3] | 7850,0
v [—] 0,3

Tabelle 6.9: Materialeigenschaften des untersuchten, eingespannten Balkens.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird am freien Ende eine Verschiebung 1y = 10~3m aufgebracht.
Das Rechengebiet wird dazu mit Rechennetzen mit 100 x 1 x 1 bzw. 100 x 9 x 1
Volumenzellen diskretisiert. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen im Material
wird mit

e= B (6.30)

p

bestimmt, s. z. B. GROSS [44]. Mit dieser Grofe kann einfach ermittelt werden,
wann die Welle einen bestimmten Punkt im Material erreicht haben muss und wie
grof der Zeitschritt fiir die instationire Berechnung zu wéhlen ist. Uber die mit dieser
Beziehung und fiir die Simulationen verwendeten Courant-Zahlen Co = 0,5 und
Co = 0,05 wurden die ZeitschrittgroSen mit 5t = 107°s und 6t = 10~%s bestimmt. Fiir
die Simulationen mit dem kleinen Zeitschritt wurde das Zeitdiskretisierungsverfahren
nach 4.3.1 mit einer Genauigkeit erster Ordnung verwendet, fiir die Simulationen
mit dem groflen Zeitschritt das Zeitdiskretisierungsverfahren nach 4.3.1 mit einer
Genauigkeit zweiter Ordnung. Die Unterschiede in den resultierenden Ergebnissen
werden im Folgenden diskutiert.

Zunéchst erfolgt die Diskussion der rein eindimensionalen Simulationen. Fiir ei-
ne Stelle z = 5m in der Mitte des Rechengebiets wird in der folgenden Abbildung 6.30
die normierte Verschiebung t,-m = u/ug iiber der Zeit dargestellt.

Man erkennt bei den Simulationsergebnissen mit den kleinen Zeitschritten fiir
das Zeitdiskretisierungsverfahren erster Ordnung sehr gut den erwarteten Verlauf,
kann aber am rechten Abbildungsrand schon eine Démpfung der Loésung durch
numerische Diffusion des Verfahrens erkennen. Fiir das Zeitdiskretisierungsverfahren
zweiter Ordnung erscheint diese Dampfung geringer, dafiir zeigen sich aber starkere
unphysikalische Uberschwinger im Verlauf der dargestellten Verschiebungen.

Bei der Verwendung des grofien Zeitschritts werden die unphysikalischen Uber-
schwinger fiir das Zeitdiskretisierungsverfahren erster Ordnung vollkommen vermieden
und auch beim Zeitdiskretisierungsverfahren 2. Ordnung fallen diese wesentlich
schwécher aus. Beim Zeitdiskretisierungsverfahren erster Ordnung erkennt man jedoch
nun eine viel stiarkere Dédmpfung im globalen Verlauf.
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Abbildung 6.30: Eindimensionale, instationdre Wellenausbreitung in einem sprunghaft ange-
regten, eingespannten Balken: links fiir eine Courant-Zahl C'o = 0,5, rechts fiir Co = 0, 05.

Die eben getroffenen Aussagen gelten auch fiir die zweidimensionalen Simulationen, s.
Abb. 6.31. Durch die Querkontraktion des Materials treten nun auch Verschiebungen
quer zur Hauptausbreitungsrichtung der Materialwelle auf, und die Struktur des
zeitlichen Verlaufs der Verschiebungen ist nun deutlich komplexer. Bei Verwendung
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Abbildung 6.31: Zweidimensionale, instationdre Wellenausbreitung in einem sprunghaft an-
geregten, eingespanntem Balken: links fiir eine Courant-Zahl Co = 0, 5, rechts fiir Co = 0, 05.

beider Zeitschrittgroflen zeigt sich beim Zeitdiskretisierungsverfahren erster Ordnung
wieder die starke Dampfung der Losungen zum Abbildungsrand. Dieser Effekt féllt
fir die Simulationen unter Verwendung des Zeitdiskretisierungsverfahrens zweiter
Ordnung zwar schwéicher aus, jedoch zeigen sich wiederum typische Uberschwinger
in den Losungen. Der deutlich komplexere, zeitliche Verlauf resultiert aus diesen
Uberschwingern und den deutlich komplexeren physikalischen Effekten, die mit diesen
zweidimensionalen Rechnungen abgebildet werden. Neben den Querkontraktionen



und der Wellenreflexion am Balkenende werden die Materialwellen auch an den
Seitenrandern der Geometrie gestreut und reflektiert.

Alle durchgefithrten Simulationen liefen ohne Anwendung von Unterrelaxationen
stabil mit etwa 2 — 5 Iterationen innerhalb eines Zeitschritts. Die Ergebnisse und
die numerischen Eigenschaften des Losungsverfahrens zeigen plausible Ergebnisse
und auch sehr gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von JASAK [60] und
MANEERATANA [69].

6.2.4 Instationire geometrisch-nichtlineare Testfalle:
6.2.4.1 Eingespannter Balken unter plotzlicher Belastung

Im Folgenden wird noch die instationdre Schwingung des einseitg eingespannten Bal-
kens aus Kap. 6.2.2 simuliert. Représentativ fiir alle durchgefithrten Simulationen wird
nur die Simulation fiir den grofiten aufgebrachten normierten Kraftbetrag Fj,,.,, = 1.6
und fiir die FLF diskutiert. Fiir alle durchgefiihrten Simulationen entsprechen die
Maximalamplituden den stationar ermittelten Werten.

Bei den durchgefithrten Simulationen wurde untersucht, welchen Einfluss das
Konvergenzkriterium der &ufleren Iterationen innerhalb eines Zeitschritts oder Inkre-
ments auf die Stabilitdt des Losungsverhaltens und die Plausibilitat der Losung hat.
Fir verschiedene Abbruchkriterien ist der Schwingungsverlauf der Balkenspitze tiber
der Zeit in Abb. 6.32 dargestellt. Man erkennt, dass fir das Konvergenzkriterium
k < 1073 keine stabile Losung erhalten werden kann. Bei einem Konvergenzkriterium
k < 107* ergibt sich eine stationire Losung mit deutlich zu geringer Maximalam-
plitude. Erst ab einem Konvergenzkriterium k& < 107° erhilt man die erwartete
Losung mit einer gleichméfiig ausgepréagten Schwingung. Es ist jedoch am rechten
Abbildungsrand noch leicht zu erkennen, dass das inkrementelle Verfahren fiir dieses
Abbruchkriterium numerische Diffusivitit zeigt und die Amplitude geddmpft wird.
Ab einem Konvergenzkriterium & < 1075 stellt sich schlieflich ein absolut gleich-
mafiges und ungedampftes Schwingungsverhalten ein. Wichtig fiir eine realistische
Abbildung des Schwingungsvorgangs ist auch beim inkrementellen Losungsverfahren
die geeignete Wahl der Zeitdiskretisierung. Der Vergleich im Schwingungsverlauf fiir
Simulationen mit einem Zeitdiskretisierungsverfahren erster und zweiter Ordnung ist
im Vergleich in Abb. 6.33 dargestellt. Man erkennt beim Zeitdiskretisierungsverfahren
1. Ordnung eine starke Dampfung durch kiinstliche numerische Diffusion bereits nach
wenigen Schwingungen. Beim Zeitdiskretisierungsverfahren zweiter Ordnung konnte
eine derartige Dampfung auch bei sehr langen Simulationen mit mehreren tausend
Zeitschritten nicht festgestellt werden.

Ferner wurde noch der Einfluss der Grofle des Zeitschritts beim Konvergenzkri-
terium k < 107° untersucht, s. Abb. 6.34. Bei den gewihlten ZeitschrittgroBen,
welche maximalen Courant-Zahlen, bezogen auf die undeformierte Ausgangsgeometrie,
Co=0,5Co=1,Co=2,Co=4, Co= 8 entsprechen, erkennt man beim verwen-
deten Zeitdiskretisierungsschema zweiter Ordnung nur einen marginalen Einfluss. Bei
grofleren Zeitschritten konnte keine Konvergenz mehr erreicht werden.
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Abbildung 6.32: Schwingung eines sprunghaft angeregten, eingespannten Balkens fiir ver-
schiedene Konvergenzkriterien.

1. Ordnung
————— 2. Ordnung

| | | |
0 100 200 300 400 500
Zeitschritt

Abbildung 6.33: Schwingung eines sprunghaft angeregten, eingespannten Balkens fiir unter-
schiedliche Zeitdiskretisierungen.
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Abbildung 6.34: Schwingung eines sprunghaft angeregten, eingespannten Balkens fiir unter-
schiedliche Zeitschrittgrofien.



Es zeigt sich, dass bei den implementierten inkrementellen Losungsverfahren fiir
die Simulation grofler Verformungszustande noch mehr auf eine sinnvolle Wahl von
Konvergenzkriterium, Zeitschrittgroffe und Zeitdiskretisierungsverfahren geachtet
werden muss als bei Simulationen linear-elastischer Problemstellungen. Besonders
wichtig fiir eine stabile Losungsprozedur ist ferner bei der FLF eine moglichst genaue
Interpolation der Losungsgrofien an die Netzknoten, um eine genaue Netzdeformation
auch bei Simulationen tiber eine lange Zeitdauer zu erhalten.

Mit diesen instationdren Testfillen wurde die Eignung des FV-Struktur-Moduls
fir instationdre Simulationen gezeigt. Das Konvergenzverhalten war bei allen Si-
mulationen als stabil und effizient einzustufen. Instationdre Struktursimulationen
sind eine wichtige Grundvoraussetzung fiir eine erfolgreiche Durchfithrung von
Fluid-Struktur-Interaktionen.

6.2.5 Kritische Diskussion der Finite-Volumen-Methode

Die bisher vorgestellten Beispiele strukturmechanischer Simulationen mit dem entwi-
ckelten Finite-Volumen-Verfahren zeigen gute bis sehr gute Ubereinstimmungen mit
den jeweiligen Referenzdaten. Trotzdem weist die FVM fiir strukturmechanische Simu-
lationen einige signifikante Nachteile gegeniiber der etablierten FEM auf, die sich wie
folgt zusammenfassen lassen:

e Die Finite-Elemente-Methode weist einen grofien Entwicklungsvorsprung auf und
wird deswegen fiir unterschiedlichste Anwendungsbereiche erfolgreich und zuver-
lassig angewendet.

e Im Gegensatz zu Finite-Elemente-Methoden konnen generalisierte Elemente wie
Stab, Balken, Platte und Schale nicht ohne erheblichen Aufwand in die vorhan-
dene Datenstruktur und das vorhandene Programmsystem eingearbeitet werden.

e Die Diskretisierungsgenauigkeit kann bei der hinterlegten Diskretisierungstechnik
nicht ohne erheblichen Aufwand erhoht werden, und man bleibt auf eine Genau-
igkeit zweiter Ordnung beschrénkt. Hierdurch miissen relativ feine Rechennetze
fiir strukturmechanische Berechnungen mit der FVM verwendet werden.

e Bei der hinterlegten sequentiellen und damit speicherarmen Losungsmethode kon-
nen bei stark nichtorthogonalen und verzerrten Rechennetze Instabilitaten fest-
gestellt werden, und es ist oft nur mit Unterrelaxationen Konvergenz erreichbar.
Durch die Unterrelaxation wird das Losungsverfahren langsam.

Neben diesen genannten Nachteilen sind aber auch die folgenden groflien Vorteile der
FVM gegeniiber der FEM fiir strukturmechanische Simulationen im Kontext des ent-
wickelten modularen Simulationsverfahrens unbedingt zu nennen:

e Das Finite-Volumen-Verfahren zur Strukturberechnung wurde in analoger Weise
wie das Verfahren zur Fluidberechnung integriert. Module zur Diskretisierung
und zur Losung der linearen Gleichungssysteme sowie zur tibrigen numerischen



Behandlung konnen fiir beide Module gleichermafien verwendet werden. Dadurch
entsteht ein sehr kompaktes, effizient wartbares und erweiterbares Programmsys-
tem.

e Die vorgestellte Diskretisierungstechnik bleibt auf ein Genauigkeit zweiter Ord-
nung beschrankt. Dieser Nachteil kann durch die Verwendung sehr feiner Rechen-
netze problemlos ausgeglichen werden. Die sequentielle Losungsmethode ist sehr
speicherarm und sehr einfach parallelisierbar, so dass die resultierenden grofien
Simulationsaufgaben problemlos gelost werden kénnen.

e Das FVV kann einfach auf unterschiedlichste Materialgesetze, physikalische und
geometrische Nichtlinearitaten erweitert und somit einfach auf unterschiedlichste
Anwendungsbereiche zugeschnitten werden.

Die FVM kann somit fiir strukturmechanische Simulationen als sinnvolle Alternative
zur FEM gesehen werden. Aufgrund des grofien Entwicklungsvorsprungs der FEM wird
diese jedoch aller Wahrscheinlichkeit nach weiterhin die priméar angewendete Methode
bleiben, bzw. es ist zu erwarten, dass die FVM bereichsweise fiir spezielle Anwendungen
der Struktursimulation, bzw. der FSI in Zukunft starker zum Einsatz kommen wird.



6.3 Fluid-Struktur-Interaktion

6.3.1 Kaplan-Turbine KT192

Im letzten vorgestellten Testfall wird die instationédre Fluid-Struktur-Interaktion in ei-
ner Kaplan-Turbine mit der spezifischen Drehzahl n, ., = 192,01/min beschrieben.
Es handelt sich bei der untersuchten Turbine um eine Stufe des Kraftwerks "Dettel-
bach", welche strémungstechnisch von BOHM [18] ausfiihrlich untersucht wurde. Fiir
den betrachteten Optimalpunkt sind die Betriebsdaten in der nachfolgenden Tabelle
6.10 zusammengefasst.

Fallhohe O [m] 17
Volumenstrom im Optimalpunkt @, [m?/s] | 37,5
Drehzahl n [1/min] 100,0
Laufradauenradius D/2 [m)] 1,77
Anzahl Laufschaufeln [—] 4
Anzahl Leitschaufeln [—] 24

Tabelle 6.10: Betriebsdaten der Kaplan-Turbine KT192.

Mit diesem Testfall wird die hohe Modularitiat des Verfahrens durch verschiedene
Konfigurationen fiir die Simulationsldaufe dargestellt. Die Strukturberechnungen
erfolgen zum einen mit dem von EINZINGER [34] entwickelten und validierten
Finite-Elemente-Modul, zum anderen mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Finite-
Volumen-Modul. Es werden grundsatzliche Unterschiede in den Losungsverhalten
und Anwendungsregeln fir die unterschiedlichen Strukturmodule abgeleitet. Da
fir diese Simulation keine experimentellen Vergleichsdaten vorliegen, werden die
im Rahmen dieser Arbeit ermittelten FErgebnisse mit den Ergebnissen der Ar-
beit von EINZINGER [34] verglichen. Dieser verwendet das blockstrukturierte
Vorgéngerverfahren ns3d zur Simulation des Fluids und das bereits erwahnte Finite-
Elemente-Verfahren fem3D zur Simulation der Stahl-Struktur.

Insgesamt werden Ergebnisse aus vier Simulationslaufen mit unterschiedlichen Verfah-
renskonfigurationen vorgestellt, diskutiert und untereinander verglichen:

e Der erste Simulationslauf stellt eine instationédre Strukturnachrechnung im An-
schluss an eine zuvor durchgefithrte Fluidrechnung dar. Die instationare Fluid-
rechnung erfolgt mit dem neu entwickelten Modul zur Loésung fluidmechani-
scher Gleichungen. Die Strukturnachrechnung wird durchgefiihrt mit dem von
EINZINGER [34] entwickelten Finite-Elemente-Verfahren fem3d. Das Finite-
Elemente-Modul wird hierbei als eigene Gleichung, welche die externe erstellte
Bibliothek ansteuert, in das neue modulare Losungsverfahren eingebunden.

e Der zweite Simulationslauf ist ebenfalls eine instationare Strukturnachrechnung
im Anschluss an eine zuvor durchgefiihrte Fluidrechnung. Die instationére Fluid-
rechnung erfolgt wiederum mit dem neu entwickelten Modul zur Losung fluid-



mechanischer Gleichungen. Die Strukturnachrechnung wird mit dem neu ent-
wickelten Finite-Volumen-Modul zur Losung strukturmechanischer Gleichungen
durchgefiihrt.

e Der dritte Simulationslauf stellt eine zweiseitige instationdre FSI dar. Die in-
stationdre Fluidrechnung erfolgt mit dem neu entwickelten Modul zur Losung
fluidmechanischer Gleichungen. Die Strukturnachrechnung erfolgt mit dem von
EINZINGER [34] entwickelten FE-Verfahren fem3d. Das FE-Modul wird hier-
bei als eigene Gleichung, welche die externe erstellte Bibliothek ansteuert, in das
neue modulare Losungsverfahren eingebunden. Die Kopplung erfolgt iiber ein
F'ST — Inter face nach Kap. 4.6.3, welches den Datenaustausch und die Netzver-
formungen steuert.

e Der vierte Simulationslauf ist eine zweiseitige instationére FSI. Die instationére
Fluidrechnung erfolgt mit dem neu entwickelten Modul zur Losung fluidmecha-
nischer Gleichungen und die Strukturnachrechnung mit dem neu entwickleten
FV-Modul zur Losung strukturmechanischer Gleichungen. Die Kopplung erfolgt
tiber ein F'ST — Inter face nach Kap. 4.6.3 dar, welche den Datenaustausch und
die Netzverformungen steuert.

Die Berechnung wird auf einem Rechennetz durchgefiihrt, welches in drei Bereiche
unterteilt ist, den stehenden Fluidbereich mit Zulauf und Leitschaufeln, den rotie-
renden Fluidbereich mit Laufschaufeln, den Auslassbereich sowie die rotierenden
Laufschaufel-Strukturen. Der rotierende und der stehende Fluidbereich sind iiber
ein GGI verbunden, s. Kap. 4.8.1. In jedem Zeitschritt werden die rotierenden
Netzbereiche weiterrotiert und die Verschneidungen am GGI neu durchgefithrt. Die
Netzrotation und die Netzdeformation und die damit einhergehenden Netzmassfliisse
werden durch Anwendung des Space-Conservation-Law berticksichtigt, s. Abschnitt
4.3.3.

Im Gegensatz zur Berechnung von EINZINGER [34] wurde das gesamte Laufrad
der Maschine simuliert, um Einfliilsse der periodischen Réander auf die Simulations-
ergebnisse ausschlieBen zu kénnen. EINZINGER [34] modellierte die Maschine nur
mit einem Viertel des gesamten Umfangs. Die Rechennetze fiir Fluid- und Struk-
turbereich sind in Abb. 6.35 und Abb. 6.36 dargestellt. Die Netzgroflen sind in der
nachfolgenden Tab. 6.11 zusammengefasst. Die Simulation erfolgte parallel auf vier
Prozessen fiir die Fluidberechnung und einem Prozessor fiir die Strukturberechnung.
Es wurden identische Rechennetze fiir die Strukturberechnungen mit dem FE- und
dem FV-Modul verwendet, um einen direkten Vergleich beider Methoden zu erhalten.
Fiir die FE-Berechnung wurden verschiebungsbasierte lineare Elemente verwendet.

Netzelemente Fluid Stationdr [—] | 383616
Netzelemente Fluid Rotierend [—] | 192000
Netzelemente Struktur [—] 13056
Netzelemente gesamt [m] 588672

Tabelle 6.11: Netzgrofien der untersuchten Kaplan-Turbine.



Abbildung 6.35: Vernetzung des Stromungsraums der untersuchten Kaplan-Turbine, Kontur-
plot des statischen Drucks.

Die zeitlichen Verlaufe in der Druckzahl 1), und dem hydraulischen Wirkungs-
grad 7, liefern nur sehr geringe Schwankungsbreiten in der Grofle der auftretenden
Residuen, weswegen keine eindeutigen Tendenzen bei unterschiedlicher Modellierung
mit einseitiger oder zweiseitiger FSI-Simulation abgeleitet werden kénnen.

Ausgewertet und verglichen werden deswegen bei den Berechnungen die Struk-
turantworten an vier ausgewdhlten Knoten an den Laufschaufeln. Zum einen sind
das die sich ergebenden Absolutverschiebungen an der Vorderkante (A), der Hin-
terkante (C) und der Mitte (B) am AuBenrand der Laufschaufeln, zum anderen
die ermittelten Von-Mises-Vergleichsspannungen in der Mitte der Einspannstelle
(D). Fir alle durchgefithrten Simulationsrechnungen lasst sich erkennen, dass die
Strukturantworten sowohl hinsichtlich der untersuchten Verschiebungen als auch der
untersuchten Spannungen bei den zweiseitig gekoppelten Rechnungen grofler ausfallen
als bei den reinen Strukturnachrechnungen. Dies ist vor allem deshalb interessant,
da man bei den insgesamt sehr kleinen ermittelten Verschiebungen keinen Einfluss
auf den Stromungsverlauf erwartet, dieser jedoch durch resultierende grofere Driicke



Abbildung 6.36: Vernetzung der Laufradstrukturen der untersuchten Kaplan-Turbine, Kon-
turplot der v. Mises-Vergleichsspannung.

eindeutig gegeben ist.

Bei den Simulationen nach EINZINGER [34], welcher zur Verwendung der
Fluidrechnung das Vorgéngerverfahren ns3d verwendete, erkennt man zum Ende der
dargestellten Laufradumdrehung eine deutliche Aufweitung der Schwingungsamplitu-
den, welche entweder auf einen noch nicht eingeschwungenen Stromungszustand oder
auf numerische Instabilitaten im Losungsverfahren zuriickgefithrt werden koénnen. In
der vorgestellten numerischen Simulation mit der Kombination aus dem neuen Lo-
sungsverfahren solver3d und dem von EINZINGER [34] entwickelten FE-Verfahren
erkennt man einen deutlich gleichmafligeren Verlauf in den Strukturantworten. Dies
gilt fiir alle in diesem Abschnitt mit dem neuen Verfahren vorgestellten Simulationen.
Trotzdem erkennt man im Gegensatz zu einer oszillatorisch vollkommen gleichméfiigen
numerischen Losung immer noch leichte Abweichungen vom erwarteten glatten
Verlauf. Es kann aber trotzdem auf eine Verbesserung der numerischen Stabilitdt des
neuen modularen Losungsverfahrens geschlossen werden.

Beim Vergleich der Strukturantworten, welche mit dem FE- und dem FV-Modul er-
mittelt wurden, stellt man bei Anwendung des Finite-Volumen-Verfahrens teilweise

deutlich geringere Amplituden fest. Dies gilt fiir alle Simulationslaufe bei Verwendung
des FV-Moduls. Zur Vergleichbarkeit der Verfahren wurde fiir die FV- und die FE-
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Abbildung 6.37: Zeitlicher Verlauf der Verschiebungsantworten an den Knoten A (oben), B

(mitte) und C (unten).

Simulationen identische Strukturnetze verwendet. Man erkennt anhand der durchge-
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fiihrten Simulationen jedoch, dass die Anforderungen an ein FV-Netz hinsichtlich der
Netzqualitidt und der Netzfeinheit deutlich hoher sind als bei der Durchfiihrung einer
FE-Simulation. Das vorgestellte Rechennetz weist relativ starke Nichtorthogonalititen
und Scherungen auf, durch die das FV-Verfahren stark an numerischer Stabilitdt und
numerischer Genauigkeit verliert. Fiir genaue Verschiebungs- und Spannungsanalysen
missen somit qualitativ hochwertige und deutlich feinere Netze als bei der Untersu-
chung mit einem FE-Verfahren gewahlt werden.
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Abbildung 6.38: Zeitlicher Verlauf der Vergleichsspannungen nach v. Mises am Knoten D.

Neben den eben zusammengefassten Problemstellungen, welche bei derartigen Simula-
tionen mit einer FV-Strukturberechnung auftreten, werden nun noch weitere Aussagen
zusammengefasst, die aus den Simulationsergebnissen gleichermaflen fiir alle Konfigu-
rationen abgeleitet werden konnen.

e Die Laufradschaufel ist an der Vorderkante (Knoten A) im Mittel grofieren Ver-
schiebungen als an der Hinterkante unterworfen.

e Die hochsten Amplituden und damit auch die hochsten Mittelwerte der Verschie-
bungen ergeben sich im Bereich der Schaufelmitte.

e Am Knoten D am Schaufelfuf ergibt der hochste Betrag der Vergleichsspannung.
Wieder zeigen sich fiir die zweiseitigen Berechnungen deutlich hohere Amplituden
als bei der einseitigen Berechnung.

Instationdre FSI-Simulationen kénnen wichtige Aussagen hinsichtlich des Festig-
keitsnachweises von Bauteilen von Stromungsmaschinen liefern. Dabei darf der
stationdre mittlere Anteil der Vergleichsspannung die Streckgrenze des Werkstoffs
nicht iiberschreitten. Die maximalen Amplituden der Schwankungsanteile der Ver-
gleichsspannung miissen dagegen geringer als die Dauerfestigkeit des Werkstoffs
sein. Mit Hilfe der Schwingungsfrequenzen, bzw. der Lastwechsel und mit dem
jeweiligen Wohlerdiagramm des betrachteten Werkstoffs kann dann die Lebensdauer
der Schaufel abgeschitzt werden, s. NIEMANN [77]. Dieses Beispiel zeigt, dass das
neu entwickelte modulare Verfahren auch fiir komplexe Mehrfeldprobleme in realen



Anwendungen eingesetzt werden kann. Die Modularitdt ermoglicht dem Forscher und
dem Anwender grofite Freiheiten hinsichtlich der gewiinschten physikalischen und
numerischen Modellierung.

Bei einer zweiseitigen FSI-Simulation, wie sie hier vorgestellt wurde, kommen
alle in dieser Arbeit implementierten Module des Verfahrens zur Anwendung. Eine
Ubersicht iiber den angewendeten FSI-Kopplungs-Algorithmus ist in 6.39 zusammen-
gefasst. Die Abbildung zeigt die ausgefithrten Operationen wéihrend der Zeitschleife.
Zu Beginn eines Zeitschrittes werden die Netze fiir die rotierenden Bereiche weiter-
bewegt und an den Schnittstellen zwischen rotierenden und stehenden Bereichen die
Interfaces neu verschnitten. Innerhalb der Schleife werden die Gleichung fir Fluid-
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Abbildung 6.39: Das modulare Verfahren bei der Durchfithrung einer FSI-Simulation.

und Strukturraum auf verschiedenen Prozessen gelost.

Die Verbindung erfolgt iiber das FSI-Interface, welches sowohl auf Fluid- als auch auf
Struktur-Prozessen arbeitet. Uber dieses Interface werden Fluid-Krifte und Struktur-
Verschiebungen und -Geschwindigkeiten an den entsprechenden Réndern gesendet.
Die Fluid- und Struktur-Prozesse steuern die Netzverformung. Das FSI-Interface stellt
sicher, dass die Fluid-und Strukturbereiche wahrend des Simulationslaufes miteinander
verbunden bleiben.

Die &uflere Iterationsschleife stellt nun die stabile FSI-Kopplung sicher, der hier
bezeichnete Internal-Loop behandelt die Nichtlinearitaten des Systems. Bei kompli-
zierten FSI-Simulationen kénnen mehrere duflere Iterationsschritte, auch als staggered



iterations bezichnet, s. HRON [55], notwendig werden. In der vorgestellten Simulation
waren zwischen 1 und 3 derartige Iterationen notwendig. Die Internal-Loop-Schleife
wurde stets bis zum Konvergenzkriterium des Zeitschritts ausgefiihrt.

Das neu entwickelte modulare Verfahren eignet sich somit auch zur Simulation
komplexer Mehrfeldprobleme mit rotierenden und stehenden Fluid- und Strukturbe-
reichen. Uber die Definition entsprechender Gleichungsobjekte kénnen unterschiedliche
Module zur Strukturberechnung verwendet werden. Bei der Verwendung des im Rah-
men dieser Arbeit entwickelten und implementierten FV-Moduls ist jedoch grofie
Vorsicht hinsichtlich der Qualitdt und der Feinheit der verwendeten Rechennetze gebo-
ten, um gleichwertige Aussagen zu erhalten wie sie mit FE-Verfahren auf identischen
Rechennetzen ermittelt werden.
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Kapitel 7

Bewertung und Ausblick

Die Entwicklung des in dieser Arbeit vorgestellten modularen Losungsverfahrens ver-
folgte zwei Ziele:

e Die Bereitstellung eines effizient erweiterbaren und effizient wartbaren numeri-
schen Losungsverfahrens zur Simulation geometrisch und physikalisch komplexer
Mehrfeldprobleme fiir den universitdren und industriellen Einsatz.

Hierfiir wurden das am Lehrstuhl entwickelte Vorgangerverfahren auf ein neues
Fundament hinsichtlich des Programmdesigns, der Programmstruktur und der
Modularitat gestellt und das numerische Verfahren grundsatzlich tiberarbeitet.

e Die Implementierung und Validierung der strukturmechanischen Erhaltungsglei-
chungen in einer Finite-Volumen-Formulierung, um die Eignung dieses Verfahrens
einerseits hinsichtlich strukturmechanischer Berechnungen und andererseits hin-
sichtlich der Eignung zur Simulation von Fluid-Struktur-Interaktionen zu unter-
suchen sowie zusatzlich Vorteile und Nachteile gegeniiber den etablierten Finite-
Elemente-Verfahren herauszuarbeiten.

Fir die spitere Anwendung dient das modulare Losungsverfahren als Grundbaustein
in einem Integrierten-Design-System fiir die Erstauslegung und Optimierung von Stro-
mungsmaschinen.

Entwicklung des Modularen Verfahrens

Das Verfahren wurde in C++ implementiert und greift auf verschiedene Biblio-
theken zur Geometriebearbeitung, Losung linearer Gleichungssysteme, Partitionierung
und Parallelisierung zu.

Durch die Verwendung objektorientierter Techniken konnen sog. Konfigurationen
fiir verschiedene Anwender und unterschiedlichste Problemstellungen wie mit einem
Baukasten neu erstellt oder bereits bestehende Konfigurationen erweitert werden. Das
Programm ist somit einerseits effizient wartbar und erweiterbar, andererseits ist es
einfach, sich in die objektorientierten Strukturen einzuarbeiten und so das Verfahren
effizient fiir Forschungs- und Industrieprojekte anzuwenden.



Finite-Volumen-Methode

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die FVM zur Diskretisierung partieller Differential-
gleichungen fiir stromungs- und strukturmechanische Problemstellungen angewendet.
Im Gegensatz zu den von SKODA [93] und EINZINGER [34] entwickelten Vor-
giangerverfahren arbeitet das neue Verfahren auf einer polyedrisch unstrukturierten
Datenstruktur, wodurch die Behandlung beliebig komplexer Geometrien ermoglicht
wird. Aufgrund der neuen Datenstruktur mussten neue Module zur Diskretisierung,
zum Datenaustausch an allgemeinen Domain-Interfaces und zur Losung linearer
Gleichungssysteme entwickelt werden.

Die Leistungsfahigkeit der hinterlegten Diskretisierungstechnik wird sowohl fiir
fluid- als auch strukturmechanische Problemstellungen an reprasentativen Testfillen
aufgezeigt. Hauptaugenmerk liegt auf den strukturmechanischen Testfillen, an denen
Starken, aber auch Schwéchen bei Anwendung der FVM dargelegt werden.

Eine FSI-Simulation einer Kaplanturbine zeigt die Anwendbarkeit des modula-
ren Losungsverfahrens fiir komplexe Mehrfeldprobleme, bei der alle im Rahmen der
Arbeit entwickelten Module miteinander interagieren. Mit dem entwickelten Modul
FSI-Interface konnen sowohl einseitig als auch zweiseitig gekoppelte FSI-Simulationen
durchgefiithrt werden. Durch die Strukturberechnung sowohl mit dem FE-Modul von
EINZINGER [34] als auch dem neu entwickelten FV-Modul wird die Vielseitigkeit
des modularen Konzepts unterstrichen. Die mit dem FV-Modul entwickelten Ergeb-
nisse zeigen teilweise starke Abweichungen von den mit dem FE-Modul ermittelten
Losungen. Fiir die erfolgreiche Anwendung des FV-Modul zur Strukturberechnung
miissen deutlich feinere und qualitativ bessere Rechennetze bzw. Techniken wie
adaptive Netzverfeinerung eingesetzt werden als bei herkommlichen FE-Verfahren.

Fazit

Die Enwicklungszeit des Verfahrens erscheint vor dem Hintergrund der Verfiig-
barkeit des Quellcodes gerechtfertigt.

Durch den modularen und objektorientierten Aufbau ist das Verfahren effizient
wartbar und einfach erweiterbar. Eine Einarbeitung in die Programmstruktur ist
einfach und schnell moglich.

Die implementierten Programmteile zur Struktursimulation und zur FSI mit
dem FVV wurden umfangreich validiert und getestet. Fiir die Simulation stationérer
und instationdrer strukturmechanischer Problemstellungen mit kleinen und grofien
Verformungen erweist sich das FVV als effizient, stabil und - unter Verwendung sehr
feiner und qualitativ hochwertiger Rechennetze - genau.
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Anhang A

Kompressible Medien

Zur Beschreibung kompressibler Stromungsvorginge miissen zuséitzliche Gleichungen
gelost werden, welche im Folgenden ausfiihrlich in der implementierten Formulierung
aufgefithrt werden.

A.1 Energieerhaltung

Die Erhaltungsgleichung fiir die Totalenergie lautet in Vektorschreibweise:

d(peo)
ot

+ V(pvhy) = —=Vq+ V(vT). (A1)

Auf der linken Seite stehen die zeitliche Anderung und der konvektive Transport der
Totalenergie, auf der rechten Seite der Energieeintrag durch den Wéarmestromdichte-
vektor und die Anderung der Totalenergie durch Reibungsarbeit. ey bezeichnet die
spezifische totale Energie, hg die spezifische totale Enthalpie. Fiir diese Grolen gilt mit
der spezifischen statischen Enthalpie h folgender Zusammenhang:

h=e+? (A.2)
P
1

€ = €+ §|V|, (A.3)
1

Der Warmestromdichtevektor wird mit Hilfe des Fourier-Gesetzes ausgedriickt:
q=—AVT. (A.5)

Darin bezeichnet A die Warmeleitfihigkeit des Fluids.

A.1.1 Energieerhaltung im ein rotierenden Bezugssystem

Bei der Transformation der Energiegleichung muss zusétzlich die Arbeit der Zentrifu-
galkraft berticksichtigt werden, die Corioliskraft verrichtet nach HIRSCH [53] keine



Arbeit. Die transformierte Energiegleichung lautet dann:
per)
ot

Die spezifische totale innere Energie und die spezifische totale Enthalphie im Rela-
tivsystem sind durch die Beziehungen

+ V(pwhit!) = V|(j+ 5-VA] + V(wT). (A.6)

1 1
ent = e+ SWW — 5V +k (A.7)
und . .
hyet = h + gWW = 5VV +k (A.8)
gegeben.

A.2 Zustandsgesetze

Koénnen die Stoffwerte Dichte p und Viskositat p nicht als konstant angenommen wer-
den, benétigt man neben den bisher vorgestellten Erhaltungsgleichungen geeignete Zu-
standsgesetze, um diese korrekt berechnen zu konnen und damit Temperatur, Dichte,
Viskositat und Druck zu verkniipfen.

A.2.1 Dichteanderung von Gasen

Bei Gasstromungen wird im Rahmen dieser Arbeit das ideale Gasgesetz verwendet:
p = pRT, (A.9)

wobei R die spezifische Gaskonstante darstellt.

A.2.2 Dichteianderung von Fliissigkeiten

Flissigkeiten werden im Rahmen dieser Arbeit als inkompressibel oder schwach kom-
pressibel und isotherm betrachtet. Die Dichte ist deswegen nur eine Funktion des
Drucks und kann mit der Zustandgleichung nach Tate bestimmt werden:

m—1
p—po=DB (ﬁ) . (A.10)

Die auftretende Konstante B wird folgendermaflen bestimmt:

2

B =% (A.11)
Cp

po bezeichnet die Initial-Dichte, p die Dichte des komprimierten Mediums, ¢y die Schall-

geschwindigkeit bei Initial-Druck und ¢, und ¢, die spezifischen Wéarmekapazitéten bei

konstantem Volumen und bei konstantem Druck. m stellt den Adiabatenexponenten

dar. Die angegebenen Werte gelten fiir Wasser und miissen je nach Fluid angepasst

werden.

Eine schwach kompressible Betrachtung z. B. von Wasserstromungen kann die numeri-

sche Stabilitédt signifikant erhohen und wurde im Rahmen dieser Arbeit sehr erfolgreich

angewandt.



A.2.3 Viskositatsanderung von (Gasen

Die Anderung der Viskositit mit der Temperatur in stromenden Gasen wird durch das
Sutherland-Gesetz bestimmt:

S+ Ty [T\?
SNy i A12
H=H g (TO) (A-12)

S und g sind dabei fluidabhangige Konstanten, 7j bezeichnet eine Bezugstemperatur.
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Anhang B

Statistische Turbulenzmodellierung

Die statistische Turbulenzmodellierung geht auf einen Separationsansatz von
REYNOLDS [85] zuriick, mit dem man die betrachtete Stromungsgrofie ¢ in einen
zeitlichen Mittelwert ¢ und einen Schwankungswert ¢’ aufteilt. Dieser Ansatz lisst sich
neben stationdren auch auf instationdre Problemstellungen anwenden, wenn die globale
Anderung der Strémung deutlich langsamer verlduft als die turbulenten Schwankun-
gen.

Wird der Separationsansatz nach Reynolds auf die inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen angewendet, erhilt man die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-
Gleichungen, welche im Gegensatz zu den urspriinglichen Gleichungen den Transport
der zeitlich gemittelten Stromungsgroflen beschreiben. Durch die Mittelung der kon-
vektiven Terme tritt auf der rechten Seite der Reynolds-Spannungstensor R auf, der
die zeitlich gemittelte Wirkung der turbulenten Konvektion darstellt:

R=—vv. (B.1)

Dieser neue Term ist zunachst unbekannt und muss zur SchlieBung des Gleichungssys-
tems durch zusétzliche Transportgleichungen ermittelt werden.

In der Ingenieurspraxis haben sich aufgrund ihrer Einfachheit die sog. linearen Zwei-
Gleichungs-Modelle durchgesetzt und bewéhrt. Bei diesen Modellen wird der Reynolds-
Spannungstensor iiber die Wirbelviskositdtsannahme direkt modelliert:

2
R:M4VV+V#)—§ML (B.2)

In allen Erhaltungsgleichungen wird dann die Viskositat durch eine effektive Gesamt-
viskositat ersetzt, welche sich aus der laminaren und der turbulenten Viskositat zusam-
mensetzt:

Peff = Miam + Hurb- (B.3)
Zur SchlieBung des Gleichungssystems wird bei diesen Zwei-Gleichungs-Modellen eine
Transportgleichung fiir die turbulente kinetische Energie und die turbulente Dissipation
abgeleitet. Die turbulente kinetische Energie wird mit dem Reynolds-Spannungstensor
folgendermaflen definiert:

k:—%R. (B.4)

Die Dissipation beschreibt, wie turbulente kinetische Energie in Warme dissipiert wird.



Die vorgestellte Mittelungsvorschrift nach Reynolds kann prinzipiell auch fiir
kompressible Fluide angewendet werden, stellt sich hierfiir allerdings als unvorteilhaft
heraus. Bei kompressiblen Fluiden wendet man deswegen einen massengewichteten
Mittelungs-Ansatz nach FAVRE [8] an, wobei dieselbe Problematik wie bei der
Reynoldsmittelung fiir inkompressible Fluide entsteht und eine Modellierung des
Reynolds-Spannungstensor notwendig macht. Eine ausfiithrliche Beschreibung dieses
Ansatzes findet sich beispielsweise in WILCOX [109].

EINZINGER [34] entwickelte ein Verfahren, welches fir alle Machzahl-Bereiche
verwendet werden kann. Dies funktioniert, da man die Favré-gemittelten Gleichungen
auch fir inkompressible Fluide anwenden kann, wenn die Reynolds-gemittelten Grofien
durch die Favré-gemittelten Groflen ersetzt, den Reynolds-Spannungstensor anpasst
und entsprechende Definitionen fiir Dissipation und Produktionsterm der turbulenten
kinetischen Energie verwendet. Man erhalt hierdurch ein sehr kompaktes, universell
anwendbares numerisches Simulations-Werkzeug.

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Zwei-Gleichungs-Modelle werden in den
folgenden Abschnitten vorgestellt. Alle diese Zwei-Gleichungs-Modelle existieren
in unterschiedlichen Varianten, so dass eine Zusammenfassung aller im Verfahren
auftretenden und hinterlegten Konstanten jeweils tabellarisch aufgefiihrt wird.

B.0.4 Zwei-Gleichungs-Modelle
B.0.4.1 k-e-Turbulenzmodell

Beim k-e-Turbulenzmodell nach LAUNDER [66] wird die turbulente Viskositit mit
Hilfe der turbulenten kinetischen Energie und der Dissipation bestimmt:
k32
He = Cup?- (B5)
O, ist eine Modell-spezifische Konstante.
Die Erhaltungsgleichung fiir die turbulente kinetische Energie lautet:
(Opk)

~———~ +V(pvk) = P, — pe+ V(u + &)Vk. (B.6)
ot Ot

Die Dissipation wird bestimmt mit:

Jpe € ¢
( ;t ) + V(pve) = CE%P;C - CeQEPk —V(p+ g—:)Vk?- (B.7)

P bezeichnet den Produktionsterm fiir die turbulente kinetische Energie:
2
Py=p (Vv+ V) Vv + PRIV, (B.8)

Das urspriingliche Modell ist nur fiir hohe Reynoldszahlen geeignet; durch die Damp-
fungsfunktionen C; und C auf der rechten Seite der e-Gleichung wird ein korrektes
Verhalten an Wénden erméglicht. Diese Dampfungsfunktionen werden fiir jede Varian-
te des Turbulenzmodells speziell definiert. Die Modellkonstanten und die Dampfungs-
funktionen fiir die verwendeten Varianten des k-e-Modells sind in nachstehener Tabelle
angegeben.



MODELL O O¢ Cmu Cd 062
k-e-STANDARD | 1.0 | 1.3 ] 0.09 | 1.0 | 1.0

Tabelle B.1: Konstanten des k-e-Turbulenzmodells

B.0.4.2 k-w-Turbulenzmodell

Beim k-w-Turbulenzmodell wird zusatzlich zur Erhaltungsgleichung fiir die turbulen-
te kinetische Energie B.6 eine Erhaltungsgleichung fiir die spezifische Dissipation w
verwendet:

(Opw)

ot

Die spezifische Dissipation wird mit Hilfe der turbulenten kinetischen Energie und der
Dissipation definiert:

P
+ V(pvw) = afw — Buw?+ V(p+ i )Vw. (B.9)

Ow

€

= B.10
= (B.10)
und man erhalt wegen dieser Beziehung und B.5 die turbulente Viskositat mit:
k
[y = p—. (B.11)
w

Der Vorteil dieses Modells gegeniiber dem k-e-Modell ist einerseits die korrekte Voraus-
sage der turbulenten Groéflen in Wandnahe ohne Dampfungsfunktionen. Andererseits
liefert das k-w-Modell weniger gute Voraussagen fiir freie Stromungen weitab von
Wiénden. Die Modellkonstanten fiir die verwendeten Variante des k-w-Modells sind in
nachstehender Tabelle angegeben.

MODELL or | 0u | Cou/B*
k-w-STANDARD | 0.5 | 0.53 | 0.09

Bled

kolo] ©

Tabelle B.2: Konstanten des k-w-Turbulenzmodells

Durch die Verwendung der Wirbelviskositdtsannahme wird bei Verwendung der
beiden vorgestellten Turbulenzmodelle in Staupunktstromungen eine iiberhéhte
Produktion von turbulenter kinetischer Energie vorausgesagt. Diese Uberproduktion
beeinflusst die turbulente Grenzschicht massiv, verfalscht die Ergebnisse und muss
deswegen vermieden werden.

Hierfiir wurden von zahlreichen Autoren verschiedene Limitierungs-Mafinahmen
vorgeschlagen. Im Rahmen dieser Arbeit werden die Korrekturen nach KATOLAUN-
DER (KL), MOOREMOORE (MM) and DURBIN (D) angewendet, welche teilweise

standardméfig verwendet werden oder optional zugeschaltet werden konnen.

B.0.4.3 Shear-Stress-Transport(SST)-Turbulenzmodell

Die Vorteile der beiden bisher vorgestellten Turbulenzmodelle werden im Shear-Stress-
Transport-Modell nach MENTER [73] vereint. Durch eine Mischungs- oder Blending-



Funktion F

Fy = tanh(arg}), (B.12)
. Vi 5000\ 4pook
arg, = min (max (C’Hwy; e ;C'Dkwa , (B.13)
1 0k Ow
Dy, = 200, ;1.0e1° B.14
CDy, = max < o, 23 O, O, Oe ) (B.14)

wird erreicht, dass in Wandnédhe das k-w-Modell, in freien Scher-Stromungen das k-
e-Modell verwendet wird. Die verwendeten Erhaltungsgleichungen fiir die turbulente
kinetische Energie und die spezifische Dissipation w lauten bei diesem Modell:

pk .
% + V(pvk) = P, — Cpwk + V(1 + M;)Vk (B.15)
) 1 0k O
999) | (pviw) = lPk—ﬂpw PV YV + (1 - F) 20000 —— <2 (B.16)
ot o w o, 01,

Der Produktionsterm wird nur in der k-Gleichung mit der folgenden Beziehung limi-
tiert:

P, = min (Py; ce) (B.17)

Die auftretenden Konstanten ¢ des Modells werden mit Hilfe der Mischungs-Funktion
F| berechnet:

¢ = Fi¢1 + (1 = F1)¢a. (B.18)

Die turbulente Viskositat wird mit Hilfe einer weiteren Blending-Funktion Fj:

2vk 500v
Fy = tanh(max (C'Mwy; 7 )) (B.19)
begrenzt:
ark
pe = p - (B.20)

max (alw; \/QSFQ) .

Im Rahmen dieser Arbeit wird die SST-Variante nach VIESER [104] implementiert,
bei welcher zur Berechnung der turbulenten Viskositit der Betrag der Dehnungs-Rate
S anstelle der Wirbelstarke 2 verwendet wird:

1
S =1/5i;Sij = \/Z (Vv + VVT)2. (B.21)

Diese verhindert zuséatzlich zum Produktionslimiter B.6 eine iiberhohte Produktion von
turbulenter kinetischer Energie in der Nahe von Staupunkten.

Das SST-Modell vermag im Gegensatz zu den origindren k-e- und k-w-Modellen auch
Stromungen mit negativem Druckgradienten zu simulieren, wie sie in Ablosegebieten
oder Transitionsgebieten auftreten konnen.

Die auftretenden Konstanten des hinterlegten SST-Turbulenzmodells sind in nachste-
hender Tabelle zusammengefasst.




MODELL | o41/0k2 | 0w1/0w2 Y1/72 b1/ 2 C ap | B
SST-Vieser 2.0/1.0 2.0/1.168 0.5532/0.4403 0.075/0.0828 10.0 | 0.31 ] 0.09

Tabelle B.3: Konstanten des SST-Turbulenzmodells nach Vieser

B.0.5 Wandbehandlung

Bei praktischen Anwendungen ist es sehr schwierig, das Verhalten einer turbulenten
Stromung in der Néhe von festen Wanden korrekt zu simulieren. Die zu bestimmenden
Wandschubspannungen oder Transitions- und Ablésegebiete der turbulenten Grenz-
schicht hangen in starkem Maf} von einer korrekten Wandbehandlung ab.

Die turbulente Grenzschicht an Wéanden wird in drei Bereiche unterteilt, die viskose
Unterschicht, den logarithmischen Bereich und die turbulente Kernstromung.

Fiir eine korrekte Simulation des Einflusses der Grenzschicht auf die Stromung stehen
prinzipiell zwei unterschiedliche Ansétze der Wandbehandlung zur Verfigung;:

e der Ansatz der niedrigen Reynoldszahlen bzw. der Low-Reynolds-Ansatz und der

e Wandfunktions-Ansatz,

welche beide im entwickelten Verfahren hinterlegt sind und deswegen im Folgenden
kurz beschrieben werden.

B.0.5.1 Low-Reynolds-Ansatz

Die Anwendung dieses Ansatzes erfordert ein sehr feines Rechennetz in Wandnéhe, da
die viskose Unterschicht mit einer ausreichenden Anzahl von Gitter-Zellen aufgelost
werden muss. Der Vorteil dieses Vorgehens liegt in einer detaillierten Abbildung
der Stromung auch in Wandnéhe. Das Rechennetz muss mit groler Sorgfalt erstellt
werden, und der Rechenaufwand ist wegen der hohen Netzauflosung sehr grof3.

B.0.5.2 Wandfunktions-Ansatz

Den genannten Nachteil des Low-Reynolds-Ansatzes versucht der Wandfunktions-
Ansatz zu umgehen, indem die viskose Unterschicht durch empirisch gefundene Formeln
so iiberbriickt wird, dass geeignete Randbedingungen fiir alle Gleichungen in Wandna-
he gefunden werden koénnen.

Dazu miissen die Wand-nachsten Rechenpunkte, an denen mit diesen Formeln Werte fiir
die turbulente kinetische Energie, die Dissipation, die Produktion und die Wandschub-
spannung festgelegt werden, im logarithmischen Bereich der turbulenten Grenzschicht
liegen. Fiir eine praktische Anwendung in geometrisch komplexen Stromungsbauteilen
ist das kaum fiir alle Wandbereiche einzuhalten und eine Netzgenerierung erweist sich
auch bei diesem Ansatz als schwierig.

Der Vorteil dieses Ansatzes liegt darin, dass das verwendete Rechennetz im Vergleich
zum Low-Reynolds-Ansatz sehr grob gewédhlt werden kann und der Rechenaufwand
deutlich sinkt.



Bei der Verwendung von Wandfunktionen unterscheidet man die Standard-
Wandfunktion und die skalierbare Wandfunktion.

Standard-Wandfunktion

Bei der Standard-Wandfunktion wird davon ausgegangen, dass das Rechengebiet erst
im logarithmischen Bereich der Grenzschicht beginnt. In diesem Bereich gilt fiir den
Verlauf der dimensionslosen Geschwindigkeit das universelle logarithmische Wandge-
setz:

1
vi=—Iny" +C. (B.22)
K

Die Konstante C wird mit C' = 5.2 angesetzt, die Konstante x mit xk = 0.41.
Die dimensionslose Geschwindigkeit ™+ und der dimensionslose Wandabstand y* sind
dabei wie folgt definiert:

+_ v B.23
v =2, (B.23)
bzw.:
yt =2 (B.24)
1

u bedeutet hierbei die wandtangentiale Geschwindigkeitskomponente. yp stellt den
dimensionsbehafteten Wandabstand dar.
Schubspannungsgeschwindigkeit v, und Wandschubspannung 7, stehen in folgendem

Zusammenhang:
Tw
’UT = —_—. B25
V7 (B.25)

Unter der Annahme, dass im logarithmischen Bereich der Grenzschicht Produktion
und Dissipation im Gleichgewicht stehen, erhdlt man nach DURBIN [33] eine weitere
Beziehung fir u,:

v = CYWE (B.26)

und gewinnt mit dieser Beziehung einen Wert fiir die Dissipation am Wand-néchsten
Rechenpunkt:
(73/4k3/2
€=t —. (B.27)
Kyp

Dieser wird dann im diskreten Gleichungssystem direkt gesetzt. Die Dissipations-
Gleichungen werden also am Wand-nachsten Rechenpunkt nicht gelost. Fir die tur-
bulente kinetische Energie wird eine Null-Gradienten-Randbedingung verwendet.

ok
o 0. (B.28)
Bei der Verwendung der Standard-Wandfunktion wird empfohlen, den ersten Rechen-
punkt in einem dimensionslosen Abstand y* ~ 30 von der Wand zu platzieren, was in
vielen praktischen Problemstellungen schwierig oder sogar unmoglich ist.

Bei Verwendung dieser Art der Wandfunktion konnen deswegen Netzunabhangigkeits-
studien nur schwer durchgefithrt werden.



Skalierbare Wandfunktion

Die Nachteile, welche sich bei der Verwendung der Standard-Wandfunktion ergeben,
werden durch die skalierbare Wandfunktion nach GROTJANS [45] vermieden. Bei
diesem Ansatz werden die Gleichungen so diskretisiert, als ob das Rechennetz auf der
viskosen Unterschicht platziert ware. Das Rechennetz wird aber weiterhin direkt auf
der Wand platziert, in realen Stromungen ist aber die Dicke der viskosen Unterschicht
im Vergleich zur Ausdehnung der restlichen Stromung zu vernachléssigen.

Der erste Rechenpunkt muss dann wie bei der Standard-Wandfunktion nicht speziell
behandelt werden und ist damit unabhéngig von der Netzgenerierung.

Ferner ist es nun moglich, eine Netzverfeinerung ohne Verletzung des y*-Kriteriums
durchzufiihren.

Das Ende der viskosen Unterschicht wird als Schnittpunkt des linearen und logarith-
mischen Verlaufs des dimensionslosen Geschwindigkeitsprofils ermittelt:

1
gt = ~ Iny*t +C. (B.29)

Die iterative Losung dieser Gleichung liefert einen Wert von ¢ = 11.06.

Die Werte der Geschwindigkeit, der turbulenten kinetischen Energie, der Dissipation
und der Viskositat an der Stelle § konnen dann direkt bestimmt werden, denn es
gelten die folgenden Beziehungen:

1
v, = v, (; Iny* + C) : (B.30)
kiy) = 2 (B31)
Y) = ——, B.31
vV Cu
03
e(y) = /{_; = PKULY. (B.32)

Die Wandschubspannung wird mit Hilfe der Wandschubgeschwindigkeit bestimmt:

Tw = —pU2. (B.33)

T

Dabei wird die Geschwindigkeit v, mit
. v
vy = max <u ; s (B.34)
berechnet. Die verwendete Geschwindigkeit u*

v* = C’}/A‘\/E (B.35)

verhindert, dass die Schubspannung an Ablosepunkten der Stréomung verschwindet.
Fiir die turbulente kinetische Energie wird wiederum ein Nullgradient in Wandnorma-
lenrichtung als Randbedingung angewendet.
Fiir die turbulente Dissipation wird eine Flussrandbedingung aus Gleichung B.32 ab-
geleitet:

66 p20*5

on  grtups

(B.36)



B.0.6 Automatische Wandbehandlung

Eine weitere Moglichkeit zur Vermeidung der Problematik bei Verwendung der
Standard-Wandfunktion wird mit der automatischen Wandbehandlung nach MEN-
TER [73] umgangen. Hierbei werden die Werte ¢p fiir Produktion, Dissipation und
Wandschubspannung am Wand-néchsten Punkt P sowohl fiir die viskose Unterschicht
als auch den logarithmischen Teil der turbulenten Grenzschicht berechnet und mit einer
einfachen Mischungsfunktion verkniipft:

¢P Y. gis + ¢lzog' (B37)

Dabei stellt ¢p den effektiven Wert am Wand-nachsten Zellmittelpunkt dar, ¢,;s den
Wert in der viskosen Unterschicht und ¢, im logarithmischen Bereich der Grenz-
schicht.

Mit dieser Beziehung werden die effektiven Werte der Dissipation w und des Produk-
tionsterms P folgendermaflen bestimmt:

2 2
6v U
_ r o ov r B.38
Wp =/ Whis T Whiog “0_075;;1%] - [O.Bmy] ’ (B.38)

2 2
o\’ Cil k32
_ [/p2 2 _ "
Pp = Pvis + Plog = |:Vt <8_y> ] + W . <B39)
Die effektive Wandschubspannung 7,
Tw = —pv2 (B.40)

wird mit Hilfe der in ahnlicher Weise gemischten Wandschubgeschwindigkeiten v, er-
mittelt:

vy = (v4 + 03,109)1/4- (B.41)

T, V1S

Die Wandschubgeschwindigkeiten in der Unterschicht und im logarithmischen Bereich

werden wie folgt bestimmt:

U7—7m‘8 = IL,U—_J, (B42)

o
mlos = Tyt 1 ¢

Fiir die Gleichung der turbulenten kinetischen Energie wird wieder eine Nullgradienten-
Randbedingung in Wandnormalen-Richtung gesetzt, welche im Bereich der viskosen
Unterschicht und im logarithmischen Bereich der Grenzschicht Giiltigkeit bewahrt.
Die Dissipation am Wand-néchsten Rechenpunkt wird direkt mit Beziehung B.38 ge-
setzt.

Diese Mischung stabilisiert das numerische Verfahren und macht die Losung im Wand-
nahen Bereich gitterunabhéangig. Der Ansatz ist jedoch numerischer Natur und des-
wegen physikalisch nur begrenzt korrekt, weswegen ein sorgfiltig erstelltes Netz in
Wandnahe immer noch notwendig bleibt.

Bei sehr groben Rechennetzen muss wiederum die Standard-Wandfunktion verwendet
werden.

(B.43)
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Anhang C

Randbedingungen

C.0.7 Randbedingungen der Stromungsmechanik

Die geeignete Wahl und Einarbeitung der physikalischen Randbedingungen filtert aus
der unendlichen Zahl der moglichen Losungen eine eindeutige Losung heraus. Es miissen
geeignete Randbedingungen sowohl fiir Fluid- als auch Strukturbereiche bereichsweise
gewahlt werden und werden in den folgenden Abschnitten zusammengefasst.

C.0.7.1 Einlassrandbedingungen

Geschwindigkeiten
Die Geschwindigkeiten am Einlass in konnen direkt iiber einen konstanten Wert
vorgegeben werden.

Ferner besteht die Moglichkeit, den Geschwindigkeitsvektor aus einem vorgegebenen
konstanten Totaldruck py, und einer konstanten, vorgegebenen Geschwindigkeitsrich-
tung zu berechnen. Dazu wird der Betrag der Geschwindigkeit im inkompressiblen
Fall mit der folgenden Beziehung ermittelt:

[Viul = %(po ), (1)

mit der die Geschwindigkeitskomponenten mit Hilfe der gegebenen Geschwindigkeits-
richtung ermittelt werden. Diese Beziehung kann auch im Falle schwach kompressibler,
isothermer Medien verwendet werden.

Bei der Untersuchung kompressibler Gase bendtigt man zusatzlich zu Total-
druck und zu statischem Druck noch die statische Temperatur, um den benotigten

Geschwindigkeitsbetrag zu ermitteln:
K—1
Po,in "
’ — 1. C.2

Diese Beziehung gilt prinzipiell nur fiir isentrope Stréomungen, wird aber auch bei ver-
lustbehafteten Stromungsvorgiangen erfolgreich angewendet.

Kk—1

RT;,

|Vin| = 2




Statischer Druck

Bei inkompressiblen und schwach kompressiblen Stromungen oder bei kompressiblen
Unterschallstromungen wird der statische Druck am FEinlass durch Extrapolation von
der Einlass-nachsten Rechenzelle bestimmt.

Bei kompressiblen Stromungen kann der statische Druck mit Hilfe des Totaldrucks
und der Machzahl nach der isentropen Beziehung

k—1 Tr

bestimmt werden. Die Machzahl am Einlass Main wird mit der aktuell vorliegenden
Geschwindigkeit und statischen Temperatur bestimmt.

Temperatur

Die Festlegung der Temperatur am Einlass erfolgt durch direkte Festlegung der sta-
tischen Temperatur oder bei Vorgabe einer konstanten Totaltemperatur mit Hilfe der
isentropen Beziehung:

k—1_ _,\!
K

Dichte
Die Dichte ergibt sich im kompressiblen Fall automatisch mit Hilfe eines geeigneten
Zustandsgesetzes.

Turbulenzgrofien
Die turbulente kinetische Energie am Einlass wird aus dem Geschwindigkeitsbetrag am
Einlass und dem Turbulenzgrad Tu ermittelt:

3
Mit diesem Wert und einem charakteristischen Langenmafl L wird die turbulente Dis-
sipation mit Hilfe von

L2
= C.6
o= 8 (©6)
bestimmt, bzw. die turbulente Frequenz mit
%
iy = =2 C.7
i = 5 (©7)

Von zahlreichen Autoren werden Werte fiir den Turbulenzgrad von 0.01 < Tu < 0.1
vorgeschlagen. Der Wert fiir das charakteristische Léngenmafl liegt zwischen 0.1 <
Ly, < 1.0 einer fiir das untersuchte Problem charakteristischen Lénge. Im Turbo-
maschinenbau wird als charakteristische Lange haufig der Durchmesser des Laufrades
gewahlt.



C.0.7.2 Auslassrandbedingungen

Im Fall einer inkompressiblen Stromung oder im Fall einer kompressiblen Unterschall-
abstromung wird der statische Druck am Auslass auf einen konstanten oder einen
flachengemittelten Wert festgesetzt. Mit einem Mischungsfaktor o kdnnen diese beiden
Zustéinde gemischt werden:

p=pu+(1—a)pc. (C.8)
Hierin bezeichnet p,; den am Auslass iiber extrapolierte Druckwerte gemittelten Wert
und pco den konstanten vorgeschriebenen Wert am Auslass.

Lediglich im Fall einer kompressiblen Uberschallabstromung wird auch der sta-
tische Druck am Auslass extrapoliert.

Die Geschwindigkeiten und alle weiteren Transportgroflen werden aus dem In-
neren des Stromungsraum an den Auslass extrapoliert. Die Dichte ergibt sich
automatisch mit Hilfe eines geeigneten Zustandsgesetzes.

C.0.7.3 Wandrandbedingungen

Bei undurchlassigen Wanden verschwindet der konvektive Fluss der angewendeten
Transportgleichungen durch die entsprechenden Zellflachen. Trotzdem findet ein Im-
pulsaustausch tiber den diffusiven Fluss statt.

Geschwindigkeiten

Durch die Haftbedingung nimmt die Relativgeschwindigkeit an der Wand den Wert
Null an, wg = 0. Der diffusive Fluss an der Wand wird mit Hilfe der Wandschub-
spannung 7, ermittelt und diese in einem lokal aufgespannten Koordinatensystem
aufgestellt. Das Koordinatensystem wird festgesetzt durch den Vektor in Stromungs-
richtung, den Richtungsvektor normal zur Wand und den zu diesen beiden Vektoren
orthogonalen Vektor.

Der tangentiale Richtungsvektor im wandnédchsten Punkt P wird dabei iiber die
wandnéchste Relativgeschwindigkeit wp und die wandnachste Relativgeschwindigkeit
in Normalenrichtung wp ., ermittelt:

Wptan = Wp — Wppor. (Cg)

Dieses Vorgehen basiert auf der Annahme, das kein Richtungswechsel der Geschwin-
digkeit zwischen den Punkten P und R stattfindet, was nicht realistisch sein muss und
von FIEREDER [36] adaptiert wurde.

Die Tangentialrichtung t ist nun gegeben durch:

WPpian
t= . C.10
|WP,t0m‘ ( )

Mit Hilfe der Approximation fiir die wirkende Schubspannung

" _
Tuw %Mw (C.11)



und den ermittelten Tangentenvektor wird nun der diffusive Fluss an der Wand ermit-
telt:
F, = /A TutdS 2 Tt S, (C.12)

Dieser Fluss wird mit einer nachgezogenen Korrektur in den Impulsgleichungen auf die
Quellterme geschrieben:

pd %<u5_w> +l_u5_w+ L bove —ww) | (C.13)
yp Yy

wodurch die Koeffizientenmatrizen fiir alle drei Komponenten der Impulsgleichungen
identisch bleiben.

Druck
Der Druck und die Druckkorektur an den Wanden werden durch Extrapolation be-
stimmt.

Temperatur

Die Temperatur wir mit einem Nullgradienten an die Wand extrapoliert. Dadurch wird
eine adiabate Wand impliziert. Eine Erweiterung auf Wande mit Warmeleitung ist in
einfacher Weise moglich, s. EINZINGER [34].

Dichte
Die Dichte ergibt sich im kompressiblen Fall mit Hilfe eines geeigneten Zustandsgeset-
zes.

Turbulenzgroflen
Die speziellen Wandrandbedingungen fiir die turbulenten Gréfien werden in Abschnitt
B.0.5 ausfiihrlich dargestellt.

C.0.7.4 Symmetrierandbedingungen

Geschwindigkeiten
Die zu einer Symmetrierandbedingung normalen Geschwindigkeiten verschwinden. Die
Schubspannungen normal zu den Symmetrierdndern lassen sich berechnen mit:

T = 244 (C.14)

on
und werden dann als zusétzliche diffusive Fliisse ahnlich wie bei reibungsbehafteten
Winden den Impulsgleichungen aufgeschlagen. Durch Anwendung einer nachgezogenen
Korrektur wird weiterhin eine identische Koeffizientenmatrix der Komponenten der
Impulsgleichungen beibehalten:

m—1

Yyp yp yp



Druck, Temperatur, Turbulenzgrofien
Druck, Temperatur und Turbulenzgrofien sowie alle weiteren skalaren Transportgrofien
werden mit einem Nullgradienten extrapoliert.

Dichte
Die Dichte ergibt sich im kompressiblen Fall mit Hilfe eines geeigneten Zustandsgeset-
zes.

C.0.8 Randbedingungen der Strukturmechanik
C.0.8.1 Verschiebungs -und Temperaturrandbedingungen

Die Vorgabe des Verschiebungsvektors oder der Temperatur an einem Strukturrand
wird iiber die Implementierung einer Dirichlet-Randbedingung fiir diese Groflen reali-
siert.

Der Verschiebungsgradient an diesen Rander wird aus dem Feldinneren extrapoliert,
wodurch die Spannung berechnet werden kann.

C.0.8.2 Spannungsrandbedingungen

Spannungen, Krifte und freie Oberflachen

Die Vorgabe von Spannungen oder Kraften wird iiber Neumann-Randbedingungen rea-
lisiert. Es konnen alle sechs Komponenten des symmetrischen Spannungstensors oder
der Druck vorgegeben werden. Der resultierende Kraftvektor f wird dann mit Hilfe des
Rand-Normalenvektors und der Rand-Zellfliche ermittelt

f=onA—plA (C.16)

und wird direkt auf die Quellterme der entsprechenden Impulsgleichungen aufgeschla-
gen.

Die Verschiebungen an Spannnungsriandern werden iiber eine lineare Extrapola-
tion bestimmt.

Freie Oberflichen sind ein Sonderfall der Spannungs- und Kraftrandbedingung
und werden analog behandelt.

Temperatur

Die Temperatur an einem Strukturrand kann direkt vorgegeben und iiber eine Dirichlet-
Randbedingung implementiert werden oder der Temperaturfluss wird vorgegeben und
iiber eine Neumann-Randbedingung eingearbeitet.

C.0.8.3 Symmetrierandbedingungen

Verschiebungen
Der Verschiebungsvektor wird in tangentiale Richtung zum Symmetrierand gedreht



und extrapoliert und dann fir die aktuelle auflere Iteration als vorgegeben betrachtet
und mit einer Dirichlet-Randbedingung in das Gleichungssystem eingearbeitet.

Temperatur
Die Temperatur wird tiber einen Nullgradienten an den Symmetrierand extrapoliert.
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Anhang D

Lineare Loser

Mit dem folgenden akademischen Testfall werden die unterschiedlichen implemen-
tierten linearen Loser ILU(0), ICCG und das Mehrgitterverfahren nach Abs. 4.5.3.2
miteinander verglichen.

Dazu wurde die Laplacegleichung A¢ = 0 mit der vorgestellten Finite-Volumen-
Methode sowohl auf kartesisch als auch auf polyedrisch vernetzten, zweidimensionalen
Gebieten, s. Abs. 6.1.1.2, diskretisiert und gelost. An den Réndern werden als
Dirichlet-Randbedingung die Werte ¢r.,a = wy vorgegeben, als Initiallosung im
Feldinneren die Initial-Werte ¢y = 0.

Das angestrebte Konvergenzkriterium ist eine Reduktion der Summenbetrags-
norm des Residuum um acht Groflenordnungen. Beim Mehrgitterverfahren wurde ein
V-Zyklus angewendet und die Glattungsschritte wurden mit der ILU(0) durchgefiihrt.

Die Residuenverlaufe fiir die Losungen auf dem feinsten kartesischen und dem
feinsten polyedrischen Netz sind fiir die unterschiedlichen Verfahren in Abb. D.1

10° 10°
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\.\\ ~~~~~~~ \§ \\\\\\\\
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Abbildung D.1: Residuenverldufe der implementierten Gleichungsloser bei Losung einer La-
placegleichung, welche auf kartesischen und polyedrischen Rechennetzen mit 65536 und 64376
Finite-Volumen-Zellen diskretisierte wurde.



abgebildet.

Tabelle D.1 und Tabelle D.2 zeigen alle durchgefithrten Rechenlaufe im Ver-
gleich hinsichtlich Iteration bzw. Zyklen-Anzahl und Zeit. Das Konvergenzverhalten
wird bei allen Verfahren bei der polyedrischen Vernetzung schlechter. Dies liegt an
den nachgefiihrten Korrekturen fiir die Nichtorthogonalitidten in der vorgestellten
Diskretisierungstechnik, s. Abs. 4.2.4.

Das Mehrgitterverfahren zeigt hinsichtlich der Anzahl der verwendeten Zyklen ein von
der Netzfeinheit unabhéingiges Konvergenzverhalten. Auf den feinsten Rechennetzen

ist es den anderen iterativen Losungsverfahren deutlich tiberlegen.

N N/Ny | ime | trcce | tieo || tua/tvea | trcca/tua | troo [tva
4096 1,0 13 55 236 1,0 1,4 3,2
16384 | 4,0 13 200 906 3,4 7,2 24,6
65536 | 16,0 13 753 | 3433 14,4 76,0 318, 4

Tabelle D.1: Verlgeich der Gleichungsloser bei der Losung einer Laplacegleichung auf karte-

sischen Rechennetzen hinsichtlich Iterationszahlen und Losungszeit.

N N/Ni | ime | ticce | tieo || tua/tmea | ticoa/tuaa | trou /tua
A27 | 1 | 42 | 70 | 317 1.0 0,7 2.1
16245 | 3,9 42 254 1181 3,42 4,5 16,5
64376 | 15,6 43 968 | 4509 17,5 59, 66 238,6

Tabelle D.2: Verlgeich der Gleichungsléser bei der Losung einer Laplacegleichung auf poly-

edrischen Rechennetzen hinsichtlich Iterationszahlen und Losungszeit.
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